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Stelsels van parti¥le differentiaalvergelijkingen
(Pfaffs probleem enz.)

Cursus 1951-1952. Amsterdam.

FZie voor notaties en methoden:
Tensorcalculus for physicists, Oxford, Clarendon Press 1951;

Regular systems of equations and supernumerary coordinates,
Scriptum 6, Mathematisch Centrum;

Einflthrung in die neueren Methoden des Differentialgeometrie I,
Noordhoff, Groningen.

De stof is uitvoerig behandeld in J.A.Schouten en W.v.d.Kulk, Pfaff's
problem and its generaligations, Oxford, Clarendon Press, 1949.

1. Veralgemeningen Pfaffs probleem

Eenvoudig Pfaffs probleem (1814). Gegeven covariant vectorveld s, in
X,,L analytisch in ')}f’(gw) Of ook differentiaalvorm w;\d};“ , dit is
alleen een verschil in notatie. De vergell jking

@

"1.1) w’kdgh:Q 1)

stelt voor een En-l -veld in QY(E ) Gevraagd de an, 's wiler tange-
rende E overal in de lokale Em - 1igt en dit voor de hoogste waardsn
van m genaamd V= . Met name vragen wij naar de systemen van OO 's
zo dat er door elk punt één Xq,, gaat (normaalsystemen.van sz *s). Deze

omhulde X,m 's of integraal- >(,,,,'s bestaan altijd voor m = 1 omdat

1.2) 0{{

dt

' een (niet lineaire) gewoné differentiaalvergelljking is.
’ Is W5 van de vorm

1.3 W =g

dan is blijkbaar Y =N -/
Bepaling van ¥ :
Vorm de comitante van IJ;

(rotatie van 2, )

-, 0 Gu" S W - - - o e

1) N.B. £ ,)\,/u,,v,lp,o‘*,t,w lopen altijd van /,..., n (c\ursieve
cijfers).
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Bepaal le. rang ZP van W/z)« (alti,jd even daar'zz;.;\ alternerend)
' 2e. )\ -rang van het stelsel’m;@ ur . Dit 1s de rang van de
matrix

R

f en ook het aantal lineair onafhankelijke vectoren onder Mr*” y )
 Altija geldt/? 2ap+€ £ = dof 1. Dan is

g .
L
g

1.6) Vo =h-p-t

}in ieder gebied waar 2f en A constant zijn.
>;/Eerste uitbreiding. Neem stelsel van Pfaffse vormen

w i, O ab .

‘ &«
d.w.z. n-p covariante vectoren C . Stelt voor een (C, -veld in%(g )
Hetzelfde ook te geven door p contravariante vectoren 5 Fas 1! \,-,pmet

p

;-_?4-\; ~-s- N

1.8) 8[ y = 0

#4
L.
Mwee problemen:

1. Inwendig probleem: De X-ﬁ;
4 p. (omhulde X‘m 's.) -
a, Eerste formulering, Zij

2
's met raak- th in (‘.‘ﬂ s Voor m maximaal
?

3

AP |
o 1.9 F (? ) = Cownsft. ; € = m+1, ----- .
een normaalsysteem van omhulde X (m's, dan 1is
24
1.10) 0! gtb“ f}/,_ F =

k
n.e.v., voor olf rakende aan X,,n en

1.1y o g,u(:;

k
n.e.v. voor oé_f liggen in E,. . Dus n.e.v, voorwaarde 1s dat

(1.11) C (1.10) ; ( (= 1s een gevolg van)

b. Tweede formulering. Een normaalsysteem van X ,ln's kan gegeven woxden
in de parametervorm
N\, ~---.m

1,12) §{ s?’&(’l&;%'z) i-\’\’\ﬂ ---, R

“ + Lijnelement der X% voor ledere waarde der /P T,
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1.13) dft (% §%) d 0"

N.e.v. voorwaarde dus
\ A 0

. e ¥ / K . (“ A
~1,1%) (,/,;;0. (? %)é% }' voor alle waarden van f

Dit is een stelsel niet lineaire partigle differentiaalvergeli jkingen
voor de onbekenden ¢ﬁ; , -

2. Uitwendig probleem. De ,Xm 's met raak- , door 5@ voor m
minimaal 2  p. {omhullende Ko 's.)
a. Eerste formulering: {1.10) C (1.11)
b. Tweede formulering

1'15) ‘g’ ()}LL/: = C N ¢ ::".l'}'l"f‘l.> - -~ - == N-

Dit is stelsel lineaire homogene partidle differentiaalvergeli jkingen
A p ~
voor de ffl.( g“}

Schema: stelsels partigle differentiaal-
: _— vergeli jkingen.

=

Cauchy Dirichlet
oplossing alleen 1n een /7 (F ) oplossing gezocht onder ein-
gezocht. M/ N dige randvoorwaarden
ultwendig probleem 1nwéndig probleem
theorie der lin. part. ° - theorie der algemene
diff. verg, stelsels
Jacobi, Lie, Mayer Cartan, Goursat, Kihler

Algemene formulering (omvat uit- en inwendig probleem). Beschouw zeker
soort geometrische objecten ((Z '8 of vectoren of tensoren of erger)
Veld A = verzameling van 6o " van deze objecten in de punten van4q(
Klasse B, de een of andere wel gedefinieerde klasse van velden van de-
zelfde objecten (bijv. alle Lc‘% 's die aan een )( raken) .

Vraag: Bestaan er in A velden van klasse B.

We gaan nu door met het uitwendig probleem.

2. Stelsels van homogene lineaire differentiaalvergell jkingen.
Ga uit van '

N AE . .
2.1) £ (%uf =0 é):\,—---lw_

en vorm

d Py
2.2) Hre (4, By ) def =0

Iedere oplossing van (2.1} voldoet aan (2.2). Stel onder (2.2) juist
\
/4 vergelijkingen lineair onafhankelijk van (2.1). Dan is At een
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‘arithmetié‘cheVinva.ryiant. We hebben nu + 4, vergelljkingen
2.3),,-5( ()/u =0 /,zi,—--»---*hn/u,
g , )

Ga- zo door tot stelsel

f}l A )
2.4) .ﬂgg d‘j) = /w:/,“ ~~~‘th+/u,+/u,,+--~- et

dat op deze manier niet meer te verlengen is. Dit stelsel heet volledig.
De getallen A ,.. ;,/u zi,}n alle arithmetische invarianten. (2.1) zelf
is volledig als ’e.cc (0,,,, 73” lineair van 5)6' afhangt, dus

2.5) B[c ( ém ]3(])(:1( =
cf@o&t’-’

9 K LA ey &
2.6) "B[C ( Cvi I’z}fj) :f?/('éh {.-’fb})'}”’u

Allereenvoudigste vorm van existen’t iethcorema Cauchy-Kowalewski 1874:
Stel we hebben één onbekende / ( f )en één vergelijking van de eerste
orde, oploshaar naar

1

2.7) | c"/):: }{ (é'f/jc? f) I S S

waar}g analytisch 18 in een ]Z(g » «j of =2 “ul Zi,j verder gegeven
een functie ?0[;“} e nanalytisch in een Q?[{ zo dat
4

Y W{‘”‘)
‘6‘} ((}/550 ;"‘mC"

dan bestaat er een enkele oplossing /(
zo dat

2.8)

L, === .
t s analytisch in een ﬁfé’(? }

FUNE) = plh) it 2

Geval van één lineaire vergelljking

M ,,
2.10) /} (21.1 _ } = 0.

aT ; 54
Kies de codrdinaten zo dat ./j 40 . Normeer zo dat E = /. Dan krijgt
de vergelijking de vorm

2.11) (}1 / . )\:‘{ (’L/) Jootw e p ();’x anal. in. een ;'?“Y(’f()'?)

i

\!‘q.‘,
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Geef dus nu een functie? (?‘) in een%(f “) ;, dan bestaat er een
oplossing f(z? ) analytisch in een %(?) zo dat

¢ 2.12) /(é,f ) =g lE) 5 o= 2

’Neem voor })( f 'M) achtereenvolgens “N-! onafhankelijke functies dan
ontstaan #A-1 onafhankelijke oplossingen en iedere oplossing is een
functie van deze M-I/ , De principale oplossingen t.0.v, Z" _S ,2ijn
die, die voor §H= §" overgaan in i;'l, st f , ° |

| A" Andere vorm var het hoofdresultaat:
Neem willekeurige X/;l..; die de
stroomlljnen wvan 7% elk in een punt
snijdt. Geef op X,., een functie

van de plaats. Er bestaat slechts

één oplossing die op X,,,, met
samenvalt.

Eén enkele oplossing dus, vastgelegd
door een functie van 7s-! variabelen.
¢ = const. stelt Oa,;X 's in X ., voor. Elke X,h, ls een omhullen-
de van /9& . Eén zo'n omhullende kan gegeven worden door 7 functie van

A h-2 variabelen.
7 Bepaling van de kosten. Bij (2.10) behoort het geadjungeerde systeem |
van totale differentiaalvergeli jkingen

. 4
- 2.13) c/g’/u(,/,v = 0. 2z Ay M
of
2.14) Od f e 4 (::+ = evenredig met)

bit zijn echter A-/ gewone differentiaalvergelil jkingen van de eerste
orde met h-] onbekenden (simultaan stelsel). De bepaling van één op-
lossing gelijkstaande met de bepaling van één oplossing van é&én gewone
differentiaalvergeli jking van de { h-l )-de orde met | onbekende heet
naar Lie een operatie A-/ , kort O,, ; { O, = quadratuur).

Eén oplossing van (2.10) (ook integraalfunctie van (2.13) genoemd)
kost dus een O ., .- Neem nieuwe variabelen gk zo dat }“f gelijk is aan
‘deze oplossing. Dan gaan de vergelijklngen over in '

a) A7 =o0.
o PG a

2.15)

+
Beschouw nu in (2.15 b) de 5“ als parameter. Dan kost é&n oplossing
van (2.15 b) een O, _, enz. Totaal hebben wij N -1 operaties 0 N /)

i
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nodig. Kennen wilj toevallig al m onafhankelijke oplossingen dan zijn

nog nodlg O,,%_1 )

Eén hie‘t homogene lineaire vergelijking.
. X . N
2.16) W/L‘)/Li) = 99 @ ) (Wk,é anal. in een%(g) )

Stel dat een oplossing is gegeven in de vorm

2.17) /C'(f> SH) =0 ; -g—é: % 0 (anders niet oplospaarr naar £ )

dan volgt
o8y U F o+ ?5(?*)9(3/};5:0.

maar dit is een homogene lineaire vergelijking met “Z7/onafhankelil jke
£ : ’
*va'.r'ia,beILen§P s / . Deze heeft dus /4 onafhankelijke oplossingen. Eén
4
ervan moet zeker bevatten en daarnaast kunnen er dan 71~7 zijn die

-van‘f vrij zijn. Deze zijn tevens oplossingen der 'gereducyeerde verge-
i

‘11ijking
7 /LL )
2.19) o &/

Dus: bepaal ~! oplossingen f,...,/ van (2.19) en één oplossing
van (2.16) (met behulp van (2. 18)) Dan is de algemene oplossing

2.20) / / }} (/ - /) (y‘ = willekeurig anal. functie)

Systemen van Jacobi. Stel dat

A
2.21) Jg/ a/t,,/:.: 0. J' / :‘\, -,_-- ‘?
| volledlg is., Dan geldt
£ & AN
L /36’] = Y. ¢ (f )Bq,.

Men kan dan bewijzen dat er een stel van f) lineaire combinatles der

/3( bestaat

200y AL

zodat de C’J z' alle nulzijn: f’ = \, - .

4

2.24) ﬁiéf C)]/u_i ﬁ;t] = 0.



Men noemt dan

/,L
2.25) {' %/ =0.

een systeem van Jacobi. De naam "Jacobi" slaat dus alleen op de vorm
van het systeem. Ieder systeem kan in de vorm van een systeem van
Jacobl gebracht worden.

De vorm van een systeem van Jacobi is invariant blj coordinatentrans-
formatie doch niet bij £?~transformaties.

Speciale systemen van Jacobl. Men kan bewi jzen dat deﬁ? ~-transformatie,
gegeven een bepaald cobrdinatenstelsel (%), zo kan worden ingericht dat

) 2.26) ﬂ; :5,; S S s .

2

Voor deze speciale waarden die dus aan (k) =zijn sangepast, gebruiken

wij in plaats van ook griekse indices en vaste indices 7, ----- 72 in
plaats van\, ---- g, dus
of
¥ ot
De matrix van J:ﬂ ziet er dan als volgt uit
S 'p~-—»»-—-> <-

(1. ol ~/3’Z*f«-~-~ﬁ,”g{
Il |
|

y  2.28) i . | ’
J/ J 0 \\1 ﬁ’::_l,ﬂ__ o f?lb /

en de vergelijkingen (2.21) krijgen de vorm

- ﬁ}f B Af o

De speciale vorm van Jacobi is Qigg invariant bij cobrdinatentransfor-
maties. t % | ~ -
Dit duiden wij aan met == . Dit teken drukt uit dat de aandacht wordt
gevestigd op het feilt dat de vergeliljking n%sp meer invariant is bij
cobrdinatentransformaties. Het gebruik van = is niet verplicht, men
gebruilkt het alleen als het gewenst voorkomt de aandacht te vestigen
Maar er zijn wel gevallen waarinkﬁgg zokgewenst'is dat men beter dos
niet = te gebruiken, bijv. in € = lQA ; en dergelijke formules.

waar 1eVende1ndlcea aan de ene kant® corresponderen met dode indices  ,1f
angalidicing, (n 20Y is wel inuawiant =

‘

&
£
%




voor transformaties van de vorm

i1

gdl gvt' K
2.30) =6 £ «
. fl y' ok ’z
£ ) 7
Voor een systeem van Jacobi neemt de volledigheldsvoorwaarde de vorm
aan

e f’ /7 ; ”
2.31) }Q; /8/3] + /3[)/%,/3/9] = 0.
T 1

Men ican tegelijk het geadjungeerde systeem

2.32) C/i dé.&'}u

aan een zodanige X -transformatie onderwerpen ﬁat ook dit stel zeer
eenvoudig wordt. Men moet dus n~p vectoren (,/u 5 S =p*.---, L bepalen
zo dat

. ! 4
/s" ‘‘‘‘‘ )/bJ K =/e """ :/’°

P B SR AN/ L0 IR A

it

ng/u-::é = /4 ---- 'y::/"‘} ————— R
2.33) gl , A= 4 N ,

Men ziet direct dat
C)” J‘J"

a) 2 = 7
2.34) 84 >
w Cp =-Ha

valdoen. Met deze waarden krijgt (2.32) de vorm

2.35) tc;odfﬂ +d &7 Z 0.}

met de voorwaarde (zie (2.31))

[—

~ P - > —“.‘ ........
2.,36) L/f)[),(,ﬁ] - Ly JI?IIC/?] * 0

[ Cearmeen a4 i+ oo s o]

N.B. De vorm van Jacobi en de speciale vorm van Jacobl kunnen steeds
worden gevonden zonder integraties.

3. De oplossingen van een volledig systeem.
Breng het systeem in de speciale vorm van Jacobi (2.29). Dan
zien wij dat é’; - - '«§ﬁ alvast zeker geen oplossingen zijn. Neem
nu de eerste vergell jking

3.1) *;5:/ # ﬁf :?yf = 0.
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dan zijn g -- =, fp van deze ene vergelljking zeker wel oplossingen.
Er zi jJn dus nog n-p andere oplossingen, te verkrijgen door 0 n-p* "mz'
Neem de principale d.z. die, die voor! overgaan in gz__ gl- :
Daaronder bevinden zich alvastf -~ f . oGa nu over tot nieuwe colr-
ainaten £ en richnt het zo in dat £, -, #*Jutst gelijk aan &~ -4
zijn en dat faﬁ} - f Juist die andere n-p principale oplossingen
zijn. Dan weten wij dat ?2’ ,§ allemaal opléssingen van (3.1) zijn
“en verder dat

o< o’ ad X o o« &
3.2) /Zﬂ :: O(\ﬁ ) /2‘,0': f(/;;’ X /2 = 0 | /Q;z'::a.

De vergelijkingen (2.29) gaan nu over in

Y AP v -
3.3) Aﬂ C)ﬂf/ + A/g £>5p?//-)ﬁ: /l)}f 3357/9:0 )-/ }’"'3/qu= ,':“;{..'
W p .

Q/;?? R B;»’ 9;// - 0.

»’ AN v’ ¥ R
ssy | By LGRS AL)
Van de nieuwe vergelijkingen

56 O *ﬁ c’f =0 B et e p P a (pr)
]f / ,,w

/
3.7) ‘]‘j;’ = 0. ;s pr), e, R
zodat de vergelijkingen (3.6) overgaan in
a) Df'f = 0.
¥ ; ) ,
b) o 'pr'* /37'93,,_'/;0 ) =2f—----,/’;}o..-(/s+,),.;a'

Laat de accenten nu voor het gemak weer vallen:

a) 91
3.9) b)gyf ﬁ },frzo

dan zijn de condit%.es nu 3
“8[5 aw '/3}'1 + g ?J 2’ §a2,mnp s e
3.10) ¥,
b f‘f 93').1 /’3'1» + G, v’l = 9/3«\,1 491 -83:_—-__:__0

3.8)

Q
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Bijgevolg is nu (3.9 b) -eenistel van@p-—l vergell jkingen in de n-1l
onafhankell jke variabelen & , --- - . Met dat stel gaat men door.
Kosten van de tweede trap wederom O,h_, , mt 0, . Dit p maal,
totale kosten dus

*«5 3.11) 76 ( foihs (7})
,‘}

Na teruggang tot de ioorspronkeligke codrdinaten gaapn de n-p aldus

gevonden oplossingen voor = g juist over in g =7 ‘. Het
"o %4 o
zijn derhalve prirgipale oplossingen t.o.v. = f . 21ijn
/ v e
P o ; . ‘ ) fhf
3 5 deze oplossingen, dan is (/ / eveneens een
> - 2l A
oplossing, voor = overgaande in F ( sy g

Q

4. Niet homogene lineaire systemen.

7w /Y Gf =g 4 ey

Voorwa.arc;en: en }2‘ analytisch in een ?/Z'( § )verder

f?j}b}? f} neeft rang ¢ ; h?/’"” heeft rang 76

(andgrs waren de vergelijkingen of afhankelijk of onoplosbaar). ZiJ

. b3 F(/j") = 0 ; %%0.

J:
een oplossing. Dan ontstaan de p homogene vergell jkingen

) E)Fjp AN

k
in ntl onaf ankeli jke veranderlijken é‘ ,f . Dit stelsel 1is volledig
mits {schrijf voor het gemak eerst even 2; ar P

=3
o v = 0 (B

b.2)

kg |
b "U‘/a’ =0

) Qf*’ fog = () f

Men noemt dan ook het niet homogene stelsel (4.1) volledig. N.e.v.
zijn (%.2), (4.5 a), (4.5 b).

Is (4.4) nlet volledig dan gaat men (4. ) verlengen tot er een
‘ volledig systeem komt:

dF p + ?r/“c) F o 1-J+ﬁfﬁﬁm




en daarbi] hoort dan
Ry oS , 4
v YR F =)

Is nu voldaan aan de voorwaarden:

k.8) }/g/u-%;’/ /)/f rM;i(} prpur e };@Z/Lj/[(c,ﬁw,? P*/‘t""“’,ﬂ‘w

en Bovendien natuurlijk aan de voorwaarden dat (4.6) volledig is, dan
heeft (4.1) oplossingen. In het andere geval niet.

5. Mayer systemen. K
Bij het systeem in de speciale vorm van Jaéobi

¥ y X :
5.1y (1) Laﬁ/}/ 7 ~[7;3 a},,/f = 0 ;ﬁ =T, ¥ aprt o

hoort het geadjungeerde systeem ‘
¥ o ¥ yef
5.2) (Il)jd'f = “‘C,o dg }
| ) v,

Beschouw nu de \ als onbekende functies deréf )‘u( =7, -- ---)/6, dan
is {(II) equivalent met

¥ e ~Y S FT eh .
5.3) (III) ngg = "L’/:’ (gj 3 ) )‘/'.7:7‘.....'/1,,.]0’,2‘/”’-_‘&‘
Als de voorwaarden van het volledig zijn van {I) {of II) vervuld zljn:

N » 3/2 S ;
5-4) {a[r(’ﬁ] = Czay amb/s’j)

(ook wel genoemd integrablliteitsvoorwaarden van (III) dan noemt men
ITII een Mayer systeam

Stel eens dat 7’ [f )de principale oplossingen zijn van (I)
to.v. :.-.5 , da® zijn

5.5) Z’wo(f ) . C 4 (Cgc = Cahs-fan%en)

n-p onafhankeli;}ke 1ntegralen van II (de p_rincigale integralen t.o.v.
gﬂ = E } (5.5) stelt een stelgel van Qo™ "X Svoor. Vraag:
welke dezer 's gaat door g ? Schrijf de vergelial inz cerst

op voor g g dan krijgt {5.5) de som

f}”(gi éﬁ‘) ::-_?sz CJ“‘

5.6)



2n men krijgt dus de gezochte X} indien men voor de ng de waarden E
neemt . ¢
Los nu deg op uit (5.5) (dit kan altijd omdat /lef/" f }f

dan komt er
Z ¢ s X pd

maar dit z13n n- ploss1nge%<van (III) die afhangen van n~ptconstantenu

Zet men(f .g 3? = dan moet Ge linkerzijde in(f‘ overgaan,
o
bijgevolg is

P S R £)

een stgg oplossingen van (III) dat voogéﬁ =cé~ overgaat in de constan-
ten . Dit ste{zoploiflnﬂep heet het stel der principale oplossingen

.

van I1T t.0. van = . We hebben nu voor (I). (II) en (III) elk

principale oplossingen %esp( intecralen die uit elkaar kunnen worden
afgeleid.

De integratie van (I) of van (II) of van (III) zijn dus (mits de
volledigheidsvoorwaarden vervuld zijn) gelijkwaardige problemen.

Ga nu uit van (III) en neem de t?<i eerste vergelijkingen

Z, ‘,
5.9) (/Z .g 2 , ’Z) 4 - =7 f ({: %57‘7’ ------ L .

ff4
en beschouw Ag »---~)'§ als parameters. Dan hebben we weer een stel
dat er net ultzieo als een Mayer systeem met € onafhankelijke veranderli]j-
ken. En aangeziencsggerdaadégit (5.4) volgt dat

3] = C[c C?’Z’ Cg R R SV

is (5.9) iggerdaad e%n Mayer systeem. D1t heet de verkorting van III

y
5.10) o

t.0. van R

Om (III) op te lossen vevkov?en we naar f’y :
VEL__CY(E! ) e ls -
ll) - ) )/65
N =_Brs, == T
. P -/ % /6 1 .
en hierin zijn nu de(f parameters, é is de onafhankeliljke variabele

g

5.

en dus is (5.11) een simultaan systeem van n-p gewone differentiaal-
vergelijkin%en van de eerste orde. We bepalen de principale oplossingen
£.0. van , dat 21jn dus die. die overgaan in voor alle wille-
keurige waarden der

ey £ ?f*(sﬁ f*”) «?"Zf ﬁ’ £

/{,..-[ % g 7'-— ‘,}1/‘
(Dit kost ovevigengigéﬁ (25;27 Nu gaan we nieuwe variabelén g"f ’

EV oL
FLSRIRFUE) o e

invoeren:

5.13)

’

?

=4
gz = %1"4, e SRy



De transformatie is van de vorm (2.730) zodat de speciale Jacobiighe
vorm gehandhaafdwglljft BO\e“dlen weten we uit (3 5) hoe de Ja% en
dus ook hoe de (;g f"‘ﬁﬂ 7ich transformeren

"zor_,g)

5.14) 7zl
De nieuwe vevgelijkinggp
5.15) 737 < = - (';..19,

luiden dus uitgeschreven als +olgi:
de eerste:

N L Tea 2 Tl

g & &
(omdat }f een oplossing van (5 11) is en dus ¢ ?: = - C:
de andere:

5.17) ,é; =—CZ [fﬂé&g/f?) ,i‘” -~-,//ﬁ.”

ow
In de vergeli:kingen (5.17) valt nu echter de‘g weg omdau volgens
de integrabiliteltsvoorwaa“den

5.18) /& fj Cg,r ) C

nul is en bo‘endien ﬂ/z = O is. Alles valt dus weg behalve

v’
5.19) C ; Fleal /a & = (pr) -
waaruit blijkt dau /i' alleen van éff” glz afhangt. We hebben
dus het probleem verlaagd tot een Mayer systeem met n-p onbekenden en
p—#'onafhankeligke ariabelsn. Daarmee gaan we door en wel p maal. Elke
stap kost Cg_éﬁ, ------ 0 .Dus tot nu toe hebben we nicts gewonnen.

W zoudeﬂ ech\eo w1nnen indien na de eerste stap ee s mocht blijken
dat de CZ P alle nul waren Wan® dan was or in (5 17) niets Eg inte
greren we konden dircc de oplossingen opschri;-en:g'g =

(]

(4]
We gaan nu bewirzen dat deze uitzonderlijk gunstige omstandigheid
zich steeds voordoev indien in III toe-allig

5.20) {C (é“)g El -

Inderdaad volgt dan uit (5. 14)

Cyr (£7 )

O

}

pto_gh
o5 G S b

ft

//
5‘21) :nyg + }‘,,[g )f Fé;
A = // ....... ¥ s & zopra e
/7 ¥ = z'i f) & (,A 15 ,,'/
~en indien men 1n¢deze vergeligkingenﬁ& Q-l et verandert de

linkerzijde niet en komf er rechts 1ngevolge (5.12) en (5.20)

i &’ ¢ &, 4

5 G e G, -
Cﬂ@ fy }7) ’

5.22)



Daarmede is nu bew zZen:
-

> Indien de CF ;g =<, ,//.» ult het Mayer systeem
77

5.23) J £52 ( ) /= WPl P e

7
identiek nul zijn in j ooy Cg or g E ; dan zijn deprincipale
oplossu'lgen met betrekklng tot é van het ° reckorte systeem
0
5.24) ﬁ, --C, (§ )
waarin ‘g .. )cg als parameters worden opgevat, tevens de principale

4

oplossin gn van het systeem (5% met betrekking tot g“zg 30 = P
indien

in deze oplossingen weer als gewone variabelen

worden opgevat .

In dit speciale geval komen we dus uit met één enkel stel operaties

I?L_k’ s e o b} /4;
Nu kan men altijd zorgen dat dit geval optreedt en wel door een
coordinatentransformatie. Opdat de speciale Jacobische vorm gehandhaafd

blijft zal in elk geval moeten gelden
. R / ’ /
5.25) g £ s X = R

- Laten we daar nu bi,j nemen

LN :
5.26) 5, E° s ply e & () ey
Dan is ,
& £~k N ' n b oA
5.27) C/ﬁ' = /Q; C‘,a /9(57’ = J\g C/g /9;;?'
en dus
&' et pd 4 A
5.28) C ro= g C/q /ékf J ;ﬂl ;_2’, .‘-_-....AJ%/.
We verlangen nu dat Q/
C Y2 /z'-
5.2 EVETEY) <o }
9) ( g -'5 g ? (96#—/)’ '
zal zijn. Wil dit algemeen gelden, d. w Z. VOoOor 1edere keuze van de

/
functies C dan moet er dus in /9;01 een factor 57 f’f zitten.
Neem nu met Lie de transformatiée ?

1 7 /
5.30) g wg +§f C £ ;V’ é»/[}" éy gé ;2;;;
dan is (ﬁ&w 4‘%! 0) . V = RV ;.4’ L //,

M; of
31) 57.;;? b f?}; f“’w ‘:w Q*' \\é }H-// 41 ; = (/0*’/) 71/,‘

1; g{,
en we hebben S
g Yo’

5.32) 699’ "=== v 5 C,w (gﬂ é)

zodat inderdaad aan de ges‘telde voorwaarde voldaan is.

Maar nu is de moeilijkheid dat de transformatie (5.30) geen orde-
11ijke coordinatentransformatie meer’ is omdat de functionaaldeterminant
voor é’ ! é’ nul wordt. Inderdaad is immers de determinant van ,9 /i

h.

m;w.

g

"’ag,



40 - O
oF 0 ,
AR 4’ 1
5.33) S g — O v g - £ (=0).
. P " O
: 0
O 0 ___.54'

Dat betekent dus dat we de op denieuwe coordinaten verkregen oplossing
niet terug kunnen transformeren. Niettegenstaande dat gaan we die op-
lossing toch maar eens bepalen. We bepalen dus van het verkorte systeem
(in de nieuwe coordinaten) -

_— ()/ ;‘c:_—c (Hf’ff’gzx)

' s’
de principale oplossingen t.o.v. ;1 (E (=0) met de JV als parame-
ters:

5.35) Cgé:' Fe (54 EP

met de voorwazmrde

AL F (R )

B G

Ma&rﬂ%%’% bligkt dat dit nu vanzelf ook de oplossing zijn van

5.37) f‘%':——eﬂ

»

mits men de Ey’ }t‘ 2. .,?h’ weer als variabelen opvat. Wat we nu
willen hebben zljn-de Eé" uitgedrukt in de EQ(. We kunnen nu wel zulke
ultdrukkingen halen uit (5.35), namelljlc, :Lngevolge (5.30)

5.38) éf& ﬁgé }Jg(:_f érf~ )
3 - &

maar wie garandeert dat (é ook de oplossing van het oorspronkelijke
gegeven Mayer systeem is. We hebben imme s op ongeooﬂoofde wijze terug-—
getransformeerd wat zich dan ook wreekt dat in (5. 5 Juist g $ ,
in de noemer voorkomt. Dat zou alleen niet hinderen indien in F de‘g?\

alleen zouden voorkomen in de oombinatie 155 , immers dan zou
er ult een ordelijke functie van de CE“ kunnen ontstaan. Men ziet
dan ook daaraan dat de transformatie van §°© 1in t E?";?{ niet ordeliljk
is maar die van fk in de variabelen §4h § f jh‘ wel. Nu kunnen
we cenvoudig bewijzen dat inderdaad deze gunstige omstandigheid op-
treedt. Immers het&egeve& Mayer systeem heeft zekere principale op-

1ossingen t 0.V. . Zijn deze

) £ UETEY) ;40— gR (4N

dan kunnen we deze transformeren in

LR GE E)



en dit zijn prlncipale oplossingen ? .0, V'¢§<x’==é§°< van het getransfor-
meerde systeem (5,;@) Nu heeft (5 3&) cchter slechts één stel princi-
pale oplossingen t.o.v, en uit een vergelijking van (5.3 ; ﬁ%}
en (5.4) volgt dus, dat de gﬁ alleen voorkomen in de ver-
bindingen CE cé’w . '

Het is onfraai dat in detransformatie van Lie (5.30) de variabele
é?r wordt bevoorrecht. Mayer geeft een fraaiere transformatle Waarbij
echter overgegaan wordt tot Ah/+-/ overtallige coordinatenl7 ) 7 :

ol ol
5.41) cg -é(ﬁ’z Pl T b E A, e

De bewijzen verlopen voor deze coordinaten op overeenkomstige wijze.

6. Het covafiante vectorveld of de Pfaff'sche vorm,

Heeft men een enkel vectorveld"Zt)P dan kan men dasruit de rotatie

vormen 0{£7/ ‘2/) /Z

Op dezelfde wijze kan men, als een —vectorveld‘?di,.a..A? gegeven 1is
de rotatie vormen gedefinieerd door ! 7

6.2) "ZO/M ....... [704-4) Wy oo ap

Verkorte notgties zijn
6.3) W - /Qn{fm = (,/ow)Jw.

Men kan door eenvoudig uitschrijven bewijzen dat Rot Rot steeds nul op-
levert.

Beschouwen nu bilj het veld’iJ— de volgende stelsels van lineaire
totale differentlaalvergeliJklngen

s ) flu’llg /lIO : /”~rang
1) ’éﬁj;A Ol-g =0. 'Qym—rotatie

t /4 klasse
6.4) S ) 23 Oéé/i /D/« ’d =0 /L K=klasse
S ) /u D/Z{) 9{,;/ . i IZZ/);)[)!;% Ly Cx
p
%fld“ o § u* 0, ZD/‘Z ﬂié =0. k=gelijkvor-
- migheids-
' klasse

De invariantfﬁé?ontleent zijn naam aan het feit dat E;V invariant is
blj de gelijkvormigheidstransformaties4%§~4-0‘%{{. Men ziet gemakkeliljk
indat C = 4/ of C= O en dat

7o 7( %
6.5) \/ﬂ bOV
2P 2 C



De volgende beschouwingen hebben betrekking op een "gebied van constan-
te klasse", dat 1s een gebied waar al deze arithmetische invarianten
constant zijn.

Om de geadjungeerde systemen behorende bij (6.4) te bepalen vormen

we de rilj L

| O 0
6.6) @V; AN ”‘)[:7 %‘))—u)«_} ?%;u_ZJAy_J /%Z; 4 at)i»- /"L’A.)/J -€A14.

of kort symbglisch

vl Y 5 |
6.7) :7 =W ‘ - fZ(};y =W 76}) ‘7: ‘;{?/) :"U \ y: @Z)%I};

Lt

Dan is in elk geval 20

‘:7 { =0 et TP
6.8) it’) /?,.ﬁ(m.G‘g/O
Verder is A5 F

T 2 VT
6.9)

20-7
en daarult volgt alvast dat 7 :r/O . Nu moeten we twee gevallen onder-
scheiden: o~
I. 29 ligt niet,.in het A -gebied van !221;/,{3 . Dit is echter hetzelfde

als het gebied van y , waaruit volgt dat y =«1<)\7/,£6’is en = 2/0 +7.

In § 2 zagen we dat bij het systeem
- A - e
6.10) C‘,f«‘- g = 0 ) :l\?—\-’\})’\-\_]

behoort het geadjungeerde systecm

6.11) 'ﬁg /3&.&7/ =0 ; {4 - A, RRREE
met /LL x
6.12) ‘jgj C;u =9
Nu is (6.11) equixitalent met A
] / ,7 4
6.13) \73;_}\ -u-.s}/??:[ 6/1"611 7 =0.

of ook Jroed

C Ck ) o

6. 14) [,:,Lt/w,,' - /‘:‘{’h [l'/ . &_7?‘ -
en evenzo is (6.10) equivalent met A

F-“} A - é.:'/ "l"h
6.1.5) Cll;/i"’b.;,{ . e e ey C/{’f/h]DLCC; — O
of ook [ . “

& VR

Het gebied van cjquordt opgespannen door -"2/" covariante vectoren en
() bepaalt een Cpe- y ‘,,‘ﬁie men de drager van dat gebied noemt. 5; drukt u’
dat L F¥ in ate &, 1ligt.

Bijgevolg is 4 gelijkwaardig met



5 . )
d;f-md )

6.17) Ap oo dae B (foien A8 05,05 Sy

Passewm%ﬁu% toe -op-het -systeer ﬁdmﬂmlgt ¥dat het geadjungeerde
systeem S is:

6.18) ’ yf =0 (symbol}sch voor

i .
) Yoo )
\7[’;/“'1 T N/k%,a C:'(L-Z /\“'/ - s

Evenzo is ;.S; gelijkwaardig met

- g A M@eg

2
2/
en het geadgungeerde systeem ,5 is dus

6.19) _2 (?f =0. (voor K:Qf) +7)

Aangezien’w:\ niet in het gebied van @,\ ligt hebben 2(/r yen %ﬂ@
hetzelfde/I( -gebied, zodat :\S =.‘S;,, en O, =S,, . Bijgevolg is in dit
' geval C —2—/" en £ =20+{ = y’

II. /1‘1& 1ligt in het gebicd van j’ Dan is Jv \? Verder is /Z/M
te ontbinden in /

6.20) f’/V— -2% * /e

>¢
Y
s !’ > ! Iy A
waarin /k)tvan de rang .Zp 2 is en de gebieden van,ZraB‘w;\J en QEALA
geen vectﬁ%gemeen hebben. Uit (6.20) volgt :“30/ P

6.21) /&L\‘ Zt” = W % -~ factoren)

en Q;?zq}s het gebied van thetzelfde als het gebied van het stelsel
W, . Nu volgt uit

y
6.22) /&v/tp, W, @éé’ {

en (6.20) dat vy
L A A
6.23) 2/ - M Uy Uy Z{;j.up Aoy, _]f c«(f =0
Vermenigvuldiging met AL, geeft ,
* z’—/ Oé ,.j\
6.2&) /AA{) ’2(,,},, _] g = 0.

maar wegens het buiten elkaar liggen ran de gebileden van Z@M en
kan dit alleen als /%&Aofé =0.Bijgevolg 1s \33 equivalent met

/w ol £ 2o
aé{g/u = 0. %,\; )
en dat wil zeg§en dat het gebied van /',{A(Z"L'Lyj samenvalt met het
2
gebied van ’q\;f, . Het geadjungeerde is dus

5.26) S; }7}? =0 (voorK:Q/" )

6.25)



. /
Verder blijkt dat S; = \rz, en 6:3/ = \rq zodat K =% =a2f-4 . Hier is
eeh overzicht:

6.27 1)

S =S WnstF o §, L8 W aed FY
I o Sw A

1
J A
sermy S LA =0, &

2
K - ap -Gy - 2p-1
De belangrijkste stelling is nu; datS S S’ en 9 steeds volle-
dige systemen zijn. Voor een stelsel /j);’)‘ 0 hadden we in 6 2
als n.e.v. voo aarde voor volle%igheid gevonden

6.28) \93[:: /@J i Q SRS AL N FE IS CRRNY

en hierult kan men nu gemakkeligk een andere vorm van de n.e.,v, vVQOr-
waarden afleiden:

6.29) 41{“&_;])1 ..... -Aql)ﬁ.”w;...,._%] = ¢ A i :/7'L“,/a

waarin

= ?'ﬁ"\ w
;\/550) A, ) = /), CAL]

Hieruit volgt dat volle%}ghcld ¢ker optreedt alsW A rotatie-
vrij 4s. De multivectoren 0\7’ en ﬁ zijn nu enke Lvoudlg en beide ro-
tatlevrij en daarmede is de volledigheid van J“ en van ?voor het
geval I al bewezen. Voor het geval II is y enkelvoudig en z p ro-

- a

tatie is zodat hier ook (6. 2ﬁ)f geldt. De volledigheid van v wil
zeggen dat de van deze .2‘/0~vector - -vormend 1s. Er bestaan

/) 7 -2
dus &9 X 's, de rotatiedragers van het veldﬂt/,\ . Evenzo behoren
biJ J 5.32}/\,( é/ 's, de dragers van het veld %,\ en bij 5 1% >( i
de charakteris cn van het veld W s \.waartussen het volgende verband
bestaat: ’

6.31) I) kK = k:i{? +4 char.=dragers L rotetiedragers
11) K s 210—-} K=2f’ char.D dragers = rotatiedragers

v g ¥
" ,‘“ SN

Q%

I

Qﬁ

SN
g

7. KlaSsbver’lagLing blj doorsnudlngen,

\/
13 een . —vectora‘ﬁ ....), &cgeven en een
4 : : I
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dan 1is / \/8) ﬁ 4 )(/

w B <
7.2) K;__.___ Q ,JQ ’w """\Z J ﬁ,{ = %‘f
de doorsnede van 'tu;'._w; met de X/m deze doorsnede is een Z -vector
en dus steeds nul als 4 >rm . Nu geldt de stelling:

} Rotatie van de doorsncde=doorsnede van de rotatie.

inderdaad is / , -
7.3) ()[J Wy .. Ay = (%’@f """" ﬁ/])zf e dg +J1{.....ﬂ4 &J%“f\,w

en de eerste term rechts ig nul omdat ¢ ‘gcj =0.
Stel nu dat X als volgt gegeven 13

ST e

dan stellen dgze vcrgeliaklngen bij veranderlijke waarden der A 's ecen
stel van Oa 's voor. est men nu de coordinaten zo dat

D Sy 7

dat de X 's de coordinaten )Q 's van dit coordinatenstelsel in elk

)
der 's kan men § , - ﬁ “als coordinaten gebruiken Wordt dit
gedaan dan treden dusét- ~~~~~~ § in de plaats van? - ;;q"en de
doorsnede wordt nu
/'. ? \E ?‘1 Ml }“
¢ .y - : = H
7.6) Pty R - 4 My =4 /31( °

Dus geldt het recept:

Om de doorsnede van M ) te verkrijgen laat mgn eerst alle
termen vallen die cen of meer dyr (nicuwe) maatvectoren e) N ,gl’;
bevatten en in de overblijvende als functies van ;' ..... 5”‘ beschouwd

vervangt men fm‘*) . <%“door de constanten ,(1 oo™

] )

Wordt van een vector ’WA van de klasse K de doorsnede met "\ém
gevormd dan ontstaat aldus een vector /hﬁ van een klasse }1n X/M
Het verschil K = K — K’ heet de index van het functiesysteem

-, . o t.o.v. mf )C t> berekenen hebben we nodig W~ , de
otatie/h/ n de uit /%/ en /Z’{,Fce berekenen rij der y 's. Haa.r/h/“ is
de doorsnede van /W™, ,21/\de doorsnede van en dus iedere Jde
doorsnede van de overcenkomstige -, Om dus zulk een te bereckenen
laten we uit de overeenkomstige alle termen met ~£,\ },‘ vallen
en vervangenjn de overige K mzﬂ..,.-.) gf?\ doorﬁ"@f e {1 . Let men

nu op dat £A = A enz s, dan volgt dat jy dan en alleen dan nul is
~ wanneer - \

7.7) %\ _____ ,\ﬂg\% /M;.~ )«] =7

Wyd f
Neem eerst het geval/ 1 -/h—/] , dus slechts één functie?[ . Dan 1s
dus /¢ J"Oalleen indien f‘fil Q. Er zijn de volgende gevallen
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I K» oneven) R .

o4
a) f%c? /t{u«! y ?é 0
een opl. van C' ,.\S;Ien dus geen opl. van S: ¢

/C..Kko 7

7.8) b) =0 pmaar J]‘ 0
g/ ] I% _ (‘}

een opl van & =S‘: maar geen opl. van \.C .

~
J{MK K#J‘ k=o.
c :f :omdat jz.—:O
ee
}

)
/ n opl van 5 \f en dus een opl. van \g /_._ .S;’
k2 3 (zie echter later)

II £ even) ,z,o—a/l___
c?/ fo, du T F Ao
;/ j:nopl. van.\f,:d/ehgg_ggeen opl. vangg)_. \g"

7.9) b) ?’77:(; naar ﬁﬂ;fm #0
S\l

Y/
/een opl. van ﬁ = §, maar geen opl. van Ug " 5;/’

L1 5 ka1
7/ =0  omdat y 71 =0
een opl. van j JD en dus een opl. van f Sy
K«g k ,z k> 9  (zile echter later)
)

We gaan nu bewijzen dat in alle gevallen K) /(f 2 is, indien " cen

oplossing van J; is. Neem het coordinate stelsel zo dat § XZ{/
£
dan 1is dus .,,.{-ﬁ een oplossing van f en E = const. een integ van

y Bijgevolg neemt \F de vorm aan
/pl.cgm = 0 <
) o)
7.10) 5 ) "W ol éﬂ =0 } Dit zijn de vergelijkingen van }*32
“H . ¥, ‘
! A, A otgfg -0 horende bij de doorsnede 41;’,@ ;

ﬁ. ‘ /&ﬂhdé =0 'é""""“‘/f)' 4 e /‘71-,7

: f We weten nu dat \g volledig is, dus dit moeten preciesdf"‘&on'afhan—
kelijke vergelijkingen zijn. Laat men twee met pijl aangeduide, ie
zeker onafhankelijk zijn weg dan moeten er: ;@u een aantal <

- hankelijke overblijven. Bijgevolg is t) e d.w.z. K} ‘ ‘

" Hieruit volgt dus dat in de gevallen Ie en IIe Juist % w,@g en k=23, .

Samenvattend hebben we dus nu verkregen

ﬂ

/C: 0 als # geen opl. is van S en dus ook niet van S’
7.11)  K=4 a1s Y een opl. is van S ’ma.ar niet van &
,{"Q_als }[ een opl. is van S‘"en dus van f /
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Een functie met index O bchoeft slechts aan ongelijkheden te
voldoen en kan dus zonder integratie bepaald worden. Voor een functie
met index /f is integratie van \9/ nodig, dat is van een volledig
systeem van /- vergelijkingen Dat kost in het algemeen een operatie

OX Evenzo 1s voor een functie met index 2 integratie van J:?
nodlg dus in het algemeen een 0 - Maar er zijn ultzonderingen.

Is =4 dan is s Fu een functie met index 4 en kunnen we
dus met een Q u 't Is 9 dan kunnen we met cen O een functie
S met index) bepalen. Dan is ))'J S=0en dus is/bf)‘ van de vorm

(IWA =2 3)‘5‘ . § gevonden z 1jnde kan Z zonder integratie bepaald
worden en / heeft dan index '[ . We hebben dus de volgende kosten-
tabel voor één enkele functie

index (0 geen integraties, bestaat alleen voorkﬁm
index /; OK voor }(

7.12) 07 voor k ==2
(_‘) voor /;C:/]
. . index 2 O

3/ Z1Jn er meerdere functies} ZH, . ,!/ ; dan is de index t.o.v.
" Wy zeker ( q(hﬂn)omd ot e doorsni ding na elkaar uit kan voeren
en iedere functie ten hoogste een klasseverlaging < kan geven,
Is inderdaad k =2(’h ~m) dan heet het functiesysteem geconjugeerd t.o.v.
/W;. Elke functie moet dan index ,2 hebben, Om een geconjugeerc} func-
tlesysteem te ?;galen zodat men dus eerst ecn oplossing van S:? :

7.13) =0

a4

Dit kost een Dk . Stellg is dic oplossing, zoek dan een Zl‘ die

tezamen met ]/ met 1;‘ laagt- ; o
7.14) ’»Jf

. d'» J-/I'

!

]
Maar dit is equivalent met een S -vergelijking in de )é, J,[( = Ccon-
stant. Dus kan zeker met een operatie 0'( -3 wordcn opgelost oem die
oplossing 7 en ga zo door. In totaal zijn de operaties

7.15) -4 0}{"‘3 » TS 2 Dkwi’[m—mff) +1

nodig om één geconjugeerd functiesysteem vast te leggen. .
Indien K = ..1‘{)1%1‘)—4 dan heet het functiesysteem semigeconjugeerd.

Elke functie moet dan Of index -} Of index ] hebben anders kwamen we

niet uit. Men kan dus beginnen met een functie van index 4} , dat kost

oplossing van S 4 : —

Y
7 16) K*/!t: 0

dus een Ok Noem deze Z,{ . De verdere verlagen alle telkens met 2

Los dus eerst op J +2
i
7.17) ' =0.

enz. In totaal is er nodig
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4 \
7.18) O b g
_,Magr het kan ook anders. Verlaag eerst-f.~».-maal met 2, dat geeft
{, - ? met behulp van de operaties
7"19) )K"”(Jﬂ'-‘ v ’ ’(‘Ki.-‘)_(n-r/n)
en de klasse is nu gedaald togff"k(w‘fh"i). Nu willen we nog één ver-
der naar beneden en dﬁs moet een oplossing zijn van
Tty - ,
‘7 ! /)

yg}p zich afspeelqvgn de th
t = const;...; 4 = const.
oor die oplossing is nu nog nodig een

, met de vergelijkingen

(jyfk'}(}wﬁu) vt Kk > 2(%*1«)
7.21) 0, T ST TR
Uu . k :.1(u"4h1~1

8. Het theorema der Klasseverlaging

Wij bewijzen het theorema

Opdat bij e=n gegeven veld ¢, van klasse h Juist_een systeem van

A
¢ functies ksn worcen gevonden met index i 1s noodzakelijk en vol-
doende dat 0§ k<k
8.1) LS 2k
]("K g h = r»

De noodzakelijkheid der voorwaarden is triviaal. Het bewljs van de
‘é$VOldoendheid wordt geleverd door inderdaad
ren. Wij doen dat dan zo dat er zoveel mogelijk functies zonder inte-

o functies te construe-
gratles bepaald worden en bepalen tegelle voor de anderen de ten hoou-

ste nodige operaties.
[ )

. willekeurige functies bepalen een systeem vaun .- ,_wtfen
2
de doorsneden van deze met:lf hebben zeker een klasse < J.-4t. Is nu
e T }(maak dan dat deze klasse e - At wordt.

Daarvoor is n e v. dat

\
8.2) \r { z- 795) 7T L - Ad
voor =
en hier blijven alleen de ongelijkheden omdat een alternerend product
van meer dan L factoren altijd O is. Isl4tz{(£;\maak dan dat de

klasse van de doorsneden precies is. Daarvoor is n.e.v. dat
o ! AT j 0 voor 7> Ik
8.3) f f (
¢ voor /) € ik



-3y

; : . a i
maer ook hier valt de gelijkheid weg, omdat Jsc voor T>K | De
functies hoeven dus alleen mear aan ongelijkheden te voldoen en kosten
geen integraties. Ga door met het eerste geval, De klasse is nu #N-

in een Xm-u en deze moet gereduceerd worden tot K*\: . Dat kan al-
tijd met behulp van

8.4) 5’-{'&~u~K tk +m\) n=0 of {
functies en het totasl aantal functies is S y dus
518-5) ‘ u*‘in.—"iu"iK‘!“;‘_“('*%’f\:S

of

846) d=2S+K‘\<~«\~'f‘
Fu willen we het aantal u maximaal hebben en kiezen dus N=0 . Dan is

}807) lt:ZS +‘K°‘<~n

en omdat hier m-u gK is

8.8) | (2K “im 41 zk\

SRS

Nu het tweede geval, Hier blijft de klasse eerstK in een Xm_u . Dan
zijn er nog nodig i-k of i{k H) functies die de klasse oy K-k brengen.
Het totaal eanval functies is dus

8.9) < urtk  (k even)

urifked ( k oneven)

5~ik ( k even)

dus

8.10) u -

S-i(kn) ( k oneven
en asngezien #M-u 3 K 1is hebben we nu

8.11) 21K -1 42§ é\ﬂJ

Dus, recapitulerend:

Voor 2K-z'n,+QS );\ﬁ Voor EK'zfn *13 é\w
Bepaal cerst w=2 +K-k-m functies Bepasl ecrst S-ik of S«%{kn)
zonder integratie, die de klasse functies zonder integratie die de
brengen op klasse onverandexd laten en daarna
a-wo=2m-1S LKk 1tk of #(k«) Functies die de
Bepaal daarna nog n-S+k-K klasse op '~k brengen. Dit kost:

functies die de klasse op K-k
brengen, Hiervoor nodig de opera=".

ties
01'"'13"\(“‘“1 ) Om 1S -Kdk-s, k onevens{ K=k« Ok, Doy
vy Okctens K-\ .0, &

k even: OKA, ' OK-3 yoo OK-kfr |
Koker = 0 Oy D s o

”
q;‘\(_,s).‘.w .
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§ 9. Kenonische vormen van v, en w}‘d\g\

zij z?*e de klasse van w) en s” ...... ,$ een systeem van P functies met
index 29 . Kies de gk dan zo, dat é., ,’é,gf’*‘,.‘...,.,g“ onafhanke-

A
lijk zijn, w, 4% kan dan als volgt worden uitgeschreven

{ ) ti "
9.1) W)\dgx » &—dA ‘%-~~---+{1A§1§;Ag-fu....g.adg‘r
4 "

. i | oo on .
waarin w, ... W functies van 5).....,,£,g JRT, | zijn, Daar de ipn-
. 4
dex 29 is ontstast uit (9.1) een vorm van de klasse & indien s, .. .5
door oonstenten worden vervangen. Bijgevolg is voor €=

(3*{ +4 "
9.2) w d;f — W Ag“

4 f
een volledige differentiaal indien 3in deze uitdrukking s,....-\% als

parametcrs worden beschouwd, Er bestaat dus een fs.ca].ar{\(g\q zo dat
+1 f«rl " “
9.3) ! ) ot 1 2% p
u W = - 1 -t -
dg + + & d,fu ¥ $ 3 ds

Uit (9.1) en (9.3) volgt echter dat «ake\gx kan werden geschreven

Op dezelfde wijze wordt bewezen, dat voor £so0 een vorm bostas®

1 4 P
9.5) WA)§A=143+ ------ -*z&z

A
Men noemt (9.4) en (9.5) kanonische vormen van My dg . Het is interes-
sant voor kanonische vormen de vergelijkingen der dragers, rotatiedra-
gers en charakteristieken te kennen:

c A

5
74 * p
p = const,; s = const.j...} & = const,
= . {
§ ch(a;'...dx)'?ger)s. 2 = const.y..as f = const,
. -k = - 1
Kl?ﬂ nok = m-K ¢ = const.y...s A = const,
rotatiedragers: 4 p
()(% ) 2 = const.j;...3 % = const,
-2
9.6) g . ;
S =const.;...; & = const
char.(x y
"l'k) 2 1R % .., :tz)zconst.
K:}F .
1 P
dragers=rotatiedragers S= const.}...; $ = const,
XX = X
- -} 4
" i g 1= const.y...¢ §=const.

In de kencnische vormen verﬁchijﬁlt {‘w)‘ als een veld van de klasse K

in de XK van de variabelen Efu,s,.........,s,a‘...,& K det onbebest wanmeer

i Suprleiin cer
1e Xm wordt samengelegd naar het normaalprebieem xm_\(”’ met de vergaliij-

kingen

1 | 4 i P
9.7) Ef\ = conet.; o = const.j...3y S = comst.; 2 = comst.j...,z=cons%t,
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.~ Dit zijn precies de dragers van W)

Voor £=21} is

¢
3 ? i 1 ¢ P
9.8) Mrehrg =TI Sy RESR
2?-&!
A
] ) P 1 P
>\.,-~--~-'>\1?~H | 2 ‘Z[)" §A& e, Z)\a? - X ’T’.xlyu—l

en dacruit volgt dat voor V(?;ven een veld in den~kanonlsche vorm ner-
gens een punt van verminderde klasse heeft waar die vorm geldt,

Een veld van even klasse in de kanonische vorm heeft echter punten
van verminderde klasse gegeven door

1 P
909) /Z:-() ').A....')Q’ =0
In die punten is ¢-.¢ Yﬂ-zf ,ca.ok 0
Heeft me:. twee vei&en'wk en uq die in de punten € ern £ niet van ver-
minderde klesce er. van dezelfde klasse K~ zijn, daa krg men twee coordi-

(R

AN //,.\
natenstelsels & en % 1nvoeren, zo dat u“ in een J&i ) in de coordi-

. \ 3 .
naten é en w, in ecen Zﬁfﬁ 3 in de coordinate den kanonische

oulv—

vorm heeft we>1ir de eerste P\coordlnafen voovkcm,u 2 42 andlx

(D

breken, De velden hbebben nu elk op hun eigen coordinatersysicen en in
hun eigen gebied precies dezelfde vorm en kunnen dus scnier meer op el-
kagr worden afgebeeld. Men zegt dat 2zij isomorph zijn. Tvee coveriante

o e 2 . . .
‘f,tveotorvelden zijn dus dan en alleen dan in de omgevingen van twee ge-~

(:vb.'»u el T

wone punten isomorph indien zij van dezelfde klasse zijn, Zen eﬁkelgfeld
is autoisomorphin ieder gebied van constante kleesse, [Men make zich dui-
delijk dat bijv. een scalarveld nooit autoisomorph kan zijn wanneer het
niet constant is,

n o
§ 10, Eigenschappen der functies ft,s m 2

') m :").....If)

k _
Wanneer ken een functie van § de rol van een veldf1 spelen voor K

oneven? Dearvocr is n.e.v, dat

A
10.1) ’fufk j Wy, "D)\h’
een veld van de klasse 2? ig., Nu is echts=w
2?+5 ipd b

¢
10.2) MY -3{1
en dus is n,e,v, datﬁl een oplossing is van 2% nied Lonogens linsaire
pertiele systeem van differentisalvergelijkingen

apvr 2P
10.3) h
”‘:j_ -~ "} =V
Uit (10.3) VOlggw 3¢

10.4) 3% =0 Tk 40
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en’(l, moeu dus een oplossing van 5 > S zijn die niet tevens oplossing

van S S is, Ma-r deze beide voorwaarden zijn niet voldoende,
Rrengt men Wy in de kanonische vorm
4 a3 1?K

10.5) Wy =Ry +§ gy v E
dan neemt (10.3) de vorm aan <

4 K 2

; Caeeenans > D

10.6) 2y —(ah'}(’-) 2y, g
en dit is equivalent met
10.7) Dbt Wpheo sy w el

Bijgevolg is (10,6) of ook (10.3) een volledig niet homogeen systeem met
de algemene oplossing

10.8) R v (8B

bevattende de willekeurige functie 4> . Is p geen oplossing von (10.3)
dan is de klasse van'wygelijk aan 20+! . ~ o

Wanneexr kxan een functie van gk de rol van een veld 5 of 2 spelen
voor K oneven? Het is duldell,]k dat iedere s is een functie van index
2, dus een ovnlossing van 3, =53 . Ook volgt uit de afle ding van de
« kanonische vorm dat iedere oplossing de rol van een S kan spelen,
Lu is
0.0 dpetdbd(pei-lal )
en dacruit volgt dat % en £ verwisselbaar zijn. Voor de functies «
geldt dus dezelfde eigenschap.

Stel nu dat K even is., Dan volbt op dezelfde manier dat voor de
functies S alleen onloss:mgen van S S d.w.z, functies van index 2
' in aanmerking komen, HMaar de s en 4 zijn nu niet meer verwisselbaar,
Voor enige functie van het soort z is n.e.v, dat

10, , -l
0 10) ’W’)‘tg Z ‘UX
van de klasse 29 ~1 is, Nu is,__
2e 19 PR
lAj Pj 9 - 'jy
10.11) = 4 -2pz 4
19 29~

2 :

en dus is n.,e,v., dat 2 een oplossing is van he“c stelgel niet homogene
lineaire parclele dl;.ﬁenentaaalvergel13k1ngen

29 2p |
10.12) g N —-29445'} zO
10,13) :%-IE“' | .
Z %0
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Dus moet 7 een oplossing zijn van 5, =Sz die geen oplossing is van
{ ’ . . .
53:5" » 8.W,z. 2 moet een functie met index 1 zijn, Maar dit is niet
voldoende. Wordt W) in de kenonische vorm geschreven

12 K- K
10,14) W= e v ¥ e,
dan volgt na enig omrekenen dat (10.12) equivalent is met

</ ¥l K~
10.15) !/ - {gb{zi-..un..*.g DK‘I73’D

aw =0 ',CO:K‘!’I,..,;..'%
1 g}

Hieruit volgt, dat iedere functie wan § $evey § die homogeen is

3 -
van de graad 1 in§ ,§ ,...éK' een oplossing van (10.12) is en omge-
keerd, Is 2 geen oplossing ven (10.12) dan is de klasse van w, gelijk

aan 2§) .
Samenvatting:

)(\- : functie met index 1 die een oplossing is van het niet
K oneven homogene stelsel (10.3);

S enz : functies met index 24

S : functie met index 24
Keven 7 ¢+ functie met index 1 die een oplossing is van het niet
homogene stelsel (10.12)

Heeft men eenmael een kanonische vorm dan kan men gemakkelijk een
stelsel vans functies met index k zonder integratie vinden, mits aan
de condities (8,1) is voldaan. o o

Is K<n dan zijn er behalve g{x s S 4 4 ‘,ot::,......,sa nog fn-K
onafhankelijke functies, noem deze overtallige functies,

Kies nu voor

3 o
keven: 4k van de s” en S-;k uit de tot deze & behorende z

en uit de overtallige functies

‘ oL
konevens tk-) van de 2z o .y
S <4k uit de $ behorende tot deze 2z en uit de

overtallige functies; o
de functo%efu voor \‘( oneven en een der $ die niet tot de
gekozen Z behoort voor K even,

§ 11. Gelijkvormigheidstransformaties en gradienttransformaties,

Bij de gelijkvormigheidstransformatie

11.1) W =T wy
is voor iedere wsarde van v
I: 9 2y y-1 v~
11.2) Y ="M vava r.rj
,wH 2949

11,3) J ca ;)



Dus zijnk en de cherakteristieken inverient., (Volgt ook uit de invari-
antie ven Oy )

e ———1 Izg‘-‘él
T 3o
11.4) 2y p ’%"'
=f1 0+’ T .
2.3*3 u ) \\\\}' # O veorJ~ index O
1 =0 = 0 voorg index 1 of 2

Voor K =m. _is de index van @ nooit nul., Dus:

Kzfvoor G index O (nooit wvoor Kzm )
11.5)] Kaapr

(:K:kvoor T index 1 of 2 (altijd voor me,)

 Geval II: Kzl? //
v '?jm ' £ 0 indier;;%‘ geen oplossing
11.6) =0 is van (10,12)
4 ETINPNEY. 2
A (FPTSIE N

= 0 indien dit wel het geval

is,
Dus: | - 1
K 2 K =K indien’T geen oplossing van (10.12) is
11.7) =2f 'W-K-1 2k indien/¢ een oplossing van (10.12) is,

Door een gelijkvormigheidstransformatie kan de klacse dus altijd tot
k worden verminderd mear niet verder, Hieruit volgt dat k het minimum

czantal variebelen is waarin zich de vergelijking wl\dg)‘:c;aat schrijven

.»"FE
y  Bij de gra dienttransformetie S—

11.8) I‘\Ox zwx +3)‘u.
is voor iedere werrde van 2V

24 Y
11.9) B

AL 2 2y
11,10) N +;'J

Dus zijn 2P en de rotatiedragers invariant (Volgt ook uit de invariantie

van 9, ) 2p

Geval It Kasap# Tyo ol

4 AP gk gp (1O indierf\%‘a_, geen oplos~
=1 4] sing is ven (10,3)

11.11) A = 0 indien dit wel het
M’ AJ ® 0 | geval is
" Dus: - TR e
11.12) K=1f+' = 1ndlen??’“ geen opl, van (10.3) is
v p

M‘}v;‘k
'\('K—l indien,y' een opl, ven (10.3) is,




Geval II: 7? = ng , 1P
11.13) /‘Zjo P

{;4 0 voor 6" index 0 (nooit voor JP=n)
= 0 voor ( index 1 of 2 (altijd voor

jfx n)

779_ P Ve 77 rvoor 07 index O (nooit voor 7= ny,
) "9 = 2 voor ¢ index 1 of 2 (altijd voor X=na)

Dus

11,14

§ 12, Het invendige probleem voor ¢ = ro-fo=s

Gegeven een ?/i /—veld door de vergelijking
) p)
12.1) wy, €= o

waarin #/y een veld is van de klasse J7 . Men zoekt de omhulde XHZS voor
de maximele wazrde van /e, De doorsnede van @, met ecn dergelijke /\/,n
is nul. Het »Hrobleem is dus equivalent met de constructie ven alle
gtelsels van n-m functies met index 7? . Nu gaan de condities (8.1)
voor K = 78 5: n-m over in

(12.2) 2(’1-—(7'?)& y?: 2P+£

en dezruit volgt voor de meximzle wacrde J van m

(12-3) )):n-f_s =7’),_7LO+/3

O nu een dergelijk stel van/ﬂ+£ functies werkelijk Te bepalen, in--
dien W/, in de kanonische vecrm
(. . . . N I
12.4) uy= €9, JCO"“/O[()JZJI:IJ“'-'/J/é:"'./o

g2gs7ei is, passen we de regels toe van § 10 en viaden de A<
ver -<lijkingen ‘

K
12.5) Ex°= Const ; X = Const; £ = A

Vergelijken we dit stelsel met de vergelijkingen der dragers, rotatie-
dragers en chcrakteristieken, die hier de vorm aannemen (verg. § 9):

A
dragers: £J,°=const.; X =const.; /@L- =eanst, ;

/Xm—W/
rotatie- £
12.6 dragers X =const.; /31' =const. {;L' =t,.. ,f
(Xn ’~1°J £
tharacteris- EX °=const.; Y =conot,s
tieken: i e e . - st
er@ £/ ..const.,./o‘,/.,‘_ /of, =COoNnst.
dan zien wij dat iedere omhulde Xn P begtaat uit:
Pt
T voor £=¢ ooﬁdragers (=rotatiedragers) en oo cha.rac’;e;ien
12.7 tizken,.

' r s
voor &=, : oo drageérs (=charakteristieken)
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Uitgaande van verschillende kanonische vormen vindt men op deze
wijze verschillende stelsels van omhulde X;S « Bijve.

1 3
. _ 23 _ / ek 3 2
12.8) iy -@)’L(ﬁ @A—‘)A(gﬂ‘ﬁg)—,gea
We gaan nu bewijzen dat men alle omhulde "S5 m Y kan bepalen
zonder integratie indien men over één kanonische vorm beschikt. Zij

12 9) w;) = {_:()AJCO-/-/Q}?LW) :OD)[,{)Z—I-‘.,/?

/ﬂa kanonische vorm. Het bl;]behorende stelsel van/ Xy Swmhuldw W = ”’?»”if
is

12.10) Ex® = const. H x o= conste

Noem dit stelsel M. Door elk punt van het beschouwde gebied gaat er
één., Neem nu een willekeurige omhulde Xm- Dan gaat er door elk punt
van X,,,Z (in het beschouwde gebied) één X,, van N'. Deze X, heeft met
m €en Xv,cmruz? S TEn-y 3 n-V-rm< 7T € rm-m i8€M€2N0 en dus
bepaalt de X met al deze QO - snijdende Xys juist een Xn,?;

Het hele geval degenereert
voor Z=2n_-VvV , dit is het uit-
zonderingsgeval waarbij de an
juist in een der X,'s van A/
ligt - Letsn wi) dat geval bij-
zijde den bewlijuen:

AV

in A, , lisu =én en slechts
N\
een Omm}gg )., » dia X, Th2-
vat en Geze us=incort nist tot Ji/\

Zijnde vergelijkingen van X,

12.11) %al/c,x J J/ 2}0‘*6?‘? J‘gn/ @,M «f{'\,:ﬂwﬁ ;m

If Er ?

»

dan is de rang van dit stelsel #2-72 « De rang ten opzichte van/:‘jj
moet minder dan -/ zijn andeis zouden 7 -#2 dezer variabelen

uit (12.11) kunnen worden @pgelost ert deze oplossingen gesubstitueerd

in (12.9) moesten 0 geven. Voor & =7 kan dit zeker niet, o, ¥ ° kan

immers niet nul gemaakt worden. Voor & = ¢ zcu het stelsel (12.11)

equivalent zijn me‘t/—’ vergelijkingen /91' =0 en nog n-m-p verders

vergelijkingen. Dat zou me% zich brengen dat het beschouwde gebied

zou liggen in het gebied van vermindewde klasse (verg. (9.9)) hetgeen

we uitgesloten hebben. Dus 1s de rang van (12,11) t.,of,ve/;;.aézf*“' .‘,jn

gelijk %-m -, 72, , en daarui't volgt, dat uit (12.11) juish

atd e e o . i zfo%zf-/ k3

¢" vergelijkingen kunnen worden ageleit., die /o, £ N 4

niet bevatten (eliminatiethaorema).

-g.»
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(12.11) neemt dus de vorm aan

o a1 %) -0 ;s
12.12) .

o) F /Exixéy)/gisfézf:{f/':gn)" 0

en daarbij moet de rang van (12.12b) t.o;v.lﬁ&, j:%+£jﬁ.,.cng juist
gelijk n-m - 7’zijn (in de nulpunten). De doorsnede van de Nﬁn met de
vergelijkingen (12.12) en de .XV%(12.1O) verkrijgt men door in (12.12)
de x° , 2 * te vervangen door constanten. In elk dezer Aﬁ,k kunnen
/6/)\§ff*ffﬂ..,¢§n'als coordinaten worden gebruikt en (12.12b) stelt
dus precies in elke X} een X}_,Z+ht*r,voor. Dat wil dus zeggen dat
2= z’en dat hetzelfde getal dat geometrisch de ligging der X;bt.o.v.
de snijdende X;% van /Y~ aangaf, algebraisch het hoogste aantal ver-
gelijkingen in J(j)(kaangeeft dat uit (12.11) kan worden a fgeleid.

De 7 vergelijkingen (1:.12a) stellen de xngoor die alle )ﬁk'van
N bevat die ten minste een punt met >§n gemeen hebben. We moeten dus
bewijzen dat deze Z vergelijkingen op één en slechts c¢n manier kun-
nen worden gecompleteerd tot M-V vergelijkingen, die ni-t in strijd
zijn met (12.12b) on uucishnul maken.

Aangezien d= £ {12.12) omhuld is, is

iy,
12.13) Eeln® 4 pdrts o
esn gevolg van (12.12) en
¢ Yo A X
12,14) CZ(SF/ 'J/tf_ =0 g C/gﬂ()/,‘ Y/ R C O A
EC N AN Cey s e
of in andere vorm
., a 4 :
< lf * dlj{_éff"a- 0 ; £ .
12.15) . L)?C; g‘d{ﬁ - J '\Jl:'{"”J/)“N:sz*é’L{:"'
Eclxn’ )5\3 o ) X /}\J" ) i yn,
I T AP ST DY 0
D)(O &xﬁ /J‘ 5-—-3{ a e D:{‘A”:O,

Bijgevolg moeten er coefiicienten 9é , ;ﬁg bestacn codset

~ 0f » ,
gy ETERU el g
. 12.16) dx?® WL / X
& / / '
# - wv K ; 1 N
/@' ?& ;ng R flﬁ?. 0 = ka ?tyﬁﬁ
a){‘ )(l : C)\ v
gedlt ingevolge (712.12). Indien de géx niet alle rul waoren zou (12.16b)
uitdrukken dat de rang van het stelsel der AYX te0.v. de /@‘ §w
kleiner ware dan 7 .y -7 - Aangezien deze rang eclit=r procies ri-rm -y
is moet ¢aﬁ=0zijn en is (12.16) aequivhlent met

il

Q
~

1




a) 5:'5g§¢()FQ

12.17) du’
o8 =7 >
o ARV RV
®) /91' = géoa gi‘é eE L S

en dit stelsel moet nu gelden als gevolg van (12.12). . _

Voor & =/volgt uit (12.17) dat t\e‘?‘minste één der j}' werkelijk
X ° vevat., De rang van het stelsel J is [ en men kan dus altijd
(12.17a) met ¢-€ vergelijkingen uit (12.§7b) combineren tot een stel-
sel van Z onafhankelijke vergelijkingen, lineair in de ¢a o Uit
deze kunnen cle %worden opgelost. Substituatie in de andere /o+£- z
vergelijkingen éeeft een stelsel van/"* £-7 vergelijkingen in
J&°)( J/57‘,- dat moet gelden als gevolg van (12.12). Samen met (12.12a)
vormen deze vergelijkingen een stelsel van /Jf E =n-y vergelijkingen
dat de gezochte Xy voorstelt.

De constructie van een willekeurise cmhulde Xn is dasrmede terug-
gebracht tot de ccnstructie van de meest algemens cmhulde Xy . Om
die meest algemene cihulde Xy te vinden hebben we dus het volgende
te doen:

Regel I voox de_constructie van de meest algemene omhulde X),

1) Bepaal een cencrische vorm (12.9) van 4/, 3
2) Eies en genal Ty, &0 Sm-vs

3) Kies [ willckeurige vergelijkingen (12,4920} ja <495 ¢ A nsy
analytische Functies A en_zo dgat &x°ea T_¢ gor A Xunnrep

worden Opgelosts

4) Schrijf de vergelijkingen (12.17) ops;
5) Elimineer de ¢, wit (12.17) en voeg de_overige vengelilx
(12.17) pa substitutie van de ¢, bij (12.712a). piz

vergelijkingrn vaa de Xy .

De meest algemeens X,/ hangt dus af ven ¢ willeckeurige functies. De
meest algemene >{m wordt verkregen door Y-m wilileke rrige onzfhanke-
lijke vergelijkinger {ne te voegen.

Uit (12.12a) kunrea &x ’en J-g der l// woriel: Tohgelost

(4] . ,
12.18) Ex = °w°(9(4“ﬂ/

- ~/ -

‘b ! K)‘z _ &k /g - - DR A

) ?C -~ Q/( /I / / - Z: 8 —/L /) L. ;j’_‘ . ,)5
en dlentengevlrre rezsmt (12.17) de vorm aan (schrijf au ¢ L3
plaats van ¥ ) A

a) & = (f%g

12.19) b) P = ﬁ
c) - _ ) ot
Py = -5 Q_cy_/g, ~fo,, dw”



y Dy, /%/_. + b,

=v
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Het voorschrift luidde: elimineer de ¢y Vit (12.19) en voeg de overi-
ge vergelijkingen %1j(12.18). De vergelijkingen van @e X,, zijn dus
(12.18) samen met (12.19¢c), of ook, indien men invoert:

12.20) W L E w ;c/g/ —ﬁqwm’(xﬂ?

m:fj...JC—E

. f I=E4 4, - ,/°
in andere vorm
Ex® - _ /[/ Jf

12.21) X% O

-

i

Men kan bew13zen dat (1/_.21) altijd eé‘n omhulde /,, voorstelt ook

wanneer MY/ y
voor & =/ een willekeurige functie van /aaz 4
voor &€ = ¢ een functie van /0,1 , X" , homogeen v.d. graad {

in de /.602 is.

is

Dus:

Regel II voor de constructie van de meest algemenc omhulde XV:

1) Bepaal een canonische vorm (12.9) voor W) -
2) Kies cen getal p:, en €p+¢

£-¢& - L
¢t/ x” » analytisch

3) Kies een functie van /o, """/96-5 y X A
en voor & :o homogeen v.d. graad 7 in A ;... /{)Z_ee

4) De vergelijkingen (12.21) stellen de meest algemene omhulde X,,
voor. Men kan zelfs iedere XV Sehrijven wanncer men W lineair

De meest algemene Xm wordt weer verkregen dooxr V- vergelijxingen
toe te voegens

§ 13. Andere pgeometrische interpretatie (in een >‘\”< ).

Tet nu toe werkten we in de X van

3. Ex4 %% p JETT &

J
~,

4{ C
die uit X ontstaat door samenlegging der X naar 4

Xn—zp~e s) van &, . Laat dus voortaan j‘f"‘ﬂ"’, - &
hetzelfde is, neem M, = LPTE .

Alle speelt zich echter eig:nlijk af in de X,f N

(D
[
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Nu veranderen we de notatie en schrijven

v inplaats vanﬁ

(\g © n n X ‘jn
cgk o

" n \X&%’
13.2) Wy w no g
Kdet-o.. R i l;/(:lé....ﬁ
2M+ € n 0] 2i’3+ £

De canonische vorm (12.9) gaat dus nu over in
13.3) ELE’+ wy £

Voor &= ¢  Ybeschouwen we nu de &, als kentallen van een covarianten
A

vector in de X,,,, der cg',f_. Dan stelt de combinatie , &, een vector-
element der X voor en de combinatie ,SJZWAJ ee}, element der X,,/.

Dus: S\

Punt der X deré en W, = Vectorelement der /\,, der rg
Kromme cgk [WA “in de X = (n-s )-element der X .

4

-

N e
Volgens Lie ziin twee vectorelemen‘ten,f s ¢y oI §+:/_§ Ny Wy %c/y,:,
en ook de corresponderende (M -/)-elementen in verenigde ligging als

A
13.4) W c/(\g =

Dit betekent, dot er tenminste éen X,b_, bestaat woarsau ze kelde raken

(slordig: dat punt van de een in ., van de andere =a omgekeard) .
E‘ru—m/onafhankellg}’e vergelijkingen in §’ &4y tepoalen een stel-

sel van 00 vectorelementen of een 07 I, - bell, hest homopeen indien
C oy Ca s ‘L . > Loy
de vergelijkingzen homo;geen zijn in W, . Behoort dsr ‘ 'ﬁ;’z/,] tot de 7¢,,

K V'
dan ook.ﬁ , Uw ~ In dat geval bepaalt cde /4, ceu =@n.legsl van
o0 '€n’'s of een TV
\dqg ) ‘rev-t ®

/v . . PR
%m, wordt genoemd /‘&m als alle vectorelemtnten 1ie naburig zijn
in verenigde lig.ing ziin. Lvenzo ’B?)/Zm) L= Mo

. 7z 7 o \1 : /U '
Voorbeeld: De vectoren in één punt der X,, vormen ces /i dis J\}n /5o
. . . \/ S R - J
Evenzo vormen de vectoren rakende aan een Xm, in /’\ﬁ. esn 'Nn, en ae fﬁm_;f
. _ } A5 .
rakende aan de X,,, eeq fV[/n", . Deze speciale fp. € Iy, js worden

Fle 4 m, . . . . ) \/
genoteerd /\/: en / « 21] 2zijn volkomen vasiryelzglt als de A,

gegeven is.

Kan men uit de 2n-m vergelijkin_en der ’ﬂm Jvist -t enalhankelijke
vergelijkingen afleiden die alleen de ,_{K bevatten (a.e,v. is dat de
rang t.0.van de W, juist v,-wm+tis), dan bvepalen deze vergeliikingen
een X{; s het veldgebied (fieldregion), der Tél of Sa’l et © T heet de
velddimensie van de Nmof YJ\(m_‘. Men berekent gemakkelijk

| ¢t £n
13.5) Mo+ £t < am voor niet homogeen geval.
m- St ¢rm-y voor liomogeen gevala




&
P

Voor ditzelfde geval dus voor & =o gebruikt men in de Xm ook
graag de coordinaten

; A o (KD,
3.0 X éfj’f ;X
K=Ci), oo.,(ry
Dan neemt W/, c[(§ de vorm aan van een differentiaalvorm in XQ
13. 7) Wj CZX ' B-—]J . Jn(// Ja/n/
wasnrin //lé een c¢ovariante vector der /(2m is met de kentallen
13.8) ole oSef
/A/ faf Wy //‘/(A)‘ of

In deze X nStelt iedere % ecn X voor. Is de W; een /\/m dan
geldt in elk punt dezer X dat L\/ dX is. Len JV,, is dus een
omhulde Xm « Van WB kennen we de klasse, namelijk 2n o+ Nu weten
we dat de maximale waarde van ™ juist M is (verg.(12.3)). Daar-
ult volgt dat c¢r geen JV ‘s met mON  bestaan !

We gaan nu de resultaten van § 12 blz., 29 in X n, geometrisch dui-
den in X .

Stel dat de dimensie van c¢en %gellak t is. Dan bustaat de Nn
-t
wit oo~ vectorslementen in elk punt van een Xt en deze moeten alle

aan de Xf raken. De ‘\f is dus de }./ die bij de Xf behoort. Ga nu
ult van de kanonische vorm van W dX‘ in X

3 |
13.9) WB CY'X = WACJX = b\/)o/(gh

Het bijbehorende stelsel van omhulde )(n,’s is
K
13.10) ﬁ = const.

d.wez, iedere Xn, stelt de N voor die uit de ©o'’ vectorelementen in
é¢én punt der X d@r{bestaat.

Ga nu uit van een willekeurige omhulde Xm van het veld [/\/E in X’,mn
Dan weten we dat uit de 2n—mvergelijkingen julsyt 7 vergelijkingen ’
kunnen Worden gevormd die alleen de (‘f bevatten. veze stellen in de

X der j een X.n’_tvoor en de Xm is het beeld van een Mm die deze
X'n.-‘{, als gebied neeft en 7Tv-7 als dimensie. In dezzlfae Xn,
leggen deze T vergelijkingen een 7L vast die begtaat uit alle vec~

<1

N _.2.“:""5 ~oire
toren in de punten van de Xm__h. Deze ’J\bzn . bestast dus ult de co” ,,L’i*s
1nnd% punten der )\/ . Bij de X . behoort ¢én en slechts één
J v, ©n deze bevat de Nm omdat de B‘L de conditie /‘/ d\)(b ver-

vervult,.
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De figuur op blz. 32 wordt nu :
(men bedenke dat
> in
Vo n
en dat dus degeneratie op-—
treedt voor T =)
De stelling ep blz. 32 is nu
vanzelfsprekend geworden.

Voeor & =+ Dbeschouwen we .7 d:/“ . 4‘/», als componenten van een
covarianten vector in de nﬂvan (_g <£ en W,,--,wy als ken-
tallen van een 'g in de locale {M, « We schrijven

WO def ° Ka’e,[ (K]a/ef
13.11) X % £°, 0 X

Wi
(k)_ (1), - -5(n)
Dan neemt de Pfaffsche vorm (13i3) de vorm aan

13.12) //I//B C*ZX 5
waarin
("c[
13.13) W, s WL s W) o

(A)=(2)y---5(n)

In de me worden nu alleen covariante vectoren beschouwd waarvan
het eerste kental nul is. Homogerme 'ﬂ 's komen dus niet voor en er is

)
een eeneenduidige correspondentie tussen de Wm S ende m S
De figuur op blz. 32 kan voor & =/ evenzo aangeduid worden als

voor £ =0 .

§ 14, C, -transforrmaties.

C ~ transformaties (con‘bact—tr. van de 1e soort! m;m die {rans-
Kk
formaties i f , Wy - 8(§ (ga w; die {c/'g + ®y c/(é inveriant
laten op een w1llekr=ur1£re scalaire factor na. Is dus

€(£°~E'(54°(5<£§ w )
14.,1) :_g"‘ - ep ( , )
’51/',‘( = 7*/}( y )

dan is de eis dat

14.2) e e wyd £ io“/ga’ €% wyd?)

. ' . .. K
waarin (“en ¢ functies zijn van é‘;g":g s w‘ s waarvan slleen het guotient

14-'3) O‘J -Q(éréagb,wa J/) ﬂ(f__g,(sﬂ",;
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ons lwerkelijk interesseren. Er zijn 2 duidingen mogelijk: 55‘3}:"

en W, kunnen worden beschouwd als

: . o £k
1% nieuwe coordinaten voor het vectorelement £,§ ,¢§ J W
2° een nieuw vestsrelement waarin Ei{ﬁcgf;ug overygaat.

Wij nemen hier altijd de twecde interpretatie. Bij een contacttrans-

formatie worden dus de vectorelementen overgevoerd in andere vector-

elementen. N.B.: twee elementen behorende bij hetzelfde punt kunnen
-~ na_de tranformatie tot verschillende punten behoren.

; Daar (14.2) geldt zijn C, -transformaties die transformaties der
- vectorelementen waarbij "verenigde ligeing" invariant is.

- . ' . . . o kK . .
¢ br 1s nog een andere invariantie, ££ ch s W, zijn de coordinaten van
een vectorelement in Xvw € ° Een bepaald vectorveld (met fw, =g )is
dus gegeven door de vergelijkingen

14i4) Gy
W, = /ﬂ (Q§‘u§ )
Laten we op dit veld een (3 -transformatie toepassen. Voor de
transformatie hoorde er bij ieder punt één vectorelement. Na de trans-
~ formtatie hoeft dat niet meer zo te zijn, meerdere elementen kunnen
in één punt bij elkan: gekomen zijn. Dan vernietigt de transformatie
het character van de 3ﬁn;vectorveld te zijn. Blijft het veld vector-
veld dan heet de C} ~transformatie t.o.van dit bPepaalde veld veld
conserverend (field-preserving). N.e.v. voorwaarde is zoals enig ge-
reken leert

—_—Ty >,

¥ > €
(0§ B L) e 10 o)
|

S €y

14.5) Fo

~
-7

!

i

Y k vk Mk / |
‘5\/ :’)0 (/)/ " /()/“;Té j ()oflﬁf,/ (}/} 9’,‘ r (/ ()/’L,’é ,i /2},5”}‘{ §
i

|

\_().0.-(}.0"{_/)
Y T Jpo 3 P - - .
()f: .) »: o ZA/K
<= 3

Dit is een ongeliikheid, dus"in het algemeen" is een C,-trans.lormatle
- Voor enig veld veld-conserverend, maar er zijn uitzonteringsgevallen,
; Stel nu dat (14.1} t.o2., van enig veld veld-conssrverend is. Dan
: . . - P -
~ Velgt uit (14.2) dat k en de charakteristieken die (, -fransformatia
invariant zijn maar 253 en de rotatiedragers_in het algemeen nich.

Het doel is nu de meest algemene C, -transformatie te vinden. Men
kan het geval £=/0p £:0terugvoeren. Maar men kan even gemakkelijl
. algemeen werken. Voor het gemak schrijven we nu ¢, voor ("w, , en
i evenzo 'c[) voor 'O"w’\ » Dan nemen de voorwaarden (14-.2) de prettige

», Yorm aan

14.5) a'a*dcg°+ 'yac{g’}‘ fm{rg °_ %d(\{’:o




. ~39 — 40,
en dat betekent, dat de 2n+&+; vergelijkingen (14.1) en (14.3a) in
de XQn-H,a der variabelen

O e £ g,

een th,+3£"¥l voorstellen die omhuld wordt door het vectorveld be-
horende bij de differentiaalvorm (14.5).

Om dus de meest algemene C; -transformatie te vinden hebben we
maar de meest algemene onihul;(d’e X2n+35§\7 s ¢ :
lijkingen zich naar £f Jrgj 0/} en ¢, (en evenzo naar £¢7 ’3076’.,
en ?/A) laten oplossen.

tebepalen waarvan de verge-

Daar hebben we nu twee regels voor. Verkende volgens Regel I § 12
(kanonische vorm hebben we al) hebben we U vergelijkingen te kiezen

14.7) Foece see 565 =0 ; a-
B E'(g.)eég)é :,§ ~o0ja=4...,7

en de volgende 2n + 15 vergelijkingen op te schrijven (we hebben hier
het geval van een even klasse en /J gaat hier over in 2n+ 1€ ):

CL ' . o
5‘7-:-&){}({ ()__g £Eq :if,')ba_a__éj

14.8) ) e a§° a0'E°
2y = ’}\rx. ’)j—:z I?',) = Xg gé)

Uit (14.8) elimine~Tt men nu de 'X,a . Dan blijven er v +:£-7
vergelijkingen in de 4w + 4¢ variabelen, maar dez= zijn homogeen van
de eerste graad in £G7, EIG"’, 1y, IO_(, + lMen kan er dus ver-
gelij,kingen van maken die behalve E,(g‘j 2.1335") :_g A alleen M/A,’wg
en 676“ bevatten. Met (14:7) samen hebben we dan 2n+ 2§ Vergelij-
kingen in deze variabelen. We doen nu rog het volgende:

‘ . -

yoor £ -, : Dliimineer G"‘/0, . Geeft 2ry4  vergelijkingen
i i X ¢° ‘g rklighk ‘ e s ‘e 0k
in de variabelen AT O £, Wy W, en hieruit moeten &, 5
worden opgelost als *furctles van £° £k, » Dat dic altijd Zan moet

pue BV

nog worden verzekerd, , <

Yoor &:p  Xies voor (’7(72 een willekeurigze funcivie, analytisch

en 0 in het beschouwde gebied. Dan hebben we In vergelijkingen

. ’ . ok ,
in 5’2 gkj ’4’/%/“") waaruit g y Wy moeten kunuen worden opgslosi.

Om die mogelijkhcsid van oplossing te waarborgen moet men naar de
functionaaldeterminaat van het stelsel (14.7,8) kijken met betrekiing
tot £E9 SO‘,_éf ) en 7{61 . Dat voert tot de conditie dat de de-
terminant
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met N+ T+ & rijen en kolommen rmet ingevolge (14.7) nul is.

Het getal 7 speelt een grote rol. Men noemt N+£-T de rang

van de C, -transformatie. knig element in een punt &,gojjk wordt

*
getransformeerd in een element welks punt-in elk geval op de an .
ligt waar van de vergelijkingen zijn

S 14.90) G Y88 £55%) co ; azg,.. .,z

Aangezien verenigde elementen verenigd blijven raakt het ge"arans-
formeerde element aan de Xm+' -« De N, ‘behorende bl;;_g § gaat
dus cver in de /\[;'b 4 Chet X . 8ls veldgebied. De omgekeerae
C, -transformatie dooet de era _i- tot een punt samentrekken.

Indien 7Tv+&-T ={} 1s gaan alle elementen behorende tot één
punt over in elementen die weer tot één punt horen. We hebben dus een
punt transformetie en uwit deze kan de C transformatie eenduidig wor-
den afgeleid vcor <&:/en op een scalaire factor ns voor &=0 . Dit

- geval heet de "uitgebreide? (extended, erweitert) wudtransformaties.

Zij &€ =9 en zij

X (i
14.11) f (cﬂj J =0 J(:YW«—\_)..,,)W

- de vergelijking van cen Xm in YW . Iedere covaoriants vVecior, ©an -
- gerend aan theef: de vorm

' 7 I
14.12) Wy = j}{_ ()Af

. Pas nu de C, -transformatie

K 1k k
:§ = élb{'c.ww)}

14.13) / , g

Wy = Yy(E5"ws)
ﬁx‘coe en zij de rang hiervan " -T . Dan gaat ieder punt der Xm, ma%
zZijn bijbehorende I\f over in een }f behorende bi] een of anierc

X . Substitueert men nu (14.12) in (14.13)

n-T
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1p1e) £ qsk/jf 5,, d,;/?; FYAER R

en dezi vergelijkingen zijn homogeen van de graad nul in de f, omdat
/
de gﬁ homogeen v.d. graad nul in #/y zijn. Uit de 2n-m vergelij-

" kingen (14.11,14) kan men de(_g en de w-m -~ verhoudingen der :fx



o

7

L : s
. P e . . ¢ E
e]_lmlneren en den blijft er tenminste éen vergelijxing in de Et over, -

voorstellende een X 4 "In het algemeen' gaan dus de elementen van de
‘"“I:li horende bij L, Over in de elementen van de rt -l behorende bij deze

1 Jogr m = n-l volgt dus dat een bl-transformane gen X ol met zijn
2= Win het algemeen” overvoert in een andere X‘n 1 J:xet zijn I\‘tn” 1

Twee ergens azn elkaar rakende [ nel 's gaan dus over in ralende X 1

en ¢it is de reden wasrom de Cl~tran°fomam,es contact-transmrmatxes

 heten.

We kunnen nu ook de regel II gaan toepassen. wchrijven we voor het

1 i 1 R )
- gemak g en 'q, Voor L0 en £ dan neemt (14.5) den vorn aan

' A
14.15) ’qkdlg"‘ ST o ; A= a,1,...,7n

“eey

 Volgens regel II hebben we nu een functie yvan T der ?)_7 A €n van

in + L€-T der ‘; § (met andere indices) in te voeren, homogeen van de

- praad 1 e q's en 'q's, amear we wméeten prscies gangeven welle van elk der

4 soorten grootheden voorkomen, dus

, x
14.16) ?f{ Da s 925 ? , lg'y) (homogeen van de le graad in g, ,‘_’31)
ran | Awl-E,0.,C & ; XnT,-£+/,
Awi- €, 0 -& ; YT, ~E+4, m

waarbij men natuurlijk eerst de f £ op Wlllekgumge wijze heeft mogen

vermuteren en de 7, 2P precies dezelfde manier, hetgeen eveneens geldt
voor de 'Ek en '7}; . Men kmagt dan de volgende vergelijkingen

, , SV
= O c
wayy Y §°- ‘24 ) I * T * .0
= IV
4 e 5k =0 “) 9, - T
Dit zijn Iwn+2¢ vergeqllgklnben die in de Xw“{a een )(zn 15V 00T

stellen, die door de vector van (1%.15) omhuld wordt. V is homogeen
van de graad 1 in q,, 'qpen dus zijn (14.17 a,b) homogeen van de wulden
en (14,17 ¢,d) van de eerste graad.

Voor £+ 0 zijn (14.17) 1% vergelijkingen in E Twy, {,0“’4‘ Voer
nu voor fr—' een willekeurige functie in, dan blijven er In vergelijkingen
in BT Fhwg | ok otk i

Voor £ =1 zijn (14.17) 1w+l vergelijkingen 1n§ ng .g' Wi
wlimineer .g..' dan blijven er Lw+1 vergelijkingen in § ’{,w,; :.g § y ¥ar

In belde geva.llen moeten uit de 1w+ £ vergelijkingen de §» § Wy en
evenzo de § 4 § 'w,  kunnen worden opgelost. Daartoe is n.e.v. dat de
fuacuonaal&eterminant van (14. l’?) ongelijk nul is. Dat komt neer op de

voorwaarde

LR R I A - "

toot: Iaammlnng bij blz. i}ﬂ Bij de aplossmg van def W} voor £
blijkt dat de }3 in (l# 1) homogeen van de graad O in W, worden en
produkten :ﬁ.'\h (zie (1%.1) en (14,3) pomogeen van de graad 1 in
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N t(..'r' ................. x ........... ke 9N f__t'> e
i 1 1
T“'E Bj”% g«‘\/’ . G.g?uf.., "'gt,*a
. » X aT 4T, cney W
14’18) 4\ l lv' )LV zf#:o /A:;f—-t Y S
MR : = T ;.41 o "
i ! 3qa3§’ agxag‘* 1% v

| Er zijn 4 ve:cschlllende gevallen voor € =1 . sen heeft immers alvorens
Y in te voeren eerst de E § op willekeurige wijze mogen permuteren,
vaarbij dan Gy, 0P dezelfde manler meegeoermuteerd mogen worden en pre-
cies hetzelfde geldt wvoor g § en q‘, , q,\. Daarbij kan nu T in de q, of
in cGe q, terechtgekomen zijn en ‘T in de ‘U of in de qy. Dat geeft vier
verschillende gevallen van een functie v (gewoonlijk genererende func-
tie der Cl-transformatle genoend). Wij nemen hier als Voo;‘beeld het geval
dat @ een van de q geworden is en T een ven de ¢, . Veor het gemak
schrijven we nu T, in plaats van {,~7 , dan gzijn de vergelijkingen

av (g“.. RUVAR QV
V 09 con bG\; oot ('Jq’fg-(—- —-é'—g—z— »0,/&:(ﬁflj...2?&
14.19) O '53’“6"”0-
b) £° W*O R T

, (743 gothische Y )
en de condities nemen de vorm aan

1V V-V
l’ ED A, 2% 39, 04 Dg‘-’%'%
: OV V2V w
d 14.20) WAER V90 0E° RV !
OV oM J" V
WIET g ¥ET UL

Laten We nu eens proberen een genererenc.e functie te construeren voor de

:Ldem::x.sche transforma‘ble, aulst voor d.:Lt geval. Daﬁ. weten we dat (zie

zr(lb“ 1)) W ‘o S _ ’q,
| - e T T
: AV ,;g"‘ Y

14.21) s S 1 350

F
1 i/
L Na zitten in ¥ alleen

£ Ry,
2 TELS %i“,i‘g imeb”'“ “'

S RENT '{z -)q RIS




" 4/ Lo
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De enige mogelijkheid is dus dat de indices 4, ...., T, samenvallen met f+i..n

en/....,t,met G+,--..m en dit kan alleen als df L=7m, =0 Of L% §=0
bat levert twee mogeliljkuiecen voor Vv

e X
14.23) V- (TS% thg (C=mn,7,:=0)
Vs -TE- 8N 1m0, gm0

15. C.-transformaties

- —oh - - s : R el

Contact-transformaties van de derde soort zijn Cl-transformaties met
G°=4 . Voor ieder vector-veld, waarvoor de (,-transformatie veldcon~
serverend is, is niet alleen K maar ook 2.f’ en dus /¢ invariant,,als-
mede dragers en rotatiedragers: Lr is nog een andere invariantie. zij een
% ;, et velddimensie / gegeven. Vorm dan de integraal

' a A
15.1) dfg;4:g +wydf
tussen twee vaste punten van het veldgebied. van is deze integraal in-
variant bij alle C_ﬁ-transformaties, omuat £d£3 ‘“’A‘g invariant is. Deze
integraal is dan en alleen dan nul voor iedere keuze der eindpunten als
' T-‘J, = N‘;
Om de meest algemene C,~transformatie te construeren gebruiken we

een van de twee regels voor de counstructie van Cl-transformaties met de
bijeonditie O =1/, |

4
regel I wordt erg gemakkelijk voor &=o0 daar dan V/G’vri;j gekozen

mag worden. schrijven we voor het gemak :(“ voor Xa/g\dan gaat (14.8)

over 1n o ,

: a

en elimineren van de Xf‘ geeft 2n- T vergelijkingen die bezamen met de

U vergelijkiungen b =0 de C,-transformatie vastleggzen mits de Tb‘ val-

doen aan de voorwaarde dat de determinant (14.9) voor &=o ongelijk ul

is (er valt een rij en een kolom weg). het is duidelijk dat nu de ?5 ho-

mogeen van de graad O in de W) zijn en de 1}/,\ homogeen van de graad 1.
Voor & =/ is er een complicatie omdat de keus van(r/cr niet vrij is.

De F" mogen dus ook niet vrij-gekozen worden maar zo dat 0'75‘ net 4 wordt.
Uit (14.8) zien we dat daarvoor n.e.v. is dat

o o
15.3%) é&)_ +_§_E...):o;oc= .- %
, a }éo 'b"go .
~en dat is wvoor alle Waérden van Xu alleen waar indien de Z'—avan de'g en
1, ’ .

(§° alleen afhangen in de coubinatie

: de o o
15.,4) o :§ -5

De vergelijkingen (14.7,8) gaan nu over in (schrijf weer X"‘ voQr %‘/G')

sy B 5 B ) =0 |
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A/Za g-z 2 7711; 5& )’“‘? f:j"“w
en de determinant (14.9) behbudt zijn vorm behalve dat & <4 en datfg

overgaat :Ln . Ult deze vergelijkingen laten zlch na ellmlnatle der ;E,,.,

de /= £ (goéé en wA oplossen als functies vantg Wy .
Gebruiken we regel II voor <&=odan is nu "=

en Aus
s V00 E ) oVl £350)

:zi-/ . J?"u

=/ Z’
Blagevolg krijsen we na invoeren van Wa,en wg 71npldats van $, en f‘Zg
WV W
D D Wy 2 T oW
15.8) Yo 7b 4
2V sV %

gt g 7o T
zodat nu (14.17) overgaat in

9y F— QL o ¢ a+9yzo

39;1 (g
15.9) 4 /
£ .Q_Z. — ?L/ ....._.(l\./_ s
S+ il = D CU ; ,aiy

' De condltles voor V hebben de vorm (14.18) maar met ¥p en 11]4 in plaats
- van ¢, en Qg

In het geval dat & =71is, is de keuze van 0~/g~ niet vrij en om LG
Ete krijgen noet /* aan zekere voorwaarden voldoen. ien kan bewijzen dat
het geval, waerhij ¢ bij de gov terechtkomt en éf"bij de ’_94 hier niet
kan voorkomen en de andere 3 gevallen wel. Nemen we wederom het geval 6
in de 9, T in ae /9, (blz. 44) dan levert F=0 en (14.18 4)

7
15.10) oV

'E°

en dus is ’ van de vorm

15.01) [ =0/ §°+ u[@'ﬁn,ifa,. %5)?/

homogeen van de graad 1 in (7 %4, ‘Zg

, dus

15.12) )/ . 0"5+7W/Woz,"’l,c§£¢§y]

met de voorwaarden voor W
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15. 4) / ?a /Di/l/ !

, A Tyttyom :[«L/
- In het spec:.aig geval dat /‘/ homogeen is van de graad l in Waz;”g, heb-

ben We dat (g invariant is en aat er alleen een 05-transformat1e in
(_g , W,  overblijft.

’/ 16, C.~transformaties

/ e 4 ot o s -....2-.‘...........-—....-._.........“

.f’a

B
ﬁi Hen C -transformatie 1 een transformatie in gg S M) die de

Pfaffse vorm & Q{_é—# chglnvarlant laat op een additieve volledige
differentiaal na. Ook deze transformaties werden "contacttransformaties™
genoemd, hoewel zij de typilsche contacteigenschap missen. ir bestaat een
zekere dualiteit tussen Cl- en Ca-transformaties. We schrijven de voor-
wearde 1in de symmetrische vorm

15.1) ('wf)—-i-ﬁdrg-l-l())ajg -—c/s+ acﬁ_§+wAdj

en noteren dat < =n 3 functies zijn van f § W) waarvan ons alleen het
verschil inter esscert:

16.2) 5-s Q(Eé SJWA) §

Is een O,-transformatie veldconserverend t.o. van cen veld EWo = E,W)= ﬁ{_g} |

dan volgt uit (lo,l) Qat de rotatieklasse zf en de rotatiedrasgers invari-
ant zijn maar k en ? in het algemeen niet.
02~transformdtles hebben nog cen andere invariantie. Stel het veld-
gebied van een '.’)1 is eendlmc,nsz.onaal en geslcten. Vormt men dan over
- dit gebied de integraal JE dj -+ Wy d_§ dan is deze integraal invari-
ant bij 02-trdnsformat1es. De integraal is nul wanneer de Zf‘b een N is
(niet noodzakelijk). Bij een *Z—Qtransformatlehbllaf‘c die integraal nul
maar de JV, benoeft geen N, te blijven. Is de integraal ¥ o dan kan

de (ﬁ/, nooit door een Ca_transformatie in een punt worden samenge'brokken.‘

Het is handig om te schrlaven
| def def 1
L 16.3) X s+ef”, 2 Bhat




| -4 7~
N ' ! ) )
Dan gaat (16.2) over in d 7 + 'w" d'j’ = a/z+w,\ d,é

Om dus een C ~transformatie te verkrlagen heeft men maar een C_=

transformatie te construeren in Z,W; en \f . Is dat gebeurd dan hebben
We vergelijkingen van de vorm

| a] s-s+ '8 280 (& m)
BRI A

¢J YA

Voor £ = 0stelt (16.5 b,c) de Lz—transformatle voor.,

Voor &€=/ kiezen we voor S - 8 een willekeurige functie van 'g Wy -

Om de CB-—transformatle te verkrijgen kan umen één der beide regels toepas-
sen.

~..,....._-.._..-._'.—

%
170 E0 o £ X"y y
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heet een 1nf1n1tes1male punttransformatic in Xn . X is een contravari-
ant vectorveld en t cen hulpvariabele. flet Lie schrijft men

(17.2) X % Xﬂbﬁ

en noemt X het symbool der infin. transformatie. (17.1) kan ook worden
geschreven

(17.3) oA £ 2 Xt
o K K M

is de gewone differentiaalvergelijking van de stroomlijnen van het veld
iy
X . De oplossing is van de vcrm

(17.5) = f (£ t) f@AO) \§

Deze vergelijking stelt voor een groep van o transformatles, die
allemaal de stroomlijnen vanX invariant laten. Maar niet iedere punt-
transformatie, die ontstaat door alle punten langs die stroomlijnen te
verschuiven (natuurlijk continu) behoort tot die gro$p. Men make zich dat
“goed duidelijk en ook dat de groep behorende bij - X niet dezelfde is
als die behorende bi] (T"X tenzij G een constante is. De groep heet
de een-parameter groep behorende bij de infinitesimale transformatie .

o o A A W ot A e B s s e S e o A Aot o L 21 S e e --.-

,5 17. In:flmtes1male_punttransformatles in de X ader '\{ K

en




Wij herinneren eraan, dat contacttransformaties in een X ¢ konden
worden geduid als transforuaties, die in een )(2 een bepaalde '+ dif-
n+g

ferentiaalvorm (of vectorveld) invariant of op een factor of additieve
gradient na invariant laten. Om uus de beuandeling ven infinitesimale
contacttransformaties voor te bereiden moeten we in de X, derth cen
covariant vectorveld W), gaan leggen en bij voorbeeld eisen. dat %vng
bij de transformatie (17.2) op een factor. bv. /+pMdt, na invariant is.
| Daarbij is de getransformeerde waarde @, van het veld eenvoudig de veld-
waarde in het getraunsformeerde punt ;%K

. ’ e
17.0) Wi :m+x/%%dt
terwijl voor d{gﬁit (17.2) volgt
‘ ‘e K ow
17.7) a6 - s X df at
g; Combinerende geeft dit
e
17.8) 'ar) d £ = (wy + —F”’A"%)C’g)
waarin
. ‘ dof o f #
17.9) 'LZ7 W, = X bf‘ u}‘,\%\vt W, ng

Ge bekende Lie‘’se afgeleide van het veld &/ is t.o.v. het veld Xkdf/
] (verg. blz. 33 dictaat tensoranalyse en hfdstk II § 1» Pfaffs kroblem)
T) w,is een vector en een comitante van & en X~ ‘
In het onderhavige geval moet L;l Wy »_-,)J.wA zijn, dus

17.10) Xpb# W, + Wy DAX/U'; X’“I/\% + 03wy X = pw,
K

le geval Wy X’wzo , d.w.z. de stroomlijnen van X" 2ijn integraal-
krommen van het veld &7 . Voor 7?:zﬁ+/kan Wy niet in het gebied
van W,\ liggen. zodat/uz ¢ moet zijan. Voor "7’?= 2p Crukt (17.10) uit
dat X*[;'A/{d de richting van , heeft. pus is (17.10) equivalent wet

a) XPW/M

o } voor 7?: P+

17.11) X:Wﬂ - o
) X W/,,,Uw,,’y :o} voor 7;7 =P
ij (2] =0

o

Vergelijken we (17.11) meG de vergelijkingen voor de charakteristieken
} van wr, (zie blz. 16, form (0.4) l))

. | (52-—.54) drgf M//u) :0} voox ??22/0*/

H -
17.12) d‘gp “pe =0
(55=5,) dcﬁ‘ 1",/!-&[’,\ Wy 0 } voor /7 = f
3 oL w, =0

l) Verbeter in (o.4) de fout in b4): W/u) Oé_g/t 0 moet zijn ng



)
~ 49
dan volgt dat voor /i(ffb)(/:fo aan (17.1v) voldaan is indien (nm.e.v.) de
stroomlijnen van X liggen in de charskteristicken van w .
2e geval. [(j/,, Xf‘qﬁo sehrijf 4= U;LX/“' Van worden de vergelijkingcen
Pla/ ~y
17.13) &) X Mﬂ/ﬁ/ FONF e fewy )
b) X Wy = £l

VA

S

Voor 7?: 3P+11s DAAF of nul of liggende irlrfhét A -gebied van uly %,; en
dis 1s I df een constante df esn functie 7/ OF cen functie met index 2.
Is { .een constante dan is i),jj:; oen dus =0 . Is f van index 2 dan
ligt ()A LF in het gebied van k@) en is dus eveneens /u = 0. Lepalen we
eerst de oplossingen van (17.13) voor #= o . dan is (17.13) gelijkwaardig

met (17.1la) en we weten dat‘(l7.lla) n- 77 onafhankeli jke oplossingen
<

K
heeft. zijn dit >1<’ S e ey Xﬂ dan is de mecst algewene oplossing van
[l n -
(17.13) voor F:o
K 1 K n - Ry, K
- 5 >< - . L. X X
17.14) S S >:<+ - I

Kilezen we nu voor X: gen willekeurige counstante of functie van index 1
of 2 dan kan }«b eenduidig uit (17.1%a) worden opgelost en wel onafhanke-
ligk van X omdat w) niet in het gebied van Wuh 1igt. Het verschil
van twee oplossingen van (17.13) benorende bij d%zelfde (5:/ ~waards is
dus altijd een oplossing van (17.1la). Is dus >r§ een willekeurige oplos-
sing van (17.13) afhangende van de keuze van F den is de meest alge-
mene oplossing van (17.13%) van de vorm

K UK UK
17.15) Ao Xy X
/\
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Resumerende hebben wij dus:
De meest algemene infinitesimale punttransfermatie,

die een veld M//.\ van de klasse /g 2f+/invariant laat op een fac-
tor /+/U,oél‘, na heeft de vorm (17.15) en er zijn 4 gevallen

(0) F: 0 5 X =X ;/.1,._.0 y stroomlijnen in dra-
$ gers (= charakt),

(1 ]F: constant +0 ; /u =0 » Stroomlijnen in rota-
17.16) e tiedragers

(2) 0 index 2 ; =Q

(3) J"v index 1 ,}L kan upit rworden afgeleid.

Voor 7?: n, worden de dragers punten en vervalt dus het geval (0).
We blijven bij dit geval. We gebruiken weer de notatieverandering
van § 13 waarbij % overgaat in &n+ s/ en de difrerentiaalvorm de

vorm o ; 3
} ' d’g + wkCLCéA:WBdX
1747
B ioyoym (1), (R)

verkrijgt. Dan worden de infinitesimale punttransformatie8 die door
: K
(17.16) gegeven zijn C, -transformaties in de X,.H, der(gfg X WB
C E
en de rotatie é/l/ hebben nu alleen de kentallen

Warr = - Wiy = 15 Wy 5 Wy =0
h/(/’?t\,*..h/}g,(n,)f W:f

en de vergelijkingen (17.13) worden nu °
C
17.19) é A bEF V- Z!/u
& >< Z({;- ({...
i ; Y K A4
of X(Q , MF‘}!Z/‘/; }—}éf“&: r
17.20) f;é _ O F

e rd

Y

waaruit onmiddellijk volgt

17.21) X)._, QF . ka}: _ BF 4 Wy Oy F

£ a“’a sziéf K

De meest algemene infinitesimale C, -transf0rma‘tle in \,_g 3 Wy
is dus
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gk g

17.22) &5 - gTJ ot
A

(YLU': _._‘fL/E.I‘ C)FC
A Oéb.fg_&/".g.g)/t )}J/ Bio

S

waar fJeen willekeurige functie vancgicgi W,
Ig
vallen (verg. (17.16))

is. 2y %ijn drie ge-

(1) /Y? constant # ;(ginlhﬁzijn invariant,/L: o , triviale
y wtransforma'tle° ’
(2) £ is onafhankelijk van 5§ £°, /ﬁ—-o , algemene C: -transfor-
17.23) metie, tevens in ﬁ n, algemene (: - transformatie.
f(3) gf algemeen; /L = ;22, algemene C; —transformatle

We keren nu weer ferug tot de punttransformatie in .xn,dieﬁﬁtig

’f0p een factor na invariant laat en beschouwen nu het geval 7?— 2/
Voor sz 0 enfﬁ =0 nemen de vergelijkingen (17.13) de vorm aan

X h//J/\:Q
/u,
X W}[,:O
en deze brengen tot uvitdrukking dat de stroomlijnen van X, in de
dragers (= rotatiedragers) van het veld liggen. Zij ,K de algemene

17.24)

oplossing dan zal het verschil van twee oplossingen dan (17.13) voor

dezeifde waarden van f?envu een oplossing van (17.24) zijn, zodat de

algemene oplossing van (17.13) de vorm heeft A

K K

L 17.25) X . >< + A
: p : £

waarin }( een . ~willekeurige oplossing van (17.13) is. Is JT;

maar I ¢Fb dan gaat (17.13) over in

X" Wops s
}(F’w/u =0

hetseen bewijst dat in dat geval de stroomlijnen althans in de karak-
teristiekan liggen, Nu kan men dj niet willekeurig kiezen want al-
gemeen geldt dat
& ' X“Wara, o Wik, W3-
/ 17.27) X'N/J’;;)‘/V’Q\A’k’ s 'M/A;kf]* an 2/\44[,;, Wk, AR f]
ARG :
‘ — NS W ' | - "
= 5 X v M Wk o

omdat ﬂ = 2/3’ iss

LY

17.26)

S ———
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Dit laat zich ook als volgt schrijven
1P —_ 2P

17.28) _FU$_H3TJ %

en deze vergelijking drukt uit dat L w, voor f}<¢ 0 van de

klasse Lp -1 1s (verg. § 10).

lesumerende hebben we dus:
De meest algemene infinitesimale punttransformatie,
die een veld W/, van de klasse 7? z 2p invariant laat op een fac-
tor /+-chﬁ»na heeft de vorm (17.25) en er zijn 4 gevallen

() o

~

(1) =03 M3 0

AT

/J =03 X':>(, stroomlijnen in dragers=rota-
tiedragers

stroomlijnen in karskteristie-
ken

w0

(2) / is een oplossing van (17.28); P

(3} F is een oplossing van (17.28)5 4+ #0 en willekeurig.

Voor XQ:n vervalt weer het geval (0). We blijven bij dit geval en
gebruiken de nctatieverandering van § 13 waarbij n overgaat in 2&n
en de differentisalvorm de vorm
A B
) B = '1) PR )fbl(f/}~-~,{?b/
ijigts, idan Wordenlge infinitesimale punstransformatiss die deor
ISYoR LY 7 ' . . ‘\/ -
(17.29) gegeven zijn U, -transformaties in de Ay, » De rotatie A{B
heeft alleen de kezntullen aangegeven in (17.18) en hetzelfde geldt
. J
voor ﬁ%é , <ileen ﬁ% vervalt nu.
De vergelijkingen (17.19) worden nu

{K) ‘
\ - - —
17.31) K+ f: S -i/\/,{
X" Doy < o
L A R
waarult dire-yv velyss
A A - {K) -
17.32) K. af ; X o _ 2F o b whC
ng ;)ch
K
De meest algemene infinitesimale Cx ~transformatie inrg y Wy, is
dus -
K
O(vé': e _b__.ﬁE C/J(’J ; ’1
< .
3 W T Sy dE) = pdbw o
| s W;\ - - -E,\ C: +/JIWAd1
0 é _
waarin een willekeurige functie is en F een willekeurige oplos-
sing van (17.28) is, welke vergelijking hier de vorm
17.34) w oF . F

oW,



/’7‘},..5

L
_—) ’/54'0

‘aanneemt die uitdrukt dat fhomogeen van de eerste graad in W)
moet zijn (verg. § 10). Zr zijn drie gevallen:

(1) f: ¢ M willekeurig, gelijkvormigheidstranformatie
in ~, , speciaal C, -transformatie ;
17.35) (2) 4 nomogeen graad 1 in W, ; M0 algemene (; -trans-
formatie
(3) 1F dito; /1' willekeurig; algemene C, -transformatie.

Nu gaan we eisen dat de punttransformatie (17.1) in Xmglet »
veld W, op cen additieve gradient na inveriant laat. Dan moet .E“\’,n
een gradient zijn, dus (verg. (17.10))

) |
Schrijven we l’lU.‘
. . I =
17.37) Fef X Wy G % Fos

dan gaat (17.3%) over in

X Wur 42, § =

17.38) o e
>< V\//U, = E = (7? -+ &
J
Y i
Nemew we na uersh 7'? = 2P+ . Dan moet a\% in het gebied van
J

is dus een constante of een functie met index 2.
N

5 > = constant en § = h? dan drukt (17:38) uit
{; ) 2 ’

dat X in de dracers moet liggen. Is alleen ,9 constant dan volgt

alleen dat X in ce rotatiedragers moet liggens. Zi] %( de meest

Wf‘“\ ligpgen en
Nemen we nu eersz

TRy NG
i

algemene oplossinsg ven (17.38) voor g = constant = -3 dan zal
het vers:hil van twee oplossingen voor dezelfde waarden van end
een oplos. ing voowr het stelsel met g = constant =-S5 zijn. De alge-
mene oplossing van (17,38) is dus van de vorm
K K K
17.39) A = + X
| 3° 3

K
N - ) . . .
waarin /< cen willekeurige niet speciale oplossing van (17.38) is.

> . < . »
Zr zijn vier gevallen:

(0) g( =constant; S = - g‘) ; X = X

) s stroomlijuen in dragers
= karakteristieken) S , .
(1N % =constant; § willekeurigs stroomlijlnen in rotatie—
17440) dragers : o
(2) index 2; S = constant

(3) § index 25 5 willekeurig .
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Voor /7 = A vervalt weer het geval (0). Ve blijven bij dit
geval en gebruiken weer de notatieverandering van § 13 uitgedrukt
in (17.18). De vergelijkingen (17.3€) worden dan

X" Wep o 27§
XC\/\/C = g + 5

17.41)

en deze gaan ingevolge (17.18) over in

Ci o A (K) .
17042) X+‘U1 2:::— :%-’-S.;X b= -QE—- ; X - ()g bg

OwWy aWA - { d QE° =
(o <
° K
De meest algemene C,_ -transformatie in g ,cé , W, heeft dus de
vorm -
FE - _w, Xt + (Ges)dt
< W,
y A
1743) §E7 . 28 gt S5 widfh) - dsat
< O Wy
OFW,\ z - 90 dt
&

waar geen wille"chlge functie van §“ wy 1is en 4§ een willekeu-
K
rige functie van f . Br zijn drie gevallen (verg. (17.40)

C' '

K
(1) (:; = constants; § w1llekeur1g,c§ en W, invariant; tri-
viale <, - transformatie

17.44) (2) S rilleksurige functle van § ; W, ;3 S constant; al-
gemeie L, -transformatie

(3) % uuo, § willekeurig; algemene C -transformatie

, 1s 719 = 2f° dan ligt blijkens (17.38) Dag in het gebied van
W y en dus 1s CA cer. functie met index 1 of 2 of een constante., Is
een constantes c¢en volgt uwit (17.38) dat § = —Q an dat ée

stroomlijnen liggsn in de dragers (= rotatiedrassrs). Lnzevolee

(17.38) is s‘seedq
93\’“[/*»%}‘- Win] - 25 (3pg s Wiad - ey -
17.45) = X W W["J.‘), wluf)] —SW[/.L)\ f'/’hl]

*PX W/“[}LWA JOLIER W/«?Ar]-..SWUJ,,....\ATAP

-
vl
-
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whe

Is dus§ van de index 2, d.w.2z. isg 3 = 0 dan is S:-g « VOol-
doet% aan de vergelijking (verg. (1728))

2f —_ 3P/
17.47) g)tf - ap i") -

dan is S =0 Dblijkens (17.46). g heeft dan kennelijk de index 1.

Tenslotte kan (j de index 1 hebben en nietyaan (17+47) voldoen.
Hiest men§ dan laat zich uit (17.38) eerst X" bepclen op een addi-
tief situk na welks overscaiviving met \/‘4)‘)\ en dus ook met 4% nul is.
Bijgevolg is dan ook (4 +s en daarmede S bekend. Zij de algen}e&na op-
lossing van (17.28) voor 9 =0 endus S =o aangeduid met %\ dan
is weer de algemerne oplossing van (17.38) van de vorm

K K 13
17.48) XL XS 4 X
< S >
waarin X een willekeurige niet speciale oplossing van (17.38) 1is.
r zijn 4 gevellen:

(0) % e '% ; X=X , stroomlijnen in dragers
S  (rotatiedragers)
1) % index 2; $ = - (3

(
(2) G :ndex 1, oplossing van (17.47); S =0

(3) G dindex geen oplossing van (17.47); § ui‘tg af te
¢ leiden.

17.49)

Voor ,\R‘-nrverval'a weer het geval (0), We blijven bij dit geval,
en gebruiken weer e advuetisvergelijking van § 13. De vergeliikingzen
(17.38) krijgen dan w=>~ ¢e vorm (17.41) en dese gaan over in

% ~ 0 (k)
17.50) no= gd XL 0%
oW L
[
terwijl (17.46) overzaat in
.
47.51) w23 - 4+ S
. AV K
De meest algemene <,2 -transformatie iné , Wy heeft dus de vorn
C < . , ?
SEC_ 28 at Sy d€ ) - dscty |
. D W, :
17‘52) (S\.WX = —— _15__ &-}’ Wk Ag - g\ 4 5
nE oW, )

waarin g een willekeurige functie vanc_g s W ixe e ziip dvic ge-
vallen:



N gy,
(1 % homogeen graag Oinw, ; §: ~g ; Speciale Cg-—trans-
: formetie, é:j ligt namelijk in de (n-1)- richting vanw,
17.53)
(2) g homogecn van de graad 1 in W}, ; =0 3 algemenecs -trans-
formatie

(3) g willekeurip; §:w, 23 -9 ; algenens C‘,. ~transtormatie-
w,  « '

pe [, ~transisemcties zijn in (17.22, 33, 45 2u 51) 7ulielf
mee vOOr de dag {e¥im

Hier volgt een ovewzicht van alle infinitesimz2le contasutrans-—
formaties:
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8 = 0
LY

L S_\Fﬂa&
JJW‘)‘ - Q_g_di .(,.}J.WACH'/

&tuy 46') = [(F)_F} db it

~
-

(F) & W, A
YW,
C, : (ﬂ = F; ).u willekeurig
(Fenfbgeven)
Cipzo F wit1exeurs
(alleen Oﬁ\sgeven)

&
lrfvf:..w)/g.%dn(ﬁt\)dt‘

- 4

§E'. oF &
"é D wy
S, - - {%F 4t +w, _aagioa&

%;E;_o& ( d(go* Wkdzgh) +dsdb .
C,: s:o0 f willekeurig; K g—g
(alleen F beven)cé
C,: é_g: © 3 § willekeurig
? ( §ens geven)
C S=-0 = 1E- =0
3 /.L Ylalleen fceven)

(F -[F' fJ, o)
» (alleen Fgevan)

F' }-L en § heten voorzover zi] gegeven moeten worden om de
Setia .

r ,p e
contacttransformatie vast te leggen de charakieristicke functies

der infinitesimaleo -transformatie-
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/ § 18 Haaksymbolen van Poisson en van Lagrange
Zijn v, en V5 functies van de5k en w,_ dan is
18.1)
def
(va‘, v2) = 3_}2_ . bvl - avz . BV: - ..('V.‘, V2)

dW,  3F T oW 3Pt
het haaksymbool van Poissergls(v,, v,) = 0 dan heten vy eav
in involutie.
Zijn’g K en W functies van Vs V

2

en nog andere variabelen,

. 2
dan is
18.2)
A A
{Vq: Vg}': owy & aw oF
l b\/, a\é avz avl
het haaksymbool van Lagrange. Zijn er 2n variabelen
v& ; b = 1y ¢eeces, 2n dan volgt gemakkelijk
18,3)

(Vm’, Wl".‘ ){VE, VC} = é\'%?) s Wy, 3;6’: 5 ..... Jin ’l "

Door uitschrijven bewijst men de identiteit van Jacobi voor (
18.4)

(V19 (sz V3) )+ (vz,(v3, V1)) + (VB’ (V.“ Vz)) =0

Een dergelijke identiteit geldt niet voor {j .
Bekijk nu een willekeurige transformatie in £ k, LA

18.5)
5 3" (<§ )
=% ((§ W)
die omkeerbaar vbronaersteld word®. 0Nt isbéfg ¢ alleen dan een
C - transformatie indien er een Ifunctied Qﬁ ”3} bestaat zo <it
18 6) X 7 [P fe iK1
wyd£=w, d £ +d0( §w
of ook
18.7) i
1%“A§f w24 u&ﬁﬁfb BERALE
a‘g*\ D bw’k b\’"k

Door differentiatie van (18.7) vindt men
18.8)
(558"
ilwk :;SKS = J:
Y'w, ik = o

- ﬂeze vergelijkingen brangen tot uitdrukking dat in de X2 der
cé ,,hJi de vector met de 2n kentallen:

il

0

):



u¢g~
w288 w2
Fe T
geen rotatie heeft. Maar dat is precies wat (18,7) ook uitdrukt. Bijge-
volg is ook (18.8) een stelsel condities, n.e.v. opdat (18.5) een Co-
transformatie is. De matrix van de Lagrange-haken van c% g vese ,Lé y W

I3

«ase 4 W, in deze volgorde is
18010) 0 -4
Rt 8]
_(‘
-1 O
O +¢
L]
QO +4

Dus heeft de ox;l‘cearing dezelfde vorm en dat wil zeggen (ingevolge
(18.3)) dat , -
18.11) (cgf‘)*{g ) =0
A 5K y =40
('Wl,’uf#) =0
eveneens een stelsel van n.e.v. voorwaarden is opdat (18,5) een Cor-
+transformatie is. .

Gebruik makende van (18.8) en (18.11) kan men eenvoudig door
ultschrijven bewijzen dat voor twee willekeurige vy en v, de beide
hasaksymbolen (v1, v2) en {v,], v2§ invariant zijn voer C,-transfor-
maties van (gk, Wy

We werken bijna altijd met de Poissonse haaksymbolen. De haak~
Symbolen van Lagrange komen minder voor, tengevolge van (18.3) zijn
z1j echter soms g=makkelijk voor berekeningen.

Nazst (7, &) <reedt nog een ander haaskeyrbool op
18.12)

(1) = WG

Dit symbool is niet 1nvariant voor C,D-tranSformaties maar wel

Vvoor C,-transformaties van k, Wy Voor de haa csymbolen met betrek-
!

king tot l(g“, Wy schrijven we (T, G) en (F) , anus

18.13)
(F,;G)‘ = (F,G) als _§ M.,) {,w 2en sz’cransf. is
(™ = (F) als CEJNA __,c,, een Cy~transf. is
Meer algemeen geldt het volgende: )
18.14) C,~transformatie C,-transformatie c y~transformatie
w}i{g /;, u/y at,r§k | w,\o&cﬁkﬁu d £ Wy ¢£“
Y \’ ) !
(F,0) | & (P.G) - (FYS, 1)+ NF) (F, &) (F,9)
P | LB o (POt | (F) +(OQF) (F)
(¥) i+(103r'-) 3K ’ k
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% 19. Contacttransformaties en de integratietheorie van Hamilton-
| Jacobi, -

De stand van een mechanisch stelsel met I gradeén vén vrijheld kan
legeven worden door -fl, getallen A ;A=1,..., v . We mde%@fhn} hier

lat bij leder stel waarden van een mogelijke stand van het stelsel
sort, De :zk heten de noodzakellijke cofrdinaten en de afgeleiden
’K rd A
9.1) 7 L g
oL ¥

ieten de fluxies.De snelheden van alle deeltjes van het stelsel zijn
titdrukbaar in @k en g* . Dus is ook het totale arbeidsvermogen van

reweging een functie van de g‘t s g:‘ enl

9.2) [ =71¢,9¢)

ie beschouwen hier alleen zulke stelsels waarvoor de bewegingsvergelijkin-
;en zich laten schrijven in de vorm 4

3P 2 |
19.3) 1 Bq’»m,___,g;;:_.a_!

At a{k 3?K |
naarin 08 een voor het stelsel karakteristieke en bekende functie ven de
Q s @ en f is (functie van Lagrange). De vergelijkingen (19.3)
nreten de vergelljkingen van Lagrange.

Nu is
A D
0(05 —:..:inf_. o(f@kvt.,a@‘fdgk -+ 2':?: O’i«Y"
a9 Y 2 PE: y

19.4) - (/Zd% %ai “; aég%?@? Adg* + %? ol¥
@ _ 49 2N P
| AL AR
Schrijft men dus
19.5) o) di %gé\_ ( 4 heten de impulsies)

' (. =) impulsies

vmlgt

15.6) EH - m;g?

met

o : H /g;,hz —

‘ H heet de Hamiltonsche functie van het stelsel, Zoals H hier ontstaat
ts H een functie van %

In het speciale geval dat nie

van zulke mechanische stelsels dat t

(19.6) :
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9.8) {’7[ = ¢onstant

fit 1s een vergelijking in @ en cZ waaraan alle oplossingen van de dif-

erentiaalvergelijkingen van de tweede orde (19,3) moeten voldoen. Dit
leet een eerste integraal van de bewegingsvergelijkingen (19.3).

: Men onderstelt nu verder dat zich de g* uit (19.5) als functies

fer /f?;‘ en op laten lossen. Dan mogen de AZ «16,\ even goed als de {‘k s

% " als onbekenden van het probleem worden opgevat Uit (19.%,5) volgt nu

19.9) , Géo*v = aﬁg + §dp, + _..»v @é»’/

s

o dus ingevolge (19.7)

1y 2
A H = qldpy +pdgt “ﬂ"é‘? ﬁtdy »%;:«_/M
fo.10) f;'*awl - ,ﬂkot’g — ., aﬁf

&

L y .
Daar echter voor /"/ beschouwd als functie van v;,b}\ » 4° en £ ook geldt

dH D‘“?' 6‘[,5\4-}/7)9{? +6;*Z_fa&!

_— R
® T ? T
I _ ol LRV

* vergelijkingen (19.12a) heten de kanonische vergelijkingen van Hamilton.
;119 12b) is een consequentie van (19.12a). In (19.12¢) moet men bedenken
w:a‘c links 4, en Q constant gehouden worden en rechts {%k en 67

(19.12a) is equivalent met (19.3):

19.13) Effzrgelijklngen v, Lagrangel_______ Vergelijkingen v. Hamiiton

variabelen: g't tzk A variabelen fbA . ‘k s .

wer*k op dat H nooit homogeen v.d, eerste graad in de ;é)s kan zijn want
, _an zou uit (19.7) volgen

;9 W gi, %}« i f’z\ %’};

1 (19.12¢) drukt uit: Bevat ﬂ(, de ti1Jjd et expliciet, dan H evenmin,
derdaad volgt uit (19.12a) indien H de tijd niet expliclet '

Jos) CdH = Py (P
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Men noemt de ruimte der Zk de cobrdinatenruimte Xﬂ . Teder punt der
x stelt een mogelljke stand van het stelsel voor. De beweging van het
telse,l uitgaande van beginstand en beginimpulsies /{ = CZ /3,\ = >~
ocir v = f beeldt zich af op een kromme van \ gaande door het punt

er} deze kromme, de baan, wordt in de tijd doorlopen. Door elk punt

,)\ gaan Oo verschillende bfnen, immers men kan de waarden , of
t op hetzelfde neerkomt de ‘}‘Z willekeurig voorschrijven voor r =0 .

Naast de )‘\,n heeft men de filmruimte *‘ow van de é’ en [ . Daarin
eeldt zich de werkelijke beweging af als een kromme, de wereldlijn. Bi1j
-

- . ‘s
egeven 7, o hoort bij elk stel waarden g'{ ten tijde 7 =0 één

Freldlijn Er ziJjn dus door het punt {) s ? juist oo™ wereldlijnen en
et ligt voor de hand te onderstellen dat van al die wereldlijnen er

par éér}( of althans maar een eindig aantal is dat door een tweede gegeven
ﬂunt g t gaat,

Voorbeeld Massapunt in zwaartekrachtveld ‘1 =3%. Door een vast punt
aan ‘)Q kogelbanen. In de filmruimte zijn er dus door elk punt OO wereld-
1jnen, Tussen 2 punten in de filmruimte is er één enkele wereldlijn,
| Beschouw in de codrdinatenruimte twee punten iZ,k s gr:" verbonden
cor een mogelil jke baan, doorlopen tussen «;f en g” . Varieer de baan

s
~E

9.16) }\ ‘f — ‘Z R4
\N-"ﬂ

tn voeg aan corresponderende punten dezelfde tijden toe, De gevarieerde
romme hoeft geen mogelijke baan te zijn, Bepaal de variatie vanf&dt
tussen L‘ en f . Aangezien t constant gehquden wordt bi,j de varlatie 1s

[3
2]
S [ Ldt o [TXdd /.’ Mag H»ot ig" aé#
¢ é J? M 2¢*
I ~ P 7Y F A
san - ([ 360t w28 g5 - [ (34 %)
J Loé‘{ qu P B?k 4 .,; '-/f ?(Zut L
'..'_ N {'\ & Y \
:(%.:’ﬁ.. \;é"éz -— (d_aé_}trdr?&
2@ J :Ii ’Jv%k fe=g
revolgtrekkingen:
1. Zijn {4 =0 engf =¢dan is us’f ¢ . D.w.z. de banen

21jn die krommen wadrover de 1ntegr-aa1 /fcﬂ‘ voor leder baanstuk extreem is.
(Bij verdmdiff‘erentiatie blijkt dat er werkelijk een minimum optreedt) .

2. Zijn f{f L en ﬁ' , L dicht genoeg bij elkaar dan is er
naar één wereldli:}nj tussen Er ziJn dus &0 ﬁwereldlijnen.

3. De Hamlltonsche variatievergelijki_g

19.18) ‘fﬂ _ aT
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| equivalent met de vergelijkingen van Lagrange (19.3) ¢n dus ook met het
“jelsel kanonische vergelijkingen (19,12a). Inderdaad volgt (19.3) uit
9.18) zoals men direct ult de herleiding {19.17) ziet.

De filmruimte bevat nog neer dan de e;om’ wereldlijnen, Bij elk punt
“port namelijk ook nog de uitdrukking

).19) qu’{.’{‘ = —~ffdd 'f‘f’,\o{%

"wdl‘:vudt e}?n Pfaff‘sche vorm in de variabelen ? en E zodra de ’L{ en de
in ¢ en ¢ zijn uitgedrukt ]‘1 is al uitgedrukt in z;é) ’ Q enC
e het komt er op neer de ff),\ in tz en C uitgedrukt te krijgen

9.20) /A = TA (45%)

it zijn blijkbaar 4| eerste integralen van het stelsel differentiaal-
 rergelijkingen van de eerste orde. Dus:

Besc¢hikt men over 4. eerste integralen van het probleem waarult de 45)\
en dus oqQk de ) als functies wvan i en Y kunnen worden opgelost dan
bepaalt oga(# in de filmruim’ce een bepaald covariant vectorveld.

v Heeft men (;\. ¥ alleen maar op een factor na gegeven dan is het zeer
perkwaardig dat a{yab{ toch al bekend #s. Stel namelijk dat we vinden dat

L 0
19.21) A4 ::‘,,5?, e +£, ﬁégA

| &
waarin ﬁ en ﬂ/\ bekende functies van tz en ¢ zijn. Dan vinden we da¥

19.22) H =SB, 5 b =p

waarin ﬁu‘Q( nog onbekend is. Maar aangezlen H een bekende functie van
| &
19.23) A < H (’?’A,%f)

volgt de 04 -vergeliijkin k

19321;') F

uit welke vergelijking o steeds kan worden opgelost (aantal verschillende
oplessingen mogelijk) omdat immers de functie H niet homogeen van de

eerste orde in /o) mag ziJn.

Gevolgtrekkingen:
1. Bij elke richting in een punt der filmruimte hoort één enkele

ﬂvrichting .en~één enkele covariante vector met die 7v -richting waar-
van de biljbehorende vorm fo&! is.

2, Geeft men in een punt der filmruimte een 4l -richting door

de verhoudingsgetallen ‘3 2‘....:‘!‘#5{,x dan geeft iedere retle op-
lossing der VS ~vergelijk1ng een covariante vector met kentallen - H /)A



-k X
en aangezien men 4 1n..¢§ s 4 en [ kan uitdrukken liggen

'kan ook in dat punt zoveel verschillende oplossingen voor de verhoudings-

tallen dg : ﬂ"«’z d{ A¥ d.w.z. zoveel mogelijke richtingen

‘yan wereldlijnen vast als het aantal re&le oplossingen der o -verge-

11jking bedraagt.

3. De richting van een wereldlijn in een punt en de {; -richting

&19 daarbdi] hoort heten aan elkaar toegevoegd. De toegevoegde 7-rieh-

ting 18 eenduidig bepaald, de toegevoegde richting niet.

L, Tedere wereldlijn 1s bezet met 77-richtingen (zelfs met

c6vVariante vedtorén). ’
fen pun +'7z«richting in dat punt heet een element, Een punt + covariante

yector in dat punt heet een vectorelement. Iedere wereldlijn is dus een
elementenrij en zelfs een vectorelementenriy.

- -

e - v e

Elke elementenri] is volkomen bepaald door één punt en de richting

van de wereldlijn aldaar

Elk element behoort tot zoveel elementenrijen als het aantal reé&le
wortels der Ci~—vergelijking bedraagt.

Ieder element kan voorkomen als onderdeel van een elementenrij. Van

de vectorelementen zijn echter alleen die mogelzggfdie voldoenigﬁ& de
vergelijking (19.23), dat zijn er in totaal O van de & bestaan-
de, te weten 00'\1n elk punt van de filmruimte. Hoort een vectorelement
hiertoe dan zeker niet het vectorelement dat ontstaat door in dat punt

de vector met een getal te vermenigvuldigen., Dit is de reden dat ieder

lelement zijn vectorelement {(één- of meerduidig) bepazlt,

5. Heeft men b eerste integralen waaruit zich de ﬁ als ‘func-

{ties :van Q en ¥ 1laat oplossen, dan heeft men in elk punt der filmruimte

een covarlante vector en bovendien één daarbi] behorende wereldlijnrich-

‘ting. Men heeft dus precies een congruentie van wereldlijnen, d.w.z.
wereldlijnen waarvan er door elk punt (v.d., filmruimte) precies één gaat,

Iedere wereldlijn ie tegelijk elementenri] zodat men ook heeft een con-
ruentie van elementenrijen.

Véér opmerking : een congruentie van wereldlijnen is in het algemeen
niet zo dat de 71 -richtingen zich aeneensluiten ot 00 E;,?. Daarvoor
zou de vector-}{,-@) de gelijkvormigheidsklasse 1 moeten hebben (d.w.z,
op factor na graéientvector moeten zijn).

6. Meetkundige betekenis der kanonische vergell jkingen van

Hamilton. am+1

Beschouw in de filmruimte alle mogelljke vectomrlementen vast-
gelegd door de vergelijking (19.23). f{iﬁ dus als functie van f) ’ @k en
f‘gegeven gedacht, De eerste vergelijking van Hsmilton

K : '
19.25) Qé —_— = jiii = bekende functie van %5 s Qk en ¢



¢gt dan de voortschrijdingsrichting vast van een wereldlijn door 4
s ter plaatse de,ﬁa =.¢) (dat is de toegevoegde /i -richting) gegeven
#. De tweede vergelijking

:?.26) O{j§: - w_':w’ = bekende fuhctle van 4@ ,‘7k en &

egt vervolgens de verandering van //ﬁ% vast blj een verplaatsing van ?
n de richting van de wereldlijn die door (19.25) werd vastgelegd. Beide
lergelijkingen samen gaven dus, populair gesproken, een scort breiproces
han, waarbij men uitgaande van x;ﬁ;t > ng s ;tf de hele elementenrij af

{an breien

~ B1lj de pogingen de kanonische vergeli jkingen te integreren ligt het
cor de hand te trachten de variabelen "l'éx R e?k te vervangen door andere

K
rariabelen j? s Q? functies van ;u 5 , [ zodat de vergelijkingen
lun vorm bewaren, In plaats van f{ ( PA ,@ i‘) zal dan in het algemeen
en andere functie ( “')x » q r ) gaan optreden en men kan proberen

jle nieuwe functie zo eenvoudig te maken dat de integratie vlot verloopt.
Naast de cobrdinatenruinmte X M der z‘[ beschouwen we nu ook de
bhasenruimte (Gibbs) >£ van by, k . In de A zijn de kanonische
rvergelijkingen equivalent met de vamatievergelijking van Hamilton.

0 N
19.27) g\,/v‘/»d’# = {f{ (/f*))‘ @A—- 7‘/(}'»‘[ > ZI‘)} ﬂ,‘i == 0.

waarbij de baan gevarieerd wordt 1n de X:n In de phasenruimte bepalen
de /}bx en JZK als functie van ZL eveneens een kromme, de phasenbaan.Nu
z1in de kanonische vergelijkingen evenzecr gelijkwaardig met (19.27) als
men de integraal neemt langs een phasenbaan en de variatle voltrekt in
de Ay, (bl) eveneens vaste eindpunten). Inderdaad in de \2,,1 zijn 1%3\
en dzk onafhankelyijke variabelen en men krijgt dus ( T varleert weer

niet mee)
Sﬂ%‘it Mip.gs ‘L),)M
19,28) _ fg,h @Z% s W“

:J{{ (4"~ TZA Vb — (4, +M~)5~‘Z>\ }064 +/\0{{A f{k)?

waarin de laatste term nul wordt door de grenscondities ( X@k =0 ) en in
de eerste term ,?:}\ en Qk onafhankelijk gevarieerd mogen worden. Inderdaad
ts de variabele dus dan en slechts dan nul wanneer de kanonlsche verge-
11ijkingen (19,122) gelden,

Van ‘de nieuw in te voerer variabelen

9 =% (41 ) '
19.29) N L z/{(ﬂq‘a@
9 (? "“"(? (#JCLLL‘)

(\)‘Qw‘

*7’ 539 olt -~an‘ fa",oé»f =
og"
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ﬁn we nu eisen dat

o 3[R -Reen)

“4n gevolg is van (19.-,) en (19.29). Dat wil zeggen, indien

s WRGE T P Al 067 - RI26E)

I

n eisen we dat
ro— /.

5.32) b JUREE)

LW.Z. dat 'g}'(?,(g,é)ﬁﬁ-“f voor alle krommen tussen twee willekeurlg gekozen
‘inten dezelfde alleen van de ligging dier punten afhangende waarde heeft.

par dat kan alleen wanneer "}:’/Meen volledige differentiaal, d.w.z. dat er

en functie jﬁ (9, ¢ ,7) bestaat zodat

5.33) o= dg_f -

]

it gesubstitueerd in {(19.31) geeft

/ Mo D, K R
bk - 1 el o g’ = "Radd+ 9 do* + A O (76,¢)
in dat betekent niets anders dan dat-de transformatie der 1/h+2 variabelen
-H by s { in-R,% ; @K een contacttransformatie van de tweede

joort is. Om de regel van §16 te kunnen gebrulken in dit geval waar
e variabele CL niet verandert schrijven we in plaats van (19.34)

9.35) oS +—())"€ H)ou +:fudi —dS +od7“+zka£?

£

L= O,
of D T4 . o _ :
9.36) ds rpdgt = dS+LdG ;4 =t by = R-H
&=T;P=o0
:n construeren volgens de regel IT op blz. 45 een C ~trc'%nsformatie ‘voor
ie variabelen § ngd ,Q e S s @7 en wel zo dat .. =0 wordt. Ver-

ieel dus de / f’ol en @ in

40, 9° 5

L9 .37) fa (Za 5 & o= e ,7:, &;
P

Ki

b O Cy“T*

K
€

en eonstrueer ech furctic 1‘" van

. U o 4 .O r«g (—:
19.38) (Z 3 ﬁ ) 4 e ({; p G\ » '}7'
; . . ¥ ' )

b

E
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Dan luiden de verge.‘d,jkingen voor de mecest algemene contacttransformatie

_a V S e .,;‘3. %f{.‘ o
J9° P ’ge T
"( \
. *"‘9 . 39} -311 e --‘-z'"" C’ % - S
it T et
Y x N, s t
3 - ¢y _ _ v
s U ‘ 3% :

., wanneer [/ onafhankelijk wordt gekozen van

‘ ) 5 “;’

d { w?
X } i f‘: é‘! }: Ve
9. ¥0) 77 = L /&x g = -4
o H-_3V
3%

. LA " o
X =F #4, oy f;_»;) "'“';E;(/»* L e L
Jemen we b.v. Ngl = -} Z:= “h. dan ontstaat ‘

; pAVS : g j /
Lg,&l) //.3}\ = - —i;—)%:x B ‘g,\D = g}_’/\ J Aﬂ = H_&’"}/_

n we hebberi inderdaad

f?v((;*»%)dfﬁﬁ(i’e— H ) el = 0Vag 9; aq-g¥ o

- maLL asell ""F foruntiand

19, 42)

femen we daarentegen =M , ﬁl = O dan ontstaat

g
2

] 4 / by I AP
- i . {2 -} L L i ] JV
E-9 A d n’}) ’f‘)h g“" 2 Q = e ..é‘,,»é- 3 /(,. oy j { *”B-"é:‘ * o
(: 4
YK

:nn inderdaad is dan

b "(‘Z _Pd @ L (% Hlald = - 2@@ oA (5¢°)

54 P P Y
G5 wE T
2/1" c.n 'ﬁ!\
- Gﬁ{/ 'H,g ('l ) =volledige differenz -
: tiaal

rachten we nu voor het eerste geval \/ (Z’ Q’ f zo te krijgen , a
dat 'K = 0 wordt. We schrijven " inglaats van —~L :Dan is voor dgzefe/ffj\, W%,«Zl

Ny
19.)"5) /;)A .,._“;_X. 5 ?3 = M%

bt
en de voorwaarde vocr ,\ is

19.46) 3{1 = — Hipug"

4
-




of bij substitutie van (19.45)

19.47) 37 = ——/L((‘) , ¢%t)

waarblj men moet bedenken dut,}f bij een gegeven mechanisch probleem
sen gegeven functie van 6, , ¢* en [ is.

(19.47) is de differcntiAglvergelijking van Hamilton-Jacobi. In deze
vergell jking spelen de <$ de¢ rol van 7 onafhankelijke. parameters, er

wordt immers in de vergelijking (19.47) naar deze C?A'helemaal niet ge-
differentieerd.

Stel dus dat we een oplossing vinden van de vergelijking van Hamilton
Jacobl die 7 onafhankelijke integratieconstanten Cfxbevat, dan gaan de
kanonische vergeliljkingen door de contacttransformatie

19.148) pLo= %—%3 sz‘%‘%A

. k
over in kanonische vergelijkingen met f>k R 4? en f = Q en deze verge-
lijkingen luiden dus

g
19.49) .E(%@ -0 C;Cj .0

met de oplossingen
P)\ (Px ,qK., f) = const,

i19'50)

o4
g bk,qk.f) = const,
waarult de ﬁ)‘ en 7 kals funeties van ¥ kunnen worden gevonden.
Men kan ook zonder gebruik te maken van de theorie der contacttrans-

formaties tot de vergelijkingen van Hamilton-Jacobi komen. Deze tweede
methode geeft een inzicht in de meetkundige betekenis van de functie

We gaan terug naar de filmruimte. Door twee punten van de filmruimte
die voldoende dicht bij elkaar liggen gaat slechts één wereldlijn.

De integraal q,f
o
19.51) R ffé/ o dt
?>f
(¢4

is dus een functie varxg;k , ¢ > 9 fen ¢, Nu is blijkens (19.17) bij
variatie

[}
@ . £ *
daar de tijd constant gehouden wordt. Maar ook geldt

5 _ R &R k
19.53) >R 5? éc? +§i— go

f%odat volgt



19.54) "/\‘Q = ﬁ p 2‘& = - &
! £ ,v
Houden we nu g R Z; vast dan wordt 7\7 een functie alleen van 7 en  en
we hebben

19.55) L. jf gf*é{é ?‘k:_é_f‘f_Jr&/d(

of (zie 19.7) o
19.56) oK —J{( {)J

L’Ds

ot

en 7? 1s dus een oplossing van de vergellgking van Hamilton-Jacobi. Men
'noemt E opgevat als functie van 2; s g s 7K s £ dus als tweepuntsfunctie
de eenvoudige eikonaalfunctie van het probleem. Daarentegen heet dan een

’ algemene oplossing van de vergelijkingen van Hamilton-Jacobl de algemene
eikonaal, (In de litteratuur is er geen eenheid in de naamgeving.) We

-gaan het volgende bewijzen: Iedere oplossing ?/ f kan worden gevonden

als men de eenvoudlge eikonaal %{O £ heeft. Ga uit van de vergelijking

- {19.56) waarin /‘( een bekende functie is maar neem verder niets aan.Men

mag ter afkorting wel lb/{ schrijven voor

% wanneer 7? een oplossing is,

maar volstrekt niet aannemen dat er tusaen?de ?K en /O)\ kanonische ver-

gellijkingen bestaan, _,\7
/

Is 7% een oplossing dan bepalen —— en 5-? een constant vectorveld

¢
in de filmruimte en dus een h -r'icnting in elk punt. Omgekeerd bepaalt

~elke p -richting in een punt daar;,in plaats;waarden van %_f- en ~§—% . Want
7

die n-richting bepaalt een covariante vector alleen op een getalfactor
na zodat men voor ST en @_Z%\ vergelijkingen vindt van de vorm

T
119.57) 2R e 4 2k LTy
Dt © o™
waarin Cb R C1 ,...,c,h gegeven zijn en & uit de A -vergelijking
k
19.58) ~e 2 H(te, 9%, t)

kan worden berekend (er zijn meerdere oplossingen mogelijk).
Ga nu uit van de een of andere bekende oplossing R(?Kf) van (19.56)
en neem een punt Z s 'é op de Xnmet de vergelljking
5 —=

19.59) R ( Q,Ifj: e (c=bepaa1rde constante)
2R R
2t
‘aan de X . Door CLK R '% construeren we een kromme voldoende aan de
eerste kanonische differentiaslvergelljking

. k ’ é
19.60) -' A% dHARPHE)
* At P
waarin /'X niets is als een afkorting vear .;..*_;\ Het rechter 1id van (19.60)

39

Daar ter plaatse hebben we dan een covariante vector rakende
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is dus een bekende functie van Z;K en ﬁ.(19,6o) telt dus 77 simultane
gewone dilf;ferentiaalvergeli,jkingen van de eerste orde voor met de onbe-
kenden 4" . De oplossing zou bij verplaatsing van % , Ig over de 7(

h ?
eén congruentie van ¢ krommen gev n door elk punt der '}’\h één, Voor de
hulpvariabela Py eeldt

19.61) Py . 3 2R _ 3 o

- fund ——

0t ot 5%* S5a ot
iﬁ - Z’:;\i -3/’&
2?‘{ B? &6;,/\ ?)\

Maar aangezien '

19.62)

19.63) _5'7?(%’2‘6} 2 *J{(ﬁ)w?;()fj)z}\;aé%
is
19.64) -aPk . aﬂ. _B'OK - ?ﬁ

bé alro,'( 56{” 5?

en bijgevolg (zie 19.60)

dby 9k 9K an 2P 9" K ke X
3

= 4 = A

¢ Rl K 4t
19.65) 2 2? ot 67 o 2

waaruit volgt dat nu p ) langs de krommen der congruentie precies aan de
tweede kanonische vergelijking voldoet.

Uitgaande van de functie j‘{ zijn we dus nu in de filmruimte tot één
congruentie van oo" wereldlijnen gekomen, die blijken wereldlijnen van
het mechanische prohleem te zijn dat juist die functie als Hamiltonsche
functie heeft. Dat probleem heeft in totaal Goznwereldlijnen. De ge-
kozen oplossing 7‘8(% f/ der vergelijka’ng van Hamiltozl Jacobi pikt dus
uit deze O wereldlijnen er juist ©Q uit. Deze OOB%JH elk elementen-
rijen en de <% -richting in elk punt is gegeven door 5; s SE Al deze

/

la 7
“A-richtingen vormen dus &0 Xh )S namelijk de Xh S met de vergelijkingen
';Q(Q/‘/rzf =constant. Dus:

Iedere oplossing ?/?f{j van de vergelijking van Hamilton Jacobi
legt in de filmruimte de oo Xh's P/?fly =constant vast en één congruen-
tie vanoo” elementenrijen waarvan de /» -richtingen overal aan de Xh‘s
raken,

Langs ieder der oOhwereldlijnen is

4R =SB b 2B dg’s Sfpt)r h 4 Appt)r
’7




waarin anfkortend staat voor -%j% . Neem dus op één zo'n wereld-

, c
1ijn 2 punten (ﬁt g) , (qkf,t> ‘1dan is

- qt
R0 R4 = [URg e -R (g, ka0

(<R
Men kan dus iedere oplossing 7{ (q) E) construeren door

\
1€, een niet ongeschikte ,qute kiezen (bij de N -rich-

ting in ieder punt moet een re&le richting van een
wereldlijn horen)

27. de oclwereldlijnen die door deze wereldlijnen worden
vastgelegd te construeren

3%, op de j( te stellen Fi(q b = en vervolgens te
construeren

R@l t) C+ [%dt

langs 1edere wereldlijn.

De bijzondere eikonaalfunctie voegt aan leder stel van 2 punten een getal
toe. De algemene eikonaal voegt aan iedere combinatie van een >( en een
punt een getal toe. In beide gevallen moeten de punten of het punt en

de &queschikt kekozen zijn en ziJn er soms meer oplossingen mogelijk.
Trekt zich de ><n samen tot een punt dan gaat de algemene eikonaal over
indde bijzondere .

5320. Vectoruitgebreidheden.

Het stelsel van 2 m-m onafhankelijke vergelijkingen

x® - K .
20.1) ET (Y, w ’}z;o x::mGA'\ AR A g

[aaada)

minimaal regulair in /wi ( s WYy 5 VUA:t () stelt een systeem van .
covariante vectoren in \<, voor. Dit heet een fN( =M -dimensionale
vectoruitgebreidheid. ZlJn de vergeli jkingen homogeen in \A& dan heet

de 5zw\homogeen. Een homogene L( bevat naast een element ? Ay ook
alle elementen van de vorm %K, & Wy Uit een homogene'B( kan men door
op continue wijze in elk puné één element uit te zoeken een niet-

homogene ‘,L *imaken Dit niet eenduldig bepaalde proces heet dishomo-
genlsatie. Omgekeerd kan men uit een niet homogene 6( op één en

slechts €én wijze een homogene 7ﬂ, maken. Dit proces heet homogeni -

satie. Behalve door de nulvorm (20.1) kan een'ﬁﬂwqook gegeven wor-
den in parametervorm

9 F o2 ()

20.2)
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minimaal regulair in Z- (T \waarin bij W*ﬁ de waarden ,éka v3>\ be-
horen. Is de . C homogeen dan kan men de parameters altin‘zo kie-
zen dat de 42 homogeen van de graad O en de VJ% homogeen van de
graad 1 in W%m‘zijn.

Is r de &\«&-rang van (26.1) (=de rang van de matrix der afge-
leiden naar \MA) dan kan (1.1) altijd vervangen worden door eén stel-

sel van de vorm

a) i’{? <(:ti‘ . \A,/,)‘j}yg

20.3) . J'@::‘r---';” sotsPtei I
-~ TR

b) ¥ (\;t 3 =0
De rﬁ hebben een rang ¢ t.o. van Wy en de (;Fteen rang AN-mM -
t.o. van éM . Dus 1Is Zn.m-or g en dus " 2 novn
(20,.%b) stelt een :(u; F = vy_v4» Voor, hetnyeldgebied der ,KZWV Buiten
dit gebied zijn er ge;n elementen van @bm. + heet de dimensie van QTKM
In elk punt wvan \Kk zijn er o E = t«"'"" covariante vectoren, Deze
vormen in dit punt wat men een r)\ , noemt, Dus is een @z een \XW -

veld over een ,X . In de parameterQégm (20.,2) is & de rang van de ggk
ten opzichte van de w{? omdat dan en alleen dan uit (20,2a) preciesv

n -t vergelijkingen tussen de ,SK kunnen worden afgeleid.(Eliminatile
theorema.) ~
- Ult de aard der zaak 1is t geen invariante bij (zg-transformaties.
5 Uit de Fy in (20.1) kan men de volgende uitdrukkingen vormen

K
in alle nulpunten van (20,1) (d.z. alle waarden li . Wy, die aan
(20.1) voldoen):

Y Xc.‘s':‘y{' ; r, «’F‘x \\ \' X
20,4) oEw ‘\:v: - 2’\ voor [ = O
| X =4, 21
\.\/X})de? / F X F v \, { ’ y >
A = ‘\- bl /

Gaat men over tot een equivalent stelsel r =0 (basistransformatie)
dan is (basisstelling)

20,5)

X )
-~ X
maar voor elementen der KZ gedefinieerd zijn en voor deze -

volgt dus N
3 " X
KX = C KX Xy =YL , 20

waarin de C?, functies van §’ hdx zljn. Aangezien }< en

20.6)

v 1 ¥ 1 i

N l‘ {
\<xy"Cf(:y\<xy X,j_(hﬁ+>’““”“‘(gn>.



X y / :
k; heet de Poissonbivector van de az“en ook van (20.1). FQX
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=0

wanneer de (. homogeen is. Uit W' en X worden de volgende inva-
rianten voor co¥rdinatentransformaties en basistransformaties afgeleid.

20.7)

e - - - - o

gelljkvormigheidsklasse k

: X -rang van

e X

K-

XV

AN

: het grootste oneven getal
X i

AN

\M\

de_index { : de rang van W', dus L =t voor
KL en [, pvoor Ko
. | S ed !
Indien vo.vv en t.w is de J( een gewoon vectorveld in Xv,. Dan
Vs {
gaan 20, ¥\ en k over in de gelijkvormige invarianten van dit veld

en is €€=1

Het gedrag der invarianten bij (, -transformaties kan nu gemakkelljk
worden afgeleid uit (20.4) en (18.14). Men vindt dan

het covariante vectorveld

20.10)
Dan is

20.11)

Uy

deb

e e
—

20.8)
iw -transformatie e , ~transformatie C:s—transformatie
¢ ¢ ‘.g.\ I - A\ . ’ e A
‘~A5§f = wwy db | w d'E sw, Af vdil wy G E swy A
( Xy {x  vJj\ Xy r XY
;: (ﬁﬁ 4—2}A W k\ / K k\
ny waarin:
X dq—:ﬁ \ / FX i
vV = X -
4 & > //.).)
i N
Xd;ei 4 Lw _Ta-—c g M
A B\N'j\ -:
g T T TTA
K ‘ N K ' K 4—(.@.,\(') }\
en hieruit volgt |
20.8)
C; -transformatie (;—transformatie (:? -transformatie
K even |< oneven K even \ oneven )
| ‘ W of \'<~'i K of K414 {<Of K-H k of \<—-l }Q
ip |2 f ) - of 20
e o} 19 2 2?0 2042 ¢ ' 2_()3 Q?
vy k kof kaa kof k.2 K
| 1 1 1 of 0 1 of 0 1
[ 0 0 of 1 0 of 1 0

We kunnen nu ook arithmetische 1nvarianteny?aan afleiden uifgaan-

de van de parametervergelijkingen (20,2). In - der Wti defini&ren wij

X
“ﬁaﬁé > @zﬂ, ........ m .

D N Lt :
W, dE =iy (38) A" L, 2



De votatie van het veld ’LL is

&
20,12 SPIECLP 2 {2
U U -2 0,00 B

Uit het vectorveld &L? vormen we de gewone invarianten en duiden
deze aan met K , Z0 en K . Men kan dan bewijzen dat

K = !\"\"\ + 2 (t"‘_ 1\‘)
20.13) _ '

-
‘-

\_./)

Yy

20+ 2 (m-0)
| . kot z(mx-ﬁ\

en dit zowel voor 2N als voor ™M N, De betekenis van het nul wor-
I
den van K L0, or U
{_

20.14) AN

K =0 in het delnltngebied de \\{ is homogeen (n.e.v.)
LL@; ¢ in de /\ der "Y‘L en dus /Uxb = O de Wnis eenN
M=o \r:{ FY ) © ingevolge(20.13)
1‘((;: O : {“\( i 0 ingevolge (20.8)

‘L ~ 1is de volgende

~-

Uit (20.13) volgt voor m<n dat k > 2 (n- m) is daar K niet nega-
tief kan zijn. Is dus het systeem (20.1) in involutie, d.w.z. K =1
of K = QO ,dan is altijd wm 2Ny

Voor m >n volgt dat 1« % 2{m- n) omdat K niet negatief zijn kan.
Is qus de P een N, ,d.w.z. is K =o , dan 1s altijd wm <n

»

§ 21. Integrabiliteit der vectoruitgebreidheden.

Een 75? b, M £ m waarvan alle elementen behoren tot een “57 heet
een integraal- ’W'Z van deze Qf\(m .

Een ’5( heet volledig integrabel voor integraal ﬂ ~'s van een
klasse K en een dimensie ' , Jamérs er-is voor elk element der TLM
tenminste eenwﬁ( v van di: klasse en die dimensie bestaat, die dat

“Hh %“‘&
element bevat,
/ ! ! ‘

Een integraal ﬁ\\'w\l’ wWaarvoor m=z=n en &: =n 1s en \< =1 1s
een gradientveld BM'D, dat aan de differentiaalvergell jkingen

. X/‘.K
21.1) F (\g ’E’XP>:O; Xz, o 1n [N
- ~ .

voldoet. Het vinden van een oplossing van dit stelsel staat dus gelijk

met de bepaling van een integraal - 751 van de klasse 1 en de dimen-

sie =, Het meer algemene type oplossing dat door Lie werd beschouwd

komt overeen met een integraal /DC van de klasse 1 en een dimensie < N.
We gaan nu vragen stellen:

1, Voor welke waarden van m' 1<1 en k\ is de vaolledig integrabel?

2. Hoe vindt men de integrasl - 7% 'Sbij volledige integ,rabiliteit?

3, Bestaan er integraal - QQ ’$van de klasse K en dimensie &I ook
wanneer er geen volledige 1ntegrabiliteit is?

Lk, Hoe bepaalt men deze T(m's?



- 75 -
Vragg 1. We laten eerst t; vrij en bepalen de integraal -lazm.'s van een
gegeven klasse 5<‘. Men moet dus bij (20,1) Jjuist m-m' vergelljkin-
gen tdevoegen. Deze pepalen in de )Qﬂder parameters Wt? een )waen in
deze )<W4bepaa1t 7%;ﬁeen vectorveld dat de_doorsnede is van het veld
fL(e met de EK(H. Dit veld moet de klasse K'= K'+ 2(W¢—ﬁ)hebben.

De klasse van [, was K - K +2(m.n). Dus is

21.2) TZ\:—{-.Z\(\‘(_,\(l*, 2_\3’)..2!\'9)

en het komt er dus op neer dat in de 7Knﬁeen ><“~moet worden gecon-
strueerd die een klasseverlaging k-¥<\-16ﬂ-w4)geeft. Anders gezegd

er moeten m-m' functies der ’qf‘worden gevonden die een index
K._Kf+‘1(pn,n4> ten opzichte van het veld 1L€)hebben. Nu herinneren we
ons de voorwaarde (8.1). Deze vertalen we:

N —sm

K s K= Kas 2 (m-n)

_ 1<~iz, K._\(‘-yi (hm,m‘)_

Mg

LY - I L

dan krijgen we het integraﬁiliteitstheorema der ?ﬁiﬂz

Een @Zw\van de klasse F( is dan en alleen dan volledig Integra-
bel voor integraal :_7%}&'3 van de klasse K‘ yindien

\<éK\éK+2@ﬁ4W>

21.3)

|
- h In-am ¢ K £anam'

Dat de voorwaarden noodzakelijk zijn is .triviaal (dit na te gaani)

Wat nu de integraal YY;&'S betreft voor het niet integrabele geval,
het is duidelijk dat alt%éf

]

K §‘< + 2 (m —m‘)
want een doorsnijding met {Lg kan wel klasseverlaging maar geen klas-
severhoging geven. Men lette er op dat de klassen in ><n§(de gestreep-
te) verlaagd worden en die welke uit de nulvergelijkingen afgeleid
zijn (de ongestreepte) dus verhoogd worden.

Gaat men nu ook{ﬁ% 4ﬁ in beschouwing nemen dan krijgt men een
aantal theorema's. Het belangrijkste hiervan luidt:

Iedere %Zhwvan de klasse \< is volledig integrabel voor inte-
graal T _.'s van de klasse K' en dezelfde dimensie_als "7 indien
de integrabiliteitsvoorwaarden (21.3) gelden en indien bovendien

n<m ¢y 1S en voor een homogene ﬁfwwniet tegelijk y<§1< en pd:h,

.2. De bepaling der %Zﬂ;'s in het integrabelgeval, Men heeft in
de Xm der Nf‘ (m-') functies te bepalen met index (K «\(‘)-b 2 (m-»M‘)
Dit kost voor K'-KK even volgens §s7 de operaties

21.4) C)~

.......

Q~K+W—20nuﬂﬁ+\
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of anders geschreven
f) (\} o '
21.5) SKedmeader 0 SR fnewy-30 0 CK +2 (mea )t

[ . .
Voor)i -}& oneven kost het wegens § 7 de operaties

N
21.6) (‘“')\‘timn-n.)‘l )OK+“§‘.("W"-M)-3 > T, O}(_l+:,‘_( nhaa )+l

en een operatie

i AL

("'K'*i(f)r’—-'n)éf-[ voor /( +2(m-a0) > |

21.7) C% voor > =1
OO VOd'r" %) =0

Tot nu werkten we in de X%u . Men kan dit nu terug vertalen naar
de Xyb. In het geval dat (K -K’)+2%4n~m5)= ! is hebben we een functie
met index 1 te Dbepalen. In alle andere gevallen beginnen we het proces
met de bepaling van een functie van index 2.

Beschouwen we hier nu alleen die gevallen en zij f (qw ) die functie.

Dan stelt
21.8) JU) = constant

een normaalsysteem van Xﬁd_f 's in meoor wier doorsnede met het veld

‘filde xlasse K~z heeft., Lossen we nu de Qé'op uit (20.2) en substi-
tueren we deze waarden in (21.8) dan ontstaat een vergelijking

21.9) FO(REK,WA) e

die tezamen met (20.1) een'gimwfvoorstelt van de klasse K . Men lette

er op dat de klasseverlaging in /,,en de klasseverhoging in Xntenge—

—

volge van één functie f(Q“) resp. | (EX&%> als volgt gecodrdineerd

K--& ““2 K—-?k
-1 K‘PI
K+
Q Y
F.kan nu ook anders worden bepaald. Aangezienujggrfde klasseﬁF{
moet hebben en we voor K' oneven weten dat

(FSFS) (P F ) (F™) #0 (mad FY)

rq.
zijn:

N

21.10)

Xt N

21.11)

)

K =%, — 1 _
(FF )~--'<Fx“ FM*%> 5(36m0di‘x)
Q .
rnoet F— voor k’ oneven een oplossing zijn van de congruentie

21.12) (FF) (FFY) = oned FF°)

V'oor K even weten we al dat



s (F™ F’(‘)
X =%, ‘ "= xr:3 TN (e X
2,“13) (le; Fx) o X F )(F - )ﬁ(’ { ()T(CL(.F)

s

) —LX =Y, Xk-.s XMz ;
y (F P (F )}ﬁc
’ . )
en dus is F een oplossing der congruenties

(FF™) (F“"-; FY(F) =0 )
; (/'r\od F,XF)
(FoF%) . (F™F) =¢
Het is onaangenaam dat F°~ door congruenties wordt vastgelegd terwijl T

door vergelijkingen ubepaald werd., Het is echter altijd mogelijk de ver-

gelijkingen van de BL,,V zo te schrijven dat er voor Fo vergelljkingen
in plaats van congruenties komen.

21.14)

22. Toepassing op de oplossing van stelsels differentiaalvergelijkingen.

Beschouw het stelsel
X gk e
22.1) F (1 g)ﬂ')) =C mrn

Neem aan dat dit stelsel in involutie is, d.w.z. alle haasksymbolen
(F*,F) zijn nul. Dan stelt

22,2) Fr(Efw) =o

EERY X

een J(J,w in X,,L voor van de klasse O als de F alle homogeen in\/\/,\ zijn
en van de klasse 1 als er tenminste één niet homogeen is. Integreren

van (22.1) wil zeggen een integraal - t{)(;;wnnndu klasse 1 ende dimensle 1 te bepalen,
want dit is een gradig&ntveld voldoende aan (22.1). In het niet homogene
geval is K =1 en K' =1 enam =4, . Voor het niet homogene geval zijn
dus de operaties "\
- ) o L. j
22.3) (‘)Xﬁm—m) ] ()”5("!?(4’(,"1)) 3 <"A
en voor het homogene geval

22.4) Uu"“'-"‘)" ) Ui‘(ﬂn-%'i)"! > T Ox

Deze methode i1s in de litteratuur bekend als de tweede methode van Jacobi.
- Omdat K =1 is, is de d‘L een N:\ . Het kanzijn dat de dimensie van
ngelijk i is(en men kan dit altijd bereiken,dan is f\&, een gewoon

g@adiéntveld B;F en P kan bepaald worden door een operatie Oo

Bij deze laatste integratie treedt nog één integratieconstante op.

Zijn F)“",...., F*W de functies die achtereenvolgens aan de Fx worden

soegevoegd dan is de !V, gegeven door de vergelijkingen

— X Nt % o . YT [
12.5) Fleo - F"2C™ -5 Fl=cC
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en hier treden dus 7i-m. integratieconstanten op. Totaal zitten er dus
1&&9 juist ML -/, +1 integratieconstanten. Men noemt dat een volledige
oplossing. »

Gaat men niet verder dan UKP dan stelt een volledige oplossing
een stelsel van oo w 'S d.w.z.kgfy?ﬁnstellen van 0o vectorelemen-
tgn, biJ elkaar constituerende de L\iﬁ'vectorelementen ven de gegeven
‘Jthu Laten we nu de condltie tf = 1L vallen dan krijgen we toch o yALS
maar elke hﬁb is een k) i -veld over een X . Totaal hebben we weer
de """ vectorelementen der /C: . Men noemt nu zulk een stelsel van
fo“ NALR s, elk van willekeurige dimensie een volledige oplossing
in de zin van Lie, Belangrijk is dat zulk een volledige oplossing in-
variant is bij (; -transformaties. Dat 1s een volledige oplossing in
engere zin niet, omdat de dimensie ‘AL niet invariant blijft.

Is hl =1 (niet homogeen geval) dan moet de eerst ingevoerde functie
voldoen aan

~X
22.6) (FF)
m
is F. zulk een oplossing dan gaat men door en bepaalt een oplossing van
. X . e
22.7) (FAF) =0 (F"F) =0

enz, Maar nu zou het kunnen zijn dat men van (22.6) toevallig meer dan

één oplossing heeft. Volgens de normale gang van de tweede methode
van Jacobl hebben we daar niets aan, we kiezen er eenvoudig een uit
en laten de andere lopen. Lie heeft nu echter een methode ontwikkeld
(de methode der functiegroepen) om van zulke meerdere oplossingen pro-
fijt te trekken en het aantal en de orde der bencdigde operatles te
verlagen,

A N
23, Bepaling der integraal—'lc},'s voor k.(\k:
" voor

Dit is de derde vraag opgeworpen in g 21. Aan de vergelijkingen
X
£3.1) F (éx\ \/\/}3 =0 X< chivtt, - L

voegen we nu de conditle toe

Kf"’»xi_ ' _K"x"‘wd

i
voor K oneven

3.2) (O R g
jvoor K’ even _ be
&{' vt ’M;ﬁﬁ
Zij het aantal onafhankelijke vergelijkingen in (23.1,2) gelijk ‘
-t s 2¢mi. Dan stellen (23.1, 2} een alm,ﬂvoor die integraal- J
van }L“lis. Iedere integraal - U{4 /van de klasse ! van de lé,w
1s ook integraal- Jt .van aﬁ; en omgekeerd omdata[ *:hmal vervat
is. Is nu o

KCX,X? L ka""f’("}z] - O
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23.3)

dan is J(%n*volledig integrabel voor intggraalt/lww 's van de klasse L</.

Dan b?paa%S men fe integraal~§§%:'s derQ);n«Sn het probleem is opgelost.

Is K S K 4\—2(“77“ ‘*’m') of is .MM’ >z7’h~dan heeft j(,m.* en dus ook df"m geen

inte raal-UCLC 's van de klasse f<’. In de resterende gevallen gaat men
met“’cwd<op dezelfde wijze door en vindt ten slotte na een elndig santal

~ stappen een vectoruitgebreidheid die dezelfde integraaldzgﬂ's van de’

klasse K/ bezit als Ot%‘en waarven vaststaat of dat zij voor dezel)éngB

volledig integrabel.is of dat zij dergelijke integraal‘yéﬂd 's niet bezit.

Voor k~>> 1 enf(i =1, #n' = K 1s dit de welbekende methode om een
systeem van I -7L partiBle differentizalvergelijkingen

a1 FXCERVY 20 L W 2 hp 5 X aanet 2

cver te voeren in een systeem in involutie. Men voegt toe de vergellj-
¥ingen

23.5) <Fx, F‘j) = O X’(f St fa

Als hierdoor een systeem in involutie met /-1 < L verkregen is
stopt men. Is weliswaar nog 4.~ 10 *¢CF maar het systeem nog met in inve-
lutie dan grat men door. Tenslotte ontstaat een systeem in involutie
met een aantal vergelljkingen (ﬂ& of een systeem van 4| of meer* verge-
1ijkingen cat geen oplossing toelaat.



