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1. Veralgemeningen Pfaffs probleem 

Eenvoudig Pfaffs probleem ( 1814) . Gegeven covariant vectorveld 1.11>,. in 

Y-.~ analytisch in 'lt{!I(). Of ook differentiaalvorm ~d'J-/', dit is 

alleen een verschil in notatie. De vergelijking 

. 1.1) 1) 

stelt voor een £11-1 -veld in or{~}· Gevraagd de X 11.,. 1 S Wier tange­
:rende £_ overal in de lokale f 11 .,'

011gt en di t voor de hoogste waarde .,,... . n.-,,,.ny 
van m genaamd \1:::. 1'11:m._x •. M~t name vragen wij naar de systemen van 00 •'">t-,,1 s 
zo dater door elk punt een X1n gaat (normaalsystemen,van X~, 's). Deze 
omhulde X,,, 1 s of integraal- X.111 1 s bestaan altijd voor m = 1·omdat 

1.2) /~ d_f = 0 
A d t 

een (niet lineaire) geworie differentiaalvergelijking is. 
Is 'W5,_ van de vorm 

dan is bliJkbaar )I -.::::. ,n - I 

Bepaling van Y : 

Vorm de comitante van 1<TA 

1.4} 

---~-~~-------------
1) N.B. ,k_ , >- ,~, v, f, v, T-, w lopen altijd van 

c1jfers). 

( rota tie van flllj. ) 

I., ••• , IL ( eursieve 
' 
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Bepaal. le. rang ie van 'Y/z>,_ ·· (altijd even daar~>. alternerend) 
2e. X -rang~ v~n het stelse1w.,.. 'l~,. . Dit is de rang van de 

matrix ... 

l.5} /f 1L{i~ ~,1 
. /) 11' . 1Jt W, 

en ook bet aantal lirieair Qnat'hanlcelijk~ vectoren onder Ut;>,, ~ • - ~ J 1-t),• l 

Altijd geldt ~ = 1r +t, t. ~ <I of l. Dan is 

1.6> j/ :::. /1t-r ... t 

..... 1 in ieder gebied waar 1,p en~ constant zijn. 
~Eerste uitbre1din~. Neem stelsel van Pfatfse vormen 

ex i-
ly 1. 1> >. d J = ~ ; ~. = \l+ , .. - - - --, "-

d-.w. z. n-p covariante vectoren c; . stelt voor een E,.. -veld 1ntlt{3:} 
Het$elftle ook te geven door p contravariante vectoren lJJ"'-'_~ ..J = \. -·-,'t met 

1.8) 

l~,v .V Twee problemen: 
• 14 Inwendi~ probleem: 

~ I>• { omhUlde. X,,,, • s.} 
a. Eerste formulering, Zij 

1.9) 

D~ X~ ts met raak- C"I'» ~ f. p voor m maximaal 

.> 't ::::; '111+ ,. - - - - . ,"h..-

een normaalsysteem van omhulde X •s, dan is 
?n 

1.10) , 

n.e.v. voor ol Jt. rakende aan ~ en 

1.11) d !_µ. c; = a. 

n. e • v. voor ol f k l iggen in £, .. Dus n. e. v • voorwaa rde 1s da t 

(1.11) ( (1.10} ; ( ( = is een gevolg van) 

b. Tweede formulering. Een normaalsysteem van X11t'~ k'an gegeven wo.rden 
in de parametervorm 

m =- \, - ---~m 
.,r = ·\"Y\+\ - .,,. - 1.-. ) \ •\ 

1.12) 

Lijnelement der )(.,., voo~ 1edere waarde de~ .,.,/' ,t : 



... 3 -

1.13) 

N .. e .. v. voorwaarde dus. 
. .. 0 

1.14) C'; "p ~ { '{ IJt~ / 't:/1d1s pi" ~oor alle waarden van J 
• .:->' 

D1t is een stelsel niet lineaire parti~le differentiaalvergelijkins;en 

voor de onbekenden ¢? . ,-
2. Uitwendig probleem. De )(in 1s met raak- (rn door <:r,, voor m 

minimaal ~ p. ( omhulle~ x-n. Is.) 
a. Eerste formulering: ( 1.10) C ( 1.11) 

b. Tweede formulering 

1.15) 0 t == ··rn + I ., - - - - - 11..· 

Dit is stelsel lineaire homo ene parti~le differentiaalver 
voor de r-e ( $ k 

Schema: stelsels parti~le differentiaal­
..,--------· .--- verge 11 jkingen. ~ 

Cauchy l: Dirichlet 

oplossing alleen in een 
gezocht .' / .. ' ··- ·-....... _ ,._ 

·-;rt ([A) oplossing gezocht onder ein­
dige randvoorwaarden 

• .:.l 

uitwendig probleem inwendig probleem 
theorie der lin. part. 
d1ff. verg. 
Jacobi, Lie, Mayer 

· theorie der algemene 
stelsels 
Cartan, Goursat, K~hler 

Algemene formulering (omvat uit- en inwendig probleem}. Beschouw zeker 
soort geometrische objecten ( f 1-> 's of vectoren of tensoren of erger) .. 

•'h -rd_ l ·)1- (~ ~} 
Veld A = verzameling van 60 van deze objecten in de punten van n ) . 

0 

Klasse B,· de een of andere wel gedefinieerde klasse van velden van de-
zelfde objecten (bijv. alle €,..rt ts die aan een :(l raken). 
Vraag: Bestaan er in A velden van klasse B. 

We gaan nu door met het uitwendig probleem. 

2. Stelsels van homogene linea+re differentiaalverseliJki~en. 
Ga uit van 

2.1) 
b_· ,ll 
f'J1, c~.~f-d f ~- \ ♦ ' - - \)'v· - ' 

en vorm 

2.2) 

Iedere opl.ossing van (2 .. 1) voldoet aan (2.2). Stel ender (2.2) Juist 
fl1 vergelijkingen lineair ona.fhankelijk van {2.1). Dan is ,J.,t, een 
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al"'ithmetische :tnv.ariant. We hebben nu rYl + ,P-, vergelijkingen 

/) ..,. l - • - ~ - • ·")")I f il f, - , , r·, 

Ga- zo door tot atelsel 

2.4) . I - I - - - . h1 + 1., -+ ,lt ..,. - • ► • ,+, J.i. ) lti - .. t / . I / .,. ; t.w 

dat·op deze manier niet meer te verlengen is .. Dit stelsel heet volledi~. 
De getallen i, , ••• ,/.1-.. zijn alle arithmetische invarianten. (2.1) zelf r, i/ tv ' 'i) }( I:) le 
is ?Olledig als /3 c.e. ( 01)11 J;; l] linea1r van J;> l afhangt., dus 

2:5)' 2; ( dlYI 13~) ck.x == ()_ 

)1 ;.: 

J3 [C ( (' Jl'i i3 /J ) 

A:lle:reenvoudigste vorm van existentieth0or•em.."i Cauchy-Kowalewski 1874: 
. 1 ,, -l(l'kl ,, Ste we hebben een onbekendei 1 ~ ;en een vergelijk1ng van de eerste 
orde, oplosbaar naar d,/: . 

2.7) · cl - 2 ----~- h 
~ - • 1 

waar f analytisch 1~ in een Jt_ ( { \ ~• , ~t;>(.}l• c{-:;2,••'I? Zij verder gegeven 

een functie r l !°") ; r,(_ .. 2,--- ·. '1 analytisch in een 'Jt l{Jzo dat 

2.8) 
a.J 1 { !n() ~ ~ 

-t; (J (/j} .>{_ cl (' • , 
1/,l r f -=- f =- o ~ > ~ ,fl = i, - - - ... , 1t . 

sm. bestaat er een e~kele oplossing / (ft-) , analztisch in een ;f( !( *) 
zo dat 

2.9) . 

qeval van e~n lineaire vergelijking 

l31 l 1 'l 

2.10) ._ ~"- / -;:: IJ .• 

Kies de cotsrdinaten zo dat /$ 14 () 
de vergelijking de vorm 

2.11) 

.. '1J -1 
• Normeer ·zo- ~~ .:,;i:J ~ I. Dan kri ;Jgt 

( ) .i 
11 a.nai • · 1n. een 



I ~,-
1: --~et dus nu een functie r er) in een 'f{..(f ~; , dan bestaat er een 

! oplossing / (f(} analytisch in een 1tll{f') zo dat 

Neem voor f{f-i) acntereenvolgens "h·I onafhankelijke functies dan 
ontstaan /i-f onafhankelijke oplossingen en iedere oplocsing is een 

f.,,~f t. 1 
functie van deze h-1 • De principale ol?lossingen t.o.v. s = ~ ,zijn 

l:'1 ~ 1 ' /: t . ); "1 (> 

die, die voor 5 -:;: $ over~aan. in 5 -. - - - -· -s • 
0 B Andere . vorm van het hoofdresul taa t: 

Neem willekeurige X~i-J die de 
stroomlijnen van /J~ elk in een punt 

snijdt. Geer op 'X-1t-J• een functie · 

~ _._~-- f van de plaats. Er bestaat slechts 

een oplosaing / die op xh•/ met; 
samenvalt. 
Een enkele oploasing dus, vastgelegd 
door een functie van 'h.-1 variabelen. 

¢ = cons;. steltOQ1 1.-.t 's in )(__, voor. Elke X'h-J is een omhullen­
de van /J . Een zo 1 n omhullende kan gegeven worden doot> 1 functie van 

.~\ 'h .. 1.. variabelen. 
/ Bepaling van de kosten. Bij (2.10) behoort het geadjungeerde, sisteem 

van totale differentiaalvergelijkingen 

2.13} :::::: o. 

of' 

2.14} (:: = evenredig met) 

Dit zijn echter n-1 gewone differentiaalvergel1jkingen van de eerste 
orde met h-1 onbekenden (simultaan stelsel). De bepaling van een op­
lossing gelijkstaande met de bepa1ing van een oploss:tng van een gewone 
differentiaalvergel1jk1ng van de ( h-1 )-de orde met t onbekende heet 

naar Lie een opera tie h - I ~ kort Oh_ 1 ( 00 = quadra tuur) . 
Een oplossing van (2.10) (ook integraalfunctie van (2.13) genoemd) 

koat dus een O,,_~, ... Neem nieuwe variabelen sk, zo da1' r·1' gelijk is aan 
·deze oploseing. Dan gaan de vergelijkingen over in · 

a) IJ1' = o. 
2.15) 

b} ,J/'Jo{l d!l) I t 
:i • -:- - - - , }l 

,.,1 
Beschouw nu 1n (2.15 b) de;, ala parameter. Dan kost e~n oplosaing 
van (2.15 bl een 0""'_ 11 enz. Totaal hebben wij Jt ..,, operaties 0..,._, , •. ~#q 
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nodig. Kennen wij toevallig al m onafha,nkelijke oplossingen dan zijn 

nog nodig 0" •,n, _ 1 , ••• , q 
Een niet homogene lineaire vere;elijkin~. 

(V\ 1 anal. in een n {{) ) 
$tel dat een oplossing is gegeven in de vorm 

2.17) (anders niet oplospaar naar f )-

dan volgt 

2.18) ,1rP ~ F + 1 ({') lf ~ o. 
Jf 

maar d1t is een homogene lineaire vergelijking met 1l+/onafhankel1jke 
variabelen {~ / . Deze heeft dus h onafhankelijke oplossingen. Een 

ervan moet zeker f bevatten en daarnaast kunnen er dan ?i.-7 zijn d:te 

·van/ vrij zijn. Deze zijn tevens oplossingen c1er _gereduceerde verge-
. lijlins; 

2.19) 1rf< ~ t "' 0 . 
. ./ 'h-1 4 

Dus: b~paal 1-L-1 oplossingen /-', ..• ,/van (2.19) en een oplossing I 
van (2.16) (met behulp van (2.18)). Dan is de algemene oplossing 

(! ,( 1,., 

2.20) /-" / r f (/, --··I) ( f ~ willekeurig anal. functie) 

Systemen van Jacobi. Stel dat 

2.21) 

volledig is. Dan geldt 

2.22) 

Men kan dan bewijzen dater een stel van f lineatre combinaties der 
!11 bestaat 

2.23) 

zodat 

2.24) 

J3J, == 13 J, J3f J 

(>. I 

de O-::,~, alle nul zijn: 

l'J /l, _\ . ;J,J. k 
✓J{C. o, f J:; l'J = 0 . 

~ 
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Men noemt dan 

2.25) 

een systeem van Jacobi. De naam 11 Jacobi 11 slaat dus alleen op de vorm 
van het syateem. Ieder syateem kan tn de vorm van een systeem van 
Jacobi gebracht worden. 

De vorm van een systeem van Jacobi is invariant bij coordinatentrans­
formatie doch niet bij I -transformaties. 

Speciale systemen van Jacobi. Men kan bewijzen dat de/ -transformatie, 
gegeven een bepaald co5rdinatenstelse] (le )2 zo kan worden ingericht dat 

2.26) ) 
I - ' --. -·hi... • ol. - A - - - - - Aw. _ ., ',rv , - ✓ > , .,,,v 

Voor deze speciale waarden die dus aan (k) zijn aangepast, gebruiken 
wiJ in plaats van / ook griekse indices en vaste indices 1. - - - -· ?n in 
plaa ts van \, - - -• "flv, dus 

13« ¥- Jt'J 2.27) -fJ ta 

De matrix van J3; ziet er dan als volgt uit 
4---···•--· P-._, ~,._ ______ . ___ 4 h- /"' 

;+1 13;, 

I 1 1~ 0 -~,------· I 

'\ 

' 
2.28} 1 

\ l 
\ 

I 
' ./3/J.,., - ·- ah 0 ~1 ____ ]./> 

1' 

en de vergelijkingen (2.21) krijgen de vorm 

2.29) 

Pe speciale vorm van Jacobi is niet invariant bij co6rd1natentransfor­
maties. 

* Dit duiden wij aan met = . Dit teken drukt uit dat de aandacht wordt 
geveatigd op het feit dat de vergelijking n1.:-t meer 1nvaP1ant is bij. 

cotSrdinatentransformaties. Het gebruik van -=. 1a niet verplicht, men 
gebrutkt het alleen als het gewenst voorkomt de aandacht te vestigen 
Maar er zijn wel gevallen waar1n dit zo uewenst is dat men ~eter ®' 

I( * ko . ·. 
niet = te gebru:Ucen, b.ijv. in ~ = A>- , en dergelijke formulas. 
waat levenda'indice:s aan·de ene. kant cprresponderen met dode indices 
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voor transformaties van de vorm 

2.30) Q{ - -I - ---·· h · o1.. 1 - 1' --·-· 1,, - • )/ > - # , r . 

Voor een systeem van Jacobi neemt de volledigheidsvoorwaarde de vorm 
aan 

2.31) tjl.-~:;-· + -~ q~~ b --~ ~ 
Men kan tegelijk het geadjungeerde systeem 

2.32) c;_ df' 
aan een zodanige X.-transformatie onderwerpen 4,at ook dit stel zeer 

C:r 
eenvoudig wordt. Men moet dus n-p vectoren _r; Y, =f.,.1,····, 1t.bepalen 

zo dat 

2.33) 

Men ziet direct dat J' c· JJ' 
a) '2 = ~ 

2.34) C :t ff:, 
b) fi =-- - fi 

voldoen. Met deze waarden krijgt (2.32) de vorm 

2.35) l~E~!~-~-~I=-~ ~ 0 - ) 

met de voorwaarde (zie (2.31)) 

2.36) I drrc;] - c[~ 0~1 c;J--~;-1 
L ___ --·-· ·-·-·· ---·-·-----"---··-·--·- ----- . . ··••···•··. ····---· .. ___ ,. ____ .. ---- . ) 

N.B. De vorm van Jacobi en de speciale vorm van Jacobi kunnen steeds 
worden gevonden zonder integraties. 

3. De oElossingen van een volledig systeem. 
Breng het systeem in de apeeiale vorm van Jacobi (2.29). Dan 

zien wij dat { ~ - -· - ~s » al vast zeker geen oplossingen zijn. Neem 

nu de eerste vergelijking 
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dan zijn [: - - - -, f' van deze ene vergelijking zeker ~ oploaai~n, 
Er z1.jn dus nog n-p andere oplossingen, te verkrijgen door ¼-l·-··, ,· · ! 1 J: 1 l't tft, 
Neem de principale d.z. die, die voor = $ overgaan 1n .5, - - • · · · · 
Daaronder bevinden zich alvast ]~ - - -·§P. Ga nu over tot nieuwe cotsr-

J:"A:' fP }!' Jr' [,. 
dinaten !, en richt het zo in dat ~, - .. ·>; Juist gelijk aan.5,--···~ 

f (,1,-1-,;' t,,. 
zijn en dat · - · - - • ;; juist die andere n-p principale oplossingen 

t:i.' \.h' zijn. Dan weten wij dat::;, , ·· - -~.§ allemaal oplOssingen van (3.1) zijn 
,;en verder da t 

3.2) = a ; A;, :o. 

De vergelijkingen (2.29) gaan nu over in 

3.3) A;' J,, I -I l1J'd,/ +ld; 11;' dy/ = o ·1- ' ·-· · b1 1- ,· ... ,·. > - > "I > - , • 
I • I '!/ =f'I-', .. ·, J.; f cf,,•,,t· .. ,n. 

of 

3.4) 
J' d;,/ r /31 , Jr/ ~ o. 

waar 

3.5) 
~ ,, d:f f'/3. (fl Y' I J3 y; H -y)' 
[_~~ ji' - 0 /J , /i -t 'fl -y> 

' -·--·-·--·-·•·-·-··•·······---·--··----------
Van de nieuwe vergelijkingen 

3 .6) a 13. /. ' + 13;, Jr·/. = o. ;.· fi, ;:::. 1: -. -. ~ f 1 
; y:i, .. { )-+-, J : - . -.. , h, 

I / ~ dl .,;,,~~ 
;z' I '~.· -

z1Jn nu }' > - · · • ·, 511 oplossingen6en daaruit volgt dat 

3.7) 
J'' J3,, = 0. ) 

I 
- - - - • • ✓}t, .> 

zodat de vergelijkingen (3.6) overgaan in 

a) J1,f ::-: o. 
3.8) 1' 

b} 'J,/-1- 13,· d1; 1/:::. 0 ; , ';::; l: -.... ,} 1 ; J 1={}+'), 1--"';1i 1• 

Laat 

3.9} 
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Bijgevolg is nu (3.9 b) een stel van p-1 vergelijkingen in de n-1 :t'- . ):1" 
onafhankelijke variabelen 5, --- - J • Met dat stel gaat men door. 

Kosten van de tweede trap wederom Q" -; ., ---• · , Q . Dit p maal, 
totale kosten dus 

3.11) .,;f;J X ('Q_J., -·-· -· ·; Q). 
"'l I \ . 

. -' ')/ 
/ Na teruggang tot de oorspronkelijke c~rdinaten gaan de n-p aldus 

§ ..t.. t o(_ £ p+i r ;,,. 
gevonden oplossingen voor ;::=. 2. juist over in , ·- - · · · t · • Het 

-o ~ ~ 

zijn derhalve priP~ipale oplossingen t.o.v. ~ ! . Zijn ?I "' ' 11:-1 . o ,n 
fJ •• f) I /,' 

' - - - · · ) / deze opl0Sf?ingen, dan is { f > _ J .. , f;) eveneens een 
oplossing., voor J""- = J Cl. overgaande in f ( f p~, - - - - · t;,.) · j O ~ 

4. Niet homogene lineaire systemen. 

4 .1) ~vr J fr, 
,g ~ 

Jr.. 
Voorwaarq.•.:m: r en 

4 -2> If y)'-~ Ii 
Ye analytisch 

heeft rang 1 ; /j,iJJ<-/J heeft rang f· 

(andfrs waren de vergelijkingen of afhankelijk of onoplosbaar). Zij 

4 ,3) := () ) u ==} 0. 
JT 

J/ 
een oplossing. Dan ontstaan de p homogene vergelijkingen 

4.4) 1lf. (P,, + '(JI'- di'- F == o 
Jf ll t , 

in n+l onartankelijke veranderlijken §: J . Dit stelsel 
&in 6 f} (J 

mits (schrijf voor het gemak eerst even ~ :::.! ;/'== § ) 

v,, t (f A) 1' k a) 

4.5) 

is volledig 

Men noemt dan ook het niet homogene stelsel (4.1) volledig. N.e.v. 

zijn (4.2}, (4.5.a),(4.5 b). 
Is (4.4) niet volledig dan gaat men (4.4) verlengen tot er een 

volledig systeem komt: 

4.6} 



en daarbij hoort dan 

4. 7) ·J.r?- cl F = 'f' (t 1). 
1, ? f/; ~ 

Is nu voldaan aan de voorwaarden: 

4.8) )I µ, I I /) f "' t. +- - - •. +µ • lll{J f·,'J l~c J-.,'I.D1tvf, ptf,-+•·--+/J(w "1/: / l / /u.v'f: ' l4.,Jd f + j I / w ., 1., . T (j 

en aovendien natuurlijk aan de voorwaarden dat (4.6) volledig 1s, dan 
heeft (4.1) oplossingen. In het andere geval niet. 

5. Mayer sys temen. . 
BiJ het systeem in de speciale vorm van Jacobi 

5.1) er>{ ~ Z: /3: a, i :; 0 I ;/ = 1, -- ··; ,j ;Y, Lf+t, --- -. ,,,_ 

hoort het geadjungeerde syst~em 

5.2) (II>8f' :_ -C~dgP J 
Beschouw nu de §Y als onbekende functies der t' ; '11. ::: 1, · · · ·· > f • dan 
is (II) equivalent met 

5.3) 
~-*---:;y, ('/ l ~) . 

cm> l?~= - c11 c , j 1 ;1.r "1. -- --.,,..,.,.;,,,.--.•-

Als de voorwaarden van het volledig zijn van (I) {of II) vervuld zijn: 

5.4) 
··----+•--·-·------·----·----·--------··-----

( ook wel genoemd inte~rabiliteitsvoorwaarden van (III) dan noemt men 
III een Maler systeem. - - -}J>. ,t 

Sts_l ee~s dat// [ f } de prineipale oplossingen zijn van (I) 
to.v. § --J , da zijn 

5.5) I)' ( r) "' C 'r (Cy=- ,~i.,toi,te~ 

n-p onafhankelijke integralen van II (de principale integralen t.(?.v. 
f ::: }'I( ) {5 .. 5} stelt een atelsel van ao"-;X;' .rvoor. Vraag: 

welke dezer XP. 1 s gaat doot- f k. ? Schrijf de vergelijkin6 .;e1'St · 

op voor .$~ :: gi.l da.n krijgt { 5. 5) de som · . " 

5.6) 
p:r ·(.(, !"') l ( . ) /I . 

' ,\, 



~n men krijgt dus 
:-ieemt. 

Los nu de (~ 
··-

de gezochte X; indien men voot> de C' de waarden"l" 

op uit (5.5) (dit kan altiJd omdat IJd { )7 j?} f O ) 

::lan komt er 

5,7) J' = p t(J: t!} 
maar dit zijn n-p 

Zet men L~ = Jl: 
& 

oplossingen van (III) 
en Jo( = Jo< dan moet 

() 

die afhangen van n-p~constanten. 

de linkerzijde in J overgaan.i 
0 

= Y~(t~) 4- f ~(t',t:) 
een stef oplossingen van ( III) dat voorJ = J overgaat in de constan-

bijgevolg is J ~ 
5,8) 

ten J . Dit stel oplossingen heet het stel Aer principale oplossingen 
~ rfr t. o. van gti.. = Jc,(_ . We hebben nu voor (I) .. ( II) en ( III) elk 

.- 0 
principale oplossingen resp, intecralen die uit elkaar kunnen warden 
afgeleid. 

De integratie van (I) of van (II) of van (III) zijn dus (mits de 
volledigheidsvoorwaarden vervuld ziJn) gelijkwaardige problemen. 

Ga nu ui t van ( III) {n neem de t </ eerste vergelijkingen 

5 . 9, ;;, 1,t = - c, a ~ 1 'l) ; 2 = 1. . . . . . , -c ; 1:. 1 . ; ~ ✓, . . . , /Ji, 

t..;4 t.P 
en beschouw J 1 • - - • • · ·> 3 als parameters" Dan hebben we weer een stel 
dater net uitziet als een Mayer systeem met t onafhankelijke veranderlij­

ken. En aangezien A1derdaad1uit (5.4t volgt dat 

5.10) ,le L-2,1 ~ Ge- q11 C6 ; b,c, =-/,- - --,t; ?,1/_·-f•~---;4<,, 
is (5,9) inderdaad een Mayer systeem. Dit heet de verkorting van III 
t,o. van J: •· • •· .. )J.-t_ 

Om (III) op f e lessen verkor ::en we naar J 1 ~ 

) ) J - - C ~ ( l I Jr f 11) . </J C) •• - • . . .. .,ii 
5 . 11 1 - ·1 r"' > • J , ; ,, :::: ~ ~ ' f: ) t> ?z :::: -f -1--I., · ·- · -) -?V, 

en hierin zijn nu de J 1 parameters, f I is de onafhankeliJke variabele 
en dus is (5"11) een simultaan systeem van n-p gewone differentiaal­

vergelijkin~en van de eerste orde. We bepalen de priripale oplossingen 
t.o, van) > dat zijn dus die; die overgaan in J, voor alle will.e--
keurige w:arden der J. f : ~ 0 4 
5.12) J,~ ~ ~{J: J,") j .Y(J,', J, 1) -J ; 
( ck,~~ o~r-1, ·.::::! .. 0 y =fl" ..... '".J,?i ; ? :=.- 4'rt. -~····) ,..-;t.v,, 
Dit kost overigens~ '/f,,•"?--yr-; Nu gaan we nieuwe variabeltfn -,{ k 

invoeren: 

5 .. 13) 



De transformatie is van de vo-m (2.)0) zodat cle speciale Jacobi~?he 
vorm gehandhaafd blijft. Boveridien we ten we ui t ( 3 5) hoe de .Bp1 en 

dus ook hoe de Q = - J3rt; zich transformeren 

5 .14) C15~- 1 ~' {CJ I/'- 1111;;;) 

De nieuwe ve~gelijkingen 
~ t ~I 

5 .. 15) q3 I t;;-•> =: 

J' I 

CJ '; 

-· .. -1' . 
I 

luiden dus uitgeschreven als ~olg~: 

de eerste: l } t' /v 4 1 

5 16) 01 I );. = - l_. I I 

Cv-. i; 
( omda t ,.,, een oplossing van 

de andere: 
~ ti 

5 • 1 7 ) C.ir I t,-t 
I 

(' 
In de vergeli)kingen (5.17) valt nu echter de j 

·r:I,,' (Ill /I - -'-- ...... ·,r /. J ) - J ., ,,, • 

' J,.. ' . ' I I ;, ' 1 = [f'-1-I) , .... ', ,/-i,·. 

weg omdat volgens 
de integrabiliteitsvoorwaarden, ~1 

' Ci~- C -z ·;-i C"' 
s.18) 1;' ·t7 t; ✓ [1 1 c.)f) -· f'l = O 

nul is en bO'-'endien l. 1 , = () is. Alles valt dus weg behalve 
\ .., t'' 

5 1 9) 0 I /, r I - 0 • f I - )2 I • - • • • • 1· I • ~ I - [)f· +J ) / . . . . . . . ,-Jt,; '. ,_ 1 L.. . - ) - J } / > <:, - / :,; ., .) 
S ' . I I . 

waaruit blijkt dat c p' alleen van _s yt-- en J 1. afhangt. We hebben 

dus het probleem verlaagd tot een Mayer systeem met n-p onbekenden en 

p-f onafhankeliJke ariabelen. Daarmee gaan we doo~ en wel p maal Elke 

st~p kost Q?-i.-.jl 1 • ..... , 0,- Dus tot nu toe hsbben we nicts gewonnen. 
We zoude:, echte C' winnen ind1cn na de eenste stap ee s mocht blijken <:/ 

da t de ( .. ~, alle nul wacen Wan·~ da.,1 was c:r in ( 5 17) nJ ets i~ inte 
greren we konden di-r2c d2 oploss:,Jigen opscrn•i:: en: J .c; == J . 

We gaan nu bewiJzen dat deze uitzonde~lijk g~nstige omstandigheid 

zich steeds voordoe~ indien in III to~ allig 

5.20) { e~ ct) lxt .l' = 0 
<I 

Inderdaad 11olgt dan uit (5,14) <,.,I 

t;' 1J'I' ff 11 (. t fl ~I 

Cr, l$> ) j. ) ~ r~:' 1 Ir: C.a - s r' A,IJ 
rft f' ~, .:,r \ f (' ~I•) );- t 

5 . 21 ) =- tJ y , d t c.,, -t- b 'II d ~ f r 
,ti =- -1, .... · -·, t ; r = 2 • ....... ,, J. t =l+-t. .... ;·1,,.;' 

,1 y; 1"'::, .2 ~ >/" • • :,,,,/ • t I~ (f._fJ) ~ •. •·••.I ,•fa-' • 
,""•en indien men in,peze vergelijkingen _t'tl!. &~ J.J; zet verandert de 
linkerzijde niet en komt er rechts ingevolge"(5.12) en (5.20) 

t 13, Fl; ' c e: (.J , 1 r t 2 ) -+ r. ~ s-' , , J. r t) = r t. 73 . " 1 ? l ~ r t t r i 1 -. ~, 

5 .22) = r;, rt c:, ( r, tr. ft) = 0. ? - 2-



Daarmede is nu bewezen: ,\ ct. 
/' Indien de 'f ; }P = l 1 ••• • ,t uit het Mayer sys teem 

s .23) ~ J ~ ==- _ c; {J ,t) ; r =~ _ .. -----_, ;/J ; t = l' f- 1) •... ··-··; /h.·. 

identiek nul zi;jn in J-2. , .... ) g k voor ~ 1 = 11 , dan zijn de princ ipale 
oplossingen met betreldti.ng tot J ,1 = j I van he°t "eckorte sys teem 

5, 24) cl, t l; = _ c}' a ) , ' 
waarin J .!l. , ••• "> J fl als pacameters worden opgevat:, tevens de principale 

_o ...... p_l_o_s_s_i_n-'ill~ ..... e_n_v_a_n_h_e_t_s...:::y"-s_t_e_e_m ( 5. 2j) met betrekking tot J.z =: to<. ; e;,L. = -1.----··,r· 
. (:£ r ~ indien - , .... t in deze oplossingen weer als gewone variabelen 

---~ I~ - -

worden opgevat. 
In dit speciale geval komen we dus uit met ~~n enkel stel operaties 

¼-t,' . . . . ) q. 
Nu kan men altijd zorgen dat dit geval optreedt en wel door een 

coordinatentransformatie. Opdat de speciale Jacobische vorm gehandhaafd 

blijft zal in elk geval m~eten gelden 

5,25) J..t' ==-1ol.'( J ) ; ~· ~ ,l ····-··)f ; ex' =I; ...... ··., r~ 
Laten we daar nu bij nemen 

t;' ,t' ~ 
5,26) J =- ~ } ; ( :cf +/1) ..... ··}/h ; ( 1 ::(fri)~ .) 

✓-h--' 

Dan is ~, t I t (1 rt, c ;; f/'4 
5.27) c;/3, - A?; c.f] 1J1g1 ~ ~ 'f3 /g' 

en dus c~I . CI t; 1' 
5.28) YI = f( C;4 I, f' ) r) ~ ~: ... --·• .. -· 1? J 

) . 

We verlangen nu dat 
Cc;' ,_1, [ <I' "') 

s . 29) . r / ( ~ 1 ~ , J == a; 

zal zijn. Wil dit algemeen gelden 3 d.w.z. voor iedere keuze van de 
r. l;'" /J ,-::; ~1 1 ;r-1 1 

functies Lji dan moet er dus in /7r' een factor -d- - 2- zitten. 
Neem nu met Lie de transformatie ~ 

5.30) ) J, 'I~ f I 'I- J, 1 ' [; J, 'I I j J, z,: {: J ? I 

dan is 
Iii--. ........ _.;, .,/_,1 ,,-1,I, 7 - ~) '7 -' - p,(., .J .. - •••• - •• ) "'("' ) 

\ . 

5.31) \,,z; :::. •1+,.,f, ...... I /r( )' s I r:;:. {f +/J_) ', • • .. •· :, /}t., /• 

zodat inderdaad aan de gestelde voorwaarde voldaan is. 
Maar nu is de moeilijkheid dat de tra9sf:ormatie (5.30) geen orde­

lijke coordinatentransformatie meer~·is omaat de functionaaldeterminant 

voor ..,~ 7' = { ;' nul wordt. Inderdaad is :i.mmers de determinant van /i;, : 



5-33) 

,,, D . 

0 Jf~ 
. . · ... 

. . . . . D 
0 
0 
t') L 

0 
'' 0 

o b --- .. ~ ,t/ 

- .L:,:J -

Dat betekent dus dat we de op denieuwe coordinaten verkregen oplossing 

niet terug kunnen transformeren. Niettegenstaande dat gaan we die op­

lossing toch maar eens bepalen. We bepalen dus van het verkorte systeem 

(in de nieuwe coordinaten) , , , t') 
5. 34) c1/ J t t' = - e :. ( t 1) J t, 1 

I }- / 1 
" fn! 

de principale oplossingen t.o.v. J.1 =c::-; (=0) met de~ r·· als parame-

:~;;; J t., " y t ( l 1: j r ·) 

:~:6~e-~oorwaaJ~' _ 'r", ( r: j ~) 
. . . 1 . 

JN~~'.iblijkt dat dit nu·vanzelf ook de oplossing zijn van 
::-i t • · t I 

C1,r,, ! . ==- - C../J J 
I:/ I 

5.37) 
. ~ IL>! } • I 

mi ts men de E r ; (t> = .1-. , ••• J Al weer a1s variabelen opva t. Wat we nu 
~--· r J-}: ,- ~ ci<. 

Willen hebben zijn de .. }5 ui tgedI'ukt in de ._~ . We kunnen nu wel zulke 

uitdrukkingen halen uit (5.35), namelijk, ingevolge (5.30) 

5.38) (?; _ ft '>-·l ~,. ~'- t· 1 ~r_ § 'f ) .. 
~ - '-- t-, r e· (_~ C::o 5 C: ~-.-o ') ·-i•-~-t7 

maar wie garandeert dat j c ook de oplossing van het oorspronkelijke 

gegeven Mayer sys teem is. We hebben imniK_ .. 1}rop ongeoo;ri .. i].o~fde wi~ ~~ te~ug­
getcransformeerd wat zich dan ook wreekt 'ii aat in ( 5. 3!) Juist ~ t 
in de noemer voorkomt. Dat zou alleen niet hinder;,n;J;\'dien in =rt' 'Jl de_§ f/' 

alleep zouden voorkomen in de combinat1ej1 j'f , immers dan zou 

er ui t J:' i; een ordelijke func tie van de J"'< kunnen onts taan. Men ziet 

dan ook daaraan da. t de transformatie van ~k·· in. l. ~ 1£~1 ~t;' niet ordelijk Jk ~,ti . '1 ,..,1:-t:· C is maar die van in de variabelen ~ :1 · · c: t'_. ~ };' wel. Nu kunnen 

we eenvoudig bewijzen dat inderdaad deze gunstige omstandigheid op­

treedt. Immers het.J?;egeveJ Mayer systeem heeft zekere principale op­

lossingen t. o. v. J = j . Zijn deze 

5 . 39 ) J, ',; == ¢ ~ (t ~ I. f;) J c{ t 4 ~ a ', J/) 
dan kunnen we deze transformeren in 

5.40) 



f o<' ~o<.' 
,,,...,@n dit zijn principJile oplossingen t .... o .v. tE, = ~ van het getransfor-

( ,~,,) ( f 5 .) 0 ✓ ,, meerde systeem 5.p. Nu heeft 5.~ echter slechts ecn stel princi-
pa:J,e OP,~ossingen t.o.v.J,ot.' = e~ol'en ui_t,,een vergelijking van (5.#30 
en ( 5 .'MJ) volgt dus, dat de j,P>' in ;:-z; alleen voorkomen in de ver-
bindingen J"J Y" • · 

Het is onfraai dat in detransformatie van Lie (5.30) d~ variabele 
J1 wordt bevoorrecht. Mayer geeft een fraaiere transformatie waarbij 

I> I: 
echter overgegaan""-wordt tot /h,,,+.-/ overtallige coordinaten 1 ) I/ : 
5 . 41 ) j ex. =- J + 1 (7 'Z ol ; ol. = ~ ....... J f )' ?; .:: 1.j-1) ...... -- J /h .. , . 

J~ = ;z__z: . .. 
De bewijzen verlopen voor deze coordinaten op overeenkomstige wijze. 

6. Het covariante vectorveld of de Pfaff'sche vorm. 

Heeft men een enkel vectorveld/~ dan kan men daaruit de rotatie 
vormen 

6.1) 
oty' 

2, i 1tli, I 
Op dezelfde wijze kan men,. als een ~ -vectorveld ''hi£, ... ·>, 
de rotatie vormen gedefinieerd door p 

gegeven is 

/Zt/ / ;) 
6. 2) :,Al, -- ---· -)i_~ == L ff- 4 ) 0 'hT;, --· -- ~,✓,, J 
Verkorte notaties zijnh 

6 . 3 ) /Zu == t(_d /h,r· ;:;; { t t- /) ) _]] Iµ/. 

Men kan door eenvoudig uitschrijven bewijzen dat Rot Rot steeds nul op­
levert. 

Beschouwen nu bij het veld~ de volgende stelsels van lineaire 
totale differentiaalvergelijkingen 

s ) /ldjL J._ J, "P· = 0 . 

6.4) 

s1 ) /tD;.), ol .. Jfa = 0 · , 

j--t 12rJ: l )A 

, _/c'-rang 

!l f =rota tie 
klasse 

K=klasse 
s2) ,25-/ £ . =lo,r)-< _.,. )'-A i12· / .,_ ~1ot/t .. 
S3_) / ~t{). Mt:! o :!? / 0} ~ ·, · lji f.lL.? ·. tJ-t1; C3 

s 4) ~ ol j.- = 0, 1 lv Jl,kf:: i- == 0 . k=ge 11 jkvor-
y ~ migheids-

/1,. - klasse 

De invariant~ ontleent zijn naam aan het feit dat s~ invariant is 
bij de gelijkvormigheidstransforma ties~--+- 0---~ . Men ziet gemakke lijk 
in dat C. = 1 of C = 0 en dab 

/fv-~ 1(~ k 
6 .5) VII VII 

2.t? ~ C:- ~ 0 I ,.., i ~ 

I /; 
I 

l i 



De volgende beschouwingen llebben betre.kking op een "gebied van constan­

te klasse", dat is een gebied ~aar al deze arithmetische invarianten 
constant zijn. 

Om de geadjungeerde systemen behorende 
we de rij 

bij {6.4) te bepalen vormen 

6.6) ll1 iv;·,_ ~~ ~}j 1~:hJ~Y] 
of kort symbo,lisch j J "I s-

A:/ rh l-J (} /J-· J O ,-t} ~.. 'V= ,.,_"fl 't-,1.(· 
6. 7) J = rw ~ = w; = iv- {.1./ ; == rfJ w · J •p,,W 11,,, 

Dan is in elk geval 
. 20-J { =- () <"lJ-N'!?.., c;->? 

6 .8) · =/=- () /lN½. v~f 
Verder is 

6.9) 

en daaruit volgt alvast dat Nu moeten we twee gevallen onder-

scheiden: ,,-7 '1---

I. ~ ligt niet.i.-:in het A -gebied van/ t-1{. >, • :D,1 t 
.9 .2fl-1:4 ~ 

is echter hetzelfde 

als het gebied van v , waarui t volgt da t ;/ :=l"JtJ..; r.?is en 

In § 2 zagen we dat bij het systeem 

6,10) e; ol !_1-,l= 0 ) ~ =:: ~+i\) • ..... •• "fv • 

behoort het 

6.11) 

met 

6.12) 

1\) ··-····.)~' 

Nu is ( 6 .11) equi:it_alent met i~ 

6.13) JSr:~·-----2;1 ~., t :o 
of ook 

6.14) 
C 1l+•I h.. 

l;l ..... "' Ci.( 
J+1 ,/ "1 

- 0. 

en evenzo 

6.15) 

is (6.10) equivalent met 

C r-+,f C t-._.. ol f: )·i1, 
T;k,;a+1 · · · · · · ·· -:;-<-er;-,] cc;, = O · 

of ook 

6 .16) 
JJf~~ -.... -

K = ~-1-1. 

.lf! 

Het gebied van J wordt opgespannen door 1/ co.variante vectoren en 

bepaalt11; een t'"'--2'6ftie men de drager van dat gebied noemt. ~ drukt u" 

dat d 1 in die ~,i,..-2.f ligt. 
BiJgevolg is ~ gelijkwaardig met 



6.17) 

1symbolisch voor 
(__. .2/! • \ 

Evenzo 1s J.:. gelijkwaardig met 

·-. £:. .. _ ~~~ o(,J.~' °' ll 

' en het geadjungeerde systeem ~,. is dus 

JrA ·······4 J. ] .j = 0 · _.I L; ' / 1''° ,,t.. I . 

6.19) ~I 
(voor K -=-~ -t--1 ) 

Aangezien ~ niet in het gebied vant'/1J;..>. ligt hebben /}1;;). en /Jv~ 1,qY] 

hetzelfde /t -gebied, zodat S, = ,s; en Sol. = ~ • Bijgevolg is in dit 
/ geval CJ = '-f en k = l.fJ+-1 == k. . ;P 

II. ~ ·11gt in het gebi1.:id van J. Dan is J; = i . Verder is /1~:~ 
te ontbinden in 

} . ., 1 ~'L ..,_ 
6 . 20) /Yf/fa -~ :: 1. ~ IJJ>.J -;- I (JU .F). . 

-,'If/) k ,- ~ )-

Waar in 1vt,,fa_.\Van de rang ..Zf -:2. is en de gebieden van..Z1~-z.u-AJ en 't\1t>-
geen vect?f~emeen hebben. Uit (6.20) volgt J..bj , 

r /). 't-· '}, }· ~, \. 1·1 l ~ 
6 .21) == tlcr1 tA./ - . - - '[A/ = lw 'tA/ ........ · t-l-~,1 factoren) 

Jf-,f n r 
en g,t,p~s het gebied van Yhetzelfde als het gebied van het stelsel 
rlfl, 7 bf) . Nu volgt ui t ~ 

'7{J,._ j k' ;,.~ . 
6. 22) / {/ ~f~ 11-u-y] O'l-'(:.:5 = 0 

en ( 6 . 20) da t ~} ~ ;t. 

6 . 23) { Mj,. ilo '2<!,, I -t- 't,{ii<f.>. tky J } cl J t _ o . 

VermenigvulJ~.~i~ met~ geeft ,~jl 

6. 24) ' Wfap /},t~,, ,,.ll.-w J d ""s :::: D. 

maar wegens het buiJen elkaar),11ggen "an de gebieden van"'ruJ;,,;. en~«;,1 
kan di t alleen als /~).. ol._,t ::-l'.Bijgevolg is ~J equlvalent met 

*~- oljµ / -0 ' jt.t..\ -

rWp d., J .,,lt = o, /J.. ,._, 
en dat wil z~_§en dat het gebied van' f)t-A.1.-t~,,.] sa.menval t m~t 1,.et 

gebied van':;/. . Het geadjungeerde S;' is dus 

$.26) ~, ~1 : 0 (voorKr-1/' ) 

6.25) 



\lerd:e!'I' bl.ijkt dat s; == J,., en s; = s; zodat /( = S, = J.j-1 . Hier is 
een OVer"zicht: 

6.211} 

s... = .s_: : 12$, rJ_ f.fa = 0 

s/ = ,/,', ~ t;J- j .~ fu-~ tJ. 
✓ =ftJ J <:/ = 

r'I = s; s: = ~I 

K =z it .c ~ ~ ,. ~t -~ . 
De belangrijk-ste stalling is nu.1 dat S , (\ J fJ. 

1 µ~ J i 
dige systemen zijn. Vo-or een etelsel /316;..;.J == 

en 5"1 stee.ds_ volle-
0 hadden we in f 2 

.,J 

a.1$ n.e.v. voorwaarde voor vollepgheid gevonden 

6.28) SBt .B[! ~~ e),1 = o ; /.Jt :: J\ ~..... . b ' .?f .. \.-+\ .. . I' ' 
J }r., -r) )v. 

en hieruit kan men nu gemakkelijk een andere vorm van de n.e.v. voor­
wa.a.rden 

6.29) 

. \ 9°) 1Af; ....... J t 
1/ I 

. . Hi~ruit volgt dat volle~ghei~~icer optree. dt als ~- .... ,.\-t.rotatie-
vt"1j is. De multivectoren °j en J Zijn nu enkelvoudig en beide ro­

tatiev:rij en daarmede is de volledigheid va.n J.1 en van '- rvoor het 
~-,f 1 

geval I a~.llf ewezen. Voor het geva. -~ II is ✓ enkelvoudig en z?rfl ro-.--
tat1e is ~ zodat hier ook (6.2i1 geldt. De volledigheid van ~•wil 

zegg.en ~dat de €.;-1-t-:i..r van deze J.f-vector )(h_ftf -vormend is. Er bestaan 
dus 6G} f X . ~-2. 's, de rotatiedrage;r:.s van bet veld~ . Evenzo behoren 

bij S ~ lxJ'Jf (;. · t 's ~ de dragers van het veld 'lt.·~ en bij Si,' (Jo): V '.J 
A ~ - ~ ~h-k 

de charakterist'l-;:: c:n van het veld ~ , \.taartussen het volgende verband 

bestaat: 

6. 31) I) 

II) 

is een 

7.1) 

char. =dragern C i'Ot£.tiedrc:gers 

char.) dragers = rotatiedragers 
• l 

'-:1':"'~ •, 

7. 1da.~s,dv~rlaging .· bij doorsnijd~nge_1:_, 

li -vector fl<) \ gclI'even en een V 
7_,,, .. k ~. ~I •••• • 1 = /\l]·i1 

§ ~ :f; k ( ;,.· . ) }. (l .r: ;\ • - • - - - f\'Y\.. . 
C .,;? '{ '> 



- 20 -

dan 1s 
~ = J3 >., ...... jJAi iM . JJ -t: ,:1.v, J K. 

7.2) "··-····· if J, 4 ..... ··--\~ ) :./ - 7-t J > 

de doorsnede van ~' ... .. ).t met de: >C1'h. deze doorsnede 1s een f -vector 
en dus steeds nul als q>1111 • Nu geldt de stelling: 

4 Rotatie van de doorsnede=doorsnede van de rotatie. 

inderdaad is At 
1.3> {, 41.'f. .. · -'tJ ~{ y)_),'.- .. ~.${1fa---~ +ii; ... !l(l,;iv..-
en de eerste term rechts is nul omdat ~J 2c] = 0. 

Stel nu da. t X,.,., als volgt gegev? is 

7.4) 1{.J"J ~ .'.c.,; .. . . j ff) ~ ~ 
dan stellen deze vergelijkingen bij veranderlijke waarden der ;i.. •seen 

'17·t11i V 
stel van~ I\.~ 's voor. Kiest men nu de coordinaten zo dat 

7 .5) 1~-,., = 1M ' -- ---· j fh = I · 
dat de X1n•s de coor1inaten \n 1 s van dit coordinatenstelsel in elk 
der V 1 s kan men E:, • •····, ;..'.,."'als coordinaten gebruiken. Wordt dit Ah, ~ 1c· rm 
gedaan dan treden dus cf l · • · • ··, J in de plaats van 21) . ··-··i ;-/h1 en de 

doorsnede wor:,dt nu Cj) .,\. Ci) ..\1 f c./l 1>, .1 .. ~, ;,_'~ 

7.6) l~, •···yit = ✓J;t ·---· ··-JJ;e2 ~, ...... lt =¾--~J¾_(::t:i···J,c, .... ic) 
Dus geldt het recept: 

Orn de doorsnede van ~ . ~--~... te verkrijgen laat men eerst alle 
i 1:-- '"lht I h 

terrnen vallen die een of meer der (nieuwe) maatvectoren .n. \ ... ··- R, 

bevatten en in de overblijvendc als functies van J ~ ...... j~ l besch,ou;d 
l: t"n-,-t,) ~ '>\ ...,,,,..,., rt1 

vervangt men 3 ) ..... , ~ door de constanten ,e J ...... , ,<!. • 

Wordt van een vector'¼ van de klasse )( de doorsnede met -~ 
gevorrnd dan ontstaat aldus een vector~ van een klasse k 11n xii . 
Hlet versch.ill k = K- Jc I he)cet 1de index van het functiesyste1em ,., 

, • • .. •; • t. o. v. ,~ . Om t2 berekenen hebben we nodig /W- , de 

otatielj,.{; n de uit (Wen ;J.,tfte berekenen rij der 1:/ 's. Haar1-W is 
1-1. t--. /1 .. ,-. ) ·14 

de doorsnede van M" , /w de doorsnede van ',v en dus iedere · ✓ de 

doorsnede van de ov'ereenkomatigeg .. Om dus zulk een1 t/ te berekenen 
"lh-1-1 ""-

laten we uit de overeenkomstige alle term.en met -l>. 1 •••• •• ,....C,1 vallen 
l,11'>1rl f fh 41\-,..J '?\.,. 

en vervangen in de overige ~ . ..... t dow,~ • . ······- .. ~ . Let men 
/'Jf1+1 ) l'tr.1+1 ~ ' l c;_; / 1 

nu op da t -e ~ = P>,_ I enz . s dan volgt da t dan en alleen dan nul is 

wanneer f7". · ~ 

' 7 .7) ~-----.\~,.,, 1-:;..._ ~]J"", 
Neem eerat het geval /4 _.:= ,1t -,1 , tus slechts een funct1e / • D.9.n is 

dus / ,-r=lJalleen indien tJ'/-::::0. Er zijn de volgende gevaller/ 
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I K oneven) 

a) o/ / ,f.o, ,~ tff f. tJ 

7.8) 

t geen opi j van .... ~ / :::. f ;en dus geen opl. van ~~ '= ~' 
-!Cl~ - K = k ~ t,:: ~. 

b) JI = {) maar ':fl, ,J d 

J een opl. van J; ' = ~, maar geen opl. van J7 1 = S',;' 
I Jc I - K- J. • I<. -~ .,f'.,.4- - .,,, .I • -

c) ::/ f = 0 , omdat t "'o I ;en opl. van J; 1 = '¾ ~n dus een opl. van .s_;:- 1 = .f.,1 

K = Jc- l ~ k ~ ~ ( zie echter later) 

II 

a) ~/ / t , ~ 'YA--1, - / fJ , · 

I V S' I (" J s::1 geen opl. van _ ,., eh dus geen opl. van IJ, . 
I k I - -:. - ,J - '1/ 
/( - . it :l>. 

b) "1~ () ,maa~ ff'? =} O 

l eep opl. van f) 1 -= ~ 1 maar geen opl. van { '::: 5; 1 

_t = t_ -,1 · k · f 
c) 'j f :0 1 omdat' 'f!Jy =- 0 

/~en opl . van J;' 1 = "1 1 en ~ een opl. van J; : J: 1 

P I I/'< k- ~ . Jc > ~ ( zie echter later) 

K even} 

7.9) 

/\.-= ) .. 
We gaan nu bewijzen dat in alle gevallen If) f- 2 is, indien/,/ ee,1 ('' - t_'hi. oplossing van ~ 1s. Neem het coordinateestelsel zo dat J; = / , 
dan is dus f 1

~ een oplossing van ~ , en Jo,= const. een integ al van 

~ • Bijgev~lg neemt ~ de vorm aan 

~J~ :::0 c;.....<('-

7.10) ~ ol jt1 = 0 } Dit zijn de vergelijkingen van {.~~ 

ch)-~ ,A J 4 = o horende bij de doorsnede ',~ ; 

~11of.J/i :~ ~t = -1. .. ··--, /h-~ ~ 
We weten nu dat Jl volledig is, dus dit moeten precies~onafha.n­
ke lijke vergelijkingen ziJn. Laat men twee met pijl aangeduide, 1~ 

\ ... ""-
zeker onafhankelijk zijn weg dan moeten e~ 1,1_!u~ een aantal~ onaf-
hankelijke overblijven. Bijgevolg is '):> ~ d. w. z. '/( ~ 
Hieruit volgt due dat in de gevallen .Ie en IIe juist 'k ~f--2. en k :r,2 . • 

Samenvattend hebben we dus nu verkregen 

Jc:::: 0 als ~ geen opl. is van s; en ~ ook niet tan s: 
7 .11) .t": '4 als • een opl. 1s van Sa, 1 rnaar ~ van 1 ~ J.: f ala ·. een opl. is van s_;'en ~van~ • 
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Een functie met index O bchoeft slechts aan ongelijkheden te 
voldoen en kan dus zonder integratie bepaald worden. Voor een functie 

met index 1 is integratie van S~ nodig, dat is van een volledig 
systeem van "1 - K vergelijkingen. Dat kost in het e.lgemeen een operatie 

Ok . Evenzo is voor een functie met index .2. integratie van ~' 

nodif_ dus in het [emeen e1n ~,{-,4 . Maar er zijn uitzonderingen. 
Is A-::.-/ dan is = /~1J een functie met index j en kunnen we 
dus met een q u t. Is 'K, -::i dan kunnen we met cen 01 een functie 

.S met inde:xl bepalen. Dan is ~}AJS=Oen dus is/t.l;,\ van de '\k.orm 
/kl~ • 2 J) S . S gevonden z ijnde kan Z zonder integratie bepaald 

worden en Z heeft dan index 1 . We hebben dus de volgende kosten­
tabel voor een enkele functie 

7.12) 

index 

index 
0 

1 
geen integraties, bestaat alleen voor k <.>,. 

Ok voor k> .2 
0 voor k = 2. 
1 I 

() voor /C :-1 
(J 

, I index J. Q/C._1 . 
\~;-/ Zijn er meerdere functies i+', ...... 1 J" , dan is de index t.o.v. 

1/ ~ zeker .C:- .1{✓11-i'?,,\)omd:--~k\e doorsnifding na elkaa.r uit kan voeren 
en iedere functie ten hoogste een klasseverlaging .2. kan geven. 
Is inderdaad k =.2('11-~) dan heet bet functiesysteem geconjugeerd t. o. v. 

~- Elke functie moet dan index .2__ hebben. Om een geconjugeer~ func­
tiesysteem. te ~epa.len zoda.t men dus eerst een oplossing van S.J : 

-1 -

7 .13) t = O · 
i lti\ +f 

Dit kost een,,..i"Ok--1 . Stel / is die oplossing, zoek dan een /. die 

tezamen met J met J./ ~-la~t: , 
l ":I' l _ () . ,t, 

1 . 14 > 1 f ( ~ ·"" ,,... ~r l-,i 

Maar di\}.s equivalent met een SJ' -vergelijking in de ,Z.)y: ., con­
stant. BQ.ei~~ zeker met een operatie O,t-J wordcn opgelost. 'Noem die 
oplossing f en ga zo door. In totaal zijn de oper.aties 

7 .1s> Ot-1 ) Ok-J . ----- - , 0 k- .2 /41·t1ttJ +-1 

nodig om een geconjugeerd functiesysteem vast te leggen. 

Indien ~ .c. l./'h..,,,,.,J-1 dan heet het functiesysteem semigeconjugeerd. 
Elke functie mo~t dan of index ✓, of index l hebben anders kwamen we 
niet uit. Men kan dus beginnen met een functie van 1ndex1 , dat kost 
oplossing• van s.;_ 1 : t... & _ 
7 . 16) 'J / -::::. t 
dus een 
Los dus 

7.17) 

0 IT~1 
e!~tN:;m 1-:e 'ti+,1. De vcrdere verlagen alle telkens met J . 

J t ,.,o. 
enz. In totaa1 is er nodig 



7.18) r (l .. .,. . . 
'') ,·-:> 

Maar het kan oak anders. 
• '( ,' • - > -~ ·-x met behulp van 

7,19) I) ' 
i(- { \ (,1/f •.J I • • 

- 23 -
. .. () 

l /(. 1 ,, - { • • • "/, l. ) 

Verlaag eerst,1vr;.- I maal 
de operaties 

( I • ( ) , . K -I : - ,_ ., ' -_.;,., 

met 2, dat geeft 

en de klasse is nu gedaald tot k- ;,,_ (11,- }l1 ... 1), Nu Willen we nog een ver­

der naar bene~~n }':1:,, d0s_ moet ] een aplossing zijn van 

I '··( i 
7.20) .__,. 0 =- ~) 

1;;\i:e zich afspeel t, .. Jp de )(_ i I met de vergelijkingen 
f =canst; ... ; t = canst. 
Voor die oplosein"~ is nu nog nodig een 

( 1,,. . . -1J(:{.'',.. k '· l (}1 .. ,Ji,) -- ,.. t i, -- '; ( l , - 11 11 ) 

7.21) ()1 )) k. 1( l,.~,1n) 

u0 ,. k .. J (h -·.,h l - , 
8. Het theore:na der Klasseverlaging_ 

Wij oewijzen het theorema 

Qpda t bi j~;.lJ.,_E~geven veld ·1 ~ 

~ fup_£tie_L3~2i~~S:2·c:en gevonden met 
van klasse k )uist een systeem va~ 
index k is no_ortz_akeli jk en vol-

doende dat o i k ~k 
8.1) J.. S ~ k 

I< - K ~ •-'rt .. ~:\ 

De noodzakelijkheid der voorwaarden is triviaal, Het bewijs van de 
11.)voldoendheid wordt geleverd door inderdaad ~-- functies te construe­
ren. Wij doen dat dan zo dater zoveel magelijk f"J.:-icties zonder inte­
graties bepaald warden en bepalen tegelijk voor de anderen de ten hoo~-­
ste nodige operaties. 

IL willekeurige functies bepalen een sy;tcem •:a11 /.''- 'I 't2n 
;\,·- it 

de daorsneden van deze met /I< hebben zeker eer: kLu:.,se < i 1, ··).1.,.. Is nu r ~ 

tit -.u i kmaak dan dat deze klasse h··.At wordt. 
Daarvoor is n.e.v. dat 

-· 

8.2) t . . . p 
) .:i:l:; () 

l f: o 

en hier blijven alleen de ongelijkheden omdat een alternerend product 
van meer dan lt, factoren al tijd O is. Is /)1. -.A () k.maak dan dat de 
klasse van de daorsneden precies k is. Daarvo~ is n.e.v. dat ·11. .. fiZ l: () voor •I>/< 

f £l vaor (f"'~ k 
8.3) 



-.Jlf--
er 

iaar ook bier val t de gel ij khe id weg, omdat 'j -. ., voor '1 > K • De 
;functieb hoeven dus alleen maar aan ongelijkheden ta voldoen en kost-en 

igeen integraties .- Ga door met het eerste geva.l • D~ klasse is nu fl - /J.. 

;ln een Xl!\-u en deze moet gereduceerd worden tot K - ~ . Dat kan al-

~ijd met behulp van 

1!B. 4) ¼ { l'fl - u. - K + k + •~) "} •O of 1. 

kuncties en het totaal aantal functies is S , dus 

;S.5) u+½Pfl.-iu -½ 1~-r½k +{,~) 
of 

8.6) ll"' ,S+K-k-1\\-, 
Nu willen we bet aantal U, maximaal hebben en kiezen dus "1-:: o • ]an is 

,s.7) 
en omdat bier •n-v. f K is 

8.8) G.!{-l'lt tt) <t:k I 
Nu het ~-w~ed~ geval. Hier blij ft de klasse eerst K in een X f\'). ~ ~t • Da.n 
zijn er nog nodig ±- ~ of i{k+->) functies die de klnsse c 0 ; K-:, brenger.. 

Het totaal aantal functies is dus 

8. 9) S " ) u • f k ( k even) 

l u t½(kH} ( k oneven) 

U "' ( S-i~ ( k even) 
dus 

8~10) 

1 ~-½l.k-i,) ( k oneven 

en ae.ngezien 'It- u. ~ K is hebben we nu 

8.11) ~K -H~+!s: ~ ~tll 
Dus, recapitulorend: 

Voor 2. K - 1 'Yt. +~ S ~ K 
Bepaal 8erst U.oriS +1\-k-,n, functies 
zonder integratie, die de klasse 
brengen op 

~~"" :dtr,,-.,.s _ K +k 
Bepaal daa,rna nog 'tl - S + k .. K 
functies die de klasse op K-k 
brengen. Hi8rvoor nodig de opera~·. 

ties a o 
1,,._~.2.S-K+k-1, .2ir\~lS-K~~-~ •... -~ 

....... ' OK-k+1 

Voor 1K-1.rn.•1.S ik+1 
1 t r i • ( (1. ) Bepaa eers :) - 1, !( of J - t r-. 1-1 

functies zonde~ tntegrQtie die de 
klasse on'lterandoJ.'d la:ten en daa .. "na 

:rl< of }(k+1} :t·,_:u:\ct ies die de 
I/ l klasse op 1\ -y., brengen. Dit kost: 

\< eveni OK-,, OK-~ 1 · • · · OK-k-r-r 

fK>k+1 : DK_,,O~-~)· ..Jl-b-1..0r<-~+; 
k oneven,(<. ~ •1 : 0.:-,, 1\.,, ..... , D, 

lK 1 0 t• Ii 
"'\-( ·. ~-, r:}v _,. ····· . ,.:,., 

~ ) I' 'J' • • 
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§ 9~ Kanonische vormen van u>~ ~ ·w» cl S>. 
I 9 

Zij t f •f... de klasse van w~ en Si ..... , s een systeem van f functies met 
I< I j> f1'' '1\. index ,2 f • Kies /e t dan zo, da t s., ..... , s , ~ , ........ s onafhankc-

lij k zijn. W>,, &s kan dan als volgt warden uitgeschreven 
}. i i p f r•u tt I I'/\ I\, 

9. 1 ) NJ'>- cl s ;,, u.. M ➔ .... . .. U-M 1- t.t ! s + · .... + u. JS 
~ 1\. j ? f•t . ""' 

waarin tL, ..... 1 v. funct ies van 5, ... 1 t 1 ~ , ...... 15 zl.J n. Da~r de 1;1-
dex .zr is ontstaa.t uit (9.1) een vorm van de klasse l. indien c..) ... .. ,\ 
door oonste.nten worden v~rvangen. Bijgevolg is voor £:,, 1 

f·H f~ 1 '!\. ~ 

9.2) u. d~ ....... •H~Js 

een volledige differentiae..l indien in deze uitdrukking ~ ....... ~ als 
parametC;rs word en beschouwd. Er bestaat dus een scala.r 'f' {tit) zo dat 

9.3) 
p+1 f't'I 
u cJ.\ -r· 

'I'\. "" of- " }t f + u. J ~ s di - -◄ & s. - .. ·.. - J s 
t ~r o, cJ 

Uit ( 9 .1) en ( 9. 3) volgt echter dat I\J~ ~ ~A. kan word en geschreven 

, 

9.4) j ~ ,ll,, 1 'I f' 1 f wi «. S :: vvlv r ~ ~ + ........ + '<'. "-s 

Op dezelfde wijze wordt b&wezen, dat voor ,.o een vc.rm b;-.31:;a?.-t 
l ,\ ~ 1 j> f 

9. s) w,._ , 5 .. 'L Js. +- -~···· ... !t a~ 
~ 

Men noemt (9.4) en (9.5) kanonische vomen van W:1i d_s • Het is interes-

sant voor kanonische vormen de vergelijkingen der dragers, rotatiedra­

gers en charakteristieken te kennen: 

-4 p 

char.~dragers:r 
= const. J s = const. ; . , • J $ = canst. 

4 f 12 = const. ~ ... ; = canst. 

K:L.1~+-{ ( x'n•k =x/1\-K) ➔ f s = canst . ; .•• ; ~ = const, 

rotatiedragers:i -1 r 
( x"l-lf) 't = canst. ; ••. ; ~ = cornst. 

9.6) (J 1 

[ 
s = const . ; •.• ; • canst 41 = 

char°( 
Xl\'l_k) 1 2. f 

~ : .I.( I ••• : '.t .. canst. 
K::;'f 

➔ p 
dra{>ers;rotatiedragers{ S= const. i ••• ; ~ = canst. 

xin-l< ; X,i--1f) 4 fl 
~= const • ; ••. i s = canst. 

In de ka.nonische vormen verschij,it '\,J>.. als een veld van de klasse K 
in de XK van de variabelen f }, i ........ ,~) ....... 1} , dnt onts~ae.t w=im1cer 

1.eXl'fl. wordt samengelegd naar het normaal~·~ieem. xtii-\\\ met de verg0J.ij­
kingen 
9.7) £1'- = const .. ; 

1 
s == const. J ••• ; 

p 
5 = const.; 

1 f> 
11 = canst.; ••• ;.iz: =Const. 



Dit zijn :~recies de dragers van '1..1.J~ 

Voor £.-:! t is 

9.8) 

HiHI 

~ f 1 1 f f1 
J>-., -··· --~if-., -.rJ. -tp,1 h ... ·· z " -h \ 1 

;). · ~,j._, - xl r 1~ ,\,y ... , 

en cla2,ruit volgt c1at voor K /~ven een veld in den- kanonische vorm ner­

gens een punt van verminderd~ klasse heeft waar die vorm geldt. 

Een veld v1:-:..n even klasse in de ka.nonische vorm heeft echter punten 

van verminderdr..; klasse f:;egeven door 
-\ f 

9. 9) 'l. = (J .) . . • • • .) z "'0 

In die purrten is (.q; )K:df 1 c1 .:0 1h,.o 
1 l 

Heeft me:, t,NE:e ve:..,J.en 'IJA en vt\ die 
k k 

in de punten ~ en t niet van ver-
' 2 

minderde klasse fr, ;ra.n dezelfde klasse K zijn, da~ kP-n men twee coordi-
1, • • k" ..,, I / I / l" \\\ 

ne.tenstelsels !' en~ invoeren, zo dat w>. in een ·J:_,,,: S J i!-:t de 000rdi-
k, ,-:::, .,; ( \:) . V I 

naten ): en .:...>, in 3en ?ft: ~ in de coordin8.G8.0 < · den kanonisch9 ~ "' l , 

vorm heeft wa;:;,.ri.ri d'3 eerste l'\coordinaten voor.kcrr.•::t: 9L '-. J 0:-1:1oe o~r~--

breken. De velden !rn'b'Jen nu elk op hun eigen coordi.r.1:::..t('l"8.Yst::er.: en i.u 

hun eigen ge"bied precies dezelfde vorm en ku.nnen du8 ~-.onrler :-ncer op el•• 

ka8i!' ·.1orden af geb eeld. Men zegt dat zij isomorph zi.in. Tv. ee cova.riante 
it\i-- r~"""" 
• vectorvelden zijn dus dan en alleen dan in de omge .. , ingen v8 . .n tvree ge-
i C ~:"I 'h. (, I~.' ' 

wone punten isomorph indien zij van dezelfde klasso zijn. enkEft/feld 

is auto isomorph in ieder gebied van cor.istante kle.sse. Nen make .r-ich dui­

' delijk dat bijv. een scalarveld nooit autoisomorph kan zijn we.nneer het 

niet constant is. 
en cit-

§ 10. Ei.B.§;n.§.2_h3:3.ppen der functie~ +, 1 S ~ z ·) i,-i .:: 1, ..... , f 
Wanneer ke.n een functie van S k de rol van een veld·~ spelen voor K 

I 

oneven? Daarvoor is n. e. v. dat 

10.1) 
I d,% .L. 
l\.A\ -:,- l),J~ - c\ \V 

een veld van de klasse .if is. Nu is ec!:J.t ➔~,' 
!!f+I if·d ljl 

10 • 2) I , 3Z J _ j f, 
en dus is n. e. v. dat "tt een oplossing i2 v c1n ;y:'; n :.e·;:; 1.(:::11,J,5ena lineaire 
pa.rtiele systeem van differentiaalvergAlijkj_.1.1gcor: 

10.3) l S' -·1 - ,,. 
Ui t ( 10. 3) 

10.4) 
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1 I 

en -h. moet dus een oplossing van S1 -=-- $4 zijn die niet tevens oplossing 
IV I ' 

van S, =- SJ is. Ma-'.r deze beide voorvmarden zijn niet voldoende. -Brengt menuJ~ in de kanonische vorm 

10.5) 
~ :ll ~f\\ 

I\,\)>. = ~~ ~ $ -e-x + .... ····· + ~ -t >-

de.n neemt (10.3) de vonn aan 

10,6) 
1 K / 2 

...e. [ A, . . . ·•· -e. >-. \() - \ d [A,~) .e}.~ » 0 

en dit is equivalent met 

10 .. 7) c)-\-\).,,.-\ .) Oc,.7 ft ,re,) > W -= l'\ +1, · · ·, -n.. 

Bijgevolg is (10.6) of oak (10.3) een volledig niet homogeen systeem met 

de a]gemene oplossing 
~ 1. ~) 

10 • 8) it,'° s + <t ( S l ... " It 
bevattende de vrillekeurige functie f . Is :p geen oplossing v2.n (10.3) 

dan is de klasse van 11W~gelijk aan 1p+ I • oi, cri. 

Wanneer ka.n een functie van~~ de rol van een veld S of ,z spelen 

voor K oneven? Bet is duidelijk, dat iedere ~ is een functie van index 
I (_ I 

2, dus een o~lossing van S, ~~~ . Ook volgt uit de afle_ding van de 
&t-

'kanonische vorm dat iedere oplossing de rol van een ~ kan spelen. 
l~u is 

"\ ii 11 1 1 4 ~ ~ 0,/) -= J ~ ~ • ,z "s) - s Jvi. O'C. 10.9) 
en da.::-.ruit vol3t dat ';, en .z verwisselbaar zijn. Voor de functies -:t: 

geldt dus dezelfQe eigenschap. 

Stel nu d2.t K even is. Dan volgt o:p dezelfde manier dat voor de 
0(, I I 

functies s alleen oplossingen van~\"" S4 d.w.z. functies van index 2 
Ct, <){, 

in aanmerking komen. Maar de s en " zijn nu niet meer verwi&selbaar. 

Voor enige functie van het soort i is n.e.v. dat 

lQ o 10) 1 h\ -/ 
rw-A = ~ '\J}. 

ve.n <le ltlas~e i. p - I 1 is. Nu is<1_, 
I f' -r f -f-1 -

10., 11 ) "J X ,7'. 1 -1_ r 2'.. ✓;( 
!f-1 lf-1 

'1 ~ "'-r 1 +o 
en dus is n.,e.v. dat ~ een oplossing is van 

lineaire part iele'" gj.fLer£D~lvergelijkingen r·rr••'< "' lp➔ l 
10.12) \ 'j -19JJ.-1 i 1 :0 ! 

\, .,,.. , .•• ~-., .• ,,.,~•-••··· -"•-•·::c,11,) 

Uit (10.12) volgt: 1 P 
j 

10.13) 

" 
hel stelsel niet homogene 



Dus moet; -z 
I I 

S) :::S'"' 
voldoenc½~• 

10.14) 

-.1 (1 -

een oplossing zij n van s: ::: s'l die geen oplossing is van 

, d.w~z. l moet een functie met index 1 zijn. Maar dit is niet 
Wordt'\JA in de kanonische vorm geschreven 

i 1 1-\-1 l< 
tu)>-. :: s ..e.~ .. . . . . . . + \ .( >. 

dan volgt na enig omrekenen dat (10.12) equivalent is met 

10.15) /- If-'/ 5' o,t + ........ ,;-~~-,OK-1 7),, o 

Ow 1. -:. 0 ; lv =- \\ + I, .. , . -, 'lt. 

Hierui t volgt, dat iedere funct ie van ~ 1 ,.. •• , S ~ die homogeen is 
i-1 j3 \';-/ 

van de graad 1 in:;>,'::> , ••• 5 een oplossing van (10.12) is en omge-
keerd. Is -t geen oplossing van (10 .• 12) dan is de klasse van 'w~ gelijk 

aan .2f • 
Samenvatting: 

t 
K oneven { S 

Keven [ 

: functie met index 1 die een oplossing is van bet niet 
homogene stelsel (10.3); 

en z : functies met index 21 

S: functie met index 2; 

~: functie met index 1 die een oplossing is van het niet 

homogene stelsel (10.12) 

Heeft men eenmaal een kanonische vorm dan kan men gemakkelijk. een . 
stelsel van S functies met index k zonder integratie vinden, mits aan 
de condities (8.1) is voldaan. 

~ ~ V 
Is t\<""-- dan zijn erbehalve t{t, s , IJ.. jot.=1~----··,f nogin-n 

onafhankelijke functiest noem deze ™tlallig_,e functies. 
Kies nu voor 

ct., 0v 

k even: ik van de s°" en S-t~ uit de tot ~~ ~ behorende -t: 

en uit de overtallige functies 

k oneven: t{k-,) van de ~ J 
ot- (tr 

S ... ½{k+~ uit de ~ behorende tot ~ ~ en uit de 
overtallige functies; (X, 

de func~e p-, voor \-<" oneven en een der s die niet tot de 
gekozen 11.. behoort voor K even. 

§ 11. fi_e};_ijkv9rmigp_eidstransform?.tJ-e¥3 en gradienttr2:P,sfo:r:.!i1.?':.tie13 .• 

Bij de gelijkvormigheidstransformatie 

11 . 1) 
is voor iedere waarde van v 

2 'I lV J.)1-/ 

11~2) 1 J =0-y ~ -+-i-.><r-)1-I i 1 

11 , 3) 
I ,._,1+1 

j 



~\// y 
Dus zijn k en de charaktcristie'.{en inva.rie.nt. (Vol.gt ook uit de invari­
ant ie vc,n S.,, ) 
Geval I: K = 2(0 +1 
----, ) 1ptl 

'-:i ~o 
lft-1 :q?+I 

I J =('- p ,I, l)(i"°f a=- ~ -------- ' ,1.~ .... -
0 

----------»-1 f= 0 voor o- index 0 
J O voor er- index 1 of 2 

11. 4) 

Voor Kc:: in is de index van er nooit nul. Dus: 

11 .s) K::ipt 

11. 6) 

Dus: 

11.7) 

t'K=K+1voor er-index O (nooit voor K.:: 'h ) 

,:K:lwoorcr- index 1 of 2 (altijd voor\\:i:."rv) 

\< ":CI( 

'K = K-, .,,, ~ 

""" I= O ind ie~;l(J"" geen oplossing 

is van (10.12) 

= 0 indien dit wel het geval 
is. 

< ii' 

indiedu geen oplossing vc1.n (10.12) is 
ti 

indiex~/'t" een op loss ing vo.n ( 10 .12) is. 

Door een gelijkvormigheidstransforma,tie kan cl.e klacse dus altijd tot 
k vrordan verminderd maar niet verder. Hieruit volgt g.~ k he·t E~.11!1! 

aantal~ .Y.!3:.r.iab.£1.en is ~..!_in _zi9h d£_Y_e_rge lijkipe; 'It);\ J s~:: C.J...§1:3-y~~cJ1J'.ij_Y.§£ 

Bij de gra dienttransformatie 

11 .8) 

is voor 

11. 9) 

11.10) 

iedere vreYrde 
lV h> 

'1 ~ 'j 
,. W-1 ~-v+ I 
.j ~ J 

van 2Y . . 

"i_~<s,,,M¾,""""'~""'_,#*'' 

,/ 

~ zijn Jp en de rotatiedragers invariant (Volgt ook uit de invariantie 
van S, ) '-P 
Geve,l Ii 1J to 

11,.11) 

f ./. lr 
"""¼~ ,/"',,,.+{'" 

0 i.atlien'\'geen oplos­
sing is van (10.3) 

O indien dit wel het 

geval is 
Dus: 
11.12) 

-------------'---------;:;;;,:-'t;,t-------·-·--·--·--- -· 

[ 
'K-;:; \, 

1 
\{ .. K-1 

indien geen opl. van (10.3) is 
;iJ 

,,,,.t,(, 

indient een opl. va.n (10.3) is. 



. -Jc -
Gev2.l II: 7f ::. 2f 

11.13) 

I lf 
:/ t 0 

I ,ya+' - :I.JP_.;, 
.J : u. . 

[i O voor v index O (nooi t voor -h'==n.) 

= o voor vindex 1 of 2 (altijd voor 
:ff#~) 

Dus 

11.14 
Yf = if{/~ 7f+,voor u index O (nooit voor if=,.._), 

o/? = ~I? voor vindex 1 of 2 (altijd voor.1;:n.) 

§ 12. Het~Jfil!_end i,~e_ :2robleem v29£. tJ = rt- J-= 1 

Gegeven een 't -veld door de vergelijking 
11.-1 ) 

12 .1 ) ~ dj, :::: o 

waarin 141) een veld is van de klasse re . Men zoekt de 2!!8~.Q.._e_ XJ voor 
de maxima.le v,aarde van m . De doorsnede van WJ met eon deri:.Selijke Xm. 
is nul. Bet ::;,robleem is dus equivalent met de constructie v2.n alle 
stelsels vann-t'YI.. functies met index 41?. Nu gaan de condi•lii~s (8.1) 

voor k : 1~ S = n-m over in 

( 12 • 2) 2. { n - n?) i '/9 -= ~ f + t 

en d2 . .::.ruit volgt voor de mE,Ximale ua2.rde J van m 

(12.3) V=-n-f-£ =n-7P+f 

01.a nu een dergelijk ste:l ve.n f + l fu11cties werkelijk 'i:;e bepalen, in­

dien lt/1 in de kanonieche vcrm 

12.4) 

~.sg~7Lll is, Jassen we de regels toe van§ 10 en vi11d(1n de />t.-{. 
ver:clijkingen 

12.5) 0 If ~ 
[ :Jl = Const j X-= Con.~t ii?= .t-•-•,.1f' 

Vergelijken vie dit stelsel met de vergelijkingen der dragars: rotatie-
drc1.gers en chc::.rakterist ieken, die bier de vorm aannBme.n ( verg. § 9): 

12.6 

dragers: 

/Xn.-'IP/ 
rotatie­
dragers 

{ x"'"_ it J 

.,; 
l...t Q =const. • X =Const.; =eanst.; 

' Jt. :::const.; 

t k 
eharacteris- l :x, :!:Const.; ..t' =conot.; 
tieken: X n. _ ,._ l/~, =~const ;;. jo, :/,-: ..... :/J_r =Const .. 

dan zien wij dat iedere omhulde Xn-f-E bestaat uit: 
? p-, 

: DO drag.are ( =rot at iedragers) en oo ohe.racteris­
ti 2-k.en • 

J voor E:. -=o 

i voor l:.= 1 : 
.r oo dra&'.rs (=oharakteristieken) 



Uitgaande van verschillende kanonische vormen vindt ~en op deze 
wijze verschillende stelsels van omhulde x;s • Bijv. 

J., f 2.3 '\ ([I ~2.~J .3t 
12·. 8) w A = e A + J e j) = o ~ .s + ..5 s ) -~ e,,. 

We gaan nu bewij~en dat men ~~ omhulde Xrr/s, m.,fy kan bepalen 

zonder integratie indien men over een kanonische vorm beschikt. Zij 
' 

W~ = c U J JC v + fa,1:n, ; < : o oft ; £ = ', .•. •~ 12. 9) 
"1., /e kanonische vorm. Het bijbehorende stelsel vanL_&~~.~de·7:, r: ?1-/ •!~ 

is 

12.10) cJl 0 =oonst. . , i 
.JC = conldt • 

Noem dit stelsel fv. Door elk punt van het beschouwde gebied gaat er 

een. Neem nu een willekeuri~e omhulde Xm.,• Dan gaat er door elk punt 
van Xm. ( in het beschouwde gebied) een X11 van ft/. Deze Xv heeft met 

X,,, een X 'ti+ m.-n -1- l ; 1 ~ -,; t n. -Y ; n-11- n'I. f 7.: t n-ni. • gemeen en dus 
bepaalt de Xm met al deze co - snijdende X /s juist een X n,, _?: 

' 
Zijnde vergelij kingen van X rri 

12.11) 

Het hele gevaJ degenereert 
voor ?; ::: '11- - v , dit is het uit­

zonderingsgeYal waarbij de Xm 
juist 1B een der X /s van J..r 
ligt .. L&~-3n \"J~.j aat geval bij­

zi j de den be·w.:i j .:;c:;n ~ 

in )( _ ..,. l ·i..:-:·, ~~en en slechts 
,. y. ,. ·- -·- ,.,._ ... _ - -------... ------·-------

ee n orrir1J_l}§g_ )··-~, ~ .sJA~ Xm_. P-'2:-
vat en ci.ez.e ~:..'~toort .niet tot Afl • 

f+l.+' t 
dan is de rang van di t stel.sel '1,,-m • De rang ten opzichte vanA•Jl J • • ,J·"' 

moet minder dan n--nizijn ande:;-s zouden n-11~ dezer variabelen 
uit (12.11) kunnen worden ~p.gelost er. deze oplossingen gesubstitu.eerd 
i:ri (12.9} moesten O geven. Voor c=-i kan dit zeker niet, c2J.x 0 kan 
immers niet nul gemaakt warden. Voor. c,:: o zou het stelsel (12.11) 

equivalent zijn met_? vergelijkingen // ~ o en nog 71,.-m-t verder'9 

vergelijkingen. Dat zou met zich bren@:en dat het beschouwde gebisd 
zou liggen in het gebied van vermindeP<ie klasse (verg. (9.9)) hetgeen 

it ( 1 ) /,-, { '1.f +£ + I f' n, we u gesloten hebben .. , Dus 1s de rang ·van 12,, 1 t., o,,VcrrJ.;,; J •• ··~--~ 

@:.elijk 1i-111,- r 1 , 't'', 1 , en daarui•t volgt, dat uit (12 .. 11) juis~ 
,.,, . f Zf +'.,.., F 2 
b V'U'.gelijkingen kunnen wo1-den ag.eleit ,., die /o"°, ...::> , ••• , .::, 

n1et be-vat.ten (elimina-uie~orema);. 
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(12.11) neemt dus de vorm aan 

12 .12) 

b) 

en daarbij moet de rang van ( 12.12b) t.o.v. /J,: , J f·U: 1 • ••• ~ 4 juist 

gelijk tl,-m• z'zijn (in de nulpunten). De doorsnede van de ><'m. met de 
vergelijkingen (12.12) en de )(y's(12.10) verkrijgt men door in (12.12) 

o k V , 
de .x , X te vervangen door constant en. In elk dezer A.., s kunnen 

I, E JP + l + I E 1(.. 

1:;l; 0 J J •••• , ~ als coordinaten worden gebruikt en (12.12b) stelt 

dus precies in elke X.., een Xv- n,+m.+ T' voor. Dat wil dus zeggen dat 
, 't-: Z:' en dat hetzelf de get al dat geometri sch de 1 ig5ing der XhT, t. o. v. 

de snijdende X/f van /\r aangaf, algebraisch het hoogste a-9.ntal ver­
gelijkingen in x;xkaangeeft dat uit (12.11) kan wordenafgeleid. 

De r vergelijkingen ( 1 c.: .12a) stellen de XJl•t voor die alle X/.s van 
/V' bevat die ten minste een punt met Xm, geme~n hebben. We moeten dus 

bewij zen dat deze 't vergelij kingen op een en slechtd cin manier kun­

nen warden gecompleteerd tot n.-v vergelijkin~en, die n~ ,:t in strijd 

zijn met (12.12b) on W.:1clJ/'nul ma.ken. 
Aangezien d:➔ X ~12.12) omhuld is, is rn., 

1 2 • 13 ) € ".f x ,, -1- j:>,.; d ;t,, '° -:. o 

e&n gevolg va~ (12.12) en 

-12,14) 
t .: ... '., • • I _. 

.,I~ ·: l .,, ,·..:· 

of in andere vorm 

c cL it r ) ra ;I\ ('-)ff. 
:~-- + d ..t !!..!. i' - o · 4 

12. 1 5) ,) :)(, 0 iJ J ft. - J J i = ~, ... J f ,I fl/:: 2f + f. + ~ ... 

< ct" ' -,1:: + d .x fll IFj: df'1 ~f ,,+ c-i ; '" J[~ . "J,,,,' 
~ .X j /> ;. C" J j" (!I - Q J 

Bijgevolg moeten er coeffioienten 54 , <j>"" besta.ci::.1 ·:-or'.a+ 

[, -.: c£ r/. Jj'<'l + £- ;.~ iJ[" I ' t'-'( 
cl_) 'f' ct ."\ & 'f' ,J( - 0 50..( ~ ,.:::_ 

,,,., 12.16) vX u.x 0 ()/:J· 

b. ·:: ,1 ,f ~ ,.i _, .f-'~ t} ,. ,' ,::~-<#.t r~, 'f l't. Q_ . + 'fx :::!.![_ • Q -::: "~ 51.J::.... 
v;t' iJx' ~- iJt·"" 

gedl t ingevolge ( 12 912). Indien de <.j; J( niet alle rxl NGre.n zou ( ~ 2 ~ 16b) 
uitdrukken dat de :rang van het stelsel der t'.x t .. o .. v .. cle /J(; Jc.; 
kleiner ware dan 72, • rn - z: i. Aangezien deze ran(, ec.ht.::-::r l)rcciee n-n-l, - i· 

is moet ¢x-:::: Ozijn en is (12.16) ae.qui""'-lent mfft 



a) 

12 .17) 

b) h = rp°' ~f~ 
en dit stelsel rnoet nu 

Voor t :::.. 1 volgt ui t 
gelden als gevolg van 
(12.17) dat tenminste 

(12.12). 
een der rm,, werkelijk 

(i''ct 
.X O bevat. De rang van het stelsel ~- is 't en men kan dus al tijd 

( 12.17a) met l. ~ vergelijkingen uit ( 12f7b) cornbineren tot een stel­

sel van L onafhankelijke vergelijkingen, lineair in de ¢c~ . Uit 

deze kunnen de ~worden opgelost. Substi tuatie in de and.ere f+ £- 7: 

vergelijkingen geeft een stelsel vanf+ £- ~ vergelijkingen in 

Jt,,;> JC 1} l dat moet geld en als gevolg van ( 12 .12). Samen met ( 12 .12a) 

vormen deze vergelijkingen een stelsel van _f f c.. -= n,, _ J vergelijkingen 
dat de gez,ochte X y voorstel t. 

De constructie vs.n et:n willekeuri~:e omhulde 'Kn is daa.rmede terug­
gebracht tot de constr1.::.ctie van de meest algemene 01J1hulde Xv • Om 

die meest algemene c:nhuJ.de Xv te vinden heoben v;e d.,J.fl het volgende 

te doen: 

1) ~aal ee;n_csncrd3che vm (12.9) Vf1.ri u.1; • 9 

2) ,!';ie_~~.1:L.E2:t_;:ft~ l"~ 1 .§E ~ n- Y ; 
3) ~ 't ~~J..J:.~_;k~?:rige ~}'gelijking~_n (12.,·1~~;) j,.J 

analytiscll_~_:'u_E.2!:Lr3S f""'< en zo da._~ !;J( 0 ~:9: i:- f, 

warden opgaloi.:~!, 

4) Schrijf de verg§_;li_;ikingen ( 12 .. 17) .9.12~ 

[. A~ i: ~ rr 
., 

·t ~ .. 2' .}.~ A _Lg.:,:~!-:~r 

5) Elimineer q_~ <p('I. ui t ( 12. 17) .§.!L.YOeg d.§-22.?Y?,f!-.~_y_~~:t.~,Ji.i.~~:;,,n,t,;:?.!..~ 

(12.17) ~§:._Sube.t_J:_j:;utie van de ¢r, bi_j (12.12&)" pit_f~.~.ft.J-~~~ ri,,-V 

yergelti_}~JJ1;:7,::·l~- 12.:·1_.9& Xv. 

De meest algemPens X.., hangt dus af van '(, wil2 0k2ur~ ge functies. De 

mee st algemene ><,,.,., iimrd t verkregen door )1 - r.'i- wi_~L J.c·k"' 1 :::..ge c,;1c.;~hanke­

lijke vergelijkinge~ t0e te voegene 

Uit (12.12a) l-:::unr.~.·-.1 EX 0 enZ:-E der J{* W';!'•:~FJ, -:::i:-;G::sst 

E Jt o -~. E w ot JC ~) 

l r;t -::: 0" a / J( ~ / ~ == :_; . . . . _. .:: .. --:. 
l ) f/,, ::: & - E f I • · - • ,,_, 

J ., I 

12 .18) 
a) 

b) 

en dientenge,, -.lg.=: r.eemt ( 12.17) de vorm aan ( scLr~.;j.f 
¾ nlaats van / \ 

.t' t: I 

a) E = 
12. 19) b) f>(/1_, ~ 

c) Pi -= <) llJo -Joo¥ Jw ,rr,, -£ 
Jx/t ()){ If 
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Het voorschrift luidde: elimineer de ~¢ uit (12.19) en voeg de overi­

ge vergelijkingen bij(12.18). De vergelijkingen van de Xy zijn dus 
(12.18) samen met (12.19c), of ook, indien men invoert: 

1 2. 20) },' Al <f ,./ ,t A/ 
11 - t w 0( Jt.1.1/ -,l;ac al IJt(.xrc; 

Ot-=.t'~---;C-E 

in andere vorm 
f! = 1-E + I J •••• J) 

12.21) 
- W- /:J;i.X Ot 

= JW , 
~1// 
/ Men kan bewijzen dat 

.. i>;,., fa<;=,, % ~w 
(1~.21) alti;id een omhulde Xv voorstelt ook 

wanneer W 
voor 

voor 
I; -:: / 

E -: o 
een willekeurige functie 

een functie van /~ , x,d 
in de /ai is. 

van /;:,01, , Jt. £ is 

, homogeen v.d. graad f 

Dus: 

Regel II voor de constructie van g,~ meest a~;_,_1:;_m.el}_c omhuld§. Xv: 
1) Bepaal een canonische vorm (12.9) rn M~; 
2) Ki~-s een getal "t f 1 ~ ~ /J +l 

) / 
' v t'-l -1-1 .F 3 Kies een functie van o, , •... ,/Jt-l , ~ J ..• 'J .-;r • 9 nal;y:tisch 

en voor t = o homogeen v. d, gral:?:f!. f in /°, , " .. f J~z;-c • 

4) De ver__gelijking~ (12.21) stellen de meest a1.2.f.rr~.g_L_ornhulde XY 
Y.£.Ql:• Men kan zelfs ied~ Xv o-S,e~~ wan1l:::.~r __ gi_~E \,v lineair 

,;.; .. · ,!:,. ,_;;,, i' ;_>1f.--,·v;:,,.,.,- < 

~ /JI ' ••. 'f C - 'i~ ki_~~. it! 

De meest algemene 

toe te voegen, 

X. wordt weer verkregen d·Jo:,:- V- m. h'Jl'g,8lij:cingen ,-n, 

§ 13. Andere g~ometrische i11ter12retatie, ( in een X ) 
. i1.t' 1-t::,· "' 

13.1) 

nu toe werkten we in de X.ti van 
.f'\ I) # ..I? .JP ,I- [ + I "f'l, 
~ X .JC I" . - I E 
¾, .. J J t)~ )"·•··~ 

Alle speel t zich echter eig~nlijk af in de X y-i .1 ;;: -., 2.11 .7( r., .1{ ~ f't' 
die uit X(';, ontstaat door .§_§;menleggin.g der xn., naa1' de ,I-:--·s.t;crs (dit zijl'.l 

X J ) 1 'f-+ l, I- I - ~i, n., _ lf'- £ .s- van W,.i • Laat dus voortaan .. _ ~ . . . <J; v1r6g of, wat 
hetzelfde is, neem -n -.::: ?-f + 6 • 
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Nu veranderen we de notatie en schrijven 

13.2) 

re,, inplaats 
~ 0 II 

~k 
c-.) II 

w ,-) ti 

k) .. , ..... n.,i 

L/?, + £ II 

van _p 
" .x 
ll ,X 

" /;) z 
II l ~ k -: I, . . . -f 
!l 2r +- t 

De canonische vorm (1~.9) gaat dus nu over in 

13.3) C d j 0 -I- W;i r,tJ'1 

Voor t = o beschouwen we nu de W,1 

vector in de Xh/ der JI( . Dan stel t 
element der X~ voor en de combinatie 

D-us: 

als kentallen van een covarianten 

de combinatie J 1 w:.\ een vector­

J ," L w, J e e,i
0

5lement der X J< , 

Lunt 
Kromme J 1" 

der r~. der Jk en WA 

, [t.J>i J in de XU'i, 

== V'ectorelement der X11, a.er j k 

r:: ( 'I'\,., ) -element_ a er X n✓ • 

[:k F/( ,!-- I 

Volgens Lie zijn twee vectorelementen ....s 1 , 111,) c-.r., .....) + d..5 '' , lf./11 -fat,,/,{ 

en ook de correspone.erende ( 11, - I) -element en .?:E_Y.:8_JZ~i.-2;rle li_g_g_ing als 
'.:l 

13.4) ]U~ dJ = o 

Di t betekent, dc:.t er tenminste een Xn,_ 1 bestaat w:·'.8.raaL 7.i-3 ).,eide raken 

( slordig; dat punt van de een in S,., van de a,~1clc-srf, e:2 omgekeerd). 

~l'v-monafhanJcel.ijke vergelijki.nge,._1 in _gr'•._.!.</.~ t,epo.len een stel-· 
r-.._, n...__, ,,.(" 

sel van C><'.) vectcrelementen of een o [,1 , :ue. t t. :t,e,:n:; homog_een indien 
111,1 f'"•"i, ----... ----·-

de vergelijkingen ho:::no2-,een zijn in W..:l • Bchocr·t l~e.r· .J' ·~ :,1,1 tot de ?1:m., 
f /( r:--'_ . ("VV 

dan ook ,,)3 ~ vw ,1 ° In <lat gevul bepa!1lt d.e !t.n, -:•c'r:, ':'~•clE:'.•31 van 
t'\\,-1_,f I 'Y)'-1 
~ ·e,::,b _ ,s o f e en u o urn _ 1 • 

rw1,~t;1, /v 
o t;t'V'v wordt' genoemd ,\ 11'1; als alle vectorelem':':ntsc, 1i.P. naburig zijn 

in verenigde lig6 ing 3j)n. 1.:venzo 'J?flr.-u-, ~ /Vi rv·, .• 

Voorbeeld: De vectoren in een punt der Xn vormen Cbt:• /1 l, die JY:., is. 
I Y) 1 IV 

\/ \ / r,, 1'\/ ~ I 
Evenzo vormen de vectoren rakende aan een l\;-n, in /, A, 3,311 ,'Yr, en de --t,,,_f 

X tvJ, I . "-:" ·" 
rakende aan de . wv ee:a J 'r1n,_ 1 ~ Dez e spe ciale tr,:, E-T~ / 1 ;,v- ~ s woi~d.en 

Ot a N'V/'n, )r!J 11", z . . . . 11, ' 7 ' 1 . \/ gen eer en • lJ ZlJ n vo .1:rnmen vas"'..F· '-;~ "FsC•. a ~ d.e /\ .__ 
y~ 11,-, - . .,,_ 

gegeven is. 

Kan men uit d.e 'Ln,-m., vergelijkin-.;..en der n,."l j1.:-:iS-C1't,-f ('!:5.1~1c:lnk(:l:i.j1.;::..: 

vergelijkingen afl eiden d.ie alleen de JI< beva·tten ( ~~ e. v ., is dat de 

rang t.o.van de wi\ juist Y~-vn+-tis), dan bepalen deze vergeli:ikingen 
x n ~~ L een f; , het veldgebied ( fieldregion) , der '-',-r11 of )1J ---h'l.-• e ·1,,. heet cle 

velddimensie van de ot rn. of 1J'( • Men be.rekent e;ema.kl-;:s:1_i:: k 
m..-1 

ott~n.-
n-i.,-n.-+ I ~ -C- i !"Y1, voor niet ho@06een geval. 
rn • n., $ t ';rn-1 voor L.omogeen g,e:vaL, 



f-/ -J'- . 
. · Voor di tzelfde geval d us voor £ == o gebruikt men in de X?n.. ook 

graag de poordinaten 

13 .6) X f{ de~ J k j X (kJ,,1v wk 

A /(: ( I j .J • • • • 1 I J'f.J 
Dan nec:mt W~ cl J de vorm aan van een diff erentiaalvorm in X2n.. 

13. 7) I XA 
WB d - i 13 = 1J···•Jn(1JJ .... 1;n; 

Wad.rin w een covariante vector der xi is met de kentallen 

1 3 • e) 13 v '·· 1 dg£ 1 . 1 c1 r ri. 
/IV), °2 IN'). j flVr;,J e O 

I:u doze X '2n. stelt iedere tltrn. een X rn, voor. Is de Tlrr,, een Nm, dan 
gsldt in elk punt dezer Xm. dat W,3dX 8= o is. Ben Nn-~ is dus een 

.2!!!:hUl.§ xi-fl. • Van We kennen we de klass~, namelijk 2l'\ • Nu wet en 
we dat de maximale waarde van rn... juist n is (verg,.(12.3)). lJaar-

ui t volgt dat Gr gecn JY:r~'s mtit m.. > n. bestaan 

We gaan nu de r8sultaten van§ 12 blz. 29 in X~ geom~trisch dui-,n, 
den in Xn, • 

Stcl dat de dimcnsie van G~n fr,. gelijk t is. Dan b,.:!=3taat do Jrn, 
~-t 1~ X 

ui t oe, vectoralementen in elk punt van een t en deze moeten alle 

aan de xt raken .. De }'{Y\, is dus de }f,! die bij de Xt behoort. Ga nu 

uit van de kanonische vorm van WB dX "B in x~I'\. 
13. 9) 1... 1 -x 13 x ~ A vv8 d , = wi) c1. = 14Ae1J 

Het bijbehorende stelsel van omhulde Xn, 15 is 
k 

13 .10) j = const. 

d.w.z. iedere Xn, stelt de Nn.,0 voor die uit de 60,..:., vectoreleme!l".;en in 

een punt der X h. de1;Jbestaat. 
11 Ga nu ui t van een willekeurige ornhulde xm van het veld k!B in X' ~!",,. 

~ Dan weten we dat uj.t de 2.n..-·rn.vergelijkingen juist 7: vergelijking,en 

kunnen worden gevormd die alleen de~ k. bevatten, 1ieze stellen in de 
Xn, der J k een xi1,-~voor en de x\'Y1, is het beeld Y8.n een }{m die deze 

X.,.. _ als gebj_ed. haeft en Yl,- t, als dimensie, In dezolf6.e Xn. 
,.,- t, 

leggen deze t verg,:li j ldngen een ol vast die bestaat ui t alle vec-
-y· . 2.1'1,-"G l'l,- -.1(0; 

toren in de punten var:, d-E ,, _. Deze 'of;., .,, bestast dus ut t de oo ''Jv..,. ~ 
I\.·" ..,l"\,-.. '·-· 

in de punten der X Y\,-., • Bij de X .., behoo-r:-t r..~en en slechts ecn 
}( l'\.-f; t.. Y\,- t, \J (· 

-r1, en deze bevat de J(m, orndat de '<I'tm de conditie 14 d /\ .:i= o ver-
B vervult. 
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De figuur op blz. 32 wordt nu: 

( \ ~ f) 

'~ Nm.-n+ 1; lft 

(men bedenke dat 
"'\'1,, ➔ 2.. n, 

...; ➔ l"\. 

en dat dus degeneratie op­
treedt voor 'C :::-r1.. ) 

De stelling op blz. 32 is nu 
vanzelfsprekend geworden. 

Volir f; ::: , beschouwen we :/'J W,; .... J wn als componenten van een 
covarianten vector in de X n,+ 1 van j ~JI< en W1 J •• J w2 als ken-
tallen van een [°f'IJ in de locale {n,+ 1 • We schrijven 

13 • 11) )( 0 de{ j o • X k ~/ f I~ . X ( I<) clef 
- . J - ....:.:> , - w"' 

(1,J:: (J).,· •• ,(n) 
Dan neemt de Pfaffsche vorro (13,3) de vorm aan 

13 .. 12) 

waarin 

13 .13) l/i~ ~~/ j J, Jt-i/A c~/ IA/A j /4ft )i} a(::.f 0 

(-1):: {1)) ... ,(n,.) 
In de X worden nu alleen covariante vectoren beschouwd waarvan 

n.+ I 
het eerste kental nul is. Homogene ot.rr:$ komen dus niet voor en er is 

een eeneenduidige correspondentie tussen de rftrn,' S en de 7rft;_s • 
De fi 6uur op blz~ 32 · kan voor & ::: / evenzo aangeduid warden als 

voor E, r; o • 

§ 14. 

C, - transforma-ties ( contact-tr .. van de 1e soort:• zijn die t~c9.ns­
formaties £j 0 J ,i '\ WA ➔ sj";} ~ 'w:i die £ c/J 0 .1- W?, dJi) in\lariant 
laten op een willekeurige scalaire factor na. Is dns 

(l O ~ [I¢ o(oJ,:j~ lttl;} 

/fk.:: 'J/(( ) 
....::.> I JJ 

14 .1) 

't'.)11. ~ '1.fJ>.( IJ ) 

dan is de eis dat 
Ir,..,( .. !rQ I ('~1)} ,~ () A 

1 4. 2) v l c{ cS -r W;i C ;::, J -:: 'f\;"-J ( E d ,i + id ,,i cl_§ ) 
waarin <r en 6"1functies zijn van t.J:J :< w.,, , waarvan alleen het <rirn·tj_f>nt 

I(; /(l I 

14-3) °') ~ : J L ( cj/JJ ~ W-),) j /j $ =- _(2 (ct~ J: 1tt14 ) 
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k 1 .. k. t ,:J' OJJ' Ir answer e iJ in eresseren. Er zijn 2 duidingen mogelijk: ~ 

J 

en W; kunnen worden beschou111d als 

1° nieuwe ooordinaten vo0r het vectorelement £,.s 0
1 j ~ WA 

2° een nieuw ve~ti,relement waarin f. J ~J~ W;i overgaat. 

Wij nemen hier altijd de twe;:;cle interpretatie. Bij een contacttrans­
formatie worden dus de vectorelementen overgevoerd in andere vector­

elementen. N.B •• twee elementen behorende bij petzelfde punt kunnen 
~e~ tranf ormatie tot verschillende punten behoren • 

.LJaar ( 14.2) geldt zijn C, -transformaties die transformaties der 

vectorelementen waarbij "verenigde li8.,cing" invariant is. 

, tr is nog een andere invariantie.cj~J"~ WJ zijn de coora.inaten van 
een vectorelement in X • Een be,Jaald vectorveld (met £w,, ,.. E, ) is 

l'\.+ f., ---·-- ~ 
dus gegeven door de vergelijkingen 

14, 4) l li.l'o = ~ 

w" = /4 {sj:J''J 
Laten we bp dit veld een C, -transformatie toepassen. Voor de 

tr3.nsformatie hoorde er bij ieder punt een vectorelement., Na de trans­

formtatie hoeft dat niet meer zo te zijn, meertlere elementen kunnen 
in een punt bj_j elka,,,:;,• gekomen zijn. Dan vernietigt de transformatie 

het character van de '.)'tn, vectorveld te zijn. Blijft bet veld vector­
veld dan heet de C, --+.rarisf ormatie t. o. van di t bepaal.de veld ~ld 

eonserverend ( fielJ.·-rireoerv lng). N. e. v ~ voorwaarde is zoals enig ge­
reken leert 

14.5) 

'l'.\, 
- I , : I I, 

,:,, 1) (f) + 
" ... 1 r 

:i - \ '! . "- ; 
(Jo - u·-r()o J' u... ~:;, (. ' J c) - _y_ "' )-:. ., -, I ,, 

,.::i • ' i.J ;.,, I( 

Dit is een gn?;,~L1.~:kheid, dus"in bet alg~~ 11 i~ e.en C,-tra~sfo!"matie 
voor enig veld veld-e:onserverend., maar er zijn uit¼on6.eringsgevall~n. 

Stel nu dat ( 14,. 1) t. 8. van enig veld veld-conscrvarer..d is: Ds:::i 
velgt uit (14.2) dat ken de charaktE::JriBtieken~_die (~ -transformatL::i 

invari~Jlijn maa::iz. 2.f ~n de rotatiodragers in h,:;t alg_emeen _ni,;;!i,. 

Het doel is nu de meest algemene cl -transformatie te vinden~ N!.en 
kan het geval €, ::.1 op & ::. o terugvoeren. Maar men kan even gemakkelijl.;_: 

algemeen werken. Voor het gemak schrijven we nu cJ A voor V WA , en 
t I I 

evenzo Cf.) voor u w,,'\ ,. Dan nemen de voorwaarde11 ( 14., 2) de :prettige 

'irorm aan 
14.5) 



40. 
endat betekent, dat de 2ri,+~+/ vergelijkingen (14.1) en(14.3a) in 

de X t,,n.+ 4t:, der variabelen 

14.6) EJ OJ tj OJ Jl~J~ t~ E. ~ 'l)) qA 
een X 111,, + .3t:."f, voorstellen die omhuld wordt door bet vectorveld be-

horende bij de differentiaalvorm (14.5). 

Om dus de meest algemene ~ -transformatie te vinden hebben we 
maar de meest algemene omhulde X... 3 ~ie bepalen waarvan de verge-

k ' .... n.-+ E., ,,1 
lij~ingen zich naar E,]; 0JJ J o/0 en et 11 ( en evenzo naar £ J;'J~ % , 
en o/>i ) laten oplossen. 

J)aar hebben we nu twee regels voor. YTerkende volgens Regel I § 12 

( kanoniache vorm hebben we al) hebben we t vergelijkingen te kiez,en 

r--> a 
l ( l j ~ [, j OJ _s \ 'J l{J :: 0 j fl :: ~ ... , & 14. 7) 

en de volgende ?.n + .zi vergelijkingen op te schrijven (we hebben hier 

het geval van een ~ klasse en f gs.at hier over in tr1.- + lE. ) : 

(r' Ot , " r O! £ ff :: - E Yv ,) !S. € u :: E- 'X.Je1. L 
14. 8) l't <l f O (,t () ' ( 0 

0 ___ ~ J ,f-"ct ~ 1 V J J--' -
:L )t \,,:. ,I; i\ t, = r\.Ja ~;) 

Uit (14.8) elimin'3·"rt men nu de ~ • Dan blijven er lYtJf 1~- r: a 
vergelij kingen in d.e L;-rv + '-, £ variabelen, maar dezg zijn homogeen van 

de eerste graad in l,u J f 1(r ~ , 1« \ • T.'Ien kan er dus ver-
, -II) "l,( I I fr 

gelij,kingen van maken die beha.lve i~ ~ £1,.~j \ ,£ alleen 'lti/;i ,'w.1 

en 670 bevatten. Met ( 14 • 7) samen hebben we dan 2 ri, + 2.f, vergel.i j-­

kingen in deze variaoelen. We doen nu nog het volge:.-1d.e: 
I 

!.22..£ [, = 1 : L:.:Lmineer v"'/o-- • Geeft 2n, +, vergelijkingen 
. d . b 1 <: ., i_c :"J r k , C!'; k ' 1,-. •• , .• .,_ '~ O-'~ -~, in e varia e en r , • , ,.s ~ w IA! en HJ.e.ruL.., moetsm -~J.S , 1,v, 

., .• , • ·•· ) . J ~ J ,) J A ~ ~ II 

worden opgelost als -t~·-_,i,cties van f 0 fk. w, ~ 1J2..t dit ultijd ~::cc1.1: moe-t 
<::;. I 'l J ,-1 

nog warden verzeker1, ~ ~-
' Vq££ t; :r. o ; I{i.es voor G/v ee:n willekeur:: f~.c :':'tmc-tie, ni:1a.lytisd1 

en --f; o in het besc'.'t)UWde gebied. Dan hebben we '2 rv vergelijkingen 
f: k 'F k I 'F k J in ...,s J 5 J uJ.il > u_;A waarui t ~ 1 VJ;. moeten k;J.nn .. :m v:.rorden o:i;:,g8:Lost.-

Om die mogelijkh:nd ~d3n oplossing te waarborgen moet men naar· :le 

functionaaldetermina.r.rt van het st elsel {_ 14 .. 7, P.) kj ,jken met betrek::.:ing 

tot l.-5 ~ £(}',_f; 9'). en 'l ct • Dat -voert tot de oonciitie dat d.(, t.lG·· 

terminant 
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~l ➔<. - . 7/ ---=;i- -'.····· r. --;, 

;/ 
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►; 
ft~ I'- o ffa -IJ,,fJ- ···1 ·II..,,.,, ,~:J 

' df'Ci. ,, J . 
I [. 
'f' 

' 
-!· <)JI;) J} A 0 l':.: ,.'+,>' 

I . ' t 1.,, :,1,,-f\ ... ,.\ 

14-9) 'l'l E. 1..cr. ;/·f'CJ. t J1}°'~ Jf~ ,,t. 4 V, 1 :. c 

J.F°o]f' 
.::i-

J}P-~/ ~Acg/" 
" (j 2/~ct J'--fct . 

£ dta 
I b¾l_ f d}-;;;/g o l \et I_Fgo ,!I ()lj, 0 

met 11.,+ '/; + E'- rijen en kolommen niet ingevolge ( 14.7) mi1-1!• 

Het getal i speelt een grate rol. Men noemt n +€. - t de rans 

van de C, -transformatie. l:nig element in een punt f.J 0J ..J If wordt 
getransformeerd in een element welks punt ··in elk geval op de X"' . •••H.:- t' 
ligt waar van de vergelijkingen zijn 

14. 1c) if°( c4 •,;•, Jk/J, k) = 0 j e, =1,. . . , i 

Aangazian verenigde elementen verenigd blijven raakt. het getrans­
formeerde element aan de x'l"I + r _ -· De N~ behorende bij J, OJ JI( gaat 

'Arr ' t; •v (.f ,~ * * 
dus over in de JV .... u-..,t.- met X als veldgebied. De omgeke:erde 
C ,~ ~+(-t 

, -transf ormatie d•):d; de Xn,-+c _ t: tot een punt samentrekken. 

Indien 111 + E. - -c --=-0 is gaan alle element en behorende tot een 
punt over in elementGn die ~eer tot een punt horen~ We hebben dus een 
punt transformetie en ui t deze kan de C,-transformatie eenduidig ,;mr­
den af geleid vcor c:: /en op een scalaire factor na voor E .... o • Tii + 
geval heet de "ui tgcl•re:i.den ( extended, erwei tert) }:n::,ttrarnJformat-;.e.u. 

Zij 6-=0 en zij 

I .x( [-/,-I 
14 .11) c:--< "j = o ;" J( :: nv + '.. .... ) ~ 

de vergelijking van 1..:er.1. X)'r., in x~ • Iedere COV'l::-.i::i.nt(~ Vee GOJ'.', "1;,_i~1 • 

gerend aan Xm, beef·:; de vorm 

\o f JI. 
. i 14 .12) WJt =· J x U J · 

de G -transformatie 
1 ,,.;...k(ck ) y -=-5 J WJ 

'al) = 'Y' A t J kW) J 
· toe en Zl.J de rang hiervan n. - t; • Dan gaat ieder punt der X rn. m~t. 

ijn bijbehorende rv:, over in een ~n.- & beb.orende 'hij een of an:l(➔rc 
Xn..,;. Substitueert men nu (.14.12) in (14.13) 



' . 

-If!-
I k 

J :,.;___ /(( f kJ "°){ c) \ I "') J. ~ ~ 0. .,., .JC. :: m + ,1 .• • •; n, 

en deze vergelijkingen zijn homogeen van de graad nul in de ~x omdat 
de ',,,.fi.X hornogeen v.d. graad nul in /11/l zijn. Uit de 2rt.-m vergelij-'f-' k ; 
kingen ( 14 .11, 14) kan men de j en de 1-\-m -1 verhoudingen der ::,S x 



elimineren en dan blij:ft er ~-eE2·0)_~-~-1:-__ ~_ep: vergelij:rillG in de '-gt over, 
voorstellendE: een Y'n._1 • 11 In b.et algemeen\l gaan dus G.e element en van. de 
N~ ?orende bij 1:m over in. de elementen van de lf~-l behorende bij deze 
x 1 • ·Joor m = n-1 volgt dus dat een C. -transformatie een X met zijn 

n,.. .. n-1 . . ~ _ .. n-1 1 
.i>: 11 in het algemeen·1 overvoert in een anuere .X: met zijn N'n- • 

n n-1 n 
•Iwee erg ens aa.n elkaar rake11de X 1 1 s gaan a.us over in rakende X ' s, n- . n-1 
en &it is ce reuen wao-rom de o1.transfor~aties contact-transformaties 
heten, 

Vve kun:nen nu ook de regal II gaa..n toepassen. bChriJVei-i we voor het 
ttemalt q en 'q voor £ ff en f.'a- clan neem.t (14.5) den vorill. aan · 
0 0 0 I)._ ,A 

14.15) 1
:/,)_ ti.~ . - 1>.. i;{) - 0 ; A-:::: ()>1, ••• ;1i 

Volgens rec;el II ~e~bl.en we nu een functie 'lt van r der 'I.A, 11A. en van 
2. ''1 ...., .2., - t' der \ , \ (met andere indices) iu te voeren, hom..ogeen van de 
r;raad l de q's en '':f'J \ rnaar we moeten :precies ?.,a.ugev.en r:el::e van elk: der 
4 soorten grootheden voorkomen, dus 

14.16) f}' (Cf, 1 
1lf 1 , f \ 'r>' ) (homogeen van d.e le graad in 9. .. /1,) 

a.,,./ .... £.,, .. ,--C,-£; Xa.T.1 ... £-,.1,, .. ,"" 

.l • I - f.,. .. ' 't - (. ; y : t' L - £ + I J •• - 1 "rt 

waarbij men natu.urlijk: eerst de rt op willekeurige v1ij2,e heeft mogen -------·--·-·-.. ~----···--·•--- ·-·------.. l _________ ..... ___ .......... --~·•·--... , .... *-------· .. ~, ----·· 
~Eln..~t™ .. ~ de 1A. .Q.P_ Erecies~-~~lfde ~;n?-,er, h_e_:vg__~§n eve_ae_~~q.! 
yoor de 'rk ~ 'q)( • iv1en krijgt dan de vo1gende vergelijkingen. 

"'-J f ... - ~ = o c.J o + 'l V • 0 
14.17) ''la. 1X ')~x. 

I .{ } \I O "-) 1 1 V 1J J + 7 .;:::. 'ly - '"f.Y - Q 

Dit zijn 1'rl+l( vergel1ijkingen, die in de xt/ti+'1( een x:C.'iJ+ifvoor­

st~llen,· die door de vector van (14-.15) omhuld wordt. V is llom.ogeen 
van de graad l in qr.i. 1 1q1en dus zijn (14.17 a,b) homogeeti. van de ~u..liien 

en (14.17 c,d) van d.e eers'be graad~ . k . . , k, • 
voor f * o zijn (14.17) 111 vergelijk:ingen in ( , <f W.t, ( , <f"w-A • Voer 

nu voor er' een willekeurige functie in, dan blijven er b vergeliJkingen 
rk <:f 'J. If 

in. \., \O'A. 1 "\'l wl. o k ,~o ,,L · .. f' '<f 
Voor £:: 1 zijn (14.17) l'I\.+ t. vergelijkingen in i 1 \, w-', J,\ ~/ :J. 1 ' ' 

Mimineer ..5L dan blijven er l1\+ 1 vergelijkingen in. f, ,\ w)., ( • \., w .A. 
In bei~e gevallen .m.oeten ui t de t')\ + f vergelijkingen de r, f\w-A en 

evenzo de 1\ 0 ;,'r, '~.\ kunnen worden opgelost. Daartoe is n.e.v. dat de 
functionaaldeterminant van (14.l?) ongelijk nul is. Dat komt neer op de 

voorwaarde k 

~6~t:·--1~a~~iii~-bij blz. 4~; Bij de oplossing van de 1
{ ,'w-~ voor l 

blijkt Q.at de •;kin (14.1) 4o_mo5:9en van de. gra..!9:....Q in w,_ worden. en 
produkten jl 'f'>, (zie {14.1) en (14,.J). ~omogeen van de, graad 1 in 



14.18) =I= 0 
I 

a. .. 1 - E. '> ••• , -c, ... t 
:t :=. l:, .. t.. + 1 ' . • • ' ')\., 

..t ::::. I - (. l ' •• ' 1:l. ... t. 
'j =- 7:..J.. .... l.-+ 1, ... )" 

E'r zijn 4 verschillende gevallen voor € ::. 1 • .:.i1en. heeft immers alvorens 
V in te voeren eerst de ~°, ~ k op Willekeurii;e VJijze mogen permuteren, 

;iraarbij dan. q11 > q~, op dezel~t~ ~:iier, mee~epermuteerd mogen worden en pre­
cies hetzelfde geldt voor 'S ~ 1 en q11 , '1>... Daarbij kan nu t:r in d.e q._ of 

in. de C/ ~ terechtgekomen zijn en '<T in de 11 -l of in de q ~. Dat geeft vier 
verschillende gevallen van een functie V- (gewoonlijk p.:;enererende func­
iie der c1-transformatie genoenid). Wij nemen bier als voorbeeld het geval 
dat (f een van de CJ s.. geworden is en ',r: een van de '1; . V •or het ge:.na.k 
schrijven we nu t I in plaa.ts van t"1-1 s dan zijn. de vergelijkingen 

i '~, l·:,,/' l f O - ~ :: 0 clV 1/.,· Otj ~ t)u. . . <) 9_tg + °,.5 t -:: 0 j If;-= ½ + IJ ... J 1t, 

f'(I'\, bV -o·~-, ,.. 
d=> - <>1 ... J""· ,··J", ' V 

14.19) fill { U - 3 ~o : O 
I -1, oV c1 ud b l. f" · + , 10 'l ; 0 j '1 .:; 1 J , , • J t 1 • 1 n \I : 0 j \() =. 1\.:+- ) • • J n.. 

"J c:J u ,.. t> q )~ - ()~!/a CJ 

( ~ = gothische ~ 
en de condities nemen de 

-;; l V 

14.20) 

) 

,/V 
~j,~<>'<t.4. 
<>iv 
~ft}JO 

cf·V 
~1ie~11 

~~Y.§'~ 
c?V 

{)(!~j''1 
Laten we nu eens proberen een genereren.d.e functie t_e construeren voor de 
identische transformatie, juist voor dit geval. Dan. weten v.re dat (zie 

.1)) I 
-'L,t 

14.21) 

~Nu zi tt en in 

14.22) 
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De enige mogelijkheid is dus clat de indic~s ,, ... •J 't1 samenvallen met \+1> ... r1, 

en '., · · · . 1 t1 met 'C, +t~ · · · · n; en di t kan alleen. als of ; = rt-1 z-_.. =- o of ~::: n., z;-:: o 
Dat levert twee mogelijkheei.en voor V 

14.23) U-=. <r ~ 0-+ 'i111 /l( r.;: tT,J tl-::: 0 ) 

v- = - <iJo- ~r~i A( t,= o, z;_ =n.J 
15. c~-transforrnaties --------~----------------

Contact-transformaties van de derde soort z1Jn c1-tra:n.sformaties met 
<r'::::, I • Voor ieder vector-veld1 waarvoor de c3-transformatie veldcon-. 

serverend is. is niet alleen h. maar ook lf en dus 1( invariant,,!als­
mede dragers en rotatiedragers .. .br is nog een andere invariantie. Liij een 

-r{; 1 met velddim.ensie / gee::,even. Vorm dan de integraal 

15.1) j t d~ 0 -+ w,1 dj) 
tussen twee vaste punten van het veldgebied. van is feze integraal in­
variant bij alle c3-transformaties, om.a.at €. clj~ w~clJ invariant is. 1Jeze 
integraal is dan en alleen dan nul voor iedere keuze der eindpunten als 

011. ~ N~ 
Om de meest algemene c3-transform.atie te construeren gebruiken we 

een van de twee regels voor de constructie van c1-transformaties met de 
bijcondi tie u =-, • 

I 

J:Legel I wordt erg gemakkelijk voor & ::: o daar dan G"'/G"'vrij gekozen. 
mag worden .. i::ichrijven we voor het gemak t~ voor Xafu _dan · gaat (J.4 .. 8) 

over in 
Pl.I __ V ~a. • 1-w _ y Jta. 

15- 2 ) ·;t - - l\..c1 ~.,s"' ' ~ - 'Le.- o] ~ 
en elimineren van de ta. geeft 2.n,- v vergelijkingen die tezamen m!t de 
t vergelijkin6 en ~..:. o de c3..;.transformatie va.stleggen m:i:ts de f vol­

doen aan de voorwaarde dat de determinant (14.9) voor l,;:,o ongelij:f Jtul 
is (er valt eeD_ l;'ij en een kolom weg). het 1is duideli_jk dat nu de ff ho­
mogeen van de graad O in de W) zijn en de 'l/1>. homogeen van de graad l. 

u'I · t · · i Voor l -:: I is er een com.plicatie omdat de keus van /v me vr1.J s. 
De t._. mogen dus ook niet vrij, gekozen word.en maar zo dat <r1a-- net 1 wordt. 

Uit (li+.8) zien we dat daarv;Jor n.e:v. is dat 

15. 3) Y ( 2L + , rtk. ) '::: o . 0(. = 1., ... J r, 
'Lt\ ',i o . oJ o . . .J 

e;+ dat is voor alle waarden van :t'o. alleen waar ind.ien. de r van de j 0 en 

J0 alleen afhangen in de combinatie 

Z "d~f 'f,o fa . 
15 .4) . -= ~ - ~ 

:De vergelijkingen (14.?,8) gaan nu over in. (scb.rijf weer {t!t. v~f/c.) 

15.5) r t~c ZJJ: !XJ = 0 



· . .,~ ---~ o I 
I = Y Or ~/~~~t-<_: \ 'l, ,ti, '-;) Z .~ ' ,,' t,, S!r.'.1 lt 

"\ ~ ().., /!i ··1··'' ~-I-=.·- -~·,/J"··j(;\ 
?JJ). = _ v... u tr) 1 I,1Cif .. ' . / ~ ,,,4~~,,K" ;7:G~. \ 

I\,.. 1) f ,(' , . . vt i l,. 0 5 i ' 

',,1,"' :(0, <>1--"- . ~ -- ' ' ' , 7/J. / ;~~ 
15.6) 

en de determinant (14.9) b:J:dt zijn vorm bt~lve ~a)~~~ dat~/ l 
overgaat in Z. Uit d.eze vergelijkingen la ten zich na eliminatie de.r ·).,\,i.. 

7 'f0 o'E,,; , Ek "{,, 
de L.. ===~ -J; 2 en vJ;\ oplossen als functies va~ 2' > t4A. 

Gebruiken we regel II voor E=odan is nu o--':fT en d.us 

15.7) 

I 
en it 

15 .. 8) 

cl a- + <)V =-o 
:J i..J, aJ ,z 

15.9) 
-:::::0 d) '1,.11-~ = C 

I 
(14.18) maar met ?J/a.. en JJ),t in plaats De condi ties voor V hebben de vorm 

I 
van fa.. en !l. f, • 1 

In het geval c"i.at t- ::. / is, is de keuze van. cT/(J niet vrij en om (]""; u 
te krijgen. moet 1/- aan zekere voorwaai~a..en voldoen. i/len kan bewijz.en dat 

~ ~ I het geval, v.raar"bij v bij de Jo., terechtkomt en v bij de J 1, hier niet 

kan voorkomen en de andere 3 gevallen wel. Nemen we w12.derom het ,;;,-eval u 
0 

I I 1 

in de C)a. 9 o-' in de 9d (blz. 44) dan levert v=v en (14.19 d) 

;;>ii = u 
'JJO 

en dus is // van de vorm 

15 .10) 

15.11) v -== G"j O + u I a-: 9 ,,,, ,~ 'l, J 1, "r~) 
I 

homogeen van de graad 1 in O"; 4 dt; <f b , dus 

15.12) 

de voorwaarden voor W 



. . ll5.13) 

De vergelijkingen worden: 

15. 4) 

OI, 

J-
I ft:, 
~+ 

-= 0 
oWm, 

In het speciale geval dat 
fo ,...:, invariant 

overblijft • 

... , fY/ 
tv /1/ ____ !§~_ -~2:!:'.~~!~~~~!~!:~- · . k 

~/ Een o2-transf
1
o~~ati~i:Xs een transformatie in Ll~J />f) die de 

Pfaffse vopm £ d. ,,..5-1,. W>i~ invariant laat op een addi tieve volledige 
differentiaal na. Oak deze transformaties werden 11 contacttransformaties11 

genoemd, hoewel zij de typische contacteigenschap missen. ~x, bestaat een 
zekere a.ualiteit tussen c1 - en. c2-transformaties. vYe schrijven de voor­

waarde in. de symmetrische vorm 
1 , o / 1'FA .JF(.) JJ['A 

16 .1) c/ s + E. d. J + wl ~ : d s + £ ct-& + wt\ ~ 
/ II Ek 

en noteren d.a.t ,: ea .5 functies Zijn. van J; ,.::, i ~~ waarvan ons alleen bet 

verschil i:'.lter ·essc;;ert~ , 0 J< _ S2. {t'F.o'E}(' ·) 
16. 2) s -s =- .D ( e _g " -5 J w) ) - .. ,~}) J ~ J ~ 

Is een o2-transformatie veldconserverend t.o. van een veld E..Wo:. f.,,/!IIJ,;{1'5?: 
danvolgt uit (16.1) dat de_rotatieklasse 2.fende rotatiedrag,ers inval;'.'i- I 

ant zijn maar I, en ';~ in het algem.een niet. 
c2-transformaties hebben nog ~en anQere invariantie. Stel het veld-

geb:ied van ~en o1, is eendimensionaal en gesJ.ct_en. · Vormt men dan over 
d.i t gebied de integraal J f dj 0-+ WA ~" dan is deze integraal invari"".i 
ant bij o2-transformaties. De integraal is nul wanneer de oh, een Jif;is 
(niet noodzakelijk). Bij een c2 .... transformatie!;.blijft die integraal nul -­
maar de Iv, behoeft geen .A(, te blijven. Is de integraal :f: o clan kan 
de ii, nooit. door een. c2-transformatie in een punt worden s~engetrokken. 

Het is handig om te schrijven ·· 
dQf f () 1 clef I 'F" 

16.3) 'l: == s + E. ~ j 'l- = s -+- e ~ 



-1/-7-
, I 1fl) 'f '). 

Dan gaat (16.2) over in d, 1.. + W:, d,..,s = dz+ INJi d/i:J 

Om dus e€n c2-transformatie te verkrijgen heeft men maar een C-­

transformatie te construeren in 'Z 1 W,+ en JI< . Is dat gebeurd dan heb£en 
we vergeliJkingen van de vorm 

I I O . 0 /,)I cf' ) 0..) ..\ - ~ + c.. --5 _ E: j -:: { ( ~ , INv 

t) 1k::. 'cf/( J ~ Wv) 
' c.J 

I JIii,) = I 1/i;J I J "; w y J 
16.5) 

Voor £-:: ostelt (16.5 b,c) de c2-transformatie voor. 
Voor c. =. I kiezen we voor S - .S een willekeurige fu.nctie van J ~ Wl . 
Om de C...,-transformatie te verkrijgen kan men een der beide regels toepas-

::> 
sen. 

J .. 17.:. _ In.fini tesimale _punt~r~nsformaties _in_ de_ Xn,~e~ J k 
I 1--', K XK 

l7-l) _J ~ f + . dt 
~ k 

heet een infini tesimale :punttransformatie in Xn. . X is een contravari-
ant vectorveld en t een hulpvariabele. iViet Lie schrijft men 

(17 .. 2) X dj X fr)~ 

en noemt X het symbool_ der infin .. transformatie. (17.1) kan ook worden 

geschreven 

(17.3) cl _g 11 :::. X l{di 
en 1tf = /(Jf) (17.4) 

is de gewone differentiaaivergelijking van de stroopilij_nen van het veld 
XI, 

• De oplossing is van de vorm 

I 

Deze vergelijking stelt voor 8en groep vanoo transformaties, die 
X·K 

allemaal de stroomlijnen van invariant laten. Maar niet iedere punt-
transforma.tie, die ontstaat door alle punten langs die stroomlijnen te 
verschuiven (natuurlijk continu) beho:ort itot die groep. Men make zich dat 

goed dui6.elijk en ook dat ~e groep behorend.e bij X K. ni:t dezelfd.e. is 
als die. behorende bij 0-X tenzij (f esn constante is. De groep heet 

de een-parameter~~ behoren.§:e b;j de in:fini tesimale, tra}ls.f2.EE1?.-:t}.Y • 



Wij herinneren eraan~ dat contacttransformaties in een X konden 
warden geduid als transforlllat1.est die in een X een bepaalde rHt dif-

2ntt 
ferentiaalvorm (of vectorveld) invariant of op een factor of additieve 
gre.dient na invariant lat en. Om ::...us c.le be.,.:i.ancieling van infini. tesimale 
contacttransforlilaties voor te bereiden moeten we in de X der cS K C:1;;:n 

. ~ . 1 
covariant vectorveld. VJ.A gaan leggen en bij voorbeeld eisen. dat W,1 cfJ 
bij de transforrnatie (17.2) op een fa~tor, bv. t+fdt, na invariant is. 
Dae.rbij is de getransf ormeerde waarde W4 van het V6lcl eenvou.dig veld-

waarde in bet getrausformeerde punt J k. ; 

r 'Ek terwijl voor d~ uit (17.2) volgt 
f 

17.7) cl:J>k = c~k + owX d)>w;1t 
Combinerende geeft uit 

17.8) 

waarin 

17.7) p w;; ✓:1 xt ilf ·~ t ,,_ wf- a,x' k 

6.e bekende Lie 1se afgeleide van h~t v.sld UJ:A is t.o.v. het veld X dt 
(verg. blz. 33 dictaat tensoranalyse en hfdstk II f lj Pfaffs rroblem) 

XR: . 
.D W_:i is een vector en een comitante van I.JI;. en • 

1... In het ouderhavige geval moet J2 w A-:::. y w A zijn, dus 

17.10) X~?\.1,wA + w-f' o'Axr =- XF~'A ·I- ';)A(wr XI'-) =fWA 
, K 

le geval wr'-Xf'-::. 0 , d.w .. z. de stroomlijnen van X zijn integraal-

krommen van het veld la·i • Voor If= 2.p-1- 1 kan W;. niet in het ge.bied 

van 1:Ii_A ligg,en, zodat f = o moet zijn. Voor 1f =- 2.f c'..rukt (17.10) uit 

dat X i1) de richting van ur;i. heeft. :uus is (17.10) eq_uivaleo.t met 

a) XJJ, Wf). -:: 0 J voor /(:; zp+ I 
xf· w-f' = o 1 

b) X f wf-C>. w.,J -: 0 { voor 1f :: 11/';) 
X! U)'. :: oJ 

Vergelijken we (17.11) met de vergelijkingen voor de charakteristieken 

van ur~ (zie blz. 16, form (o.4) 1 )) 

17.11) 

(B2:;,04) dJ/" ~ :: 0 j 
dj/'wr-=o 

(...; , ) d.-t ~[Ji Wv] : 0 J voor ~ =- if u3=04 ,;:w 17 
c!Jf wf' -= o /1,, 

Verbeter in {6.4) de fout in i::>4): W fA ~ .:: 0 moet zijn ~l<!J 

voor 

17.12) 



- l-f y- :. 
dan volgt dat voor u..rf-X':.oaan (l'?.lv) voldaa.n is ind.ien (n.e.v.) dt:f; 

✓•· .. ~ .. 

str~.9-~].i,jnen. v-a:9: Xx ,liggen )-~ de. c1iaraJ;;:taristi;:;kt::n van u.t) .. 

_2e gev9.l. Ld'rX?-4-0 Bchrijf f/= u,:uX/'''. Dan 1.'rorden de vergelijking,'2n 

l7ol3) a) X f' ~jJA + 0 >. J"::-:. _µw-:-i 
b) X f✓ WJJ; = F 

Voor If=: 'Jf'-1-,is O;it of nul of liggende i1i,ih~t ) -gebied van WAJ ~A en 

d.J.S lS F of een constante of een functie J} of een fu.nctie met index 2. 

Is ,-- . een constante dan is o,.; r; 0 en dQS r-; 0 • Is F van index 2 dan 

ligt c),,) f in hE:t gebied van Y-/pA en is dus eveneens f- -::: o . Depalen we 
eerst de oplossingen van (17 .13) voor f = o • dan is (17 .13) gelijkwaardig 

met (17. lla) en we weten dat (17. lla) 'n - ff onafha.nk:elijke oplossingen 
Xk V l<. 

heeft. L,ijn di t , ..... ; /\., dan is d.e mc.:.:st alg e111ene oplossing van 
, \:" 1 n -1\ 

(17.13) voor v :o 

17 .1~-) .x K -:: i x ~ ..... ~- 'Rx K 
S I n-'\~ 

Kiezen we nu voor t een willekeurige_ constante of fun.cti8 van index 1 

of 2 d.an kan f eenduidig ui t (17. l;,a) worden opg0lost en we.l onafhanlce­

lijk van Xf omdat UJ) niet in. het gebied van W_µA ligt. Bet V8rschil 

van twee oplossingen van (17.13) bchorende bij d~z8lfde F -waarde is 

clu.s al tijd een oplossing van (17 .lla). Is dus ? ei.;:;n wilJ.0keurige oplos­

sing 

mene 
van (17.13) afllangende van de keuze 

oplossing van (17.13) van de vorm 

F van ddn is cLG me0st alge-

17.15) I X A= Xk+ X K 
F s 



___ ; 0 -

Resurnerende hebben wij dus: 

die een veld 

tor / + µc1,t 
I 

17.16) 

( 0) 

( 1) 

(2) 

(3) 

De meest algemene infinitesimale punttranaformatie, 
ti\l.A van de klasse Je = J._f-1-1 invariant laat op een fac­
na heeft de vorm (17.15) en er zijn 4 gevallen 

F-::. o ; X ~ )5 ; /'' = 0 , stroomlijnen in dra-
~ gers (= charakt), 

~ constant f o ; f ::: 0 , stroomlijnen in rota-
~ tiedragers 
o- index 2 ; fl = o 
d- index 1 , f' kan Ui-t tworden afgeleid. 

Voor ~ = n., word en de dragers punt en en verval t dus bet geval ( 0) .. 
We blijven bij dit geval. i_rve gebruiken weer de notatieverandering 
van § 13 waarbij n overgaat in tn. -1- 1 en de difrerentiaalvorm de 

vorm O ::i W f3 d-j + w~ cLJ = B c:1X-
17.17) 

verkrijgt. :Dan worden de infinitesimale punttransformatie8 die door 
C X. o K 

(17.16) gegeven zijn 1 -transformaties in de. n,+ 1 derJ>J, W,6 
en de rotatie l1t/ C 8 hebben nu alleen de ke~tallen 1 

( 17 ._ 18) 

17.19) 

of 

17.20) 

1-✓(1) I ~ - wt I 1) :: / j I~ = 1"~ j w O) :: () 

N 

= r 

waaruit onmiddellijk volgt 

17.21) 

De meest 
is dus 

'f {k} 
== o j X, ::: 

0 W";_ ,. 
algemene 'infini tesimale C, 
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17. 22) 
('v " k {),:; ::. 

wriar r een willekeurige 
vallen (verg. (17.16)) 

f O ~ K functie van~ JcJ- J ~ 1 is. ~r zijn drie ge-

(1) r:-= 
C I 
r.f"' 

k 

constant -f:. o ; J en hf,1 zijn invariant, j1--:. o , triviale 
-transformatie; 

() 

is onafhankelijk vanJ 9 JJ., :=- o , algemene C.., -transfor-( 2) 

17.23) matie, tevens in J _) r/; algemene C1 - transformatie. 

r algemeen; u -= ur-:, algemene cl -transformatie 
I of> 

(3) 

We keren nu weer terug tot de punttransformati;e in Xn, die ¾ dJ) 
een factor na invariant laat en oeschouwen nu het geval I[=- Z_f • 

Voor ;F = 0 en f' = O nemen de vergelijkingen ( 17 .13) de vorm aan 

XF ~I-~ :: 0 

/L 
17.24) 

X w11, -=-o Xk. 
en deze brengen tot 1.,1.j_tdrukkin€S dat de stroomlijnen van in de 

'✓ K 
dragers ( = rotatiedragers) van het veld liggen. Zij /\ de algemene 

oplossing dan zal het verschil van twee oplossingen dan (17.13) voor 

dezelfde waa1·den van f enp een oplossing van (17.24) zijn, zodat de 

algemene oplossing van (17.13) de vorm heeft 

17. 25) 

; I( 
. \( waarin 1, 

F;f" 
rriaar ;~- -if. o 

17.26) 

1, XK c:: Xk+ ~KI 
0f- _ 

ecn , .·vvillekeurige oplossing van ( 17 .13) is. Is F-= o 

6an gaat (17.13) over in 

xF /l~r) wkJ = o 

X11-wf'- :o 
het6 een bewijst dat in dat geval de stroomlijnen althans in de karak­

Nu kan men rf niet willekeurig kiez.en want al-teri s.tti'-k'-n l.igge.n. 

gemean geldt dat 

17, 27) X 1\.;f- ~- ,1, k, · · • ~;;; k_,] + lf XJLW;.[ ,\, 
'j, \' <: \ µ. -

X · w [ f- W:!, Kr . . . . M, kr) = 0 



-!)- 2 -
Di t la.at zich ook als volgt schrijven 

17. 28) 

zf t )'v 
- 2-p-1 

:- 2r r J = a 

en deze vergelijking drukt uit dat 
kl a s s e ?.. f - 1 i s ( v erg. § 1 O) .. 

·' 

I 

r voor tt :f. o van de 

nesumerende hebben we dus: 

I)e meest algemene infini tesimal.e punttransformatie, 
die een veld /1tl?. va:':1. de klasse ?1J : t.f invariant laat op een fac .... 

tor + fL c/f, na heeft de vorm ( 17. 25) en er· zij.n 4 gevallen 

17. 29) 

(0) 

( 1) 

( 2) 

(J) 

('>­

/J,::.Qo 
I ~ 

X-: X,. 
s stroomlijnen in dragers=rota­

tiedragers 

stroomlijnen in karakteristie­
ken 

t is een oplossing van ( 17. 28); f~ = o 
l- is een oplossing van ( 17. 28); /.1, t o en willekeurig. 

Voor X-': n. verval t weer het geval ( 0). We blijven bij di t geval en 
gebruiken d.t-:, notatieverandering van § 13 waarbij n overgaat in tn, 

en de differentiaalvorm de vorm 

w ~ d f >. = l;1/ B d 0~ B ' .. 
~ · 13 :: 11 • , 1 n J. ( 1)1 ~ ~JI n,J 

verkri;j g,t. 1k;,x1 wor,Jon de infini tesima.le pud~transformaties die d..C~'.)r 

( 17 r; a·. .. 11 t f' t . . d \; D t t . 1, 1 
• c...,) geg':3Vi-)l1 z.1.J1.1 v, - rans orma ies in e l\yi,- " e ro a ie ~ 8 

heeft allee~1 c::.e kGiitallen aangegeven in ( 17 o 16) en hetzelfd.e geldt 

voor fl/.8 , ct:.;__1.een ~\~ verval t nu. 
De v~rgeJijktngen (17.19) warden nu 

,100 - F ' I 
1 7 .. 3 1 ) X _,.. a I< = /.1., f/\l x· 

",-\ k "'.\ f.,. I'-, - u{K) _ v 

17 .32) 
j(;. 0 f. . X o~J ?Jr· = --- I 

<) Vil A 2) f /<. 
·2 

De meest 
dus 

algemene infinitesimale C, -transformatie 

i v. ,. :;.: . of c1.t 

I F WK -r 

K 
in J i w1, l is 

17 • .33) 

V C 
c::--' oWK 

~~ cli 

£""'( ILJ A cf J/ ) :: f d ·b W ?t cf. t '­
+ f WAd,t, 

~ L----------------~-----··-"----------J. 
waarin f een willekeurige functie is en f een willekeurige oplos­

sing van ( 17 .,28) is, welke vergelijking hier de vorm 

11 .. 34) w; tJF -;. F 
oW_. 
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· aanneemt die ui tdrukt dat F homogeen van de eerste graad in WA 

meet zijn (verg •.. § 10). :Sr zijn drie gevallen: 

17.35) 

( 1) F= o ; /-'" willekeur ig, gelijkvormigheidstranformatie 

:i.11 IA/). , speciaal C, -transforrnatie ; 
(2) ,f nomogeen graad 1 in w1 ; f : o ; a~gemene C3 -trans­

formati.e 

(3) l~ dlto; /L willekeurig; algemene c/ -transformatie. 

Nu gaan we eisen dat de :punttransformatie ( 17.1) in X,,,+t1et 
veld !if,, op een add.i tieve gradient na invariant laat. Dan meet f WA 

een gradient zijn, dus (verg. (17.10)) 

17.36) 

Schrijven we nu 

X ft, I (: 1~.f F__ .:: 
f,\l{J j ?I - , .;; 

dan gaat ( i 7 o3 6) 

17..38) 

Nemeu we n,J. (;:2,:;'SJ~.) Ir = t, + ! '• Dan rnoet ~\ <; in het gebied van 

Wj.J). liggen ,.;.l.1 Y is dus een constante of een functie met index. 2« 
_Neme11 we nu. eer z t <? = consta_ nt en S :. - 0 dan drukt ( 17 d 8) ui t 

k : J . ~ 
dat X in d,1,: :lraieI·S moet liggen. Is al~.een a constait dan volgt 
alleen dat 7, in d.e rotatiedragers moet liggen .. Zij ¼ de meest s . 
algemene oplossin--s ,.ran ( 17 dB) voor g = constant _:. - .5 dan zal 
het ver12·::l1::.J. \·a.11 t,~··.1i:::e oplossingen voor dezelfde waarden van l en~ 
een oplos,. ing voor hE>t stelsel met S = constant = - S zijn. De alge­
mene oplos.:iini§, van ( 17 .,38) is dus van de vorm 

17.39) 

waarin 

(0) 

(1) 

( 2) 

(3) 

j-x,{ I 
l 

cen wil::i.ekeurige niet specie.le o:plossj_ng van ( 17.38) is. 

Er zijn vie~.gevallen: 

$ ::::constant; s = .po CJ ; X _:: XS , stroomlij.nen in drag_ ers 
. ( = karakteristieken) 
9 ::::c,onstant; S willekeurig; 

,id. ragers 
index 

index 
2; S = constant 
2; S,. willekeu.rig • 
' ., 

stroomlijnen in rotatie-

.• 



Voor 7? : n verval t weer het geval (0). We blijven bij dit 
geval en gebruiken weer de notatieverandering van§ 13 uitgedrukt 
in (17.18). De vergelijkingen (17.38) worden dan 

X c \tic i, -1- ~ r; ~ :: o 

Xe vi C _ s + 5 

en deze gaan ingevolge (17.18) over in 

Xo+·1·' d.s_\ _c __ s·X;\ -;,,Cj 
17 • 4 2) ,v ,l ~o w ,, - (l ~r j . ::. u ,, aw~ 

• X (~ _ d)f · ~ ~· - o 
j c)fii J i)fO -

c~ d 

De meest algemene 
o k 

C2.. -transformatie in J. ,J ; w,1 hee:f't dus de 
vorm 

f' t 0 
:: - w ,\ ]£i_ di + ( ~ + , ) di 

cJ OWj 

1143) [fi( 
:: v~ d:t 6Cc:IJ 0

~ w. dJ~) ::: ds ctt ,2) 
oWK 

£v1 ::: -fJr: di lt - aJ 
waar ~ een willeket:rige functie van t l~ W;-i is en .$ e0n willekeu­
rige functie van i'). fkJ w~. Br zij~ drie gevallen (verg. (17.40) 

c' . CJ ,1 

( 1) ~ . -: cn,;.st g,nt; i willek~urig, Jk en WJ invariant; tri­
vial(~ C,_ -- transformat1.e 

17.44) (2) S ~·,:i..:1eK·=urige functie van rjw;,..; S constant; al-
., ' f ti c-5 geme:..k :_,. -·.;rans orma e 

( 3) S dJ.-t. o ;·- ) willekeurig; algemene C2, -transformatie 
(. 

, Is 1( ~ 2 f dar.i. ligt blijkens ( 17 .,38) J;i, ~ in hat e,e'b:ied ve.n. 
W. ). en dus is ~ P-eL funotj_e met index 1 of 2 of een. concte.:nte, I Pi g een constants e~c,L volgt ui t ( 17 .38) dat s :::. - f en dn--:; c1 -3 

stroomlijnen ligg3:::1 in de clragers ( = rotatied.rao8r • ln:1/•·v<:iJ.ge 

(17.38) is steeds 

~ We r,x, .. , .. wh~f] - lf ( Ocr,.1) w) ~tAi ... . ~~f}) : 

17.45) "' y/ wr Wu,,, ... w,,.,)r) -5 w[ f,), • ... ~fAf] -

+ 1r X fl ~u. [ ft., w -', ~,A1- .... wf'r~, J = _ 5 w [ r,~, .... \f\f;~~~ J 
of 



-/,,,-~-...:- -.tr-, 
Is dus~ van de index 2, d.w.~.,.., is~ J = O dan is S = - g ,. Vol­
a..oet ~ aan de vergelijking (verg. (17.28)) 

() if - ;f ~I 

1 7. 4 7) ~ j - i.f 3 J ~ 0 

d.an is S = o blijkens ( 17.46). s heef't dan kennelijk q.e index 1, 

Tenslotte kan 1 de index 1 hebben en nie\,._aan ( 17. 4 7) voldoen. 

Kiest men ~ dan laat zich ui t ( 17.JB) eerst X be1)c::,1er1 OJ? een addi-

tief s-cuk na vvelks ov~rEc1uiving met ~A en dus ooli: rcJ.et IA'), nul is., 

Bijgevolg is dan ook j + s ea daarmede S bekend .. Zij de alge:r;;ine op-

lossing, van (17.38) voor 9 =-o endus ~-=o aangedu:.d. met~, dan 

is weer de algemene o~_>lossing van ( 17 .. 38) van de vorm 

waarin 
Er zijn 

17 .49) 

( 0) 

( 1 ) 

( 2) 

(3) 

p C f + f I 
een willek:eurige niet speciale oplossing van ( 17. 38) 1 s. 
gevallen~ 

~ = constant; S -= -S3 ; X : t! , stroomlijnen in dragers 
...i ( rotatiedragers) 

~ index 2 9 S -= - S 
r 
§ ~ndex , ~ oplossing van ( 17. 4 7) ; .S ::: o 

geen oplos;;;;ing van ( 17 .47); S uit ~ af te 
le id.en~ 

Voor 1Z-:n,ver-v2~l~ ~;reor het geval (0). We blijven bij dit geval, 

en gebruiken wceJ: (;_.::; •.1•)·•~1;:,tisvergelijking van § 13" De vergeli;ikingen 

( 17.38) krijgen 62::~ •-:7'"'~"' ce vorm (17.41) en de~:;e gaan over in 

17.50) >(A c:: 0SL x0~~ _ 0\1 
J 

-terwijl (17.46) 

17 •. 51) 

:De meest 

17. 52) 

+s 
in JI< j \t/). rieef-t. 11L:t~d e _;D:tt: 

. d( WA ci.J~) -=: J~~ d·t, 

w~ fi :: S -1- s 
o Vv\, ·-------

waarin s;i 
vallen: 

een will0:keurige functie van ~ ~ J W).. 
C 
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(1) ~ 

17. 53) 

homogeen graad O in W;. ; S : - C ; Speciale c~ -trans-
,... ( K a 

f ormatie T d c-'.) lii:.., t namelijk in de (n-1 )- 't"ichting van W" 

( 2) ~ homoge :;;::1 vnn de graad 1 in ~ ; ~ -::: o ; alg,eme11e C3 -trans­
formati e 

r ::n:u:1:•: orrr:.at i e. 

De ( 3 -·t;:,::,m'.f:f:>l·mc.ties zijn in (17.22, 33, 4.:.i :: .. :. :<.) '' ~-elf 
mee voor de da,q; L_:<::\-:)•:Ba. 

Hier volgt een •J✓ E.~:-zicht van alle infini tes:j 

formaties: 

c:o::t ar.n:;+.rans-
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£ = 0 

cl~k '::. 'c) f' dt. 
◊~ 

SJ w-'>. - - ~dt + f w~Jt 
1~~ 

C, : ( F) :: f-; r willekeurig 

( f en f geven) 

C1 : r-~ o ; f willekeurj;J, 
( alleen lJ geven) 

C 3 : ( r-, = ,f"' ; f = o 
( alleen f geven) 

i, = 1 

t"J0 = - w) d f Jt + ( f+ SI) dt 
•· . ""'cw~ 

t' ,/\-= o f dt 
~ <)W~ 

t W:i ~ _ o F dt ·+ w,.. cl r di 
~A ~o 

f".; C, ~ () ( dt + WA d J ) = 

= d t dJ, ( cl(\ w ... cl r)) + ds dt . 
~Q C"" II c' 

C, : s : o ; f willekeurig; }1::. ~!~ 
(alleen f geven)t=i 

(:,_: of: o ; S willekeurig, 
\tO f °c=i ( en S geven) 

C3 : s = o f -=- "") r ::: o 
':!( alleen f geven) 

tf" , JL en S heten voorzover ~ij gegeven moeten worden om de 

contacttransformatie vast te leggen de chaf_§_!t'-".£.JsiJ._~~ fu11cties 
der infini tesimale G -transformatie~ 



§ 18 Haaksyp:1bolen v~n Poisson en van Lagra~ 
Zijn v 1 en v2 functies van de! ken w~ dan is 

18.1) 

het haaksymbool van Poiss"'n. ls ( v, t v2 ) = 0 dan heten v 1 en v 2 
i.n involutie. 

-Zij:n !, k en w>- functies Yan v 1 , v 2 en nog andere variabelen, 
clan is 

het haaksymbool van Lagrange. Zijn er 2n variabelen 

18.3) 
v 6 J b = 1, •••••• , 2n dan volgt gemakkelijk 

(vor,' 't ){vt,, "cJ == tf'<>i,7, j ~;:6Jt = ~-····JJ.11, 

Door uitschrijven bewijst men de identiteit van Jacobi voor ( ) : 
18.4) 

Ben dergelij ke identi tei t geldt !_J.iet voor { J • 
Bekijk nu een willekeurige transformatie in J k, wJ: 

18.5) 'cK I I< .!< 

~ = (f)(f;w>) 
½ I ~K Ll\ = ~ (J JW) 

die omkeerbaar verondersteld word-I: .. U.'.t j 2 d.J . .::i. c1: alleen dan een 
c2- transformatie indien er een functie..il (~~ ~ '-./\.1) ) b8Staat zo 11:t.t 

18.6) 

of ook 
18. 7) 

18,.8) 

w 1.L :.. 
r- a;~ -

Door differentiatie 

1n , 
oj~ 

6 E f­W.,.-~-
I ·vw u ~ 

van t 18. 7) vindt men 



1 e. 9) ~ 
uJ. d] I 
r -aJ>-

. 
) 

geen rotatie heeft. Maar dat is precies ~t (18.7) ook uitdrukt. Bijge~ 
I 

volg is ook (18b8) een stelsel condities, n.e.v. opdat (18.5) een Cf-
transformatie is. De matrix van de Lagrange-haken van~' t •. • •, ~ n., ~ 

I 

... • •.. ' Wn, 
18.10) 

in deze volgorde is 

0 +J 

0 -I 

-1 0 
0 +I 

-1, I 0 

0 •I 
_, 0 

·►I Q 

Dus heeft de omkering dezelfde vorm en dat wil zeggen (ingevolge 
( 18.3)) dat 

18.11) 

eveneens een n.e.v. voorwaarden is o:pdat ( 18 ,..5) een c2-
transformatie is. 

Gebruik makende van (18.8) en (18.11) kan men eenvoudig door 
ui tschrijven bewij zen dat voor twee willekeurige v 1 en v 2 de beide 
haaksymbolen (v1 , v 2 ) en l v 1 , v 2 } invariant zijn voer c2-transfor­

maties van«-.$ 1\ w11 • 

We werken bijna altijd met de Poissonse haaksymbolen .. De haak­

symbolen va:1. Lagrange komen minder voor, tengevolge van ( 18.3) Zijn 
zij echter soms g8mR.kkelijk voor berekeningen,.. 

Naast ( J::\ G-) ·i:reed.t nog een and.er h3.s.l:s~.-n:"bo-::>l o:p 
18.12) 

( ) 
, , .1 2> F p = h~­

d w~ 
Di t symbool is niet invariant voor C,..,-tre.11.sf.ormaties maar wel 

-voor c3-transformaties van f k, w X. Voor ~e haaka37r--1bolen met betrek-
. 'rk , ~ ' f 

k:u.:ig tot t. J 1t-,/A schrijven we (}!"', G) en (JJ7) , cri.J.8 
c-> 

18 .. 13) 

Meer 

I 
(F,G) 
(F)I 

~ j KI 
= (F,G) als J ~ W>, ➔ J). \/If-;, '>.dU 

rK ! J:: "i I 

= ( F) al s ~ ., w >. -> ;_) } ~-.1 ~ e (~ 11 

algemeen geldt het volgende: 

c2-transf. is 

c3-transf. is 

c1-transformatie c2-transformatie c3 -transformatie 

f U};,. d, J),, w A clj, A+ ,l D. --~--------r-- w ~ d j A 

(F,G) 

(F) 

(FJS) 

(F) +(D..J F) 

lF;, S) 

(F) 
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19 ., Contacttransfom&~i,f! ~n de Jntege&.tierheone !!!! Il~~}~on­
Jacobi. 

De stand van een mechaniseh stelsel :met n, grac:Un •n "TI-1jbeid ksn 
reg.even worden door ,Ji. getallen fx ; l =1• ••• ,1L • We OftdeT11111l~,__ bier 
lat bij ieder stel waarden van r een mogelijke stand van htt stelse:t 
1eo:rt .. De qk. heten de noodzakeliJke co<S:r;dinaten en de argeleiden 

·1e tJlt,f rL ,I( 

.9.1) e =1. -Jf-
Leten de tl,axies .De snelheden van alle deeltjea van het stel!"ei rijlt 

litdrukbaar 1n q, J:. en t(: . Dus is ook het totale arbeidsvermogen van 
1eweging een functie van de 'l" , 1, 1: en t 

l9.2) T = T(q\tf;t) 
re beschouwen hier alleen zulke stelsels waarvoor de bewegingsvergeliJkin­
ten zich laten schrijven in de vorm. 
: [ d a~·•z·-------"J"""hp-··-•- ·, 
l9. 3) ---···- -··········· - -··-~ = tJ . . ' dt J 1," J >-: l 

tfaarin rl, een voo-r···11e·t····s·te'isel Jrakterisd-eke en bekende runetie van de 
it, t;: en tis (fupctie van Lagrange). De vergelijkingen (19,3) 

~eten de vergelijktogen van La5range. 
Nu is 

l9.4) 

I 

~ohrijf't men dus 

~9-5) 
, ,J,,, J 1 f ) 

b1J welke 
~olgt 

iP,_ .? J'p: "II'- ( />. heten <le 11!'1?Ul8;ea, 

differentiatie dus 1 en t c<bnstant warden gehouden,. dan 

t 

~9.6) 
; 
1 

r-·······•··•···•····•·······-····•····· ................. •-···· 
1 I 4 ·~f 
I Of, I =- - _t/.~ di- i L lt I 

~······· .. •······ .. ··········· ........................ -__l 
~et 

~9.1> . [Jf-···~-·p:·t~ -L] 
~. H heet de Hamilt~ns~·h;·-·~~tie van het stelsel. Zoals H hier ontetaat 

a H een functie van 'lie , ti. ,Fl i 
In het apeoiale geval aat oC nie 

zulke mechanische stelsels da.t t -19 .6): 
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9 .. 6). . H·.·.-i_· ~- -eenatant 

it :ts een ,rergelijking in Cl1:. en 1;,J:. waaraan a11e '<>wle1S'&1ng'e~ van de eif­

eE9entiaalvergelijkingen van de tweede orde (19~3J. moeten voldoen., Dit 
',eet een eerste integraal van de bewegingsvergelijkingen (19.3) . 

. , . -~ 
Meri. onderstelt nu verder dat zich de t/., uit ( 19 .5) als functies 

er fJ"lt en t op la ten lossen. Dan mogen de t[_I< , f;. even geed a.ls de t{k , 
-i:.f'- 1 ala onbekenden van het probleem worden opgevat. Uit {19.4'.,5} volgt nu 

I /1 't·~ ·),_a J .. i/J .I 9.9} (Jl,r,;__:::. f1 ,. ,'1 + 0 ,.t..\ + O,.:.~ c{_,.,,,-
v V /'A~ 1, 1, JU,- -it" 

n dus ingevolge (19.7) 

: 9 .10) 

H , beachouwd ala functie van 'f>. , 'lk en t ook geldt 

ol fl ~ 4/i o-Lp/\ + }.i:!. rir k. +- ~ l:/. ol-1 
0 f'). ) ~k U T; 

9.12) 
fa) ~--Jr•:•=;·;•:=;-~~~---~ -f 7 

'1 l 1 _/ I l ' J-1 '"'\ p 
(b) Vrt - OlFT ( } t) _ OJ... -rt- - cEl C 7Y - --1t- · 

e vergel1Jkingen (19.12a} heten de ka.nonische vergel1Jkins~n van ~azsi~top. 
19 .12b} is een cone·e·quentie van ( 19 .12a) . In ( 19 .12c) moet men bedenken 

, . k J:. • .t. 
;at links /A en tl · constant gehouden worden en rechts ~ en 1., • 
' (19.12a) is equivalent met (19.3): 

9,13) [vez:!'l::1::j_kinr-n- v. Lagrange l = ~~g;;~ij~i~en-~:Haiii!Ttoj 
variabelen: c(- , 1'\ t variabelen: f ~ , l!A:. , t 

rk op dat H nooit homogeen v .d r eerste ~ra.ad in de P>. kan ziJn. W8:,_:t:_l 
, ,an zou uj_t { 19. 7) volgen . fl 

.14) ,;:_, = b t· -h -$f = 0 
. ~ ~ 

( 19., l2e} drukt uit.: Bevat p(,, de tijd rlet expliciet. dan /-I evenmin. 
;nderdaad volgt uit { 19 .12a) indien J-l de tijd niet exp11ciet · ,, 

. ':9. 15) 
,1 / • 

ol H - it Ad;,>- - f; ri{' ~ { i \f>- -f;. q; . 



j . Men noemt de ruimte der [J:. de co5rd1natenruimte ,X~t • Ieder punt der 

1Xnstelt een mogelijke stand van het stelsel voor. De beweging van het 
~elsel uitgaande van beginstand en beginimpulsies c{i:. = ti,,;:. , f>- = -P>-
i I t X' 0 (C 
t~r t = ,, beeldt zich af op een kromme van /?t,, gaande door het punt 
J en deze kromme, de baan, wordt in de tijd doorlopen. Door elk punt 
lm ;A1 . gaan <::x:/1verschillende banen, immers men kan de waarden ,/1-i , of t ].. ,J):. /'?, rt op hetzelfde neerkomt de ~:~;:Z.. willekeuri. g voorschrijven voor t = 0 • 
~ ,., rA..:f V k t 
; Naast de A,.i. heeft men de filrnruimte .:\11+f van de q en · . Daarin 
~eldt zich de werkelijke beweging af als een krornme, de wereldlijn. Bij 
I tk. t ',t .,J.. .-.. u fegeven . , 0 hoort bij ell< stel waarden tJ ten tijde 1,, = u een 
, k CI,, ?t 
fereldlijn. Er zijn dus door het punt ~? , 0 juist Oo wereldlijnen en 
~t ligt voor de hand te onderstellen dat van al die wereldlijnen er 
j , ; 
iaar een of althans maar een eindig aantal is dat door een tweede gegeven rnt r* , f gaat. 
i Voorbeeld: Massapunt in zwaartekrachtveld =3. Door een vast punt 
I J ~ 
jaan ~ kogelbanen. In de filmruimte zijn er dus door elk punt DO wereld-
{ijnen. Tussen 2 punten in de filmruimte is er een enkele wereldlijn. 
1 K . k I Beschouw in de co5rdinatenruimte twee punten f,. , '? verbonden 
l +- ., :i,, 
poor een mogelijke baan, doorlopen tuseen 1; en r . Varieer de baan 
I J. 1 -

.Ai I , ....-
l I .. -~···--- .. ·"· .0 ~ " v ..... ., . ...- _t 

1
9 .16 > ~·~~rt ..... • .... ·--·-· ······ ...... 

,,,/ ~ •. }t 

t/ .//qt 
I t~_,,.····.,,. 

~n voeg aan corresponderende punten dezelfde tijden toe. De gevarieerde 

~omme hoeft geen mo5elijke baan te zijn. Bepaal de variatie van//dt 
bussen f en { • J. ngezien f constant gehquden. wordt bi. j de variatie is 

19 .17) 

J) j '-' (V. \ t) C> r ~ tilt :: I [ l oil- = I (-1.-~ re le + l:+.- f i k ) J.I 
f 1 ~f Jf d fk / J f . 

- 1( I cl d ! '\ f:qk +- d p r 0/(. 7 d I - r ci, / J J:. [o k 
- 1 --:-r_, -,,•-=-.. , l ____ .1,.. 0 I . r· ·'r - J \ ""'-·.··r: l,. 

to<-"¥ ,;,::i." / 1 'l. k .,. / .1 "' 
~ ~~ Q ~ t Ctq 
7 . 1 " 

,,."','°'\ \ k 11 p\ rt 
'"I"- I ca (al\ ( ~.--:-·-·· lt ;. 7 ""-· lt "" d lf 

[J C[k / :: ~ i ' 7fi,T ./ ::. 1 f 

¼evo lgtrekkingen: 

1. Zijn ftA: = <) enff\:odan isjr:f,t,t,... 0 ~ D.w.z. de banen 
1 ~ r~ 

~ijn die krommen waarover de integraal J ,1..,it voor iede:r baanstuk extreem is. 
:Bij ver~ttedifferentiatie blijkt dater we~kelijk een minimum optreedt). 

2. Zijn qk , t en ( k , t· dicht genoeg bij elkaar dan is er 
1 .t ~ 11 

naar een wereldlijn tussen. Er zijn dus C>o wereldliJnen. 

3. De Hamiltonsche variatievergelijkine; 
---t--•····--· 

19 .18) : ~ ( f o[.{ ::= 0 
-i 

' (. 

1-------. L .... .......................... ··-·········-·-· 
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equivalent met de verge11Jk5e~ van 1!:gilffinJe (19.~) en dus ook met het 
lsel ka.noniscre vergeliJkingen (19.12a). Inderdaad volgt (19.3) uit 

9.18) zoals men direct uit de herleiding (19.17) ziet. 

De filmruimte bevat nog r;ieer dan de 6,o,.hl. wereldlijnen. Bij elk punt 
, ort namelijk ook nog de uitdrukking 

.19) l I.A· = -- H JA + 1>- olq, >. 
k I 1J 

·d!.'t;•lG:'dt een Pfaff' sche vorm in de varia.belen l'I en C zodra de ll en de 
"-. k t j-/' l, k. t •r;.. in ( en . zijn uitgedrukt. is al uitgedrukt in .,,f>. , q en 
s het komt er op neer de .1f)... in f k. en t ui tgedrukt te krijgen 

.20) 1;, = ~ (1~ t) 
it zijn blijkbaar 1t eerste 1nte~ralen van het stelael diffe~entiaal­
ergelijkingen van de eerste orde. Dus: 

Beschikt m~~ over 1i- eerste inte5ralen van het probleem ~~ruit def'A 
en dus o_.8 k de t ) als functies van 't,. ~ t kunnen worden opgelost 2an 

, e aalt ~4, in de f1lmruimte een bepaald covar1an;t veetorveld. 
p ' 

Heeft men ¢<..,jialleen maar op een factor na gegeven dan is het zeer 
erkwaard1g dat r1--..,,l.f toch al bekend ts. Stel nam.elijk dat we v1nden dat 

19.21) /_di- :: 1td,i +fa.if>. 

waarin 1 
- I 

k 
bekende functies van t, en t 

19 .22) LJ = - ol.. A_ 0 11 f' _; f>i = exp>. 

zijn. Dan vinden we dat 

wa.ar1n 6u QI.. nog onbekend is. Maar aangezien H een bekende tunctie van 

fA , et< en t is 

volgt de oZ -vergeliJki:9-S 

19.24) 
uit welke vergelijking cJ.. steeds kan warden opgelost { aantal verschillende 
oplossingen mogelijk) omdat imm.ers de tunctie H n1et homogeen van de 

eerste orde 1n '1>>. mag zijn. 
Gevolgtrekkingen: 

1. Bij elke riohting in een punt de?' r11mru1mte hoort sen enk:ele 
.n. •r1eht1ng- .en..,een enkelepcovaria.nte vector met die 'ht ... richting waa.r .. 

van de bijbehorende vorm J... ,I.,/. is •. 

2. Geeft men in een punt der filmruimte een /Ji -richting door 

de verhoudingsgetallen J1o : 1'31 : ••••• : /d1i. dan geeft iedere retile op-
losaing der f1....... -vergelijking een covariante vector met kentallen - H ,,if Ji 



·Ir. k 
en aangezien men '{, in f) , ( en t ka.n u1tdX'Ukken 11ggen 

nook in dat punt zoveel verschillendc oplossingen voor de verhoudinga­
etallen iff: Dlf": ••••• :d'l,h: d,1 d.w.z. zoveel mogel1Jke richt1ngen 

'· an wereldlijnen vast a.ls het aantal re~le oplossingen der c:<. -verge-
ijking bedraagt. 

3. De richtins van een wereldlijn in een punt en de fl -richting 
1e daarb1J hoort heten aan elkaar toegevoef>d. De toegevoegde _,, ... rieh-
1ng ;~ e~nduidig bepaald, de toegevoegde richting ~· 

4. Iedere wereldLljn :1.s bezet met '7?-richtingen (zelfs met 
tvariante veotoren). · 
en· punt + 1ft -rich ting in dat punt heet een ili!!!_~l}!. Een punt + covariante 
eetor 1n dat unt neet een vectorelement. Iedere wereldliJn is dus eea 
lementenri en zelfs een vectorelementenrij. 

Elke elementenrij is volkomen bepaald door een punt en de richting 
an de wereldlijn aldaar. 

Elk element behoort tot zoveel elementenrijen als het aantal re~le 
ortels der oZ. -vergelijking bedraagt. 

!eder element kan voorkomen als onderdeel van een elementenrij. Van 
e vectorelementen zijn echter alleen die mogel1jk die voldoen aan de 

. . ;i.,n +I .'2'11 +~ 
ergeliJking (19.23), dat z1Jn er in totaal C>o van de ¢0 beataan-

,,.,_ 
e, te weten C>o in elk punt van de filmruimte. Hoort een vectorelement 
iertoe dan zeker niet het vectorelement dat ontstaat door in dat punt 
e vector met een getal te vermenigvuldigen. Dit is de reden dat ieder 
lement zijn vectorelement (een- or meerduidig) bepaalt. 

5. Heeft men It eerste 1ntegre.lcn wae.ruit zich de ;). ala ·f'unc­
ies : van '{JC. en t .laa.t oplossen., dan heeft men in elk punt der filmruimte 
en covariante vector en bovendien een daarbij behorende wereldlijnrich­

ting. Men heeft dus precies een congruentie van wereldliJnen, d.w.z • 
• 

wereldlijnen waarvan er door elk punt (v.d. filmruimte) precies een gaat. 
Iedere wereldlijn ie tegelijk elementenrij zodat men ook heert een .£.2E_­

ruentie van elementenri en. 
V66r opmerking: een congruentie van wereldlijnen is in het algeme-en 

niet zo dat de 1t -richtingen zich aaneenaluiten tot ex/ X,,.1 11. Da.arvoor 

zou de vector -H ~ '?">. de gelijkvormigheidsklasse l moeten hebben (d.w.z. 
op factor na gradientveotor moeten zijn). 

6. Meetkundige betekenis der kanonischt vergelijkingen van 
.Hamilton. 

:.m+f 
Beschouw in de filmruimte alle &:J mogelijke vectorelement.en vast-

gelegd dool" de vergelijking ( 19. 23) • H is dus als f'unctie van /;11 , f k en 
'tgegeven geaacht. De eerste vergelijking van Hamilton 

19 .25) = bekende functie van .,/?, , f k en t 



I 
:tgt dan de voortschrijdingsrichting 

:fs ter plaatse de ;/J>. = ,;/g-11 ( dat is 
t~. De tweede vergelijking 

h)( • t vast van een wereldlijn door , 'v 

0 
de toegevoegde "1\. -richting) gegeven 

I 
~ 

•···~. 26) 

l 
l ""' H ~ l ~--1~- = -·- ~L.) = bekende fuhctie van ·f>i , q en (.. 
~ 1q A rgt vervolgens de vera:ndering van ✓h. vast bij een verple.atsing van ! 

.~ de richting van de wereldlijn die door (19.25) werd vastgelegd. Beide 
Jergelijkingen samen gaven dus, popul:ciir gesproken, een soort breiproces 
~ A tan, waarbij men uitgaande van /P) , q , t de hele elementenrij af 
j II) • Q I 

tan breien. 
,t , .," > 

~ ~•,,•· 
t" Bij de pogingen de kanon:1S~he vcrgelijkingen te integreren ligt het 

foor de hand_ te traJhten de variabelen .,,,). , qt. te vervangen door andere 

fariabelen Jf , (? functies van -f,).. , q ...t: , t zodat de vergelijkingen 

run vorm bewaren. I~ f laa~-~ van /<(H { f). ' q I< , t ) zal dan in het algcmeen 
ten andere functie ;:J___ ( Y>. , f , t ) gaan optreden en men kan proberen 

~ie nieuwe functie zo eenvoudig te maken dat de integratie vlot verloopt. 

' Naast de coijrdinatenruimte X. der q" beschouwen we nu ook de 

~hasenruimte (Gibbs) .:\,,t van v·f~ ~\ 1 ~ : In de X11 zijn de kanonische 

~ergelijkingen equivalent met de variatievergelijking van Hamilton. 

~927) f(JJ.J _f((A10>- H1 Ii... okf)),J-~ -·-0 i- • ) y-(1/.,"(' -•• I ,-,~ vt, - \J'}) "£ } /; I,"(..•'!'• -•- • 

! v V ,. / 

I V 
~arbij de baan gevarieerd wordt in de l\,1-t .. • In de phasenruimte bepalen 

de ip'A en qk. als functie van t eveneena een kromme, de phasenbaan .Nu 
zij,.n de kanonische vergelijkingen evenzeer gelijkwaardig met (19.27) als 

~en de integraal neemt langs een· phasenbaan en de variatie voltrekt in 

de X2.4,. ( bij eveneens vaste eindpunten) • Inderdaad in ,de ):~th zijn ,,A 

en q~ onafhankeliJke variabelen en men krijgt dus ( t varieert weer 

niet mee) 

r J."',. it, A + ,f J ol l - ~-H_ Lti,, M --1 H f ff ... ,LI -
.., trf,\ r rJ(' <, 

19 .28) 

j{W-l~ )01'~ -{f, +{f, ll}M +jtl(p,Jt 

waarin de laatste term nul wcrdt door de grenscondi ties ( f fi:: = 0 ) en in 

de eerste term "'I't> en q k onafhankelijk gevarieerd mogen worden. Inderdaad 

ms de variabele dus dan en slechts dan nul.wanneer de kanonische verge­

lijk~.ngen ( 19-12a) geld en. 

Van. 'de nieuw in te voerer. variabelen 

l9 .29) 
~ Cj; ( 1) q,) +) k ~ (~o/, ~ - . •') 

; Iii ..... 

~K (pk ( J); 1) t.) -
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,; n we nu eisen dat 

.:,o) 6 J (~ ~A - 'R_ (9,1'{,t)) cl,{ 0 . 

............. ___ 1s_v..;.a...;..n (19.27) en (19.29). Dat wil zeggen, 1nd1en 

1J,r I J: kJ f\ cl__~/ . ). H { \ (/) ',->- 1, { 'f) {(! t } 
. 31) j ( 1 4 J J __ ... _ ~,\ q -- f 1 f 1 t) - •).. (1 + l(. , , I.{':, _ • 

n eisen we dat 
,,...., /" 

.321 h J JCT. 11J) d-4 = o 

. w.z. dat (1J,(f,f?,,t)dA· voor ~ krommen tussen twee willekeurig gekozen 
nten dezef..rae alleen van de ligging dier punten afhan~ende waarde heeft. 

I ar dat kan alleen wanneer'i.j/iA-een volledige differentia.al., d.w.z. dat er 
n functie f ( f>, ([ , i ) be1staat zodat 

1// - d ,f. .33) T - t1.f . 
t gesubstitueerd in {19.31) geeft 

.34) - H K,I + 1)A o{ 1A = -- 1<. cU f- 9; cl.q k ·I- d.. I (Y; f J t-) 

n dat betekent niets anders dan dat • de transformatie der :!t.>i +1 variabelen 
-H, h ; t # 't,l( in -''k , ~ ; t , ~ een contacttransformatie van de tweede 
oort is. Om de regel van _§16 te kunnen gebruiken in dit geval waar 
e variabele t niet verandert schr1jven we in plaats van (19.34) 

9,35) 1i.s +- ('k-H)aU + f>. tl f' =- d..S t- o d. T + fx 1' 
r 

_, - 0 / . ·····. ,.,_ 
~ - , ,, >",rl.. 

9 .'6) tls +- f« if'· dS + t d. ff"" j tt0 ~ t; --b0 = ;t!-H 
lf O = -r _; /~ :::: 0 . 

n construeren volgens de regel II op blz. 45 een (, -transformatie 1~oor 
ie variabelen $ , f,:,1.. , r:t1. ---;ii' S, J;. , tpol. en wel zo dat .~ = () wordt. Ver .. 

leel due de jfj.. en {ti.. in 

L9.,:,7) ; a.. ::;: -1~ -. . . . ) -r:, 
:x I.J - T. +-1 ...... , .. ,i,.. 

.> J(J - I , 

en construeer ee:b f,}.U.:ti,3 v··· van 
ti {'. 0 a·c\ q ) q ) ,,b,r , C9 , Cv ., r,· 

( ·I.. l. · l . . ' 
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Dan luiden de verge]jkingen voor 
d ,, 

de rneest a~mene contacttra.nsrormatie 

== i~ -·--v.~ -·- -·- ·Po Of I 

• :59) 
~ 'l / 

V ' -·J 0 a -- - ✓ft;.. 
l 

\ ) / :c. 

11··_ CZ 
\ / ·1 l: 

\ ' / 
/': ; / 
l,/ V :::::. -

J J~ 
, wanneer l_,. onafhanlcelijk wordt 

,1· (n 
gekozen van v' t 0 

• 40) 

• 42) 

-

-.. l / 
-·- () y" ---· .. ,... 

c) t ' 
}f 
J .,j2x 

H .. , 'I 
- (j y' 

-;,it (,,• 

I! 
+-1, ..... '1 

.)' _ 1 . --· 
11 - ~ ,> 

we b.v. "1_, ""' '--=""h .. dan ontstaat 

we daarentegen 0 = /h, , t,_ = 0 dan 

. Jtl (01; JV 
.,,,-/:)/1 ::=. - ~··-··- ) ( = -··- ' ... ~ ·-
' dd" ;; (i) l- ( . .I ~'t:, 

ontstaat 

'I / 
I'.~ '' - .,."/ V 

tit 

1nderdaad is dan 

~I )- 0 _J 1/' {"tJJ 1 • ) 1 "\ ;.. ( t (il ). \ .1f A (I{. f - v1 u.-r + /''(- H ol:f -= -·- J .. -~ d.r -- o l 1 ) ) 

i _ ... l.tc1. i; __ a,) 

····:,i'l,,, 

( ( \ / 0 r11 1\) K. 
- - {), . . V + l). '1.' =volledigc differeni:. 

· tiaal 
\ / k ~ . 

...... rrachten we nu voor het eer3te geval v ( f , fl. , t ) zo te krijged 
1f!.. = () wordt. We schrijven ,P.,_ inptaats van-ll:Dan is voordezeR('l/1>~) 

! ,p Cl) '\ 0 
ll9 .. 4 5) ~f >, = JL__ ) I~ :: -· ..fL::\-

~n de voorwaarde 'vo~r 
0; 'is C ,r 

h9 6 46) _c~Jl__ -· H (/) A ) 1 1\ t 
I o t 



of bij substitutie van (19.45) 
\ '"?;;F2 v{ult k1) .. l 

19.47) { T"[ = - fl ½~_:__9 ,t \ 

waarbij men moet bedcnken d:-:-~t )t bij een gegeven mechanisch probleem 

een gegeven functie van /::> ~ , 1k ~ t is. 
(19.47) is de differe:nti2.alvergelijking van Hamilton-Jacobi. In deze 

vergelijking spelcn de Cf!<: de rol van n onnfhankclijkc, parameters, er 
wordt immers in de vergelijking (19.47) naar deze qk helemaal niet ge­
differentieerd. 

Stel dus dat we een oplossing vinden van de vergclijk1ng van Hamilton 
Jacobi die '71 onafhankelijke integratieconstnnten cf,\ bevat, dan gaan de 

knnonische vergclijkingen door de contncttrnnsformntic 

19.48) It;; A ~ M ; 
D9 A 

over in kanonische vergelijkingen met 
lijkingen luiden dus 

19.49) 

met de oplossingen 

19.50) 

clfi ~ 0 
dt 

p 
",\ 

a F< 
;:; - - ). 

0 (J 
• f(),k '-t"J 
~ 1 en I\ = 0 

d. CS/I< 
- :::0 
cU 

/(J kl k t 
L4 CtJ>-., 1 > ) = canst. 

en deze verge-

iwaarui t de ~ \ ~n 
i /\ 

q t als functies van t kunnen word en gevonden. 

' t, Men kan ook zonder gebruik te maken van de theorie der contacttrans-
1 ·. 

~ormaties tot de vergelijkingen van Hamilton.Jacobi komen. Deze tweede 

fethode geeft een inzicht in de meetkund1ge beteken1.s van de functie 
! We gaan terug naar de filmruimte. Door twee punten van de filmruimte 
l 
~ie voldoende dicht bij elkaar liggen gaat slechts een wereldlijn. 

pe integraal q,t 
I () /" 

i ~ ~J' cC d.t 119. 51) t 
! t'• !1s dus een functie van 1c. I:- $ ~ , 9 Ken t . Nu is bliJl{ens ( 19 .17) bij 

!variatie 
! 

' j19.52) 

baar de tijd constant gehouden wordt. Maar ook geldt 
' I 
i 

119-53) 
i 
I 
,lzodat volgt 
'I 
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19.54) ol< = /0 } /t' - J aq ,t I K° 
0 9oK 

11,f I 

Houden we nu 
' 

t vast dan wordt Reen /fl Q 
functie alleen van ? Ken t en 

we hebben 

19.55) 

rO f ( z i e 19 . 7 ) 

19. 56) 

• 
- }{_ (' d .Q .. K .1 \ J' ::: -K' 1) r.,1 

2;q ~------· ·-·-------
en 1?. is 

I.> 

'noemt R. 
dus een oplossing van de vergelijking 
opgevat als funct1e van 91< , t , ct'< 

van Hamilton-Jacobi. ~en 
, t dus als tweepuntsfunctie 

10 0 7 
. de eenvoudige eikonaalfunctie van het probleem, Daarentegen heet dan een 

algemene oplossing van de vergelijk1ngen van Hamilton-Jacobi de algemene 

eikonaal. (In de litteratuur is er geen eenheid in de naamgeving.) We 

gaan het volgende bewijzen: Iedjf'e oplossing 'R.(1 7 () kan warden gevonden 

als men de eenv~udige eikonaal K ( 9./:) heeft. Ga uit van de vergelijking 

. (19.56) waarin )-(_ een bekende functie is maar neem verder niets aan.Men 

mag t~r afkorting wel pl( schrijven voor ~ wanneer 'R. een oplossing is, 
dq K 

·maar volstrekt niet aannemen dat er tuaaen 'de 7 en /J'A kanonische ver-

gelijkingen bestaan. cJJ( JR. 
Is 'R_ een oplossing aan bepalen -V en -p een constant vectorveld 

in de filmruimte en dus een h -ri~ting .,:'.},el/punt. Omgekeerol i1aal t 
elke h -richting in een punt daar~t'( plaats~aarden van °J en --, • Want .,~ . oi: o(' 
,die n-richting bepaal t 

na zodat men voor O'R. 
M 

een covariante vector alleen op een getalfactor 

en o.72 vergelijkingen vindt van de vorm 
ocf'' 

:::. Q( C 
0 

~R 19.57) 
ot 

waarin ., ... ,c1; gegeven 

> ~ ::. o(C' ~>-- ,,.. 
I zijn en o< ui t de o<.. -vergelijking 

19.58) 

kan worden berekend (er zijn meerdere oplossingenmogelijk). 
Ga nu uit van de· een of andere bekende oplossing K.. ( 9 K_/:j van 

en neem een punt q k: , t op de X .met de vergelijking 

(19.56) 

6 a- n 
K. ( a, t J:::::: e ( c=bepaalde constante} 

1 :,1 oR ~12 
19.59) 

Daar ter plaatse hebben we dan een covariante vector T>-, of: rakende 

aan de X . Door OK t construeren we een kromme vo1Joende aan de 
h lo ' O 

eerste kanonische differentiaalvergelijking 

19.60) 

waarin /' .\ niet s is als een afkos:-ting rechter lid van (19.60) 



is dus een bekende functie van a K en 
f 

gewone differentiaalvergelijkingen van 

I . \ ) lt dus "ry simultane 

kenden ({ K • De oplossing zou verplaats 
orde voor met de onbe-

van 90 , $, ~:er de )('J h een congruentie van Q"-:) 

hulpvariabelo f').. geldt 

19.61) 

19.62) 

Maar aangezien 

df) >.. 

c)t 

a f\ 
2) q I{' 

' 

19.63) _'q__R( c/r, -c J 

is 

19.64) 

en bijgevolg 

19.65) 

6t 

(zie 19.60) 

dp>­
:::. 

a_t 

::: 

~ -

--

·n door elk der /,,h een. Voor de 

a _Jx_ " d72. 
= --·-:; 

dt 0 Cf, 
),, 

2F: d t 
I 

o: ;:. <>t k_ ----
" A A Oa). Jo 'J? 

I '· I I / 

ff ( K ) dK 
- .J '- \ f' I\ '9 ) t J ; /-" ;;. ;~ i\ 

I 

waarui t volgt dat nu f' A langs de krommcn der congruentie precies aan de 

tweede kanonische vergelijking voldoet. 
Uitgaande van de functie }( zijn we dus nu in de filmruimte tot een 

congruentie van oDh wereldlijnen gekomen, die blijkcn wereldlijnen van 
het mechanische probleem te zijn dat juist die functie als Hamiltonsche 

zn 
functie heeft. Dat probleem heeft in totaal cO wereldlijnen. De ge-
kozen oplossing 1?..(c:;Jt}aer vergelijking van Hamilton Jacobi pikt dus 

ln n h 
u1t deze oO wereldlijnen er juist ~ uit. Deze 00 ~jn elk elementen-

rijen en de ,.-h -richting in elk punt is gegeven door t~ , ~} . Al deze 

h_?(1 :X' C/ ✓h-richtingen vormen dus ::>O ti .S namelijk de · S met de vergelijkingen 
Ir: I h 1-,(1 , y=constant. Dus: 

Iedere oplossing </:(r~~j van de ver eli kin van Hamilton Jacobi 
l.egt in de filmruimte de C>O x., 1 s 1( 1~tJ =constant vast en een C<:_ngruen­
tie van 00 h elementenrijen waarvan de m -richti~en overal aan de )( h I s 
raken. 

Langs 



a tl 
waarin P>-- afkortend staat voor "5" >. 

/ I< L \ / k L \ C,9_ 

Neem dus op €8n zo'n wereld-

lijn 2 punten I,__~ J C0 ) , ( q_ , ~) , dtn is 

l~q l) "''D(·'q I: \ - ;t1·-P:S(r, \ A1 di. t) ( q t L) 
"--' I - ··r\~. ;; ' o) --- :,1,,,, li\'\._ q_, t)er11 1;: :;:; f'\_ 0' () 'q) C • 

q"' /) . 

Men kan dus iedere oplossing ·t\ ( q, ~ ) construeren door 
\ . 

1 e. een niet ongeschikte X,., te kiezen (bij de n -rich-

ting in ieder punt moet een reele richting van een 

wereldlijn horen) 
2e. de c,c1 wereldlijnen die door deze wereldlijnen warden 

vastgelegd te construeren 
3e. op de xh te stellen ,--~ ( g, I:) = <;; en vervolgens te 

construeren 'l 

~ (q,t );:::<; + j~d't 
q 

langs iede~e wereldlijn. 

) 

De bijzondere eikonaalfunctie voegt aan ieder stel van 2 punten een getal 

toe. De algemene eikonaal voegt aan iedere combinatie van een Xnen een 

punt een getal toe. In beide gevallen moeten de punten of het punt en 

de X geschikt gekozen z1Jn en zijn er soms meer oplossingen mogelijk. 
t"\ 

Trekt zich de X samen tot een punt dan gaat de algemene eikonaal over 
n 

indde bijzondere . 

~ 20. Vectorui tgebreidheden. 

Het stelsel van 11"1 - t"!? onafhankelijke vergelijkingen 
X ,, <K "\ 

C ( ::: \,\_I ' :.:=- () • 
I \_.(' \..l ~) 

,,--,..-,.,l ( ..._K ~ ~ o 
minimaal regulair in (; _,c \ , VI.\; ~ w>-. =/- 0 ~elt een sys teem van 

covariante vectoren in X1~ voor. Dit heet een !) L = rn -dimensionale 
• 111. 

20.1) x :::: rn -4- 1) .••. , . t n. 

vectorui tgebreidheid. Zijn de vergelijkingen hor,..ogeen in \,\IA ,dan heet 

de ·Jc homogeen. Een homogene 7.fl bevat naast een elerre nt 1 K '-/\\ ook 

alle ;;ementen van de vorm Ji-., •~- V1./A • Ui t een homogene ""6t-n' kan men door 

op continue wijze in elk punt een element uit te zoeken een niet-

homogene ?fl . ma ken. Di t niet eenduidig bepaalde proces beet dishomo-
1Y1- I , .,. 

genisatie. Omgekeerd kan men uit een niet homogene O C op een en 
'j\1'- I l'Y\ - \ 

slechts een wijze een homogene /Jlrvi maken. Dit proces heet homogeni-

satie. Behalve door de nulvorm u~._0.1) kan een Olm ook gegeven wor-

den in parametervorm 

20.2) 

b) 
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l'J-,~f .oi,\ \)l t 1-1 0 

minimaal regulair in tJ L,(.,,~l,ilwaarin bij Y~,, de waarden c; ~ \A/)... be-

horen. Is de ~f'( homogeen da~ kan men de parameters altijd zo kie-
i; I,( '* zen dat de ;. homogeen van de graad Oen de v,../~ homogeen van de 

graad 1 in -Y'tt· zijn. 
\,. 

Is r de vv>- -rang van ( 20.1) ( =de rang van de matrix der afge-

leiden naar ~;~) dan kan (1.1) altijd vervangen worden door een stel­

sel van de vorm 

r::- ( ~ i< \ 
a) l(3 \/, \1\/)..)r.C 

-. Ot. ( ,·• 1, , 
b ) L~ ,rt ) C> 

F G~ De 0 hebben een rang r t. o. van \/\\ en de een rang '2n - m -1~ 

€ ·~ t.o. van r,. • Dus is ·::.n.1·11-r ~ n en dus 1~} n-rn. 

( 20.3b) st .... elt een X,.; t::; !"'t)-n-t 1~ voor, heMeldgebied der OL1,,. Bui ten 

dit gebied zijn er ge~n elementen van 'o'C....... -1:: heet de dimensie van U(_ '" 1~, 
In elk punt van x\.-, zijn er ,/\Y\-\; = t.<.:" 11-r covariante vectoren. Deze 

vormen in dit punt wat men een 1~) ~ noemt, Dus is een u{ een 11l -
.-' ,n - '-' h1 -- •v;.,.,..,_t, 

veld over een Xt. In de parametervorm ( 20.2) is t de rang van de f'I 
ten opzichte van de 1li omdat dan ~n alleen dan uit (20.2a) precies 

n - t. vergelijkingen tussen de ,3 kunnen warden afgeleid. (Eliminatie 

theorema.) 

fl""""'. Uit de aard der zaak is t. geen invariante bij (~ -transformaties. 

!:5-:::::., Uit de F>' in (:2'0.1) kan men de volgende uitdrukkingen vormen 

in alle nulpunten van (20.1) (d.z. alle waarden ,lK~ ,~'\•die aan 

( 20.1) voldoen): 

\I X \ ,. L 
r\ ...... , \I\\ '\\:;: ii. 

(.' .;.,.. __ _ 
chN> voor 

X 

f = () 

Y. ') . \ \/ ,, dd· ( p· X) F .Y ) 
)I.:. , y == IYI + l , . , •.••• ) 1.1'1 

I"\ ::= 
I 

Gaat men over tot een equivalent stelsel 

dan 1s (basisstelling) 

F )(:::: o (basistransformatie) 

(, F x') ' 'JI.., i r- x \ ( -· ><) . :: C x ( r ) \"('\(),\. r · 

( Fx: F~~t (' c:· (F>~) (rn,,o F') 
waarin de (: functies van J '<, \."'\ zijn. Aangezien \,< x en 

maar voor elementen der oC gedefinieerd zijn en voor deze 
h"\ 

volgt dus 

20.6) 

I I 

I\)( a C: Kx x, ') ~ n·) + 1 , , ••••••••• ; 2.11 ; 

, I I I 

\,< X y - C I( C y l< l( y 
- X 'j 

1 I )' \ x,y: (h"'l+-i,, ........ ,(2-n). 

,xy 
\·\ alleen 
Fx 

= L) 



Kxy 
heet de Poissonbivector van de van (20.1). = 

wanneer de Ulr,., homogeen is. Ui t . \( 

rianten voor coordinatentransform.aties en 

'.(~ worden volgende inva-

transformat afgeleid. 

20.7) rotatieklasse -------------klasse 
: rang van 

: X 

X':) 

van '< \.<X.\J 
, I 

de index 

Indien r:~, 1 en ~- ";·, is de 

k : het grootste oneven getal !~ 
{ : de rnng van x , dus t'.. = 1 voor .· x 

t< i( i:: 0 en t,· ., 1 voor !'\ = o 
"" een gewoon vect~rveld in . X n • Dan 

I, 

gaan 2. ~:, , r\ en 
p~ 

en is .__ = 1 • 

over in de lijkvormige ianten van dit veld 

Het gedrag der invarianten bij C -transformaties kan nu gemakke lijk 

worden afgeleid uit (20.4) en (18.14). Men vindt dan 

20.8) 
. C 1 -transformatie 

I _\t l· \ ,\ (' ~ 
\N \. C! \: = u \A/ \ C\ ~ . 

....-, ('"·' / _;\ ... 

"' l 2. -transformatie 
.o 
L, -transformatie 

::i 

---------·-----.....------------+-----------
K >.\I 

/ 

1 ( \/ xv . ex: .KYJ 
- r\ +2U\; 
/A.A. . I 

waarin: 

v :x de~ \ l/ f x" ~) 
., u• 

/ J 

\ d.e~ l ~ \dq_,u 
/\ ::;:::;::;;;- "1 - \A\ -•--,,..,----

;. c) Vv':\ 

K 
xy 

····----
\,,( X . \ K' X k"' / /""') \ j " ) 
l \ :. 1' 4- C .J L ' Y'\ ....... ____ ---------1---,..----------'--__,_ _________ _ 
en hieruit volgt 
20.8) 

cj -transform.a tie 
f''-i. 

l. -transformatle I_ ... C 3 -transformatie 

even 1-< oneven 

of K- :t t{ of 1<+1 
of 29~.2 1~· of 2().}2. 

k .. ; 

k 
1 1 

0 0 

,4 

---
\,( even 

-
l<or k-4-

2y· 
k or k+ l 

-
1 of 0 

0 of 1 

- \< oneven 

k or \<-1 
20 

. l 
k of le 2-

1 of O 
0 of 1 

1 

0 
- -----··-- --------

We kunnen nu ook ari thmetische invarianten, ?aan aflec~d,::n u::l. tg2an-

de van de parametervergelijkingen (20.2). In Xmder r1c, dofinH:lren wij 

het covariante 

20,10) 

Dan is 

20.11) 

vectorveld 
' D 1 I Je,,._ 

UB = g. = 1, ., ...... rn. 

\ 
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De rbtatie van het veld tl;_ is 

20 .12) "l.,,l d~ 0 2 j ,." 'tL -
,, ' 1.,..1.'. t;J 

I"' ). fi 

,., /'\ )>, i-5 ( ( t,} = ,.;__ I ,.) ,.. • ~I\,' , , l (. . ,,, ~ - '1") 'l') 
"\..'- i,l,.1 t,J l ---•\_ \,l I.,, 

Uit het ve_gj;orveld Ll4i vormen we de gewone invarianten en duiden 
deze aan met 1,1 -;-;:::- e 1 'N1 t , .,:.~ n K •• en kan aan bewijzen dat 

20.13) 

\/ I/ - \ 
t\::: !'\ +i (r~.l"') 

/ 

t :;: k. -1-- 2 (n J - n') 

en di t zowel voor i·,):~ri als vc,or m <. n . De betekenis van het nul wor-
; . ll. ' - ')I') I f -~ l 

den van l'\ , I\ , , ~ ,_.(. of ;.•..,..:.tis de volgende 

20.14) i / '( 
I '\. '-, 

r<.. = o in het d0:finitiegebied: de J(r,--.is homogeen (n.e.v.) 
A l' \/ ' I) . ,...,,_... ~ \ 
L. r:::: \..) in de /\.'.nder .y,(_1.-''. en dus Ll ... b =()_:de ';;(h'"'lis een \\Jr.°\ 

\\"'1 == (1 :(F:.Fv )=o ingevolge(20.13) 

1lcc= (' . . : { ... Le, '"1tj.:::o1~~volge (20.8) 

Ui t (20 .13) volgt voor r--n< r, dat !< ~ '.2. (n -~) is, daar K niet nega­

tief kan zijn. Is dus het systeem (20.1) in involutie, d.w.z. K = 1 

of k = c > d an is a 1 ti j d 1'Y) ) h • _;,,,- K 
Voor rn > n volgt dat k ~ 2 {r,::._- n\ omdat · niet negatief zijn kan. 

Is dus de ~ een N..,... ,d.w.z. is \< = c, , dan is altijd ,,y,, f ri , 
tn , 

,. 
~ 21. Integrabiliteit der vectoruitgebreidheden. 

Een ?/7.rn', rn' ~ ri'! waarvan alle elementen behoren tot een 0(,.,,.., heet 
een integraa 1- ·fl van deze rt{,,,..,,. 

~ = ~ 
Een 1a ( rY'\ heet volledig integrabel voor integraal UL....-i~ 1 s van een 

klasse k 1 en een dimensie t' , ,J'mm~~ .. :'.&~:.la voor elk element der 1'l,,_., 
tenminste een-,'....Jl,,.;:, van dis:: klasse en die dimensie bestaat, die dat 
element bevat•:•••p,~·) 

Een integraal D(w:, waarvoor rn:::r. en t. 1 :::n is en l<(\:,1")is 
een gradientveld d)... p, dat aan de differentiaalvergelijkingen 

21.1) 

voldoet. Het vinden van 
met de bepaling van een 

:: 0 : X :: l"n-t-'I' ...... '. Q..n - ,2.n_ n, ( r). 

een oplossing van dit stelsel staat dus gelijk 
integraal - o7."' van de klasse 1 en de dimen-

sie n. Het meer algemene type oplossing dat door Lie werd beschouwd 

komt overeen met een integraal ?f(.,. van de klasse 1 en een dimensie < n. 
We gaan nu vragen stellen: 

1. Voor welke waarden van rl"'! 
1

., )<' 1 en t I is de orln volledig integrabel? 

2. Hoe vindt men de integraal - OL ...... , 's bij volledige integrabiliteit? 

3. Bestaan er integraal - 1(.,/s van de klasse \.,C en dimensie t 1 ook 

wanneer er geen volledige integrabiliteit is? 

4, Hoe bepaa],t men deze 0( 's? 
r(\ 
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Vraag 1. We laten eerst ( 1 VrlJ en bepalen de integraal - ·or~•'S van een 

gegeven klasse l<_ 1
• Men moet dus bij (20.1) juist n'1-m1 vergelijkin-

gen tdievoegen. Deze bepalen in de X der parameters '1lOt.. een X1...,.,' en in r ,,..,., \.., 

deze X ,bepaalt ?it een vectorveld dat de doorsnede is van het veld 
'rn rr, -, I ~ 

1L e met de >< m'. Di t veld moet de klasse I< ~ \< .. 2 (n"\ -n) heeben. 

De klasse van lle was I< .:: I< +- 2 (,n .. n} Dus is 

21.2) \< 1
.:: T-Z -(1<-\< 1 ..,. 2..rn-2.tn') 

en het komt er dus op neer dat in de X een X..,...,, moet worden gecon-
rn 

strueerd die een klasseverlaging \<_ k 1 + 2. (m-,Y'I') geeft. Anders gezegd 

er moeten n,_1...,,1 functies der ~>t worden gevonden die een index 

k _ k' + '1 (1...,'i~t'('I') ten opzichte van het veld lL..g hebben. Nu herinneren we 

ons de voorwaarde (8.1). Deze vertalen we: 

\< ---4 K == I< + 1 ( rn -n) 
--:- -1 i 

---4 I< - i< .- i-< - k ~ i (rr1 - m'). 

dan krijgen we het d.ntegrabilt teitstheorema der D(.,": 
Een Ol'""' _v_a_n_d_e_k_l_a_s_s_e K is dan en alleen dan volledig integr'='.­

bel voor integraal - o{ , 's van de klasse K' ;indi~n 
- - l<"I 

K ~ \<' l k + 2. (1--n -rn') 
21.3) 

f Kl 1 1 n _ l m f. . :f;. .2. n ~ n, 

Dat de voorwaarden noodzakelijk zijn is triviaal (dit na te gaan!) 

Wat nu de integraal 0( . .,..•' s betreft voor het niet integrabele geval, 

het is duidelijk dat alti,l 

1< 1 
\{ + 2 (r·n -rr/) 

want een doorsnijding met Ug kan wel klasseverlaging maar geen klas­

severhoging geven. Men lette er op dat de klassen in X (de gestreep­n-. 
te) verlaagd warden en die welke uit de nulvergelijkingen afgeleid 

zijn (de ongestreepte) dus verhoogd worden. 

Gaat men nu ook ,,,~i: t' in beschouwing nemen dan krijgt men een 
t" 

aantal theorema's. Het belangrijkste hiervan luidt: 

Iedere OLrr, van de klasse \-( is volledig integrabel voor inte­

graal o[YI'\, Is van de klasse Kt en dezelfde dime~sie als ot'"!'I in?_?:_e~ 

de integra!?iliteitsvoorwaarden (21.3) gelden en indien bovendien 

n !:::. ("\"\, < rri is en voor een homogene o{rr. niet tegelijk k 1;;. \,<. .e..n rA'1:n. 

2. De bepaling der oCm•'s in het integrabelgeval. Men heeft in 

de Xrn der "l_OL (m-m') functies te bepalen met index ( I< .. \-<. 1) -1.- l (m -r<"\ 1) 

Dit kost voor 1<1- I< even volgens § 7 de operaties 

Ok ) Q_ ;) ..... ' . . 0 - l 
-t K- \<. _k +i( -l(tn-YY1 1}+-I 

21.4) 



of anders geschreven 

21.5) 
r-. 
: I 
'.• J< -/- / (t1i - Ill)• / 
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Voor Jt 1 
- k oneven kost het wegens ~ 7 de operaties 

21.6) 

en een operatie 

() I 
K.-+'J..(r);, 1-ih)+-f voor k'' + 2.. (0n 1-rJL )> f 

21.7) voor "), = 1 

voor )) =o 

Tot nu werkten we in de X,,., . Men kan di t nu terug vertalen naar 

de X . .,,..,. In het geval dat (k -K') +2{ •IH~rJ/l 1 )= 1 is hebben we een functie 

met index 1 te bepalen. In alle andere gevallen beginnen we het proces 

met de bepaling van een functie vari index 2. 

Beschouwen we hier nu alleen die gevallen en zij f ( ~~ ) die functie. 

Dan stelt 

21.8) == constant 

een normaalsysteem van x .. ,,,-1 1 S in x,,~voor wier doorsnede met het veld 
I CL · f.\ ~e klasse K - ). heeft. Los sen we nu de IL op ui t ( 20. 2) en substi-

tueren we deze waarden in (21.8) dan ontstaat een vergelijking 

21. 9) F ,.-, ( 1 K) Wx) ==- 0 

die tezamen met (20,1) een J\"_1 voorstelt van de klasse k . Men lette 

er op dat de klasseverlaging in X'h.1en de klasseverhoging in X'h. tenge­

volge van een functie j (t() resp. F0 (J \~) als volgt gecoordineerd 
zijn: 

24.10) 

K -~ K-1 
.K - 1 

K 

k--k· 

F'-1kan nu ook anders worden t:ft bepaald. Aangezien ,,. l.{11 .-1 de klasse 

moet hebben en we voor K oneven weten dat 

( p2\ Fxz) 
2'1 .11) 

( Ff~-: F xi(-) ( Fx~J) 

( F\)<~ F x) · · · · ( Fx\ Fx''"rd) = C (n1 ocL F )() 
moet F0 voor r( oneven een oplossing zijn van de congruentie 

2.1 .12) 

v·oor K 
(FL'\('~) (Fx~ F0 J) :: 0('/110clF~ F0 ) 

even weten we al dat 
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21.13) 
\ ( 

f \ 

F(.' 
en dus is · een oplossing der congruenties 

21.14) 

( ,-[x, ~x.\ r r 1 . . ) J 
(
, :-Xro I F(l) . .~ - {, 

I -, , ::::::::, ,._,., 

Het is onaangenaam dat F'1 doer congruent 

door vergelijkingen bepaald werd. Het is 

gelijkingen van de JL11 v zo te s ,jven 

s wordt vastgelegd terwijl t 
echter altijd mogelijk de ver­

t er voor F0 vergelijkingen 
in plaats van congruenties komen. 

22. Toepassing op de oplossing van stelsels differentiaalvergeliJkingen. 

Beschouw het stelsel 

22.1) F x (_ 5 \ p) =;· 0 

Neem aan dat dit stelsel in involutie is, d.w.z. alle haaksymbolen 
(Fx,F'j) zijn nul. Dan stelt 

22.2) Fx(!\ Wi) == C 

een Jt:;., in xtL voor van de klasse O als de F)< alle homogeen in \'0.. zijn 

en van de klasse 1 als er tenminste een nlet homogeen is. Integreren 
v.an (22.1) wil zeggen een integraal -cJl1v',nnd.:k1asse1eodedima1s:iontetepalen, 

want dit is een gradientveld voldoende aan (22.1). In het niet homogene 
geval is I( =1 en K' =1 en rrn,' = •11.,; • Voor het niet homogene geval zijn 

dus de operaties - c\ 22.3) J.A(•n-1),) ) (J.~/lp _,_, -') ) 
'\ \,_, ,4. rH,r I 

en voor het homogene geval 

22.4) . 0 
) I 

Deze methode is in de litteratuur bekend als de tweede methode van Jacobi . 

. , Omdat K' =1 is, is de 'O'C .. een A( . Het kan zijn dat de dimensie van 
'Q(~gelijk Iv is {en men kan di t al tijd pereikecy ,dan is tf,..,_ een gewoon 

~adientveld ~>-P en ~ kan bepaald warden door een operatie Q, . 
Bij deze laatste integratie treedt nog een integratieconstante op. 

Ffn• Fl'l.il -JI. 
jn · , .••. , de funeties die achtereenvolgens aan de F warden 

;oegevoegd dan is de N,L gegeven door de vergelijkingen 
'2 5) F )( "' ' F )Ii I . c·~ r,+-I . . • • . Frrr~ - C,..... 
: • :v ' = ) ) -
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en hier treden dus 1~-1t integratieconstenten op. Toteal zitten er dus 

in f juist rm -1~1.,, +1 integratieccnstanten. Men noemt dat een ~lledige 
oplossing. 

" Gaat men niet verder dan 0>--r dan stelt een volledige oplossing 
een stelsel van ,._x::.,,ih-,r..,JV.1 's d.w.z. (.,(;f'!,-•ilstellen van 0,./-- vectorelemen-

,.. .. 1i;1 
ten, bij elkaar constituerende de~(; · vectorelementen van de gegeven 
·,)t1,1.,. Later-i we nu de c_o,n~,~tie t' = 1c vallen dan krijgen we toch c..J ... ··n'N/5 

maar elke 1\/.1:... is een ~·) , ' -"'.'eld over een ')(t' . Tota.al hebben we weer 
d ... /t}, ..., , ·· l 

e \,\} · vectorelementen der J v . Men noemt nu zulk een stelsel van 
Cx:.t•-·i'-Af1,. 1 s, elk van willekeu,~lge dimensic een volledige oplossing 

in de zin van Lie. Belangrijk is dat zulk cen volledige oplossing in-
r·' 

variant is bij l. -transformati.es. Dat is een volledige oplossing in 
' 

engere zin niet, ·omdat de dimensie rt niet invariant blijft. 
Is K =1 (niet homogeen geval) dan moet de eerst ingevoerde functie 

voldoen aan 

22.6) (F\F) ==o 
• /:"'Fl is , zulk een oplossing dan gaat men door en bepaalt een oplossing van 

22 • 7) ( f \ F J ::.;: G ( r·1r~ F) == o 

enz. Maar nu zou het kunnen zijn dat men van (22.6) toevallig meer dan 
een oplossing heeft. Volgens de normale gang van de tweede methode 
van Jacobi hebben we daar niets aan, we kiezen er eenvoudig een uit 
en laten de andere lopen. Lie heeft nu echter een methode ontwikkeld 
(de methode der functiegroepen) om van zulke meerdere oplosslngen pro­
fijt te trekken en het aantal en de orde der benodigde operaties te 

verlagen. 

23. Bepaling der integraal- Jl,n, 1 s voor f\ 1 < k. 
Dit is de derde vraag opgeworpen in~ 21. Aan de vergelijkingen 

./ 

~3.1) Fx(t"' \,' \ ,., , X ,, ~1 ·,~·,·; ?.. 'l y\l >, . =. u J ~ ' r Jt , , .. ' , __ ~ 

- I 

voegen we nu de conditie toe 

voor ~, oneven 

23.2) 

K ex, x~ 

k)/1', IX/\, l./)(K: 1tiJ 
f\ -. 0 . 

= 0 jvoor k1 even 

Zij het aantal onafhank~lijke vergelijkingen in (23,1,2) gelijk 

:cn.-1nt, ; ,_;t.,;;<.1rt. Dan stellen ( 23 .1, ~1 een 'j~h~\voor di~ 7ntegraal--:}~1n~· 
van ·Jt111 1s. Iedere integraal - J~\ 1:van de klasse 1( van de fL,.t, 

is ook integraal- )t. , van ~ .. ~en omgekeerd omdat'cfl, * in'Ot vervat 
,//t ~,'ill I i)'/l, 1li., 

is. Is nu 
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K* ~ K' ~ !, 11+~ (:'rr/-.1h1
) 

2,,i-,t·ut'~ k' ~1tL-mi' 
23.3) 

// it ,YH ~I/H. 

dan is J4n.* volledig integrabel voor integraal J(m' 's van de klasse k'. 
Dan bepaal t men de integraal ;)~h , 's der 'J {,iii en het probleem is opge lost. 
ls IC> K X-+ ;!_ (1-ri'•-,rn') of is im 1 ),n/ dan heeft 'ff >JI en dus ook Jr geen 

"'t ) it-'/ """I'\ ~1(. inteJraal-). , 's van de klasse f\ • In de resterende gevallen gaat man 
. 1 /1!,. 

met ,., ( 1,t op dezelfde wijze door en vindt ten slotte na e_en eindig e.antal 
stappen een vectoru1 tgebreidheid die dezelfde integraal ·Jl;,_,,_, 's van d_e' 
klasse k I bezit als "J4i.1l en waa.rvan vaststaat of dat z1;1. voor deze 'Jt,'/h!. 1,S 
volledig integrabel is of da.t zij dergelijke integraal J~m.' 'a niet be-zit. 

Voor k) 1 enk' =1, 1rn 1 = h. is dit de welbekende methode om een 
sys teem van 2 ·h. - 1TH. partHHe differentiaal vergelijkingen 

23 . 4 ) F x c ! k, w '). ') = o ~ w~ :r. c1,._ ~ > x "' 11 rt ... ~) . . . . , 1. it. 

over te voeren in een systeem in 1nvolutie. Men voegt toe de vergelij­
:kingen 

23 _5) (F\ f'l) = o; x.~ ='"JLtt, · · · ·, ~1t.-

A1s hierdoor een sys teem in involutie met 1 111.- l)tt. «- -'>H.. verkregen is 

stopt men. Is weliswaar nog 'J, '" • ·,n*< >'t maar het systeem nog met in :1.nvo­
lutie dan gaat men door. Tenslotte ontstaat een systeem in involutie 
met een aant(11 vergelijkingen ( 1-~ of een sys teem van ·i \,, of meet" verg,e­

lijkingen det geen oplossing toelaat. 


