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Asymptotische KV 49 | (1
Ontwikkelingen ‘ Coe T

De inhoud van het nu volgende wordt gedekt door de titel van
het boek: '
7.Bs Foxd: The asymptotic developments of functions defined by
MacLaurinseries, 141 blz., 1936,
welk werk hier op de voet zal worden gevolgd., ankele resultaten
van PFord werden gegeneraliseerd. )

Theorema 1. Zij G het enkelvoudig samenhangende gebied, dat ont-
staat door het complexe w-vlak open te snijden langs een eindig
aantal rechtlijnige half-oneindige, elkaar niet kruisende sneden.
Neem aan, dat geer geheel getal op een snede ligt: 2Zij g(w)=2(x+iy)
in ¢ een éénduidig reguliere functie zo, dat de machtreeks

(1) Zg(n}zn = £(2)
) o '
een positieve convergentiestraal heeft. 213 0 <&ELT en laat
voldaan zijn voor ~Wi = x+1y§,) R > G aan
' | £l |

(2) 1.}g(-x+iy)}< c(x) »--9-2-— ~ voor x>0 (C{x)> 0)
, 1+y ,

(3) 2. [elx+ip|< nx). ey v
waarin h(x) en g(y) positieve functies voorstellen, 1ntegreerbaar
over elk eindig interval, en 2o dat

o
(4 f_.__gm_ iy
cos hmy .

) e Ty
een convergente 1nuegraal voorstelt, en posmtxeve constanten
‘A en B bestaan met

| (5)  h(x) < a8* ~ voor x>0

 Beschouw éem, snede, en zij C_ een 1usvor rmige posxfl ,Jmlcpen

weg langs de snede. Indien de snede gesn vertakkingSpuLtan en

" slechts één pocl bevat, laat dan Cm‘een klein cirkeltje om die
pool voorstellen. .

Neem aan, dat '

moooal sinT) W , s
N . B ‘C‘ " i ~“ " ; e T ‘

oy

PR TN O e

e ) R denkan ﬁe zo»gmaot“gékgzen, dax alle yunten van %f" blnneﬂ;,ﬁ
‘“:'de cirkel \ R vawlena~' « i




(2
een convergente integraal is, die een reguliere functie wvan
z voorstelt ‘voor elke waarde van z in de sector S in het z-~vlak,
bepaald door & £ waz LIN-E
In het geval dat enige Cm in het tweede of derde kwadrant naar
oneindig gaat, eisen we het bestaan van twee positieve constanten
A, en B, zo, dat voor de in (2) voorkomende grootheid C(¥) geldt:

(6) C(x) < aB,* (x0)

Onder de gestelde voorwaarden is f(z) in S een reguliere funo-

tie, die aldaar asymptotisch ontwikkelbaar is volgzng

O
T

(M 2@n- ) EE D

e -

L
Steeds als aan (6) voldaan is, is de in het rechterlid van (T)'
voorkomende reeks voor I'ZD- B, zelfs convergent en geldt for-
mule (7) ook met het gelijkteken.

Opm. 1. (-—z)w heeft de volgende betekenis (zij z= T’ e“‘P met 05%3 < 2m)

(8) (~z)" = o¥ 108 (-2) _ W [logg-' + i((}‘« -Tlﬂ

Opm.2. Laten we toe, dat een negatief geheel getal w = -m een peol
of vertakkingspunt van g{w) is, d.w.z. dat een snede van w = -m
uitgaat, dan blijft formule (7) 3uist, mits we in de eerste som
van het rechterlid de term g(-m)z " weglaten.

Opm.3. Wegens (3) en (5) counvergeert de in (1) voorkomende reeks
voor | z|€g . Een positieve convergentiestraal van de machtreeks (1)
behoeft dvs niet expleclet te worden gedist.

21] é}: een in paaitieve\sin omlopen
agsenparalelle rechthock geheel gele~-
gen buiten de cirkel|w | = R en ge-
vormd door de lijnen

w=-1-Y24+iy w=2n+Y2+iy w=xt ip
waarin p>0, 1 en n positief geheels
Wanneer sneden zijn sangebracht, dan
dient A te worden gedeformeerd zoals
aangegeven in de figuur. Uit aa rwi iu

: *) Ve eiseon de Gonvergsntie -od édudeddteid wvenwel éilaan als vos
‘ ﬁﬁ x'iﬁh”&ing ¥y van cm aald‘t ~ -‘1?/2 £y £+ /2w &Y daaraa’sagen {RQN




(3
~ rekening volgt mu

= %%MwLdenZZ g() 2"

mla"

waarin we (~ﬁ) volgens (8) gedefinieerd denken. We zullen nu de in-
, tegraal in (9) bestuderen, wat betreft de bijdragen van de vier recht-
hoekszijden van &. tot deze integraal. Vooreerst stellen we langs het
. rechte deel CD w=x+ip en dus is daar
8in T w = 8in N (x+ip) = (ginT x cothmp + i cosTx) sinh™ p
Da bijdrage D van tnt de integraal wordt

§ gzi"“ j“ g{x+ip) (~z)* ax
SITRT D

¢ sinmx cothmp + icos® x

Nu is cothmp)> ?, dus

| 8inm x cothnp + izosmx = (s:me‘nx coth®n P+ 2052

T x)l"z;,. 1

Hieruit volgt wegens (2) voor z re#el en negatief
Anel

}Dp‘ < —&p) j h(x) (--:c:.)X dx

sinhT P vﬁ’“{

Uit de convergentie van de integraal (4) volgt g(p) = © (e Py

als p-»+% , Dus 1lim D +p = Q. Analoog bewijzen we voor de bijdrage
D _ van AB, dat 1lim D -p = 0. 21j in het volgende P = 4 00 , en be=-
ﬂogmzw nu de bijdrage D van het rechte deel van BC 1ot de integraal
in (9). Hier stellen we w=2n+¥2 + iy. Wegens sinTi(2n+Y/2+iy)=cnshny
en dw=idy vinden we 400

Y ,
(10) D_ = (_§;2n+,, 2 { g(2ns2siy) (-2)*Y  ay
- “ =02 cosh M y

In verband met (3) en (5) geldt voor ?,1 N en z redel negatief

(11) |p, | Py %‘ (-—Ba)amyzj

-0

by

‘We hebben aangeromen, dat de laatste integraal convergeert (en dus

ook de integraal (9); het heeft blijkbsar zin D  te beacnommﬁ, Be-
perken we ons ict re#ele waarden yvan z met 0f -—z< % , dan volgt ult
(11), dat lin D =0. Als in (9) het contour J gewijzigd wordt door de
l“lmia‘boverg;ang r-ww en n-o%o dan resteren van de integratieweg
L»Bw C-»D alleen de negatief omlopen lussen langs de hmfouaindiga :
gmahtlianiga sneden in een richting met argument -Y2wg ‘f’ﬁ w/&
(2ij 1 zo groot gekozen, dat de betreffende sneden geheel meh‘m\ ,A
#m‘ AD vallen). De overeenkomstige lusintegralon zijn conver k-
“mmm.. m voor P> enn-=> 20 mdar'h hﬂ#lf ke,

C j £
a4




(4
tot een ¢ ndige 1im1et en convergeert (voor z re8el met 0< -z(—)
de reeks g(n)z® (v.g.1l. opm.3 bij Theorema 1) Uit (9) volgt nu

Mz

ORI (TS LIPS SR YA

21 - sin W <
waarin f' nevenstaande integratieweg voorstelt

(en wel w = ~-1-Y¥24iy, —oo¢cy< + > , met even-
tuele deformatie wegens sneden met richting
Mg 7/<3?72) en de laatste som genomen wordt

W . . ™ k7!
R i A over de sneden met richting - /244 £/2,
Wie beweren, dat de integraal in het linkerlid
P : van (12) voor z in S gelijkmatig convergeerta

-Jmmers wegens
4
sinTi (-1-Y2+iy) = (-1)1%" cosnmy

geldt
' \ ooy ~1Y2
_ 1 + (w v _ (=2
Kﬂﬁ“ J)&%%%-W~%' j
R V1 f'R [ . iy
: (-1 ( J + ‘)gi-l-—’/2+1y) (~2)77 3.
' : cosh ¥y
en wegens (2) @n
).(_Z)ly j v log (-Z)} _ i 1'\'(10g§° + 1(?—?))\ JO-9)
volgt nu o
K £ ,ﬁ3+ ( 8y O-P)y 4y
= Qizl - oo coshT y 1+ y 1 |y
Voor z in S geldt =£< T -wpé & en wzgens )cosh*n v 9—-«-2--
vinden we .
(13) & £ S (Q ay  _7mo Ly

= ¥z) _L~ 2

—.M

jzl"'*TZ

Tevens volgt uit deze afschattihger de gelijkmatige oonveraentie

van de integraal in formule (12), en dus stelt deze voor z in S

een reguliere functie voor. Ook EZ Im ;s aldaardcen regul;ere func-

tie (vegel. Theorema). Voor z re8el met O<i~z\\§ geldt (12), en ‘
we concluderen nu, dat f(z) in de hele sector S ‘een reguliere . func—.
tle voorstelt en wel zo, dat formule (12) geldt.

a. Indien geen sneden bestaan, die in het tweede of derde kwadrant
naar oreindigz gaan, dan volgt uit {43} direcct de te bewijzen
asymptotisehe onmtwikkeling (7). -

.Tevens geeft (13) een afschatbting van de resiterm.

-
ff




(5
Als constanten A, en B4 bestaan, zo dat
(14)  ©(1+y2) < a8, 172
dan volgt uwit (13), dat voor ) z|[>B, en voor 1->+% de integraal
in,(12) tot nul convergeert., Dus convergeert vooreerst de reeks
,% g(n)z" en gaat verder formule (7) in een.gelijkheid overo
be Rest ons nog het geval, dat er sneden zijn in een richting f’
net /2 < ¥< 3. T/2 (een veel voorkomend géval). 2ij c, de lus-
' vormige weg bij zo'n snede. In het linkerlid van (12) schrijven
\[\

'p "—Oov /, ,
(15}’J=(J+J) +J -(
_ i & 7 )+ Py Jr,
Hierin is f’ + f; =-C_. Om van (12) ot (7) tc komen behceven we

wegens( 13) alleen asn e tonen, det

1 (w) Y-z)" - s

L S ERE ) Ay =

(16) K‘l 21 _ ginT W = © (z )
jf

We schatten de integraxnd in (416). Veorcerst is

\("Z)W} = ) G(X-l-iy)(loggb + e -7y go x (m~P)y

y en in verband met ~ T +& <N - l}){ﬂ -% volgt hieruit
~ [(=2™) £ p* (- )1yl
. als w=x+iy. De rechtlijnige snede bij T: mag niet met de negatieve
re8le as samenvallen (anders bevat deze snede gehele waarden
W = -n). Dus voOr L voldocende groot bestaat 3> 0 zo dat langs
r,‘ geldt |y|>J . Dan volgt voor w opf, |

TRy
;sin'n_v_v) = | sinT x coshMy +icosT x sinh‘n‘y)g sinh_ﬂzyi,}_'kf 3
L) . | |
waarin A = —-———2-9——-—-—& gekozen kan worden. Viegens (2) wordt de

int’egrand in (16) nu gemajoreerd door

G(“X)e&’yi f Xe(ﬂ'—g) ’y[ _‘C -“\n. (\:J x (1’. < O)
2 ) Tyl -~ I o
1+y A el A
Bij aanwezigheid van een snede met richting v Waarvoor
: 7/2< +<3.7/2 geldt (6). Voor het linkerlid K, van (16) volgt
‘ nu (zij |z] = f > B,i) : |
- 4 g
: (1 K, < 2 & ( X o -x _
b 1= 2 DY B'] r . ax =
¥ R S ..QJ.i CC.S m‘}?’}
‘ 2 e
3 . Ay / E'i ’\) q
~— - ‘ - - i l. (q
A cos (_,“ﬂ~‘jﬂ.) X {’ / log 9,

‘;”,j",waarmee,frlmule (16) bewezen 1is,




| (6
Wegens (13) en )17) naderen voor £ = +oo en ) z|> B, de eerste
en derde term in het rechterlid van (15) tot nul en het linkerlid
dus tot ;
_i_ g(w) (=z)" aw

21 - Con sinTvw : :
~als C de omkering van ﬁ +31 voorstelt..Dus llmletovergang Q** S
in formnle (12) leert, dat de rij ﬁi* gln)z™ een convergente rij
is voor |z} > B en dat formule (7) met het gelijkteken geschre-
- ven mag worden (weer voor |z} > Bi)’

QeEDe

‘Enkele opmerkingen, |

. 1. De bewering van opm.2 bij Theorema 1 wordt geheel als boven be=-
wezena De enigste W13z1g1ng ig deze, dat in formule (9) de term.
g§~m}z wordt weggelaten.

2. In de ongelijkheid (2) mag men natumrlijk 1 vervangen door
A 1+y teo
‘ door elke functie X(y)‘> 0, waarvoor de 1ntegraal j, X(y)dy |
convergeert. : , S

‘3¢ Vaak bevat een snédefgeen vertakkingspunt en slechts één pool
' a « De corresponderende term tﬂin {(7) is dan het residu voor
w m
we=avan  Tlg(w) (-z)
‘ sinTiw

4+ Om uwit (7) een asymptotische ontwikkeling voor £(z) af te lei~-
den, moeten we een methode ontwikkelen om obk de lusintegralen Im
asymptotlscb te ontwikkelens, DeZe methode zal in de volgende syl—
1abus worden beschreven.

5e le‘g(w) een functie, die voor £2>0 en,Willekeurig kKlein aan
alle voorwaarden van theorema voldoe’ behoudens de ongelijkheden.
~ Als nu positieve constanten.B} A enR te vinden zijn, zo dat

(18)  |e(w) )< B }(w) voor |wl>R o
~dan voldoet g (w} automatlsch aan alle in Theorema 1 geélstﬂ on~
gelljkheden. Immers V

XGRS :NEOR y2 < B (2727 (52 1)9'2} Ceditag e
- We vlnden z=1fs, dam voor }zy>?g B S
~(*iﬁ9:x";f<fz>? - ) e 2o

: 3*) Theorema g leecu deze gel13khe1d alleen voor waarden.van z dle -
- ‘niet op de pn itief retle as liggen. Analytluuhe voorstelling leert
;” %e 3u18§heid van xig) cp de pOSLtleL reél : (mlts 1 daar regu““

ier is), , e $




(7
‘Theorema 1 is dus zonder meer direct toepasbaar op functies als

R S
&(w) ()P

en verder op alle rationale functies g(w). In het laatste geval wor-
den de termen Im in (19) eenvoudig te berekenen residuen. Bijvoor-
beeld heeft de functie g(w) = w2 geen polen en dus volgt dat de voor
|z\ <1 gedefinieerde analytische functie '

= ,
(20) £(z) = 2 n°z"

voor | z| > 1 gegeven Word+t door

. B n y‘
(21) f(z2) = - ‘ ';ﬁ )

Tevens leert het theorema dat f(z) regulier is in het gehele buiten-
gebied van de positieve re&le as. In verband met (20) ern (21) is
z=1 het enige singuliere punt, dat mogelijk is. Dit volgt ook uit

£(z) g..?.i%.._g.
\ (1-2) 4 |
Een ander voorbeeld is het volgende: zij O willekeurig complex doch
verschillend van 0, =1, -2, .-... en beschouw

Hz) = 2 iy (1=21< 1)

Als B %‘-}—1, +2, esss.» dan volgt uit Theorema 1'
£0(2) = i 1

m—  (n-b)z"
()"

(weB)sin w

waarin I het residu van voor w = - ©

B0 (=7) (—ZD"Q, ' '
voorstelt. We vindmn. i= ‘en dus volgt
sinTy B
1 :
(@ 2 = T O 1 12>t 6% 12,3,
31n'7E3 n>y  (n-9)sz ,
'Als 8 = pos:Ltlef geheel, dan volgt in verband met opm. 2 'b3.3
Theorema 1 B4 ,
RO O . W E N J . B D b
- v (n~8)z o o m=erc (D)t
~ Waamn de eerste term het residu is van _ T (—z)" . "

e | - (w+B)sinmw

VOO We=-0O = -m Als boven concluderen we dat z=1 het enige moge:
1lijke szngul"a ere punt van f(z) is. In verband met dg_ eerste term iIn
~ het rechterlid van (22) resp. (23) volgt, dat voor niet geheel
- deze singulariteit algebralsch is en voor & = 1, 2, 3, ... loga~
~rithmisch., Theorema 1 maak:‘s het dus o.‘a* mog;aji;;k s:mgul ari "selten ‘
te ondersoeken. *) . o

'Mandblbrojt "Mode:m reseamhes gz the s:.ngulamties of funom
defined by Taylor's Series", et




Asymptotische - . -8-
Ontwikkelingen

Het theorema van Barnes (vgl."Ford", hoofdst.II en III),

Theorema I liet de vraag open hoe de optredende lusintegralen

™ o swmen” d
1 = g w
) J 2L o SiRTTW

zich gedragen voor grote waarden van z. We zullen deze vraag be- .
vredigend beantwoorden in het geval, dat de lusvormige integratie-

*weg C zich uitstrekt langs de beide oevers van een halfoneindige

rechtlijnige snede, die uitgaande van de singulariteit W in het
tweede cf derde kwaGrant naar oneindig gaat. Behalve W, mag op de~
ze snede geen andere singulariteit van g(w) liggen, 4ij tenslotte
w, een pooi; of in het algemeen‘een algebraisch vertakkingspunt
van g(w), d.w.z. g(w) is in een omgeving van'wo te ontwikkelen

in een convergente xrij van dg vorm

g(w) = (w-nw) Z..C (w- W)

waarin U een willekeurig complex getal voorstelt verschillend van

één der getallen O, 1, 2, 3 .... 0ok P(w) = 3
sinnw

kent dus cen dergelijke ontwikkeling. :
Als in Theorems I heeft voor z -f‘ e cé (0 < (}5 < 27T)
de in (1) voorkomende Iupﬂtle (-z) de volgende betekenis

| _ |
(2) (__Z)W - QW g2y ew[\o3f+ L{:f;_‘n')]

Theorema van Barggg, Zij gegeven de 1usintegraal

(3 Jap = ,f P o’ dw

waarin B een willekeurige (retle of complexe) constante voorstelt.
De integraal zij, voor !zl voldoende groot, convergent.

De lusvormige weg C(doorlopen in positieve zin) omloopt dehoorsprbng
w = 0, en gaat naar oneindig in een richting

: v, Y =¥, gelegen in het tweede of derde kwa-
h?z drant (zij w =cre‘*). De functie P(w) is in

‘grf een omgeving van de oorsprong ontwikkelbear
fiqr volgens een Maclaurin-reeks

(4) Pw) = ‘Z_,GW“ P AT

en kan langs Y = V, analytisch worden voortgezet. De lusweg c ﬁag

~ geen singulariteiten van P(w) bevatten.



-G
De 'funotie (—-z) wordt volgens (2) gedefinieerd, waarin

W= 6" net ¥, & ¥ < y;+2W. De functie wP' wordt gedefinieerd

als volgy '

(5) wﬁ“ = @XD {(ﬁ-}) log w} = exp{(ﬁ*f)(logﬂ'-ultr}

weer met W, $ W < Y +2m,
Cnder geze voorwaarden geldt voor I(m,p ) en voor grote
waarden var z de volgende asymptotische ontwikkeling

51 ” g c
( 6) od ( 7.’5) o~ Jr ﬂn
‘ /'“‘a" {\eﬁa-u}“* TO-p-n)

. 11
waarin lcg (-n) = lcg;}-r a{,d:»??’}; zZ mpe 4’: 0 ¢ 45 <2

-

s - o .

Bij het hewiljs gehrniken we het volgende Lemma. Voor wille-
keurige complexe wasrdcr van 3 geldt

p -
(7 | [ e" (W)F AW = r——
274 J (! )
C .
waarin de lusvermize weg C als in het theorema (vgl.figuur 1)
en (w}p" als in (5) 2ijn gadefinieerd.

o oo . S -

~ Hel bewijs is geheel analoog aan dat van het bekende geval
waar Y, =T (0 ig eev 1uz om de negatieve re8le as). Zie bijvoor-
beeld Whittaker-Watzon Modern . Analysis blz.244.
Bewijs van het theorena. Voer in

P = iogi-z) = ‘Logf + '!’d‘ )
In (3) gelds (-2)7 - net

(8) Re[WP] = Bo[(7(c0sy+ isiny)(logp + L($ -T)
:G“{ cosylogP - siny($ -77}}
Voor w op het rechie desl van C (¥ =¥) en voarﬁ =lz| voldoende

groot is, wegens cosy, {0, blijkbaar R, (wp)<O.
Dan volgt uit het lemma (zij n geheel > 0)

4 ~ w FM“' 1 WP prn-i
(9 pyorill z) W aw = == e ' w dw

C = N e
| PEET(-p-w) ,
Invulling van (4) in (7) geeft blijkbaar het rechterlid van de %e
bewljzen asymptotische en'bw%kkaling (6). We moeten bewijzen am

+ket
lim &Plg y(zxp) T ﬁwwr\{‘ B-n)
en merken deartoe op, dat wegens (9) geldt




-10~

(10) :ﬂz,ﬂ> FZ: =

z ”’”’“"(J; - .
- J.l(, j {P(w) Z;c w }w dw
C

Om een schatting te geven van het rechterlid, verdelen we de
lus C in twee delen L en M, waarbij L geheel
binnen de cirkel fwt = 1 ligt, (Zij w =
™, het scheidingspunt). Dan is het rechterlid

\
SNk .
1<e in (10) de som van de corresponderende inte-
B gralen I en I,
i Voor w op L geldt
}P(w)-icw |« pwy E
waarin A een posrb:x.eve constante voorstelt. Dus is een constante
B > 0 te vinden, zo dat ’

\

S - S
an ) € e
: f-i _
Zij w een punt op de snede Y = VY, en gij w genomen voor w als.

pun'b op de onderste oever vr;m de snede. Op de bovenste oever
heeft w dan de waarde e2“ W!a -
We kunnen dus schrijven

+Q(P ﬁ'ﬂ'(‘}i’ 6.0 +w-o ot n i p—l
(12) 1, = e (e'') f JHiw- )P{p(w)-g RERYY, }w dw
21 w=o

. . N4 X
Zijxt = Q€ “_y',' dan is in (_.12) w =0e'Y met G <G<oo
Verder geldt (vgl.(8))

Re Lup] = (T[logf cosy, - (qS-H)s:.nw,]
e[(w—d)ﬂ (T-0,) [ logp cos Y, - ((ﬁ -7 )sa.nl,!’,]
Wegens cos Y,£ 0 kan f z0 groot gekozen worden, dat een positleve

constante a bestaat zo dat
R [up] L~ mlOgy
en dat voor een vooraf gegeven posrt:.eve constante b voldaan is v
aan :
Ro [ (w=)p] < -blo-1)
Dan volgt uit (12) :

B~t
(13) IIMI < £ e %*lo8f f e=P(T-0,) {‘P(W)‘ f:k} \T }(T oo

waarin K een positieve oonstante voorstelt; daar (2) voor zekere
waarde van z counvergent is verondersteld, kan b zo groot gekozen

‘ worden, dat de integraal in het rechterlid van (13) couvergeert.
Dus volgt (P=1logp+i ($-T)), dat |

(14) ln jpfiiet by g
P-»oo :

\



i
Wegens (11) en (14) geldt dus voor het rechterlid I + IM van
(10)

n PPy e

Pl oo
waarmee formule (6) bewezen is. 7
Opm. Als ﬁ geheel » 1 is, dan is de integrand in (3) regulier
binnen C en 4us I(z,@) = O, In het rechterlid van (6) zijn dan
alle termen nul. :
Als 3 geheel € 0, dan heeft de integrand in (3) in de oorsprong
een (1-f) -~voudige pool (zij €, # 0) en is het rechterlid van (6)
staan dan slechts eindig vele termen (formule (6)
geldt nu natuurlijk met het gelijkteken).
Toepassing, :
e bepalen de asymptotische ontwikkeling van de functie f(2z), die
voor |z} </ gedefiniesrd wordt door de convergente machtreeks
o
N n

_ —z _ -
(15) f(z_) - %Q’L-ﬁ-e)a

waamﬁ:xﬁ en @ willekeurige complexe getallen voorstellen (8¢ 0, -1,
=2, e+se)e Daar iedere rationale functie in partiaalbreuken ge-
splitst kan worden,vormt dit geval een basis voor de asymptotlsche

ontwikkeling van functles als

Ay ' o o - 4+ K+ Ao n :
Xz) = : z (121 <1)
N=o pg‘n + - . anl + (S)Q . 4

hoewel dan alieen reeksen (15) van belang zijn waamdxlﬁ geheel is.
In verband met opm.5 op blz.6 kunnen we dan direct formule (7)
van blz.2 toepasgsen, waarna de termen Im in deze formule met de’
residu-rekening worden bepaald. De resulterende formule geldt ook
met het gelijkbeken., Het theorema van Barnes behoeft niet exple-
ciet te worden Goegepast.
- Theorema. Laat de analytische functle £(z) voor |z| < 1 gedefl-
nieerd zijn door '

oQ

(16) £(z) = ) —E

waarin @ en{d willekeurige complexe getallen voorstellen (evenwel 7

840, -1, -2, +e.s). Dan is f£(z) regulier in het hele complexe
z-vlak, eventueel met uitzondering van z=1. Als 8 geen positief
geheel getal voorstelt, dan geldt voor grote waarden van lz!| de
asymptotische ontwikkeling

o
o [10 (- 1
(17) o) v L g W 2 z)zg] l% '}él

waarin voor z = fe (0 < ¢ «17) geldt
(-2)° = exp [ 6 log(-2)] = exp [0 | logp + i(¢-T 'T)j}
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Valt daarentegen 6 samen met een positief geheel getal, dan
geldt

. 8- oo
18) £ - —t . '
(18) £(z)~v Z‘:(e Y 2_———“ §CE n,)ﬁz )
Uos (— Z)}‘3 E‘ , { Smrfw
z® nre wlTT(R- ru+t)[\og(—1)]"°

Bewijs: Toepassing van Theorema 1 bevat in verband met de opmer-
kingen 5 en | op blz.6, de formule

bt . W
19) £ _ . 1 _1 (-2) (lz1y) )
(19) #(=) - g;— (a-n)Pz"™ 2l é{(w+ 8)P SsinTrw
in het geval 8 ¥ 1, 2, 3, «.s.. en verder,

Q-4

I 1 (~z)"aw

20) £(z) = - o
(20) £(2) (y; * ,g'_g:,) {8§-n)B z™ 21 Jr(\av«rG]EiMTw

als @ samenvalt met één der getallen 1, 2, 3 seceae
Hierin is ¢ een positief omlopen lusvermige weg langs een half-
oneindige rechtlijnige snede, die uitgaat van het vertakkings-
punt w = -~ 8 voor de functie g(w) 63%3?5‘ s, en in het tweede
of derde kwadrant naar onelndig gaats, Behalve eventuecel w =- 08
mag de snede geen gehele punten bevatten. ‘

Men overtuigy zich er gemakkelijk van, dat de integralen in
(19) en (20) voor izl > 1 reguliere functies voorstellen. Dus
blijkt ult (19)_resP.(20) dat voor lz\> 1 £(z) regulier is.
Analoog leert (16) de regulariteit van f(2z) in het langs de
positieve redle as opengesneden z-vlak. Dus vinden we dat
f(z) overal, behalve eventueel in z = 1 een reguliere functie
voorstelt.

met .

OmVhet theorema van Barnes een asymptotische ontwikkeling

te kunnen geven van

3 _ 1 (=z)" dw
- 23 B oo o
¢ (W+0)’sinTTw
) }
passen we de transformatie w +0 =W toe. We vinden

P
(21) 3=%—?~ j - y {(-z)" (W){sdw.

, sinw(w-9)

waarin ¢' nu de oorsprong omloopt, en in het tweede of derde
kwadrant naar oneindig gaat,

Zij O niet geheel. Dan geldt in een omgéving van de oorspre
de ontwikkeling

‘ | P(W) sin’r(w-e) 3 EC w
. Sobis 3 S (= ]n+1 —
=t 0= o lam o 2o L )

n - sin‘n(w-e) / Sin W Wik

(n)

n .
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Toepassing van het theorema van Barnes op (21) geeft
(n}

o< n+1 [-—.—-—-—-—-—
~ ooy~ 8 Z:_ (-1) SInT W Jw=
(~2) n = O-§ +1
. non ! T(p-n) [log - 2] 2P
zodat nu formule (17) direct uit (19) volgt.
De integraal 3, in (20) schrijven we na transformatie volgens

(22) g 2“111 (-2)° j[sif’;‘v(w—e )](‘Z)W w‘ﬁ" dw

Voor de nu gehele wasrde 0 is 1 niet regulier in

de oorsprong, doch wel sinm(w=-8)

o

. iw
P(w) = sin'r(w-—e ] Z__‘
met d -1) [ ......i"f "o Toepassn.ng van het Theorema van
v () nw J
Barnes op 3[ geeft nu )
oo T 0w {n)

BN 3 E S1aT W iwso
t

z? fmo n " (B -nt1) [1og-z]1" F
en formule (18) volgt nu direct uit (20)«

-t ot o
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