STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

TC 12e

Colloguium asymptotische ontwikkelingen 1947-1950,3e;

Methode van Darboux.

( JoGevan der Corput.)

1949

BIALIOTHEE® MATHEMATISCH . CENTRUM
cmmeernnn AMSTERDAM




ASYNPTOTISCHE ONTJIRKILINGE!

A s . a5 ot e oy g D e At S SR B G 8 S i A i o 2 e o

1 Methode von DARROUX. ') Oct.1949

Indien de functie f(z)ﬁ'gga zn %innen cen cirtel C met eindige
convergentiestranl R aneljtlsch is, kan onder moer algemene voorwanrden
uit het functietheorctisch karater van de functie f(z) het sedrag von

de co#r *ficient A, voor grote woarden van h worden bensald. Dasrtoc voes
ren we een hulnfunctle e

8 £0y7 |

iv, die evencens binnen de cirkel C analytisch is en binncn dic c1r”al

 betretkelijk neuw bij de functic f(z) sansluit, terijl het gedrag van
de coéfficient b, voor grote wanrden van n békend verondersteld wordt.
Ondér'benanlde voorwsar-‘en blijkt dan a, voor grote wanrden van n bij
benaderlng gelijk te zijn aan b, De eerste onmave is dar ook uit het
feit, dat de functie : DO

: .3 n .
v(z) = £(2) - (%) =?;;$hz , Woarin Cn'an“bn,

binnen de cenheidscirkel in het algemeed nie’ al te grote modulus bezit,

af te leiden, dat de coéfficienten én voor grote waprTen van n, abso-

luut genomen, betrekkelijk klein blijven. Om onze gedachten te benalen .

zullen wij aanncmen, dat on of buiten cen cirkel C een ClhOlf.ﬁaﬁtﬁl '

,~versoh111bnde purten Sq9 ee- 3 Sy 11“”On zodanig, dat alle binnen Q aow
legen punten 2z voldocn aan de onzelijkheid ‘

’v(z) 4 Z M..QsL_«z } e , waarin [-31:>0'

n

On‘er die VDOTWQﬁﬂ‘Gn is voor n21
| el 4‘5_}40 (B R e
 Hierin is
G r(i-*m
c =

3 indien /%él'

N, ' an i+?"' ; CR | ->
Cn({s) = (m+,)/5 ’4.2 ‘, infien ﬁ'}’l-
c (ﬁﬂ = 4+ 2 log 2n , 1mcien /3 1. |
Voor 1ct beW1gs van de stelllnﬁ hobben W13 de voT*ende hulnotoﬂnngrm&y§
T Titteratuurs

‘H.Bateman 1944'. Note on the funotlon F(a,b own,z) Eth@Ac&mUSA30Q9¢&B4D,

- G.Darboux 1878'. Mémoire sur l’approx1mat10n des fonctions de tres~
ggrands nombres et sur une classe &tendue de développements en. sériey
Journ.Math.Pures et appliquées, serie 3, bd 4, p.5=563377-416 (1878). "
A Haar 1926!'. Ueber asymptotische Entwicklungen. Math, Ann$6(1926)69~107._ 
~ S.0.Rice.1940'. Some propertles of Fz(wn,n+l z3 1,p,v) Duke Math. J -
a6(1940) 1n8-119. i
~ Meissel 1891. Astr.Nachr CKXVII(1891) col 359—362-fOXXVIII(1891)14§~154 .
Szega 39«f0rthogona1 ?olynemmals.,p.ZOO en 201. e o i




2 ' lethode van DARBOUX. : Oct. 1847
Lemma. 7Zij O<r<R; }S\ER en ﬁ>0. Verder worde festeld

Bewerings1 %Incien d, don is
-4
e LGip)
\jl < VT | 2r] = (¥~J'/3:> .

2% Indien /5)1 en R<3r, don is

17} < [‘7%»——-{—7"”) (R-)'7

3°: Indien /‘3;-1 en R <3r, dan is

\ T < 6 +3 log ﬁ?::r_;?

Bewijss Stel |g =p, dus ?‘,_,?_R>r. Ligt z o» de cirkel |zl=r, dan hocft

de stomphoeckige driechoek et hoecknpunten xS y 2 en 8 de zijden \s-—s \ '

S

-r en |z~ 3—-), dus

I 22“*%/5 ,__(_'~/3'

(1) \s-z I>§>-r>R-r en \s-—z) > &%‘i - ?}

Indien %g— = el? {0 < Cp<2Tr) gesteld Jord't, U‘m:b de 1&%31:(, omcluk—
" heid over in : :
(2) (s-zi)* ril - el(P} 2r sin ;,CP
Tk onderscheid twee gevallen, al naer gelang /3'!‘: of 31 is.
IOI 213 {5(1. Dan is volmnu (2) :

'j{:(?r)l /SJ(SZLH 1) /%d(}o'- 2 (2:0)l /j)f (s:Ln ‘b) /Sét.

Door s:.n?t u te ’cellen krl‘g;en we

Ij‘i(2r)1 /3) f /3 (1=u)” fau o= (2r )1"@ I “‘/&)F

~ip
Wafarurt de eerste :>ewer1ng volgt wesens | () =YTr. ( )
2% Zij [3>1 en R<3r. Dan is -R—z--—*(l, zodat cen ffeh\,el o'otala’>0 on

_4TY met —2-—- sin 5‘; bestaat., uen heeft dan wesens (1) en (2)

e

(3){742 f(R-r)" r ch +(21~)l /3’ (sm 5P /ﬁé‘.cp
{ -ZXr(R-—r} /5+ (?r)l\ /3 4 ‘ﬁ"“(luu) = (311.,“

: /uemns O<1()/< Xis a/<rs1n la/* R-r’ . dvusﬁ

* :7(4) 2)yr(R-r)" f ‘E:J“’R r) {5

. Men hc,eft o - |

(5) J__(u gg’ (1-u) ‘"du “":2 B""tf(l u) % du = 2~5p)+1

#':';"In het ﬁe§a1 51n2%§>1h is, volgt uit (3), (4) en (5)
, \'j’ iy __ﬁ, i 2..3&/5+2 1...(3 ._ i

In dit {reval {relden de 2“ en 3 bewemng We'rrens n +21/2<\ 6.




3 'ethode van DARBOUX Oct.1949

Is echter sin2%¥

/\

1
&

i, dan snlitsen we de slotintegranl van (3) met
bechulp van het punt # in twse stulken en donrbij is

2.. LT _a 1
(6) f ﬁ(l——u) du<2‘f Hh-> du.
St2t
Is /3>1 dan is het rcchterlldyllvzner dan
R— 1=
-13-—1 2B, .

zodat de tweede bLewering dar wit (%3),(4) en (5) volst wezons 2 ¥<3%, Is
daasrentegen ﬁb—l, dan is het rechterlid van (6) kleiner dan

mw

12;1 (sin ? y)l“ﬂ
P4

)

2r

% L =2 3 2r
2% log(sin zg) 2% log gz < 3 log g—p

waaruit de derde bevering volgt. .
Na deze hulwnstelling s het newijs van onze stelling cenvoudig. llen
heeft voor elk positief ~motal r<R

Cn "?"“1 v[-V(Z) 2
AR -2-—~Zf -2 ~Peaa

xi=
n

n+l

L3

nm
dz,

dus

Wijkiezen hicrin r=—iw R, zodat zeter R<3r is. Voor u>0 on n gehocl

vositief is n n
(1+u)” = 1 +(1)u+ .o §§1+nu,

1 N\n n 1
B e S I 214z
| <. n2~1) n2-l n’
waaruit volgt n «n+1‘> n~1\n
RN ,n+1> <\n
zodat ~ -

.dus

1 )-n~l
ntl 7
dle voor n=1 de wa ‘rde 4 sonneent. V>or elk nﬂtuurllav ﬂ’tnl n is ﬂus
\ 1"' 1 )—n~1< 4 ¥

(1~ voor n= 1 2,... een,nfnemcnde functic van n is,

~ derhalve ,
r~n-1 = (1- ’*f_)—nml R"n'l*f4R“n‘1

Aldus V1nden we

, -1 & Bz
st B, S Joerel " an).

~ Beschou? de bijdrage tot het rechterlid van de verschillende getallen ¥,
- met voortdurcnde toenassing van het lemma. Dle blg@?ﬂ”@ is voor /Evél
A ﬁte:ﬁi ﬁ"klea.ner dfm V

243 ~n~/3~ (z-% -n-

,rR — - ) C("t:)Rn/g‘:

Ve T2y _

’Voor [&{>l is de blwdrawe wefons 34:?‘k191ner dan /3‘ | Sl ff
2R.m& \{(M#M +i>R’Fr(m*q)Bt :%l s T ﬂYI“ZIT ‘pf

S )

4‘wewems r

 ﬂ“en dlt is weﬁens



4 Methode var DARTOUX. P Oct. 1249,
! '/S"C / /33 -/ £-
7 (-5 < r. R <2
kleiner dan A !+ /3 ~n=3
T/ 2/PT — >
R-n-ﬁriz(ﬁﬁf (34 1) + 2 C, RTTT
-t 3
Voor B~~ ten ulotte is de gennemde bijdrame worens 3 < kleiner dan
-n=-1
2 R7H e _
R3 (6 + 3 log 2n) =Cn(ﬁt)R /QE
Het zou geen moeite kosten om de constante factoren, die in de gevonden
bovengrenzen voorkomen, te verkleinen, manr daer hebben wij niet naar
gestrecfd. '

Vark zullen wij de stellins toenassen in de ‘vol{gende schijnbaar al-
gemenere vorm.
Stelling. Zij’ h geh-el 2 0. Indien de functies
f(z)= Za z? en g(z)f-anzn
h=es

n=o L ~
binven de cirkel met micdelpunt O en met positieve cindige straal R a=-

nalytisch zijn en het verschil v(z) = f(z) - g(z) binnen C volcioet aan
de ongelijkheid

h, ¢ _
\ a v(z) ) %{?ﬁ tst-z) 18?: .

dzh ? \
wa.arin/gt>0 en de nunten Bys s+« 9 Sy OD of binnen ¢ lis=zen, dan is
voor n=>1 f.
-b ).. > (/39 R /g't:
Zn+h~Pn+n | (T i)(n+2).. (n+h) 7:,,

wanrin C (Bt) dezelfde betekenis heeft als hicrboven.
Deze stel]:z.n{* valfr‘t onmi‘dcllijk uit de andere, u-nrin £(z) en g(z)

door fg ZZ y‘( nel)... (n*h)an-i-hzn Gl

neo

en h o ‘ «
i Ei__ﬂé;’z"l = ﬁn-bl).,.(n-!-h)bn*hzn
dz Drd

vervangen wordcehn.



5 Binomi - um van Newton October 1449

Het gaat in deze paragraaf om de ontwikkeling van (1+w)™,
waarin m=%+i7T , naar opklimmende machten van w-a. Om die functie on-
dubbelzinnig te bepalen, brengen we in het w-vliak een coupure aan
van~wnaar -1. Tij stellenex(1+w)=0 in het punt w=0, zodat arg(1+w)
in het opengesneden w~vlak voortdurend tussen - en T light. Ik kies
nu in het opengesneden vlak een punt a, zodanig dat het lijmstuk(a,w)
geen enkel punt van de coupure bevat. Gevraagd wordt (4+w) ® in een
afbrekende reeks naer opklimmende machten van w-a te ontwikkelen, fer-
wijl een bovengrens voorde modulus van de restterm gevraagd wordt.
Van elk geheel getal r20, dat tevens zi?’is, zullen we vinden
(1+w) B = otTq+s s +T.._4+R, waarin TP= (?)(1+a)m"f>(w~a)P.

Daarbi]j is ‘

lRl < K (g\l w al T, waarin q gelijk is aan de afstand
van het punt -1 tot het llJnstuk (a,w) en ?
K = Max § 'Zarg(1+w) - Targ (1+3)!

We zullen later, in een paragraaf gewijd aan geg Anerall seerde hyper-—
geometrische functies, cen andere, in veel opzichten prefsrabele bo-
vengrens van {R] vinden.
De formule volgt uit de reeksontwikkeli;g %n Taylor

F(w) = TO+T1+...+T +R, waarin T = & (w~aﬂ

-1 ]
o TR
R o= o | jlp(r)(t)(w~t)”” dt.
(r-1). &
Hierin kiezen we F(W) (1+w) ™, zodat Tp de aangegeven waarde bevat

R - ) Vf (1+8)™F (w-t) T -1 4.
| O —r o ~Farg(1 + 1)

Jegens G”+ iT is (1 + ) R f + t
Omdatgj op het lijnstuk (a,w) ligt, is|1 + t}— g, dus
i A T :
11 + q T £ 4 7T, Doorloopt t monotoon het lijnstuk (a,w), dan door-
looptarg( 1 + t ) monotoon het interval met de eindpuntenarg 1 + +)
‘en arg (1 + w), i

dus e arg(1 + %) k.
Hisruit volgt de bewering, wegens

W r - 1 T

rN[ b % lat] = lw - &l

[,

en




