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Deel ___ IT. De_golfvergtlijking_:.. 

door 
R. Ti'mman. 

~ Na de pc:!:•.~-::tipf.:>lver\:::i':ili:iking, die vroeger behandeld is, treedt 

de golfvergel king tal van problemen op, zoals de voortplanting 
van trilling en in gaAsen en vloeistof fen, de electrodyrlamica, en de 
voortplanting van oppervlakt 
tekracht. 

lven op water onder invloed van de zwaar-

1 • 1 Voort .EJ...~nt in,~ van tr il:-1:pg~n_l!t ee_!LS.§l.S of vloe istof. 
De bewegingsver1_ulijkingen voor de instationnaire beweging van 

een vloeistof of een cleeltje zijn met snelheidscomponenten u, v en 

win rechthoekige coi:::irdinaat x, y, z 

\1 (ut+ uu + vu+ \"IU. ~ = -p 
X y Z' X 

~1( V + UV + vvy + WV,,) = -py r t X t.; 

p(wt+ uw + vw,+ ww,.,) = -pz 
' 

X j ... 
die samen met de cont inui tat sv6rgeli,j king 

Ot+ (1.)u) + (cv) + (1.u) = O l I X : y ! z 

de bev7eging boaschri,jve1~. 

( 1) 

( 2) 

Indi0n de snelht1 ,h1r1 .klein zijn, kunnen wij hiervoor schrijven 

fUt= -p 
X 

pvt= -py (3) 
pwt= -p z 

Ook de druk en de dichtheid zullen slechts kleine afwij~ingen vertonen 
van de waar: 211 in de r:u:rttrH-H"tand p en p • Indien wij aam:i.emen, dat 

0 10 
P=r\(1+s), 
l : o 

vr!?nrhi.j s k.lein is, zal gelden 

p 2 
= Po+ c t· o. s 

I 

zodat de vergelijkingen warden 
2 

Ut= -CSX 

Vt= -o2s y 
2 

Wt= -C Sz• 

(4) 

(5) 



- 2 -

Indien de waarden van de Rn~lhcict op htt tij~stip t = O gegeven zijn 

t,;l;l::h.n 

+ u 
C' 

-, ) 
\' = -c '-~ , sd t + ,, 

(. ".} J I.)' 
C f 

2 .. / 
w = -c ..!.... I sd t + 1 • ?Z ''o • ,l 

(6) 

Als voor de b egint ui.cstand t,;;Wn snl;li1t.:idr::rot cnt iafll ,1• • C.' b estn!it, zodat 

uo= ~·bx' vo=,:f'oy' wo= (J 1oz · (?) 
/ 

zal c~lden 
u = C '. ' V = C' ' w = ,. 

I X . J / z 
waarbi,i il · 

( 8) 

t. ' = -c 2 / sd t + r 1 
! ., ....... 0 

( 9) 

e0n sn~lh~idspotdntiaal is, die gedurende de gehelc beweging blijft 

bestaan. () volioet dus aan de vergelij king 

~ t = -c s. 
I 

(10) 

Verder volgt u.it de continuit1-;;itsvergelijking, bij verwaa.rlozing van 
hog~re ord~ termen 

st+ (ux+ vy+ wz) = a (11) 

zodat tenslotte i:blijkt te voldoen aan de vergelijking 
'I Q •' . fl J -2 ft Q ( 2) 

/".ii·xx+ ,/YY+ _"'zz- 0 }.Jtt= ' 1 

die de golfvereelijking ~ordt genoemd. 

1.2 Vogrtplanting van electro-rnagn0tische golven, 
In de electrodynamica foelden als grondV"e-:t:"gelijkingen de verge­

lijkingen van Ma.xHell 

! ..... 
rot E 

\, B 
= -y., t 

-• ~ \-
rot H I + 

' J) 
= ft 

(1} 

div B = 0 
~<> ( 2) 

div J) = I.) 
~ ..... ,.)t -i, 

waarbij de Vl::lctoren E, 1:, B, D, J voorstellen de electrische veldsterk-
te, ma.gnetische veldsterkte, magnetischo inductie, de electrisohe ver­
plaatsing en de stroomdichtheid ,ne scalar t.) is de ladingsdichtheid. 
Indien het medium homogeen en isotroop is, geldt 

-·' ~ ~ ..... 
D = E . E, B = ,u H, ( 3) ., 

waarbij wij veronderstellen, dat ~ en /u onafhankelijk zijn van de in-
tensiteit van het veld. 

BiJ afwezigheid van statistisch~ ladingen en van stromen is 
p = O en ~ = 0 en de vergelijkingon worden 
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.... .... :.\fl rot E i-t ~. I = - n I ( 4) . .,. .... ' (,' rot H = i:. '-=! •- .-:" t 

--
div tr = 0 (5) .. 

-I 
div E = 0 

UL; ( 4) volgt 
--+ -.,2H 

rot rot H = .. f,IA 
/ t2 

( 6) 

e:,, 
I 2-"' .... 

rot rot -, f IA 'I l:,J (7) J, = - 0· ' t 
lit. ~8ldt ech~or de alg0mon0 b~itr1...kkir::g 

rot rot~= grad div; - (\ i (8) 
zo~::i.t op grand vr,,11 (r:.\ ?1,:-, Vt.,rc•lijkine_t.n(6) en (7) overgaan in 

_., -4 

--', 1 ,. f' '1 :: 'i' ~ -· tt 
~ ~ (9) 

/:i E = ~ ... u.Ett· 
I 

I~ .e~ der con~onenten van de elctrische of magnetischo veldeterkte 

vc.1.C.oet dus afzonderlij 1r aa.n de golfv0rgelijking. 

@._c ; . 11 "~lL..2.lL2.B a ~9 E wa t er • 
Wij be □ chouvrnn de beweging van een vlakke laag water van con-

·1· ,,, ~ e die pt e en nemcn 

::.~ : d at de anelhed en 

de beweging zeer 

'· 1 ~~ zijn.Indien d6 

; .. 
~ ~-

. - -_.--:: .. ·- "- __ -,, _;r' 

i\i 

·-- .l __ --------- -· 
i 
2 
I 

._ ___ .., __ 

'"""i, ~ ..... ,;I! ..... _,_ -----..- -,,·- , __ ,,,_ -
....______ '~...--- .. 

·--· ----- ---.. ~---····- --·-
h · ::·~c van het ongestoo:::-de oppcrvlak gogeven is door h, dan duidcn wij 

Jc:. ~oogte in de gostoordc toBstand aan door z = h0 + ~- Als wij verder 
v. ·:•('\~dcrstelh.:n, dat ViiJ de vertical,1 V'O'sncllinc van cen vloeistof-

d, sll:je op hct oppervl.e.l-: mog0n vurwaarloz-::;n, t;13ldt voor de.. druk op ec.n 

h' ) 1 .. ) Ce z 

p - p0 = gp(h0 + ~ - z) 

Z( '1t 
'I .. ,_. ' \,,· 

,ti = c: P Si , FY = ef rs 
o:.:fhankelijk van z, zodat alle deeltjes in d~zGlfde v&rticaal dozelfde 

hr -~j zontalo VE:rsnolling h\..:bb ~n, d. w. z. de horizont a.le snelheidsoompo-

n •ten u en v zijn all~cn fu~c+i(~ 73r x en y. De b8WCGingsvGrgclijkingen 

•• _ • , 1 •.:r. dus 

C 
\. 

--g ',-
' X 
~ -G,..,. y. 



• - 't -

n1· p cor:.t ~. n·,1.· +.,. 1tsv,,-:-l_,,,:• ~.·;'•kl" !·,L··· • ... ,.,. o""· '" "' '· · · · t I' ct· ' k ,, ~ L, - '"'- v-~ ._,;;: -~-- ' i,t,,, ~,l ,, .,L' l,:.t i,,;l.,,<J j\(), .. 01,l mv ~ on v.:.a 

dx dy 

..!:-x' (uh du\rJy 
;,~- ,JJ • 

of 

king 
A,,') 1 . i.1 

j'_j. 'Iii.,/ - ~ y-·..L t = i)' 
/ ~ .' l; .- C . 

dit, retds door Poisson 1ie.s 

,) 
= + -...- (.; + h) ax dy ( t ' 

( 1 ) 

Bcschoui; 1 da<:.rtoc c'""ret dsS vergclijkinf; voor bolvormigc golven: 

·'11" 2 ,)t 1 ,}J 
v + - ;,J - --2 't't t, = O 

I; rr r, r . . 
C ' 

( 2) 

of vrnl 
= 2(,,,,..,1,: 'i 

0 ' - .r 1 rr (3) 

met du alg6mcn~ oplossing 
r~) = f(r - ct)+ F(r + ct). (4) 

D ' .~ t . t -I-''·' t· .i- 0' ~ enK rm, aa op nl:. vlJas 1p u = ac functios 
, I ,.· en ., · t voorgeschreven 

zijn 

Dan is 

9) = ~( r), 
,, I 

f(z) + :F'(r) 

-f 1 (r)+/ 1 (r) 

zodat 

-f(r) + F(r) 

Wij vindan dus els 

( ... ' ') ) 

(6) 

, 
,/4 

= t j ~ X ( z) dz + c. 
·' I , 

(7) 
f.) -, 

a~g~m'""ne oplossing: 
1 1 V 1 · ·) ry) = 2(r-ct) f (r-ct) + 2(r+ct) /, (r+ct) + 20 / z .\ (z dz (8) 

/ , 

I' - -, f 
v;aarbij wij echter mo1:;tcn b&dcnkcn, dat in (5) y- 1.rn .,\ 'alloen gE.defini-
0erd zijn voor pcsitieve waarden van r, dus dat (8) ~lleen maar geldig 

is, zolang r - ct) 0 is. 
Van r - ct ( 0 kunnen wiJ dl1·0ct d,J voorstBlling vinden, indieni.r. 

2 ,., \ 
de oars prong get1n vloe istof gdorct:lerd Yiordt. Dan is r y1 r --:;c O voor 

r ~-~ 0, dus I l 
lim r 2i ,l:~•(r-ct) + F'(r+ct)) - ~0(r-ct) + F(r+ct))) = O 

hetgeon oplevert 
f(-ct) + F(ct) = O 

z~dat voar alle waardan van z ~Glden zal 



(9) 
1'1 o ... 

, · 1 , , 'l , r , · I t:. -- - ~t 11o-t"t'! .. 1,,; I 1'•-.n . .,., ', '" _.., r'I. \ .J., ,,.. \) 'J· \ .,u, ' 'j ;' ~ '\ ' ! . 
~ ,, K 

+ -;d- I z (z)dz .,, 1· 
!., ,...,~· / ' 

( 10) 

ffr-· ... •t + ~i,(r+-:!t\ 
_, . ·-------........ ·-· - ·--I.. 

, . 
, >~ 

·-- J... ..... 

l ..• , ,; 

(11) 

Orr. rr.: 11 ,.: t ~:..l[ c !!it ... 1• __ r:; th·:.·· e: 1~ ~t:"l~_~;', v ~-j~r: .Pc i ;"'j ~Jc 1:i t ',.. t.1 ._;~./ :. j z i2 n , msr kGn w ij eers t 
r:1r•, d~·: .. t V-~I'g_iJ<:.i;jLii1( ( 1 ~~.:l.!'~~~':i:: i:;::, .J..~'.f., .• , ·l: t 1··.,;t c:cn stelsel func-

pi.:.nt P 

Indi.on \li,J nn x 1 , ;., ', ;::' 2..1::.t, .. n 'l:r~·· .~.:r:i er.~. I, d·-.n z• ... l bij iederc ste.nd 
e"n •rndorc i:111,~ln,-..idfFJCt vnt i~t· .l. t. o. v. d .... O(n·spronkc.lijkt.;, coord inaten 
b~hor(.n. Hwt srithxcti~ch [c~idd~l~G vcn cl i~ze cnclhoidspot0utialen 
zal dus bolsymmatri~ t.o.v.} vc1L~~~n, cf w~l de functie 

.-- ,·r 
)) .1 !''~: 41(' '\..:. :: ~• I :i U, ... ,.· ' 

,I 'r I; ,.· j / 
( 12) 

·w·'.".rbij ~ ·· ecn willek0uri~~1-.1 Effc:1ll1cidspct nti2.s.l is :an d<.' een element van 
A'°' .n ru 1.· .,;t -, Y'1 ('\ "-',. IT' .:: + + '\,., ; n 1-' ....,.....,, ... Ul t.'...i.'-"vJ:".:1r,, ,.,.t;;; V U\..,!;'· .,;....,J. -

-- ) --· 
( r y.,· ) t t = C '- ( r •,;: ) rr 

I ' ,. 
( 1 3) 

en du.s de vorm hebb di 

r (;/ = f(r-ct) + F(r+ct) (14) 

we.e.rbij r/de 2"fst~~nd van h0t bescl1ouwdc punt tot l'(x, y, z) voorstelt. 
Tna•i' ·.,r 'l'C '7" 10 ··.n .,r,; 0"'"'~n.,. /)) t•!'.ln (1) voo1r t = 0 a'e ~1,rrc. 0.rde evi ..l. · ~ ... .1,, .1.,.u 1,;:....J..;. ct. ... ,. "-.t:-'·"-· o..:::..L t., >4"" v··~_ .. .;., - JY~c. J..l 

haRr tijdsafgsleide gegevan zijn 

dan zal ove1~ c0n bol mot middelpunt (x, 

( 15) 

y,z) 

een straal r gclden 
' 

(J) = 
/ 

1 /,' ! 1/1 • I , 
- i i -· \ J(+..i..r, :/·+l!}:!:1 , 

47T /I i ., 
:-'.·nr) d Ct i ( 16) 

.. ( 

1 . // \ ( ., ' ... , . · . ., ,,.. \ . : ( ) -1 , •.. Ji 1.A+..J..r, y+.,11, ~,,.,·.,c1 .. ( 
9- fl _I) I 

( 17) 

t'.'."' 1 '5 , 

.. -- ..., "· ' r- ·1(., richtin;,ecosi.r:11.h:8er: v· .. n d"' streel aenduiden dus in pool-

co "' 1ditJ(:1ten 

en 

i . ') " 
.I. = sin t COS•,/ 

d w..> = sin el de 

(11) volgt dan direct, dat 

r'( , ) 1 1: + //> 1 '".1..-,+ ~; .... ,::r,":',.' .. .',:\. y+c.t s1.·.., L1si·n.~.·,, z+ X, ;y , Z ::: 4 .. , . ;,'+ u / I ,.. \, .,._.,." ,.. _,_...,_ • , u (/ 

h --· ~ I I I , . 
,.. • ~! • ;', , 0 t I , ( , t' ,.·, 

+ct cos:-,..) sintd ,'•'a.·+ -.-- 1'' t x+ct sin,- cos,,:, 
• · .'.t n , 1 1\ · 

z+ct cos()) zin O d (> d ~~1 ... ; 

:Dit stelt de gc..noBmdn f')rr1-1l}J vcn :Poisson voor. 

y+ct sin 61 sin-~ 
( 18) 
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De formule v~n Kirchhoff.:. 

door 
R. Timman. 

Een generf'_lisatie VP...n de vroeger gegeven formule van :Poissmn 

wordt geleverd door de formule van Kirchhoff. 
Indien u(x, y, z, t) een oplossing is van c.B .golf,iergelijking 

1 
uxx+ uyy+ uzz- -:-'2 utt = O 

C 
waarvP.,n de r>.fgeleiden V'."'.n de eerste en tweede orde op zeker gesloter.. 
oppervl~k S continu zijn on indien (x1 , y1 , z1) een punt is binnen S 

geldt 1 1;; t X 1 1 Ar f'bu' 1 ["bu'\l 
u(x1,Y1,z1,t) = "4n l/4,\ tU) <i:n<:r) ... er &n"t.E1:.l - r ~nds. 

Hier in is r de nfste.nd van '"het punt (x1 ,y 1 , z1) tc,t een punt 0-;? S, 
~ duidt differentictie l~ngs de norm~~l op S na~r binnen toe en met 
( J.-4 

de note.tie{ )VJ is bedoGld r 

(J7) ,= £/ (x,y,zji - 0) 
Om doze formule tc bewijzen~ berekenen wij eerst de afgeleideh van de 
functie 

Dan is 

en 

v = u(x,y,z,t - f> = [u) 

v...,._-v = f1.1 .• J - _c1·rx·<Ttut·,- _01rx{ut1 =rUxx-~ - _c1rx[ux~ - trx"lut1 _r;[:!iu.~ 
"""''" • """'· I ,P .. A • • x v ~x " i -l.., I ..r'\. 

tut·) x = (ux~\ - tr x\ut~ \ • 
Verder is dnn ,.. 1 1 - 1 r ,-
v xx+ v yy+ ·(J" zz= l"Q::.cx+ uyy+ uz,z - c .2. r x[ uxt] - c !. r xlut} x - l ~tJ Lr x.x:-.::i 

~- " ~ Yr J Ju t1 1r futt!}- 1 L'\" r .fut) .,_ l~1L'\ r = 
C .~ Xl - X ~r C X l . C X _ X C ... XX 

= - ; L rxlut} x- ¾(2 rxx) l¾} ~ - ~(L, r~ [ut] x + }(ut] 



.• :.:;· 2 . 2 
da.ar L r · = 1 en ~ r = -. 

X L- XX r 
Om deze uitdrukking verder te herleiden, merken wij op, da.t 

L ~ i.· ~ fut] l = 2. r xx r u 1 - ~ ( r x> 2 [ 1 + ~ r X (~1h 
oL 1 r . t.. r~ ¾J r t J I 

1 ,- 1 + ~ rx[utlx 
= ~Lut_ r 

zodet r.; , \ 
1 ~ V = - g 2 4 \ r z tut l ;x • 
r c ,._ ux \ r . 

Volgens de stelling van Green, toegep~st op Sen de functies v en~ 
geldt, indien,P buiten S ligt 

J(5 vl..(1) - 1 hi dS CJ t uv r r c)y } 
,) 

+ jfj F t1" dV =O 

V 
die, daar de tweede integrand een diverg0ntie-uitdrukking is, overga.at 

in (/ ~ . \ 
/ Jl i v .£..c 1) - 1 °h - L t£ (u -1 d s = o 

,. -:: I o V r r ")\ v- er ·::\ ).. t J . 
f a'-• VI i., o a"'.r _ 

r..lv f ·2)u j 1 ~ 1- 1 -- - ... ....,...,._U\ 
;:)y· -,. o'{ 0 t)~l. t. 

J;/' < 1- ] cJ ( 1 ) . 1 1·du J-. 1 d r 0 l / \ } 1 __ .t --- - - - - - - --- U l J 1 '· . a~-· r r . o f- er ·o y . t_ l 
s .J 

dS = O. 

Indien P binnen S ligt, sluiten wij op de bekende wijz~ P uit door een 
klein bolletje, waarvan wij de strael tot nul le.ten n1=1,deren en vinden 
dqn de gewenste formule. 

! lii1._E.§.B.E!E kFi.rakteri§.!!_eken van een_9..x12erbolische linenire d!fferen:th": 
n~lvergelijking van de tweede orde. 

Beschouw de lineaire ve1gelijking van de tweede orde 

(1) 

in n var iab elen x1 , • • • xn, waarbij de coefficient en aik fun ct iea zij n 
van deze n ve~iabelen. 

Voor deze vergelijking denken wij ons het beginwaerdaproblee~ 
gest eld. Op een zeker ( n-1) oppervlnk CO zij n de waard Gn vnn u en ha:..:.r 

eerste afgeleiden ux (k = 1, ••. n) voorgeschreven. Wij onderzoeken 
nu, of het mogelijk fs met behulp van ( 1) lt=:..ngs dit oppervlak de ho­
gere afgeleiden te bepalen. Denk, de.t C0 gegeven is door een paro..m€te.:::--, 

voorstellin.g 

x1 ( A1' • • • ~ n-1) ' • • '" · xn ( A 1' • • • 11 n-1) 

en de gegeven wa~rden ven u en uxk evene0ns 



wae.rb ij moet geld en, dat ...... 
(/ .)( 1~ = u . _..u,. 

:r. k '." \ (.}, II 

waP..rbij de sommat ie convent ie is aangenomen, 

Door eliminatie van de (n-1) parameters 

king van het oppervl,::;.k <p ( x1 , • • . xn) = 0. Vo~r 
len in de groothedcn 1 

\ 1 \ ,. ,,, .. , l 
11 1' ••• 1 n-1 en i..J..' = 1\n' 

I wae.rbij 

4 o. 

~ Dr..n wordt 

en 

De 

JI= 1, • • • n-1 
(2) 

ontstaRt de vergelij­

nu als nieuwe variabe-

(3) 

( 4 l 

waarbij over alle 2 x 
Hier zijn echter alle 

voorkomende indices van 1 tot n :Lo geso:nmeera. 

efgeleiden u;,. 1\ k waarbij niot i isn k oeide n 
. J. 

zijn, bekend. Immers, indien i en k beide < n-1 zijn, volgt de afgelei•-

• de direct uit de gegeven functio u( ~ 1 , ••• ;\ 0 _ 1 ) en indien een ine ex 
de wa~rde n hceft, is 

J xk 
u 

xk ,) \ •.. I ll 

die, daar op het oppervlak u 

is , b ekend is. 
als functie van A 1 ., •. ),11 _ 1 gegeven 

Zo blijft als enige onbekende afgeleide in ( 4) over , de afg2-• 

leide ~\n ,A n, die e.ls coefficient heeft 

.,,_ ~)ln c.'~n <. 
2.... aik c\xi o xk = L~. aik f :if1 ff Xk 

Indien dus deze coefficient b:p het oppervlak niet nul .is, kunnen wij 

de naar buiten voerende afgelcidc ondubbelzinnig 1::,erek:;.C\')n. Is he4i oppe.r" 

vlak echter zode.nig, dat de coefficient wel nul is, dan is dat niet 
' ea:i meer mogelijk. Het op·pervlak heet dan karakteristiek opp-ervlv.'lr.~De fur,c•• 

tie /(i) ( x1 , • ~ • xn) yoldoet dan aa..o de b-etrekking 

n 
,,__.,... /'l) ,1 Q z.. a.,, 'f" . = , 

• J.ri,..' x1 xk 
{'!- -:.'1 ; .. \ f\) 

( r:; \ 
~ / 



die in het algemeen echter 
dit ·echter omzetten in een 
parameters in te voeren u1 
ven als 

alleen op c vervuld zal· Zijn. Wij kunnen 
. . 0 . 

partiele differentiaalvergelijking door ale 
= x1 , •• _. un_1. = xn~1 en dan o1 te schrij-

xn = y1<x1, •·• xn-1). 
I 

In de parameter x1 t ••• xn_1 meet dan 'f= xn voldoen ae.n 

11-1 n.1 -~ ' t . -~ aik / 1 x. 1/Jx - 2 L.. ain ixi + ann = O. 
I; A', :1 1 T k i:. 1 

.Is nu r1 = 0 een oplossing van (5), opgevat als 
nelvergelijking, dan kunnen wij de vergelijking 

xn = lt' (x1 , ••• xn_1 , c) 
I 

die voldoet ann (6). 

(6) 

partiele dif~erenti-

f> o c naar xn oplosser: 

Is omgekeerd xn = <f' (x1 , ••• x0 _ 1 , c )· een sohnar van oplossin .. 4 

gen van (6),diewjjq)lCEson doo;r c = r (x! ~ •• : xn), ~~,n, :s <P = ~ ee~ 
oplossing van (5). Dit levert een mogel1.Jkhe1d om bJ.J (ien 1u:rr,Kter:us•r 

tiek oppervlak een gehele sohaar te vinden. 

Voorbeeld; De golfvergelijking in twee dimeneies 

uxx+ uyy- utt = O. 

Beschouw de karakteristieke kegel 

t2- x2- y2 = o. 
De functie >( = t 2- x2- y 2 voldoet echter aan 

X t2- / x2_ Xy 2 =4/.. 
zodat alleen nu A= 0 ae.n voorwaarde (5) is voldaan. Bescbouwen · wij 

echter 
<f = t - v~ y 2-, = C 

dan geldt 

rt2- 'fx2_ fy2 = 0 

zodat deze schae.r wel een schaar karakteristieke oplosr::iingen ';,roorste:i.~.:.;, 

In het algemeen worden de karakteristieke 

gelijking voorgesteld door de kegels 
I . -·-, 

t - to = V ( x-xo ) 2 + ( y - Yo ) 2 

oppervlr;k}{,rn voor doze ver .... 

De vrar.::g rijst nu: Wat stellen de besohrijvenden van doze ke.gels vco-::: 7 
Deze vraag beantwoorden wij algemeen. 

Beschouw eerst een oppervlak c1 in de ruimtG f.i) (x1 , ••.. x ) ·- ,.:,"' 
I rl 

Het ra?.kvlak aan dit oppervlak heeft do n richtingsgetallonf'xk" 11/1:et 
I • 

bohulp van de gegeven diiferentiaalvergelijking voegen wij nu in d:i.t 
punt aar:i het ra13.kvlak een vector to.e door 
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dx1 n 
as = xi = 7_ aik y:.? xk' (?) 

b.7 I 
Deze richting beet in ieder punt van G de transversaalrichting, die de. 
differentiaalvergelijking aan het raakvlak (of aan de normaal) toe­
voegt en de differentiatie in die richting heet transversale differ­
entiatie. Het raakvlak aan C1en de transversale richting zijn elkaars 
geconjugeerde t.o.v. het kwadratische oppervlak 

h 
~- r 

L aik t 
. 1 ( 

I I\ 

1ft k = O. 
, 

Het oppervlak c1 is nu dan en slechts dan een karakteristiel{ oppervla~:e~ 
als in ieder punt de trat1sversale richting in het raakvle,k valt. 
Immers, dan moet 

,c_· 

z.. 
lzijn of wel 

x. c;;· = 0 
1. / Xi 

2· aik tJ Xi r k = 0 • 

De vergelijkingen (7) kunnen wij voor een gegeven s0ha;_u'.' (j) = conet. 
I 

als gewonc differentiaalvergelijkingen opvatten. Alsy) = const. een 
schaar karakteristieke oppervlakken voorstelt, dus aan (5) voldoet, 
dan is <f een integraaloppervlak van de gewone differentiaalvergelijki:1•­
gen (7), dus gebeel opgebouwd uit integraalkrommen, immers langs ee.a 

int egraalkromme geldt. . cJ. _ . . ,-: 
(/) - 9._<f - '.. a (/) I ' ,. - 0 r - OS - L ik / XX/. xi - • 

De integraalkrommen heten karakterist ieke stralen van De d.if?erent l-­

aalvergelijking. 
In ons voorbeeld worden de stralen opgeleverd , c".us dd verge~­

~ lijkingen 
• X 
X = 'T --- X 

= t-c 

dus 
t = 1 

X = <:X' ( t-c) 

y = (3 ( t-c) , 
b .. 1 2 ri2 waar J.J e,,< + r- .... 

= _y_ 
t-c 

1 moet zijn. 
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Methoden der mathematischo ph;ys:i.ca 

Doel :g. De golfvergeli~~ing. 
door 

Dr R. Timman,, 

Op deze wijzo kan men in ieder punt van de ruimte een kegel aan­
geven, waarvan de boschrijvenden worden opgeleverd door de dragers 
van do lijnc:lcmcnten van de karaktcristieke krommen door dat punt. 

Inoicn wij de reciproke matrix van de aik aanduiden door Aik geldt 
identiek: · • 

2_ aik ;Pxi /:xk = L Aik xi ½: 
Indian wij ruo in de n d:L.-rnensionale ruimte een maatbepaling volgens 
Riemann i:1voeren door het lijnclement 

'i 

d r. ,. =- '> A . k cix 1. dxk 
~-- J. 

dan zijn ·k •..:1 ietioke stral.on de }2Ullijne!}. ;;oor de: , maatbepaling,, 
Voor 6s go~::I",·1c: jking U ·+. u .. - •U-i..t == C wordcn de karakteristieke 

. XX ,:. YY l• • ., 

stralci-r\ ,:J,u,, ,,_;-,c;o.l:1·r1.nd door dx2 + dy2 - dt2 = 0 rm in ~Rn punt (a,b,c) 
wordt ~c ~~~~ttG n1jcka kegel opgcleverd door 

( ,~:. I ')2 :z:e-a; -i \ J-o = 
Voe ... i,, pct !.nr.lvergolijking Uxx+ U + U = 0 bestaat de karak-YY zz 

torist :i.GJ-c,J kcgel in elk punt ui t de isotrope kegel en de bijbehorende 
Riemann~-~ :nc,·:7j \::'~: ::.s de gowone Euclidische metrick 
ruimte., 

de 3-dimcnsionale 

Om het 'o·: denprobleem voor de golfvergelijking op te lossen, be-
hande1en wij eerst de integratiemethode van Riemann om hyperbolische 

met twee onafhankelijke veranderlijken .. vergoJ.ij 
Indian de:~ 

noemt men 

de vergelij 

te:rtstieke·kegel reeel is in zeker gebied van de ru.imte 
1 de vcrgelijking hyperbolisch, is j im'.lgi.na.ir, dan is 

olliptisch. 

3,. 1. Herleiding tot de_ porm.aalvo!!:~• 
Wij beschouwen oen diffcrenthicL vorgelijking van de tweede orde 

in twee variabelon 
a(x,y) Uxx+ 2b(x,y) Uxy+ c(x,y) 

" 
Wtlarvan, zoals wij woten de bijbchoronde karaktcris 

2 2 
a Y. + 2b ~,~ + c = 0 • 

I 

( 1) 

vergelijking is 
{2) 



of wel 
f x - ). 1 f y = o, fx - A 2 y-'y = o 

als A 1 en ). 2 de wort els aanduiden van de vergeli jking 
a,.,\ 2 + 2b A + c = 0 , 

die w1J in ieder punt reeel en verschillend veronderstellen. 
Zo verkrijgen wij twee scharen integraalkrommen,f= canst enf= const,, 
zodanig, dat door ieder punt een kromme van elke schaar gaat en dat 

(j}x fy -9J yf x t O is. 

Beschouw nuf = f(x,y) = const. enll = 'f(x,y) = const., als nieuwe 
coordinatenlijnen, dan kunnen wij vergelijking (1) op deze nieuwe 
coordinaten transformeren: 

ux= u;fx + u,, ·'f x' Uy= uf ·f Y + u12. <f y' 

Uxx= ut, ·9) x2+ 2uf1f x</ X + u~'l 'fx 2 + u, f xx+ u'l r xx' 

uxy= uff'fx/y + uj,7 <fx<fy + fx/fy)+ u~r(f xfy+Urfxy+ u'l. r xy' 

°yy= Uf~ ., / + 2u{I/ ., y'f y+ U\q r /+ Uf -f yy+ U~, (lY';f• 

Daar zowel f als f aan de karakteristieke vergelijking (2) voldoen, 
blijft van de tweede orde term.en in u alleen voor de term met uJQ 
21 a fx'{x +bf xtf' Y + b'fx/Jy + cj) yf yi uxy+ •••• • ••• • ••••••••••• =0 
Men kan bewijzen, dat daar zowel ac-b2 ) 0 en 0(9:!:tf) t O, deze 
coijffi~ient in het gehele gebied t O is. J(~,iJ 

3.2. De integratiemethode van Riemann. 
Wij beschouwen nu de vergelijking in de normaalvorm 

L [ u] = uxy + aux + buy + cu = f 

waarbij de karakteristieken gegeven zijn door x = const. en y = const. 
en a,b,c en f gegeven functies zijn van x en y, di8 continu zijn en 
continue ~fgeleiden van de eerste orde hebben. 

Wij zoeken een oplossing voor deze differentiaalvergelijking met 
behulp van de stelling van Green, die in de potentiaaltheorie zo'n 
belangrijke rol speelt. Doze is gabaseerd op de stelling van Gauss 

J<JJ11. + mN)ds =Jct~ +~)dxdy en luidde 

J<u~n- vun)ds =jJ(u/Jv - vAu)dO. (1 en m richtingscosinus­

sen van de normaal) 
Wij zoeken nu naast L [ u J een twee de difterentiaalui tdrukking L ( u) 
zodanig, dat de uitdrukking vL (u) - uL [v] een divergentieuitdrukking 
is. 
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Dit bereiken wij met 

L [v] = vxy - (av)x - (bv)y + cv 

Dan is nl. 

vL Cu] - uL [vJ = vuxy - uvxy + avux + bvu.y + cuv + u(av)x + u(bv)y -

- cuv = (avu)x + (buv)y + ½(vuy - uvy)x + ½(yux - uvx)y, 

zodat wij kunnen nemen M = ½(vuy - uvy) + auv, 

N = ½(vux - uvx) + buv. 

Wij passen nu de stelling van Gauss toe op het gebied G, begrensd door 
een kromme c met continu varierende raaklijn 1 R -p; -- · t· -- .x-;, • Y, en twee lijnen door een punt P (xp,Yp) even- \ rf{"#c1, 

wijdig met de coordinaatassen. Nemen we de '- dS: -riv 
normaal naar buiten positief, dan is ';<'-... 
j~vf [ u] - u L [v) ~ dxdy = A i """' . '--;, 13 • X 

~J~l(vu - uv ) + buv l dx - f ½(vu - uv ) + auv t)dy + (lM + mN) ds Jr X X } .l y y 
fl p B 

Wij beschouwen nu het geval, dat langs de kro:mme AB, waarvan ver-
ondersteld wordt, dat iedero lijn evenwijdig met de cpordinaatassen 
haar in hoogstens een punt snijdt en de waarden van u en de eerate 
afgeleiden ux =pen uy = q gegeven zijn. 
Door_partiele integ;r.?~i°Pgaat dan de u}tdrukking ovef in 
vpup- ½vAuA - ½vBU:8 -./ u(vx- bv) dx .... j u(vy-av) dy -j(JJfl + mN) ds = 

fi ·,1 {!J lj Jj~L { uJ - uL [vJ dO. 

Indien het nu gelukt om de functie v zo te bepalen, dat zij voldoet 
aan de volgende eisen: 
a) vis een oplossing van de geadjungeerde differentiaalvergelijking 

L [vJ = vxy - (av)x - (bv)y + cv = O. 
b) op AP voldoet v aan vx - bv = o, op BP aan vy - av~ 0 

en tenslotte moet zij in Pde waarde1 hebben; 
c) v:P = 1. 
Deze functie O heet de functie van Riemann, die bij de differentiaal­
vorm L [uJ behoort. Zij is een functie van x en y met de coordinaten 
xp en Yp als parameters. Indien zij gevonden k~n warden, kunnen wij 
schrijven B 

211\l = vAuA + ¾VB + _/f._(vuy - uvy + 2auv)ln + (vux- uvx+ 2buv) 1~. de 

+2.1/fv dx dy. A 
waarbij 1 en m richtingscosinussen van de normaal op de kromme AJ3 
voorate-llen. 
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In het algemeen zal natuurlijk de bepaling van een functie van Riemann 
om een gegeven differcntiaalvergelijking niet zo eenvoudig zijn. In 
het geval van de vergelijking 

L [ uJ = uxy + ¼k2u = g(x,y), waarbij k een gegeven consta.nte 

is (vergelijking van de telegraaf) is dit echter wel het geval. 
Wij proberon v = f{z), waarbij z = (x-xp){y-yp). 

De geadjungeerde vergelijking is vxy + ¼ k2v = o. 
Nu is vx = (y-yp)f2 , vy = (x-xp)f3 , vxy = f 3 + zfzz' zodat 

de vergelijking van f wordt 
zf" + fz + ¼k2f = O, 

metals oplossing, die aan allc eisen voldoet. 
f = Jo(kVz) = Joj kf(x::~P)(y-yp) f 

waarbij Jo de functie van Bessel van de orde nul voorstelt. 
Tenslotte bespreken wij nog een merkwaardige eigcnschap van de 

functie van Riemann. Beschouw het geval, dat de kromme C ontaardt in 
twee rechte lijnstukken AQ en QB evenwijdig aan de assen. Dan volgt 
uit de afbeelding, dat onze formule blijft gelden. Daar echter de 
gegeven kromme bestaat uit karakteristicken, kunnen wij nu niet meer 
u, ux en uy omschrijven, maar alle:e.n u. Dan is immers langs QA met u 
ook uy bekend en volgt ux = p direct uit de gcwone differentiaalver­
golijking, die door substitutie van 
u en uy in L [u] = f (langs BQ) 
ontstae.t. 
Py+ a(x0 ,y)p + b(xQ,y). 

uy(xQ,y) + cu(xQ,y) = f. 

Analoog langs Q:B. Nu is, indien 
wij aannemen, dat f = 0 is. 

(. lfl_ 

2Up = VAUA + V]1½3 -; .. (vuy -
Fl 

= VAUA + VBUB + UQVQ - U:sV:s -

+ 2 /:(ux + bu)dx. 
~1 

Indicn nu u een oplossing is van de vergelijking L [u] =0, die boven-
dien op AQ voldoet aan '1x +bl;-= Oen op BQ aan uy + &u = o, terwijl 
uQ = 1 is, dan is u een 1unctie van Riemann voor de differcntiaalvorm 
·1; [v J en hat punt Q. 

Boven.dien is dan 

u(xp,yp; xQ,yQ) = v(xQ,YQJ xp,Yp), waarbij in het eerste geval 

=~p en Yp de coordinaten en xQ en yQ de parameters zijn en in het tweede 
gcval xQ en Yo de ooijrdinaten en~ en Yp de parameters. 
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De functie van Riemann dus over in die van de geconjugeerde dif-
farentiaalvorm, · o.ls :mon parameters en arg:1..1..-n.ent verwissolt. 

3.3. De mothode van Volterra tor oplossing van het beginwaarden pro­
bleem voor de golfvcrgolijking in tv1ee dimension!!.:._ 
Wij bcschouwen nu een analoge methode om de oplossing te bepalen 

van de golfvergelijking in twee dimensions. 

:.(u) = uxx+ uyy - utt• 

Gegeven zijn de randwaarden van u en haar afgeleiden op een oppervlak 
s. Wij stellen nu 

~ = x-xp, ll = y-yp, f = t-tp 
r fl 2 l- 2 en construeren de karakteristieke kcgeI 1 +' =r , met top in P. 

Do oplossingsmethode gebuseerd op het theorem.a van Green voor de 

golfvergelijking. Wij zooken dus weer de functie L(u) zodanig te be­
palen, dat vL(u) - uL(v) een divergcntieuitdrukking wordt. L(u) blijkt 
zelfgeadjungeerd tc zijn. 

v(u + u - utt) - u(v + v - vtt) = (vu - uv) + (vu - uv) -XX yy . XX yy X X X y y y 

(vut - uvt)t. 
~oemen wij de vector mot componenten vux- uvx,vuy- uvy, -(vut - uvt) 
a, dan levert het divorgontietheorema, toegopast op een gebied G, be­
grensd door een op:pervlEtk 0 

fl I ➔ 

))) div a d 7' = a. n dO 
£ 0 

als rt de naar buiten gGrichte normaal met richtingscosinuem~n l,m en n 

is ///jv-L(u) - uL(v) ~ dT = //i (vux - uvx)l + (vuy - uvy)m - (vut - uvt)n~ 
.dO 5 lf (vu. - UV. )dO. 0 

;- Y' 

Hierb~\ stelt richtingYvoor een riohting met eosinusaen 1, m en.,-n. 
Dit is juist de transverso.al.richting van het raakvlak t.o.v. de karak­
teristicke kegel, want het raakvlak in o~ :ount x0 ,y0 ,z0 heeft tot 
vergelijking l(x-x) + m(y-y) + n(z-z 0 ) = 0 

0 0 
en tot poollijn tov. de karakteristieke kegel met top in~ punt 

x-x 
0 

I -
v-y z-z 
-✓ 0 0 
~ = --=n 

Indien u on v bcide oplossingen zijn van de golfvergelijking wordt 'de 

be trekking 
(j Jv 
jj(Ur°l('. 
0 

Wij nemen nu voor G hot 
enerzijds begrensd door 

Ju 
- v =-- ) dO = O. 

1)1' 

gcbicd 

de kegelr 

en afgcsloten door de door­
snijding van I' met het oppervlak 

s. 

t ·---
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Dan geldt d v J jJ ;, ~ 4 ( u i) y - V ~ ~ ) dO + ~ ( u d: -V ~: ) dO = 0 
Hierbij zijn de waarden van u enf/ op S gegeven, maar opronbekend. 
Volterra kiest voor v oon o:plossing van de vergelijki.n~ L(v) = o, die 
nul is opr en wel de oploasing die ui t de elementa:ir1:i oploasing 

1 ontstaat door intcts+'atie naar x 
v = a cosh •. :_J vv,,t 

Deze oploasing wordt oneindig op de a.sf=~= 0, zodat deze ui tgesloten 
moet warden door een kleine cylinder C met straalf, zodat het gebied G 
nu wordt begrensd door r, S en C. 
Daa.r de transversal a rich ting o:p /..., langs de b eschri jvenden val t, is met v 

ook oy daar nul, zodat wij krijgen 
(}'( ff (u]!~ - v di.A) dO + {( (u 9 V - v dU )dO = o. 

i of' ay IJ J-r v-r 
Op C geldt C 

dO == f. d r d~ 

indien cylindercoordinaten f, Jlen f gebru.ikt worden. 
Verder geldt voor de transversale afgeleide op C 

dv Av c)v ... -t - ~ 
v v- = ~ n == ~ f vr~- =tVf' 2 .:'[ t' 

zodat f l/1 

lim fl {u JV - v k_) dO = -11mjju(f,f,r )tdfdJ_ 
[-40 f.u-1 c)V' c)f E. ➔ D . V}~ -ef 

o/(lJu ~ ' f. () 
- lim i JJ-(ar cosh _) d9" df 

f.Joo~., Jr t 1 

Indien' lfJbegrensd is, dan wordt de tweede term nul, daar ar cash.£ 

I,..,: In .2 f{ en £ ln t ..,, e.. k; E: 
Verder gaat de eGrste1 term over in 2 Ti { tt {f u.u)clf 

zodat wij krijgen '1, J O " 
-) fiju(} o o ) d~ = If ( u __:::_ - v .!:.:':_) dO 

Y' f ' 1V" -0 I ) -'' 
O 0· 

of, na differentiatio t.o.v. f, S 

u ( = ..!.. !3,__ fl. ( u fv - v 1u ) dQ. 
p J,r t:Jr $ gr df° 

Dit is de form.ule van Volterra. 
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Cu.rsus; 
Methoden der mathematische ~hysica 

Deel II. De golfvergelijking. 
door 

Dr R. Timm.an. 

3.4. De 11 af'dalingsmethode 11 , (Methode de descente) van Hadamard. 

De formula 
probleem van de 

van Poisson leverde de oplossing van 
vergelijking in drie ruimtedimensies 

het beginwaarden-

,~1, Q_.l ()) 1- ~/ - 0 
/- xx+ / yy + /' zz- 0 2 / tt-

Indien n.l. voor t = 0 gegeven is 

_j'= y-cx,y,z) 
jIJt = ~ (x,y,z) 

is op ieder tijdstip t. i l 
_9J(xp,Yp,zp, t)== ot -_t 

( 1) 

(2) 

(3) 

waarbij het symbool M0 t( tf) betek·.:mt, dat gemiddeld moet warden over 
een boloppervlak met middelpu.nt x,y,z en straal ct. 
Indien Y-, en X alleen functies zijn van x en y, -Jb (x,y) en X (x,y) 
kunnen wij de integralen over de gehele bol vervangen door een dubbele 
integratie over de halve bol met z) o, begrensd door het xy vlak. 

Mr( Y,) = 2 ;r2 jJ r da' ~ (4) 

waarbi j er het op:pervlakteelement op 
de bol is. Neem nu x en y als on­
afhankelijk variabelen dan is 

~ 

_ ... - , . . ....,. """ 
,.,. - I I . ~ do"= dxdy r 

waarbij , 
r2 = (x-xp)2+ (y-y:P)2+ z2. 

-~f.IT(~~ '\ 
... - ., .::: •. - - ... - -)- - • - - -1-- - -Y-

I ,., I 1 , .. ··· 
~ .' :_:·--✓ y Wu wordt 

WI ( r) = , 1 JI ~ (x,y) dxdy , 
r 2wr ~ · t Jf 2 2 2 

r -(x-x) -(y-y) . p p 
.·,:a.at het resu1taat wordt 

J l. lfii! • .r{x,y)dxd:y + ~(x,;)~fdY . : ... 
2- 2 2 2 2 2 2 ? i'Gt -(x-x ) -(y .... y ) · Ve t -(x-x ) .... (y•-y )- , vc- p p p p 
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waarbij de integraties zijn uit over de e cirkel 
(:;s:-:xp)2+ (y-yp) f c2t2. 

Evenals bij het resultaat van Volterra treedt hier een differentiatie 

naar top, die niet uitgevoord kan worden door differentiatie ender 
het integraalteken. Het is direct in te zien, dater dan divergente 

egralen onts , t jl een differentiatie naar de bovcngrens 
o direct oneindige term.en levert. 

t is natuurlijk moge~ i ·n,:- door geschikte substi tuties deze moeilijk-:­
heden te ontgaan maar -ie-imethode van Hadamard, die ,,ij nu gaan behan­
dclen, ontgaat ze juist niet. (Vgl. Le probleme de Cauchy, Paris, 1932 
Ccurant-Hilbert. Methoden der Mathematische Physik II, 1937). 

3 .. 5. Het eindige deel van 00n enkelvoudige divergente i.n-tegraal. 

'?!ij beschom.11:m alloroorst e~n integraal van de vorm 
X 

I f( t) ' dt 

~ {lx-t 
Als wij dez~ naar x 
noomde moeilijkheid 

X 

differentit;ren, komen wij dirGc·t voor de bovenge­

tv staan, inunt;rS h,-::t rt::sul taat Y1ordt 

- ~/ 
a 

J . ' 
t=• X 

wa~rbij de eerste integraal divergeert 0n de twe~de uitdrukking on­
cindig wordt. 

Wij kunnen echter direct een limietwaarde berek0nen van de uit-

drtikking ( f(J)dt · 2 f(y) ) 
(J (x-t)·% - v~ 

a 

Y-----+ x, indien A voldoet aan een Lipschitz voorwaarde in de omgeving 

van x I f(y) - f(x) I '£ C (y-x). 

Het is duidelijk, dat iedere fu.nctie J3(y)t die_aan een dergelijke 
1/jll)I-

Lipschitz voorwaarde voldoet en waar·. B(x) = -2f(x) ook aan het doel 
beantwoordt, 
uitdrukking 

immers de limietvoorwaarde verandert niet, ala wij de 

berekenen. 

y 

lim\( f(t)dt + 
y..,,x i,a VX-t 3 

~( Yj__, t 
~x-y J 

'7ij definieren nu deze limiet als het eindige deel van de diver ... 

g0nte integraal en schrijven dus ---•---"'"----x y 

_/,, f(t)dt ~ limijf(t). dt 
_ (x-t)372 t=y-x (x-t)J72 

a a 

+ gjj] 
Vx-Y l . 
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".lij kunnen di t begrip ook ui tbreiden tot starker di vergente integralen. 

Indien A(t) in de omgeving van t = xlp keer differentieerbaar is en 
indien B(x) een zodanige functie is van x, dat de limiet bestaat 

( rg!f~e__P, __ vo~aarden o:p;egt aan de eerste p af geleiden van B) is 

I / f(tJdt.,\ = li~{ / f(~)dt + g(yl - \ 
J (x-t)P+ 2 y_.. ~ (x-tfP+½ (x-y)P.½•) 

a --- a. Om[-~ i-imiut te berekene;, merken wij eerst op, dat 

/ d t 1 im j / d t 2 J 
j ( x-t) 3/2 =y-. x l} ( :x:-t) 3/2 - ( x-y) ½ J = 

a a 

l + _2_1 -
(x-yf1 

2 
l ... 

(x-a)"' 

_2 ___ 1 I = _ 2 ~ 

(x-y) 2 ) (x-a) • ' 

en verder, dat, wegens de Lipschitz voorwaarde, die f vervult, de in-
tegraal x 

f f ( tj -:-_ __thl d t 
(x~ 

a 

convergeert. ~ ;x 
r!ij krijgen dus: j (t) _ f(t)- f(x~ 

(x-t)3/2 - (x-t)3/ 
0 d 

dt · 2f (x) - ),. . 
(x-a);;: 

Om de meerl£lt;;:~:td~verg,inte integraal 

') (x-t)P+½ 

to berekenen, ontwikltelen wij eerst f( t) in een re(3ks van Taylor in de 

omgeving van x .. · 2 
f(t)== f(x)+ f'(x) ,(t-x)+ f"(x) )t2~) P+ 

waarbij RP= f(p) {x + 0(t-x)i (t;T). 
+ f (p-1)(x) (t-x)P-1 + RP 

... {p-1}\ t 

·verder berekenen wij de eindige stukken van ae integraJ.en 

1 \ /c~~:iq+z = -q-2--i- (x-a) q-·;.i • 

a 

zodat { 'f\! ])d~· • • = : 

\ 41 (:x:-t)p+f 
f(x) ·· 

( :p-½) ( x-t) P-i + 

~n de laatste integraal convergeert. 

... - (~1)P-if(p~1)~x} + 
(p..1)! ½(x-a) 
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Voor functie g moeten wij dus nemen: · .. 
~ f'(x}(x-t) +(-i)P-1 f(p-1)(xj(x-t)P-1 x) = f(x) . . . .. 

(:P - 3/2) (p-1)! ½ ' . 

is dire dui jk, dat additievo ei schap van de integralen 
ook lden voor hun eindi zeals 

en 
_b 

/ f+g = 

af b~ ;/ c~ 

b b 

jf + J,. 
a a 

a 

dat men mot de waa.rde van rle 

zie 

Eon belangrijke eigenschap heeft betrekking op de difforentiatie naar 
de bovongrens x. 

Hen kan n.l. naar x differentieren, maar moet dan niet de bovengrGns 
meenemen, daar dezo uit de uitdru.kking voor de divergente integraal 
is WG'Ygevallen • . -.9.··-~--- ,· 
d_\ xf(t) dt _l.~ 

c)x ..,{ (x-t)3/2 - ox l 
R. y 

~ 
lim / :f( t) dt 
Y ➔ XJ (x-t))/2 -

a 

lim j ..1 /'ff -t;J dt 
Y➔ x l - 2,,,. (x-t)5/2 

= · 1 17-f; ~;;;· . 
+ f ( :y) 

(x-y)372 

- 2_1 (x-t) 2 
a 

2 f( y) t == 

x-y ) 

Indien p niet een positief geheel getal is, maar nul of negatief, is de 
intograal convDrgunt en is h8t .Jindige deel juist golijl;;: aan de waarde 
van de int~graal. x 

Ook integral on van de vorm J f ( t) d~+-h , waarbij O < A,1 ( 1 is, kunnen 
(x-t) , I 

e. 
o::: d0z.., wijzt.:: b0handold worden. Ook voor ~ == o, dus voor integralen 
·ran du vorm x. 

f f(t)dt 
(x.-t fP 

a 

I 

(:p g,.;;heel) 

~on door logarithmischo tern-en toe te voogon een eindige waarde 

::.jgen 

g(t) + g1(t) log (x.-t)~ 
(x-t)P-1 
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Doo~ n,chter t 0 rm~n in (x.-.t)-(p-,) ' k hi ht ~ - ~ ~ . ~cut~ vo~gen, ~an men er e • 
eindresul taat beinvloodcn un e1:;;n waarde krij e ni meer on-

dubbclzinnig door de oorspronkelij int0graal is bepaald. j beper-
ken onze schouwingcn dus nllcon tot gebroken e;xponun~vn. 

3, 6. l!•:_t_ cindigc~ dccl. van mccrvoudige di vergente inte:grele:q .. 
J schouw~n nu hot geval van 0en ruimto int0g:1.~aal rr f(x,y,z) dxdydz JJJ l g(x, Y' z)} p+i 

j ,.,,.;n d,-::>Jl S van het op-pervlak , dat het volume V begrensd, 
geven is door g(x,y,z)=O, waarbij verondersteld wordt, dat hierop 
~ s ier punt van het op,ervlak ligt en dat voor een nabu.rig 
:nmt de afstand tot het 010pe.,,...,lak van dezelfde orde is als de wa0trde 

V8.n g. Indien verder· gegov~n is dat (~) -j O is, dat iedorc rechte 
c. "' 

cvenwijdig aan de z as binnen v hot oppcrvlak S ondor een eindige hoek 
in slcohts een punt snijdt en dat de verdere begrenzing bestaat uit 
cylindervlakken met beschrijvcnden ovenwijdig aan de z as, afgesloten 

'-----·~·,.-·-------

. /i(( d.xdy I fz _f_~_z...,i_, ____ )_n_+-i • 
JJ gj \Z-Zj • 

z .. 
I 

dan geldt volgens de definit~e: --~--· --·- __ ,. -·--·-
ax dy I ( f ( x , Y • z) cl z_ = 

zj g(x,y,z) p+-} 
1 

In dit geval i~ c e definitie due teruggebracht tot de in de vorige 
paragraaf behandelde definitie van het eindige stuk van een enkelvou-:­
dige integraal. Wij kunnen nu direct een methode aang en om dit ein­
dige stuk te berekenen door een oppcrvlak T aan te geven, zodat daar 

G == 0(x,y,z, t ) 7 
waarbij r rr..Gt E naar nul gaat, bijv. 

j' = t D(x,y, z). 
I d . r- 1 ' k (. . · t n i~ geva ooro enen wiJ eers -,---- •·-• -··---·---

(( dx dy If f ;!z( )p+z JJ· t., g1 z-z1 

waarbij z = z 1 + 7 8en punt is 
van T en on twikkelen na8.r f e 

Trckken wij dan een uitdrukking van de vorm 
. p-1 

h 0 + h 1 t +~ •• hp_1 t 
= p-i 

i 

T 
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van de integraal af, dan zal in de limiet voor E+ 0 het eindige 
stuk ovc1 blijven,. 

Di::z0 vorm -,an de dcfinitie kunnen wij direct uitbreiden door in 
de ruimte nie~we coordinaten in te voeren. Dit tan zelfs in een ruimte 
van dimensios x 1 •• •~, waar s• deol ui tmaakt van een op•1ervlak 
g(x 1 , ••• ,~) ~ o. 
Voer dan nleuwe co~rdine ten in ). 1,... ).. n-1 , An = g, zo'.iat de 

functionaaldeterminant niet nul wordt. In dat geval snijden de krom..­

men ,A 1 = con st, • • • A n~ 1 = const, 

het oppervlak onder eindige houken. ,,.. 
Nu veronderstellen wij verder, dat ~ regulier is, cv,,nuls de bijlig-

gende begrenzcndo oppcrvlakken en dat dezu S onder oindigc ho~k~n 
snijdon .. 

. Dan is: fj{Jf-;-
dx1, • • • dxn . gP+Z 

= }/ aA, ... a,\n-,\J ;J dg, 

en wi~ "t:1:?~~l! cpqa het eindige etuk van deze laatste integraal door niet 
tot aan S m::ier tot T, waar g = ¥ te integreren, daarna een comple- . 
montaire ter:n - ~- z toe te voegen, waarbij l1 een reguliere fu.nctie van. 

,\1 , ~ 2 • • •• l >-n_ 1 en :f is in de~e functie 11. zodani,, te be-palen, dat 
de limiet voor O -4 0 eindig blijft. 
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Cursus: 
Methoden der mathematische ph~sica. 

Deel IL De go1fvergeliJ!';tng. 
door 

Dr R.Timman. 

3.7. 2E!~~~!~5-~~~-~~~-E~~~!~~~-~~~-Q~~~~l-~g!s~~~-~~-~~!~~~~-Y~~-~~~~~r~-
Het probleem van Cauchy voor eon gogeven different1aalvergelijking 

in ons geval 

L( q;>) =Cf xx+ GOyy- <ftt= O { l) 

41Jrlangt een oplossing (p te bepalen, ind op een gegeven oppervlak 
S (waarvan wij steeds zullen onderstellen, dat de normaal continu var1eert) 

waarden van (pen haar afgeleiden omgeschreven zijn (waarbij deze na­

tuu.rl:i.jk voldoen aan de voorwaarde d Cf=.Cf xdx + <f ydy + <( tdz voor ieder 
tangentieel lijnelement). Dit betekent 3 dat naast rp ook de transver­

sale afgeleide ~ is omgeschreven op S. 
Wij beperkcn onze beschouwingen tot een deelgebied van de ruimte en 

wel een zodanig deelgebied, dat de een blad van de karakteristieke kegcl 

[
1 door ieder punt P uit S een stuk S snijdt, zodanig dat door S 

0 0 
en de kegel een deelgebied van de ruimte vollGdig wordt begrensd en dat 
nergens deze kegel aan S raakt. Een elementaire oplosming van de ver­o 
gelijking L('f)= 0 wordt geleverd door 

• 1 1 

f = V{t-t )2-(x-x )2-(;-Y )2 
p p p 

(2) 

Toepassing van de formule van Green op het geb d, bcgrensd door de kegel 
r en S0 levert dan, dat ied0re oploss~ng ~~ van (1) moet voldoen aan 

fJ f rpo .l __ 1 ~ }:::-o ( 3} 
r+t, dV f f vv 

waarbij )) de transversale differentiatie voorstelt. Indlen wij echter 
de integralen in ( 3) nader beschouwen, blijken zij echter op ("" te di­

vergeren, omdat aldaar r= O is. Het zal hier dus nodig zijn te opereren 

het begrip eindige waarde vari Hadamard. 
:Hj beschrijven nu binnen het ruimtestuk een nieuw 
·:ipp8rvlak bestaande uit een kegel fi gegeven door 

t-t ==r 
x-x:=r(l- f )cos f 
y-yp=r(l-f ~sin J'. 

waarbij over fi"' JJ, =• een kleine grootheid is 
en afgesneden door het gebeid St dat deze 
kegel ui t S snijdt. De groothoden r, (( en f"" 
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beschouwcn wtj nu als nieuwe cotsrdinc:1.ten. Verder snijden wij de top nog 

af door een plat vlak n;- • ~ • 
De transformatieformules geven nu 

zodat 

Langs 

~eft 

) ~ ' ) 'rr"" • ~ + TT .(1-f- )cos~ + 0 Y .(1-f)sin I 
u J '-· J ,)'-
'~ = - TI . r cos 'l' -cfii' . r a in • 

'7i'j = -r(l-f' )sin~ • {x +r(l-f-)coa ,-:, . t Y • 

' 1 J ' ~ sin J- J \ -rx = - r . 7 cos 1/ V + i- ,.., -=ri, J 
) + .!. ~ J cos )- ) 
0 y = r - sin ti v14 + 1-r ~ 
) ;;;) 'J:.::.._/;:._ v n = ~ + r ---rF . 

een beschrijvende van 11', die gekarakteriseerd is door (j =const. 
de normaal de richtingsgctallen 

cos ,J ; sin } : -( 1-r ) 
zodat de conormaal de r1cht1ngsgetallen 

COS 1,F' : 5 in 7' : ( 1- f' ) 
heeft. 

Verder is op f het oppervlakte-element gegeven door 

ao~ -dr.Y 1~(1-£ ) 2 : r(l-F ) .d J­
en de functie ..1.. heeft de waarde 

lf 1 1 

r-- T = r V 1-( 1- i, ) ~ = r VE ( 2-€ ) . _ 
Op If_ zijn de 1ntegrat1evariabelen r en it' • Cf loopt van O tot 2 11 

en voor elke 7 loopt r van 8' tot r{ ?)-, e), waarbij r( }- , c ) bepaald 
ltordt door het punt, dat het meridiaanvlak, behorende bij J-u1t de 
doorsnijd1ng van Ii met S, die wij Cc zullen noemcn,insnijdt. Wij kun­

nen dus op CE ,f ala parameter invoeren en merken verder op, dat 
r een continu differentieerbare functie is van 1t~oor alle waarden van 
l. De bijdrage van I; tot de oppervlakteintegraal is nu: 

1 ~~ [JL!J1 [ i, .Jc.. f +2. .1.. .f,,., j ..(1-niy .j. J 
V f {.l-f) J « I l 'di 'f O';f i (_) " -

0 _ ..J. j ~ .. t..n J..,. y ~ ,} .-1- f'r{ 1-t:Jj] {. ~ ,-•.}~· t:!f!.::.t.J l. dr: 'lf Ht/ ~ 11+1-, . , I,,_!_- ,~ I r1r. fJ.(t-f) - Jr,,)i,D-,-J4(f't1n.+..t-ff,-(1~,Jr71--t)r/,-.:;: 
rl(J.·I) c, /- ~ 1 ,, 

S, L { fJ-1 ~tf Ct .. ~·•· .. ······) 
Hct blijk[,d dat, zolang ft e1nd1g bliJft de integralen ontwikkeld lam­

nen worden naar positieve machten van i , zodat na aftrek van het on­
eindige stuk w een vorm overblijft, die in de limiet van Jo~ ➔·<) naar 



:1.ul gaat en dus geen bijdrage levert tot he·;: eindige deel van de inte­
~raal. De gehele kegel !j levert dus geen bijdrage tot het eindige deel 
~an de integraal. 

~ij beschouwen nu de integratie over bet vlakje D, gckarakteriseerd door 

r= ,j-, ,f' ~r: 1, 0 ~Cf~ 2 ?t • 
Hier is de conormaal langs de t-as gericht, 

j ~ --0 cJ 1- IJ. a 
~= -7t= -Tr-T 'r 

het oppervlakteglement is 

-~2.(1-f).df.d 1F 
en 

1 1 1 

dus 
f- rVl-(1-,~)~ rVr (2-r> ' 

d .J_ - ·--i:--==\==- - I ·M ,., + 1-4) ~I.:::. .. n s - r'-V ~{j- f' -'l ~ li, •lt(2-r-·, ~i 

'!re bijdrage van D wordt dus 
l.,,J I -f rJlj /(;; , _ 1 JI-- _ ~,I == ) {t- - !..:.t:_ !!! ►7~'(1-f)dtlllr_ 

o ~ r ~ f i-r1J Elf rt-f .1-r J 'l r t /-<J J 
Het is duidelijk, dat inaien Cf e~~~ige afgeleiden heeft naar x, yen t 
j_n een omgeving van P, die ook D bevat, dat de tweede term een conver­

gente integraal naar f levert; die in de limiet voor i ~ O verdwijnt. 
Wij hebben ons dus uitsluitend bezig te houden met d8 eerste integraal, 

j~v ['r'(14, it/ 1'4;:-r;-;.//2 4~ .. 
Indien wij schrijven {f (f, i')= (f(O, V)+ _fa. 1~ ( t/"'-, ~ conver­
geert de integraal behorcnde bij de tweede term ~n bovcndien is 

er, ( 6, f' + ) = - ~ I 9' X. COS r + Cf y• in ?} j -d,w.z. deze integraal gaat naar nul voor (J'~o. 
Verder wordt de eerste integraal I;;; . f / (;_ ) 

- Cf(o, ?I) c/J · -- J1.i: f7 ~ f ;1 P--f' )JI}, 

St/el :-t_~; ,/ dan wor/dt ,._ ~ r~ / 1,~: 
. /A 1/, va-r) ¥'2 d f =: (t- >.-') 1/i. :: Lfl- Al),,. () 

H.ot cindige stuk van deze integraal wordt dus: 

I 
1---:.- ... I 
I~~(~-,:; 

j)ri Cf(o,i/dl' 

J.::1dicn ° -,J ~ O gaat, nadert Cf· ( O ,J) tot Cf P, zodat wij als ui teindelijlcE: 

bijdrage van D vinden 21/ Cf p. 
Tenslotte rest ons nog de integraal over S~. 
Hier voeren wij als nieuwe co~rdinaten in de grootheden r ,f--t- en J 
en denken ons r( f_,-, J) als vergelijking van het oppervlak in de nieuwe 
coBrdinaten. Bij de rand wordt echter de eerste der integralen uit 



divergent, zodat hi~r spe:cielu zorg nod1g is. De twe~de intcgra,al con­

vurgeert st1:eds, zodi:it hier gecn Anndacht nan be steed hoe ft tc word,:ln. 

Voor de eerste integrRal beschouwen w1j de functi~ 

f> (x,y,t)= (el r( l,l"), /~, vJ. 
die, in ecn omgeving van d\; rc>nd .:,en continu diffcr..;:nticerb~re functic 

is van x, y en t en dus ook vr ... n t en f . 
Dan g. cldt in dez8 omgeving . ) 

q, J,. rl1;f1..;-J1f1~J- t:r/~( 011 ),o,+ 
-;i <; 

waarbij O -< /J ,t, 1 en Vi..t. continu is. 
v~rder is r· · ( 

.) ' J .L t'f.; I~ ..L ? I - I? J, )_) r- J.. = < r , 4 ,.- (/ + "1? T:. f - ~'---:---· 
O )) ( tJ y i I ~ ~I ~ O 't f' 1/~ 

waarbij R(f, Y) een functie is; die ook voor f =0 eindig blijft . 
• !icruit volgt, dat de integran.l 

~- ill 1 rt - ii f t) t ri{J , 
:.)a V f 

w2.n.rbj_j Cp = Cf 1 r( O, 1') ,O, -i convergeert. 

Wij. rnocten dus nog apart bes.chouwen de intcgfaal 

/l2_ .! c1,/J =-[lr~ f; f { -t) Jo, 1~) J 1 ?. ,,f ~M. 
✓i'tl) y f i (1)1 ~ 

waarbij dO het oppervlakte~lemont, indicn de snijkrommen van S0 met a~ 
vlakken f =const. en f =Const. als Gaussische col:5rdinaten op 3 0 wor­
den beschouwd. 
Nu is , . 

d f .A~, - ( { J _!_..., Ji., .2 J - t> u .L) d,I) ~ 
Tifa:,,u- ~f J~1 t Ht . 

Ir f/,,-•1J+- ~ f't-':!,,}-+- "1/t•1p} _ ~d'" 

1V (t-f;;;~ lx-,-,.1' -1-n pi;:fi · fJ 
wnarbij d w de ruimtehoek is, waaronder het oppervl2.kt01H0mcnt 
P wordt gezien en R de Euclidische afstnnd tot Pis 

R= ~t-tp) 2 +(x-xp) 2 +(y-yp) 2 • 

Uitgedrukt in de coBrdinaten V-en rwordt 

t~J :: .. Y .. ( i-t jtl( /A d f , I:.....~• ' 
t 1.,. < ,-11 ;, tcrwijl 

I~=r \ l +( 1-t: ? 
- 2 

=r I 1-( 1- {t ) 
De integr:.Al wordt nu 1 -

~r~ ( 7 (o, lj o, If ~ftY;,2/!,;JJi 
0 

,,✓ 

/" 
=-o...::_ 

~--·- ~ 
' ' r' 

! - ' ,.. -

/ 

dO ult 

... --



-27-

I 

zodat het eindigc 1 van deze de waardo -1 ~anneemt en wij 

dus voor 7~1frle/:,"JJ:, J) ./ ~ 
0 

Wij hebben dus voor alle waardan van ~ gevonden een identi te:t t van de 

vorm 

d oplcvcrt 

4_ +B rX.c+o( £ )= o 
f' /7 // 

nn vermenigv\.1ldigen met 'z Ii, dat ind.:: 1 t A=O. 
Dau volgt echter ook. dat C=O is, d.w.z. uit de identiteit le1dan w1j 

0en betrekking tussen de eindige stukken af. ~ 

It )J(fp ~. ( 'J f<f-ij~?T~ f _J_ ?f] dO +j°q, { 1 /o, ~), o, ij 1d 
'§ - ! ()v o 

of, in de notntie van 

voor een oppervlak, d~t de knrakteristi~ke helve kogel met Pals top 
nfsluit. 
Deze betrekking geldt voor i re oplossing van de golfvcrgelijking, 
zodat wij haar ku.nnen gebruikcn om de waardo v2.n yJ, iD P uit te drukken 

in de r-::ndwc.arden van Cp en hs.ar afgeleiden op O . 

• 
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3.8 De methoue van ~.Ri~,§_Z voor het prcbleem van Cauc~l· 
3 ._3 !.~· Princ,::l.pe van de methode. 
E~n andere w1j~e om het resultaat van de vorige paragraaf te v1n­

den en 0m het begr1p 11 eindig deel" van een divergente integraal, zeals 
dat door H..:idamard is ingevoerd, te defini~ren, is gegeven door M.Riesz 
(Acta Mathematica, §1, 194S., p.1-223). 

W:.i.;1 b~handehm hier niet het meest algemene geval, maar hervinden 
nu ,r.:>:ii:;E.ns de methode van Riesz het resultaat van de vorige keer. 

WiJ bes,~houwcn weer een oppervl'l.k S en een de1:l van de x., y, t ruimte, 

zodan:::.,: cat ecm blad. van de karakteristieke kegel r door ieder punt P 
van dc:•,t c'.e~lgettred c1oor een deel S0 van S wordt afi;;esloten. 

G!' 1·!et gebied G0 begrensd door r en S0 passen wij dan weer de 
stelling van Green toe 

fff\ r' L(tl - t t-r,.J\dV "ff l 9' t -1 t l «o (ll 
:--j c;, r+.s ,... 

geldi~: v0cr· :o.ec!c:r µ1;;.,r~ r- functies SlJ e~ f ( die aan de nodige eisen van 
Jiffe •:>(,;y, ieerbaarheid voldoen). · 

D~ ~lementaire oplossing, die wij kiezen is 
t I ( 2) 
P -::i. t0~tJ))i-(~-x1'\1..-t~-it1tli' 

Zij gP•'l:·t s:;~hter aanleiding tot aivergente integralen. Om dit te voor-
komen, ·'.:c~s·.'.houwer. wij E:erst de functie 

J ,:;(_ 1 
(Va f' ,. 

waarbij 0( ,~t'Xa en ~o een zodanig positief getal. is, dat substitutie 
in (1) nergens aanleiding geeft tot divergente integralen. Op deze wijze 

ontstaan lir1.rn en rechts in ( 1) functies van (}I , die voor ()() 0('0 ana­
lytisch zijn. Wij zoeken nu de twee leden analytisch voort te zetten 
naar een uitdrukking, die voorO( =0 ook nog analytisch is en verkriJgen 

op dez~ wijze de verlangde identiteit. 

2.8.2. De def~nitie van Riesf v~or een enkelvoudige diver~ente 
inte5r1¥,al~ 

Reisz stelt x 1 

J-' hxl • ~) ff (tJ( Jl,-tt-~ x > a ( 1) 

Dit is voor Rece')Oeen analytische functie van !X • 
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Indien ecriter Re.:;i< i O is, kunnen w:.j door analytiache voortzetting 

gernak~ce.1.:1- jk een waa -rdc van JO<f ( x) toe1(ennen, indien f ( x) maar een vol­

doend aa.,1tal rnalen di.fferentieerbaar i:?.l. Door middel van partHHe inte­

gratie vinden w1j n.l. direct de identiteit 
"#f '( ?( 

J f(x)~ ~- ~f(t\d(r:~t)M.; +(v; (,1(-~·f'\. __!__ (¾(t)(x..-t/'c!t-
f{f'<+1) ct r (cx-t-1) n::,"!",' ◄ 1) j 

,,_ 1 , i ){ I.A. 

t ~ v'\nl (x-a.)O<+k + I ( ~<"'~t) (x-t)~i"i"\-dt - (2) 
k.=o :(C<-t-k..-~) r(o<t-n) J 

d 
! ) ~ 'I 
,-· .....,tk\ ()(+ \<, l1 { \ > v· "'ctL ,,, . ) '10(+- .C n, 
,t. __ - { - ·~ ' A - Cl f' J "" ( :x) 
k.-: .:) ,-( 0( +- f<. + , l 

die een :~.r:alyt:sc:he voortzetting mogelijk maakt tot Re o< ) -n. 

Cr d,:.:z.e 1-J::..:)ze vincen wij niet direct de ui tdrukking van Hadamard 

voor he: r:.:n.H;;e stu1c van de divergente integraal . 
• Daart-,,-.,e ·.•, f~ -; ler~ M'' ·i 

.,__ I.. .._ '. ~ -... ..L .;, \f'if .l. \1.) 

11 '1 IJ<.) 
p ,· f ~ rx) k 
, ( +-1 =- / _. !:. • ( t - X) 

k-t.o kl 
( 3) 

Door lA' .·, - -. ; :-' en n=t; te r:.er1en, vindr-m. wi .j n:.rect de formule van Hadamard 

I •-• : • f'"' _ ,; ."'-,,, _t I 

1 _; -~ • i ') ; ..t..· l.. X} 

l :s-K~()() = fu'\x:) 
( 5) 

en deze regel blijkt direct geldig te blijven bij de analytische voort­
zetting volgens (2). 



2..~§_.3. B~wijs yan de for£!_ule_yan Hacla~~or _ge~o_El.ossiri_..g_yan het 
£.£.Qb).e:2.m van_Cauchx_. 

Wij gaan uit van de formule van Green, toegepast op een oplossing 

JJ van 

L (Cf)= </xx + (}Jyy -J,'tt"' O 

0(-l 2 2. 2 ~ 
f :; p ~ { ( t - t P) ... ( x - .l\;) - ( y .. yr) ~ a 

en 

5)~ r L ( t·'; dV - S} l 9-' ;., t_,_ p"'-1 ~ tc1s' 
GP r~ -t- So 

waarbij Gp het ge~ied is, begrensd door de kegel rp en S0 het stuk dat 

het ene ~lad van r p uit het gegeven oppervlak S1 afsnijdt. 
Allereerst is 

cl ( (X~1 \ ) 0<-2- ;\ o< ~ 
__ c 01 i-== (0(-, p . ~~ ~ -(cx-1)p -- (X ... Xf) 
~x . a~ 
;<- ·c C'I~,) «-3 .· O( ... ..(; 

~x2 f' , = -(i:x# 1}p --(tl'.1)(0f-3)(X· Xr)p . ~::: 
) ct' .. 5 [. 2 · )( · 2 i. 

; -(<X-1 P f ... (o<-3 X-Xp) J 
en 

0 :-.. 1 0<-1 \ o<-s _ 4- 2] 
t,~ e \ f ) -=· - ( ex -1 ; f1 L P - ( o:: .. ~) ( Y -lJ \<i} _ 
,2 0( 1 0.-5' 2. . 2 fe- ( p ~ ) :. · + ( 0(. 1) p [ f + ( ~ -3) (t ~ -t p) ] 

zodat ,., . . q-... s; 2 _a 1 ( ) 0(- 3 
L ( p'Y' ~ I } :;: - ( 0( -1) p [ 3 f + ( 0( .. ~). p J ~ --~~)( <1( .. ' ~ 

Inctien -,,r·i.., du.:; :ae v'\) 3 stellen, zien wij dat op \ P" vmar f =0 is.i 
f zowel L:'. f/)(.1.) als ~@()( .. , , die een lineaire combinatie is van afgelei-

. 0" 
den naar·~~.~ en t_nul zijn, zodat nergens singulariteiten voorkomen. 

Wij vinJ,m dus als eerste resultaat voor Re o< ► 3 de identiteit 

. (( r o< - :; s( o<-1 ~ ~ 1 --. 

-0(cr 1} }J\9J. p ch':::- 1 { <p 92 _ p ~ \ ct$ 
C S . ~Y ~v. 

- ...... f> 0 
omdat f O gesn ~ijdrage tot de oppervlakteinteg~aal levert. 

O::.',.:,~ :aak is nu beide leden zodanig 0r,i te -,rc,rmsn, cl.at voo:., &t< =0 

zinvollc "-1.Jtir·,..1kkingen ontstaan. 

Da2..rto2 v,,ers".1 wij ~i.J-:::•:;:::· de coc5rdinaten r 9/t en :J in 
t - t = ,:· p (l 

X - Xp '-" r( 1-;t) COS~/ 

Y - Yp .c: r(l-/'!) sint9 
waardoor het linkerlid wordt 

a Tf ! 1:'o - o< .. $ 

L. R. t - 0( ( 0( ~ l} J ) ) Jl u. :, f L} p ' <'I V 
,3. o f'"•O r: o 
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en t 1,,ro -el 

\

( 1 -f' )Coi ~ 
- r Cos~ 

: - r ( l-/t) ~in 

(i ~ft) St'.n,:} 1 \ 

- r sin. ;l o (r .~ t-' c! .9 • 
r(1 .. /1)Cos~ o ·· 

en = _'f'1.(,-;1)c\r~t1..•d~ 

Gebruik mnken van de eigenschap, dat 

kunnc,r: 

(.• 

terw:i~:l 

j 0 f(x) = f(x) 

1 :rn. de analyt:lsche voortzetting tot (X =0 ui tvoeren en krijgen 

... ... 

t linkerlid . 21T 1 .. yl -l/~ c) 

-1/\2-tf51" c1y)olf Jlo,S,t)- 2 sd~JF (1-p) Ut)·(~t~I' 
0 0 

laa ts te term we gens de factor 9( =0 geen l::t Jdrage levert. 

Nu ls verder in P 

zodat wi,! tu, slotte alleen overhouden 1 1 _J,l.,J 
-1 . , .1. . ~11 . - . ,1 {· .· ) '" ;2 rr Q) 

.2rr 9\, ~ l'-1,<(:J../1.Ac) .. (11r•}°'-ft =- ~rr·fp f fA .. J;µ "/.: . ·1 P 
<.• ' >, . 

Verder lever·t term met ff in het rechterlid ·10(•1 Cf =0 wel een inte-

gran:..-:L; c~ 12 ; ~s2. 0r:clijl-: or.eindig wordt ., maar gee:1 ctlv::rgonte integraal. 

I'='· ;:,-~n, r:,2.'c J-) i:1 het linker lid kan g•;hP.e 1 .! ::.en.s •'le rr.et~ocie van 

§ 3 .. T r.-: .. _ 16. do. or fa en :J op S0 als coB:r:djnatsn in te voeren . 
• f"t ., / 

> \ •?) ~J.}~·_:_ cl o, CJ· aJ (r. $ ,, ) ~ c/~-- 1• ciO ::;:: 
( J • o '( ) r O • 1/-- a y r 
.)(. 0 

« u-~l 55 ~lru,\ul. (fr\~~ 1/p o(0 

Macl.r v::~1 hebben gezien, dat 

() ..!. .• dO: R3 ck~..,. 
Br p ~; 



t j 
.in 1 0( / IA) er( cJC'. ~)IT)l _ ()( cr ... a 

( 1. tt)5 ( a> ( ro, $1f) l~ ~ 1 ""I · ~ . '7 i/ ~ a, ::,,. (1 _ ~) 0>( r0 ,$1 AJ r0 l~).,\ cl!• ct9 
J I 3/:J - c:t'/i { 1 JJ l n .· . . r 

() 0 ~ ,J, 71 f4 (} 

waarbij A met AA samenhangt vo 
/ 

A:: ~L{~J4) 

Nu is di!rr ex ( (I(,..~ j'IT"/ d , 9 ) ,.\ ) g,.,,.~ 

(1- ~) s 9>(r,.~lo) ~(o)olB) A dA ~ {1-«J j{r(ro,9,A}\'c,(A) ~p(ro. 1° 1~(•}5A d1dS 
(] 

.2fI . O O 0 
. Oi .:; rt 1 . __ _ O{ q-i -:: Sf i ro, 9,D) r. d /J t- ( 1-0:)) J j 9J (r;,,9)) r_°"p.) _ J1 { r., .~ I'} ~ (o) ~ ,\ ct A d:l 

" 0 0 
Indien wij opmerken, dat 

I fV i r • /J ;f"} - J-' { r,, $, o \ ) ~ y !:: P )/ 
zien wij dat de tweede integraal convergeert. 
Het bli,jkt dat wij nu het vroeger door Hadamard afgeleide resultaat 

teruggevonden heb~b=en~·=-----------

J]T rp cc. \ s~ ) w ~ L - ~ ~ l c/0 
., , l, ar p p Jr 

.Q£ffi.er:k1n_g. 50 

Bij dP hier gegeven afleiding blijkt, dat de operaties alleen betrekking 

hebben op integraties naar r en naar jA.. 
Hi6ruit volgt dat een analoog resultaat ook voor de m+l dimensio­

nale goJfvP.rgelijking 

'o~.,1 .... ~ - ...... -. O,Jx x ~o 
T 1. / X 1 x, / J 111 111 

geldt rc1et de elementaire oplossing 11 
, ;l ,,, ~ i-,a 

~ 1(t~t/:>) - 2., (xlc-Xkp) 
(. /<$1 

De niou~? cocrdinaten zijn dan 

t - ti:., = r 

x 1 - ~lF = r~ 1-ft) cos f} l 
x 2 - x2P = r1, 1-,,fa) sin j 1 cos )9 2 
X3 - X3p = r(l~) sin ~l cos $2 cos :J3 
- - - - - :uo. 
en de integraties voor ;} 1 .•• ;}m-l leveren geen divergente integralen op. 
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Cursus: 

tr R..Timman 

Hadamri.rd op de supersone aerodvnamica. 

den in de ~heorie van dunnc draa~~lakkGn, dt~ zich □et een sntlh~id gro-

ter dan d~e van het geluid bewc.gsn. 

Noemen wi J de snclb:.1dscomponen. en cl1,, hi21.~ dr·~.agvl:1k c,xtra aant::engt in 

wen veronderstellcn 

u +(U+u)u +vu +wu == t X y Z 
I 

r r:: t-./X. J 

v. +(U+u)v +vv +wv = 
t X Y Z 

' ..,,. ~/t: [.' \ T J 

\- ,J 

(1) 

w +(U+u)w +vw +ww "" 
t X y Z 

_:__ Y'f 
\~ ~ z ~ 

bij verwaarlozing van termen v~n .~ twcede orde de vorm aan: 

1.,~ +Uu - - l. p 
L X () X 

) 

\ 7 , +lJv :::: -· l.. P,, 'C X r ,Y 

w +Uw == -· 1.., 

t X rt-',., .::... 

tcrwtjl de c~ont:Lnuitcits·ver)gt:l'.ii~1{.1.r1g vvcrdt 

ftndien de strcn'ing 

Uit het eerste stel v~rgEli 

w, ➔• ,. 

h~t onGindige d0 stroming or1gestcord is. 

I)c con.tint1!t(:1ts\.TergGlij1ct?1p: l 1::,:vc.rt da.r~II 
1 (, 

_ ....;:_ ~ ( to + rr , ,\ , .... ~,1rx.,... + (f 2 c, 1 - ~ 1·x' · ;.., t "" C •' I c, ,I,, 

Dcze vergel~Jk1ng kan voor a \4 bf} t :i t \.l t t cs 

( 2) 

( 3) 

; zodat 
(4) 

( 5) 

(6) 

(7) 
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gctransformcerd worden in 

r.. , \ en M • 

golfvergcliJking door geschikte keuze van 

I 

Indien 
1 

\{ 2 =9' 
y M -1 

c VM2 -~ 

dus 

wordt de vergelijking in de nieuwe co~rdinaten 
t'1 to IP. - fh + '1"'"~·,+ if))+ 1-cc= o 

d.i. de golfvergelijking. 

Op het draagvlak meet de normaalsnelheid van de beweging gelijk 
zijn aan de nortn?alsnelheid van het oppervlak, d.w.z. op het draagvlak 

\ ,· 
is de afgeleide ~· gegeven. 

In de gelineariseerde theorie identificeren wij het dunne draagvlak, dat 

onder ecn kleine invalshoek met de stroming staat met zijn proJecfie op 

het X:)Y-vlak en de normaalsnelheid met de snelheidscomponent w = ~-

Wij krijgen nu dus voorgeschrcven de waarde van ~z op een zeker gebied 
A van het OXY-vlak en wel aan de boven- en aan de onderkant. 

----------x 
A' 

'{/ 

Wij kunnen nu, zonder aan de algemeenheid te kort te doen, deze gegeven 

waarden van ~ / spli tsen in een symmetrisch dee 1, waarom dus { g~) + = (§~ _ 
en een antisymmetrischc deel, waarom (~)+ = -(t¥-?_. 
Het eerste geval correspondeert met een draagvlak zonder dikte, het 

tweede met een symmetr1.sch draagvlak. Uit de probleemstelling volgen 
dan verschillende symmetrie-eigenschappen van de oplossing. 

In het eerste geval is (f l?Bn oneven functie van z, dus 'f is nul 
overal op het OXY-vlak, waar z1j continu is. 



en 

(-, 0 

. ~t en een aanz1 

C.U .. D 

er 
r1 ct 

s 

(af zicn van hct zo 

le 

'"' in. vcr~:el'i~Ji{i 

b ied) OV('l'a 1 

JP Ln. 

t OXY­
n de 

t1c~rmen 

li \.;:1;c,- vcorstell 

n d0 s cialc meritcs van de 

en 

;: bcsc n cerst hct gcval van con stationnaire stroming, 

is van ten dus meet voldoen aan 

-'llfl + + ==0 ~, ~xx Yl zz 

:n de nicuwc co6rd1nst n 

,, .,.\ ·, 
karaktcr1st1ckc kegcl door ccn 

( ~ - C ) 2 .• ( ('i s )P' l 

') yl \ '-
- I pl 

P 1s n1..1 
i) -- ( ~ - 5 p) C. = 0 

he ten. t11 1:.... de n jne.n '\lan c . De as van de 

r-

l:e 1 is de lijn ~oar P evenwi dig nan de x-as. Onder een supersone bran-

s verst~nn w J des 

tent l 
r-

::: V 
/ C. 
I I - ) - l 

(T I 
i , n. i- ' 'l.. , - Y\ ,r1·" \.. ) '.). \ ;M· ,=--_ ' V ' .: - ~ -- 1 - ( r l - ,,.; / - , - ·, I' V i . ) ) r , ... , 1.- / / 

\ ;;:: 0 

allecn reGel is blnncn 1-::egel van ch, 

Allereerst bewijzen wi I dat cind stui,;: van 

sec 

otns 

is aan 11a-. 

door cen 

t vocrstElt 

hi op, 

sn~lheidscomponenten binncn 
l ~ t;i~-1 van een pot _ -~ ) 

t de 
'1 
J. 

r.:iet een sne idspo-



\1·---:.':'""'· 
\l ['-•"1 ,,., 

I 
-··' . ~--------~" ...... ---\j "'t~,~ · .. < .,_-~,·.:: ··. •«·" -~-.. 

0 n. i-1' ;; ~".')pe:r··:.:.ai<: k"cezen w:LJ een :::,tuk \ ·i1'. Je kegel, afgesloten 

~~r een sluit~.:~ ~=a . 
.) 

~e flux door het 0~pervlak ~s d~n 
(· 
i I v,; ,. c10, 

J .,.) 

als n de naar bu:l. ten ger u l: t:c ecr,he iJsnormun.l voo'"·s Lel t. 

Op de kegel is f == 0, zocla t ,,ro::,r~ van de ke[,elmantel 

nul wordt. 

indien wlj in het sluit,a.; 1.i:: :)oolr:oi::\rdinaten invceren 
'I;,.,. 'l = r cos u 

wordt de integraal 
. r 

_ (:x - il t . nfT / ) 
I , . .,.,(\ 

~) = r sin J' 
C)(-3 /-~ 

l ~ l - .,. t) "L { ;vi 2 - I) i r d I'' =it: 

{ ) 

-Voor word t di t - ' 11 rT. 
Een di pool ;Jef in11:§ren wt ~1 al:: het strom Lngsveld da 17::ints taa t als van 

twee gelijke, maar tegengestelde enkelc polen Je onderlinge afstand in 

een zekere richting naar nul ga'l r. terw.L,JJ het rroduct van afstand en 

sterkte constant bl1Jft. Vo01 een dipool met as 1n de z-richting wordt 

<ht dus 

binnen de 

LO ~ 0 . _j-1 ._.:;; 
l t, z.-~ f \/ f'.J '- • 

kegel v~n Mach en 

,.,, ," "!· 
- / .'.:· -- J~ 
\/~ (23 

'f'= O b.utEn de k•-~1;el van Mach. 

De formule van Hadamard 

211---w = l JrJr ~ rJ, 0 , _ c.'>1.p_. _'._! do 
I P ) .. l I O V ? tf'i) ~~ ) 

kunnen wij dus zo in~rpreteren;, dat wiJ de potentiaal in een zeker punt 

vc~rkrijgen als som van een belegging van het oppervlak Smet dipolen ter 

sterkte lf en asrichting gel1jk aa.n de richting van de conomaal en enkele 

polen ter sterkte ~· Wij beschouwen nu het symmetrische en antisymme-



triache geval afzonderl1jk. 
A} Draagvlak zonder dikte.· 

... 37 -

T•'ij ,)eschouwen een draagvi.1:: van 

·n .. llekeurige vorm en meri<en a11er­

~ 1rst op, dat het XY-vlak, wnar de 
() \p 

'"'\arden van 1.p of :-'") ( d1e hier met 
•ii') ' u 
.. J. samenvalt) gegeven z1jn, de ke­
<)i.l 
gel niet afsluit, zodat wiJ de 
stelling niet zonder meer kunoen 
toepassen. Daartoe vullen wij het 
sluitvlak aan met een oppervlak, 

bestaande uit de omhullende van al­

le kegels van Mach (a::!hterwaarts) 

I 
I 

door de voorrand. u.t phys}sche overwegingen ka.n worden bewezen, dat op 

da t slu1. tvla'k Lf zow:i als '0t ( de diffePentia tie is een inwend1ge dif­
*"0rentia ties daar het oppervlalc u"i t karakteristieken beataat) nul zijn. 

Zo verkriJgen wij de formu1e voor een punt boven het OXY-vla.k 

;_ 11 Cf P == / f} { If+ fi, f -( ~ )f · ? J d O , 
.s 

tm.arhiJ S h"Ler het deel van het OXY-vlak voorstelt, begrensd door de 
:,yperbolische doorsnijding met de kegel van Mach en de doorsnijding van 

het s1u1tvlak met het OXY-vlak. Dit behoeft niet de voorrand van het 

~raagvlak te zijn, zoals wiJ zien in het geval van een driehoek1g draag­
vlak dat b1.nnen de kegel van Mach door de top 

ligt. Verder passen wij de stell1ng toe op 

het gebied ann de onderkanc, begrensd door de 

kegel van Mach, du8 Pen het onderste deel van 
het sluitvla~. D1t levert 

o = I rr11 w_ 0 ~ _ <~~') , t o1 a LJ l Ji, ,~ ~i: I - V J 
~ 

Door optellen van deze twee identiteiten kr-1jgen wij 

I --f 
en door aftrekken 
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Curs;.ts: 

i''eth,.o_den. _2e:~ .. Et.:1Jl".~\!.8-.!i.~<?_fl.~_..fill..Y..~t£il.~. 
) l P ,,. lf 1 · '1 .. 

:L .e.:. c ..• _~_.:·~~-J-.e _J5.9 • .. _v_eF_-,g,e _.:;,. .Jl.t)._n..&."... 

door 

l:J_Q_J?_f! __ s.r:ul0:~.;·d~liffi_.o..E._e.e..~ ... r.e.c.h:~.:1o_e_}S_i,&_~---Y..l.a~.~-~-.:E.!~.:::..~.-,;i._n __ ~p~.r.s_o~ .. at:r.c.?.:. 
min•. --~-
.'ij 1xi.ssen d~ voorafga,1.nde theorie nu toe op het geva.l van ean rccht-

hoekige vlukke plaat, die zich : 1et een constante invulshoelc met super·::-'Jne 

snelheid in een ricl-1tine, locc.1 :::c:-:,:t o:;:i hadr vot?rrand befleegt. 
1 In di t c;eval is o ·, de ')l:. · t w( ~ , '/ , +n) = w( ~ , q , -0), de vertic-c·,lc 

snelheidsco:1:,onent ii: een even ft:nct::le van S. ter\'1i,j de snelheids·9oter~tiFL:11. 

J' en de snelheidscorF:ionent u, die de dru ~ be1:)Sal t oneven functi~s :":.:i.jn 

V1:ln ~ • :De id;:: zijn o ') het drit,l~?'.Vl3.k discontinu r ( +0) ::: - f (-0) en f z.elf ;;5 

in het zog e:..:- achter, da t echter in e"'ln super sone stro-;~1.inG ge~m invlce•~ 

heeft op het dra~g,.rlak. 

In het CXY-vlak hebben 

functie <f { t , '/ 1 ~ ) : 

','lij dv.s de volgenae rancl.voorwaarden voor· d1; 

(.}£_\ 
w == ~ ~ if = +O = :;;: 1 O<x<a 

-b<.y(+b. 

'f == u. == 0 bui ten deze rechthoe}c. . ij passen nu de for,r1ule voor de som van 

blz. 37 toe en vinden dan voor de potentiaal 

'fp "' I- ~ f.,, ~- '1) d~ d'l 

waarbij D het gebied is, dat de vocrwa,,,,rt3e kegel van Mach met ·., als to:p 

insnijdt uit het OXY-vlak en da.t achter de omhullende van de karakteris­
tieken door de voorrand ligt. 

Op het draa.gvlak is w gegeven, eohte:r· 

niet in het wigvormige gebied, dat begrensd 
wordt door een zij:tand van het draagvlak en 
de ka.ra},:te:.:- i stiek door het; bi j be110:·ende 

voorste hoelqmnt. -.::''ij ,11oeten dus voor ae 

ligging van J? verschillende gebieden on­
derscheid.en, al naerma:te het integratiege""!!' 

bied geheel op de rechthoek ligt op een 

deel van een zijgebied bevat. 
r. De projectie van P ligt buiten de wig-
gen van Mach door tnee voorste hoekpu.nten. 
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II en III. De projectie van P li~t in de wig van Mach behorende bij so•n 
hoekpu.nt. 

Ala fbekend is, volgt de drukverdeling direct uit de snelheida-
0011:,onent in x richting u. 

_}£_ 
u = () t ) ~ =0 

'i.'ij behoeven dus slechts de waarde van 

u te berekenen voor S = O. In 0eval I 
is het integratiegebied begrens~ door 
de lijnen 

'1 - '1 p = ±. ( ~ - ti" ) 
en de lijn \ = O en 

Fl ~ . Y/ I O) • 1.. \ ~) :-:;::°'=S!:::::<lrt=======:::; 
p .,, lr D Vl~p-~)l.- ('?,-'1)1 

:.'ij nemen nu karakteristieke cot>rdi-

na. ten in 

:::odat 

en dus op het draagvlak constant is. 
'.!ij besc'.:1.ouwen nu het gebied bij een hoekpunt en leggen de oor­

sprong in dit hoekpunt. 

Hier geldt 

(J) l f= , \ r, ott d" I C.i"•'}p}• - j) ~ 
1T D, Ytfp-'JJl·(">p ·'} )l. 

waarbij D1 het stuk van het integratiegebied op 
deel da.arbuiten is, waar w( ~ , fl) onbekend is. 
Deze onbekende functie wordt nu gevonden 
uit de voorwacrde 1 dat buiten het draag 

vlak f = 0 moet zijn, omda.t het d.rukver- «s-f 
schil en daa.rmede u ".::. -If- nul is en om-

da t langs de voorste ka.ra1rteristiek f = 0 
is. Door de formule dus voor een punt P 
buiten het draagvlak maar binnen de kagel 
van t!a.::b toe te pass•n, verkrijgen w1j 
een integratievergelijking voor de onbe-

de rechthoek en D2 het 
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kende snelheid ,:( ~ , l) ) • 

~" 4P ~,. ~p 

0 * j «~ j .~ ~ == + ~,(~) ~". Wt~,L 
" -~((qp-Q)(~~~) • {$ Vt~p-OJ~i~p-~) 

Aangezien deze vergel:i.jking moet 0elden voor a.11e v,iaarden Vt%n (3,, moet 

de integrand in de integratie naar p nul ztjn: 

_ 1 olcr _ ~ff,._ w(<>.jl\ -.. !. ) -\locp. [I .Vcr,1 [I \ 
- p \1-'(,- - • r,. V {ap - 4:ll'\ 2 

Di t is een intee;r-aal vergt~lijki.ng van Abel voor de onbekende f'unctie 

w( ti-; ~) met f als parameter. De O:'..)lossing van de vergelijking nordt 
gevonden door te vermenigvuldigen met __ t,_ en te integrer·en over 
C( van 0. tot A V A - q \l 

p r A "'P >. -f B s c!~p ~ "'~ V""(tr.~) :: - J o<oi, ~ ~ . 
(3 VA .Of, (!> V C{p - o< ~ VA -0( ~ - ,~ ~ -(p - q-

~r erwi s s el ing van de integratievolgorde feeft: 
~ ~ ~ 
J w(q,.fs~o<&\') o-<c:rp . , == = _ J ~4 J-:,o< __ o<-=-e-=--=------:-' 
~ D( \/(o.p .q)(A-Gfp) -~ V (A -Qp)(«p~~)· 

ofwel >. ➔ ~ ,.\ r + ~ 
1r f W(ct.~)ot" =- - ) clq) ~Gp : - i } ol&?f. ts s~ VA- r)' 

~ -~ ~ V(_A.ci~}(qr-~\ _ >..o( 
Hieruit volgt P 

" e 
lf w (A,~) • _ ~ S Dior vr; _ = 

V>.-~ ·(!> .A - o( 

Hierui t volgt nu direct de snelheids)otentiaal en daarr;iede de dru.kver-

deling voor pu.nten op het draagvlak . a. 
~p Olp ~p O(IJ «,. t 1• 

f { «p,ft,) -z .!. f c1pf ole< + ..!- (P-~ ( dcr Wl"!,ff) t- .!.. fct~ J olg · .. ·· :,; 
rr "~ -r-, Vt.-,.- .. \(f-.,,-F) ir J ;v(',p-<-l!fy,•o\ .,,. o -I' v7...,. .• 1(~1il 

Hierin kan de tweede integraal ,., 1~.::0 

direct berekend worden, daar 
immers geldt . 

Ol'p J 6V (•' f-) c'd : - J-:of:=. «=· ::::::::;:... 

~ V(~~ -~) -\\ \/ (q~ -<>.) 
zodat wij de zo juist bereken-
de waarde van w niet eens nodig 
~ebben. 
'7ij ver!,rijgen dur 

A 
/ 

/ 
/ 

w..."---~---~-~ 
p 
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~ /; f « J> .. p p > i r ':! V fl r - "'fa _ 
z ~ r 

of r-------

- \/ ( f P - ot P )-2 o(' r J -
/ 

V -?/ r o,, ., "1,· ) . 
en dus 

lA.f.~p}1:-): .!... 1111 \ -rti:-
)TT ~p+'1r-, 

Voeren wij in de dimensieloze variabele , dan zien ~ij de 

eenvoudige oplossing komen: 

un~,t11~); .L 4'-< \ ..fQ. ~ .!.. ¼~ vw 
1 .:nr ·~ \ 1 _ w ) rr 

een waarde, die langs 0( = 0 continu aanslui t bij de waarde o:p het mid-

denstuk. 
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C'ur1=tus: 
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Deel II. De golfvergelijking 
door 

n ·-, r('IJ. i.r ,-, • ... .1.?IlJ'1e.n • 

.l~.-11....P_~_C?.Y..!-1..I~.9.El.:"f.fU_ll.S_t 1Jl..:'L.i'" 'l:. s __ o~:i. t2..?.~J .. E£.8E~~I~A.tLA.91f_v:g_ge]J.,tk.J~ . 

.:L~-~~'"'Jcke golyen. 

king 1) 
· :ij beschou?;en in he t ve:r·volg o~'.llcsr? ingcn van de gc,lfver·&elij­

\ 1 ) 

die exponentieel i,"8.n ~ tijd ,:lfhan,::,en 

(b, ( ~,- y "' t) - o -i ,J t+, ( ~r i' "'\ ( 2) 't .t\.' >'...,Jt - Q J'>.,,J,.t..Jj,t, 

Indien -.J reeel is, stellen deze functies dus zuiverha.rnonische trilJ'i.n­
gen voor. })e vergelijking voor <f wordt nu 

I 

(3) 

waarbij 

k = V /c. 
',7ij zullen bij onze teschouwinsen aan k geen beperkingen opleggen t rh .-• 

oak complexe wa~rden toelaten. Allcreerst zoeken wij naar enige, zeer 

eenvoudige speciale typen van oplossingen van (3), die dus speciale 

e;;ol ven voorstellen. Zoek eers·;; een O:?lossing door schei ding van de va­

ria belen 
Y,. ( x, y, z) = X ( x) Y( y) "!j ( z) ( 4) 

dan ,:10et gelden 

&)U. + J" ( y ). + ~)-;tl + k 2 = O, 
h(xJ ~ ~\Z) 

wa1ru1 t voL3t ( door partieele differentieren van x, y en z) t cat X 

en Z moeten vol do en a.an de ge,.:one diff erentiaa.l vF.trgelij 1cingen 
XO 2 2 Y il , 2 2 Z II 2 2 r = - k c1 , r = - ~ o2 , z = - k c3, 

waarbij c1 J c2 en c3 moeten -voldoen aan: 

2 2 2 c 1 + c2 + c3 = 1. 

'.:'ij vinden dus ale algem~me oylossing 
ik1x -ik1x 

X - A1~ + E1e , 
ik2x -ik2x 

Y = A2e + ~2e . , 
ik3x -ik3x 

Z = A.,e + :a3s , 

(5) 

1) Va1--gelijk .R. 'l'leyrich; Die Zylind$rfu.nkti<.men u.nd ihre AnwenmmgQn 11 

Teubner, 1936• 
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De oploasing van de gewenste soo~t bestaat dus uit termen van de vor~ 
cL ik(c 1x+c2y+o3z) 
T :. Ae , 

waarbij c 1 2 + c2 2 + c 3 2 = 1 beschcuwd kunnen wot'den als de richtingecc-.. 

3inus:-cn ·ran cen rechte d•or de oor~prong. Indien c 1• c2 en o3 reeel 

zijnt :i.s deze rechte reeel er. st<;l~ p = c 1x + c2y + c3z de afstand voo:. 

van de projectie van het punt x, y, z op d~ze rochte tot de oorspron~. 

Hie:;:ui t blijkt, dat al le puntcn, die in e"n plat vlak' loodrecht op ~c:". ... , 

rechts liggen, dezelfde phase hebben. Daar de com~lete o~lossing is 

Cf (x,y,z,t) = Aeik:p-ivt, 

zullen de vlakken. vm2.r de phase een bepaa.ld e waarde heeft, zioh met 
een snelhoid ~ = c 1': .:•tplanten in de rich ting van posi tieve p. d.w.--:. 
de anelheid van een vlakke golf is c. De golflengte, d.w.z. c1e afstf''1C. 

27i van twee vle.k!::en met gelijke phase is k 
grootheden reeel, dan is 

Re[<p (x,y,z. t)] = A cos(k:,-vt) 

2 " 0 Z'j 11 t d ~ = -. 1 n a e op re en~~ 
'I,) 

en krijgen wij df wortplanting van ecn harmonisohe golfbeweging. le 

alleen A complex: A = \A I e16 (.: , de.n krij gen wij t. o. v. het vorige g·.~ 

val een phaeeverschuiving 0 

Re[ cp] = l Aj cos(kp-Yt+ /0 ). 

Is daarentegen ook k complex k ,.., k' + ik 11 , dan vinden wij 

Re [<f'J= Re1\Aj e-k 11 P ei(k'9-\lt+~o) J = \A/ e-k"p cos(k 1 p-Yt+~): 

d.w. z. de amplitude van de golf neemt in de richting van de normaal "'.-f: 

of toe al naarmate k" > 0 of ( 0 is. 17ij vinden in het eerste geval ee::i 

gedempte golf, zoals die in een absor'berend mediun'!. optreedt. Indian 
alle constanten, dus ook c 1,c2 en c3 complex zijn, wordt het gedrag 

veel gec~~9liceerder. Stel 

c = c' + ic" y ... .. 

dan is 

~ = c1x + C2Y + C3Z = c1x + C2Y + C3Z + i(c1x + C2Y + C3z). 

Stellen wij nu 

o~ = p' cos o<.y', g' = V c; 2 + c22 + 0 32 

::: C," COS ~ II 
J v t s> il ::: V o12 + c~t + c32 

dan staan in de eerste plaats de bijbehorende reohten looar~c·,d:: 0"1 

ke.ar, want u.it 
2 2 2 1 ' 01 + 02 + 03 -= 

volgt dat 
o 'o " + 1 1 o 'o ·• 2 2 + C3'03U,: o,_ 

Wij v:.i.nden du.s, dat 
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p = p'(x cos oc.1 • + y cos4)( 2 • + 1: cosc<3•) + 

+ i f"(x con «111 + y cos &(~ 11 + z cos «3 11 ) = /'P' + ,>"P 11 t 

waarbij p' en p 11 de projecties zijn van de vector (x,y,z) 0·1 de twee 
richtingen. In dit gev-a.l ie 

· ReAei(kp-'Vt) =)A)e-(k'faP"+k'j'P')coa(k'.f'p'- k"f''P"+ d'0-~ t) 

1::n de vlaklcen met gelijl:::e am~li-tuGe zijn verschillend van de vlak'.ceu 
met eelijke phase. Is k 1• = o, due is in het mediu,11 geen absorbtie aan-

wezig, dan ataan de twee ric:itingen van u.i tdemprn en voort:!:}lanten lood­
reoht op elkuar. Al3 btjzonder geval kiezen wij --

01 = \·
1

1+ f, 
dan wordt de uitwijking bij positieve\AJ 

Ae-Y·~z cos(k V' 1+ Y ~ x -wt). 

Jij vinden due een golf met voorplantingssnelheid langs de x-aa, uie 

in z rich ting snel ui t dempt, een z. g. oppervla:ctegolf, zoala die bij 

golven op watero~pervlakken of ook in de electroma.gnetiache l:i.c!1-t · ~­

orie bL;j het verschijnsel van de 11 totale reflectie" optreedt. 
De hier behandelde vlakke gol ven in z-eer algemene zin kunnen w:~~i 

nu als elementaire bouwstenen voor meer gecompliceerde golven gaan ~r,­

vatten. 
2. µet superpositie-principe. 

Uit het feittdat de golfvergelijking lineair en homogeen ia, 

volgt n. 1. direct, dat met elk systeem <p1 , Cp2 , .•• 1 'f n van oplossingP:1 

ook iedere lineaire combinatie LCk'fk' waarbij de Ck onafhan1 ~lijk 
~ 

zijn van x,y,z en t, een oplossins voorstelt. Zelfs mogen Wij integrio· r.· 

Jc< c<.) 'f°' doe , 

indien hierbi j aan zekere eisen voldaan is, die nodig zijn voor de ve:::-,­

wisseling van integre.tie na.:r de ::pare.meter C( en de differentiaties na.~t" 

x,y,z en t mogelijk te ma.ken. 

Als een voudig voorbeeld beschou.wen wij twe~ ~~kke golven met 
dezelfde frequentie, wa&..rvan de a.m:pli tude ¼A = ¼ \A\ e 1 0 &n ¼A c 

-iC, 
i ~le O geoonjugeerd complex zijn en de normaal riohtingen tege~~· 

steld. Dan is voor reele k: 

cp_ = ½(Aeikp + Ie-ikP)e-ivt = A oos(kp~)e-i~t 

en de u.i twijking is 
Re[<f) = \A I oos(kp~)ooe \It. 

D,; vlaltken van oonatante phase, in h&t bijzonder de 11kno.opvlakktJ1'* ~1jn • 
bier 1'8&t 1n de :ru.ia.te. 

Ben belangrijke-r type ".TBn s,1p".'!rpl\flitie '"lllrkrijpll w13 doo:, op 
r,.ex-11:en, 4at wij Pi, o2 en o3 door twee parameters ltu.J.Ulen ~-"~ 

"•'),,;:.,,, 

·lf:: 



uclco6rdinaton in te voeren: 

c1 -· cos1'-• sin 'l, 1 , 

c2 = sin ,ti• sin] ' • 
c3 = cosf' • 
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O (,J-.C:2ii 

0 ~ f '.$' r,. 

.. ,ij krij GEm dan een zec:.r s.lge1:1en vorm van de golfvergelij 1.ring door te 
nchrijven 

1 _, 0 ik(x 

= J!•ik? f ( ,J-,, 'j, •) sin j 'Pl, C /' , 

v1u.J.rbij f( ,.;-, , f') een v1il lekcurigc integral:1P.l•, ~ .. rlotie is. !ij nemen 

f( "V- 1 , f') = 1 en voeren ook in de ruimte bolcoordinaten in 
X = R cos .Jain y 
y = l: sin f sinf 

z = R cos 1. 
JT"I aen e~nvoudig resultaat te verkrijgen, leggen wij dan de as van het 
'Y"', f, zo vast, dat zij met de voe:--straa.l naar x,y.z sam.envalt_,. In dit 

geval is Y• de hoek, die de straal naar het integratteelement met deze 
voerstraal inaluit, dua 

""' · I p ,,-: .4L COS /1, 1 

0n wij vinden ..-

</ = t~ {8 ild! cosY' 

_ eik ... 1 cos f' 
= - 2 " ik~ -

sin X, d i,l, aX 1 = 

'I.= rr 
I 4 li sin kR 

f'=O = T R • 
-ik(R-ct) 

e hebben \;ij voor een lopende bol vormige golf gevor.d·.:~ ~ 

zodat het resul taat hier te voorschijn 1.comt ale e--n staa.nde bolsym:me­
trische golf. Een dergelijk resul taat vinden wi j door het invoe:r·en van 
cylindercollrdinaten door alleen vle.kke golven te beschour;en, v1a,..rvan 
~e normaal loodrecht OD de z-aa staat, due 

' 
c1 = cos 'I/ t 

c,., = sin l, 
c:. 

C3 = o. 

In dit geval 

~ 
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dan vinden wij als golffunctie 

( ) -i "'t J O kr c -. , 

Ook hier ve:r·krijgen wij op onze methode slechts staande golven. De 
11knoopcylinders" worden opgeleve:::cd door de nulpunten van de functie van 

Bessel en zijn ook hier weer vEst. 

Het is ~uidelijk, dat de hier gevolgde methode niet de moest al­

gemene is. Om lopende golven O; deze wijze te k:unnen voorstellen~ mo<.::ten 

wij, i.p.v. re~le waara~n voor c 1 , c2 ~n c3 ook complox0 waarden toela­
t<..:n, 
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Cursus: 

Methoden der Mathematische Physica 

Deel II. De golfvergelijking 

door 

3. Lopende golven. 
'r 

Dr R.Timman 

Bij een besc'h,ouw-j_ng van de formule, die de staande bolgolf levert 

door integratie over de bol valt het op, dat de integrand onafhan-

kelijk is van :J', maar niet van ,i.'. 
Integratie naar ~Jvan O naar 2 Tl levert de onbepaalde integraal 

ikR COS ,t' 
(j' = - 2 7T e i k R ( l) 

ikR 
e die alleen dan de lopende bolgolf ikR levert, als de ene grens is 

I 

~ =0 en om de andere grens de term verdwijnt. ~it is alleen het geval, 

indien hier 
I 

Re ikR cos 1' = - m , . 
is, dus 

Im kR cos)!/== +m , 
I HJ o dusbijv. indienkR>o, l.== / 2 -im. 

Wij moeten integreren dus van O tot 7'/2 en daarna in het complexe 

,{' vlak verder langs de imaginaire as tot -i CD. 

Op deze wijze vinden wij dus de uitdrukking om de lopende bol­

vormige golf 
ikR-ir-T 

e 
R ( 2) 

die wij OQk vroeger reeds gevonden hebben als oplossing van de bol­

symmetrische golfvergelijking. 

Het ligt nu voor de hand ,om ook cylindergolven voor te stellen 

door in de overeenkomstige formule van blz. 45 complexe intcgratie­

grenzen in te voeren. Het is echter niet zo eenvoudig om direct in te 

2ien hoe deze grenzen gekozen moeten worden. 

Daarom z0eken wij een voorstelling VOJr divergerende lopende cylin­

dergolven op een andere manier. WJj beschouwen een oneindige rechte 

(de 2 as) belegd met de vergerende bolgolven met dezelfde fase 

u=J+<,ceikv;2+( z- s:,2 d $ (3) 

_o-t> Vr2+(z-$)2 

Het is duidelijk, dat de integrand onafhankelijk is van z., zodat wij 

vinden: 
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ftv? 1k. Vr2+'; 2 1 !" ll')eik (r2+.1i 2, 
U• e d S =-2 , :, d 2; 

Vr2+i.-2 Vr2+..,2 _ ,, .., 0 ., 

(4) 

:rn~1en Im k )0 is, wat w1j steeds zullen onderstellen, is deze 1ntegraP.l 
co~vergent, maar d1t 1s ook nog het geval voor re§le k, omdat w1j 1n 
d1t geval de integraal voor elk der twee delen kunnen vervangen door 
de som van de integralen, d1e ontstaan door integratieV~er J;}.,et segment 
~us,en telkens twee opeenvolgende nulpunten van cos k r +~ 2 of 
air k Vr2+ ~ 2: 

De zo ontstaande alternerende reekaen, waarvan de termen monotoon 
tot nul naderen z1Jn convergent, zodat ook de integralen convergent zijn. 
Voo·-- complexe k gs.an van r-oo de integralen exponentieel naa.r nul. 
Om '.e integraal aan te laten sluiten bij de vroeger gevonden uitdruk­
kin~ voor J 0 (kr), stellen wij 

?; = ir sinor 

en ·:inden dan, na toevoeging van de factor ,rli 
-l<n 

H ( t) (kr)• _!_ /eikr cos" do< • (S) 
0 ,r 

iv> 
die de eerste functie van Hankel voorstelt en, met d? tt jdfal"'tr,r ' 1 rt 

ee~ 11vergerende lopende cylindergolf vooretelt (zij 1s ontstaan uit 
d.iv'"'rgerende lopende bolgolven). 
Analoog krijgt men een convergerende lopende cylindergolf door 

-Un 

H (2) (kr)= __ 1_/ eikr cos ""a If 
D f'( 

' (./) 

(6) . 

die voor k re@e 1 c onvergeert ( en voor Im k <.. 0) • 
Wij kunnen voor H0 ( 2 )(kr) ook een integraalvoorstelling zoeken, die 
dezP.lfde integrand heeft ala in ( 5) door te stellen o< t::: 1i + '1( , en 
kr1 jgen dan 11 T t <I) 

H {2)(kr)== .....L/ eikr cosPdd. 
0 ,r 

(7) 

'l'~i(I) 

•~. Jol- en cylindere;olven van hogere orde. 

Wij keren nog11mns terug tot de bolgolven en merken in de eerste 
pla~.ts op, da t T zich voor kle1ne kR gedraagt ala fr , c. w. z. 
~,~ :an oplose1ng van de potentiaalvergelijking, die bekend ataat als· 
E-ex, r-,nkel voud1ge pool. 
Het is verder bekend, dat door differentiatie in een bepaalde riohting 
)I r .• et r1cht1ngscoa1nussen l,, m en n uit 1/R ontstaat een d1pool met 
aa:r-loht1ng V : 

(l.) 

Eve:.zo ontate.an hogere 11.ngulari te1. ten door herb..-lda 41tterent1&t»ttt .. · . 
..• n ~eltde proa&d«l kan toe1ep1.et wordes:i op de goltvex-geli.~,-.• / 

.. • • -»tti • .. . . . . · .. ;; ·.·· ·••·.· .... ·,:.:~·:: t>. 
"'• Cu,;:r ci nten constant s1Jn.,. ··;<f;;t:t"~,,t:\j,:.;;;t:;i'ff 

".'t:,i<'.''·,)t,11,n:' "';,'\'·~',, · J,;q~,'ll? ., ;~, 



- 49 -

'): .!-7 H, (,kt) (kr)i=(ain 'f ~ + ccs<f ~)H,_ (,µ.) (kr)=s1ntP ~ H (~){kr) 
t;,• 0 d r r tif' \~ J iJ t' 0 

"'c:c-~· Im k) 0 ka.n de <liff'erent1atic onder het ~ntegraalteken warden uit­

~~voerd, voor re~le k kan ~it niet, daar de ontstaande integralen di-

\·Jij beschouwen nu de integrand in de VOl"rstelling 

voor re@le kr en merken op, 

det deze verdwljnt in het onein­
~1ge van de in de figuur geP~'P0~­

t: 2: geb1eden; omda t 

cosc< =cos( o'-'+ii:?<n)= 

=cos o<'cosh o< 11 +i sin o< 1 sinh o( 11 • 

?· +.-, is dus mO?"Alijk om voor 
j ., \ 

tr · , :::- ' te schrijven: 

•., -. ( l ) t lrr· ) = _1 _ , e i kr 0 0 "' ""' ,, ., , h \ 
,;:., \.h. Tr -"~• 

' 1 

v·-~:·.:'.'bij c1 loopt van -1 +i oo tot 

:-''. :-,) co ( o < '1 <. rr ) terwij l 
,; , (' 1 ( kr) de vorm aanneemt 

,· . 
. / l 
/1 
:: I ,;.; 

H (2) (kr)= _l_ ;··eikr COSOI d c( 
o rr e.z 

·,:·;:J.~_rbij c2 loopt van t") -1 U-) tot - ') +i oo. 

···•·"',.. 

. I 
.... r · .. .,, ... _. 

~~ zijn de integralen absoluut convergent zodat w1j onder het integraal-

► \eken mogen differentieren 

U= cosW """"'~ H (_f')(kr)=costP .1kf eikr cos« cosor'do(= 
J e, .' 0 J ff 

c -k cos'f' ~l /eikr cos« ei/a- "/2)/:;_ eikr cos e-i/,x - 11/2)da. 

:.::.. de integrat1eweg c1 , dan vervangen wij in de tweede integraal of door 

- c< en verkrijgen dan 

u= -k cosy.; j e1kr cos~ e1:,'('- rr"';2)dc('. 

CJ', 
__ s de weg c2 , dan vervangen wij CX door 2 rr - Cl en verkrijgen a.ls alge-

lt.E G>n t'P.SUl taat 

U:::: -k cr,f'}f ,-1- f eikr cos« 8 i/a - 11/2)da-. 

J rr 4a 
:T';)or de differentiatie 6 Y .:sin f ~ ontstaan analoge fomules,, t;lie 
inplaats van de cosi.nus de a1nua beva.tten. Wij definieren nu 
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H1 (f" )(kr)• _1.._j· eikr coso< ei(« - "/2)d'l {f•l,2) {5) 
.,,. 0,.. 

Wij kunnen dit reaultae.t ook kriJgen door de diffcrefitiaaloperator 

D= ~ +i ~,:, e1f( ,; + ! _L_) (6) 
J x J y , r r df 

en v1.nden dan 

:i:(-k)n+l .ei(n+l)'f • : J eikr cos« ei(n+l)(<X - 1f /2)ao<. 

7' 
Sommerfield voert nu als algemene definitie vovr de functies van Hamilton 
in 

die dus 

H (/'-) (kr)= _1_J eikr cos CV ein(O{ - 71/2)d ~ 
n ii q... 

inf· -1 Y t samen met de factor e oplossingen van de 

(9) 

gcltvergelij-
king voorstellen en wel divergerende lopende golven voor,r =l en con­

vergerende lopende golven voor ,fa- ==2. 

Deze functies zijn blijkbaar complex. Om staa.nde golven te verkrijgen 
moeten wij zorgen reele functies te construeren, zoda.t, door vermenig-

. -i Vt vuldiging met cos n '/ .e de knooplijnen in de ruimte vast llggen. 

Door op te merken, dat H0 (l)(kr) en H0 (
21 (kr) voor retne k toegevoegd 

eomplexe functies zijn, zien wij dat H0 {l)(kr)+H0 { 2 )(kr) een relHe,. 

functie van kr is { voor retne kr), die dus aan het gewenate doel beant­
woordt. In het algemeen is 

Jn(kr}= 2 :r /' eikr coacx ein( « - 17/2) 0d"" 

l'! ♦ l'.'!.i (10} 
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:1et bijzonder kunnen wij hicrvoor kiezen de weg 

-I) +1 co~ -17..,,, .. ? +2 rr - - 'l +2 rr +1 oo 
, : . . )p":1erken3' da.t de integrand de periode 21r heeft, zodat de biJdra.gen 
•t;.J de vcrticale wegen elkaar ophcff'en. Dan 

.... \"" 1 
••j• 2iF' 

-?.-+Jr. 
~ rr 

) Hcrcoser in(Df'- /2)d,..,, e e , t...,, "" 

- ;i-? lr'f -,., 
-n j c ikr cos~ 

C 
r; 

1.n ,ir , 0( 
• C O • 

:. , Z0"1 wij nu 1. = ,r , dan komt £:fr rr 
+ rr 

wordt 

·r 'k-) i -n f .. ikr cos ot +inDf ,.3,,. i -n f 1kr cosD( 
\ :· : - t! i..,J--;""' -- e COB notdO(. 
· :: 11' rr 

-n o 
, ,;c•rC·S!nster:uning met het vrceger gevonden resul taat . 

. ·, ri.nt:erc rcE:le functie verkrijgen w1j uit de comb1natie 

(11) 

yn ( kr):::: lr L Hn ( l) ( kr) -Hn ( 2) { kr)} , (12) 

;i: ·, •.'·:1'·;·:1'] :::;'~.nat als functie van Neumann. 

·,. ,c:,:~ "c:~e fun.::t1e een intcgraalvoorstelling te vinden, met meer­

,,,.Y?".:~.f':':! (:ir.dpunten;, kiezen wij voor c1 en c2 de volgende krornmen 

..!'~·-r.i.CO __, - rr /2 - +. rr /2 ..... ,r/2-1 CD en T -100-> 2 -'> 2;- -1> 'i' +i CD en 
--: :•\ ':'i.1'.';?:n de formule van Schfifl1 

oO 

., . · ... , __ .,....l._,_ rifoe-kr 
: ' ' .~.'Tl L ::iinh! e-nr (enfT'i+e-nTTi}ar _21/e-kr sinhfenr ar+ 

·r c,O i) 

_ J eikr sinp einf ap = 
() ()/;) 

' ,, 
, :~~-) ::n.n(kr sinf -nf )d f> 2 -in ff /2] -kr sinh r h / --:;:=;=- e e cos 

,. 6 0 

~--. ~..:....c~rlinderfunc ties voor complexe waarden van_ index en argument. 

·,; · j 11etben nu gezien hoe, om re~le kr en n geheel de cylinderfuncties 

~.·,:ri::-:--::.3:en kunnen word en door superposi tie van vlakke gol ven met geschikt 

!C~azen inte3ratiegrenzen. 
~,, · ,i l-0 m'1E::n di t nu gaan ui tbreiden en wel eerst nog voor re~ le kr, 

·,t ... ,1:··:oor complexe waarden van de index v . 
. £\.ll2re8rot r:ierken wij op, dat wi,1 door de algemene superposi tie van gol­

v::..:n, Naarvan de normaal loodrecht op de z as is> verkrijgen 
0( 1-

u ( x, y) = j eik(x cosf 1 +y sin<f')f(tj'' )df' . 
&'11 

;:::,;or· het ::lnvoeren van poolcoordinaten x=r cos f , y=r sin Cf en de 

;s.:J)s 1;:;..tutie !I'= ot.+f gaat dit over in 
(., I «z•f 

, ,_.':I)~ J \ikr cos( 'f -'f) f( f')d':f' ~ f eikr COSO( f{ fl' +f )d t>(. 

Dir 4, ~ 'I 
l'> .:..j ~tellen nu in het bijzonder { '(" is complex) 
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t(f')•f( « + f )•: eiv{f '+ fr/2).ei•f. i e1•(- .. "'/2) 

en verkrijgen dan "' •:f 
ivilO 1 j ikr coao( iP( «- "/2)..1 u•e J- e e "" • 

7T '°', ~ '/ 
Nu proberen wij ~,en~~ zo to bepalen, dat de 1ntegraAl onafhankelijk 
wordt van <.f , d.w.z., dat het versch11 van de integrerende termen nul 
wordt. 
D1t bereiken wij door te zorgen, dat de integrand aan beide ziJden nul 
wordt. 
Voor relHe kr is dit het geval ala rx, - f en '\ - ;f in de gearcee?'de 
gebieden 11ggen en naar hct on0indigc gaan. Indien w:ijaannemen, dat 
- "/2 <. ':I < rr /2 is, kunnen wij a, en °'\. dus vastleggon als een der groot­
heden uit de reeksen (2m .. }) 1r+i co of {2n+½)rr-1 m 
Stel dan verder !f = ? - 1T /2, waarbij O <. ? <. rr is, dan krijgen wij de 

integraal 
0( i T 7f/,_ "2 

_1_ f eikr cos o< ej .'( OI' - '"/2} d OI. 
1r ,rJ ()(,-, n~'l, 

Wij duiden nu de ontstane functies met dezelfde symbolen aan als de 
reeds gedefinieerde functies, waarin zij voor V =n (n geheel) over-
gaan. 
Om Hy ( 1 ) te verk?'ijgen, stellen wij dus «1 = - Ti /2-1-i oo , o<,. == T -i 00 11 

(2) ex ,., 3 rr voor Hu , = T" - i oo, 0\'1 = 2°' + i co, en voor 
TT 3 l'r 

'?J V D<, = - ~ + i 00 , CX 2= ~ + i oo • 

11e functie Y >' ( 2 ) kan dan ook voor complexe .v gedefinieerd warden alP.B 

Y JI ( 2 ) = * j H .v ( l \ kr ) -H J; ( 2 ) ( kr) \ • 
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Amsterdam 0. --------------------
Methoden de~ Mathematleche 

door 

R.T mmrm. 

W j zul nu var1 kr 

er , en wlj r:or 

van Sommerfe 

H (r)(z)~ _1_/e iz C 'Jf~ l ) µ "t 1,2) d ex: I 
y rr / * _l ri z 

I 

'Q21 rJ,. cos l V(o< -J)J (z)== (; 

~.3 
t is nu duidelijk, dat voor complexc ,., de lvoorstelling ld .:.-

is, zolang zij convergeert 1 .w.z. zo (iz cos 0() naar - oo 

t. at I indien o< naar de van Cr toe 

Gaat dus bi,jvoorbee ld o<'. = p ;r Iangs C 1 naar - IJ ti m en stellen 

"'•rtj z= \z i 'f ,. dan geldt bij benad 

Re( iz cos ex_)= -Im [\z\ e 1 'r cos(p, +1 O )}-v -~ e:( sin( ? + 'f1) 

en gaat naar - co, zolang sin( +f )) ,') of O ( ') + f ( 7r is. 
11ij zien dus, dat de integraalvoorstelling van H1 ldig ijft, zolang 

is (dezelfde betrekking blijft lden voor c2 en c3, dear wij hier ~ 

door - OZ of door 27r - 0\ moeten vervangen). 

Wij vinden dus, dat bij een vaste kromme C 1,...., et:n hnlfv1~1{ van geldighe: 
I 

in het z vlak Indien wij ry pcrken door de lij id 

O < 17 ( lT J dan hebeen wij dus o.1-

voorstellingen gevonden voor t gehele 

z-vlak met uitzondf van de nega-

tieve re!He as. Twee integraalvoorstel-

lingen, die behoren bij 

,:n '/z. zullen dus beide ld 

wa / 11 
zijn in 

een eindige sector en zi analytische 

voortzettingen van elkaar. s be let ons echter voor 17 ook waa.rden 

bui ten hct interval O <._ 17 < ]( en daardoor analytische voort-

zettingen te verkrijgen, d voor andere argumenten van z dan -Y< arg-z(iT 

geldlg ziJn. 
ffet eenvoudigste aan functie 
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Hier la ten w1j arg z met 7r toenemen, vervangen dua z door z .e1 Jr, Den 

moeten w1j echter ? door 7 - 'Ti vervangen om een convergente 1ntegraal 
te krijgen en vinden dus 1 .... ? , 

Ji#'- ... +- l ct) 

JI/ (z.e1T )• 2~ /. 8 -iz coso< 8 1V (ot. T/2)do( 

1f-1+-fC,::, 
Nu stellen wij in deze integraal o< ""O(• + Tr • 

h, Jr 1,T-9 t-100 , -,,., 

( 11t ) e iz cos ex ' 8 1 \I (o( - '/2)a, 
J-; z.e = 2 7r . e 

-7+ t r..t, 
e11.nr J ( ) "" • y z . 

Bij m halve omlopen krijgen wij 

J 'Y ( z • e i m Jr)= e 1 v m Tfi J y ( z ), 

d. w. z. de funct1e J )I ( z) heeft1n de oorsprong voor niet gehele .> een 

vertakkingspunt en gedraagt zich in de omgeving van de oorsprong ala r~ 
functie z )/ . 

Alleen voor V =n (geheel) behoudt de functie bij een volle omloop hP~· 

oorspronkelijke waarde. 
Daar de formule voor alle wanrden van )) geldt, is ook 

Het is 
ult te 
Immers, 

J ( im rr )- , - i 'l.> m ,r iJ ( } 
-"'>J ze -c -v z . 

nu belangrijk om op te merken, 
drukken in J )I (z) en J._v (z). 

1nd1en wij in 

1 J_v (z)= ~ 

JT-'7+io:, 

/. e1z 
-'J + 10., 

dat nlle cylinderfuncties zijn 

cos O(_ e-1)) ( 0( - .,./2)do/... 

1 o<. door - Oi vervangen, verkrijgen wij 

1 
J -V (z)= - ~ 

-Jr +~-;t0 
/_ eiz cos o< 

J,-.ico 
~r:-1 tioo · 1 iz C'_)c; e , ... 

17-k1> 

LJN'•ry+ l«> 
= 1 { e- 11'1\/ e1z cos0< ei v (ex. -

"ff . 
I]- l(KJ 

of wel 
J_ v ( z )= t le - 7T" 1 Y H)I ( 2) ( z) +e 1T 1 Y Hv ( 1) ( z) j , 

terwijl wij al wisten, dat 

J y ( z )= ½ l H )I ( 2) ( z) +H V ( 1} ( z) 1 . 
Indien V geen geheel getal is, vinden wij dus: 

( 1 ) . 1 J .: n,;r J 
H)) (z)= ain YT le J "1 (z)-J_v (z) , 

H V ( 2) (z)= e1h111r f e1 ior J" (z) ... J_v (z) J * 



( ) 1 I ( 1 ) ( 2) ( 11 1 J ( ·., 
Y'J z • '21j H 'y · (z)-H y z)J = sin ..,,r l cos v ;r J,_}z)-J~\J z; ~. 

Voor V geheel krljgcn wij h~er onbcpaalde u.itdrukkingen, die door limiet­
overgang gevonden mo<.'ttm wordtm; bi. jv, : 

( 1 ) l- f- i e i. 11 ~J . ( ,'. ) .. J -v { z ) J ·•1· 
Hn ( z }=1 \I V 

'Z'> .• 1 •·\ )) 11 I 
~ ; .. L • y::;,n 

:::J Z ' + - -- J Z - •• 1 ---::::F-J , I ( Z) J, , ( ) 1 l' U ( ) ( )n Z) l 
n 7r VY \J (..';; -v jJb,--. 

Wij kunnen nu dus de omlooprelnties direct geven 

H (1)( .m7Ti) 1 ~,.- _(rn-·'1)vlT 13 ( ) .-mv TriJ ( )··1 
y z.e == -s..,..i_n_v_rr __ I.. t:: )) z -(~ -\) z J "" 

= - sin(m-1) Y1T 
sin v1t 

H (2)(z.em1Ti)= e V7r i sin m1;1lt H (1)(,.,) sin(m+1) vn- H\! {2){ 7 '_· .. 

1J sin vii' ')) ,.. + s:rn v 7f" v 

waaru1 t weer door limietovEirgnng voor V gehcel volgt 

Hn(1)(z.em 111)=(-1)mnf Hn{1)(z)-c:'mJn(z) l , 
I. 

Hn (2)(z.emll 1)=(-1)mn f Hn(2)(z)+2mJn(z) j . 
De coupure langs de negatleve z-e.s, die :in dit geval voor de Jn(z) n:i-­

meer nodig was, is voor deze functics dus nog wel essentieel, daar zij 
ook voor gehele V niet meer cendu1dig zljn. 

Verder gaan wij nog na, rioE de funct:l.es zich gedragen bij overgang 
tot de toegevoegd complexe functic 

. ') "t i(f) 

H V (1)(z)= 1 / e-iz COS(X c-1 V (0< - 71/2)dd 
JT I • .,.,_.,7- 100 

waarbij O ( 17 +arg z < Tf , 

Stel o<, == F- ct 1 , ~ == h- '1', waarbij dus 0 .( 1 1 +arg z <(Jr, 
dan krljgen wij 

=Hy ( 2) (z). 

en ook 

1 

11 

H)! ( 2){z)=Hy ('1)(z). 

Hieruit volgt direct, dat zm'1el J )I (z) a.ls Y)) (z) voor reMle V en z 

reijel zijn. 
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Van groot belong zi.Jn ,::,ok de func:tles, d.l.c voor zuiv€t' in1Rgina1re W!'Ulr .... 

den van z optred,m ( V r(,~el) . 
11-1«:> 

H}l(1)(iy)=; j ~-y cosO<e1V(o,:-1f/2)d<x, 

-11 r 10:._1 

Ne.em de intcgratleweg symmetrt:~eh t. o. v. de c:im•sprong en stel :ln het 

twE:ede stuk ex = - ex l 
0 

-1 }/ 1T/2 -I 1· . 
H (1)(iy' t, , .,-Y coso< 1Voi,_ 'i F'' l I.; (: 

tr L i.,7 i'-';ro 

= _ ,,-i)),r_;f"/2 [ ;i•;-y CC8"'-(/Vo1 ;-.,~i>'o( 

Wij kunnen nu 7 =0 ne-men, dB a r· de integrirn 1 toch convcrgcert en vinden 
dan voor de functie 

K }' ( y) =~ Tri e·~· v IT 1H }' ( '1) ( iy) 

de re~lc integraalvoorstelling 
0<.) 

K ,, (y)= ;·' c•~y coshf-cosh J)jA.. .d h. , . , r 
0 

De functie vAn Besse] voor zuiver imaginaire waarden van het argument 
levert ons eeo iets gecomp11ceerdere formule 

;?li-,?-r :oo 
J (iy)= ..1_ // e-Y COSOi ei v(o<- "'t/2)d = 

V ~ ~ . 
. 2r,:..7 ·-1f,(.(,\ -1 

=; [ j c-Y cosll'ei)) (IX -?/2)doi+ / .e-Y cosoie1J.'(o.'- 11/2)d'(+ 

-1 • ~ I} 1 lo:) 

/
J,,.-?-t'(J)-y cos:rx ,iY (o< - 71/2)d J + e e o,{, • 

I'll-? 
Hier kunnen wij, daar I) moet voldoen A8n O ( r; + Tr /2 t..:m;? ::cO stellen .:.~n 

vinden dan, door in de eerste integranl tc stellen o< = IT- 0( 1 , in de 

tweede (1... =LU en in de derdc ex =2 Tr+ik..,, 
I -.11 I oi) 

J., ( iy)= "2'if-j- c1 Y '½j eY coso( 'e -i ))o( 'd (X -1e -,i l/ TTJ2/ e -Y<mh/ - Y fl'- d/ + 

1v31f'r T j 0 
+ie ~ e-,:_ cosry~ -VJ d, L< = 

Ii ' Cl:) 

e 1 v 7T 12 {j eY cosv< coe •.xaOi -sin vu:J' e-Y 0081}«-7' d/) 
= 1f O r., 

Voor de functie 
I~ (y)= e-i v rr;2J v ( 1y) 

vinden w1j dus de re~le 1ntegraalvoorstell1ng: ~ . 

1 f :Y cos°" cos v,x do( _ sin V IT' t;,-Y ooaiy< - }}'i/ f 
I)$ {y}=- 7f ,r j i . I 

~ I . 
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6. Convergente en asl!!!ptot1schc r~cksontw1kkel1ngen. 

Uit de integraalvoorstelllngcn is het mogel1jk om reeksontw1kkelinpn 
ar te le1den, die zowcl voor kl~inc ala grote waarden van lzl de runet1e 
goed voorstellen, z1J het dan, dnt de ~erstc gcwoon convcrgeren, terw1Jl 
de reeksen vnn de tweede categoric asyrnptotioche reeksen z1Jn. 

Wij gaan daartoe uit van de integraalvoorste111ng 

J)/ (z)• 2~ j elZ COSO( +1 V(Oi - T/2)d0( 

'-j 

en k1ezen ? • "/2-arg z. 
Verder voeren wij een nieuwe variabai:? in 

t= - 2 e-1(~ - '?2), 

waardoor 
iz cos()\ = ¥ ( e1 £l(' +e-1"" )= -t+ ~ 

e i v ( 0( - TF/2)_(- 2t)-Y - z , dt= -itd 0<. 

De 1ntegrat1eweg loopt nu van +co, 
loopt om de oorsprong en daarna weer 
near + oo, zodat wij vindcn 2 

(o+) z 

( ) 1 ( z >"'/ -t irf( ) -V -1 J JI z = ~"2" e .e -t dt. 
6.:) 

Wi~ ontwikkelen nu de funct1e 
z 

elff in een machtreeks 2 00 

eh-= L 1 (z)2k.t-k 
K::-0 K! °2" 

en integreren term voor term for) 

J (z)=(zt f 1 (1z)2k 1 £ e-t(-t)- V-k-1dt. 
, "2" l'h-0 KT 2 '2T 

Deze integraal levert) ons de / functie 
{o-t 

1 / -t( t)- v -k-1dt . -1 m e - == r ( v +k+1} ' 

"' · zodat wij kriJgen 

J )I (z)=(½ll f=. 
lfa.O 

~)2k 

k! r( v +k+1) • 
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Cu.reus: 

Methoden der Mathem.atieche ~eica 
Deel II: De goltvergelijking 

door 
Dr R. Timm.an. 

totiaohe ontw1kkel1 en van de Q .lindertunot1ee 
Naast de ~•one ontwikkelingen,in 1n het gehele platte vlak conver­

pnte reeksen zijn van gr-oot belang d& ssym.ptotisohe ontwikkelingen, die 
alleen bruikbaar zijn voor grote waarden van het argument. 

Allereerst geven wij de definitie van bet begrip aeymptotieck 
convergent in tegenstelling tot het gewone convergentiebegrip van een 
reeks. Een reeks n 

Sn(z) = ~ ~(z) 
~ 

van term.en van de complexe variabele z wordt, zoals bekend oonvergent 
g41noemd, in zeker gebied G, indien een funotie s(z) bestaat, zodanig, 
dat voor iedere z uit Gen iederet een index m te T1l:lden ie, godat 

\ Rn ( z) I = l S ( z) - Sn ( z) l <. £. 
voor alle n) N_ (Indien N onafhankelijk van z gekozen ken worden 1n G, 
is de convergentie uniform). Hier is dus het punt z vast en de waa.rde 
van n moat onbeperkt toenemen om hat verschil tussen s(z) en sn(z) wil­
lekeurig klein te maken. 

Bij asym.ptotiache convergentie nemen wij een bepaald a.antal ter­
men uit de reeks, houden due n vast en zeggen, dat de reeks sn(z) = , =~: a,,(z), waarbij z in een gebied G ligt, dat zich tot in het ~ne:L&­

dige uitstrekt, aaymptotisch convergeert, indien een functie s(z) be­
staat, zodanig, dat bij iedere l een M te vinden is, zodat 

( ~ ( z) f = l s ( z) - sn ( z) \ L.. c 
is, indien\zl> Mis in G. 
Korter gezegd: 
Gewone convergentie 

lim fs(z) - sn(z)f_. 0 
n-,.oo 

.lsymptotisohe convergentie 

lim ls(z) - sn(zH➔ 0 
1zl_.oo 

z vast. 

n vast. 

We behandelen eerst een belangrijke stelling u.it de theorie der 
transformaties van. La.place, d.w.z. de funotietrauafermati•a, die~•~ 
:funotie J'(t) een funet1e t(a) toevoegen door ld.ddel vu de formu.le 

:t(s) "'/ •-at :r(t)dt, 



in~ien d.e integ.raal in zeker gebied bestaat .. 
Een voldoende voorwaarde hiertoe is, dat getallen K} 0 en b) 0 

· ··\!) tltrt.$.$ll, z.o.da t 

lr(t) \F(t)1< Kebt voor \t\) a:> O 

en dat"'voor O f t z... a integreerbaar is. Indien nu voor F( t) voor \ t} <.. a 
een reeksontwikkeling geldt van de vorm 

F(t) -::.Lat~ - 1 

m-::.1 m 
geldt voor de getransformeerde functie een asymptotische ontwikkeling 

CD M-1 m 

f(s) =1 e-stF(t)dt =La r (!!!)s- q + RM, 
0 m=1 m q_ 

indien s ligt in het halfvlak 
Res> b, 

Hierbij bestaat een constcnte K1 / O, zodat 
lVI 

\ RMl f K1 } Res - brq r(:). 
Wij kunnen nl. op grond van de convergentieonderstelling van de reeks en 
het gedrag F(t) voor grote teen constante K1 zo bepalen, dat langs de 

- m M · 
gehele integra~i~weg geldt 

\F(t) - m=1 "'mtq -11 = /Riir(t)j~ K1 .lt\q '-1 eb(t)' 

zodat integratie term voor term levert 
m - -~ l ~-1 M~ 

f(s) =k 9ni e-st tq dt + ¾: =i~ am r (:).s q + RM, 

waarbij 

► I Rr.ilv rm( t)e-std4 ~ K11 •-stt! - 1 ebt dt = K1 tRes-~ - ! f(~). 

Deze ongelijkheid geldt, indien Res ~ b is. 
Na deze voorbereiding kunnen wij nu de asymptotische formulas 

voor de cylinderfuncties afleiden voor grote waarden van (z). Daartoe 
brengen wij de integraalontwikkelingen eerst op de gewenste 
kiezen de functie 

H(z)I t 11 -iz coso< il>(C<' -r z==ri-c e e 
2 

Nu stellen wij 

. ( 1 \ 24 2 I?( .. 1 cos 0( + . = .1. cos ~ = - "t 

do<. = -id"f' zodat, indien wiJ. de 
SJ.lltX ' 

-II ) 
~ dk • 

twee takken van c2 symmetrisch kiezen 

I 

' I 

•• :r.. 

vorm en 
lJi.-1 1-i~ 
l 
I 
t 

,.,,. 
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r exp 11 '1 I" ) 
H(2)(z) • - !! -1(s- YT)l .. T -zr coe» (cc -!J ... r 
)t' .,,.. • • 8111(:)\ . V, • 

t nadert d&n uyaptatieoh tot de waarde 

if 1+ oo:~11-1 <o >J ,. 1 / 1+ coai coeh oo- i sin ~•inh oo j ➔ 
co ••\~- f) 

-.i• e • 
Ru ontwikkelen wij de fu.nctie 

cos V ( o< - Ji} • l( T) 
aino< 

in een uehtraeka near 1:: • Deze is voor ~ = O niet regu.J.1er. Wij atellen 
nut• cos~ en vinden dan, dat de functie f(t), gedefinieerd door 

coa. :{>,.,-X) == tP(-21t2 ) • f(t) 
2 sin T 

regulier is in de ooreprong, zodat wij haar in een reeks van llao-Iaurin 
kunnen ontwikkelen, die een convergentieetraal beett, die bepa.ald wordt 
door de diohtabijzijnde pool, d.w.z. CX= O en o/• 2 if, dw, t • ±. 1. 

De cotifficilnten worden gevonden door een differentiaalvergelij­
king voor f(t) op te stelleni 

- jain Y(~ - X-) =-f•(t) s1n2 f + f(t) t + 2 ~2 s1n f f(t) m 
;:;.:.:..; ~ ·-- ~' 

~ t•(t) sin3 f + Jf•(t) sin T cos f + f(t) isin ~ 
of wel 

(1-t2 )f"(t) - Jtt•(t) + (4'v2 ... 1)t(t) = o .. 

Door (m-2) keer te differentilren, vinden wij 

( 1-t2 )f(m) ( t) - (2m-1 )tf(m-1) ( t) +L4 \) 2 ..,. (a .... 1 )~ t<•-2 1( t) a O, 

due 
f(m}(O) z -[4Y 2- (m-1) 2 :r<•-2 >(0) 

en de ontwikkeling wordt 

f(t) = -t[ 1 - i ~~-12t2+{ '}112-121~ ~i2-J2} t4 •. J. 
De overeenkomstige ontwikkeling voor J'( 7) wordt nu 

-l 2 2 • - c .,2 2 ., 2 2) ,.( T ) _ 1 1 ? >) -1 I (. + ~ f -1 )( f r -3 ( 1 T ) 2 J 
X - + . - ~, T . ' T .. . . - Y21r '1 

Bet teken bepalen wij so, dat P( t ) ~a de integ.ratieweg overeenkol!lt 

-•t oos » ( t>/ - X' ) .. due voor .v in de OlUHN'i ns van Jr - sin ot ~ ""' ._.. ... • -=-
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Wij moeten nu nog aantonen, dat 1( r) 1n4erdu.4 un 4• e1aen., ill 
de atelling genoemd voldoet. Voor grote { !') geldt lance c2 

-ii)l .... e <" 2i , , 

dus ] 
F( T) . .., -i [ e1 aJ it (21 T) )' - 1 + e•-i .v K (21 f )' .. v-1 _, 

zodat wij b willekeurig klein positief kunnen kiesen. 113 aoeten du 
alleen zorgen, dat 

11-- ,r) 
Re z. e · ,- T > o 

is, of 
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Cursu.s: 

Metqoden d2r Mathematisohe l'h:tmic• 
Deel II: De golfvergelij~ing 

door 
Dr R.Timma.n. 

i §• De m.tthod§ ~9£ zadelpunten-
De hier gegeven ontwikkeling is goed bru.ikbaar, in41en l•l))j 

ia, te:rwijl daarentegen voor tuncties van hoge orde de reeksen veel 
minier goed bru.ikbaar zijn. Het is eohter direct duidelijk, dat het op 
oneindig veel manieren mo:,:elijk is de functies in &en gedaante te bren­
gen, wa.arop het lel?Dll3 van ~atson kan worden toegepaat. De methoOe der 
~adelpunten, die het eerst door Debye op de cylinderfunctiee is toege-
lpa.st, levert dan zeer bru.ikbare aaymptoti eohe ontwik'celingen. 

Om de methode duidelijk te me.ken, beschouwen we &erst •ens een 
voorbeela van een reijle integraal. 

I =i e- (.)(x3- 3xl dx. De integraal 

heeft een maximum. voor x = 1. en 
ncomt ftaarna. snel af 1 zoOat de 
grootste bi j dragen tot de i:1te-

·" 
. 

; 

, , 

I 2 

graal wordt geleverd doo~ het gedeelte van de int&grand in de omgeving 
van x = 1. Wijmeren daarom een nieuwe variabele in door te stellen 

x3- 3x + 2 = t 2 = (x-1) 2(x+2) 

• 2tdt = 3(x2-1)dx 
en ontwikkelen · 2~ in een reeks naar t, die begint mete«i constanje 

3(x -1) 

2t 2 - = a 0 + a 1t + a 2t + •••• 
3(x2-1) 

In dit geval wordt 

oo 2 ~(J ~ rcn+½) 
I s e2 €.J / e-t.t { a 0 +a1t+a2t 2 ••• } at = e \- an ~ + 

/'f2 l {i;-a ~ 
aodat wij een asymptotiscbe ontwik ··eling verkregen hebbtn. 

Elke term. van de te 1ntegreren reeks eluit zioh in de top nau,r 
bij de integrand a.an .. Bet :la duidelijk, aat ae benadering des te bet•r 
ie, naar.mate l.,j groter ia, waarbij de ho-ifdtEarm ~an h&t relatief gro"'lt­
a-te stuk van het oppervlak onder de kromme we~rgeeft. D$ ondergrena 
levert ecbter nog een eindige bijdrage tot de integraal. 

13:ij een algemene beschouwing van de oomplexe integX-&Ql 
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1 e-1.1f(z)g(z)dz 
a 

zoeken wij om deze methode na te bootsen du.a eerst naar het mu:imum ftD 

de funetie le-'1f(z)f op de integratieweg, d.w.1.·naar een nulpunt van 
f' ( z) = o, leggen de integratieweg door di t p.mt z0 • 

Het ia du.idelijk. aat een zo goed mogelijke aansluiting wordt 
verkregen, indien de integratieweg zo wordt gekozen, dat de modulus van 
de integrane zo ateil mogelijk opklimt en weer afneemt. 

Daartoe beaohouwen wij het oppervlakOJ:8tU8V9rf door de funet1e 

le- 4-.tf( z) f = e-Re wf( z) boven het z = x+iy vlak. De ni veaulijnen op het 
oppez·vlak r:ijn de lijnen R = Rewf(z) = conat. Hun projectiea op het 
z vlak ataan loodrecht op de lijnen I r:: Im t.Jf( z) = conat·. t &odat deze 
lijnen de lijnen van de grootate helling in ieder punt weergeven. Is n 
'de booglengte langa een niveaulijn en 8 langs een lijn van grootste 
helling, dan is dus steeds langs een lijn van grootste helling !nR = O, 

¢lR "' tenrijl indien R extre~m moet zijn ook Ts= 0 moet zijn. 
Daar echter volgens Cauchy-Riemann 

dR tlI --:>R GlI 
Ts = - '"'5n', ~ = Ta 

moeten alle vier differentiaalquotienten nul zijn, en due moet gelden 
wf•(rJ = O, zoala te verwachten was. Wij zijn dua in een plnt met een 
horizontaal raakvlak op het oppervlak en onderzoeken ae aard van dat pint .. 0• 

Indien n ens een locaal Euolidisch stelsel vorm.en in z0 het­
gaen door geschikte keuze van de eenheid (plaa¢selijk) op de lijnen 
R = const. en I= conat. is te bereiken, voldoen Ren I aan de vergelij­
king van Ie.plac~, ia dus 
' 1 2R 'J2R 

U = - Jn2 

en dus ook 

zodat het pmt een hyperbolisch punt is, d.w.z. in de omgeving van z0 

gedraagt het oppervlak zich ala een v.adelvlak en m0 ia een ze.delpunt. 
De integratieweg leggen wij nu eo dat de integranr. een maximum heeft 
d.w.s. juiat langs de bergpa.s. (Vandaar dat de methode ook v1el de metho­
ae van de bergpas wordt genoemd.) Dit wordt bereikt door voor ae inta­
gratieweg hier t& kieaen I(s.n) = Im wf(z) = oonet. Indien z0 e~n et:Ut•l­
v.oudig nulpunt is van f'(i') = o. stellen we nu 

en 
f(z) - f(~0 ) = t 2 

2tdt = f' ( z) dz 

en ontwikkelen in ae integraal 

f -t.Jt2 ?s< ,q • i • slt 
Q :t (a) 
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de funotie ftf¼t in een reeks van Taylor in t•O• 41• 1n41en g(z0 ) ;l 0 
de gedaante heett 

f+f'¼f = a0 + a 1t + a2t 2 + •••• 

Wij vinden dan weer een asymptotieohe ontwikkeling door de hootdateUiag 
toe te pa.seen, waarbij bij eindige integratiegrenzen deze weer tot apa.r­
te term.en aanleiding zu7 .. len geven. 

Ter 1llustratie pe.ssen wij nu de methoae too op de functiee van 
Hankel. 

en stellen nu 
ar> ( z) _.t Jc: e 1 l• cos o( + )I (0( - "K/2)} dOI 

r 
-zf(o<) =if z cos(( +;l(o<- ii:/2)j 

zodat de zadelpunten goleverd worden ao1r 

- sin ex + .=:.. = 0 z 
~ 

~ 0( 0 = bg sin z• 
Wij vinden due twee reekaen van oneindig veel zadelpunten met periode 
2 1r • Wij veronderstellen nu J.). en z beide posi tief re«~l en vinden voor 
de zadelpunten verschillende ligging alnaarm.ate J/z ( 1 is of V /z ) 1 .. 

We onderscheiden nu 3 gevallen 

J)/z <..< 1, il/z ~ 1 en V /z )) 1. 

In het eerate geval liggen de nulpunten op de reile as en wel in 
0( 0 + 2k X (waarbij o ( « 0 < Tr) en T- WO + 2k't' .Voor de kromme c2 

kiezen wij de weg 

Im i \ z cos ct + }) ( .:x - 3/2)i = const;:: 
door o< 0 , die voor 0( = ~ + i / ....-

( \_,, + ro ) bliJ"kbaar nadert tot .,...,,.., , -
- ,r - ioo resp. - i TC + ico • / 
Ste 1 nu 1' 2 ::: :t ( 0( ) - f ( lX O ) , dan / 

a voor o<:::: o< , r = O en 
0 

2 f ~: = f'( o<.) = O, zoda.t wij 

vinden 

'• 

I 
I 
l 

ree;u.lier is om r • O tot een cirkel. die bepe.a.ld wordt door bet 

l)'f 

bijzijnde nuJ.puit van de noemer. Het is dus dui<deliji:, aat aan. de ,o~, 

1'841r4n 'ftm. d$ hoofdstelling is voldaan en wij vin4en de re&ke: 
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(2) 1 -iz\cos Cl( o+( o( 0 .... 7?2) sin()( o)[~ rcn+i)J 
H)} ( z) .ru -z-e .L-~ an n+l;a ' 

1 n~ z 
De coefficignten an moeten door vrij gecompliceerde berekeningen bepaald 
worden (vgl. c.s. Meyer: Asymptotisohe Entwickluilgen von Besselschen und 
Hankelschen Funktionen fur grosse Werte des Arguments und der Ordnung, 
Mathematische Annalen 108~ s.321, 1933). 

De hier gebruikte reeks is alleen goed bruikbaar indien 
Y/z <~1 is, d~w.z. in hetzeifde gebied als de vroeger gevonden asympto­

tische ontwikkeling, waarbij de integra tieweg niet door 7r - o<.. 0 , maar 
door 7f dichtbij gelegen werd gevoerd.; dus bijna ov<.?r de pas liep. 
Daar de rosultaten in dit geval a.us nauwelijks beter zijn, is de vroeger0; 
reGks te verkiezen bovcn de hiE:r gi'..Nonden me0r bdw,:rkolijkc. Tij dsg.::i­
br-::k tj.oopt ons a~ vor·dcro bospreking 9 diG voor J /x ~ 1 en V /x > 1 
iots g0complicel.:lrdcr isj achtorwego t~ latcni wij vorwijzen hiorvoor 
naar W~yrich: Diu Zyiindorfunktionurt una ihre Anwondungen, 0n naar h~t 

- bovengenoomde artikul van Moyor, zowel als naar de oorspronkolijku arti­
kelen van Dcbye (Mathematisohe Annalen 67 (1909». 


