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1. _Inleiding.

Na de potontisslver, 2liiking, die vroeger behandeld is, treedt
de golfvergelijking in tal van problemen op, zoals de voortplanting
van trillingen in gassen en vloeistoffen, de electrodynamica, en de
voortplanting van opperviaktesolven op water onder invloced van de zwaar-
tekracht.
1.1 Voortplanting van trillingen in een gas of vloeistof,

De bewegingsvergelijkingen voor de instationnaire beweging van
een vloeistof of een gasdeeltje zijn met snelheidscomponenten u, v en
w in rechthoekige coOrdinaast x, y, 2

p(ut+ un o+ VU + wuz) = =p

¥ X

%(vt+ U+ Vs wy_) = —%1 (1)
P(wt+ uw_+ va+ wwz) = =D,

die samen met de continuitedtsvergelijking

% 13 o ] =

Pt (Pl e+ (v) o+ (u)y =0 (2)
de beweging beschrijvewn.

Indien de snelheden klein zijn, kunnen wij hiervoor schrijven

?utz Py
pvy= --py (3)
PWt:: '-pz

Oock de druk en de dichtheid zullen slechts kleine afwijkingen vertonen
Indien wij asannemen, dat

van de waarien in de rustioeciand P, en ?o’
g:: po(1 + 8), weerhij s klein is, zal gelden
2
P = Pot o o8 (4)
zodat de vergelijkingen worden
_ a2
up= -cUs,
.2
vy= —c sy (5)



Indien de wasrden van de enclheid op het tijdstip t = O gegeven zijn

door Uyy Vo oen W, el gusden
2o f
W = = == at o
cxy ) sdt + s
x;"f
AL
Vo= =g e gdt + Voo (6)
e
- /
(4 § 3
W= —c?;r Poedt o+ oW
¢e Q
3
Als voor de Legintoustand een snolncldespotentiaal »  bestast, zodat
w = {; ro= oyt = uf ’
| o= Yox? YoT Foy? YoF oz (7)
zal {elden ‘
Mm = (p" vV = {\} - T
(' e W=y (8)
waarbi; ¢
N 2 ¢ ) 23
o= —¢” / osdt +
’ ! ) o] (9>

ecn snclhuldspotentiaal is, die gedurende de gehele beweging blijft
bestaan, Q?voldoet dus aan de vergelijking

Q{ts —czs. ' (10)

Verder volgt uit de contimuiteltsvergelijking, bij verwaarlozing van
hogere orde termen

Sy+ (ux+ Vy+ wz) = a (11)
zodat tenslotte ¢’ blijkt te voldoen aan de vergelijking

0! / ’ g/ - _2k ) -

ygxx+5?yy+,qzz e "= 0, (12)

&

die de golflvergelijking wordt gencemd.

1.2 Veortplanting van electro-masnctische golven.,

In de electrodynamica gelden als grondvergelljkingen de verge-
lijkingen van lkaxvell

: i
rot I = <'g=

- -3 )F)* (1)
rot H = I+ T
div 4 = 0O (2)

div 5 =~
waarbij de vectoren 2,1, B, D, J voorstellen de electrische veldsterk-
te, magnetische veldsterkte, magnetische inductie, de electrische ver-
plaatsing en de stroomdichtheid.De scalar > is de ladingsdichtheld.
Indien het medium homogeen en isotroop is, geldt

Ll

D=¢E B =ui, (3)
waarbij wij verondefstellen, dat « enfitonafhankelijk zijn van de in-
tensiteit van het veld.

Bié afwezigheid van statistische ladingen en van stromen is
})= O en d = 0 en de vergelijkingen worden



rot

(4)

bl

i

1

Y,
i el

it
i
T
~pF
l*: i
Ha

=
rot i

o
ct

div I = 0 (5)
div £ = 0
Uis (4) volgt

- . A 21-{ .
rot rot H = - iV —= (6)
. !.\, tg
A
SN N . (.}21“
rot rot o= - T —x, (7)
PR
v ,eldt echter de algemenc botrokking
rot rot v = grad div v -\ V (8)
ze®2t op grond ven (5 Ae vergcliikingn(o) en (7) overgaan in
ot ]
RNER BN T ST
T ; tt
A j'}‘ ' jc-: (9)
b= Al b .
AL 5. By

I > der componenten van de eletrische of magnetische veldcsterkte
velaoet dus afzonderlijy aan de golfvergelijking.

Geclven op_ondicp water.

W1] beschouwen de beweging van een vlakke lasg water van con-

=+ »je diepie en nemcn ¢ )

w . dat de anelheden B T ‘»;'f L NI N
de beweging zeer “1 z

"1 I zijn.Indien de e T —

L] 1

h -=5c van het ongestcerde opperviak gegeven is door h, dan duiden wi)
1c:t reoghte in de gestoorde toestand aan deor z = ho+ §. Als wij verder
v.wnuderstellen, dat wij de verticale versnclling van cen vloeistof-
dreltje op het opperviak mogen verwaarlczen, geldt voor dce druk op e¢n

heoyse 2

0. 2fthankelijk van z, zodat alle deeltjes in dezclfde verticazl dczelfde

he ~izontale versnelling hoedbben, dow.oz. de horizeontale snelheidscompo-

nrhen woen v ozijn alleen furerics var ¥ en y. De bewegingsvergelijkingen
“len dus

& Ty
s S &

;‘JV.t-“-‘- -py.
_\.
u,t= ~g - -

o= e

Vt" b}'yn



De continuitcitsverpclijking levert one nu eun kolow met grondvlak
dx dy

A 3
;—"E(uh dy)dx + 5 (v dx)dy = + 5 (y + h)dx dy

of
%tz -h(u OV Y.
J
“liminatic von a en v levert doan dircet
1
; xxt vy TER 3
dus d¢ golfvergelijking in twee dim nsice.

2. Alpgumenc cigensehappen van do geolriveowpolijking.,

Wij bewijzcen cen cigonechnap van de oplossingen van dc vergelij-
king
. 1 9 A
Z S e —— = |
2 274t ok (1)

die reeds door Poisson vwes gevondern,
Beschouv dasrtoe ecrst de vergelijking voor bolvormige golven:

o 249 _ 1L w
Frrt 0y 2‘*tt" 0 (2)
of wel
(2 gy = ?(r) )y (3)
met de algemcnc op10031ng
ry' = £(r - ct) + F(r + ct). (4)

Denk nu, dat op het tijdstip t = 0 de¢ fancties & en ', voorgeschreven
. v t

;
/

zijn

g = p(r), 5:“/%: )\ (r). (5)
. / / ,"l )
Dan is
£(z) + F(r) = r¥(r) (6)
=£' (x)+r (r) = T ) (x)
zodat ﬁ
-£(r) + F(r) =1 [ z )\ (2)dz + c. (7)
A /e
Wij vinden dus els 'Elgcmune oplossing: ”4Cf

rg) = %(r-ct) yQ(r—ct) + %(r+ct)JX’(r+ct) + / \(A)dz (8)

waarbij wij echter moeten bedcenken, dat in (5) y'en;g a**bon gedefini-
cerd zijn voor p051t1eve waarden van r, dus dat (8) allecen mear geldig
is, zolang r - ct \ 0 is

Van r - ct ¢ 0 kunnen wij dircet d¢ voorstelling vinden, indienir

2y
s

de oorsprong geen vloelstof geerceerd wordt., Dan is r r

-3y O voor
r —— 0, dus

lim r

I

2

Hl—\

S N,

(f'(r=-ct) + F'(r+ct)§ - 1§<\(r—ct) + F(r+ct)>§ =0
‘ v
hetgeen oplevert
f(-ct) + Flet) =0
zedat voor alle waarden van z gelden zal



fl=z) + ¥z) = O (9)

Wij vindun 2o voor r-ct 0 0 ultirilalng férr
1 1 1/
Tirs = w(veet) i(r=ct + =(oter) (veet) + == [ 2 ¥(z)dz (10)
J < ! 2_ . C 7
T het bijzonder zol in do corsprong gelden if
() e flr=nt 4 Pirect) v, Plet+r) - F(ct—r) op
) = Lim w0 T - (ct)
;, I=Q . I ~ r
/ Y] 1o &
- -—-L P L 3t \ - + V7 "y A
= 37 v let) ot Y len) (11)

Om mu het algemeen theoroms van Peissen to bowijzen, merken wij cerst
op, dot vergeliiling (1) linooir ig, dur.o., d0h et cen stelsel fune-
Livu ti,, ...ggl ok hun gemiddelde con opleogein, is. Beschouw nu uen
punt P als odroprong von cen varisbel rochithockie sescnstolscl cn be-
gchouw cen boep Lde sn.lacidepctontisol tooov. drt assenkruis x',y',z'.
Indien wij) m x', ', z' laten

3 Ar--i:n on ¥, dan 2zl bij iederc stand
cen andere snclneidsnctontincl t.o.v. de cerspronkelijke codrdinaten
behoren, Het arithmeticeh gemiddelde van 2l deze cnelheidspotentizslen
z=21l dus bolwymmatrlc t.0.v. T vertcnen, of wel de functie

,__________ }"«-' g
‘ 47!‘/’ FUI (12)

wnarbi j 9 'een willekeurige grelhcidepotontical is e¢n d¢' een element van
een ruimtehoek met top in ¥ zal voldoen 2rn
3 = h el
(r/&,«)tt C (-Lf’r 'rr (13>

en dus de vorm hebbou
r {/ = f(r-ct) + F(r+ct) (14)
wearbi] r/de afstand van het beschouwde punt teot P(x, y, z) voorstelt.
Indien nu van cen oplossing g’van (1) voor t = O de waerde en
haar tijdsafgeleide gegeven zijn '
(,”"&"(‘C’ ¥s Z)s C:{; =/\/(\{: Vs 2) (15)
dan zal voor de mldchWC?rﬁL g? over cen bol met middelpunt (x, y,z)

gen streal r gclden

/ 0

V) = { 0, yeAmr, oo e
}J = 4n‘// {/* (x+1lr, y+mr, nr)did (16)

a0
g = —%r//’K( c+1lr, y+ar, -ar)dio (17)

~ls 1, w en n de richtingscosinussen vun de straal asnduiden dus in pool-

cotndinaten
> v l\ - . -3
1l = sin (‘COS-J m = a1la s:_nf“, n =
!

Q
O
[€x

G

d = sin@ad a~ .
Uit (11) volgt dan dirsct, d
?)(x,y,z)_ "’""’:‘%‘ T /j’/;’
+ct cos &) sinfa Pad + I%r ,/((A+ct sin £cosy , y+ct sinlsind
z+ct cos &) £inQa?a s (18)
Nit stelt de goncewde forrmle ven Polisson voor,

x+ct sinclensd | y+et sin @sin® , z+



MATHEMATISCH CENTRUM,
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Ams terdam-=-0,.

Cursus
‘Nethoden der methemetische physic=.

De formule van Kirchhoff.

door
R, Timman.

Een generrlisatie ven de vroeger gegeven formule van Polssen
wordt gelsverd door de formule van Kirchhoff.
Indien u(x, y, z, t) een oplossing is van de golfvergelijking

; 1 _
Uxxt LLyy+ Uz 02 Uy = 0
waarvan de nfgeleiden von de eerste en tweede orde op zeker gesloten

oppervlck § continu zijn en indien (x1, Iqo 21) een punt is binnen S

geldt /? " 5
= =N (dy - L ru.‘_...g_}
u(x,,5,,24,8) = / WD - 5 58 |42} as.

Hierin is r de afstend vph "het punt (x 41Y 4124 ) tot een punt op S,
‘ duidt differentictie langs de normﬁﬂl op S near binnen toe en met
de notatie| yﬂ is bedoecld
{_}" = ‘71)(‘(»5’ z§ - “")
Om deze formule te bewiizen, berekenen wij eerst de afgeleiden van ds
functie
v

il

+ - — '
W(X,y5%2,% C) = Iu]
Dan is

- A N
. {
Vx = lux\ c rxiut\

Verder is dan

. T . 15 1% : ut | S
Vax® Vyyt V2" ‘L'“lxx"' Yyy uzz} & T [ xt] - Eg’r rx{uiﬂ - [m't\Lr

N S VO O T 1< R 5 R -
=== e rxi "_l‘xt}' crxiuttl} ) Z rx[,ut}X e ;i Txx =

I
1
oo
N
H
"
-
s
ot
Lntogerd
i
e}
~
A
H
M
=
~_r
*.i
t
i
132V}
rm
N~
=
~
r—
cg
ed
+
§
™
o
<.



daar rx-‘?' =1en pr = %.

Om deze uitdrukking verder te herleiden, merken wij op, det

o S (r)? £ [wy),
TR FRa) = T (w) - S B L1y
1 - Zr[‘lﬂy
int = ;§Lut} + rX
zZoae.
> ) ( Tplugl
R %

Volgens de stelling van Green, toegepast op S en de functies v en %
geldt, indien P buiten S5 ligt

ﬂ%v 1) - 13V%dv8+\/’[j%ﬂ"dv=o
v

f Q1 13v 2 Qarr. -
"ii"-'sz(-f) "‘fa“;"g'f%;—{utx d8 =0
of da-r. ' ‘
'-E'Y- .-:(‘}-Ej_lf.’.\?th’
(?)Y' .Y C g L7t
(g2 - 2 *

[j @ - F5 EFa"f ﬂ s = 0.
S

Indien P binnen S ligt, sluiten wij op de bekende wijze P uit door een
klein bolletge, waerven wij de strasl tot nul laten naderen en vinden
dan de gewenste formule.

Het begrip kerskteristieken von een hyperbolische linenire differenti-
anlvergelijking ven de tweede orde,

Beschouw de linesire vergelijking van de tweede orde

A

/ ..
S a,, u b, u, +c =0 (1)
- ik Txyx £ U1 Ty

in n variabelen Xgs woe X waerbij de coefficienten 2y functles zijn
van deze n verisbelen,

Voor deze vergelijking denken wij ons het beginwaardeprdbleem
gesteld, Op een zeker (n-1) oppervlzk Co zijn de wearden van u en hacoo
eerste afgeleiden Uy (k =1, ...n) voorgeschreven. Wij onderzoeken
nu, of het mogelijk ?s met behulp van (1) l=ngs dit oppervlak de ho-
gere afgeleiden te bepalen. Denk, det C0 gegeven is door een parameter-
voorstelling

X,1()\,]) s e An""l)’ o-t,xn(A 1! s o e /i'n_»l)

en de gegeven wasrden ven u en u, eveneens



U()\.,‘, s )\n_.1)s uXk( )\17 LA /\n_1)’

waerbij moet gelden, dat ~
. X
u = U + T V"-: 1, s n"1
Ay Tk DA\
Py (2)
'Waarbij de sommatie conventie is =aangenomen,
Door eliminatie van de (n-1) parometers ontstast de vergelij-

king van het oppervlzk g?(x1, . xn) = 0, Voer nu als nieuwe variabe-
len in de grootheden

)\1; P /\n__,i en *;f’-/: )\ y

/ n
wasrbij
b(x,], ..v.xn)‘ ’%O.
= : .
O hyr wer hp)
'Dan wordt 5\ .
u = U. v (3\)
X0 Ay 9%y
en .
u (\; ’)/\l dztlk
X% e "T' Ak‘s xiéx
De vergelijking gaat dan over in
253 fKZ 5xj uAkAl+ 213 3le YAy * bl'axi Uy * e o=V (4)

waarbij over alle 2 x voorkomende indices van 1 tot n iu gesommeerd.
Hier zijn echter alle afgeleiden uj; Ay waarbij niet 1 en k beide &
zijn, bekend., Immers, indien 1 en k beide«( n-1 zijn, volgt de afgelel--

. de direct uit de gegeven functic u(A 41 eee An-1) en indien één index
de wasrde n heeft, is

u d u Jxk
Ad TR . Xx A R
die, daar op het oppervlak u els functie van A e A

egeven
1 g
is, bekend is,

n-=1
zo blijft els enige onbekende afgeleide in (4) over , de afge-

leide w)\, A » die als cocfficient heeft

n-

- A :

e lkc'\"g i‘gc;= 2%k Pr ¥y
Indien dus deze coefficient op het oppervlak niet nul is, kunnen wi]
de naar buiten voerende afgeleide ondubbelzinnig berekzasn. Is he* cpper-
vliak echter zodonig, dat de coeiflclent wel nul is, den is det niet
meer mogellak Het oppervlak heet dan karakterlstlek oppervlizk . De funce
tie}ﬁ (x1, iie X)) yoldoet dan aen de betrekking

"

z. asy Py }L’x=0s 5
(k=1 7K |



die in het algemeen echter alleen op Cy vervuld zal zijn. Wij kunnen

dit echter omzetten in een partiele differentiamslvergel ijking door als
parameters in te voeren Uy = Xgy oee Wy = X 4 €N den C, te schrij-
ven als

= (.’
"f/(x," ® 9 0 Xn_,l)u

In de parameter x moet dan (/= x voldoen een
' ‘ /

13 e e 0 Xl’l—"l
/? -7 1'}-7

~ - .: F3) — (6)
L lk / /- f/x + & = 0.
/)‘{ 21 ;Z y Xk ;‘"'.; ln nn :

Is ma (0 = O een oplossing van (5), opgevat als partiele differenti-
aclvergelijking, dan kunnen wij de vergelijking %« = ¢ naar x, oplosser

X, = f (xj, cen X4 c)
die voldoet aan (6).

Is omgekeerd x, =4 (x,, ... X, 4, c) een schoar van oplossin-
gen van (6),dewijgplosscen door c = ?(x1, .o Xn>’ dan is ??= 0 een
oplossing van (5). Dit levert een mogelijkheid om bij één knrckteris-

tiek oppervlek een gehele schasr te vinden.
Voorbeeld: De golfvergelijking in twee dimeneies

Uyx™ uyy" gy = 0.

Beschouw de karskteristieke kegel
t2~ x°- y2 = 0.

De functie f = $2= x°- y2 yoldoet echter asn

- X2 X2 =a)
zodat alleen nu.k(::o aen voorwaarde (5) is voldesn. Beschouwen wij
echter ——y
S'(;'}:'t- \,x2+y2 = C
dan gelﬁt
Fot -

zodat deze scha«r wel een schaar karakteristieke oplossingen voorsteii.

0

In het algemeen worden de karakteristieke oppervlekken voor doze ver-~
gelijking voorgesteld door de kegels

.

P

t -t = M/(x—xo)z + (y - yo)2 .

De vrang rijst nu: Wet stellen de beschrijvenden van dcze kegels voor 7
Deze vraag beantwoorden wij algemeen.

Beschouw eerst een oppervliak G1 in de ruimtec ﬁ (x Kys ven Xn> SN
Het raskvlek ean dit oppervlak heet de n rlohtlnquetailnrQ w Met
behulp van de gegeven diiferentiaalvergelijking voegen wij nﬁ i dit

punt asn het raskvlak een vector toe door



dxi . h
— = Y, = ’ '7
d s i ki; ik (]‘ Xy (7)

Deze richting heet in ieder punt van G de transversaalrichting, die de
differentiaalvergelijking aan het raakvlak (of aan de normasl) toe-
voegt en de differentiatie in die richting heet transversale differ-

entiatie. Het raskvlak aan Cqen de transversale richting zijn elkaars
geconjugeerde t,0.v. het kwadratische oppervlak

Het oppervlak 01 is nu dan en slechts dan een karakteristiek oprervlak,

als in ieder punt de trausversale richting in het raskvlsk valt.
Immers, dan moet

< ) -
< X FPxy =0

) zijn of wel /

< ) . -
=21k P gy e = O
De vergelijkingen (7) kunnen wij voor een gegeven suaaav(/’= coust.

als gewonec differentiaalvergelijkingen opvatten. A1s99 = const. een

schaar karskteristieke oppervlakken voorstelt, dus n4n (5) voldoet,

dan is?@ cen integrealoppervlak van de gewone differentiasalvergelijkine-

gen (7), dus geheel opgebouwd uit integraalkrommen, imners langs eea
integraalkromme geldt | By

¥D=55= mmex1= ’

De integraalkrommen heten karakteristieke gtralen van de differenti-
aalvergelijking.

In ons voorbeeld worden de stralen opgeleverd , dug de verge-
'llaklngen

v

X X
X =% 5> o t-¢
X“+y
y o=+ = %gc
x2+y2
':G = 1
dus
x = X (t-c)
y = f (t-O),
2

waarbi] b{ + p = 1 moet zijn.
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Deel II, De golfvergelijking.

door
Dr R, Timman.

Op deze wijzc kan men in ieder punt van de ruimte een kegel aan-
geven, waarvan de beschrijvenden worden opgeleverd door de dragers
van de lijnclcmcenten van de karakteristieke krommen door dat punt,
Indien wij de reciproke matrix van de I aanduiden door Aik geldt

identiek: - . - . .

& = . .

Z_ ik '_’;ﬂxi y‘xk Z_Alk X
Indien wij dus in de n dimensionale ruimte een maatbepaling volgens
Riemann invoeren door het lijnelement

d~%= S A dx

. OX.

ik 1 %k

dan zijn dc¢ ravaxseiictieke stralen de nullijnen voor de! . maatbepaling,
= C wordcn de karakteristiecke

2

Voor Ge golivergolljking ) Uxx+1U'y"'U
2

tt
- dt
wordt dec karokierinuicks kegel opgeleverd door

»

stralen das opgcloverd door dx2 + dy = 0 en in een punt (a,b,c)

(z-a)%4 (7=0)% = (t-c)2.

Vocm 1 petiafiaslvergelijking Uyt Ut Uy, = O bestaat de karak-

yy
teristicks kegel in elk punt uit de isotrope kegel én de bijbehorende

Riemanne> mevrick Zs de gewone Euclidische metrick in dc 3-dimensionale
ruimte.

Om het vozunwaordenprobleem voor de golfvergelijking op te lossen, be-
handelen wij cerst de integratiemethode van Riemann om hyperbolische
vergelijkinger met twee onafhankelijke veranderlijken.

Indicn d» rarakteristieke kegel reéel is in zeker gebied van de ruimte
noemt men hicr de vergelijking hyperbolisch, is zi] imaginair, dan is
de vergelijkirg elliptisch,

5S¢ Hyperbolische differcentiscivergelijkingen med

~

¢_onafhankclijk veranderlijien.

3.1. Herleiding tot de normaalvormn,
Wij beschouwen ecen differentisalvergelijking van de tweede orde
in twee variabelen

a(X,.Y) UXX+ 2b(x,y) ny+ e(x,y) Uy

v = &(x,y) (1)
waarvan, zoals wij weten de bijbchorende karaktcristieke vergelijking is

., 2 . 4 2
a}'/x + 2b f"xﬁ)y + c};)y = 0, (2)



of wel
Q)x" A1f7y=°' }V;:" ’lz%f‘O
als A 4 en /\ > de wortels aanduiden van de vergelijking
afl2 +2b )\ +c=0,

die wij in ieder punt regel en verschillend veronderstellen,
Zo verkrijgen wij twee scharen integraalkrommen, /= const en¢’= const,,
zodanig, dat door ieder punt één kromme van eclke schaar gaat en dat

£ e 0 is,
Wx fy /a)yyx #
Beschouw nu; W(x,y) = const, enlz %(x,y) = const,, als nieuwe

coordinatenlijnen, dan kunnen wij vergelijking (1) op deze nieuwe
coordinaten transformeren:

ugffxdrul[ Y uy= ug ,py +ul2.(70y,

e Vg .‘?)x% 2um/qy P * . %f - u, /0jxx+ vy W

Uyy= u%‘}yx}/)y + uf’7 (?}x%r + }Vx/%)”’ um}.?pxt//yﬁuu;,/wxyaf By - ny'
- uﬁ }; yz - 2u, // syt Sy %y2+ 8 .})/yy-r By (/«yy.

Daar zowel als aan de karakteristieke vergelijking (2) voldoen,
blijft van de tweede orde termen in u alleen voor de term met u /

2{ a/@/ %x +b}/x%y + b}&x;) /)yg//yi U +’é2=0

Men kan bewijzen, dat daar zowel ac-b ) O en (2 V/} £ 0, deze
cod8fficidnt in het gchele gebied £ 0 is, I X,¢ %

3.2, De integratiemethode van Riemann.
Wij beschouwen nu de vergelijking in de normaalvorm

L[u]:uxy+aux+buy+cu=f

waarbij de karakteristieken gegeven zijn door x = const, en y = const,

en a,b,c en f gegeven functies zijn van x en y, die continu zijn en
continue Afgeleiden van de eerste orde hebben,

Wij zoeken een oplossing voor deze differentiaalvergelijking met
behulp van de stelling van Green, die in de potentiaaltheorie zo'n
belangrijke rol speelt., Deze is gebaseerd op de stelling van Gauss

ﬁlM + mN)ds —-//(JM DN)dxdy en luidde

fawn— )ds f[(uﬂv - vAu)dO (1 en m richtingscosinus—~

sen van de normaal)
Wij zoeken nu naast L [n ? een tweede dilfferentiaaluitdrukking L [u)

zodanig, dat de uitdrukking vL (u) - ul [v} een divergentieuitdrukking
is,
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Dit bereiken wij met
L LV] = ‘ny - (aV)X - (bv)y + Ccv
Dan is ni,

-—‘} - - - _ - -
vL luJ ul [v] = Vlg, = UV, + avuy + bvuy + cuv + u(av)X + u(bv)y

- = 1 - L -
cuv = (avu)X + (buv)y + g(vuy uvy)X + 2(VuX uvx)
zodat wij kunnen nemen M

= %(vuy - uvy) + auv,

b d
Wij passen nu de stelling van Gauss toe op het gebied G, begrensd door

N = +(vu, - uvx) + buv,

een kromme ¢ met continu varierende raaklijn 9 A A ~»X;Sb
en twee lijnen door een punt P (xp,yp) even= - ﬁ:'ﬂ{,dw

wijdig met de codrdinaatassen., Nemen we de \\ 105 -cly
normaal naar buiten positief, den is }<\\

i kf)

ffv}}:. [v] ~u 1 lv)ldxdy = A \mw B .,
ﬁl(my

J(vu - uv_) + buv idx - - uv ) + auv dy +u[(1M + mN) ds

Wij beschouwen nu het geval, dat langs de kromme AB, waarvan ver-
ondersteld wordt, dat iederc lijn evenwijdig met de cobrdinaatassen
haar in hoogstens één punt snijdt en de waarden van u en de eerste
afgeleiden u, =Dpecn uy = q gegeven zijn,

Door partiele integratic gaat dan de ultdrukklng over in
VU, “VA N nguB J/u V- bv)dx w//u(v —av)dy —-((1M + mN)ds =

.jﬂyL u] - ul [v] . ?

Indien het nu gelukt om de functie v zo te bepalen, dat ziJj voldoet

aan de volgende eisen:

a) v is een oplossing van de geadjungeerde differentiaalvergelijking
L [v] = ey ~ (av)x - (bv)y + cv = 0,

b) op AP voldoet v aan v, - bv = 0, op BP aan vy - av = 0

en tenslotte moet 2ij in P de waarde] hebben,
e) v.. =1,
Deze functie O heet de functie van Riemann, die bij de differentiaal-
vorm L [q] behoort, Zij is een functie van x en y met de codrdinaten
X_en y_ als parameters, Indien zij gevonden kan worden, kunnen wij

P P
schrijven 8

2Ug = vyu, + upvy +-J/E(v~u.y - uvy + Zauv)ln + (vux- uv,+ 2buv) ]mn‘de

// A
+2&/}v dx dy.

waarbij 1 en m richtingscosinussen van de normaal op de kromme AB
voorgteldien,
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In het algemeen zal natuurlijk de bepaling van een functie van Riemann
om een gegeven differcntiaalvergelijking niet zo eenvoudig zijn. In
het geval van de vergelijking
L [u] = Uy %kQu = g(x,y), waarbij k een gegeven constante

is (vergelijking van de telegraaf) is dit echter wel het geval,
Wij provercn v = f£(z), wearbij z = (X~Xp)(Y"Yp)-
2

De geadjungeerde vergelijking is Vey * + kv = 0,
Nu is v, = (y-yp)fz y Vg = (x—xp)fz, vXy = f, +zf__, zodat
de vergelijking van f wordt

22" + £+ 3°F = 0,

met als oplossing ; die aan allc eisen wvoldoet,

£ = Jo(xlz) = Jo} kka—k£§?§:§;yvf

waarbij Jo de functie van Bessel van de orde nul voorstelt.

Tenslotte bespreken wij nog een merkwaardige eigenschap van de
functie van Riemann, Beschouw het geval, dat de kromme ¥ ontaardt in
twee rechte lijnstukken AQ en QB evenwijdig aan de assen., Dan volgt
uit de afbeelding, dat onze formule blijft gelden, Daar cchter de
gegeven kromme bestaat ult karakteristicken, kunnen wij nu niet meer
x S0 u omschrijven, maar alleen u, Dan is immers langs QA met u
ook uy bekend en volgt u, =P direct uit de gewone differentiaalver-
gelijking, die door substitutie van .
uen ug in I [u] = f (langs BQ) ﬁ& 1Py
ontstaet, \ Ry

u, u

P, + a(xQ,y)p + b(xQ,y).

uy(XQ,Y> + cu(xQ,y) = f, \

Analoog langs QB. Nu is, indien &%:fjfl

wij aannemen, dat f = 0 is, T

/
2Up = v u, + Vpup --/(vuy - uvg 4 2auv)dy - (vuX - uv, + 2buv)dx =
“H r'y “th
= VU + VgUp + UgVo = UgVp - 2/v(uy + au)dy - Vauy o+ Vquq ¢+

L
™

+ 2 dv(ux + bu)dx.
Indicn nu u een oplossing is van de vergelijking L [u? =0, die boven-
dien op AQ voldoet aen W  + bu = O en op BQ aan u_ + &u = O, terwijl
uq = 1 is, dan is u cen 1unctie van Riemann voor de differentiaalvorm
T Lv] en het punt Q,

Bovendien is dan

u(xp,yp; xQ,yQ) = v(xq,yq; xp,yp), waarbij in het cerste geval

xp en yp de codrdinaten en Xq en ¥q de perameters zijn en in het tweede

geval Xq °n ¥q de cobrdinaten cn xp en yp de parameters,
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De functie van Riemann gaat dus over in die van de geconjugeerde dif-
ferentiaalvorm, 4lsimen parameters en argument verwisselt,
3.3. De methode van Voltcrra ter oplossing van het beginwaarden pro-
bleem voor de golfvcrgelijking in twee dimensions,
Wij beschouwen nu een analoge methode om de oplossing te bepalen
van de golfvergelijking in twee dimensions,

u) = Uget Upo = Ugpe

Gegeven zijn de randwaarden van u en haar afgeleiden op een oppervlak
S, Wij stellen nu

f=xx5 [ = 3T ;F =% ,
en construeren de karakteristieke kcgel §z+ QQ —; , met top in P,
Dc oplossingsmethode gebaseerd op het theorema van Green voor de
golfvergelijking, Wij zocken dus weer de functie L(u) zodanig te be=-
palen, dat vI{u) = uL(v) cen divergentieuitdrukking wordt. L(u) blijkt
zelfgeadjungeerd tc zijn.
v(u__+ Ugy = utt) - u(vXX + v =-v,,.) = (vu

x -uv_)_ + (vu_ - uvy)y

vy % X x'x ¥

(vut - uvt)t.
Noemen wij de vecetor met componenten vu - uvx,vuy- uv__, --(vut - uvt}
;, dan levert het divergentietheorema, toegecpast op een gebied G, be-~

grensd door cen oppervluk 0
/}{ div 2 ar = f[ a.n 4o
als A de naar buiten gc rlchte normaal met richtingscosinuesen 1,m en n
is ﬁy vI{u) - uL(v)) a7 = /7{(vux - uvx)l + (vuy - uvy)m - (vut - uvt)ng

f(vu‘v~ uv, )dO o

Hlerbfg stelt rlchtlngV”voor een richting met edsinussen 1, m en ,-n,
Dit is juist de transverswalrichting ven het raakvlak t.,o.v, de karak-
teristicke kegel, want het raskvlak in een punt X01¥ 12, heeft tot
vergelijking l(x-xo) + m(y—yo) + n(z—zo) =
en tot poollijn tov, de karakteristieke kegel met top in hat punt
X=X, V=¥, B Z=2
I~ m 7 -n °
Indien u en v beide oplossingen zijn van de golfvergelijking wordt de
betrekking

/ (u ,57_;’. - v &2
4

Wij nemen nu vé%r G het gebied

enerzijds begrensd door de kegel
en afgesloten door de door-

snijding van Fmot het oppervlak

S.




/4(11-;—; —-v—;——)do:f/f(u av-va:;‘)do 0

Hierbij zijn de waarden van u en op S gegeven, maar od f’on‘oekend
Volterra kiest voor v cen oplossing van de vergelijking L(v) = 0, die
nul is opf en wel de oplossing die uit de elementaire oplossing

Dan geldt

-, ontsteaat door integratie naar x
2
V; -gLn? v = & cosh ——

Verrr

Deze oplossing wordt oneindlg op de asf—:./Z: 0, zodat deze uitgesloten

moet worden door een kleine cylinder C met straal £, zodat het gebied G

nu wordt begrensd door/’, S en C,

Daar de transversalc richting op [’ langs de beschrijvenden valt, is met y
ook .a_.’f daar nul, zodat wij krijgen

Y
& ot 2
[f (u—-—;— - —é-g-—) ao +/f(u§: -v ar Yao = 0,
Op C geldt
=£a¢ a§

indien cylinderco'drdinaten?, en ; gebruikt worden,
Verder geldt voor de transwversale afgeleide op C

3v=3v___9v==;_2-£?=~ &,
dr  Dn 39 Pl “-p e&f R
zodat £
limf(u-—-—-—va“)do 11m//u(}??");d9]d?
EAO ‘2ﬂ () E"o V(IP -E?‘jz
- limé ——-&—t—(ar cosh“;) d? d;
&—q(); Ur
Indien f';_“ begrensd is, dan wordt de tweede term nul, daar ar coshz
A‘ 152?/2 en flng 2 6, £

Verder gaat de ecrs 'bc term over in 27‘/(4 (‘f""
zodat wij krijgen

-.z:ffu(} 0,0, )dé; /f :’” ) 4o

of, na dlfferentlatlo .0,V

u (= M# //(0’- J“>ac;>.

Dit is de formule wvan Volterra.
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3.4. De "afdalingsmethode", (Méthode de descente) van Hadamard.

De formule van Poisson leverde de oplossing van het beginwaarden-
probleem van de vergelijking in drie ruimtedimensies

“ Pt fogt o e © "
Indien n.l. voor t = O gegeven is
= 4 (x,y,2) (2)
t = X(X:YQZ)
is op ieder tijdstip 1 . b
}))(xp,yp,zp, t)= Y. lt Mct(#«) + 1 M (X). (3)

waarbij het symbool Mct(yU) betekint, dat gemiddeld moet worden over
een boloppervliak met middelpunt x,y,2 en straal ct.

Indien V/en’X’alleen functies zijn van x en y, y9(x,y) en/X'(x,y)
kunnen wij de integralen over de gehele bol vervangen door een dubbele
integratie over de halve bol met z:)O, begrensd door het xy vlak.

) MT( y) =27:r2~/]}) & (+)

waarbij O het oppervlakteelement op .
de bol is., Neem nu x en y als on-
afthankelijk variabelen dan is
-% a8 = axdy
waarb13 n . Tl ik , ““:7"* Y
(x—x )2+ (y—yp)2+ 22, ’ ‘

Nu wordt

() = 5 A Jéy’py(x,v)dxdv \ 9
r Y nr rz_(x_xp) 2"(Y'Yp)2

wdat het resultaat wordt

K n
o

.gf’(x.y)dxdy ;X(x y)dxdy

e ?y t)z_g_l..{.g.t_
-D p p Tic Vc2't2 (A - )2 (y“y )2 VO (X_XP)Z_(y'_yp)Z,
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waarbij de integraties zijn uitgestrekt over de gehele cirkel
(z-xp)2+ (y—~yp)2£ ¢?t2.

Evenals bij het resultaat van Volterra treedt hier een differentiatie
naar t op, die niet uitgevoerd kan worden door differentiatie onder
het integraalteken. Het is direct in te zien, dat er dan divergente
integralen ontstaan, terwijl een differentiatie naar de bovengrens
ool direct oneindige termen levert. -
Jet is natuurlijk mogeli<% door geschikte substituties deze moeilijk=—
heden te ontgaan maar dermethode van Hadamard, die wij nu gaan behan-
delen, ontgaat ze juist niet. (Vgl. Le probléme de Cauchy, Paris, 1932
Conrant-Hilbert. Methoden der Mathematische Physik II, 1937).

3¢5. Het eindige deel van cen enkelvoudige divergente integraal.

Wij beschouwen allercerst ecn integraal van de vorm

Als wij dezc naar x differenticren, komen wij direct voor dec bovenge-
nocmde moeilijkheid t¢ staan, immers het resultaat wordt

3 f(4)dt ()
~—2_/(xt)32+{ ’E:?] X
a - }f t=2 X
waarbij de eerste integraal divergeert en de twecde uitdrukking on-

cindig wordt. .
Wij kunnen echter direct een limietwaarde berckcnen van de uit-

drukking ( £(4) dt £(y) )

(x—t)% Vx-y
Ve a
* y-—- X, indien A voldoet aan een Lipschite voorwaarde in de omgeving
VAR X le(y) - £(x) | £ © (y-x).

Het is duidelijk, dat iedere functiqmgﬁy), die aan een cdergelijke
Lipschitz voorwaarde voldoet en waar: . B(x) = =2f(x) ook aan het doel
beantwoordt, immers de limietvoorwaarde verandert niet, als wij de

uitdrukking ¥
1imw £()at 3+ 8&(y) }
¥YwX - —:""'
- Vx t lx vy
berekenen.

7ij definieren nu deze limiet als het eindige deel van de diver-
sente integraal en schrijven dus

} Cog(wlaes_ o lim| (£(s)as A }
}j/ (x-1)3/2 Ty jf(x t)3 2"
a
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JiJ kunnen dit begrip ook uitbreiden tot sterker divergente integralen.
Indien A(t) in de omgeving van t = x,p keer differentieerbaar is en
indien B(x) een zodanige functie is van x, dat de limiet bestaat
(hetgeen voorwaarden onlegt aan de eerste p afgeleiden van B) is

i
i

‘ [ z(t)ay zy}}g{/ £t &) - g

A . ;
L) (x-t) P42 (=t)®F ()l
& a
Om de limict te berekenen, merken wij eerst op, dat
f X v
t S at 11m$ ;4% o2 v
S )R Y x| ()37 (x_y)%‘f
a a ’
1im , 2 ’ 2 2 |
= % 3~ Cl il
I x (x=y)7 (x-2)%  (x-3)%| (x-2)¥

en verder, dat, wegens de Lipschitz voorwaarde, die f vervult, de inw
tegraal b d

£(4) = £(x)
\J/ (x—t)3/2 o

a
convergeert, ¥
7ij krijgen dus-KJ/ £($)at J/fﬂt}— ffxg it - _28(x)
1)/ < (x-1)3 (x-a)*
Om de meer ¢} 5emene divergente integraal
;xf dt
(x= t)P+2

te berekenen, ontwikkelen wij eerst f(t) in een recks van Taylor in de
omgeving van x

f(t)= £(x)+ £'(x), (t-x)+ f"(x) ﬁﬁ:él_ F oeeedt f(p"1)(x) LileTTr + RP

waarbij R¥ = f(P).\x + Q (t- X)} L§%§LE

‘Verder berekenen wij de eindige stukken van de integralen

- 1 o 1
= Y T .
J (x-t)3F% 7% (x-a)%7%

zodat

f’ s(g)as _C _2(x) e 1)P"4f(p"1)tal
(x=t) %~ 7 (pod) (x=t)PP T (p-1)! H(x-a)?

<
* ()
R (tzdt

cn de laatste integraal convergeert.
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Voor de functie g mgeten wij dus nemen: -
) o X)) aet) | (=12 2D () (xe St
p-% (p = 3/2) IR '

et is direct duidelijk, dat de additieve eigenschap van de integralen
ook gelden voor hun eindige delen, zoals

en
g/f+g u/f + ’ g
a

Het is echter belangrijk op te merken, dat men met de waarde van de
eindige stukken voorzichtig moct zijn, zie

X
7at 2
—~""——--_-£ = - o
.) (x=t)* X=8
a

Een belangrijke eigenschap heeft bvetrekking op de differentiatie naar
de bovengrens X.
Men kan n.l. naar x differentieren, maar moet dan niet de bovengrens
meenemen, daar deze uit de uitdrukking voor de divergente integraal
is Weggevalltn. )
X 3 (1 ¥

£(t) dt | lim £(t)dt 2 f(y)

[ (- t)3/2 O X l Y—%Xa (x~t)3f2

lim | _ 3 fz2(4)as £(¥) 28 (y) %I'T'
y» X } 2_../*(_" )5/2 * (x-y)3/2 Vx -y Y"Y)3 2}
/f(t)dt

‘t)) 2

Indlen P niet een positief geheel getal is, maar nul of negatief, is de
intcgraal convergent cen is het cindige deel juist gelijk aan de waarde
van dc¢ integraal.

Oock integralcn van deé vorm d[’zillﬁiﬁﬁ s waarbij 0 { M < 1 is, kunnen
X~t /

op deze wijze bchandeld worden. Ook voof/Au = 0, dus voor integralen
ran de vorm
f(t)at

( t)p {p geheel)
Kow

san men door logarlthmlsche terren toe te voegen een eindige waarde
¥rijgen

( :)p;i - g1(t) log (x=t).
Ko
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Door cchter termen in (x—t)'(p"1) to¢ te¢ voegen, kan men hier het
eindresultaat beinvloecden ¢n dus een waarde krijgen, die niet meer one
dubbelzinnig door de oorspronke¢lijke intcgraal is bepaald. Wij beper—
ken onze beschouwingen dus allcen tot gedbroken cxponcniin.

3.6. Het eindige deel van mcervoudige divergente intcgralen.

ij becschouwen nu het geval van cen ruimte intcegraal

flx,v,2)
Jéyf {g(x,yfz)}P+# dxdydz

wasrbij con decol 5 van het oppervlak , dat het volume V begrensd,
gegeven is door g(x,y,z)=0, waarbij verondersteld wordt, dat hierop
Seen singulier punt van het oppervlak ligt en dat voor een naburig
runt de afstand tot het owperrlak van dezelfde orde is als de waarde
van g. Indien verder gegeven is dat (4%3) #0 is, dat iederc rechte
evenwijdig aan de z as binnen v het oppervlak S onder een cindige hoek
in slechts één punt snijdt en dat de verdere begrenzing bestaat uit
cylindervlakken met beschrijvenden evenwijdig aan de z as, afgesloten
door een ander oppervlak S' dan geldt volgens de definitie:

-3
(// fx.y.2) exayaz - ) axay 5’f(x!YtZ)dZ1 -

1 'l j
" g(x v,2) P+3 /. 4

' St oan
dxdyi f - - .
f | g1P+B(Z"Z1)p+2

In dit geval is (e definitie dus teruggebracht tot de in de vorige . °
paragraaf behandelde definitie van het eindige stuk van een enkelvou= ‘
dige integraal. Wij kunnen nu direct een methode aang en om dit eine
dige stulz te bereckenen door een oppcrvlak T aan te geven, zodat daar

= J/(XvY!Z! c ) prd

waarbij X’met ¢ naar nul gaat, bijv. e
In dit geval berckenen wij cerst ] ;
"' o

f dZ . ‘-7 . ' - T-

j@xd L P2 (g YPHE e Jf;?-r

- -, i s S' LF:O
waarbij z = Zg * 5 een punt is Z, J

van T en ontwikkelen naar £ .
Trekken wij dan een uitdrukking van de vorm

p-1
h(f ) ) ho+ h1 & +,.%§p 1 €
p-z p-
& &
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ven de integraal af, dan zal in de limiet voor £ 4 O het eindige
stuk ove:rblijven.

Deze vorm wvan de definitie kunnen wij direct uitbreiden deor in
de ruimte nisuwe codrdinaten in te voeren, Dit ¥an zells in een ruimte
van =~ dimensies 11...xn, waar S' deel uitmeakt van ecn opnervlak
8(Xqyses Ty ) =
Voer dan nleuwe cobruLnaten in )\ qrene /\n.'!' /\n = g, zodat de i
functipnaaldeterminant niet nul wordt. In dat geval ocnijden de krome~

men /\ = const,ees )‘nu'l = const,

het oppervlak onder eindige hocken. .
Nu veronderstellen wij verder, dat f; regulier is, ev.nels de bijlig-
gende begrenzcende oppervlakken en dat dezc fs onder cindige hocken
snijden.

Dan is:

iy
/gp+z Axqpeeadx), = \ // P2 Je d)‘f'—"GMn 198 =

j/dA ....d,\rl1 f—-ﬁgz—- ag,

cn wi! tevelengu het eindige stuk van deze laatste integraal door niet
tot aan C nz2r tot T, waar g = X te integreren, daarna een comple- |
mentaire tern --]f“— toe te voegen, waarbij M een reguliere functie van

,\1, X2.... . ‘11-1 el X is in deze functie ¥ zodani = +te bepalen, dat
de limiet wvoor 5 - O eindig blijft.
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3.7. Oplossing van het probleem van Cauchy volgens de methode van Hadama
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Het probleem van Cauchy voor een gogeven differentiaalvergelijking

L(¢ )=Cpxx+ (Pyy' @t'f 0 (1)

rlangt een oplossing QD te bepalen, indien op een gegeven oppervlak
3 (waarvan wij steeds zullen onderstellen, dat de normaal continu varieert)
de waarden van 90 en haar afgeleiden omgeschreven zijn (waarbij deze na-
tuurlijk voldoen aan de voorwaarde d ({‘-:((xdx+ ((’ydy+ ?zdz voor leder
tangentieel lijnelement). Dit betekent, dat naast P ook de transver-
sale afgelelde fbv is omgeschreven op S .

WiJ beperken onze beschouwingen tot een deelgebied van de ruimte en

wel een zodanlg deelgebied, dat de één blad van de karakteristieke kegel

jﬁ door ieder punt P uit S een stuk SO snijdt, zodanig dat door SO
en de kegel een deelgebied van de ruimte volledig wordt begrensd en dat
nergens deze kegel aan SO raakt. Een elementaire oplossing van de ver-
gelijking L(q9)= 0 wordt geleverd door

1. 1 — : (2)
® £ \/(1;-tp)2-(x—><p)2—(.'>r—yp)2

Toepassing van de formule van Green op het geb d, begrensd door de kegel
f~en S, levert dan, dat iedere oplossing QD van (1) moet voldoen aan

3 L -2 op (.
/“+,§[, fgbﬁ_}%.. 7 5y 47° (3)

waarbij ~V de transversale differentiatie voorstelt. Indien wij echter
de integralen in (3) nader beschouwen, blijken zij echter op te di-
vergeren, omdat aldaar r= 0 is. Het zal hier dus nodig zijn te opereren

.

in ons geval

met het begrip eindige waarde van Hadamard.
‘1] beschrijven nu binnen het ruimtestuk een nicuw
oppervlak bestaande uit een kegel fg gegeven door
t-t_=r
x-x_=r(1l- )cos1f

y—yp=r(1- )sin,J.
waarbij ovev/gﬁpﬂ£=ﬁ een kleine grootheid is
en afgesneden door het gebeid SE dat deze
kegel ult S snijdt. De grootheden r,tf en1fb



” -oh.

beschouwen wij nu als nieuwe co¥rdinaten, Verder snijden wij de top nog
af door een plat vlak Dr = 'F .

De transformatieformules geven nu

' § “

= —;—‘)—E + '63'55 .(17(1 Yeos ¥V + -—;—1}- .(1—/‘»)3:&;1’17/~

L
- —SD;-,-;- .v cos ¥V _T?y . T sin?}.

— = -r(l-—/u)sin ’P9 3 % +r~(1-/h)cos’§ . '3)-37 .

zodat N ) S
1 ) o sin 17\ ¢
= - — cCOs =
r 0 1- [ '
_ 1 ) cos } D
= o+ z - sina 3 e ~7F

2 ,1-p 0

5t 7 I

Langs een beschrijvende van /“g, dle gekarakteriseerd is door (12 =const.
.eef‘t de normaal de richtingsgetallen

cos’\/’:sin ”}:-

zodat de conormaal de richtingsgetallen

cos ¥ : sin ¥ (1-€)

Yo Ser v “10‘1&
ke =<l :1 ”ﬁv} N
] i

heeft.
Verder is op é; het oppervlakte-element gegeven door
‘M__‘__ﬁ
40= -dr. ) 1+(1-&)2. p(1-5).a?
1

en de functie — heeft de waarde
2 1 - 1
h“—‘—'—“———-
~ £ . \/1-(1-$ X » Ve (an 5}
Op /¢ 2zijn de integratievariabelen r CP loopt van O tot 2 w

en voor elke 7 loopt r van & tot r( P, £€), waarbij r (),f) bepaald

.or'dt door het punt, dat het meridiaanvlak, behorende bi}] ) uit de

doorsnijding van /; met S, dle wij Cé zullen noemcn,insnijdt. WiJ kun-

nen dus op C £ %‘ als parameter invoeren en merken verder op, dat

r een continu differentieerbare functie is van VQVOOP alle waarden van
. De bijdrage van /’ tot de oppervlakteintegraal is nu:

T M*
/ X #cn&'ﬁll—&'(;"é“f)e- j
F[J—{) %

eanu. Jf"vv b {of’//"f"jf:] -(./:,_J{ /“"7';’"‘6 a{r*

I(1-5)1

“/.Z*é‘) I}B/”?Z' Q‘C{:.) /?xchJ4J A”‘"L'""@l‘/’f,) z,\e)’#‘
»{ﬁ'f Ay Cgl.-,..‘ j

Het blijkty dat, zolang 5’ eindig blijft de integralen ontwikkeld kun-
nen worden naar positieve machten van & , zodat na aftrek van het on-

eindige stuk A een vorm overblijft, die in de limiet van &0 naar
V&




qul gaat en dus geen bijdrage levert tot hev eindige deel van de inte-
zraal. De gehele kegel /; levert dus geen bijdrage tot het eindige deel

van de integraal.
W1J beschouwen nu de integratie over het vlakje D, gekarakterisserd door
r=1, £ l, 0P 27,
Hier 1s de conormaal langs de t-as gericht,
L N .
Y T Tt T "% T T v o T%/o

het oppervlakteZlement is

~32.(1—/0).d/1.d o

i _ . 1 - 1

g r\/l-— 1—’-‘)5 ”\/f"- *[*L)
_olme Fler) !

w é‘ r ?,}J /2"" / g/l(z ﬂ' / t'z/&é/?(f'f‘}s/l

Be bijdrage van D wordt dus
7) e é a@ f]gl(,.ﬂ)a'/wuj

Mf/ [%Q RN 37:?2?)

en

dus

Het 1s duidelijk, dat in 1en ndlge afgeleiden heeft naar X, y en t
in een omgeving van P, dle ook D bevat, dat de tweede term een conver-
gente integraal naar levert, die in de limiet voorlf\‘*’* 0 verdwijnt.

Wij hebben ons dus uitsluitend bczn.g te houden met de eerste integraal.

a/v}‘ %
2/(?//01' / 9/// /“ 4’“ »
Indien wij schrijven (p (/4( ly)m @(O ’ﬁ’)+ /Q ?U é'/ 7}3 conver-

geert de integraal behorende bilj de tweede t&,rm en bovendien is
— g N %
2 @/1( é)/f‘,%)-—~0/7"x.cos¢)“+ﬁﬁys1n(}f

d.w.z. deze integraal gaat naar nul voor 0 —0.
Verder wor'dt de eerste 1ntegr'1a1

- gﬂfo d) dV / % (27«4}‘5/&

Stel 1- M= A , dan wordt /“Z - /

¢ U-p, —
X =TT -

/Lt%}/ /‘) /"// [W ‘//4,5)

Ict Cindljgf stuk van deze integraal wordt dus:
/ 27 @/b‘, ,*/-/ ‘Q"VL

indien OJ}%O gaat nadertgo {0 ’l}) tot Q zodat wij als ulteindelil ke
A 3 ] p:
bijdrage van D vinden 217 qp

Tenslotte rest ons nog de integraal over Sg . ‘ g
Hier voeren wij als nieuwe codrdinaten in de grootheden r ,//b en ¥
en denken ons r(/‘«t als vergelijking van het oppervlak in de nieuwe

coB8rdinaten. BiJ de rand wordt echter de eerste der integralen uit



divergent, =zodat hier spcciesle zorg nodig is. De tweede integraal con-
vergeert steeds, zodat hier geen aandacht aan besteed hoeft te worden.
Voor de eerste integraal beschouwen wij de functie

Bxye)= Pl 7

dic, in een omgeving van de¢ rand cen continu differcenticerbare functie
is van x, y en t cn dus ook v.':n/Li en ¥
Dan gecldt in deze omgeving

WEVRINBAE @{1(o) 0,4 < 5/7{1 yl6 ¥) 6,07

waarbi] 0 < 8<€1 en —%—— continu is.

_ /"'
Verder is ,
D Lo fD s 2 RLp Y

Sve  Tor ! 5\/&’+ ﬁf Ve
waarbi j R(/'4 V’) een functie is, die ook voor /u =0 eindig blijft.
.{ic,r-ult volgt, dat de integraal

///(? Cf}‘ﬁ“}?lm

d v

anrbi j (; = A.Plr ”‘9’) 0, '?}convergcert

Wij mocten dus nog apart beschouwen de integraal

5/{;«%/ 2 [é w1507 //av;

waarblj dO het oppervlaktelement, indien dc snijkrommen van S met de
vlakken ﬂ =const, en /L =const. als Gaussische coBrdinaten op S wor-
den beschouwd.

Nu is 3 5 ‘ Y
> 1 dp - /(;zgf”";:; Fok i)

D (/x y,)%m/t, 4p)+ n/t- f,s) &{‘f

N — 3
/\/?uwxx,,)-f;w} d

aar'blj d W de ruimtehoek is, waaronder het oppervlaktcélement dO uit
P wordt gezien en R de Euclidische afstand tot P is

Re (6-t) 28 (xox) 24 (3-v,) 2.

Uitgedrukt in de cobrdinaten y’a,n /—bwordt

/LW:»Y}/I“/‘/"(/L( G/Tl - v
terwi]l t /’*({*ﬂ)‘
e a2

D=r 1+(1-t)

=r‘l

De integr-“f;. wordt nu ,

f@[ /o”/”f‘”/%%
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Stel 1 , dan wordt - / /=& ;-
L%_f{t__ //.-f )’/) = A = -
%g ? ; (»/—Al)‘/i é«)) o s ’/‘A-é)'/l

zodat het eindige deel van deze integr2al de waarde -1 2anneemt en wij
dus voor de bijdrage vinden

/ @{2/0»}/0 z}‘)d’l)

Wij hebben dus voor alle waarden van T gevonden een identiteit van de
vorm

;’:“72 +B ?/-!—C+O($)

die oplevert na vermenigvuldigen met Er/é dat in de limict A=0.
Dan volgt echter ook. dat C=0 is, d.w.z. uit du identiteit leiden wij
\cn betrekking tussen de eindige stukken af. &,

ot S IR

of, in de notatie van Hadamard

atp= | [[Ip5 4 ¢ 5 f2

voor een oppervlak, dat de karakteristiecke halve koegel met P als top
afsluit.

Deze betrekking geldt voor iederc oplossing van de golfvergeli jking,
zodat wij haar kunnen gebruikcn om de waarde van ?b‘in P uilt te drukken
in de rondwaarden van Qb en h=ar afgeleiden op O.
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3.8 Le methode van M.Riesz voor het prcbleem van Cauchy.

-y “

2.C.1. Principe van de methcde.

Fen andere wijce om het resultaat van de vorlge paragraaf te vin-
den en um het begrip "eindig deel" van een divergente integraal, zoals
dat dcor iHadamard is ingevoerd, te defini¥ren, is gegeven door M.Riesz
(Acta Mathematica, 81, 1945, p.1-223).

T

Wi bzhandelen hier niet het meest algemene geval, maar hervinden

nu vo.rens de methode van Rlesz het resultaat van de vorige keer.

W1j beschouwcn weer een oppervlik S en een deel van de X,y,t ruimte,
zodan.,; cat ecn blad van de karakteristieke kegel {7 door ieder punt P
van dot ceelgetied door cen deel So van S wordt afgesloten.

O et gebied GO begrensd door " en SO passen wij dan weer de

stelling van Green toe

v
,,yf\js%(y«f~yf¢(y;§dvxgwgi:,.y%%}ao (1)
o r+5

geldix voeer secer wany functies 9} en }9 (die aan de nodige eisen van
differciniieertaarheid voldoen).

-~

D= slezmentaire cplossing, die wilij kiezen is

L. (2)
P V??T? 2 - (X Y-

Z1ij ge=art =chter aanled i%g tot divergente integralen. Om dit te voor-

komen, "osthouwen wij eerst de functie
oL g

fo 2 f‘ !
waarvil 0(;?C¥g en &, een zodanig positief getal 1s, dat substitutie
in (1) nergens aanleiding geeft tot divergente integralen. Op deze wijze
ontstaan lircs en rechts in (1) functies van ¢ , dle voor o() Ayana-
lytisch zijn. WiJj zoeken nu de twee leden analytisch voort te zetten
naar e=n uitdrukking, die voor ¢1 =0 ook nog analytisch is en verkriljgen
op aeze wijze de verlangde identiteit.

V§,8.2. De definitie van Riesgz voor een enkelvoudige divergente

integraal.

Reisz stelt X
4

T g ST O(R-1) et X>a (1)

Dit is voor Rec'pOeen analytische functie van X .

¥
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Indien echter Regx ﬁ 0 is, kunnen wij door analytische voortzetting
gemakkelijk een waarde van wa(x) toeltennen, indien f(x) maar een vol-
doend aantal malen differentieerbaar is. Door middel van parti&le Inte-
gratie vinden wij n. 1 direct de identiteit

J 6 00= (£ dxt)™s oo
{-(“M 5 o mﬂ)(ﬂl o) +f(5’141)g
X Qa
ol

X ¢ L3
Gt (x-t) dt =

-7
the " -1 (2)
= 2 F (o (x*a)m+k+ ’ ‘\:( )(t (K -t) clt
k=0 1 ko« 1)
(X Rt !"’(‘_,H,n} b4

e (k) o+ K
{) -“\

= x+ 1 :
2 ‘a) P + J ‘Q(H)
/'--\I {ox+k +1)
die een analytische voortzetting mogelijk maakt tot Re & > -n.

Op deze wijze vincen wij niet direct de uitdrukking van Hadamard
voor het cindige stuk van de divergente integraal.

Daartcoe =iellen wi]

l?:_? K)
Preje S ‘_.(.L_ (+- (3)

kzO
en merten op datv
" ‘ p &1
I L gf_ W {x-0" gt = L Si(ﬂﬂ-?(i-)g(bt) et
: (Cx) et X r(cﬂ o
+ g £ (x-t\”?
Py ) DB -8
of wel €@
) K+ox
i P O s n-1 M x-a)
Fw e 2 AN PE ety ab el 3 DR ‘ (4)
ECI () k=0 (k**“) K

Door (X --vis en n=p te nemen, vinden wlj direct de formule van Hadamard
(onder 2nr bidz  19).
Ver iz riien wil nog de bijzonaere wearden

t .«"“'*'U} = X (X)

1 IO ¢

Ook de rercel voor de differentiatie naar de bovengrens 1s nu zeer een-

(5)

voudig 27 te leiden.
Immers. veor &X =0 zeldt:
PYEEEW N o
457 e . d Xﬁa(m it
ey 50 dx F‘(oﬂ—l :
: (6)
gx({}(x et o 3 *‘(x;

en deze regel blijkt direct geldig te blijven bij de analytische voort-
zetting volgens (2).



3.8.3. Bewijs van de formule van Hadamard voor de oplossing van het
problesm van Cauchy.

Wij gaan uit van de formule van Green, toegepast op een oplossing
van

7 |
en L(?):yxx ""}Dyy "‘?‘tt"a .
=p e Ll ek (y ey B
oL yave §lo 2 o™t 29 s
gs ! CY'P P 5%? g

rfSo
waarblg G\ ket gebled is, begrensd door de kegel I*P en SO het stuk dat

het ene olad van V.P uit het gegeven oppervlak S‘afsnijdt.
Allereerst is '

-1
& \

2 (™Y =lor)p T 2p = (o) (o)

b N .
5‘3(?‘ )= ‘(*JM)P6¥ >. (or-w)(o(-z)(x* 7<\o)pcf ‘ g_g =
,—(CXTP LP (O(.J(X Xp) }
= - (@) pTLPN (8 (y-ue)’)
(o)7L P (er-3)t ]

W

L7 = (e Lo (g pP Je ot 7

Indien ULI dLo &e.A:> ) stellen, zien wij dat op v ps Waar 0 =0 is,

1 -1 {
} zowel L p ) als E§p , die een lineaire combinatle is van afgelei-
den naaLix,y

2n t. nu¢ zijn, zodat nergens singulariteilten voorkomen.
Wij vindern dus als eerste resultaat voor Re ¢ }n % de identiteit

et Sy P dlve o g2 &7 0" 2w s

omdat | » 8€en vijdrage tot de oppervlaktelnteg*aal levert.

Orze taak 1s nu belde leden zodanig om te veormen, dat voor £ =
zinvolle uitdrukkingen ontstaan.

Daartce wvoeren wij weer de codrdinaten r//i en ;> in
T -ty =«

P Q
X - xp = r(l-4t) COSA/

vy - Vp = r(1-3y) sin A
waardoor het linkerlid wordt
2W 1 Yo

L€ = - ot(cx-3) 5 g S}D('z D/u)() .cN

St o /.Ltﬂ V=



en het volume-element is
(-p)0esD (149500 A \
0oV = ':ixdgdt; -—Y’COSS o 5‘:!1.3 a i’.“*\’“ »‘{fJ C(S‘-ﬂ
L-v(1-4) §in 3 r(q,./u)CDSS ® \
en e o . " .
o1 Ve g =P peledp 4

zodat wij kr*ggen Po

’ o1 a2
+ Of (=1 Scw C‘/”‘S?’ vﬁ/u)r /.( 8(2_/“) “(5"/“)0("

Partﬁele integratle régr levert
2 L2 ‘ 0‘ =5
- \dsé* ( /M) (!/‘L S 9)“9/,{ 3 m(sp‘
y s e ¥ e o [

Q" 3 e 2 P
"20(’8(&‘ SM 7 (2 u (1 u\g@/ﬂjr dr zg{sdg /f‘é‘(z m\“r(s »)(\'J/u.\g;\”j “'o d/lA

Gebruik maken van de eigenschap, dat

Qjo (x) = £(x)
kunncn wi] nu de analytische voortzetting totC¥~{>uitvoeren en krijgen

dan ;Scw ?et linkerlid 21 s die
' H‘”\;[ 42/43 (1+/u ol/u 09/0 2§d95/* («1/‘ (1““)(3/1)‘,0}

terw¢ 1 Je laatste term wegens de factorgx —O geen tijdrage levert.
Nu 1s verder in P

't ’ _ ) 5@3' ¢ ‘3 - J .St S) =z 0
/Aﬂm“f S - g rsndy

zodat wi i tkr SlOute allnen overhouden ’]
m o, /4 /.‘z*ﬂ) (H/a o = .?IT}ZJP L,u {Mx . Uy

Verder iexer de term met EJE in het rechterlid voor & =0 wel een inte-
grand, die plsatcelijk oreindig wordt, maar geen divergente Integraal.

De cerm omet §F in het linkerlid kan geheel voloens de methede van

7 heieid worden door en ,O op S als cofrdinaten in te voeren.

ﬂ k% -15;... 40 SJ Dnu) 2 > 4% o
A (32

L

Ly
o

Maar wi; hebben gezien, dat

O 1 o0, Rldw | (50dud?
rop g = 3/3(2/“ ) ¥a




- %2 -

zcdatwlj vinden 3m

an ) ool o( -2

(1.0) (6] 1 (1 10T o i) PR AN AN h.ad

S _S}U ﬂ /us/g.. /2( /“)1/ s> wé’
waarbij A~m€w samenhangt volgens
A= E//u(zyu)'

Nu is di_%rr .z am

(1-a) $O.30) r'(oolﬁg)\ A+ (1 )S MZGEE ) /a)(xo.,o)ro(e}ukdm
O 0 - 8] o s _ o P
= {000,905 a9 ¢ (1)) [ D028 w70 - Pl 20 ) re) | A othetd

o 0o

Indien wij opmerken, dat

2
| @4rdu} - plnfof|£C0n £ DA
zien wij dat de tweede integraal convergeert.

Het blijkt dat wij nu het vroeger door Hadamard afgeleide resultaat
teruggevonden hebben.

?W}VP = \ ngﬁ)& &9?9; Lot

Opmerking.
Bij de hier gegeven afleiding blijkt, dat de operaties alleen betrekking
hebben op de integraties naar r en naar/li .

Hicruit volgt dat een analoog resultaat ock voor de m+l dimensio-
nale gelfvergell jking

/Q)H *,}DX,A’)* . /ij,a,xm =0

geldt met de elementaire oplossing 7h

in
,'{3,7 g(t”tla) pa ( k kf))

Ks]
De nieuw= cocrdinaten zijn dan
t - tP = ’9
Xy - Xyp = ril-At) cos

1
Xy = Xgp = rfli/%) sin cos :3
Xz = Xgp = r(l/}i) sin ,@1 cos :9 cos ;93

. - -
- - - - - - -0,

en de integraties voor ial"';in—l leveren geen divergente integralen op.
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J. Loepassingen ‘;@Lxgl_k;vulk~;an Hadamard op de supersone aercdynamica.
Een belangr:jke toepassing van de vocrgzaande formules wordt gevon-

den in de thecoric van dunnc hra“bvlakken, die zich met een snelhcild gro-

ter dan die van het geliuid Lew

Noemen wilj de snclhcidscomponenten dic

LA
<a

x (richting van U), y en
1), dat deze klein zign t.o.v.

u, +

£ (U+u)ux+vuy+wuz=

vt+(U+u)v UV +va=

+( U+ VW AWW =
Wy (U u)wx VAW
bij verwaarlozing
u, +
4t UU.X

~

..;l; P,

it
Il

v, +0v
T X

il
I

wt+wa

richting van

van termen v

.
T Uy

egen.
Wij noecmen deze snclheid U

cn duiden de geluidssnclheid aan met c.

het draagviak extra aanbrengt 1in

u, Vv en w en veronderstellen

U, dan nemen de vergelijkingen van Euler

(1)

n e tweede orde dc

gx

rt o

vorm aans

2 (2)

“%kez

terwljl de continuiteitsvergelijk

ing wordt

S+ (2 US =0
St -r&( ~-f-vﬂ-%-w_,) Cx (5)
‘kndicn de stroming rotatie 1s, bestaat cen snelheldspotentiaal \P zodat
1= ¢ . r o= ) . W= % }4
u %x’ v Py 7 - (&)
Uit het eerste stel vergelijkingen volgt dan:
o]
~ . [ - : -« “ =
LPJC’{.U‘T/X '-’-313 £(¢) (/)
waarblj f(t) een willekeurige func is van t,die nul is, indie¢n in
het oneindige de stroming ongestoord is.
De continuitcitsvergell jking levert dan
1 “ y &
- — (g, +U + 8+ - wm (P, + U ) =0 6
.2 ¢ t f % } x Ty TY¥zzm TTix Yo T {x) (6)
( ]
of
- - " + k] - :—:‘i’ ) - l 0 =
l)fox yv %zz 2 fxt T 7 Hdtt (7)
Deze vergelijking kan voor de substitutics
b - A
=y
- o
\)" el



getransformeerd worden in Jde goltverpeligking door geschikte keuze van
¥, \ o “M B
L’x: A (f& w>/4 (#EM
kﬂctz <A KPYL .
3 T 2
fxx A fw =AM P B et

L{t £~ K ('Fd-
«,g . 2, |
-1,  * £ Yyt Lf)gg 2T xh- L,\ P U\ sp?;c*

C

+ %k (ML— ) ME - “W ﬁfﬂ’ kL SQ%r

i

Indien
’) _ 1 = X
= ==, s 57 e
M-1 Vme-1
oY -—.;—-—-—‘ \
K= c{m -1 I P ___z?mgzx
; Vi1
= Ty
\ Mo-1

wordt de vergelljking in de nicuwe cordinaten

-fﬁ% +(%Vﬁ q*\ {fC*O
d.i. de golfvergelljking.

Op het draagvlak moet de normaalsnelheid van de beweging gelijk
zijn aan de normaalsnelheild van het oppervlak, d.w.z. op het draagvlak
is de afgeleide gg‘gegeven.

In de gelineariseerde theorie identificeren wij het dunne draagvlak, dat
onder ccn kleine invalshoek met de stroming staat met zijn progec%ie op
het X0Y-vlak en de normaalsnelheld met de snelheidscomponent w = %%.

Wij krijgen nu dus voorgeschreven de waarde van yﬁz op een zeker gebied

A van het OXY-vlak en wel aan de boven- en aan de onderkant.

Wij kunnen nu, zonder aan d¢ algemeenheld te kort te doen, deze geguven
waarden van 5éfsplltseﬂ in cen symmetrisch deel, waarom dus (( ) = (bz)

K?' W,i)
—‘S—Z‘- e
Het eerste geval correspondeert met een draagvlak zonder dikte, het

en een antisymmetrische deel, waarom (%%)+ = -

tweede met cen symmetrisch draagvlak., Ult de probleemstelling volgen
dan verschillende symmetrice~clgenschappen van de oplossing.

In het eerste geval 1is (yeen oneven functie van z, dus if is nul
overal op het O0XY-vlak, waar z:] continu is.



Het kan worden aangetoond, dat ¢r con pebied achter het draagvlak is,
aar ¥3discon$inu is (de discontinuiteit in qz aan de achterkant van

het draagvlak wordt "door de stroming meegevoerd")en dat begrensd wordt

door twee lijnen evenwijaiir aan de X-25 die aan dc draagvlakcontour raken.
I ovec) pevallen speelt dit "zow" in de supcersonc draagvlak e ‘g ceen rol

hetgeen een aanzienlijke vercenveudiging levert in vergelljking met de
subscne draagvlakthcorie., Wi gann er daarom ook niet verder op in.

[

-y b R . >N 1 C ¢
Jviral elders in het X0Y-vlak 13 tp0=C. In het tweede geval 1s éé-onnven,
&

SR .
dus {P cen even functic van z, d.w.:z §§ = 0 overal bulten het draagvlak.
Hier treedt cen dergeligk discontinuiteitsgebied bulten het draagvlak
niect op.

Wij hebben nu dus (afgezien van het zoggebied) overal op het OXY-
vliak randveorwaarden vastgelegd. Voor wij er echter toe overgaan de for-
mule van Hadamard toc te passen, zullen wij cerst de optredende termen
orvsisceh interpreteren, teneinle een meer aanschouwelil jke voorstelling
vin de specialce merites van de oplossing te krijgen.

rronnen en dipolen in cen supersonc stroming.

Wij beschouwen cerst het geval van een stationnaire stroming,
“marblj p onaihannulljk is van t en dus moet voldoen aan

- M -1) V.o +Y =0
( q)xx fyy %zz !
(. 1n de nieuwe codrdinaten

HLL(_, +L7L + =O
\

SJ
L karakteristicke chel door cen punt P is nu

? 2 2 Lo\ 2
- ° - Yy - . - =
(§-5p) (9 -1p) (5 -55)
en haar beschrijvenden heten hicr de "Lijnen van Mach". De as van de
lregel 1s de 1ijn coor P evenwljdig aan de x-as. Onder een supersone bron-

stroming ter sterktc 7 verstaan wij dc stroming met een snelheidspo-
tentlaal

t

_-D‘ C\

= g SN SANTEN:
= _—  Voor - CEWI Eﬁ
¥ = Vi -E % - (- = [3-597 VM = §=500 Unens)

L~

o veor  § =%, Wn-aet s - o

h

dic dus alleen relel is binnen de kegel van Mach.

Allercerst bewljzen wiy, dat het cindige stuk van de integraal, die

de flux per seconde door c¢en oppervilak ////
cat de bron omsluit voorstelt, gelijk ////457
is aan T3 . Merk hiertoe op, dat de <.

snalheidscompeonenten binnen de kegel
van een potentiaal = f’




wef =Y e = - (=) ()
g T — ’
x f v {\" - -
® -3 l.
V=Wl =P e = (=) (M) Y
i \! !\‘“’Ji_,. q ) o
. 3 ; 45’1—.'; L : T
Wz(f"=y't e r——— = - (x =)k (r1'-
- ) Vi~ /
mdiezn wo . e bron in de ocorsnrons rlaatsen, terwijl zij bulten de kegel

1

S.gn. Als conpervliak kiezen wij een stuk van de kegel, afgesloten
our een sluitvink § = a,
De flux door het onpervlak is dan
b - .
J! v.n.ao,

s

als n de naar buiten ger.chte eenheidsnormaal voorstelt.

Op de kegel is giz 0, zodat voor o) % de bijdrage van de kegelmantel
I'm
/} {u.nv + v.n_ + w.nw% dac
FaY .J i

o

nul wordt.
De biljdrage van het sliultvlal 1is

¢ i‘)y,’
-t P A0~ L‘_’___:_’_)S [ rde d@,
= [ F 502 e

indien wij in het sluitualt noolrodrdinaten invceren

= I CCS Lj/

r sincy

U
1l

T'an wordt de integraal

_(x-u% .:‘s‘fﬁ“/”(g {

1 rz)l(_mi“)

o3 - X
2

-~

I
{

1oX ]
= — (.)(.-x)t.zfrffg(iw‘?—} i____’_._/s‘l'k)l):; __27;’6‘& .
o= /
Voor X =0, dus voor de zuivere bronstroming wordt dit - Qr(ﬂi

Een dipool definigren wij als het stromingsveld daqbntstaat als van

twee gelijke, maar tegengestelde enkele polen de onderlinge afstand in

een zekere richting naar nul gant, terwijl het product van afstand en

sterkte constant blijft. Voor een dipocl met as in de z-richting wordt

dit dus Mmoo SR
Sz F\/Fi-‘ NI @

binnen de kegel van Mach en LF: 0 buiten de kogel van Mach.
De formule van Hadamard

QTF%:_- \Sffch%_f\;ﬁﬂ\g_é_%o(()

kunnen wij dus zo interpreteren, dat wlj de potentiaal in een zeker punt

verkrijgen als som van een belegging van het oppervlak Smet dipolen ter
sterkte %Den.asrichting gelijk aan de richting van de conomaal en enkele
polen ter sterkte %ﬁg. Wij beschouwen nu het symmetrische en antisymme-
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trische geval afzonderli jk.

a) Draagvlak zonder dikte.-

¥Wij beschouwen een draagvlalt van
‘71llekeurige vorm en merken aller-
~2rst op, dat het XY-vlak, waar de
T?arden van (o of‘?{f (die hier met /
(314 N

Eg samenvalt) gegeven zijn, de ke- ‘
gel niet afsluit, zodat wij de
stelling niet zonder meer kunnen \
toepassen. Daartoe vullen wij het
sluitvlak aan met een oppervlak,
bestaande uit de omhullende van al-
le kegels van Mach (achterwaarts)

door de voorrand. Ui.t physische overwegingen kan worden bewezen, dat op
dat sluitvlak tf zowd als %gf(de differentiatie is een inwendige dif-
farentiatie, daar het oppervlak uit karakteristieken bestaat) nul zijn.

Zo verkrijgen wij de formule voor een punt boven het 0XY-vlak

e[ [lin g+ -02) 140

wnarbi) S hier het deel van het OXY-vlak voorstelt, begrensd door de
oyperbolische doorsnijding wmet de kegel van Mach en de doorsnijding van
het sluitvlak met het OXY-vlak. Dit behoeft niet de voorrand van het
craagvlak te zijn, zoals wi) zien in het geval van een driehoekig draag-

vliak dat binnen de kegel van Mach door de top
ligt. Verder passen wij de stelling toe op

het gebied aan de onderkant, begrensd door de
kegel van Mach, dus P en het onderste deel van
het sluitvlak. Dit levert

RN —

V= ff LFE;F‘(X&)N w50

Door opteflen van deze twee identiteiten krijgen wij

o= | [l 002 - 10048 5190

en door aftrekken

1= 16~ 9084 18- (g 4140
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MATHEI'ATISCH CTNTRUM,
2e Boerhaavestr. 49,
AMNSTE LDAHM—- O,

Cursus:
I“ethoden de: mathematische nhysica.

Deel II. Te golfvergelijking.
door
Dr 2. Timman.

310 De cruiverdeliny op een rechthoekige vlakke pla:t in supersone stro-
‘1j passen dg voorafgaande theorie nu toe op het geval van een recht-
hoekige vlakke plaat, die zich net een constante invalshoek met supersone
snelheid in een richting locciccht op haar voorrand beweegt.
| In dit geval is o~ de "l % w(é s +0) = w(g E -0), de verticcle
snelheidscoiinonent v een even functie verxg, terwij de snelheids»otentiaal
.99en de snelheidsconnonent wu, die de dru~: benaalt oneven functies r=ijn
van S . Beide zijn o9 het draagzgvlak discontinul99(+0) = -yO(—O) en‘y7zelfs
in het zog ex achter, dat echter in een supersone stroming geen invloed
heeft op het draagvlak.

In het CXY-vlak hebben wij dus de volgende randvoorwaarden voor de

functie ?(Bg E §):

w o= (

_ (29 - 0«x <
”a“g‘);=+0' (3‘$>§=~0“1 -b<§r<+%.

99= u = O buiten deze rechthoek. .ij passen nu de formule voor de som van
blz. 37 toe en vinden dan voor de potentiaal

Op = !:#_ g W(Pg.ngdidfz

waarbij D het gebied is, dat de voorwaartse kegel van Mach met *’ als top
insnijdt uit het 0XY-vlak en dat achter de omhullende van de karakteris-
tieken coor de voorrand ligt.

Op het draagvlak is w gegeven, echter A g
niet in het wigvormige gebied, dat begrensd
wordt door een zijrand van het draagvlak en
de karakteristiek door het bijbehorende
voorste hoekpunt. "ij moeten dus voor de
ligging van P verschillende gebieden on-
derscheiden, al naarmate het integratiege=-
bied geheel op de rechthoek ligt op een
deel van een zijgebied bevat.

I. De projectie van P ligt buiten de wig-
gen van Mach door twee voorste hoekpunten.
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IT en III. De nrojectie van P ligt in de wig van Mach behorende bij zo'n
hoekpunt.

Als 99bekend is, volgt de drukverdeling direct uit de snelheids-
commonent in x richting u.

u = ( aﬁ");._o

/1 behoeven dus slechts de waarde van
u te berekenen voor é = 0. In geval I
is het integratiegebied begrensc door
de lijnen

‘7 "hp:i(é"gp>
en de lijn g = 0 en

(§ .n_,0) L | olgdn
P& e ) v\grrz?%’(m

7ij nemen nu karakteristieke codrdi-

naten in
X=(§+m, £= o+
3 ¥ - n) n=#a-p

znodat B ap

P2 B?)’—— —{O‘PJ dqtfczp-:r)(f’ B2 P{PV

f

o(p«rﬁg S 2t o (QMQ,.‘)" gp

(1219)? H o 4
2 s
d§a :

en dus op het draagvlak constant is.

zodat

/ij beschouwen nu het gebied bij een hoekpunt en leggen de oor-
sprong in Git hoekpunt.
Hier geladt

P e e
P (£e1Te) m™ D, V{€a-8)-(np -0V i

({p £)-(ne-0)
waarbij D1 het stuk van het integratiegebled op de rechthoek en D2 het

deel daarbuiten is, waar w(é , h ) onbekend is.

Deze onbekende functie wordt nu gevonden 7 /P=°

uit de voorwacrde, dat buiten het draag 7

vlaky? = 0 moet zijn, omdat het drukver- o=-B f/ '

schil en daarmede u = > nul is en om~ l(/ D{‘m’ , P B

dat langs de voorste karakteristiekjﬁ = 0 S xl — ¢
is. Door de formule dus voor een punt P ’J';ffﬁgﬂ

buiten het draagvlak maar binnen de kegel [f “\

ven lMa-h toe te passen, verkrijgen wij M

een integratievergelijking voor de onbe- “ﬁgg
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kende snelheid w({ Q).
P 2

e» p
0~ S o ey

Aangezien deze verge113h1ng moet ;elden voor alle waarden van/@P moet
de integrand in de integrdtle naa I/anﬂ.leﬁ‘

+

e T wied |y yg Ve |
qu- V(ap-a 2

Dit is een 1ntegraalverge113:1n@ van Abel voor de onbekende functie

w(o s e) metﬁ als parameter. De onlossing van de vergelijking wordt

. . 1
gevonden door te vermenigvuldigen met
O(Pvan{?,tot)\ L”“"“'F‘

ap A +B

f ap Sola w(a,p) Xo‘ou» g oo

@ VA-erp Vo - ¢ Va V-(P

Vnrw1ssellng van de 1ntegrat1evolgorde ieeft~

w (o, R)oler Vs__@:,z =-\d oolp
J ' S (ap -a)(A-2) j ) W

en te integreren over

ofwel A Wb A R L0
wa(q, Vola = — (otq _..f‘_cff———-“ —150161 £ Sm\/
& P § ) 5 V- ap)@p- 3
. t -p
Hieruit volgt

-

/2

Tw (). L §dabe VT - kg (]
Vx-p-(s A-ox -f

Hieruit volgt nu direct de snelheidsootentiaal en daarmede de drukver-

deling voor nunten on het draagvlak

(% Bp)= £ (o
W Fr a',{ H (o~ “)(pr*

Hierin kan de tweede 1ntegraal

q
. f"‘“ ) f o
TF V{ap-0)(fp-a ﬂ)(;ar,-a\ ) 4 (-2} (Bp-8)

direct berekend worden, daar

immers geldt
ol

w (o, 0) X ‘(
V(% -a) (“p*“

zodat wij de zo Julst bereken—

de waarde van w niet eens nodig
hebben.

Tij verkrijgen dur e
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o Ry /(Xlﬁ Ao T —_—
P pfp) = ;:/dﬂj : = K +ﬁ/°)’é§{j\//5/’ “ _
e %, Vet, ~a) (%) ot

._\//(3}6_&/0),2»('0:[:
\(97 EAESE

Pl ) 4] 54 \( «%

en dus
u(g,, ’7")* ™ sz‘f\q{?q
P
Voeren wij in de dimensieloze variabele CU QP/§F’ , dan zien wij de

eenvoudige oplossing komens

- L w Vo

Ulfp ). Lo Aph | o = L e |

een waarde, die 1angs 0(— O continu aansluit bij de waarde op het mid-
denstuk.
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Deel II. De golfvergelijking
aoor

Dr 2. Timman.

311 De cylinderfuncties als onlossingen van de golfvergeliiking.
1. Vlakke golven.

/ij beschouwen in het vervolg onlossingen van de golfvergelij—
king 1)

e e g &1 T
R »;5%::_.0, (1)

2
die exponentieél van de tijd afhangen

qD (x,y,2,t) = e~ tL//(X,y,z). (2)
Indien ¥ refel is, stellen deze functies dus zuiverharmonische trillin-
gen voor. De vergelijking voor ‘f wordt nu

(/’xx * S[/yy - SLzz + 1§2¢’= 0, (3)
waarbij

k = v/c.

7ij zullen bij onze bheschouwingen aan k geen beperkingen opleggen, A
ook complexe waarden toelaten. Allereerst zoeken wij naar enige, zeer
eenvoudige speciale typen van oplossingen van (3), die dus speciale
golven voorstellen. Zoek eerst een oplossing door scheiding van de va-
riabelen

4 (x,y,2) = X(x) T(y) 4(2) (4)

dan moet gelden

zi(x) | Y¢ 7 (g 2
R (e ] (5)

waaruit volgt (door partie&le differentiéren van x, y en z), dat X

Ly d

en Z moeten voldoen aan de gevone differentiasalvergelijkingen

XY 2. 2 I¢ 2. 2 z" 2 2
= - k Cy s §F = - X Coy Fo= - k ey .

waarbij Cqy Cp €m Cy moeten voldoen aan:

2 2 2 _
Cq + Cp + 03 = 1.

7ij vinden dus als algemene oplossing

Ak,x -ik, X

X = A48 +Be 1,
Y = Aae + Bze )
Z = A3@ + B3e ’ o
1) Vergelijk R. Weyrich: Die Zylinderfunktionen und ihre Anwendungen,
Teubner, 1936. e e

]
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De oplossing van de gewenste soort bestaat dus uit termen van de voru
ik(e,x+c y+c,2)
yﬁ - Ae 1 2Y 773

waarbij 012 + 922 + c12 = 1 besclicuwd kunnen worden als de richtingscc-

H

sirusren wvan een rechte deor de oorsprong. Indien Cq, Cp €N 03 reéel
ziin, s deze rechte reéel er stell p = CqX + ChY + 032 de afstand voo.
van de projectie van het ount x, y, 2 op deze rechte tot de oorspransz.
Hieruit blijlkt, dat alle punten, die in een plat vlak loodrecht op der-
rechte liggen, dezelfde nhase hebben. Daar de comnlete onlossing is

(x1y?z’t) = A
zullen de vlakken, wazr de phase een benazld e waarde heeft, zich met

elkp—l?t)

een snelheid % = ¢ v: rtplanten in de richting van positieve p, d.w.".
de snelheid van een vlakke golf is c. De golflengte, d.w.z. de alstAnd

ar _27¢c

van twee vlakiien met gelijke phase is W y

. Zijn alle optredenin
grootheden reéel, dan is

Re[@’(x,y,z,t[l = A cos(kn-Vt)
en krijgen wij d? veortplanting van een harmonische golfbeweging. T¢

la\u

alleen A complex: A = \A| e , dan krijgen wij t.o.v. het vorige g~

val een phaseverschuiving o
Re[CPl = lA} cos(kp-VYt+ 3\0) .

Is daarentegen ook k complex k = k' + ik", dan vinden wij
- =l ) — } 3‘\ - \
Re L(P_]z RG{\A{ e k'p el(k'p Vt+ O)j ::‘A_} 6 k'"p cOS(k'p—Vtﬂlﬂfo)r

d.w.z. de amplitude van de golf neemt in de richting van de normaal ~f
of toe al naarmate k" > O of ¢ 0 is. "ij vinden in het eerste geval een
gedempte golf, zoals die in ecen absorberend mediun optreedt. Indien
alle constanten, dus ook CqsCpo €N Cy complex zijn, wordt het gedrag
veel geconoliceerder. Stel

c, = ¢' + ic: ,
dan is

— — t 3 i " 1
D = CqX + Co¥ + CyZ = Cix + chy + ciz + 1(c%x + ohy + 03z).

12 2 2
\/c% ey cé
M

2

Stellen wij nu

i

cy = P‘ cos &', g‘
. o w2 2
I — . it [ L i i
c, =07 cos i, o7 = \/c1 + eyt +ocy
dan staan in de eerste plaats de bijbehorende rechten loolrec’ .t on
kaar, want uit
2 2 2

.01 + 02 + 93 = 1
velgt dat
01‘01“ + 02’02“ + 63‘03“ = 0.

Wij vinden dus, dat
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P=p'(x cos X' +ycosy' +zcosyt) +

+ if”(x con A," + y cos A" + z cos 0(3") = p'pt o+ o'pt

waarbij p' en p" de projecties zijn van de vector (x,y,z) o> de twee
richtingen. In dit geval is

) ReAei(kp—W) 3)!‘-]9“(15'5’“?%1{‘}’,?')cos(k’f'P"‘ kK'o"p"+ J\o_\) t)

en de vlaklten met gelijke amnlitude zijn verschillend ven de vlakkeu
met gelijke phase. Is k' = O, dus is in het mediumn geen absorbtie aan-
wezig, dan staan de twee richtingen van uitdemp-n en voortnlanten lood-

recht op elkaar. Als bijzonder geval kiezen wij
g

Cy = \f1+ )2, Cp = o, ¢y = i y ;f>0,

dan wordt de uitwijking bij positieve|A|

Ae“yﬂ“z cos(k\‘f" 1+}72, X -wt).
71ij vinden dus een golf met voorplantingssnelheid langs de x-as, (ie
in z richting snel uitdempt, een z.g. oppervliategolf, zoals die bij
golven op wateronpervlakken of ook in de electromagnetische liclit .
orie Wj het verschijnsel van de ‘totale reflectie" optreedt.

De hier behandelde vlakke golven in zeer algemene zin kunnen wlj
nu als elementaire bouwstenen voor meer gecompliceerde golven gaan nNp-
vatten.

2. Het superpositie-principe.

Uit het feit,dat de golfvergelijking lineair en homogeen is,
volgt n.l. direct, dat met clk systeem QP1,992,...,<PD van oplossingeu

ook iedere lineaire combinatie Zzbchk’ waarbij de Ck onafhan’ elijk
1<
zijn van x,y,z en t, een ovnlossing voorstelt. Zelfs mogen wij integre ¢y

/c(x) @, a«,

indien hierbij aan zekere eisen voldaan is, die nodig zijn voor de ver-
wisseling van integratie na.r de parameter of en de differentiaties na:v
X,y,2 en t mogelijk te maken.

Als een wvoudig voorbecld beschouwen wij twee v%&kke golven met

dezelfde frequentie, wacrvan de amplitude 3A = %Wl e’ en %A =
-i
% ple ° geconjugeerd complex zijn en de normaal richtingen tegeno~-.

gteld. Dan is voor reéle k:

= %(Aeikp + Ke"ikp)e”i\)"t = A coa(kp+3?e'in
en de uitwijking is
Re[@@ = \Ag coa(kp+§3c03\;t.
Dc vlakken van constante phase, in het bijzonder de "knoopvlakken' =i jn
hier vast in de ruimte. S
Een belangrijker type van superpnrsitie werkrijgen wij door ep"ﬁﬁﬂ
merken, dat wij c,, ¢, en cy door twee parameters kunnen vervangen &@éyf




- 45 =

beleolirdinaton in te voeren:

cy = cos’l} sin’x 0 {’\)"{2}7
02 = sin4" ainz 0¢ /( '

03 = COBX

7ij krijgen dan een zecr algeiien vorm van de golfvergelij%king door te
ohrlgven

(ﬁ j/ oik(x cos- Psin Hr+ y sin /o tain ! -z COS'X')"P(WF)MIQ?M‘&X' )
f/ iko f(,jn l ) mn,y rashe )/

vuurbij £(” )‘ )/ een willekcurige integratels Turetie is. Tij nemen
£( e)' /( ) = 1 en voeren ook in de ruimte bolcodrdinaten in

x = R cos 'V"—Sln
i 8in )/\s:m

il

¥

Z n cos

i

I een e:nvoudig resultaat te verkrijgen, leggen wij dan de as van het
W Y zo vast, dat zij met de voerstraal naar x,y,z samenvalt, In dit
geval is )/‘ de hoek, die de straal naar het integratieelement met deze
voerstraal insluit, dus

p = I eosX‘

en wWij V‘lnden

(% ( ikR coq sin )( vy v GX

,cR cos )/ _ 47 sin kR
ikR N R ‘

o —ilk(R-ct)
vooeaer hebben wij voor esn lopende bolvormige golf gevord-n 9‘-—--§—-——,

= DF

zodat het resultaat hier te voorschijn womt als e-n staande bolsymme-
trische golf. Ten dergelijk resultaat vinden wij door het invoeren van
cylindercodfrdinaten door alleen vlakke golven te beschouwen, wa.rvan
de normaal locdrecht on de z-as staat, dus

c, = cos ';)’

Co = sin "M

= Oo
3
In dit geval verkrijgen wij

o
’7Z c[' e:i.}.«:(x coshFt o+ y sini}") a

i

of, met x =1 ccm/J: y = rein ’l('de uitdrukking voor ecn cylindergolf

27 S q f%
1 T 4
(?3 = [ Gikrocos(V-10)4 A -iwt [ dkr cos €, -i¥
0 0
Vceren wij nu in de functie van Bessel La

J (kr):J--j 1 an’(dwzi—f cos(kr cos« )dx
0 27 3 I o
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dan vinden wij als golffunctie
Jo(kr) o~ LIVE

Ook hier verkrijgen wij op onze methode slechts staande golven. De
"knoopcylinders’ worden opgelevcid door de nulpunten van de functie van
Bessel en zijn ook hier weer vest.

Het i1s duidelijk, dat de hier gevolgde methode niet de mecest al-
gemene is. Om lopende golven o> deze wijze te kunnen voorstellen, mocten
wij, i.p.v. reéle waarden voor Cqs Cp vM Cy ook complexc¢ waarden toela-
ten.
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door
Dr R.Timman

5. Lopende golven.
T

Bij een besdhouming van de formule, die de staande bolgolf levert
door integratie over de bol valt het op, dat de integrand onafhan-
kelijk is van A)', maar niet van YA

Integratie naar @'van O naar 2 T levert de onbepaalde integraal

ikR cos X’
_ e
¥ = 2T —p (1)
eikR
die alleen dan de lopende bolgolf R levert, als de ene grens is

/ZJ=O en om de andere grens de term verdwijnt. ®it is alleen het geval,
indien hier
Re ikR cos)f,= -
is, dus
‘ Im kR cos/(’: +00
dus bijv. indien kR> 0, X= "/, -1co.
Wij moeten integreren dus van O tot ﬂ72 en daarna in het complexe
’vlak verder langs de imaginaire as tot -iw.
Op deze wijze vinden wij dus de uitdrukking om de lopende bol-

vormige golf
eikR-ir[

— TR (2)
die wij oek vroeger reeds gevonden hebben als oplossing van de bol-
symmetrische golfvergelijking.

Het ligt nu voor de hand om ook cylindergolven voor te stellen
door in de overeenkomstige formule van blz. 45 complexe integratie-
grenzen in te voeren. Het is echter niet zo eenvoudig om direct in te
zlen hoe deze grenzen gekozen moeten worden, _

Daarom zeeken wij een voorstelling waer divergerende lopende cylin-
dergolven op een andere manier. Wj beschouwen een oneindige rechte
(de 2 as) belegd met de vergerende bolgolven met dezelfde fase

T 2 2
u=/ o1k l/r' +(z-5) d; ()
o r2+(z— §)2

Het is duidelijk, dat de integrand onafhankelijk is van z, zodat wij

vinden :
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A

$2 PR, AP
1k Vr2+§ e k [Pyt
e > . @ 34
o ¥r2+§2 p Vresg

indien Im k>0 is, wat wij steeds zullen onderstellen, is deze integres.i
ronvergent, maar dit 1s ook nog het geval vopr refle k, omdat wij in
dit geval de integraal voor elk der twee delen kunnen vervangen door
de som van de integralen, die ontstaan door integratie over het segment
*uz-en telkens twee opeenvolgende nulpunten van cos k Ir +§£20f
sir k Vr®+ g

De zo ontastaande alternerende reeksen, waarvan de termen monotoon
tot nul naderen zijn convergent, zodat ook de integralen convergent zijn.
Voo~ complexe k gaan van r-o de integralen exponentieel naar nul.
Om ‘e integraal aan te laten sluiten bij de vroeger gevonden uitdruk-
king voor Jo(kr), stellen wi}

é = ir sine

1
en Tinden dan, na toevoegi van de factor
s ging A 71

H (')(kr)m 1 }feikr cosa 4.0 . (5)
© mo
{ N
die de eerste functie van Hankel voorstelt en, met d» *ijdfarter:
eer divergerende lopende cylindergolf voorstelt (zi] is ontstaan ult
div-rgerende lopende bolgolven).

Aneloog krijgt men een convergerende lopende cylindergolf door
-t

H (2)(1‘(1‘): _ 1 /eikl" cos “‘d“, (6)
n m
L
die voor k reEel convergeert (en voor Im k<O).

Wij kunnen voor HO(E)

irt

(kr) ook een integraalvoorstelling zoeken, die
derrlfde integrand heeft als in (5) door te stellen & '=T +& , en
krijgen dan Freen

Ho(g)(kr)“}%—f olkr coseX o (7)

Foten

. Jol- en cylindergolven van hogere orde.

Wij keren nogiﬁﬁns terug tot de bolgolven en merken in de eerste
plants op, dat ——H—- zich voor kleine kR gedraagt als ﬁ s C.W,.2Z,
~1c zn oplossing van de potentisalvergelljking, die bekend staat als-
een rnkelvoudige pool. ‘
Het 1s verder bekend, dat door differentiatie in een bepaalde richting

¥ 1.et richtingscosinussen 1, m en n uit l/ﬁ ontstaat een dipool met
asrichting ¥ :

Jd 1 2 1 2 1 ,
TXRYRIVRYMIER ()

Evenzo ontstaan hogaré singulariteiten door herhaalde diff&r@ntiatia,L
Eenvelfde procédé kan toegepast worden op de galfvergaliéking; w&ar
: ;ook de co&ffici¥nten constant zijn.
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Zo ontstaan uit HO(/“)(kr') (/nl,?) de oplossingen

sing 2
r 99?

o, @ 7

3. =% HO(#)(kr)n(sinf 55+ cog%’ 5" JH ('“)(kr')nsinf H (/")(kr)
“cer Im k) 0 kan de differentiatle onder het integraalteken worden ult-

szvoerd, voor re¥le k kan dit nilet, daar de ontstaande integralen di-
vargeren,

2 A e)-(cos g - o ) ey mconp 55 1,14 ()

W/iJ beschouwen nu de integrand in de vonrstelling voor H /“)
voor retle kr en merken op, RS | -

i ’/4'"
T T
dat deze verdwijnt in het onein- ST —j,, =
dige van de in de figuur ger—:eew- e o
e gebieden; omdat e i ’j’.'
cos & =cos( o’ +1eX")= e Ay A B
=cos o'cosh o'"+1 sin of'sinh o' ", ’%L/ N+ tﬁ*é g
e \ C /l /
Hek :\Ls dus morelijk om voor R DR 3 ! 7 'Z'r- :
[ ] o -
V k' te schrijven: ! ' = ' -
; TN S T e T
ST H G s A D) el
C) 77. CRN ".. -

vacrbij €y loopt van —/]+i 00 tot

- ( i co(O <N LIT) terwijl
o)
(

\\\\\ \4'\\_‘ .
'

(A

‘ , _
kr) de vorm aanneemi -

. (2)(1{?)___ 1 feikr cos o 3

o s

2

wanrblj C, loopt van A -1¢0 tot - /) +iom.
Nu zijn de integralen absoluut convergent zodat wilj onder het integraal-
tcken mogen differentieren

12 (4) _ ik 1kr coser _
u= cosff ~— H_ " (kr)=cos¢ .-7—7—- & cosordef =

- - _m
- cosﬁ” 3 f ikr coser 1,« /2)d olkr cos 1/ /E)dd.
Te de Integratieweg Cl’ dan vervangen wij in de tweede integraal &f door
- & en verkrijgen dan
' for. T,
us -k cos§p . 1 feikr cosa ifof /e)do/.
o

.3 de weg 02, dan vervangen wij & door 27 - & en verkrijgen als alge-
meen resultaat

n
w= -k 009? —-’i [eikr cosa(ei[ar - /e)da .

Cue

o )
Toor de differentiatie 557 —-sin50 3T ontstaan analoge formules, die

inplaats van de cosinus de sinus bevatten. Wij definieren nu
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Hl(/‘)(kr)a- %f oLkt cosar 1(a - T/2)4 (/,..,1‘,2) (5)

Wij kunnen dit resultaat ook krijgen door de differemtisaloperator

Dm%+1§i§mei?(7ir+%_£~) (6)
en vinden dan
(1) o) (ee)= (i) 1w, ) ey (i) 2L etkr cos @ i A T/2) o
Door herhaalde uitvoering van deze operatie verkrijgen wij
DnHO(/A)(kr)=(_k)nein5p__§_ ik cose in(o - "/2) 4 o (8)
s

zoals wij door volledige inductie bewijzen. Immers uit (8) volgt

(/u)(kr) (-k)". et(n+1) f[ik f ike coser . o ein[a' - "/E)CM, .
G

_ g_j ikr cosqein(a‘ —77/2)d0//=
rl e
Cu

~(-10". ei(“”)ff’z Jkr cosa | in(& - /2), .0,
9“

-1kf elkr cosar (i i myein(a - ﬂ/z)dor]=
G -
(Pl Ant)g __1__[ Jikr coser 1(n+1) (o =T /2),
i Y
/.A
Sommerfield voert nu als algemene definitie vopr de functies van Hamilton
in

Hn(/’“)(kr')= _#3:__[ oikr cosolein(ﬂ - "/E)dw (9)
die dus samen met de factor einf -lrt oplossingen van de gclfvergeli]j-
king voorstellen en wel divergerende lopende golven voor/ur =1 en con-
vergerende lopende golven voor /u=2.

Deze functies zijn blijkbaar complex. Om staande golven te verkrijgen
moeten wij zorgen re&le functies te construeren, zodat, door vermenig-
vuldiging met cos ng .e =1V de knoopli;nen in de ruimte vast liggen.
Door op te merken, dat H (l)(kr) en Hj (2 §kr) voor re&le k toegevoegd
complexe functies zijn, zien wij dat Ho 1 (kr)+Ho(2)(kr) een redle-
functie van kr is (voor re&le kr), die dus aan het gewenste doel beant-
woordt, In het algemeen is

’ 1 f ikr coso _in(o - ¥/2)
Jn(kl")ué—ﬁ:- ' e e deof =
003_1

(10)
2___] ikr cosa in( 4 - N/Q)dq,

\ma.rbij nu 03 éen contour is, die van [2 +1 conaar 2WW Q +1 o loopt.
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In het bijzonder kunnen wij hiervoor kiezen de weg

)AL @3 =N -HH2IT > -p 2T +1 ©
.. opnerken, dat de integrand de periode 27 heeft, zodat de bijdragen
vaur de verticale wegen elkaar opheffen. Dan wordt

-)?4.?11'
. _ T
)= i_ oikr costxein(or /z)dorz
-»2‘4131"7
_-n ‘
A f clkr cos e eI o
"
—‘?
Z.eczen wij nu 2 =7 | dan komt er e
+
-n -n
I k) - i~ f elKT coso+iner 4o '1F" /eikr' coser o notdol. (11)
o w
il

.ooverceenstemming met het vroeger gevonden resultaat.
%1 andere re€le functie verkrijgen wij uit de combinatie

(ee) = U ) (ker) -1 2)(kr)1 (12)

Alo vek:nd ctaat als functie van Neumann.
Yoveor Jene functie een integraalvoorstelling te vinden, met meer-
vputlige eindpunten, kiezen wij voor C, en C, de volgende krommen

/i i 15 72 ™ 3w 37

“p—rlC0 - =T/ s+ T/227/2-4 o en —— -i®3 5= 25—+ +1 ®en

r'“':?‘?i o7en de formule van Schifli

o0

~—

o
\ 1 -kr 2inh7 -nT , nmi -nTi -kr sinh7 nT
-;m[ije e (e +e yar -21/e T gz

¥ o0 n °
(\ A sinﬁ e—n/g d/3 _ [ eikr‘ Sin{3 einf d{g
T o o

B ) )
:“"_} sin(kr sin/? —nf )d/}——%_— e™1n }T/zfe ker sinhT . sh n(7+i B72)d1‘ 13
s

0

-

J2 cvlinderfuncties voor complexe waarden van index en argument.

wW.J hebben nu gezien hoe, om reéle kr en n geheel de cylinderfuncties
verirogen kunnen worden door superpositie van vlakke golven met geschikt
wowozen integratiegrenzen.

w.} kinnen dit nu gaan uitbreiden en wel eerst nog voor re&le kr,
w.arvoor complexe waarden van de index ¥V o,

Allcreerst merken wij op, dat wij door de algemenesuperpositie van gol-

ven, waarvan de normaal loodrecht op de z as is, verkrijgen
q.

! v
u(x,y)= / eik(x cosf +y sing )f(fl )dyl
a‘l
—uor het invoeren van poolcoordinaten x=r cosff s y=r siny’ en de

aubshi tutie SP o+ P gaat dit over in

o .

9}f Jlkr cos(4 - f)f(sp)dff / ik coso(f(«+f)do(.

A
wij “ellen nu in het bijzonder ( ¥ 18 complex)



. 52 -

f(f')uf(q+f)z_,;3i—__ eiv(f‘+ fr/g)mei'jo,_ﬁ_. Jiv(a - T/2)

en verkrijgen dan a,-f¥
~ 4 1 bid
ueelvy 1 / ke coser iv{ or- /2) 4
m oy

Nu proberen wij &, en o, zo tec bepalen, dat de integraal onafhankelil jk
wordt van SV , d.w.z,, dat het verschil van de integrerende termen nul
wordt.

Dit bereiken wij door te zorgen, dat de integrand aan beide zijden nul
wordt. '

Voor reéle kr is dit het geval als o - 79 en & - in de gearceerde
gebleden liggen en naar het oneindige gaan. Indien wij aannemen , dat

- ’7/2<f < 7/2 is, kunnen wij oa,en o, dus vastleggen als een der groot-
heden uit de reeksen (2m-}) #+1 @ of (2n+3)IM -1 @

Stel dan verder ¢ =17 - /2, waarbij 0 < n&r is, dan krijgen wij de

integraal o+ Tho
LT /e

%Lf Jikr cosor 3. - W/Q)d o,
&, +Th-9

Wij dulden nu de ontstane functies met dezelfde symbolen aan als de

reeds gedefinieerde functies, waarin zij voor ¥ =n (n geheel) over-

gaan,

Om Hy (Izge verkrijgen, stellen wij dus & = - T /24100 , o, =

voor H, Wa,=—’£——ioo, O(1=Z’—é—~+ioo, en voor

T

=
2y = - =t i, 0= 2L 4 ico.

Ve functie Y y(?) kan dan ook voor complexe J gedefinieerd worden als

Y, (2)_ -2%—3}{» (l)(kr)wHV(Q)(kr) .
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Wij zullen nu het gedrag van de ingevoerde functies nagaan, indien kr
niet meer re&el, maar een willekeurig complex getal 1s, Wij zetten nu
verder kr=z, en wij hebben dus vcor z rcécl de integraalvoorstellingen

van Sommerfeld -

. “ g 7

HVV‘)(Z)= _%_Zelz couo(el).{(X- /E)do(, W 1,2)
/

(z)= ?_‘;r/cuﬁz cosX elV[°< - ”72)do(

Het 1s nu duidelijk, dat voog complexe z de integraalvoorstelling geldig
is, zolang zij nog convergeert, d.w.z. zolang Re(iz cos &) naar - 00
gaat, indien & naar de grenzen van toe gaat.

Gaat dus bijvoorbeeld /9+13’f/;gs C, naar - 7 +ien en stellen
wij z=|z le'¥ , dan geldt bij benadering

Re(iz cosx )= -Im {\z\ei?’ cos(ﬁ +i{)} '—g—— e’ sin( H+y)

en gaat dus naar - @, zolang sin(r7+y/)> O of 0 H+W(TT is.
1j zien dus, dat de integraalvoorstelling van H1 geldig blijft, zolang
-h<{ arg z{ T~ v

is (dezelfde betrekking blijft gelden voor C2 en C
door - X of door 2T - & moeten vervangen).

3» daar wij hier X
Wij vinden dus, dat bij een vaste kromme C/b een halfvlak van geldigheid
in het z vlak behocrt. 1Indien wij /7 beperken door de ongelijkheid

0< q { I, dan hebben wij dus .ntcgraal-
voorstellingen gevonden voor hct gehele
z-vlak met uitzonds¢ring van de nega- -
tieve re€le as. Twee integraalvoorstel- \<<“;4<<<Q g

lingen, die behoren bij de waardcn 07 g ’
on rb‘zullen dus beide geldig zijn in ~h7T 7
een eindige sector en zijn dus analytische

voortzettingen van elkaar., Niets belet ons echter voor f7 ook waarden
buiten het interval 0 q<(7r te geven cn daardoor analytische voort-
zettingen te verkrijgen, die voor endere argumenten van z dan -7n<arg2\y
geldig zijn.

Het eenvoudigste is dit gedrag te zien aan de functie
2~-h+tico

- A iz cosX 1V (o - T/2)
Iy (2)= 55 /e N dot

- tieo
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17"’ Dan

moeten wij echter l}. door '7 - " vervangen om een convergente integraal
te krijgen en vinden dus

Hier laten wij arg z met 7 toenemen, vervangen dus z door z.e

}F~r)+ia{3
AT 9 -iz cosol _1V (o - T/2)
Iy (z.e”" )= i e e deX
W,7+kn
Nu stellen wij in dezc integraal’ of =o'+ T )
: 2T~ t+ico ‘
L v . C_ Tay
3y (z.einh )= € oz cosm'eiv(o( /24,
~i7+;m
=T 5, (2).

Bij m halve omlopen krijgen wi]

Jv (Z.ei mﬂ’):eivm NiJv (Z),

d.w.z. de functie J, (z) heeftin de oorsprong voor niet gehcle M een
vertakkingspunt en gedraagt zich in de omgeving van de oorsprong &als ¢~
functie z

Alleen voor V =n (geheel) behoudt de functie bij een volle omloop he~-
oorspronkelil jke waarde.

Daar de formule voor alle waarden van Y geldt, is ook

imT -1 Ti
J_y (ze™™" Yze™t VM J_y (z).

Het 1is nu belangrijk om op te merken, dat alle cylinderfuncties zijn
uit te drukken in Jy (z) en J_, (2z).
Immers, indien wij in

,ZT-*]+;G3
1 iz cosx -1V (- F/2)
J ., (z)= E e e deX
4 T \_r)ao-;CD
K door - & vervangen, verkrijgen wij )
—1F+Q~iao —ptio f);
_ 1 iz cosex iV (x+ M/2), , 1 /
Iy (z)= - =% i € € do{“‘?—’ﬁ' _ 'o: )
2;,‘7“@ alleo) ",?/T'H?‘ *7 '
1 -2V iz con 1 o+ /2) iz cosot iV + F/7
= -T]'F— C . [S] v ! e_ e
ries v
JfT~r)+ia9 n-s%0
- -7 et
_ ’\l {e ITiV/ o1z cosx eiv(o( ’/E)do(,%jriv/ eizoosaeivéx A0
: n- i RURELe
of wel

'J:_\} (z)= %%e~ﬁiv H

terwiljl wij al wisten, dat
1y @)= {n, B, Nl

Indien ) geen geheel getal is, vinden wi) dus:

1, (V@)= g {7 1, (1)1, (2]

y (2)(z)+e7fiy H,, (1)(2)3 )

1y e gty (475, 02, 0]
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ry @ Al Dy, - e feon vra iy (a3

Voor V geheel krijgen wij hier onbepaalde uitdrukkingen, die door limiet-
overgang gevonden mocten worden; bijv,:

, v N
Hn(1>(z)=1 ?’%{ - Ty j =
) D %3”‘) VATH \ Jy=n
=In(2)+ %‘[W (@ 5y @)

WiJ kunnen nu dus de omlooprelaties direct geven

1 T ‘ - i -mv T "
H_)/ ( )(Z.em 1)3 m%‘ﬁ:—l_e(m q)VWlJv (Z)-—@ my i 1J~\) (Z)J -
sin(m-1)¥7 (1) -V i sin mVF (2)
- Tyt Hy - (2)-e —tayr v (2)

(2) mTi, _VYTisinmvll (1) sin(m+1) v 7T (2),
fy (z.c )= € —Sinvi (2)r =~ Hy ()

waaruit weer door limietovergang voor V geheel volgt

Hn(’))(z'em Wi)=(_1)mn{ Hn(ﬂ)(z)_emJn(z)g ,

i (2)(z.em7 H=(-™) Hn(g)(z)+em.xn(z)j .

De coupure langs de negatieve z-as, dic in dit geval voor de Jn(z) ni~
meer nodig was, 1s voor deze functies dus nog wel essentieel, daar zi}]
ook voor gehele ¥V niet meer eenduidig zijn.

Verder gaan wij nog na, Hoe de functies zich gedragen bij overgang
tot de toegevoegd complexe functie

.quﬂ
Hy (1)(z)= _%__ / o-1Z cosoi -1V (x - 7T/2)dd
n- 1o

waarbij O ¢ n+arg z { T,
Stel A =T - o', q =N - n', waarbij dus 0( n tvarg 2T,
dan krijgen wij ..
I)-—ICD
M- -2 / | con 8 (ot T/
QT~n%feo0
-y (@) (@),
en ook S
1y (3 (z)ng (Vz).

Hieruit volgt direct, dat zowel J]}(z) als Y, (z) voor re¥le V en z
re€el zijn.
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Van groot belang zijn ook de functies, die voor zuiver imaginaire waar-

den van z optreden ( V redel) ,
f)-—/

(1) _ A -y cosax 1V (¢ - 77/2)
Hy (iy) 77/ c e de .

1) + 100
Neem de integratieweg symmetrisch t.o.v. dc¢ oorsprong en stel in het

tweede stuk = - ! .
X X (2] -f71~/0.9

—iy /7—-/2 [ 4 / 1
Hy (1)(iy)~»— L/ omY cos ol 1Vt do(/ oY cosax -1 vo‘dc\‘j:
nr r7~'ag o)

T - SNt ) ) -
- iy A/2 oY cosox(tl Vot -1vol )GWJ
n

Wij kunnen nu 7 =0 nemen, daar de integraal toch convergecert en vinden
dan voor de functie

r—l (1)(1}{)

(y) rTLe2 H

y
de reélle 1ntegraalvoorstelling

(=28}
K, (y)= o/e'y COSh/“cosh% .d/a.

De functie van Bessel voor zuiver imaginaire waarden van het argument

levert ons een iets gecompliceerdere formule
,{ﬁ"/?—t/m
o-Y cosx 1)J(o< 7/2)6

J, (19)= —
! ' —
27 g RVASE 7

_ _%_ ey cosX 1Y (x -‘77/2)(1‘><+ oY coso(eiV(o/- ’//E)GDH_

- ~nriw

Q- n 100 il
N )T -y cosm _1¥ (X - /E)do(}

271

Hier kunnen wij, daar J) moet voldoen aan O(r) +7T/2 (T.'f?")zo stellen c¢n
vinden dan, door in de eerste integraal te stellen & =/-x', in de
tweede A = 1M en in de derde X 277°+i/(4,

-

od
' 1
.Iv(iy)v eiv // ¥y cosK! —iVo( a —ie -iw/ /7 —yoosh/( Y p d/u+
0
-y cosh '%d u}
f # )
i - -
_ ei v /2{ ey COSX os @x AX —gin VI eV COSh/a %d/&]
—r— / /
Voor de functie

I, (y)= etV ’T/QJ (1y)

vinden wij dus de reéle 1ntegraalvoorstelling‘

y cos™ v go - Sin Vﬂ/-y eoak),u
(Y)- wﬁ:
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6. Convergente en assymptotischc rccksontwikkelingen.

Uit de integraalvoorstellingen is het mogelijk om recksontwikkelingen
af te leiden, die zowel voor kleinc als grote waarden van |z ) de functie
goed voorstellen, zij het dan, dat de cerstc gewoon convergeren, terwljl
de reeksen van de tweede categorlice asymptotlische reeksen zijn.

WiJ gaan daartoe uit van de integraalvoorstelling

1 iz cosx +1i V(o - T /2)

en kiezen 7 = T/2_arg z.

Verder voeren wij cen nisuwe variabek in
z ~i( - T/2)
7 ¢ ’

t= -
waardoor
_dlz il iy z
iz cosli= & (e +e )= -t+ T
% - Yy
etV (- 7/2) (. 257, at= -itd
De integratieweg loopt nu van + o ,
loopt om de oorsprong cn daarna weer /,-\\\ N
Cdl
naar + 00, zodat wij vinden 5 { -
, sl %E \\M S/ -
_ i 4z -t -V -1 "~
J B(Z)- W(g) / e .€ (—t) dt
]

Wig ontwikkelen nu de functie

eEE in een machtreeks ,
T —
It Z 1 ,2v2k -k
e = ().t
Pl 1Y)
en integreren term voor term (o+)

(z)=(3) ..>. rrE) = Wl e t(-t)7 Y K g,

Deze integraal lev?pg)ons de fﬂfunctle

1 jf -t( )" V-k- th -1
7T FIV+FEy °
o2

' zodat wij krijgen

. 2k
% &)
7y (2)=(3) ,?TJ T VT -
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<é7 Asymptotisohe ontwikkelingen van de cylinderfuncties,

Naast de gewone ontwikkelingen, in in het gehele platte vlak conver-
gente reeksen zijn van groot belang de asymptotische ontwikkelingen, die
alleen bruikbaar zijn voor grote waarden van het argument. ’

Allereerst geven wij Qe definitie van het begrip asymptotisch

convergent in tegenstelling tot het gewone convergentiebegrip van een
reeks. Een reeks n

s, (z) =§4;_; a (z)

van termen van de complexe variabele z wordt, zoals bekend convergent
genoemd, in zeker gebied G, indien een functie s(z) bestast, zodanig,
dat voor iedere z uit G en iederef een index m te vinden is, zodat
\Ro(2)| = | s(2) - s, (2) ¢
voor alle n > N. (Indien N onafhankelijk van z gekozen kan worden in G,
is de convergentie uniform). Hier is dus het punt z vast en de waarde
van n moet onbeperkt toenemen om het verschil tussen s(z) en sn(z) wil-
lekeurig klein te maken.
Bij asymptotische convergentie nemen wij een bepaald santal ter-

men uit de reeks, houden dus n vast en zeggen, dat de reeks sn(z) =

; =:Ef; an(z), waarbij 2z in een gebied G ligt, dat zich tot in het onein-

m=
dige uitstrekt, asymptotisch convergeert, indien een functie s(z) be-

staat, zodanig, dat bij iedere & een M te vinden is, zodat
(Rn(z)[= {s(z) - sn(z)\é.é

is, indienlz|)> M is in G.

Korter gezegd:

Gewone convergentie

lim |s(2) - s (z)i z vast.
n-» C0
Asymptotische convergentie
lim ls(z) - = (z)-—i 0 n vast.
1zl= 00

We behandelen eerst een belangrijke stelling uit de theorie der
transformaties van Laplace, d.w.z, de functietransformaties, die aan een
functie F(t) een functie f(s) toevoegen door middel van de formule

£(s) =ja‘s*‘ P(t)at,



indien de integraal in zeker gebied bestaat.
Een voldoende voorwaarde hiertoe 1s, dat getallen K > O en » > 0
bestaan, zodat - N
F(t) P8 < KeP? voor it > a >0
en datrvoor 0 £t £ a integreerbaar is., Indien nu voor F(t) voor tt} { a
een reeksontwikkeling geldt van de vorm

m
o |
F(t) =f a_t%

m=1
geldt voor de getransformeerde functie een asymptotische ontwikkeling

49) M-1 _n
£(s) =/ e StR(t)as = > a [ (Bs 2+ R,
0 m=1 ™ ! M

indien s ligt in het halfvlak

Res > b,
Hierbij bestaat een consicnte K, > 0, zodat
M
T q M
IRyl & K”Res-—bt q{”‘(-CI)‘,

Wij kunnen nl. op grond van de convergentieonderstelling van de reeks en
het gedrag F(t) voor grote t een constante K, zo bepalen, dat langs de
gehele integratieweg geldt

\F(t) -2 8 tq
m="1

Mo
‘ (t)ié K1 'ltﬁ 1 eb('t)’

zodat integratie term voor term levert

M-1 o _q M-1 -2
f(s) =; amZe—st +2 dt + Ry = >__._ 8 r(%).s qQ 4 Ry

m="1

M _, _ N
{‘LZQ r_(t)e® c% K1X e8P gy - K, [Res-—gj q T(%—)c

Deze ongelijkheid geldt, indien Res 2 b is,

waarbij

Na deze voorbereiding kunnen wij nu de asymptotische formules
voor de cylinderfuncties afleiden voor grote waarden van (z)., Daartoe
brengen wij de integraalontwikkelingen eerst op de gewenste vorm en

kiezen de functie flﬁ *ﬁ-wo
. . A

1(2) g1 L/ =iz cosX (e = 2=) 4

r T c,

Nu stellen wij

i : 2 .

1(coso<f;; = 2i cos” 5 = -%, P |

— -1 . . P N 2”,

Ak = ZZ——, zodat, indien wij de

twee takken van 02 symmetrisch kiezen

I
i
|
s
|
s
|
;
I
a
!

.,
"_n.s.-__——-_-v-m‘hn«.-vs"b"-‘

i i



exp 1'7- )
(2) 2i -1i(z- ﬂ‘?) ! -27 cos ¥ (& =0
Hv. (2) = - = e 811{1& ) ar.

t nadert dan asymptotisch tot de weaarde

1}'1+ co,a(q-i oo)j = i{ 1+ coavl cosh co- i sin r]sinh m’{,.;
24—
q)e”\q %F)
Nu ontwikkelen wij de functie

cos ¥ (w =7T) _
81in o =F7T)

in een machtreeks naar T . Deze is voor T = O niet regulier, Wij stellen
nu t = cos %— en vinden dan, dat de functie £(t), gedefinieerd door

9\‘-1—)
2 sin —2—
regulier is in de oorsprong, zodat wij haar in een reeks van Mac-ILaurin
kunnen ontwikkelen, die een convergentiestraal heeft, die bepaald wordt
door de dichtsbijzijnde pool, d.w.z, X= 0 en pd=27, dus t = + 1,
De co&fficiénten worden gevonden door een differentiaalvergelij—
king voor f(t) op te stellen:

= tF( ~2it° ) = £(t)

- )Jﬂin ))(0( - R") __._-f!(t) sj_nz %—- + f(t) t + 2 92 gin %;___fi,(;t),:

= £7(t) sin’ & + 3£0(%) sin 5 cos 5 + £(t) &sin -
of wel '
(1-t2)£n (1) - 3t24(t) + (¢V2-1)£(%) =
Door (m-2) keer te differenti®ren, vinden wi}j
(1-82)2) (1) — (2m-1)22 D (1) 4[4 V2 - @-1)2] £=2)(e) < o,
dus _
2™ (0) = - [av 2 (m-1)2 £(m2)(q)
en de ontwikkeling wordt

£(+) = 4] 1 - hoZ1%e, (V2 2>(’“’2 3% ¢ ]
De overeenkomstige ontmkkehng voor F( t) wordt nu
=12 92_12)(@#2_32) iT,2 |
HT) =2 — |- = e 5) (152 7.
= ’iET‘"T ¢1 ]

2iT
Het teken bepalen wij zo, dat F( 7 ) langs de integratieweg overeenkomt

cos ¥ (o =X)
sin X

Ui o K - V(2 =0T -
arg 3(T) = arg 22 lnm2) - arg S8R5y vars 7l =

=T - arg(~-1), (,__,s,..i’s«)ﬁfi %(--—:’:)=~? ;
Iangs de integratieweg is arg7T = =4 - -? en dus gelit V;zoda® wij het
-~ teken moeten kiezen, Vulgem @a stelling geldt dan

(2} 22 "1(5""2“)Z WE_A
() --ﬁ%m)

, dus voor « in de omgeving van 7C

met




Wij moeten nu nog aantonen, dat F( T) inderdaad aen de eisen, in
de stelling genoemd voldoet, Voor grote (T) geldt langs c,

e 21T,

dus _ .
V“ — — - -

F(T)w -1 [V (21T)? T s Y T (i 7)Y ’},

zodat wij b willekeurig klein positief kunnen kiezen, Wij moeten dus

alleen zorgen, dat

. i
it - =)
7y o

Re z.e¢ |
is, of
- r?'.’\arg z £ T - n-
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MATHEMATISCH CENTRUM,

2de Boerhaavestr. 49,
Amsterdam-=~ O

Cursus:

Methoden der Mathematische Physice
Deel II: De golfvergelijiking
door
Dr R.Timman.

§ 8. De methode der zadelpunten.

De hier gegeven ontwikkeling is goed bruikbaar, indien {z|»y
is, terwijl daarentegen wvoor functies van hoge orde de reeksen veel
mind er goed bruikbaar zijn. Het is echter direct duidelijk, dat het op
oneindig veel manieren morelijk is de functies in een gefaante te bren-
gen, waarop het lemma van Watson kan worden toegepast. De methode der
zadelpunten, die het eerst door Debye op de cylinderfuncties is toege-

ast, levert dan zeer bruikbare asymptotische ontwik'telingen.

Om de methode duidelijk te maken, beschouwen we berst eens een

voorbeeld van een reé&le integraal.

3 ™S
T =b//p o O(x ”3X)dx. De integraal ////fjﬂw R
o 2

heeft een maximum voor x = 1. en
neemt daarna snel af, zodat de
grootste bijdragen tot de inte-
graal wordt geleverd doov het gedeelte van de integrand in de omgeving
van x = 1. Wijweren daarom een nieuwe variabele in door te stellen

-

T, Tt T

S

1

& ‘
! |
i

/

X3- 3x + 2 = t° = (z=1)2(x+2)

24dt = 3(x%-1)dx

en ontwikkelen ~—g§——~ in een reeks naar t, die begint met eem constanye

3(x%=1)

2t 2
a_  + a1t + azt + see

—_—i
3(x°-1) ©
In dit geval wordt

il

00 2

2a) -3 2 eQ&" ®- N+ ;Qa)
I=c¢ e” " {a +a.t+a t%... (dt = a_ - + O(e )
o 1 2 2 n n+
€ =0 7w

zodat wij een asymptotische ontwik -eling verkregen hebben.

Elke term van de te integreren reeks sluit gich in de top nauw
bij de integrand aan. Het is duidelijk, dat de benadering des te beter
is, naarmate «w groter is, waarbij de ho-fdterm dan het relatief gro-t-
ste stuk van het oppervlak onder de kromme weergeeft. De ondergrens
levert echter nog een eindige bijdrage tot de integraal.

Bij een algemene beschouwing van de complexe integraal
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//b a'”f(z)g(z)dz
a

zoeken wij om deze methode na te bootsen &us eerst naar het maximum van

de functie te”wf(Z)lop de integratieweg, d.w.z. naar een nulpunt van
f'(z) = 0,leggen de integratieweg door dit punt Z, -

Het is duidelijk dat een zo goed mogelijke aansluiting wordt
verkregen , indien de integratieweg zo wordt gekogen, dat de modulus van
de integrand zo steil mogelijk opklimt en weer afneemt.

Daartoe beschouwen wij het oppervlak omgelsvers door de functie

‘e"df(z)‘z e“Re‘df(Z) boven het z = x+iy vlaek. De niveaulijnen op het

oppervlak zijn de lijnen R = Rewf(g) = const. Hun projecties op het
z vlak staan loodrecht op de lijnen I = Im¢X(2z) = const., gzodat deze
lijnen de lijnen van de grootste helling in ieder punt weergeven. Is n
‘de booglengte langs een niveaulijn en & langs een lijn ven grootste
helling, dan is dus steeds langs een lijn van grootste helling é%% = 0,
terwijl indien R extreem moet zijn ook 2R O moet zijn.

08
Daar echter volgens Cauchy-Riemann
OR 21 R _ dI

28 T 9n' On T s
moeten alle vier differentiaalquotié&nten nul zijn, en dus moet gelden
qu’(g) = 0, zoals te verwachten was. Wij zijn dus in een punt met een
horizontaal raakvlak op het oppervlak en onderzoeken de aard van dat punt: -
Indien n en s een locaal Euclidisch stelsel vormen in z, het-

geen door geschikte keuze van de eenheid (plaatselijk) op de lijnen

R = const. en I = const. is te bereiken, voldoen R en I aan de vergelij-
Fing van Laplacc, is dus

R DR
2 82 P) n?
en dus ook
2°r %R 2 2y

/()57 Dn2 - (Es‘an)z éo
zodat het punt een hyperbolisch punt is, d.w.z. in de omgeving van z,
gedraagt het oppervlak zich als een zadelvlak en 2, is een gadelpunt.
De integratieweg leggen wij nu zo dat de integrand een maximum heeft
d.w.z. juist langs de bergpas. (Vandaar dat de methode ook wel de metho-
de van de bergpas wordt genoemd.) Dit wordt bereikt door voor de inte-
gratieweg hier te kiezen I(s.,n) = Im zuf(2z) = const. Indien Z, esn enkel-
voudig nulpunt is van £'(z) = 0, stellen we mu

£(z) - 2(g;) = +°

2tdt = £'(z)dez
en ontwikkelen in de integraal

f%izi

en
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de functie % in een reeks van Taylor in t=0, die indien g(z) £0
de gedaante heeft

z)t _ 2
. wao+a1t+a2t + cea @

Wij vinden dan weer een asymptotische ontwikkeling door de hoofdstelling
toe te passen, waarbij bij eindige integratiegrenzen deze weer tot apar-
te termen aanleiding zullen geven.

Ter illustratie passen wij nu de methode toc¢c op de functies van

Hankel.
(40 i / {z cosw + V(%= %/2)}
HfV (2) = ﬁ |
en stellen nu /ﬁu
~gf(X) = i { gz cosX + ¥ (oK - R/Q)}

zodat de zadelpunten geleverd worden door
) Y
-~ 8in ™ + ;r = 0

.Y
,E (xombgs::_nz.

Wij vinden dus twee reekxsen van oneindig veel gadelpunten met periode
2 ¥ . Wij veronderstellen nu i} en z beide posrblef re€=l en vinden voor

de zadelpunten verschillende ligging alnaarmate /z {11is of ’}/z > 1.
We onderscheiden nu 3 gevallen

)
Vg e< 1, Yz xt1en Yz > 1.
In het eerste geval liggen de nulpunten op de reéle as en wel in
0<0 + 2k T (waarbij O (0(0 < T) en J - o(o + 2k T .Voor de kromme 02

kiezen wij de weg //;

Im iiz cosol + )){’o( - “/2)} - consti
door o¢  , die voor & = N+ 1/}/
( y— = co) blijkbaar nadert tot
. 2 T~ i resp. = 3T + io.
Stel nu T2 = £(x) - £( ), 4

s voor °(=°<O, T=0en

2 ‘C%—é::f'(o()
vinden

f\\\\\

1l

0, godat wij 27T

1

H(2)(Z)
)

waarbl J

(‘) i%fn Taa R

reguller is om 7 = O tot een cirkel, die bepaald wordt door het dichtst-
bijzijnde nulpunt van de noemer. Het is dus duidelijk, dat aan de VO 0r—
waarden van de hoofdstelling is voldaan en wij vinden de reeks:
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LY

-1 - T/2)sinx ] ® —
(2) ~ 1 J'chosxo"'("(o o} E n+s
Hy (z) T A &y L;éigal '

De coéfficiénten a, moeten door vrij gecompliceerde berekeningen bepaald
worden (vgl. C.S. Meyer: Asymptotische Entwickluugen von Besselschen und
Hankelschen Funktionen fir grosse Werte des Argumentémand der Ordnung,
Mathematische Annalen 108, S.321, 1933).
De hier gebruikte reeks is alleen goed bruikbaar indien
v/z &1 is, d,w.2. in hetzelfde gebied als de vroeger gevonden asympto-
tische ontwikkeling, waarbij de integratieweg niet door - OQO, maar
door T dichtbij gelegen werd gévoerd) dus bijna over de pas liep.
Daar de rcsultaten in dit geval dus nauwelijks beter zijn, is de vroegerc
recks te verkiezen boven de hier gevonden mecr beworkelijke. Tijdsge-~
brek goopt ons de verderc bespreking, dic voor l)/'x axtlen V/x > 1
icts gecomplicecrder is, achterwege to laten: wij verwijzen hicrvoor
naar Weyrich: Dic¢ Zylinderfunktionen und ihre Anwendungen, c¢n naar hoet
“bovengenocmde artikel van Meycer, zowel als naar de oorspronkclijke arti-
lk:elen van Debye (Mathematische Ahnalen 67 (1909).



