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Cursus:
Methoden der Mathematische Physica
te s'Gravenhage,
De trillingen van een membraan
door
Prof, Dr S,C. van Veen,

Een membraan is een elastisch lichaam, in de vorm van een dun

vliies, zonder weerstand tegen buiging, wel tegen rek, Wij denken zulk
' een membraan uitgespannen in een gegeven vlakke randkromme door een
overal constante trekkracht S kg/cm. Wij maken de veronderstelling,

ot dat de spanning in alle punten van het mem-
- 4 braan even groot is,

///*:$€K\ Men ziet dan gemakkelijk, dat langs één of
//’z)(/ ’,w) andere doorsnede een trekkracht ven § k&/
k\ww Ve van de ene zijde van de doorsnede op de

yd andere wordt overgebracht,

a). Evenwichtsvergelijkingen,

Kies xy-vlak in vlak van het membraan, Wij denken op het opper=-
vlek ven het membraan in z-richting per vlakte-eenheid een kracht
a(x,y) kg/cmE aangebracht,

‘ Op een rechthoekige met zijden dx en dy werkt dan // z-as: qd x dy.
De verplaatsingen loodrecht op het membraan worden voorgesteld door
w(x,y). Dus de vergelijkingen van het membraan na deformatie is
z = wix,y).
De uitwijkingen w worden zo klein verondersteld, dat producten van
uitwijkingen of hun afgeleiden tegenover lineairefuncties daarvan kun-
nen worden verwaarloosd, Evenzo nemen wij aan, dat de spanningsverande-
ringen bij de deformatie tegenover de beginspanning* S verwaarloosbaar
zijn,
Op de randelement ds werkt L element
in reaakvlak de kracht Sds,
De richting van ds wordt bepaald
door de richtingscos %%, %%, %%.
De richting Sds is loodrecht op de
richting (& 3, &)
en bovendien loodrecht op de normaal
in het aangrijpingspunt.
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(richtingsas verhouden zich als ;%%, ﬁ%%, -1).

De richtingsgrootheden van Sds zijn dus:

aby!i ¥ Y X 'hx ] ﬁ

H H
oy dz dz dx dx il
T T ow i

De Z-componente is dus: 4% = S(qsw dy - =5 ax),
dus de kracht op gehele vlakte element,

Z = /‘( ")‘;. dy - ’:g-—g'. dX) (1)

uitgestrekt langs de’ rand van f.
Wegens de bekende transformatie (Gauss),

~2 2 ‘ |
2w 2w _ / Jw _ dw
/‘/()x ayg)dXdY—- -(*‘ﬁdy Dy’dx)'
wordt (1) /u ) {
z = /7 s( 2~E2 + Q_E?) d x dy
v ox y

uitgestrekt over f.
Deze kracht moet evenwicht maken met de belasting:

/q(xy) d x dy
of 7

2
+_“ wz ) +a(x,y)} d xdy = 0.
Oy

Deze uitdrukking moet gelden voor ieder willekeurig vlakte-element, dus

8(32 + .}sz) + a(x,y) =0 (2)
2x2 Dy
Dit is de gezochte evenwichtsvergelijking.
) Bewegingsvergelijkingen,
Aan de belasting per oppervlaktz eenheid wordt de traagheidsweer-
stand per vlakteeenheid toegevoegd.
Stel de massa per vlakteeenheid =/q, dus de traagheidsweerstand:

DL
)a(x,y) —
Hierult volgt de bewegingsvergelijking:
Dy 73 W '
S( )+q(xyt)-,u. = 0.
> x° y° a Bt



-3-

I) Vrije trillingen (geen uitwendige krachten, dus q(x,y,t) = 0)

2 v , 2% 2w
( ) = »
d x° ?) y2 [ 42
of
Py
2 Aw= S22 (3)
t
ne > 5. % . Dw
= =3 5 + o =0 W,
g D x 2 ¥y

Wij zullen aannemen, dat ook jrconstant is,
Randvoorwaarden: Langs g; randkromme geldt'
voor alle waarden van t 3 0, w= 0 (34)
Voor t = O moet de beginstand van het membraan en de beginsnelheld in
. ieder punt gegeven zijn, dus:
voor t = 0, w = f(x,¥), —é}% = g(x,y) (3")

e¢) Particuliere oplossingen,

De vergelijking (3) en de randvoorwaarden zijn lineair, Daarom
zoeken wij eerst particuliere oplossingen Wey Vo, w3,........
van de gedaante:

w (x,5,t) = W (x,y) cos Wt of W (x,y) sinv% (4)
(periodieke particuliere oplossingen).
Dan voldoet ook iedere oplossing zij
W = nn (5)

waarin de constante coefficienten h w1llekeur1g zijn, Wij zullen

in enkele belangrijke bijzondere gevallen zien, hoe deze coefficiénten
dan kunnen #%orden bepaald, opdat =an de randvoorwaarden kan worden
voldaan,

Substitutie van w = W(x,y) cos Wt
gin V%

in (3) levert:
AW+ VW =

of 5

2 W 2
AW + AW = 0. (NS = —) (6)
c

Wij zullen aantonen, dat het membraar. alleen bij zeer bepaalde waarden
van de frequentleﬁfperiodieke trillingen kan uitvoeren,

De differentisalvergelijking W + >\2w = 0,
kanaxiechts voor bepaalde waarden van ) oplossingen bezitten, die aan
de rand verdwijnen R niet identiek nul zijn. Deze waarden >\é heten de
"eigenwesarden" van het randwaarde probleem, De bijbechorende functies
W(x,y) heten de "eigenoplossingen" van het probleenm,

Q). Als voorbeeld kiezen wij het rechthoekige membraan,
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J Kies de x-as langs de zijde &

? Kies de y-as langs de zijde b.
Wij zoeken eerst naar particuliere
oplossingen van de gedaante:
4 W = p(x).aly). (1)
Substitutie van (7) en (6) geeft:
a(y)p"(X)+ p(x)a"(7)+ Fp(x)aly) = 0

M a Lo ¢
\ of
| p'(x) _ _ a"(y) + Ma(y)
p(x) a(y)

Het linkerlid is een functie van x, het rechterlid is een functie van
¥, dus beide leden stellen dezelfde constante voor,
Noem deze constante - oc2, dan vinden we de beide differentiaalverge-

lijkingen:
p"(x) + &%p(x) = 0 (82
. 0" (x) + R%(y) =0 (82)

me
x?+ B2 = A2 (9).

Particuliere oplossingen van 82: p.,(x): sine(x; pz(x)r. cos & x.
82: a4 (y)= sinfy; ap(y)= eos By.

van de 4 particuliere oplossingen: |

W“= Dyqy = sin & x sin /s‘ N

W12.—. Pqdy = sin & x cos '

W21= PpQy = COS & X sinﬂ Y3

W22= Pol, = COS X x c08ﬂ 3

(10)

voldoet alleen de eerste aan de eis, dat deze oplossing verdwijnt

langs de randen x = 0, eny = O,

Dus de enig bruikbare particuliere oplossing van het type (10) is
Wiy = sin 0§ x sinﬂy net o(,2+ ﬁ2= G (11)

Opdat deze oplossing ook aan de randen X = & en y = b verdwijnt, moet
sin e¢Ga = O, sin ,-613 =0

z2ijn, ‘of
7
o7 , =2, (m en n geheel).
a b
De eigenwaarden NG zijn:, o
2 =(% + &) (11)
A m,n a® v2

De freq‘uen‘cies worden nu gevonden uiy
_ 2
\) = Ec >’m7n = T 21- P_
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De bijbehorende trillingstijden zijn:

T — 2"7’ — 2 *
a b

De diepste toon vinden wij voor m = n = 1, Voor alle andere waarden
van m en n ontstaan de boventonen,

De algemene trilling van een membraan kan additief uit een willekeurig
aan‘tal van he‘c type (11) worden samengest 1d:

\ nll x ., ol ¥
2.4 {Am L, cos AY n t + - sin ‘\) tj sin sin

m—.:‘l n=1 8 v
(12)
waarin Am en Bm n constanten zijn, die kunnen worden bepaald uit
de beglnvoorwaarden H
Voor t = O is w = f(x,y) (beginstand)
—?—“1 = g(x,y) (veginsnelheid),
QL po%
/ s m T x ni
Dus f£(x,y) = 4, 4 A, sin . sin 284
?
m=1 n=1 & b (13)
F = I ¥
_ Ny ) .omhx . nly
glx,y) = 2 7 Bm,n A m,n Sin — sin .
m=1 n=1

Hieruit kunnen de onbekende coefficiénten A n €8 Bm worden bepaald

-G (: m, y 1
‘%nnz"i" [ f(x,y) sin BiX sinwdxdy
! ab / a b
a o % _ |
_ 4 glx,y) sin B—X gin 2293 x ay,
m,n ab \) , E 8
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Cursus:
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De trillingen van ein mcembraan 11,

door
Prof, Tr 3.C, van Veen,

Harmonische boventonen.

De frequenties vy . worden bwynald uit
u’

Vm,nz e | §§ + %E . (m en n geheel) (1)
|

Wij vragen nu, welke onder de¢ trillingen van het membraan ten opzichte
van elkaar harmonisch zijn, d.w.z.:
welke wearden van p  staan tot clkaar in rationale verhouding.

b4
Stel P en y'

m,n mtont verrouden zich rationaal,dus
Ak bl
V m,n h (n . PN N .
——i = = en h' positieve gehclc getallen, zonder gemeen-
)‘)m|’nl h'
schappelijke deler. 2 o
14 12 I n_ ) 2/m' n'
Uit (1) volgt: h (*g tes )= he (s + ) ) (2)
a b a” b
of
2 2 2 N
nten- nimre _ R
a2 b2 5
De tellers zijn gehcle getallen, Als de verhouding Eg niet rationaal

is, dan moeten dc¢ tellers dus beide = 0 zijn, of E

m_n_h
m'T onrt B
Dus m' = 1m, n' = 1In, waarin 1 ecn gcheel gotal is, als m en n onder-
ling ondeelbaar zijn.
Hierult volgen ecn rij van harmonischc trillingen:

g e . e ey

(f .2 2 2

P = yX’ 2 ¥*, 3¥*.,., met p¥ = Tc w Qg + Eg als Eg £ ratio-
Y oa b b
¥

naal gectal is (m ¢n n onderling ondcelbaar),

Y ¥ noemt men de “"rclative grondtoon! of "rclative grondtrilling".
Dc absoluut laagste toon (grondtoon van het membraan) wordt gevonden
voor m =n = 1,

Uit ieder paar onderling ondcolbare gctallen m cn n ontstaat op deze
wijze een rij harmonische boventonen,



Zen agder paar m,,n, levert do rije f= pﬂx, < V1X, 3 y1x....
&
8 : . Ca - . .
Als LE niet rationaal is, zijn ¢ toncn van verschillende rijen nict-
b L3
harmonisch,
a8
Wanneer cchter — wcl rationasl is, kunncn ook toncn van verschillende
T —

2
rijen onderling harmonicch i,

Stel in dit geval: pA 3
& _ 3 N n e e hoel positief !
— =~ . L jden ¢ g ohoel positief, onderling on-
- 3

doolbuar,)
De voorwaarde voor harmonic (2) lcvert dans
2, ;.2 ¢ 2 2 2 7Y o 4 2
nt*{(Am +@Q ):h(dm'+IQQ') (3)
Als 2 tonen von cen rij harmonicch zijn, dan zijn ook allc tonen van
de ri] 2 aan 2 harmonisch,

Wanneer dus Cén toon van ven rij  hnrnoniseh is met 1 toon van cen rij

V', dan 1is icdere toon van de 1% rij harmonisch met icdere toon van
o K3 0 o .
e 2% rij, ¢n men nocmt beide rijen hiarmoninoh.
Om allc met botrokking tot ecn bopaalde ri] harmonische rijen te

zocken stollen wij in (3)
o m© o+ {3!1“ = X (gihoel),
hm' = x,hn' = y,h' = 2z (x,y,z gcheel),

(3) gaat over in

s = A XS 4+ Q)y‘i. (4)
1

¢n hct probleem van het zo.ken van allc mct V¥ harmonische rijcn komt

neer op de onlossing van het provleem uit de gotallenthoorice

"gevraagd alle oplossingen X,y,z in gchele getallen te vinden van de
onbepanlde vergelijking
: 2 2
oAx= + 3y° = K’z .

1 oplossing is bij voorbtaat bekend (x = n,y = n,z = 1),

Voor enkelvoudige tonen, met gclijke trillingsgetallen geldt h'= z = 1,

Men zoeke dan naar de oplossingen in gehele getallen van:
’ O r ? (s
€ S ﬂ:\i yoo= ﬁ"

Voorbeclds X = {%: 1 '

2(:2:1"% 42
5::1'2-{-2?:22 1
10 = 1£+ 3k _ 2 12
65 = 19+ 8% = 8% + 1% = 4%+ 7° = 7% + 4%,

Knooplijnen: Ten cnkelvoudige trilling van cen re hthockig membraan

heeft de¢ vorm:

o bk , | wi, BIOX . n?z
W= zA cos }m,nf B sin y'm’n % { sin = sin .
{
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wellze, door cventucle verandering van het begin tijdstip, ook geschre-
ven kan worden als
. , .. MITX nly
W = gin t gin <e=a
i C gin | m,n 5 sin ——=
(¢ = amplitude). -
. N - . m Im.n - -
Als 1t een veelvoud is van —— = e len 1s W = O, en alle punten
Vm,n -
var het membraan gaen golijktiildis door d- cvenwidhtsstand,
Bovindien is W = O voor allc wenrien van o, als z of y gchele veel-
) . a . )
vou.en zijn van = of van =—.
il {
Dit levert 2 stclsels rachten // asccn, dic gedurig in rust blijven
(knnoplijnen).
Beec ~houwen wij nu cen samengestclde trilling:
<" . ..omfix . nYTY
W o= C sin t sin =~ , s8in
< Ym,n Vm,n Y b (5)
X
Uit > A sin X _t ¥ 0 voor allc ¥ volgt:
Y e -
0 , ~
12 0oy = Op=... Yy (6v)
° k
2= S AL =0 (6m)
n=1
Vrasen wij bij cen samcngestcelde Trilline als (5) naar knooplignen
dar volgt uit (5) en (6") dc¢ veorvwaarde:
= s MEX  .oniy
Z—%mns*n'ﬁf" 3T e = O
wasa ,wn &e”e som moct wordcemn ui- " cver zlle moen n waarvoor
oy O\n dezelfde vaarde H’vgrkrijgﬁ,
dieruit ontstaan de vcrﬁclijkin¢en voor Az klankZigsuren,
Vocrbecld: a="Y = 7T (vicrkans).
— o 2 )
A =10 of pc =10-.
Samongestelde trilling:
. ) . . . .
W = sin P t {A gin x sin 3y - B sein 3x r'n yf
= A sin p % oin x sin 3y —/Alsin 2% sin y}
A
Knooplijnens sin x sin 3y = f4sin 3x sin y.
. / ;
of cos 2y + 1 = jq(cos 2x + ),
/

In dc volgendc figuren zijn de

/p4~ -

{bi’ verwisseling van x cn y

—

1 o ! i Ty

o .

-
e

i REp———

)

S
&

-

!
i
!
!
x
!

P it

%‘\/’[
1

noonlijnen geschetst voor

1/55 03 1/2;
men de reeiproke waarden).

et

/
/

/LI: -1

= - 1/

2
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Cursus:
Methceden der lathematische Fhysica

o N -
te !'s—Gravenhage,

De trillingen van een membraan IIT.

door

Prof. Dr 3.C. wan Veen.

Cirkelvormis membraan.

7ij kozen terug op de algemene differentiaalvergelijking (6)

5 2

- 2r v - o
® AT = N7, (A% =L, 5= w(x,y) C08VE (1)

sinv t°

anneer het membraan deor een vastecirkelvornige rand is begrensd, is het

voordeliz poolcclrdinaten r en 4 in te voeren i.p.v. X en y. et middel-

punt ven de gegeven cirkel wordt als oorsvrong (pool) genomen. De straal

3
van de cirkel = a.

x =7rcosyd , y=rsing. (2)
In vergelijking (1) meeten de codrdinaten
S (2) worden ingevoerd, als volgt:
e Uit (2) volgt:
pi;?‘ Y ()r . ", -
e 1 = CO%YJETE - r sin 37 (diff. naar x)
’ D d
. dr ¥
‘\'v O = sinf) 5= + r o8 o
® [ C LA S } 2 X 0%
ofs
or N . >} B .
ax—mb?),r%_-sm}y. (3)
Analcog 3
r 1
J = ccs -Q-—, - r sin —5-)- dif naar
9) oY }U B‘Y (a1 )
h)
1= su:?/ %—;i +r cos}]) 5“%
of: - D
or - r'z
- = sing) - A~ = COS . -(3")
57 S TGy b
N o DY p 2T 0 7 i o
¢ SO x 27 Jdp 7 _ sin 4
5 E T 3T DX 'aa?‘ﬁif”cssv DT r9‘)' B}L’ (volgens 3).
!
¢T ¢ dr T Y Ar
3y T or 3y T 2w oy T “MQ)E”'+“Jﬂg 9>0W1gms3q'
0

e QL dw 5 J 3 ,om O
= (5% - ('Zx)ﬂx"'ag;(ax) DX




]

& 3 W ain 3 ?’ ?f'\
= cos O 35 (T3 -m—inL ) (2 =
-
O ey ain ¥ o I ain® 27
= coaz" cos - <= = -
)R] ? aré T én@ﬁ 2 20
i ve ) 2oy . ) *;‘ 2oy
- ‘*.L;..;»L( - i ?,_9..; cos ) ¢ cos £ P _ SJ.n,qJ P .;2 (4)
l a X / 2 T\)‘A}V r a’g) r a;)
_‘52\ - a ( \ r‘?) i a ( P'> 2‘ r + 9 ( a'd’) b{é -
a :yv‘d D 3’ a y a I‘ a ~?‘ ’b V 39) E y a c..-
. P oW X! gZ) 0 2’ W
= sin( - — (~—) =
P37 57 T a}/‘By)
= =i : ) ?2"\’?‘ ce s '(")2«, cosy 27
= aing) ! sin QY = + 7 ¥
/ a r T brc_ ). < &9}
oy - 27-7 : D 3 2'
cos W ) e 8inld 27T cos® JTT '
+ 7 {coiy ?r-+81ﬁ9 ar%) - aﬁ + 5?2.(4)
Uit (4) en (4') volgt door optelling:
L8y 2y 2By 4 dw 4 d%
b =T s 3 2 v er T 2y
o x oy ore r a?
Tenslotte geat vergelijking (1) aver in :
- 2T ,? 2\'r
f’..i.dﬂ ’-‘i>~i+>\2w-o, (5)
I or
W meet sindig blijven als r varieeff van O tot a, en W moet dezelfde

waarde verkrijgen als

met een bedrag 27T toeneemt. Wij zceken daar-

om in (e eerste plaats particuliere orlcassingen van de gedaante:
7 = R(r) cos m @/, en W = R(r) sin mﬁu . (n geheel) (6)
waardoor i» veranderlijken gescheiden zijn. |
Sabstitutie van (6) in (5) levert
o ]
&R o1 noy
.,.._.5.;_ ( ‘/R_e
cr- rdr ,\ ;'E
of
25 2
s T (- ) R =0 (7)
a(Ar ()
waardsor wi] gekomen zijn cp een bekende gewone lineaire differentiaal-
vergeliijking van de 2® erde: de differentiaalvergelijking van Bessel:
2 2
&y, 18, (q_yy . (8)
G e y.-
axe ¥ & ;?
De oplossing hiervan wordt, zoals bekend is, gevonden deor reeksontwik-

keling.



Stel daartoe in (8)

o ot "~
Y =% + AX * + ApX 2 e
dy S x x
o + A (et +1)x +A2(m+2)x+1+._.
d w - 0(...2 N 4 0"1 d
..-@5{7- =cx(cx.-s)x +n1\9n+'z}nx +A2(!7(+£?)(0(+1)x o
dax”™
’} -
“_ . 5 -

ax*“ -

{o((m-a) F o . m? i x“+ F\,g(arws)o( f(o::n).,m"fxwﬂ.y

R , ‘ o & &
0 “mpa e 1) & (¢ 2) - m? g x T ....F\k&(a*k}(o\ka)+(0Hk-‘!).mzxa(ik
e
ey RS L Y

De coé&fficitnten van alle machten van x moeten dus nul zijn, in de
eerste plaats:

X (X =1) + =1 =0 (vepalende of karakteristieke verg.)

dus o 2 m2
o = + m. (9)
5,1%(0‘ +1)2 —~m28= 0. A1{(1 im)z—-mz}:Q
43(1 - 2m) = O, m geheel £ %
dus .A1 = 98,
Verdei =21 zenicen:
2 . _
,hxk} (£ +k)° = m j Ao =0
A -4 =
‘1;{1 + 21nn}+ A p =0
A= r"r-*"'”——‘—Aknz
¥k + 2m)
A= 1.
0
Wij vinden ze de 2 fundamentele oplossingens
. 2 4 . 6
m X X X
y = g‘; — 4 o +ans
1 ! 221.(m+1) 24.1.2.(m+1)(m+2) 26.1.2.3.(m+1)(m+2)(m+3)
= {4 x2 =

VYo = + .
e \ P

De 2% oplossing is voor oms doel enbruikbaar, cmdat yf”’wszrcor
x— 0 blj positieve m. :

'+‘ 4 -
c1o(m-1) 27,1020 (1) (me2)

¥
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TDe alleen bruikbare oplossing isg

| 2 4 6
yq = Cox®f1 = s + = . - - S +
l 2% 1 (m+1) 27,1020 (m+1) (m+2)  2°.1.2.3.(m+1) (m+2) (m+3)

Uit deelmatigheidscoverwegingen kiest men de willekeurige constante

¢ = =t

2" .m!

De ontatane uitkomsts

s} 2 4
X _{-S x b p.S .o \-':J (X)

o i | 22.1.(m+1) 24.1.2.(m+1)(m+2) ’ §

Yq =
wordt de functie van Beszel van de n® orde genoemd.
Ilen vindt hiermede als particuliere oplessing van vergeliijking (7

Tr,¢) = Jm(A r){ A cos,m}b + B sin mya)g'

‘lkaarin A en P willekeurige censtanten zijn.

Randvoorwazrden.
D2 cerst eis is: Wgr ( aan de rand, dus voor r = g voer alle waar-

den van ¢/ ., dus
7Y(a,9j) = 0 veor alle waarden van/??
MeBosWe

a meet Aus een nulpunt van J (x) ziin.

sk
lex. kan bewijzen, dat de vergelijking Jm(x) = 0 re¥le en alleen
re€le cpicssingen btezit; en wel eneindig vele, positieve zowel als ne-~

t x, veldoet eok -xy ). Uit de aard der zaak veldoet eok de

L
‘.hortel ¥ == T wvoor m > 0. Deze kunnen wij niet gebruiken.
Worw {e positieve eplossingen, naar opvolgende greotte gerangs

dan is

A a=

&
. ¢ nm,n?
dus de elgenwaarden zijn
: c

Ao =423 ) = —a I oy
a m,n

n a Tomn

Wby wh

De bijbeliwrende particuliere eigen-oplossing is:

y 5

r
) _by ; m,n "y
Qm,n = iﬂm’n ces m}b + Bm,n smn'm)u§ I ( r )

en de algemene trilling ven het membraan kan additief uit zulke partiocu-~
liere oplossingen werden opgebouwd alss
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< e g
T
! m,n Y ‘ .
W o= z-‘ Z“ T B D N m \

- L 90— ,L( ‘a,n CO8 m + Bm,n sin m}l) ) cos Ym,n %

+ (A cosm@ + B Q)Wﬂ .
(Al q cOS 9) + B mn sin m@) sin Ym,n t (11)
Jintcestand,

Deze oplessing moet nu echter nog worden aangepast aan de bej

waaruit de onheke Efficidnten 2 I Al » kunnen wors
b nde ccé&fficiénten Ao, n Bm,n’ m, o n,n e

A -

den bepaald. Veor t = O is in de eerste plaats de uitwijking w = f(r, )

in elk punt geg *evem
Dus: &
f(r, Q/ mz: Z J (/\1’1;» Z m,n COS mﬁz + Bm,n sin m/@)il,

waaruit relzens de bekende me’c‘“cde van rfourier velgt:
27

Q"‘Lr Y cos m(@d 77
o (rm g cnnpep -

¢

Jm(/\ r) A miZe

[
m,n m,n!

- ‘O-.A

H\VARS

resp. 20 I ’\o ,F) A veor m = Q
]

anaicoy 3 <
Corr o -
j f\r’ﬂa; / ein m/())d}) =T A= Jm()\m,nr) Bm,n'

Om nu vercder nog de coéfficiénten Am nt Bm n afzenderlijk te bepalen,
y 44 g &L

zijn verdere eigenschappen van de Besselfuncties nodig.
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MATHEMATISCH CENTRUM,
2de Boerhaavestr. 49,
Amster dan (0

Cursusi
Methoden der Mathematische Physica
te 's-Gravenhage.

Trillingen van een menbraan IV.
door

Prof., Dr S.C. van Veen.

Verveolgs: Cirlrelvormig Membraan.

‘Eenvgg@iggﬂgigﬁnschaynen van de functies van Bessel.
"e nebben de vorige maal gezien, dat: (voor m > 0)

m 2 4 €
J(x) = “EL““A i v 7 > -5 % +
2%t 2. 1. (m+1) 270120 (me D) (m+1)  2712.3m + W (m2)(m+d
ofe: _ , . - x2 (1)
. X &Jm*\x) = "I’E—“" {1 Ead 2 + e o o (1')
= 2% ! 2%.1.{m+1) .
dus: , ( . 3
LA~ o~ (x)1= 1 /__ X + X .
cr e 2% 2%t 2. (mr1) 2.1 (m+1) (me2)
el xS "‘I" " & - j
25,1.2.{m+1)(m+2)(m+3) ~
' = X {1 ~ ) xz X4 » }a
2m+1(m+1)! 2°.1.(m+2) 24.1.2.(m+2)(m+3)
_ - _={m+1)
= - X. X Jm+1(x) (volgens (1)),
LOLTACER e - e
. y ~I
{:a‘;:i}’ Jm(X)J = e X Jm+1@ (2>
Analoogs vindt men uit (1)
et _ 1 /r2m+2 x2m+4 x2m+6
= Tt (F) = = 5 * 7
= 2 (m+1)'T 2%, 1. (m+2)  27.1.2.(m+2) (m+3)
x2m+8 {
— 6 4+ & e @ )
2°%.1.2.3. (m+2) (m+3) (m+4)
dus:
3 2m+3
3 j'an} 2m+1 X
= AxT ' d (X?S= {(2m+2)x - +
T ot am”(mms et
2m+5 2m+7 ‘
23.1 2. (m+2) 25.1 2.3. (m+2)(m+3) Jé
2m+1 2 4
2% 2 1. (m+1)  2%.1.2.(m+1) (m+2)
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6
e t:’ X , + » » * }
27.1.2.30 (m+1) (m+2) (m+3)

+ #
£+ Jm(x} volgens (1).
Dus:[”' _— - —

,4;{“1 . m “ f
ci.{xq I q(x)}z Pl J, (x}.i (3)

i

De uitkomsten (2) en (3) geven balangri jke resultaten over de nulpunten
van de functies van Bessel.

Uit (1) volgt, dat voor m > O de ocorsprong een m-voudig nulpunt is.

Dit nulvunt kEten wij buiten beschouwing.

Stel x & Jm(x) = y.

Uit (2) volgt:

2m+1 dy _ _m+1
- X ax © ¥ Jm+1(x)
Iiﬁlsz _ “__,’ 2m+ 1 sz _ _ g2m+ a? (ome) x28 8¥ _

dx L axJ ~ ix = \ell® ax ~
= é% %2+ Jm+1(x) - xB1 Jm(x)= (volgens (3))
_ X2m+1

Of: d2 .
x E;% + (2m+1) i t Xy = 0. (4)

Hieruit velgt:
Stelling TIT. De nulpunten van J (x) zijn enkelvoudig, want in een dub-
bel (of meervoudig) nulpunt wcrdt

yo=x 0 Jm(x) gelijk aan B,len ook ¥ yorat gelijk aan 0.

dx

\ A g T
R \ ‘//’/

2 3

Volgens (4) wordt dan ook-gﬁg = 0, g—% =0, etce » « « dus y =0 (reeks~
ax ax o

ontwikkeling van Maclaurin).

Stelling IV. Jm(x) en Jm+1(x) hebben geen wortels gemeenschappelijk.

Vant als J (x,) = 0, Jmfj(x1) = 0, dan is volgens (2) ook

d d
EE: x,m I, (x ) =0, dus y = 0 en E% = 0.

Conclucie als boven.

Recurrente betrekkingen tussen functies van Bessel en haar afgeleiden,
Uit (2) volgt onmiddellijk

X J&(x) =m Jm(x) - X Jm+1(x) | (%)
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Uit (3) eveneens

x Jﬁ+1(x) = X Jm(x) - (m+1) Jm+1(x) (6)
of: .

x Jﬁ(x) =X Jm_1(x) -m Jm(x) (6*)
ﬁ?) en (7') leveren: 2m J_(x) = fom+1(x) + 3 4(x) ﬁ. (7

Bevaalde intcgralen met Besselfuncties.
Uit de differentiaalvergelijking:

>

’ &
x &¥ 4 ¢ %% - (x2 - mg)y =0

dx

waaraan J_ (x) voldoet, volgt:

x dh&ﬂ&-w—l + X ~wﬁd;3:£l + ( ng - mz)J (ax) =

B
analoob |
a® ~mi4:wl.+ X -m££g“l - n) g (%) =0

of: .

x"“’}Jmc b i—?;%ﬂ“l NEROES ii:&%’—”‘l of

ot S s () 0]

+ (4% 2 %) 2B (ax) T (%) =

Dus:

(6¢% - B%) x 3 (ax) 3 (f%) =
5 wn@alE) 5 g 8alax) |, i{a gx) M5 |5 (pr) Yplex
“”m__ﬂmﬁ o _«zmsuer_a“

Tigi v N
J,(Ax) , . A &x)
2B f xJ_(@x)J (“?x)dx{ J (adx) /‘)X - 7,(3x) =222 (8.
a

a

Wegens (5) is

xg—q—’é‘-}%&)‘ =m Jm(‘ﬂx) - /3x Jmﬂ(,é’x)

analoog

Sdmlxxd _ Jm(a(x) - x J_ .xx).

dx m+1
Duss A .
¥ J., \9\ ;—:) Q‘.M -x J (ﬂ I) dJpl X X

= 23, (Ax) Tpq (wx) =B Ty R) Taes( ¥ )}

waardoor (8) overgaat in:

(of- 42 f xI )Ty ax = o fery ()3, x)- ,5Jm<«x>Jm+1</ex>f]: (9)
J | _



i.h.b. voor a = 0, b = 1, (dus JmH{“xx? = Jm+1(/3 x) = 0 voor m » O,

x=a="0),

(e @) [ 5 ) (fren =ma( ) 3 (o) ~ () (A)e (10)
’ j m¥ S m' /7 Ym+1 “m m+1 /3 *

Deze uii»met wordt waardeloos voor ﬂ::ac .

Houden v~ 3 ir

WJ(ﬁ\;J (« ) -/IJ ()3, ()

- ‘ b4 T M - g N

2 (o)l (A x)dx = 2 = 12 5 2 mt

o] o - /3

X conztarnt, en laten wij tot o naderen, dan geeft de toepassing van
de regel van 1'H2pital

foE(oéx)d:r = 7:-—-43' L )T, 4 «) 4 xJ ()]
o e
‘of: 1
(o]
o Tﬁ. 4 i R \ '-r AY - "
.2acfmm (Rzldx = 3 (XD 4 () +D(//Jm(o(}‘}z;1+1(d) L) 4« ~)f(ﬂ)
Speciale gevallen.
Wij cullen de uitkonmsten (10) en (11) speciaal nodig hebben voor

het geval, ¢at &« enﬁ nulpunten zijn ven J (x)
Dus I (2 ‘)_J(ﬂ)._{).

Uit (1;’}} volgt voor oK #/9

“m+1

(X)) - g3, «)Jmﬂ(«:)}

’”’"‘i
me(a( x)J (fx)ax = 0 1 (12)

\ |

Uit (117 yolgs
(x )a2(a)

2“‘! zJi(o(x)dx = X J

I
O

. dus wegens (=)

m+1

29(/ xi(Kx)ax = 35, (&),
of N ]
{52
S oxBa e = 332 ). (13)

o]
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MATHEMATISCH CENTRUM,
2de Boerhaavestr. 49,
Amsterdanm- -0,

Cursus:
Methoden der Mathematische Physica
te 's-Gravenhage.

Trillingen van een membraan V.
door
Prof. Dr S.C.van Veen.

Vervolg cirkelvormig membraan: Eigenschappen van de functies van Bessel.

-Stelling V. De wortels van Jm(x) en Jm+1(x) (indien aanwezig) scheiden
elkaar wederkerig. } .

Bewijs. Stel X €N Xy zijn 2 opeenvolgende, van nul verschillende
nulpunten van J (x) dus van x™"7 (x)

Volgens (2) ligt er tussen xk en X, . ten minste 1 nulpunt van Jm+1(x)
(stelling van Rolle). Dit nulpunt valt niet samen met X, of Xy 4 (St.IV).
Volgens (3) ligt er om de zelfde reden ten minste 1 nulpunt van Jm(x)
tussen 2 opeenvolgende nulpunten van Jm+1(x).

Er kan echter niet meer dan 1 nulpunt van Jm+1(x) tussen de opeenvolgende
nulpunten X en X ., 4 van Jm(x) liggen, want waren er 2 of meer nulpunten
van Jm+1(x) tussen, dan lag daartussen weer ten minste 71 nulpunt van

Jm(x) en dan zouden x en X, 4 geen opeenvolgende nulpunten van Jm(x)
zijn. Analoog voor de nulpunten van Jm+1(x). Dus tussen leder paar op-
eenvolgende nulpunten van J_(x) ligt precies 1 nulpunt van Jm+1(x) en
evenzo tussen 2 opeenvolgende nulpunten van Jm+1(x) één nulpunt van

J (x), zodat de nulpunten van J (x) en J‘+1(x) elkaar wederkerig scheiden.

~Stelling VI. J (X) bezit geen complexe nulpunten. ,

Immers, als J (x) de complexe wortel X =p+qi bezat, dan zou J (x) wegens
(1) eveneens de toegevoegd complexe wortel ¢S~p -ql moeten bevatten

(p #0, g ¥ 0).

Verder is Jm({3xj = 3;TET§T (toegevoegd complexe waarde van Jm(otx)).
Volgens (12) is 1

j me(O( x).Jm(ﬁx) =0 wegens X # [3 .

o

dus 1
5 x \Jm(O(X) 2
o
wat onmogelijk is, omdat de integrand in het hele 1ntegratiegebied:><3
is (enkele punten eventueel uitgezonderd).
Dus de wortels van J mtX) zijn redel, ‘
Om nu het bestaan van nulpunten van J (x) (m geheel) aan te tonen, kunnen
wij dus volstaan met aan te tonen, dat Jo(x) oneindig veel {neﬁle) wor-
tels heeft Daartoe beschouwen wij de integraal

x = 0
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m (o %0 "
jcos (x cos@ ) dQ = :2-: (~1)k %% f cos d
prop-Z tam | erpep
; & 2k zi 2k
- T S IS 1~ R | B SN _
TTR=O 2‘({. \2.‘?.9....2k k=0 \ EEE(I{'.)E
= T J,(x)
™
Dus ( 1 v{ 14
J, = .- c d
o x) ol | os(x cos}b ) }U (14)
Stel cos u d = -
?) T ?) V{‘]—u k r ;
1 2 cos x uwdu
Ja(x) = = g cos{(x cos@® )a ¥ = *-g cos{x cosq@ )d S
o) 2
5 /0) ;) ;U /Q) V{l-u |
Stel x = (m+3)TT (m geheel)
L)uil du
I (me)TT = g,S cos{m+3)u
° ™3 V{j'ug‘s
1 2k+1
2 ng cos(m+5)ul du L2 ,i,_ J2m+i cos (mik)uT du
- 2 2
m™J, V{"“ } Tw=1)y 1 Wi {
2m+ 1
> (2 T 4 2 < K nd
- £ COS Vv \ + £ cO8S VvV v ( =(m+%)u)
w 5 V{(m—&—é—)e—vék m kgf -1 V{(m%)z-vzk
1
H
2 cos vIT dv |, 2 -2 cos w’R’dw
= = + = (-1 _; (v=w+k)
™ §; V{ m+%)2av2§ [ EEA V (m+3) -(k+w) S

Het 1s gemakkeliljk in te zien, dat de 1aatste term (k=m), dus

2 (1) \J cos wl d w
V (m+——)2 (m+w) 3

het van alle voorafgaande wint, zodat het teken van Jo(m+§)Tr is (-
{grafiek!). ‘
Hieruit volgt: Jo(m-%) en Jo(m+%) hebben tegengesteld teken, Er ligt
dus zeker minstens één nulpunt tussen (m-3) en (m+3) (m=1,2,3,...)

m.a .w.

go(x) bezit oneindig veel {re#&le) nulpunten.

Zonder bewijs geven wij nog enige resultaten over deze nulpunten. Be-
rekeningen hebben geleerd, dat de eerste nulpunten van Jo(x) bedragen
§, = 2.4048
§ » = 5.5201 3.1153
; 5 = 8.6537 3.1337
11.7915 >+1378
= 14,9309 >-139%

S
W =
o
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Het blijkt verder, dat het verschil i K+l ™ é " snel na&rTrconvergeert
met tcenemende k.

Voor grote waarden van k is:
¢, R E 0, oaoéﬁ _ 0,053041  0,262051 _ ‘X

Na dit ultvecerig intermezzo keren wij terug tot ons oorspronkeli jk onder-

werp, om na te gaan, van welke grote betekenis de functies van Bessel
en haar nulpunten zijn voor de trillingen van het cirkelvormige membraan.

Voortzetting cirkelvormige membraan.
Wij vonden voor de algemene oplossing (11) (syllabus III)

oo o0
r
_ . gxnzn
W o= 2 EZ% I ( A ) [Am,n cos m}D - Bm,n sin m)b] cos ’%,nt
1
+ (Am,n cos m)v + By, sin T}D ) sin \)m,nt
' ! i -
. waarin de co&fficié&nten Am,n‘ ijnj Am n €0 Bm n Du nog ult de beginvoor
waarden en randvoorwaarde moeten worden bepaald
c
y oo o2mn_ o)\
m,n a m,n

Voor t=0 moet dan gegeven zijn 1in de eerste plaats de uitwijking
in elk punt van het membraan,

w-—fr,}))
Dus: ao ao

}D) m—O <. Jm( A r) SAm,n cos ?}) + Bm,n sin ﬁﬂji
of: ‘S ;D) cos m}pQ}D T'ZL S m o) An,n’ (m #0)

Z (15)
resp.: 2ﬁ-n=1 JO(;\ Ao,n voor m=0
2 A
Analoog:f f(r,.;]) sin mﬂ)d/a/ =N 21 J ( m,nr) Bm,n (m #0)
0 60 (16)
2TT I{; JO(/\O’nr) By,pn- (M =0).
Ter verdere bepaling van A en B n maken wij gebruik van de prthogo-

m,n
naliteitsrelaties (12) en (13). (syllabus ).

Uit (15) volgt:

£ oIV
% J; JO f(r,}))) cos m/) Jm( f\m,nr)rdrd}’=

a
2
= Am,n S Jm( /\m’nr)rdr =
0
2

1

2 -
Ay p @ 5 Jm(gm’nx)xdx =
0
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2
-2z 2
-2 Am,n Jm+1(gm,n)’
waarmede A (althans in principe bepaald is.
3
Op dezelfde wijze vindt men
a 2w
1
T 5 S f(r,?]) sin m/a) Jm(/\m’nr)rdrd}) =
o] o]
2
a 2
=7 Bm,n Il gm,n)‘
De bepaling van de constanten A' en B' volgtop analoge wijze als de
beginsnelheld voor elk punt van het membraan wordt gegeven.
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LATHEMATISCH CENTRUM,
2¢ Bocrhaavestr. 49,
AL STT T DA -0,

Cursus:

=
I
ot

oduen der Mathematische Physica

te 's=Gravienhage.

Trillingcn van ¢.n membraan VI
door
Prof. Dr S.C. van Vuun.

Algemene methoden voor willikourige begrenzing. Het randwa rdeprobleem

' van het trillonde membraan als proble.m der variaticrikoening.

D¢ in de voorafgacndc guvallen geschetste methode kan eventucel
nog wvorden voortgezet voor anderc meor ingewikltelde begrenzingen, b.ve
¢llins, mear deze vocert dan spoudig tot zeor grote complicaties, welke
de tocpassing vrijwel onmogelijk maken. Men heoft kunnen zien, dat de
cigenwacrden e¢n de eigenfunctivs in deze problemen de voornaamste rol
vervallen, i.h.b. zal re.ds de kleinste cigenwaarde voor practische
tocpassingen de hoofdrol vervullon (ecrste trilling).

7ij zullen nu het algemene orobleem bihandelen met behulp van de

methoden der variaticrokening, welke ecn e.nvoudig hulmmiddel levert om
deze gorste eigenwaarde (un de bijbehorende cigenfunctic) voor me.r al-
gemene gevallen moet grote benadering te bupalen.

Tij gaon woeder uit van de diffcrontiaalvergelijking:

) Av + A% =0
met de randvoorwaardce VT = O,
Eerst zullen wij het volgende minimum-problucm beschouwen:
en beschouwt alle functics W(x,y), dic aan d¢ rand nul zijn, on

wulke voldoon aan dc voorwaarde

J(T) = SS Wl ax dy = 1 (normurings-voorwaardc) (1)
wacrbij de dubbilintograal over hot gehcle membraan worddt uitgestrekt.
Het is duidelijk, dat aan (1) door zuor willckceurige functics kan wor-
den voldaan, welke aan de rand = O zijn, want stel, dat W1(x,y) Gen
functic is, dic alleun acn de¢ voorwaarde voldoet, dat zij aan de rand
= 0., Laat

§ 7% ax ay = a°

zijn.(uit deaard der zack pogsiticf), dan kicze men slechts

Onder de¢ functics W1 wolicc aan Qe rand = 0 zijn, ¢n welkc bovendien vol-—
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doen aan de normerinzsvoorucardce (1), zocke men naar dic speciale fune-

tic UV, welke bevendicn do integraal

o(7) = SS{(%—%)E + (%)g}dx dy (2)

tot con ninimum zal makoen.

71 zullen bewiizoe:, dat met deze functi. 7 tegelijk de eerste
vigonfunetic cn dc¢ kloinste cigenwaarde is boepaald.

Volgens de klassicke methoden dur variaticrokening wordt dit minimume
probleem als volgt aangupakt. Buschouw naast (x,y) d¢ functicklassc
U(x,y) = T(z,5) + §@ (x,3) MY (=) (3)
(ﬁ\,n N zijn willckeurige parameters), wawrlnsa(x ¥) \,nsl/(x,y) willckou-
rige d¢ificrenticerbare functics zijn, welke alleen mocten voldoen aan do

randvoorwaard: Y= 0 ¢n¥= 0; zoals afgesprokun is, mout U voldocn
3 ;

J(U) =
D(U) = {("’U)2 (%—%)zgdx ay git( (252} ax ay +
- zgggic—gg)(—% - g fox o + qu 5’——)(-"-% : <§-‘;{-><-§i§>}ax dy +

§2(0{ 322 + 2Dz oy + 2t [ | 2D2Y + ) - ED)ax oy
+ q S{(‘g‘t)z - (yf)ggdx ay (4)

uVunuO

7w = % ax ay—%wz ax ay + 2§ nrsoax ay + 21 { {Tpax oy +
+ EQSS()O dx dy + 2%»'158(.{?(//&? dy + N XS (}) dx dy (5)

D¢ minizunm-cis verlangt nu, dat D(U) ¢.n minimum bervikt voor d¢ functic

-

7, d.W.z. vOOT €= G, =0, ondur dc nuvenvoorwaarde J = 1.

Noum het rechtorlid van (4)
D(E, ")
o hot roechterlid van (5)
(g, n).
Dan is dus hot minimumpdroblocms
Kios de functic VW zodanig, dat D(E,7) cen minimum bercikt voor é_: 0,
n= 0 ondcr d. nevenvoorwazrde J(§. LY
Volgens d¢ boekende theoric der ‘gpbondpn extremen® zockt nen dus de

“vrijce cxtremen® van
D(§,1D) = A% I(g,m)- (6)
()&2 = multiplicaebr van Lagrangc)
D¢ gevraagde oplossing moct optreden voor §= O,flz 0. Uit (6) volgen de
voorwazrden
20D

JdJ 3D 2 2J
-62- ---g—; -5--—- = )\ Tré— (VOOI‘%'—‘- O, q,: O)'




Dus volgens (4) en (5)

fldn L . (_g_g><§f§>}dx o5 <32 npax ay }
fﬂ( )(_5-‘&) g)(%iy)kdx ay = M°([ wyax ay

Voor ¢.n willckourige fumetic P(x,y) geldt

u ﬁ‘é‘“ ax ay deSS'E om~ ax(Py- B) =

SP ax. Noem P == ‘7”

(7)

i

o

SS _Z)f Al y o )dx dy jdy}& =0 (8)

omdat ff = O op de¢ rand. Analoog
2
Sg(asf’ Qw ff’a W

Yadx dy = O (8")
uit (7), (8) bn (8 ) volgt onmiddcllijk

g{%‘t 3% " 3%}& dy = “SSSDZ ;}2{2] ;ivgv}dx dy =12% W ax ay

4+

of
My{aw + )\ZW} ix dy = o.l (9)
Analoog '
ff}V{AW + ,\2"‘-"1% dx dy = O.\ (94)

D¢ minimum—-cis is dus golijkwaardig met (9) ¢n (9') voor Willckourige
functicvs fen ¥ dic aan de rand verdwijnen. Daarom moet voof alle punten
X, ¥ van hct ?nembraan

‘ AW $ X 7 =0

zijn voor W, dic aan dc¢ geustelde minimum—-cis voldocet. Wij zign dus, dat
icdere W, dic aan d¢ gestelde minimum—cis voldoot, tegelijk @gn oplos—
sing is van onzc¢ differcentisalvergelijking., Hij voldoct dan #gvens aan
dv randvoorwaardc. Wegens (4) is dan de minimumwaarde van *

D(v) = D(7) = i (-g-‘z)z + (%)2} ax dy = -g WAW dx dy =

= AC SS 7 ax dy =A=2 (wegens (1)) (10)
Hot absolute minimum is dus dc kleinste cigenwaardc.
Slotsonm

De klcinste ng nwa‘_rdx, van het randwaardeproblcum
AW + )\ =0 (W = 0 aan d¢ rand)

- SN J W2 oW 2&
"\1 = Minimum van gﬂv (ﬁ) + ('g—y‘) ax dy .
voor allc mogelijke genormeerdc functies Wix,y) @.w.z. g w2 ax dy = 1),
dic aan d¢ rand nul worden. De functie W(x,y) welke dc¢ minimumwaarde

is

/\12 levert, is de gezochte bijbchorende cigenwaarde.
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MATHEMATISCH CINTRUM,
2e Boerhaavestr. 49,
Amsterdamne-—20,

Cursus:
Methoden der lathematische Physica

te 's=Gravenhage

Trillingen wvayl een membraan VII
door
Prof. Dr 3.C. van Veen.

Uitgewerkt voorbeeld van een trillend cirkelvormig membraan.
¥ij nemen acn, dat de uitwijking w voor t = O parabolisch is:

& Wioy = “-§(a - %) (k¥ = max. uitwijking voor r = 0)
K terwiil de beginsnelheid voor alle punten
ﬁ "‘"‘“\\ van het membraan = 0 wordt verondersteld.
\ ~ (Het membraan wordt dus uit de evenwichts-
o .
< o . toestand losgelaten.)

De algemene uitkomst is:

o
Z 2— J (m) i(A cos mA + B L5in md) cos¥ t +
m=0 n=1 I m,n

+ ! i S ! ’3 t
(Am ,c08 md + Bm,nSln m )s:.n o,nb s

dus 7))
E Z J (—}?-&-Q—)(A cos m9 + B sin m9 ) = %(az- r2)
a

"
=0 1= My N ,n

.Volgens de ,uourler-—ontvukl{ellng is

af i
SW(O)CEE i‘% a3 E 2 (“‘-@*’—&-)% m,n g cos m%. 223 %’g an +
o
IW
+ Bm,n ﬁsm m3 coxsl %% d:)g

o
De integralen, die hierin voorkomen, zijn vrijwel alle = CO. Het linker-
1id is alleen # 0 voor d = O (cosinus»term). Men vindt dan:

w
£ pn” L
eww(0) = 2TE(a% x?) - s 3 (2B (4§ cos n9ad +
a® m=0 n=1 m e
247

Bm,n § sin m92a3 .

In het rechterlid blijven tenslotte over: de termen met m = O (cos—term).
Men wvindt dan na deling door 2

& 2 -
2 n _
(de andere co&ffici&nten A en B worden = 0).

m,n m,n
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Wij passen nu de vroeger gevonden orthogonaliteitsrelaties voor
de Bessel-functies toe: (syllabus IV (12) en (13))
o

irJO( Ao,nr) JO(‘)O'hr)rdr =0 voor n £ h,

[ 2 2
S{Jo( ’\O,h))sz rar = & 77 ( ’\o,hr) = 5 ‘T?(go,h)

en vindén uit (1)
G

G 2
A a
k 2 2 _ 2 o.n* .2
;? S (a“= r%) JO( Ao,hr)rdr = AO,h S JO( Ao7hr)rdr = —% J1(é0,h)
© 0
of: I3 o >
k a 2
ngO(}ko’hr)rdr—-;-é- Sr Jo( Ay yriar = 4y, & J1(§Oh)
[o]
_ . _Bo.nt
Stel AO,hr = X = -
ioh

o o, h 2 \ 2
(] ’

Hierdoor is de oplossing geheel teruggebracht tot de berekening van de
elementaire integralen §
O

ol
SxJO(x)dx en S 35, (x) ax,
o
welke berekend worden met behul» van (2) en (3) (syll. IV) als volgt:
%o.h 05\
%oh ° ﬁoh %

b 5 3J (x)ax = g
o%ok ° ‘;Oh.
- 2x2J (x)dx = %’O o 1( éo h) -2 S dx(x J2(x))dx =

o

¢ d(xJ (x))ax -& 3J1(x)l

p)
= Eo BRAL O,h) = 2%5 1Io(Eg 4)-
Substitutie in (2) levert tenslotte
A

2
"‘%"}‘I'J*l(%o,h) =-"‘§‘k"“ T2(8g,p)s of
,h
N e To(Eoy) |
Oh (éOh)2 JQ(EOh (4)

Uit de Fourier-ontwikkeling leidt men gemakkelijk af, dat alle andere
coéfficiénten A en B = O worden. Daar

(dt)t~0 =0 (2e bveginvoorwaarde)
leidt men op de bovengeschiedde wijze zonder moeite af, dat ook alle

coéfficiénten A!' en B' = O worden.
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Er blijft dus over als oplossing van de trillingsvergelijking, met de
gegeven randvoorwaarde en beginvoorwaarden:

o J(E—%@-—)J(%

o
w(t) = 4k =2 cos(wwn*g)t.
n=1 (?oln\ 312(%0,(1) *

Hieruit leidt men b.v. nog de volgende mathematische betrekking wvoor
de nulpunten é 0,n af:

Stel t = O r =0, (JO(O) =1).

w
J
w(0) = k = 4k > ' (%On

n=1 (54 REFE TN

n 9
oL
- = Iat %0,n> —_—— 1
) n=1 (éo’nﬁ Ji(%o,rg

Toepassing van het voorafgaande voor de benaderde bepaling van de kleinste
eigenwaarde en de eerst eigenfunctie. Principe van Raleigh.
In het voorgaande hebben we gezien, dat de kleinste eigenwaarde

% ¥an het randwaardeprobleem
__/,SW + /\2‘FI = 0, W= 0 aan de rand >
gevonden wordt als minimumwaarde van Sg{( W)2 ( W)Q dxdy, uitﬂedrukt>

over het gebied van het membraan, als de voor de concurrentle toegelaten

Tunciies alle mogelijke genormeerde functies W(x,y) zijn, welke dus vol-
doen aan

§ vaxay = 1.
Eﬁten wij de normeringsvoorwaarde vallen, dan hebben wij slechts de mi-
nimum-waarde te bepalen van

B (~§—"‘f>2 (45)2 axay )
g W axzay '

Nu zal de gevraagde elgenfunctle F(X,y) reker moeten behoren tot die

functies, welke aan de rand nul worden. ¥ij grenzen onze waardevoorraad

van vergelijkingsfuncties reeds aanmerkelijk in, door ons te beperken

tot die functies 7(x,y), die aan de rand = 0 zijn. Een willekeurige functie

W(x,y) die alleen voldoet aan deze randvoorwaarde, maar niet noodzake-

1lijk wvoldoet aan de differentiaalvergelijking, zal bij substitutie in

(11) in het algemeen een uitkomst opleveren, welke ;>A% is (immers }.3

is de minimumwaarde). Een functie W(x,y), die alleen voldoet aan de rand-

voorwaarde (W = O op de rand), zullen wij een toegelaten functie noemen.
Rayleigh heeft het eerst gebruik gemaakt van het feit, dat iedere

toegelaten functie bij substitutie in (11) een bovengrens van.,X% levers,

welke bovengrens bij geschikte keuze van W(x,y) een goede benadering

zal geven voor A;% (QEEEEEEE van Rayleigh).
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¥ij willen dit principe toelichten aan de hand van het voorbeeld
van een cirkelveormig membraan (met straal 1). Als eenvoudigste toegela~
ten functie kiezen wij
W(x,y) = 224 y2~ 1=0
volgens (11) is

g < gs ‘,x + t?V )dxdv

ﬂﬁ (x°+ vo- 1)° axdy
(beide inte ralen uitgestrekt over de cirkel 52+ y2- 1% Met behulp van
poolcodrdinaten vindt men

20T 4 1
1 ¢ 2 T T Fve_ )24, =
N S(r -1) rdrdp .fr(r -1)%éar
[+
A L VE = 24495. °
im Julste wacrde is
= E = 24048 (p. 20 onceraan).
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Trillingen van een membraan VIII

door
Prof.,Dr 8,C.van Veen,

De methode van Rayleigh-Dirichlet heeft ons een bovengrens gegeven van
de kleinste eigenwaarde op grond van de volgende overweging (Principe
van Rayleigh). 1
De kleinste eigenwaarde h, is de minimumwaarde van

o= K22 (242 ax ay (1)
als men voor W(x,y) alle mogelijke toegelaten genormeerde functies in-
vult, d.w.z, alle mogelijke functies van x en ¥y, dle aan de rand nul
worden, terwijl bovendien /f ngxdyel. De functie, welke het gezochte
minimum oplevert, is de biﬁbehorende eigenfunctie,
Substitueert men dus in het rechterlid van (1) een willekeurige
toegelaten functie, dan levert D(W) een uitkomst op welke zeker }~)2
is, zodat men op deze wijze een bovengrens voor Txéverkrijgt.
Ofschoon hiermede weinig gewonnen schijnt, heeft Rayleigh opgemerkt,

dat iedere niet al te ongeschikt gekozen toegelaten functie een zeer

behoorlijke benadering geeft voor 7%%

l‘Ovc':er'igen:s; zullen wij nog later in de methode van Ritz-Galerhin midde-
len leren kennen, om deze benadering willekeurig ver te verscherpen.

W1lj zullen echter eerst enlge voorbeelden voor de berekening van de
bovengrens afleiden, Als eerste en eenvoudigste voorbeeld kiezen wij
het wlledlg bekende geval van het cirkelvormige membraan.

De ran€ i1s hilerbij bepaald door de cirkel

x2+y2=a2.

Als meest eenvoudlg tcegelaten functie vinden wi] hier:
W(x,y)=C(xZ+y%-2%)

die inderdsad =0 op de rand.

Wij moeten nu >
/f{(ﬁ)gﬁ—}l’f)eﬁx ay

ultstrekken over het gebled van de cirkel x2+y2=a2.
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Daarbij moet echter de wilekeurige constante C zo worden bepaald, dat
de functie W(x,y) genormeerd is, d.w.z.

s

/| wPaxay=1.
B y‘"
Het 1s hler voordeliger, poolcodrdinaten in te voeren:
X=r ¢os (¥ 0€§s2i., 0grga.

y=7 sin}/

W(x,¥)=H(e, 7)=0(r?07).

DWW _ DWW dp | Oy ¥ cos o ¥ _ sing OW
OX T OT 0K TR TR T v o T O
PW _2W Ir W 2¥ oW cos¢r OV
5y - ST 9y+ /V y.‘sinf"ﬂr-}- i
AW\2,, W OW\2. 1 [ OW,°
( g_)x) +( ) -y) ( ) + r‘z (J(f' -
b ' dxdy == r dr dg¢ .
Wij moeten dus het minimum bepalen van
c)W :
// (‘»r ) rdrd " .
als @ 20
//W rdrd ‘f
De gekozen toegelaten functie is
w:c(r -8 )
De tweede integrasal 1evert
/ { (re—a )Erdrd P =
2 3302/ ( ro-2a 2r3+a4r)dr-— 1
[ 6
- 2 /a ga a’_?-_é 2 12 _ 2
2 4G - 4 = l C = 3
3 - 27 (2-646)a® T a°
De 1° integraal levert: e
,m.
2 / (2?) rdrd?T =2 hC24f' BGr— IIC2a4= —%?
boo N . Y6* 2.1405 &
De gevonden bovengrens voor A, = Y Y .
De exacte waarde van “)yis vroeger bepaald als
:\O 1—-i~£l¥£ , waarin 5;31.h3t 1° nulpunt van Jo(x) is, dus
Ed
2. 4048
o > (exact)™ . {Syllabus V, p.20).

Ondanks de meest ruwe keuze van' de toegelaten functie hebben wij dus
reeds een benadering met een fout van minder dan 9% gevonden, Wij zul-
len overigens laten zien, dat deze fout zich zeer gemakkelljk wille-~
keurig sterk laat verkleinen.

Het grote voordeel van de methode van Rayleigh bestaat daarin, dat
daarmede de kleinste eigenwaarde kan worden geschat bilj willekeurige




- %2 -

(mits mathematisch nauwkeurig gedefinieerde) begrenzing bilj problemen
dle overigens mathematisch niet te behandelen zijn., WiJ zullen als voor-

beeld kiezen:
x? 2
de grenskromme is een ellips : =x + —Lé- = ]
- a~ b
Als boven kiezen wij als eenvoudigste toegelaten functie

w(x,y):c(b x +a“y2—d2b“),

welke inderdaad wederom op de grenskromme nul wordt, Ook hier heeft de
Invoering van een gewijzigde soort pcolcofrdinaten succes, n,l.

x=ar cos 7 . 0L Peanr
y=br sin (F . Ogr 1.

Men vindt gemakkelijk:
W _cosP oW  sin@ Ow

DX - a DT ar DF
) DW _ sin® 3w+cosCP DW

oy b oDr br a¢

W(r,®)=ca®p?(r?-1) ; 28 - 2ca®®r ; X - 0
© % 2 ®
"‘) hou si @
(?_3(_) ( - y) _402 b rE CO8 J."l.2 )
b

C moet worden bepaald uit 7/

czal‘b”/ /(r2-1)2rdrdf‘f‘ = 1.
Of e 2 !

{
o T o2atet /(r5-2r5+r)dr= 1

/ﬁ%)2+(0%_§)2; dxdy wordt:

gCh /[ 3(COS P, sin ¢)drd? 02" 4/(“’05 ¥ {gd}/
¢ =27 244(__3:?_*_____?) 3§a+b§.

bal b a"b

WiJ vinden dus als bovengrens voor )\,:

\{a +0° V}‘ 1.7%2 \/a2+b2 i

Voer het speciale geval: a=2, b=1 vindt men 1.9365 terwijl later te be-~
spreken scherpe benaderingen hebben geleerd

1,868 & M<1,889

De fout is wederom gering, en bedrasgt minder dan 4%,
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De methode van Ritz, uitgebreid door Galerhin berust op de eenvoudige
overweging, dat men een willekeurige combinatie van toegelaten functies

wl(x,y), we(x,y), w3(x,y).... kan opstellen in de vorm
W(X,y):alwl(x,y)+a2w2(x,y)+a3w3(x,y).

Dan is W(x,y) ook een toegelaten functie, voor iedere willekeurige

keuze van de parameters Bis Bpsense

Men kan zonder beperking nog a,= 1 stellen., Dan heeft men nog de vrilje
beschikking over een stelsel parameters 8ns aj.... , die men zo geschikt
mogelijk kan kiezen, n.l, zodanig dat

Ff OWR, , DTWL2
5/1,/ {\(T_i'?+(.5—§) gdxdy

/ weax dy

een minimum wordt, fj
 Het linkerlid wordt een functle van a,, Bz dus F(ae, a3....) . Men
moet dan zorgen, dat

JE_2dF_ . .o,
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Trillingen van een membrasn IX
door
Prof., Dr S.C, van Veen.

De methode van Ritz-Galerkin,

Laten W,(x,y), Wg(x,y), W3(x,y) een stelsel toegelaten functies
zijn, welke dus zan de rand = 0 zijn., Dan is ook
Wix,y) = 31W1(x,y) + azwg(x,y) + a3W3(x,y) Fouus (1)

een toegelaten functie voor iedere willekeurige keuze der parameters,

s . “Ne . -
De kleinste eigenwaarde /g% is de minimumwaarde van

! ’“i ) -
D(W) = ~ > Y

/f ),'/‘ W™ dxdy
Substitueren wij in het rechterlid van (2) de uitdrukking (1), dan is
het duiilelijk, dat de uitkomst een functie van de willekeurige parame-
ters 813805 0e wordt,

S

T(a1,a2,a3, coe

D<W> = N(aq,az’aﬁ%, vto)

= /\2(313233 t-v)e (3)

Ritz en Galerkin bepalen nu de minimum-waarde van 7\(81,az,a3,...).
Volgens de regels der analyse zijn de noodzakelijke voorwaarden

P ;12 " '?‘)12 P
Te;, =% ey 70 a2 O
of 2 T 2N DT J N PR N
N=z=-T=3 N e -T ca N oa -T Sa
1 _ 1 - 2 2 - 3 3 - ... =0 (4)
N° N° N°
Uit (3) en (4) volgt
0T J T
va da A
1 T 2 2 1 N2
—T =7°= Mpint =T =¥ A psq ete. (5)
Da,! Baz
Substitutie van(1) in (2) geeft:
T(84 180,85 5000)
D(W) = N(v"’ 2,13’ ol
- - a1’a2,a39-'0)
32P + aZP + a2P + + 2a,a,P + 2a.,8.pP +
_ B1Ff1q T Bptop * B3F33 * k.- 180717 12303 T gy

> > 5 _
agQqq + a5Q5, + 83Qy5y + ..+ 22485Qyp + 2898305 + ..
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I)w ’aw oW, oWy |
P = [ [{FE D)+ 550 o]

Oy / W, W, dxdy

(de grootheden P, en Q q zijn dus bekend),
Uit (5) en (6) volgt:

waarin

(7)

N2, o oaTan T Btip *AyPr3 t .. 2qPpy ¥ BpPop ¥ 23Fpy t .-
min 8.1Q11 + a2Q12 + a3Q13 T s e 8-1Q21 + 32Q22 + a3Q23 T e
_ a1P31 + a2P32 + a3333 T oaen
8993¢ * U3 + 83033+ ...
of
‘ 2 2 2
21 (P11= Q140 g) * 2p(Prpm Qpg) + ag(Prym Q3N + . = 0
. 2 2 2
81(Ppi= Qo AL) + ay(Pyom Quph 2) + a3(Pug= Gy Ap) + wuw = O

N\ 2 2 2
8.1(P31"' Q,:,)'] Am) + 32(P32" Q}ZAm) + 33(P33" Q33Am) T e = 0.

Aan dit stelsel lineaire homogene vergelijkingen moet tegelijkertijd vol-
daan worden door een niet triviale oplossing (d,w,z, a% + ag + ag + £ O
Dit vereist, dat de determinant:

2 2 2
P 1—- Q117\m’ P - Q']Zh ’ 13 Q13\\ e
2 2

2 2

) (determinant van Ritz-Galerkin).

De uitwerking van deze determinant levert een hogere-graadsver-
gelijking in de gevraagde grootheid f);. De graad van deze vergelijking
is gelijk aan het aantal gebruikte toegelaten functies,

Men kan van deze Vergelijking nog verschillende bijzonderheden
bewijzen:

1) Alle wortels /) i zijn reéel en positief.

gl Niet alleen de kleinste oplossing ?\ levert een bovengrens

voor de kleinste eigenwaarde A %, maar de volgende oplossingen
zijn bovengrenzen voor de volgende eigenwaarden (Trefftz,
Weinstein, Kamke).

In de praktijk zal men in de regel volstaan met 2 toegelaten op-
lossingen, waardoor de determinant een vergelijking van de 2¢ graad in
7\2 levert. De uitkomsten, die men op deze wijze voor de kleinste eigen-
waarde verkrijgt, zijn bultengewoon nauwkeurig., Wij zullen deze methode
illustreren aan enkele voorbeelden.
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Voorteeld 1, Scherper benadering van het 1© nulpunt van J (x} Wij heb-
ben in Syllabus VIII deze waarde reeds in eerste benadermg bepaald door

de methode van Rayleigh ( gebruik maken van 1 toegelaten functie). Wij
gebruikten toen

~ ~

W=W, =1 -a", (9)
Wij zullen dearnaast nu gebruiken de toegelaten functie
W2 = I'4 - 8.4. (9!)

De vroegere uitkomsten geven gemakkelijk (in verband met (7) en de trans-
formatieformules op rag. 31 (VIII)):

a 2 N W - A N\
P = )I "osz(f awk Bwl + sin2f ka qu + 5311'12 aW bwl +
kKl /5 /0o - or  Or e })(F D¢ yor 2T
Z 2, W, W, |
. cosﬂl{’ kK 2 1 Lardgy =
pe 0P Oy 4
2 .
| ’awK OFy 4 oW 0N, L cerag
A , b
o fo vEeEp 5y Oy |

evenzo

XA
Q / Wordrdy .
kL 710 /o Y

Wij vinden dan uit (9) en (9')

oK
P, f/ 4r° rarag = 27at
) 2n ¢
_ 4 _ 4 _
Py “/O/O 8r rdrdy = 7T3- a” = Py,
a 27
P22 =/ / 16r6rdrdy = 271'2a18

2( 3 6

-1
Qo [ / (I‘ -a“ )(rd'-ad')rdrd}o ﬂ'aB/ (1-x)(1—x2)dx =
0

= Ta [ (1-x-x2+x3)ax = I a(1-3- % 43 = %Tas
£
Qo / / (:r'4 a4) rdrdyw a“i/o (1—x2)2dx =
- Fa‘O/O (1—2x%+xH)ax = Ta'0(1- g -15) - T%-/Tam.
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Stelt men (als vroeger) A dan vindt men gemakkelijk voor de

i

a 1]
terminant

2-_%— —é— L

8 _5§° 3 o5 2 328 °
8 .55 4..;;5,_ 160 =255 %, 240 - 32§

Elementaire transformaties geven:

f
(-
o
b
i
O

®

2¢ -4 €% 32-5(° N 3-%° .
2 21T 2 2% Y
16-§ 48—2% 16-2 32-{

Stel g e 4x
6 - 4x) 2 - x
‘4 - x 8 -z
(4X -38x+48) - (x -6x+8) =

9]

3x"=32x+40 = O

= 0

_ 32+ Voas 16 2 V136 _ 16 + 11,6619038

o 6 - 3
= 1,446032  $° = 5,784128
J
5 4050,
7

De exacte waarde is 2,4048 (zie vroeger).

de-—

Wij zullen vervolgens ditzelfde procédé toepassen op de ellips,

Wij kiezen daartoe als toegelaten functies:

W1(xy) v2x° + a2y2 ~ a%p?

1l

2.2 2.2 2.2 2.2 2 2)

2.2
Wz(xy) (px° + a%y° = a1 ) (%" + a"y° + a%b

i
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Toepassing van de methiode van Ritz-Galerkin op een c¢llips,

Voorteeld 2., Voor de ellips stellen wij als vroeger: X = ar cos kf‘ ;

¥y = br sin kf . De rand van het ellips gebied wordt gegeven door r = 1,
Voor het bvinnengebied is 0 r 1. Als vroeger vinden wij:

TW LW 3r+ SW Oy _cos ¥ OW _sing OW
. TX~ ©or ©X  U¢ o0x a DT ar W’
JW _ RW gr . oW Q¢  sing oW L cosy W
QY T ¥ Ny Wy~ b or "DF’
DW,\2 DWW 2 DW,\2 coszf/ sinzf
(ﬁ) +("§§) = r)( % + b2)+
. 1 (2W2sin’Y | cos’y, 2 singcos ¢ OW QW _ 1, 1,
= 0y a® b* r DT gt 27
Wij kiezen als toegelaten functies
444 RATCLF
W1=ab(r—?)enW2=ab(r-—1)dus = = 0.
Dy Dy

L2 }}W QW
coS sin 9’ k 1
1 /O / ( . )= =y abrdrdy,

. 2n 1
Qk&l / / W, W abrdrd = 27% W, W, abrdr,

(\) (\)

dus, ) . 1
5.5 cos ¢ sin“¥ \ . { 344 _ 5n9¢ 1 1
P,. = a’b ( + ! 4r dr = T a“b’( + )
i u/o a® w2 o f a2 12
2 A 1
7 7/ cos” ¢ sin~ ¢ / 540 _ 477,71 1
P.,r = a'b ( + )a 8r7dr = <fla'b'( + )
12 0 N S 08 3 2l b2’
' cosly 2 (g 9,9
9 9/ cos sin
P,, = &°b ( + )d/ 16r'dr = 2Fa”’v”( )
22 . N 52 ?’O 7zt o)
1
/ 5.5
5.5 2 fi a’b
Q. = 2Ta’b (r=1)rdr =
11 o ;
-1
Qp = 2male’ [ (22-1)(rt-)rar = Zpraly’,
0

1
Qo =2 n’agbg L (rA'-—‘i)Zrdr = -1-85»71'&9’09.



De determinant van Ritz-Galerkin wordt dus (na triviale delingen),

2 s
1 1 A 4 2.2,1 1 5 v2.2.2 |
— e e Tab { -+ ) - /\ a’d
af e 3 3 ;? ;? 12
=0
1.1 2 N 2.2, 1 2 2 |
Hl)-3n", 220 (5 + L) = S 2%
a® bv° a“ b 7 t
of,
1 1 2 ceq ] 1 2 |
12(—= + —=) = 427, 16(— + =) - 5 /) f
a“ »° a [ ’
i ) O’
ao(] 2

| 80y ) = 25N, 120(d + &) - 3207 |
b a b
t

wat herleid wordt

12(y - 1y —an?, 4+ ) - N
? s 02 ;7+%7) |
| . =0
B Bl - A% sl = AE
a a ©° !

of, door te stellen:

)6 TA% 2 =X 0 (vgl. Syll. IX p. 37)

4 - x, 8 - x

9 2 1
xq = 1,446032, dus A ;= 2,892(;2 + gg)

b
Trefftz (Math. Ann.) meent deze uitkomst te kunnen verscherpen tot

(de methode van Raykigh gaf B(J? + Jz)).
a

l',8554(lg + gg), wat onmogelijk is, omdat voor a = b (cirkel) dan wordt
a

5.7108
/-4
a

gevonden , wat beneden de exacte waarde g? = 5,7830 is gelegen,

De asymptotische verdeling der eigenwaarden.

Als besluit van deze beschouwingen zullen wij nog enige opmerkinge:n
maken over de verdeling der eigenwaazrden, Wij zullen i.h.b, nagaan, hoe
groot het aantal eigenwaarden < dan een gegeven getal z bedraagt. Alge-
mene onderzoekingen op dit gebied vereisen een diepgaande mathematische
analyse, Wij zullen ons daarom tot een schetsmatige behandeling moeten
beperken., Dit onderzoek heeft tot de merkwaardige conclusie zevoerd, dat
het aantal eigenwaarden N(z), welke kleiner dan z is, weinig gevoelig

is voor de vorm van de rand, maar in hoofdzask afhangt van de grootte
van het oppervlak binnen de rand., Wanneer F de oppervlakte van het mem-

braan voorstelt, dan kan algtmeen bewezen worden

: N(z) F
lim 2 ST

Z— e Z

(N(z) = aantal eigenwaarden < z).



Wij zullen deze formule ecrst bewijzen voor de rechthoek, waarvoor de
elgenwaarden exact bekend zmwn, nl.

5\3

A = 'T\/-wr'+ o

( 2 en b rechthockenz 13dcn,. Als men het aantal der grootheden A n <z
H
wil biperken, dan moet dus

2 2 ¢
Il n o
Tt 7=z
a b ]
of
2 2
L [ =4
m ¢!
+ <
(az)a E_Z;)z T
kil T
Vergelijken wi] deze vorm met de vergelijking van de ellips
- = 1alve assen —— en ==
B (22)% <b">° T

dan mocten wij dus bepalen, ho: groot het aantal punten P(m,n) met
gehcle codrdinaten bedraagt, gelegen binnen het sorste kwadrant van de
ellips., Zulke puntcen heten roosterpunten, Het is niet moeilijk in te

zien, dat dit aantal roosterpunten
voor grote waarden van z procentsge-
wijs niet veel zal afwijken van het
zantal vierkanten door het ellips~

kwadrant omsloten = de oppervlak%e

: T az bz _ abzs _

F22
= I waarin F = ab = oppervlakte
rechthoek, (2)
Fa e Nz F
*mr“‘ of beter J‘.’Z‘;H;l‘c -—-:2‘—-

Men kan bewljzen, dat deze stelling algemcen voor w1llekeurige begren -
zing geldt., Dcze bewijzen berusten op de grondoverweging, dat bij in-
perking van het gebied (door het opleggen van extra-belemmering, vaste
punten, vaste lijnen, vaste vlakdclen) ook de voorraad van de weggelaten
functics bteperk® wordt, waardoor de¢ minimum-waarde van de integrsal van
Dirichlet noodzakelijk stijgt, althans niet dealt,

Ook het omgekeerde geldt. Bij opheffen van belemmeringer zal de
voorraad der tov gelaten functies toenemen, dus het minimum van de inte-
graal van Dirichlet zal dalen, althans zcker niet stijgen. Uit deze o-
verwcgingen worden de volgende hulpstellingen afgeleid,

I. De nde cigenwaarde van een gebied G is kleiner dan de nde eigenwaar-
de van e€lk deelgebied G' van G, Deze stelling heet de monotoniestel-
ling der eigenwaarden,

II. De nde elgenwaarde van een gebied G verandert continu met de opper-

vlakteverandering van G,
Vord -1t men het gebicd G in cen willekeurig




IITI.

Iv,

- 41 =

aantal deelgebieden G',G",..., , die met elkaar geen enkel inwendig
punt gemcen hebben, dan geldt:
De nde eigenwaarde uit een gebied G is zekeraé,dan de nde waarde

van de totealverzameling van de eigenwaarden der deelgebieden, wan-
neer deze in opklimmende volgorde worden gerangschikt,

Voor de nde cigenwaarde h n van het gebied G met oppervlakte f geldt
de asymptotische uitdrukking



