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1. Inleiding. 

Cclloqui~m: 
c---

Mati:lP.matisehe_problemen uit de 32ractijj£. 

Vc'.)rf'r8.cht op 19 0ct.1950 {9 

De __ l 1Jf'}:t1n:'?,:::hten OE een trillend ~;::_9.:§,_g­

y,l~}s_,.__ b~t~kend !l!_e_t de methoden der poten­

tiaa1theorie. 

door 
R. Timman. 

Blz .. 1 

Onder D!l€!;unstir;(;;, cr::stanc.igheden kunnen aan vliegtuigonderdelen (vleu­

gels, roeren) tii•~•,·rn: -:::h:; vlucht he:ftige trillingsverschijnselen optredent 
die veroorzaakt worden door de werking van de lucht .. Het spreekt vanzelf, 

dat het van het grootste belang is om tijdens het orrtwerp van het vlieg­

tuig over de mogelijkheid te beschikken om deze trillingen te berekenen. 

Het probleem valt uiteen in twee delen, een :probleem van elastische tril­

lingen van een mechanisme met een groot aantal graden van vrijheid en 
een probleem van de bereke ning van de krachten, die de lucht op een tril­

lende vleugel uitoefent. 
Met dit tweede probleem zullen wi.j ons hi?r besighouden. Het algemene 

~bleem van aen draagvlak van willekeurige vorm is zeer gecompJ..iceerd· 

en nog lang niet opgelost. 
Voor de practijk is het voldoende om de volgende vereenvoudigingen aan 

te brengen. 

I .. De vleugel, die in het algemeen een grote spanwijdie hee:ft, wordt 

verva.:t\gen door een oneindig lange cylinder, zodat het stromingsbeeld 

tweedimensionaal wordt .. 
IL. Daar in het algemeen de d ikte van de vleugel klein is t .. o .. v. de 

koorde, wordi zij verwe.arloosd. 
III. De uit~lagen van de trillende beweging worden klein veronders-teld. 

Dit is zeker geoorloofd, dae.r het doel van de berekening is de stabili­

teitsgrens van de trillingen te bepalen. 
Het blijkt n .. L, dat de demping, die de luchtkrachten uitoefenen, a.f­

hangt van de vliegsnelheid. In het eenvoudigste geval is beneden een be­

pa.alde vliegsnelheid de demping positie:f, daarboven is zij negatief, 

d. w. z • ., dat de lucht een eeni:2aal aanwezige kleine trilling versterkt. 
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De berekening zs.l nu worden gebaseerd op de orrlerstolling, dat de 

voorwaa.rtsc snclhc:i.d van het vliegtuig groot is t.o.v. de snelheden, die 
door de trille nde vleugel worde n opgewekt, zodat het veld van deze snel-

heden als een storingsveld kan worden opgevat en tweedo en hogere maeh­
ten van deze snelheden varW'1.arloosd kunnen worden. 

IV. Als la.atste V3r,~·01:vcuri tgcrnde veronderstelling wordt ingevoerd, 

dat de vliegsne lheid zo k}eirt is, dat de invloed van de samendrukbaar­
heid van de lucht vervra..'11·J0osd kan worden, 

2. De ,bewegings:!.£.T.£9.Ji.i.kiri::-YQ:.n de st romende lucht. 

Neem in het platt;e vlnk aa!l een 

rechthoekig assenkruis, vast verbon-

\; 

/ t 

den aan de vleugel, welks doorsnij- t! 
ding met het vlak geguven is door 

hat segment - i < x < + ,t van de X-as. 
Een wervelvrije stro~ing van de on­

samendrukba.re luc.:ht .-r01•d-+; beschreven 
door de b ewegings ve rg1--::: l ij kingen 

dU 3U + u ~u + V ..aJ! cit = :, t 3x dY 

dV = i)V ¥x dt .; t + u 
X 

de continuiteitsvergelijking 

+ 2~.v = o aY ' 

+ 

en de oonditie van wervelvrijheid 

~u -...U 
,Jy - i)X ' 

V 7!V 
-:>y 

~I 
I 

t .3...12 = .. -r .:,:X: 

= - J_ ...A.Ia f 0"91 

I 

' 

H 
I 

{l) 

(2) 

(3) 

(4) 

a.ls U en V de componenten van de snelheid zijn, p de druk en f de dioht­

heid. Ma.ken wij gebruik van (4), dan kunnen (1) en (2) geschreven worden 
alst 

il + .1. 4-a-t "2" t)y 

cu~+ v2 )= - .l. h f c)X 

l l. I .ii..:P. 
{U + V )= - J dY 

(5) 

(6) 

Op g:rond van verg. (4) bestaat een snelheidspotentiaa.1 4> (x,y) zodanig, 

da:t 
V = #- (7} 
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Nu kunnen (5) en (6) gointegreerd warden tot de vergelijking van 

Bernoulli voor de instati.onna.ire stroming: 

(8) 

waarbij Pr, (t) ecn c-nbl'.ipanlde functie van tis .. 

Suhstitutj.e vn.n (7) .i.!1 c:::: i:'Ontinuiteitsvergelij}:il'\:; lavert de verge·• 

lijking van LnplaccJ 
.) .. 'f .,. 

-~ ---"--• 
' i = 0 ' (9) 
~ >: 

Voor de 1. nst04 ..; CJ"'·. r •· '. ' • ·. ·, ~ '.- ""' -~ 1 "' -..+ "' ti· a··,1 '·1' ~ ... ,. ~ • , •.•.•• ,. ,. _':.J._'- ~-•: • • J..c.;, p.._,, ,;.:n , ,,... :i • 

Voeren wij 1n ::.!, .:: Jri s~litsing van het snelheidsveld in het veld v~.n 

de ongcst oorc!e s·ti:-cr:,i =·G ;,ran d-3 lucht, die een hornogene parallalstroming 

met snelh8id V i·:1 r':.-.:.: ·_:o~~:i.tieve x richting voorstcl t, dan is 

(1) 

waarbij 4;' het storingsveld van het draagvlak is, dat eveneens aan de 

vergelijking van Laplace voldoot 

2. ' "' 
+ .d it ..... ;. 

uy 
= 0 (2) 

De vergelijking van Bernoulli wordt nu: 

J ·n~ r :t l 
d { + ½ t(V + u) + V; I 

= - T (p - P.,), (;) 

of, na verwaarlozen van de kwadratische tcrmen 

(4) 

zodat hieruit de druk govonden kan warden 
• J. 

( P1 = p,. - -~ " U ) • 
~ ~ ·' 

De krachtwerking, die de lucht op de trillende vleugel u:ttoc:font, 1crtt' 

berekend worden, als de druk op het vleu,geloppervlak bekend is en dez.e 

kan uit (4) berekend worden, indien de snelheidspotentiaal :P"' bekc nd 

is .. 

'Wij berekenen deze snelheidspotentiaa.l voa:•,=.,1;n vervormbnre vleugcl, 
die een harmonische trilling uitvoert, wa.arbij om ieder van hare punten 

de uitwijking bekend is ~) 

~~----~-----------
•) Wij gebruiken hier en in bet vervolg de complexe schrijfwijze en 

bedoolen dus rro-t (5) y = Re f(x).ei.)•t. 
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y = f(x). eivt (5) 

f (x) <~ t is verondersteld. 

Dit ::etek8nt, dat voor een punt in de lucht op het oppervlak de nor­

maalsnelheid geeeven is .. 

jy 
V = . ~. ,1f 

~r .. l,' "f.f '.,.' -" <~ + ,, 
'··' {, 

;;.J!._ = 
;; X 

(i j-
df i. yt 

f(x) 4 U dx)e. ( 6) 

De boveng2r..0eT'l"i,: verwa'.lrlo zing vRn de d ikte van het profiel en de 

ond erst e1 Jin~~ VS\ ... , !-:lejnc nfwijkingen uit de evenwichtsstand brengt nu 

mede, dat ( 6) niet beschomvd worde als te geven de normaalsnelheid van 

de lucht la:r,gs de :profielccntour, maar langs boven- en onderzijde van 

het segment - f <' x < + / van de X-as. 
i,! 

Dit levert dus voor de snelheidspotentiaal 'f de rp.ndvoorwaarde 

(7) 

langs boven- en onderzijde van het segment - L < x < + i van de X-as. 

(7) suggereert ".>m te stellen 

I ,.;t It") 11' ) l ~I t 
~ (x,y,t)= r (x,y .e 

zodat het probleem teruggebracht is tot het probleem van Neumann (2e 

randvoorwaardeprobleem uit de potentiaaltheorie) van de functie t.p""'.;, 
Gevraagd wordt een £unctie tp (x,y) te bepalen, die een oplossing is 

van de verge lijking 

,1 f = 0 

en op het dubbel tellende segment van de X-as: -1 < x ( + 1 voldoet a.an 

de randvoorwa.rtrde 
:::,. . r 

52.:t:.. = w(x) • on 
De V00I"'."laarden, wa,a:raan r~ in het oneindige moet voldoent Z1Jn hier 

' 
nog niet gepreciseerd, zodat de oplossing nog niet ondubbe lzinnig be-

paald is (zie verder). 

4. Het sta:tionnaire probleem. 
Ter verduidelijking van de me thode behan:lelen wij eerst het station­

naire probleem .. 

Deze behandelingswijze levert de theorie der dunne draagvlakken 
(Glauert ). 

Neem bier even aan, dat de dikte niet verwaarloosd mag worden, maar 
wel klein is.. De normaalsnelheid op het oppervlak van het profiel wort'lt 



weer geidentificecrd met de verticale 
snelheid. In een punt van hct profiel 
moet de sneJ.h:::itl r:,.kcn a.an het profiel. 

NC'lem de to-talc srie1heirl ~ en de hel­
lingshoeJ.:: :-- , ds.n geldt voor de stc:?"ings­

componenten n n::1 Y 

en dus 

U + U = o COS'X 
I 

v = q sin::i< <> 

tg )<' = _y_ = Y. J 1 
U+u U ' 

u 
- IT + (.!!/ u 
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f .._ V .......... u 

in de aangenomen bcnadering, d.w.z. met de gegeven gedaante van de 

profielcontour is 

;;:, v; 
V = ~ = U tg:x . ::; n 

langs de omtrek van het profielgegeven. Het probleem van de stroming om 
dunne profielen is dus eveneens een probleen van Neumann voor het lijn­
segment - J,. < x < + i,. 

De oplossing wordt geleverd met behulp van een functie van Green van 
deze gesloten kromme. 

Beschouw een gebied, enerzijds 
begrensd door de kromme K , waa.r­
la.ngs ~ gegeven is (hier dus het 
dubbele lijnsegment) anderzijds door 
een grote cirkel met stra.a.l R, dan 
geldt voor twee functies 'f en ?f 
de f'ormule van Green: 

J/ (' 1f b 'f - lf ~ tp )d O == J( tp ~ • 1' *)ds • 
s 

Indian een van de functies, bijv. tp in een punt P(Xp ,Yp) logarithmisch 
oneindig wordt, moeten wij dit punt uitsluiten door een klein cirkeltje 
met straal r. Dan is langs di t ci:rhkeltje 

1f' == ln r 
ds = r.d~ 

_a)!. - ..L 
en d n - r ' zoda.t 

C 

ds i== -
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In tote.al wordt da.n, a.ls bovemien 'I en 1f beide voldoen a.an de ver-

gelijk:l.ng vroi Laplace; 

t ·, -, ~ tf 1,; ~ } .J 1 7T <f ,•x V } l f•J. •;-•:-:· - .,- ..,. .• ...; U· S - 4 p, 'P ,: ,, .:r, , .::,., . 
;. ,/' 

De voo :":Jrca.:r.dei",: w:'1.:i.!"'a!ln ¥' !l'!oet voldoen, zijn dus de volgende: 

1) vo1C: 01:,t ~·v·l11 d-.? ".'0rgi::ilijking van Laplace 

1.l V = o 
2) In hr'lt punt P h.eP,ft "'-·r cte gedaarrte 

1.l,' , = ln r + ••• 
d !.?I 

Verder wens~n we, diar:i.r e.lleen op K de waarde van ~n gegeven is 1 ibr',; 

vocrR➔ c..:> de bijdra.£?,e van rleze cirkel tot een c onstante nadert. 

Wij zul3..P.n h:L:n' t~ie-:; ns.der op ineaan en verwijzen daa.rom na.a.r de 
leerboeken (Sternb~rg en Kellogg) -t). 

In a i+, ,S6V«:? l ts duo het resu1tar:i.t 

J. d rp) 
? n ,..;.:•ry. 'l I;;::. " VJ a¥ - ,,1 ~n d .s ...., c 
·- • • ., · ? ,., ,, · 1 , an r- <:> , 

, . .. ~sP' K • k . 4 ,v Indie n nu, znnls ,118:':' ~n gegeven is, zoe en wi,1 de functie I zo +,e 

bepalen, d"l.t. la.ngs K ~ = 0 is. In dit geval is 
p 

l,lT Y!Xp/)~I =:- f 'f-' ~ 4S + C 
t< 

Een functie if , die a.an a.1 deze voorwaarden voldoet en dus de oplossing 

van ons probleem levert, noemen we een :functie van Green var.de 2e soort 

van de krol'llme K en de vergelijking van Le.place. 

5. Bepaling van de functie van Green voor het dubbel tellende lij'.9,S_e__g~t._4 

De functie van Green voor het lijnsegment is het eenvoudigste te be­

palen door conforme transformatie. 
Beschouw daartoe de afbeeldills 

X = ½ [ ( f'1 + f ) COS '(}' 

1 / ( .. I ) . ,9' Y = 2 . r' - -;; sin v 

(l) 

dan wordt het lijnsegment -1 < x < +1 afgebeeld op de cirkel f = 1. ., 
Een eenvo11d ige berekening leert dan, dat op het lijnsegment 

. act} .. . L-~£1 
f ;,J '.:\ ,,;.·· . -= ,l.,:J1/t/,. 1,,Y a"},t 
\ ., 'O l f • I ;r .., y,P ' ( r: ) 

I:.., 

zodat ook op de c irkel de normale a:fge leide gegeven is. Verder kan war­

den aangetoond, dat in het ( ;° , tf)vlak de functie f voldoet a.an 

~---~-~---------~ 
•) Een nodige en voldoerde voorwa.arde is, dat voor R~-'li() ~ en 'f 17 ·3 .... ~ · 

beide gedra.gen als ln R of kleiner zijn, d. w. z. als de pot(mtia"".1 

een eindige bronbelegging. 
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de vergelijkj ng vnn taplace (nu in poolcoordinaten). 

Het prcbloeil! i!:i nu t,Jruggebracht tot het probleem van Neum...-,.nn 
vonr c'le 'J:L:i:kel .:,r, f!,1 f11rv:tt,:: ~•nn G-i:-een is da functie van Green voor 

I 
/ 

I 

,, 

_;I;,(. 
_,,,, .. --t.... ........ i''.,,./'',,,.,,./' ... , t. t - _,... ,.,,.. 

·--✓· _,,.- \ 
. ·. /" \ I" 

. ~- -. :,.., \ 
,, , i:> :·---\.-.r_r·. \ .. 

eon oplossing zijn /j 'f:; = O. 

een logarithmische singula­
riteit hebben in het punt 

'~~· •. -;-\-- '"'( i .· ,. ----· ,~ ,.,,..- "¥~ l ___ ....._ ____ ~-----~--J.... t--..----••· 

\ . '1: .; 

:P(? ,17) 

38 • norm.le afgeleide = 0 op C.•J 

\ / rand van :le eenhE>idsc:i.r'ke1. 

"- 1j / Hydrodynamisch beeld'!' veld. 'ln:.1" ..... /. 

,._,_1 _ _. een eenheidsbron in P( ~i , iJ') <:•ii: 
I 

bron inhet spiegelpuntvanP p"'(y ;to/) eneen evengrote p;t ii!'.,.: 

oorspr~nz {opdat de cirkel stroomlijn zij). 

G(P,Q)= 

,? l-
p + r = 

r't = I 
""7.. + ,)',.! 

dus 

~ ( ln r + ln r' - ln f l-
j. • . . .' I J 

2 r. 
_I: 

.! 
J:: 

- 2 ff; cos uJ-- i.,,.z) 
- ?:/ cos ( !,?'-Li,) 

I-' 
! 

(3) 

(4) 

Bet is genakkelijk te verifieren, dat G(P,Q) inderdaad (als furot.i0 

in f en tt ) aan alle eisen voldoet. Merk verder op, dat G symmetrisch 
is in P en Q. 

6 .. De reguliere oplOf!S_i:gg van het pr<2_bleem. 

Met de gevonden functie van Green kan nu het gestelde probleem V~"" 

het stationnaire draa.gvlak opgelost warden. 

Van de snelhe idspotentiaal 'f in het het f> , .?.'1" vla.k is gegevcr,. 

{l) 

en de 

1, 
+ I.J 

l -



l/J .· _Q, L 
I ( f 'V )= f?7 

snc jc. op t d 

() 

i,,T/ 

Blz. 8 

+r - 2Cfl.f ( if_ if) l .sin1-; d. 1 

(2) 

veld gevonden. 

plants intercssant de tengentiele 

:i_,.,p f .;r) coi tlif'- ]};)JWJ 11; d ~ <,) 
0 

wa.arbij de integraal a.ls een hoofdwaarde integraal in de zin van C 

is te beschouwen. 

Wij kunnen deze integraal neg een iets arrlere vorm geven 

te splitsen in een symmetrisch en een antimetrisch stuk 

¼ < ?{') = ½{ V c i~ )+ V < 2 r - 1,r ) } 
~ < 1'; ) = t { V ( 1f, · )- V < 2 Jr - ,J, ) f (4) 

door ( 

., 

(~tifl{ c,q-i ¾(I-ti+ tot fl;Y-1';) l Jvr1. ~r alY, l 
, 

-- I 

J.n 
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{/ 
In het instationnaire geval is V een even funetie vnn J; , zodat da.ar 

\L { t'; ) ::: 0 en de oplossi}l'; word:t 
ct 

(6) 

De sndheidspotenti9.r:i.l 'f op het drllSgvlak is dan 

(7) 

In het stationnaire geval is de druksprong op het dra.'lgvlak gegeven 

door (4) met 1'= 0 

1' 11 

.f,t- r.. = 2 LL u = .!..[-i.- ( v~tJ:J ~,.,,, d~-+ f ~"'J. ~»~t1t:l 
f 71 ~.., 10 · !i1J,-urt" " ""'~ ... u1>?. s) 

en in het instatio:rmaire ge va.1 

7. De oplossing met circulatie in het stntionnag_~~ge~al. 
De in.de voorgaande pragraaf gegeven oplossing is echter niet de 

oplossing van het probleem van een dre.agvlak, zoa.ls dat in werkelijk­

heid is geconstrueerd. Om dit in te zien, beschouwen wij de gedaante 

van de stroming om het draagvlak nader. .-----/ ::::::,.... .. ........,.__........,_...,.._.,,..., 



U J. V 
.... 10 -

Beschouw nu, •m de gedachten te bepa.len, het stationnaire strominga­

"' ,dd om een vla.kke plaa.t, die zich uitstrekt lan12;s het segment 

- J<x < +-./van de x-as, terwijl ae hoofdstroming een hoeko< met de 

··r: mo.a.kt en een snelheid V heeft. 
(1r·,,:iat •P de 1')laat een t otale normaal-

SJ'1i::: 1 heid O moet heersen, moet de stoor-· 

snclheid een ncrll'k'lle corrponent hebben 

die rlc verticale component V sin~ 
oomp,mse ert 

d. w. z. 

T1·ansformeer weer naar het f ,-ff' vlak, dan iB 

(l) 

-L< X<t.l 
~· ,i2) 

-,,,c < X <:+/4 

:1 := u -tlf I- ~.Je-oti> + ~ •-i/(1+ f;,}1<,,, ,t (3) 

e:: op <le cirke 1 ·f=-1 

Denk nu het buitengebied van het draagvlak afgebeeld op het bi!:!!);~~ 

van de cirkel, dan is (:f)f.., 1 ecn differentiatie naar de naar buiten 

geriehte normaal. 

Toepassing va.>1 de formule van Green 

levert da.n 
l,11 

,Y!fvi= v1 s;nO< J kif+ /, - 2 C<J16t IJ]~r.kf' 
0 

Om nu de tangentiele snelheid langs de 

plaat te vinden, berekenen wij ~ op 
de nlaat. ;, ;It 

hetgeen voor f=i overgaat in 

( 5) 



- lOaO-f 1 
dus 

(li) - _:J_ ·(J~J 
d-t 'j-:.o· - ./~;,- Hlr::., (6) 

Ui t (5) volgt, de.t voor f :::,t. J 
).,JT 

-~ ,_ _ v/ /1:71){ ( l .r--?n(,J-'.. ~;) ~J,- d J! (7) 
0 .2 ll "0 f' + t -C<>t(t'- IY,) 

'!Gor f • 1 wordt de int egraal divergent en men kan a.antonen dat da.n de 

SL,lheid weergegeven wordt door 
Jg 

/gjt/ :: -V:f0« .,( tot-}-/Jf-;J/J~J:K'.f,(a) 
(ax(,,;: 0 " 2 7/ iv,, JJ,- ]~ 

~x.<-d' 

indien voor de integraal de hoofdwaarde van Cauchy wordt genomen. 

Door in te voeren 

vindt men dan 

(9) 



Om hct stromin,Rsbardd l~.nr:;s d0 plant te verkrijgen beschouwen wij de 

totalt; sni? lheid in taneentie ::.e en norm11le richting 

lJ ~"'} """ v-t.-9·:1 ~ - 1/~ $t.-,.7 ~-' C,f,i J,,~: 
.i 

Wij zien dan, dat dezc totn.le snclh~id nul i3 :i.n de punt(::,n, bepaald 
,-i "Or 

' wel 
t.1 ::x : ~f v· 

1!'= o< ~ 1,,9,,:r:. J1+.x. 

Ile~ ~cht.orrand van de pla.~t komt overeen met ff:::: O , de voorkant met 

2l"= ~rr, zodA.t e,:?n stuwpunt aan de bovenkant l.igt vlak achter de uchter­
rs.1:d en e.::n st:J.wpunt aan de ondorkA.nt vlak Rchter de voorrand. 

De stroomlijn, ~ie uit het cneindig2 komt 

en di t ,;r::::--s-tc stuwpunt t.rntt, splitst 

zich bic;,r jr: twB,JEln en omstrcont 

voorkar:t. Bij h·at twee de stuwnunt 
verenigen de twt.rn t81,ken zich W\)er. 

~ 
Nu is S.'.1.n formulP ( 6) tc ?:ien, dat voor )., # o 1 d. i. aan de ach terkant 

d,J sne lhe ±d one inr!.ig wordt. ( Ock voor 2l-;::;.. 1f , aan de vo'orkant). Bij 

werke.:lijk,:; profielen in de voorkant i:i.fgero>1d, zodat hier de top afge­

vlakt wordt, maar de achterkant is scherp. 

Jn een werkelijke stroming zal, als r.e vleugel vanuit de rust een ver­

:,nelde beweging gaat uitvoeren (start) tot aan de snelheid V, in het 

,·rste ogenblik het hier bescnreven stromingsbeeld optreden .. Daar aan 

c:,:) achterrand de druk zeer laag is (oneindige snelheid) en deze over 

aen zeor kort.e si.fstand moet toenemen tot de rustdru.k in hot stuwpunt, 

kan door de invJ.ocd vnn de viscosi te it de stroming niet me er langs 

het profiel liggen; er zal zich een 

Werve1tje vormen, dat achterblijft, 

terwi j l het drimgvlak zich voortbe­

weegt.. Maar onder invloed van deze 

wervol zal het stromingsbeeld om 

het profiel zich wijzigen en wel zal 
die wervel zolai"lg aH.ngroeien, dat 

het achterste stuw:punt samen gaat val1en met de achterrand., Als nu de 

translatiesnelheid steeds toeneemt, gaRt dit proces van wervelvorming 

door, zodat een gehele wervelstraat achter het :profj.el is gevormd, 

YJanneer de constante transla.tiesnelheid V is bereikt, worden geen 

nieuwe wervels meer gE!vormd, zodat op de stR.rtplaats een wervelgebied 

overblij:E't. 



Wij zullen dit proces niet na thematisch vervolgen, maar_ .alleen de statiori- · 

naire ein.dtoestand beschouwen. 
ln di t geval idealiseren wij de startwervel tot een geconcentreerde 

wervel op zeer grote (oneindige) a:fstand van het draagvlak. 
Wij hadden het buitengebied van het pro:fiel a:fgebeeld op het binnenge­

bied van de cirkel en vinden nu de startwervel terug in de oors:prong, 

die overeenkomt met het oneindig verre :punt van de x-as. Zij hee:ft een 
7,odanige grootte, dat het tweede stuwpunt aan de achterrand van het 

draagvlak ligt. De potentiaal van een wervel in de oorsprong ter sterkte ,_, 
I ' is gegeven door 

(8) 

De bijbehoreno.e tangetiele snelheid langs de omtrek van de plaat is 

(9) 

Om te bereiken, dat de snelheid a.an de achterkant van de plaat nul 

wordt, moet voor V--? 0 

sin ?J .[ 11 ,+U,i) -P 0 
dus 

- V st-'.-r, 0( - f;--, = o 

r =:ZJi·/ JPrJd. (10) 

Hicrmede is in het stationnaire geval de gehele snelheidsverdeling langs 

b.ot draagvlak bepaald en dus ook de drukverdeling, die gevonden wordt 

uit de gelineariseerde wet van Bernoulli: 

e~f:c ;:IC -v ±e 
f ~)l 

Voor de druksprong .t1 p = fJ"_,, - p 6v?d€'-r geldt dan 



11...· lli:i:t t:r::i.lle nae draagv:lak, 
Wij hebben in het voorgaande het ef:fect gezien van een met de 

tija varierende snelheidsverde ling op het draagvlak, n.1. het achter­

blijv.m van wcrvt3ls torwijl het draagvlak zich voortbeweegt 1 of, indien 

hct coordinatenstelsel aan het draagvlak wordt bevestigd, hot ontsta.an 

van worvcls, die met ae stroom warden mecgevoerd. 

In het gcval van cen trillen,drangvlak, zullen er achter het 

dr8.E:'T,Vlak periodiek wcrvels losgelaten worden. Deze losgela:ten wervels 

zullen ecn wervollaag vormen van :periodieke structuur, waarbij iedere 

wervel de sterkte zal behouden, die hij had cp h(:it ogenblik, da.t hij 

losgel~tcn werd. 

De vroeger gevondcn reguliere oplossing van het problecm van het 

trillende draagvlak vi:trieerde harmonisch met de tijd met frequentieJl, 

zodat voor de losgelatcn wcrvels aan de achter1m.nt geldt 

rtl.tJ-y,.e iJlt 

Om ":1J w,:irvelsterkte in het punt x v~n het zog to vinden, 

r- ,,~.t aa '1.chtcjrri::tnd van het drA.agvlak zich •P het ogenblik 

in :x :>:: 11ond, zodat de wervc lsterkte da-i.r bcdraagt 

merken we op, 
t i t x-.e - --- v 

I. 11/t X·· iJ 
'?(11<. ,t) = -:r . -e - -v:1 (1) 

Om nu het veld van deze wervella8.g te berekemm in a.B.nwezighcid "Van het 

drr:t tgvlak bcschouwen wij weer het f, Y. vlak. De werve l in het punt ;<., 

worrlt afgeb:h;:ld op een wervel in hot punt fo . ./f,,, o • Het veld van 

deze wGrvel is gegeven door 

tA -LIP I I - J..Jr I I ; 

wan.rbij Y, de hoek is die de 

voerstraal n!lar P mot de as 

!f·::: ::., maakt. De cirkel zri.l 

stroomlijn zijn, als in hot 
I 

punt 'fo oon even grate mA.ar togen-

gc stc lde wcrvel wordt aangebrncht 

die ecn veld 

totnlc veld van rl.cze worvols is 

'111,i;_(I u..; 
:l "ff' I 1. 

d~1n 

(2) 

De nquipot..:.,r.tiaA.llijnen y = corst. vormen 00:n cirk:olbundol door do 

punt;;m p., ,m f" , do stroomlijnen vcrMen de toegevoegde cirkelbundel, 
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waartoe de cirkel f = :t. behoort .. 
De analytische uitdrukking van 

wervel is in de coordinaten f em. J-
de snelheids:potentiaal van een 

L ~ ~ .. f 1,;_ lY 
LTI rt 1 f ~! tf - pQ J. 

(3) 

Het tote.le veld van de zogvvervels wordt nu gevonden door 
., ... . 1) 

g:i:a1.i1.e ~ • 

i'IH.+ ~1 1 -, 1,;r,,, ~a l 
t/)_z(f,:i>') :ii:= re 1,r . . . .e V ['L ii:. e ~ V - ot. x .. 
/-< - -1 (/ ,0 C-o~;J-'- .L 

.Z.71 -!/ J F11 

(4) 

inte-

De waarde van'( wordt nu bepaald uit de voorwaa.rde, dat in het achter­
ste punt van het draagvlak, dus voor ,,,IP-..: a de totale snelheid eindig 

moet blijven. 
De snelheid van de reguliere potantiaal is gegeven door (6.6) zodat 
de voorwaarde 
lim ( U 1 +- Lt 2, ) sin z.9" = O 
:}'~ 0 

de vorm krijgt 

De tweede integrae.l zal later herleid worden. 
':Vi j beschouwen nu eerst de drukverdeling. 
Vo"l.gens (3.4) is het verschil in druk tussen boven- en onderki::mt van 
hrt draagvlak gegeven door 

1-- '"' -tt- ( r1o •. - ;;;,,."J-v ~ r ~-- -y.,,.,,; z 

- i y ('(:J(N - r wict) - y ( u,t,), - u (IY,d,) 
Bij een beschou.wi.ng van de formules blijkt, dat 

en Ue.,,,-reJ=- - U; = - U , zodat 
-"OJ,I 

(7) 

(8) 

1) Voor de convergentie yan deze en volgende integrale11 is het nodig 
te veronde:rstellen dat /4, ii < O ; de resul ta.ten van het grensgeval 

volgen dan door analytir::che voortze:ttir~g. 



V.J 

waarbij r, en y;_ (en U 1; U. 1_) de bijdragen van het reguliere res:p. sin-
guliere stuk van het veld zijn. 
De drukverdeling van het reguliere veld is teeds gegeven in (6.9) 
zodat we hier alleen het singuliere s-'Guk berekenen. 

.. I .. . V . l Y(-t + If J [°'°_ ~ V .Jl,p .· ' .. .::::o/iL...e· Y. €' V f~v 
JU :t . -=-, f-f-~,,__.....,.z-f-◊l,,o-f ;J-,-

daar de geintegreerde termen wegvallen .. 
Dan wordt 

a) 

(9) 

(10) 

· . ~ 'II It -t) f- '°~ x.,[t z • 2 1. 4 - -2 V r-e .. .e 9 4f'o ~-;)' + .Po-I tJx. 
f)' - .Z ff✓ tr:.-n)}-' i (1-1-r:;!--2ff>tAs)))(cpo2-!) (!+-f/-).fi.u>JJJ-)f 

. .L . t 
lVv l'lioo::.:._l'YX.~ 2. , l //)2.. 2 

::::: - Vt· ..t' · e ,.e v- , 4 fo Un. #' -t- lf'O -1) a,1, =-
71 L 5 l<n ])--' If {I +f/-.2.f0 e,.1;<;~ )( p/·-/) Xt:) 

i .,_g i'ft 00 · 

_v_-,:Y e V ·J!:. • fe-~I) I+ f'o ~ + 2 f~ C4f JJ- AIJL 
r, ,,t' Ji-,,1 J9' ~ Po.z. - I (I(_ o 

de verdere herleiding van deze integraal merken wij Voor 

( 1 1 ) 

op, dat 

zodat 

(12) 

De integralen kunnen uitgedrukt worden in functies van Hankel. 

(13) 

(14) 



:Or·.n w ordt . 

td, i. vt 
~. :- V t e v- e { ·((2,) <.z.1 ·· · 1.. 

f - T. S-1/YJ i" .~ I lw) + [ 1--(, (w) ufzYJ 

(15) 

w2u,rin 

Verc'.er kan nu de ui tdrukking voor O herleid worden 

-~ Xo -
ex- r -

(l6) 

zodat 

i-;t17!' ~ P 2 ,= _ ,2 y-€ y/v) ( I~ (!A:JS iJ,j o{ i~ 
f 7T s t.,..·, jJ- 0 . 

Kussner voert nu in de T(W) functie 

H(2J l(L) 
T(w);:;. ,-l~)-c'fo(W) 

J-f,lYwJ + c 1-/~~wJ 
zodat de totale clrukverdeling wordt (met 6 .. S) 

Deze uitdrukking kan in een iets eenvouaiger vorm gebracht worden 

door de herleiding 



Daar 

L ·1. (19) verder door partiele integra·t;ie g·eschreven worden als: 

9 ._Eerekenin~_.,Y':1,11 __de kr~cht __ ~n het _.lJ12!~}1t _ om d~--~sP,rong ~ 
De kracht en het moment om de oorsprong ku.nnen. nu door integratie 
gevonden worden uit (8.20) 

.,..; . v-t ( _,, K=f Apd.x === pVe'-./, ff/1J/W>"'J"ofy1_ (1) 

-.f 7T J () 

1.l ~ . 
·M = ( A p X olx.. __ _f. l/" ,/1£ i.. vt f T{({iJ? Coff-JI-') ,. $¼ ~ · t>( lY-:: ( 2) 

-1 7T Jo 
-f!- -V✓ z. i yt! 7'1-;>) ~ l ~ CJI Y 
2.JT .e O /!(• -

Hi ruit volgt, db.t Ken N met de eerste en tweede coefficient van de 
Fo·;_'Tier ontwikkeling van de drukverdeling naar JJ· sarnenhangen. Aller­

eerst is 
r, 'ff f i! 4- ·h,,;.,,, -;)' d -iY ,., j j - c,y,, iJ) ot i9- c= 71 

0 & 
(3) 

De Fourier ontwikkeling van 

vinden wij door uit te gaan van: 
#~ 2 J 9 'XJ h,.. 

~( 1-;J -:i:: - X - z_ - 2:£ - 2!, __ , .... _ . ==-:£ .!L (5) 
..a, . j ~ . ?1::I ?7 

zodat 



:: i i ( yr - vi) -r .ht I 2 J;<- -f: 'I I ,:; -z /!.&"19 ~ if + i ~ fi-n 71 .Y ( 6 ) 
.,_ l · ri1=t 1, .?- . . ?1 

')'J::: I 

S:plitsing in reele en imaginaire delen levert dan 

waa.1."11.i t volgt 

.8 

·7T ! /4 I - Cv f (}9_ J1) , ~ ')') 7J ~ y' ~ _ _2 71 f-h,, 'J'} b>'( 
Jo I - C,rr:i (! -f >'t) ,y; 

(9) 

en de f ormules voor K en Ti-I word.en 

JV\ -:: f _,V,/~ t~'t0/1-T j ~~;)di;- t.:;I"f ~~} t,<n~ tlJ; f-l( 2... o ,I., 0 .1/ < 11) 

- i ( ~(_ o,(ypf,)_,_ i w vM)~ vi] ~iv~ c< 2~ J \,-l o( 21-; 
rret ligt voor de hand deze resultaten uit te drulrken in de Fourier 
coefficienten van de f~u~ctie '~(--);) 

v/J,,;J;::; .J- a o + I a.r. CAJ1 n -J; ) < 12) 
. )., 'YI::/ 

wr: rbij 

(13) 

Dan wordt 1 na partiele integ:ratie 



T.lATH}S}:i_:\T 1 [)CL m;;r?r:JUM, 
2c1e Boerhadvestr. tt9; 

us 1-~-f-~_a m -0. 

D1l e i§.in_g_.~ 

0 2 ~ 

Als tegenhanger voor de vroeger gegeven behandeling van b,et 

t:, llende draagvlak in incompressibele stroming, ( voerende tot de 

pc :_,2ntiaalvergelijJx:ing) ka.n het trillende d.raagvlak in een supersone 

st:;,oming beschou·01cJ. wordenlJ In d:i.t gevo.1 speelt de compressibiliteit 

vcJ.n cle lucht een rol en wel 1°.:ordt de vergelijking voor de snelheidST 

1::;otc:utic.al hyperbolisch en boeft de oplossing principieel verschil­

lern.:e eigensc'.1a1\ren. 
Eet tussenliggcnde gevaJ. van zo grote snelheden, dat de 

saii1onci.rul.::b2tarheid van de lucht in rekening moet ~crorden gebracht, maar 

Ll.G geluid,snelhoid niet overschr0den vvo rdt, leidt tot een zeer gecom­

r1liceerJ. vrae.gstuk, dat s2m1enh211gt met de diffractietheorie van het 

geluid ( of licht). Di t geval Lomt 11:i.er niet ter sprake. 
De oplossj,ngsmotboc12,, clio hie"!'.' 2,ekozen vrord t, is de methode 

van Ri8E1ann~ dio als teger.JJ2m0Gr g0ldt voor de vroeger gekozen metho­

do van G!'ecn voor de 11otentiaalverg0lijls.:ing. 

1 • __ De vergs;li,j_:·ing_ voor _ c1e_ sn0lheids:potcntiaah 
Voor het geval, dat de snelh~d0u zo groot zijn, dat do lucht 

als samendrukbanr beschouwd moct worckn., blijvon de bev:regingsverge­

li jkingen dazelfdc, n.l. 

3u i1 --au + 71., ,::, a~ + u l/ ,.._ -~--
a'lf-. ,:) '·• --- - _ __.J. 

ot 1_ ,,J 
,-_, 

.;:ix 
(1) 

-· 
oV"' ,,.... 0 v-' ·+ v✓ 

~}~ L ;yp 
+ uTx ~- ~ L,.1 clJ - (,-' .-• 2t ·' 

( 2) 

maar de continui tei tsvergclijL:ing neemt de vorm aan 

op + ~iJ:) + d_(e!!'J ::::: 0 ~ 
a£ ax a~ 

(J) 

terv;ijl het verband tussen p en p wordt g,egeven door de wet van 

Poisson voor adiabatiscre toestandsveranc1eringen 

(4) 

•·:ij gaan nu direct lineariseren on denken. het snelhoidsveld o:pge 

bo1nd ui t 0c11 translatic mot e,rote snclhcid V en een storingsveld met 
component en Lt en 11.., 1 zodat 

u..,~-V + u -~ _ f~ + }, 

vv:;; Ir f = f ~+~ <? 



Uit (4) vol~t, da.t bij benadering 

d1.1s 

1 + Af: = ( 1 + Af ) 0= l + ¼ 
P=> f= 

( 5) 

~t7, .rbij 
~r = a ~ Li r ( 6) 

'( & ~ (t9) ~c 2 <1) 
fi:io df ,oe; 

do dimensie 1~m sec-2: m-2 = {_m )2 hee:ft en c dus een snelhcid, 
kgm m-3 V3ec 

de peluidjsnelheid voorstelt. ~·---·-··-
Dan gaan (1) en (2) over bij verwaarlozing van kleine termen 

over in 

J;:. d hf 
f'o:; ·'ax 
C;, d.-6 f' - . 

~.00 Q '1 
tcrr,ijl de continuiteitsverg,. wordt ~ 

dAf- + V q_M + o { ~ + i.!"') -=- o 
eit ~x :,eiv -ax ~~ 

(8) 

(9) 

Indien de stoorstroming 1;-:;eryeJ:vrij is. bestaat een snelheids-
potcntiaal lf , zodat 

g_!f u.. e ax v- .- ££ 
T i3 ':j 

( 10) 

o.,- do vorgolijkingen (8) en (9) worden 

L{~+V~+t llf)"'\..,o 
~ X . 2't c X y oo J 

(11) 

~ f~ + y ~ + ~ ~ p}::: 0 
.?J 'j l ~t <) >< foo 
-~Af + V a L>f:' + f.O ,( a"f + nJ = 0 
'i>t oX \t.x? ~-,xz c>'fi 

(12) 

Uit (11) volgt na integratie 

¾t- +Yy+s_2 ~f = f~~) 
f'oo 

waarbij f(t) een willekeurige functie van t alleen.voorstelt, die in 

(13) 

het oneindige nul moet zijn en dus idGntiek nul is. 

Dan is 

( 14) 

en substitutie in (12) levert de vergelijking voor y:' 

-f, ( ~ + V ~t) - ~ (J~Yi_ + V !i/-f.)= o 
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g_y q_Jt' 
c;... ~t ( 15) 

Do druk in hot veld volgt uit (14) 

~ - -(·~ +v21} 
(o~ - at r& X 

{16) 

g_.,_JL;_t_}-".,!ll&V_Q_OJ:",:!f.urdepro blocJfL,YOO,t. h.~I.H.Q..hischSL. tri~]J.n_se_j."'1 •. 

~ .: i.:L.:11 hct veld periddick verandert, km1ncn Yre st ell en 

I iYt f, x,yit) === e . y,( ~YI (1) 

( 2) 

I:nu:l.sJn V >C is, d.·.7. z., dat d;:; o:::igcstoordo s:nelhs:i.cl groter i~; da11 de 

:.cl 11_j_(i..3SDi::;lheid, ts ( 2) eo;.1 hyr:GrboJ..isc: ~ diffcrontia'--:1 vor,;clij::in6• 

D0 r<-1nc1:voor--,·a,".rs:,.:.m !&ijn bier., oven,.::.l:::1 vroeger ,~:,cgeven door de voorgesch:re­
vun b0,..:;:;c;in0 Vlm d.0 r,rofi0lcontou:c. 

~c l~g30n hicr de oorspro~& iil hat 
o <. X <",-,)., .e, 

(3) 

OY., _ •1..r'(x_l -- ~ I ) • 

olJ 
(4) 

.)1·'. 

,; V V 
CJ. ( I - /''\l I 

...:11 cl-:, v.:.:r.::;clij' in:::; ~·ore:L: 

(·, - l"'' 21 d)..J +· d l x -+ )' l ·x = o 
· ·;) ii(, Z) y ,1.. {• '(l·-,lV\ J) 

oi, rJ.::t 1v,/ _ I == /J 1 

a 2;.t - _J_ , a ;x, - -~ i l 
:z>x'" - (Ji, )'f2. C '·(jlr . 

y 
I 

I 
if 

X 

( 5) 

( 6) 

(7) 

( 8) 

ci.:n vort.;e:1ij1 in.;, t.li ...... b 1J° ~tii'1d stn, .t , .. lt:, d;.: vur~:,cl ijki1~;; van de tclc~raa:f' .. 



De ra:ndvoor'.,taardc 
(J.,,. 0 

' tl< X < -ti./ 

3. Hci;__§~.§._t__ionnaire _g__cval. 
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( 9} 

In hct stationnaire: gcva1 is d~ oplossing zcor ccnvoudig .. 
Hi0r is V = 0 .:m 

yf 1-~ ,tJ = lf (X)lf) ~ Xlx)y). 
voldo1,;;;t aan do vorgclijking 

J 2;.( I ;,1 2)(, 

-axi - 13'- -Sf= o> 

µr(x) 

.:::1: c0n voor~·raardo in hc-t oncindigc X.-:? - oo }t = O .. 
D~ .:1lgcr;:0110 oplossine, van ( 1) ktm direct v;ord.Jn 01":soschrevon; 

~3:: j luidt 

(1) 

( 2) 

X (X8)-= f {x-(!>tj) +J (x+ 113~) (3) 

wa2.rbij f 0n g \7illekeu:r-ig zijn. 

Be schou~,, nu Gerst allccn de bovonhclft van hot vlak. 

}(, = 0 moet zijn, moct g(x+fy) = 0 zijn, 
9e orlossin~ heoft due do vorm 

-x ( X,lj)=-{(X:-/J~) 
en hoeft dus dcz0lfdc ~aardc op alle lijnon 

x ~ /Jy = const. 
Dczo lijnon (on d~ lijnon 
x. + f.; y = const.) hct0n dG 

karakte:risticten van de vcrg • 

. All0en do kara··ti::ristie:!~cn, 

di_, naar acl1ter lopon, dragon 

bij tot de oplossing. :Je functic 

i :::an direct (;,cvondcm rmrd-:m, 
d, ,-;.r voor y = 0 

\ 
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Nu is v,1(x) :::: O voor x (0 on voor :x > + 2£, zodat v10 zicn, dat de in 
vlo...::d van hc.t dran;2,vlak in :.it stationnairc .s,oval allocn bopor~~t 

blijft tot ocn strool:, boc:...rcnsd door d0 karattcristicken door voor-
; . .::~chtorkant • 
. 1.n :l:::..t bcnodcn halfvlak wordt d8 orlossing op volkoracn analoge 
-::-:tjze f;ovonclcn, allcon moctcn we <lo l;::ara~toristiokon x - p, y = canst. 
": _;rvc:.i:gcn door x + 1~ y = co11r:1t. 

~::araktoristiolcen zijn lijnon, . r:ac.rlangs storinGcn d .. w. z. vcrandc-· 
:::·." "· __ ,.;ll in n(x) zich voortJJlanten. 
L, ~h:.,t c~0hol:, 1:;c'.Jiad voor de 1:aral~t0ristie!;: door do oorsprong is dus 

01:'--,.;stoordc stro1:1ing. "."'c hadd-:in dus ook kunnon stcllcn, dat lan.:._s 

d0 ~, .. ::l! ... J_,::; kc..1r2.:~toristi0k f' = O moost zijn. 

4 • _1-:_::;j:;_ins tat t..011nejJ _g _ _g_o_y_a]....!. 
In ~at instationnairo geval is de vergolijking gcGeven door (2.7) met 
de.: r,::.ndvoor1··ac.:rcle ( 2. 8), turwijl ook rroor .J.C.:)11 twecdc r;:,mdvoorwaardo 
1r:ordt opc;i.;)J.ovcrd door de cis, dat voor het rii:ra.:::.1gvlru..: ongostoordc 

strominG; hoorst 011 dus VOOl' :x: = ·- 00 ' 1 = 0 is. 
Ook hie;r piru1to:n storingen 2~tch lanGs uc kc:.ra~:~tcristicl::011 voort 
on '"JC l:.unne:n dus als rg,ndz;~1ardcm 

s-ccllcn, dat L:,ngs de gohcl0 k.::trak­

t~ristick door O met uitzondoring 
.',j·:, y = 0 1./ = 0 is. Ora de verge~­

::.:t..J];:ine; ( 2. 7) op convoudigcr vcrm 
t,,.; br;.m;on, transf ormcrGn ~"o or, de 

·ra\tcristicl:en als coordinatcn 

y 
,., ~. J3 t, 
,;(,,vr .z CV,.,,/-- i 

.y / 

z .l' X. 

( 2) 

(3) 

·:·ij 1:,~ sch or:: ·c;,1 c-::rst a110011 d.:.: bovc::J-:Blit van rh.:t vlak. De rrmdvoor­

·7aard.0n ·:·orckn nu 

.. ;._ . .:Jc.ctor tusswn de l:ara.>toris•cic!-: 1311 de x-~as in hot x,y vlak vrordt 
:~:i:,~_,,;:b-.i1;;ld op do soc-tor tusac.;;,1 de lij n .. m 
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~ en gegeven 

0 

~,nslooc; ar'.n de: mc.:thodo van Groon V(.lor hot incom:pressibelc gcval kan 
h~:t su:;)crson..; l)robleem op6cloat wordcn in de vorm van cen intcgraal­
voorstclling voor de snelhoidspotentit:al, va2.rin optrcdcn de 6ag0van 
r.:nd•;,aard.:m vornenigvuldigd mot eiJn SJ:)Gcialc oplossing vru-:. de diffc­

r,::ntia.al vcrc;clijking, 
f:y 

3cschou ... ' t,::.•oo oplossi11gen4 en z,1 van (4 .. 2) 
~L ,.t. I. 

L [tJ = Jf '"J,1 + A Xi =- o (1) 

en vorm cle intograal 

o = (( {x L[iJ] - ztUx7 j d f,t~ ~f ~At-),~/:1~ 2i 
JJ uf>Qt 

ni tgodru>t over ecn gcbiod, begronsd door 2 scGementcl'l var~ cie lta.rak­

toristickon door r .::n d0 lijns.:;ig111enten OP en OR, waarop do randwaar­
d0n zijn voorgoschrevcn. 
r,~ is GJ 

. 0'--J' _ ~ ~~ _ J_ ~ f , ~ 
x ,_fl)]_ ],1 Jf)t - .2 :J5 t X: c):>t_ 

Stcllcn 

dan is volgcns de stalling van Gauss 

Jjt~ -r ~(d~df- f'(PL1-U{/J}, 
zodat 

wanrbij de int0aratic lTOrdt ui tgcstr1.;;kt langs de lijn 0QPR0. 

Lc.ngs QP is d 5 = O en l = tr, dus de bijdra~e is 

(4) 
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f 1 F ) J' ct J ?f..1 o/ . . QJ J' iJ P ":J ,}" . - ~ { x ~ - v ~ ~ ">[,, -=- 7(. r v p - ;r~ v~ - z l: x ~ .xi 
)P ~? 

lnn:.:;s rn: is dt= o on ~ = ~, zodat de bijdrago tot d~ integraal ia . 

o .. > ?J:_ . ~ t . P , - ,J . r° ~ ~ 
r 2 Jt J ~ - v.;) ~ cot t-=- Vr·X r R ·XR + 2, J x. ~ ~ d t Ji t, > J . ~ :> 

-~ jp 0.,., ' "Y 2D O d d b. 'd t t " . t P al . 1 1,~.in::.;s J.L 1s/L =:;:~ = , n::..i c J.J rage o a.e in egra is nu. 
;_: ::: bijdri::.gc langs OQ nol;>m-t se:.J oonvoudi&or vorm. aan, als wij torug­
·:.:,.:•:lll·.f'orncr0n ne.t:r hot x,y•·vlo.k. 
:;:1[.~.:u .. lanss 0(! fe = h = x is, is 

' > "J, 
d ) = d·JZ, = dx 

CD V.:Jrdcr is 

Inci.iGll 1:ij nu do :functic -fr' zo kunmm bei)alon, 

ticl'::en s = t p on "'li..= :Z f • 1,5P( ~., 12., f p ,'~ ) 
1 hccft, is ? 

d&t langs de karaktoria­
do conatantc uaardo 

2 A/ IP, '11' J = X(Xp ,o) -i f Ji(i<) {~}t ;- ;f',ri-ff11h ,(G) 

Hicrbij is {;y) i • 0 gegcvcn, maar niot ?(,(,) op do x-aa, 

P .. • .. lb:..J_un,q.t_:;._.Q._!?.U Il.ioman.!t.9_n_d~ •. .Q.Pl..O.§..S in.£ :1..ru1 he t ]rp_p1_eem. 
Da~r do functic v"'75 .1, ) o~n conotanto waarde moot aanneocn l:angs 
de lijnon t-sp 1T 7-p li:::,t hot voor do hand con nicurm varia.bole 
in te voor.:;.:11 

r ~ Vr~-~PX )2 -Jt.;i' <1) 
en tc stolL:m 

;fa':::. -z7( r} < 2) 

due 
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zodat de vorgelijking voor 't1ordt 

d 'lJJ :k + J_ (J(. !/_ + Lt >. 2.- {J ~ 0 
dr r- d,..r 

Di t is d0 vorgolijlcing van Doss0l; do oplossing, die voor r :::: 0 de 
·.,at.rdo 1 hccft, is 

;}( r) = JJ ;,;.. r)= JO r zJ.Vc ~p)h-11-;) l = JO~ VI Vrx-xJ'.f ln~·x 4) 

?cin 600ft ( 5. 6) X:p 

:. X (i<p, ~p) = '}J,:r, o)- ;2 ),_,(1hJ( ~•)~, 0-i::}i_; JO ] dX 

!Ju is 

vintlen, die 

berol:cni~1G van dJ c1:tn1 vc1·do1 ing is r..J_loen nodiG du vv•aarde vru1 

h.::.:t draa5"ilak on de ,;·ra.:::.rdc van de horizontalc snclhetd. 

j)aar 

~.: ·:.ot drl,J;:ve:."sc::tl mot de onc;.estoeirdc stror:1i:ng . 

( 5) 

( 6) 

Ui t synui1vtrieovcr1-·ccin~_,;;;:1 vclg·c, <l,.t; ci.c urc.kvcrdcling a:::i.n de ondor­

zijdo golijt is ~~n di0 ~~n ~~ bovo~zijdc. 
T,,,. total,, dr"'-.-•i--ro·" 1· - ,..,.,. " · 
..,i,J\.,.i \,; t.,.,;.,&., ... i.:, .... - .I.J......:, !", • .) ,,.L ~/,<d ' "P 

( f'I 11~· ( )J t· + ,X ;<. t._") .. ' ! I / { I ') - c{,t 
Jbov - ro)'t,l - .2 JI ~t: . 1• \ -t (.. \ ) dO .Llp~·~p)J e 'kt"'(xJ d. X + - ){.- 'iV/1rt-1 ,, 

f~ ;Ji,._, j,· r:-1f1A/ )': ·-oo( b ~-o<;)l(.p, W/xpJ () 
+-2 r(1t,.'-1) i? d I t '-· t.l( '..tp _{ e i,'/~JdK t· ' . V,~ 9 

: : iorui t ~:unnc:1 de !~r.:.~cht ,::.nn 11-::t mo~.1;,;nt om du oorsprone dodr into-
·atic burckond ···ordcn, dt.::: 'i"l~l i~; do .u.oestG gcvallcn numoriok uit­

£,1.:voerd zal moc. ten 17ordon. 



1':A_T'IBMA:!:ISCT{ C~'.'lTRUH, 
2de Boerhanv est raat 49, 
A m ~j;_Lf,_d a m - 0 • 

Colloquium:-

~-~§_::}_i!\~ . ...Y.~1l T,a v la Ce-tr '.l '1S f' C 1,::r1 at~ 

in math (HnEl t ?.;J3C1;-J:it1:l§J~sc:h e _:r.rq_l2 lcer:11:u1. 

door 

rr. A. T_,auwcrter. 

:Blz .. 1 

:)1. In de ma:th.ematisch fysica entmoet men veclal differr-rnti.8.::.1- en 

integraalvergelijkingen, welk,~ met do g,?.wone m8t11.odi:~n tot v:vik gecom­

pliccerde onoverzich telijke berekeningen loiden of Wrt!lr z,.:i lfs 0,2 n b:o!­

hoorlijke oplossingsmethode ontbreekt. Tenr.1insto 1 zoJ.::11:g T11U n rie m:::th ode 

van de T.iapln,ce-tra.nsformatie niet kr>n-t ~ war.t ,h"Zt: .stc:1t o?·,s in sta2..t 

be:paalde typen probler-!en kort en t::1eg:1nt cp tc lessen of ~1.n.nm0r3\elijk 

te veretmvoudigen.. ;focilijkheden dii:: zicl1 voorifoG11 vmnno,:sr TIK:n op de 

gewone wijze een bekcndH functie naF,r de biJ h,,t T)1 'ObL:;;:m bch'.)rorrle 

oigenfumtins wil ontwikl".'Dlen, verdwijncn btj voorbc:H?ld f'l.l.s bij tovers:: ag .. 

Hierondcr zullen wo in het kcrt de nrinc:Lp .. rn v::"n 0,:;zo m·thode uitoon­

zetten, w::i.arnn. cnJrnle ann d,: pr?.cti.~k cnt1 c:::rn,~ v00r1:s,~Jd,~ n b;::ih,,~'1deld 

zull0n wordcn, d io de: vonrdelon v~m CErne r1c,ti·1 cil 8 dui.ck:lijk r.knonstorcn., 

§ 2. Ond(:)r a..:; T,aplnc,.~-trar;sfcrm (bet ;1r mf!.:1r l ".Yi ~er: Tf'\p}!·. c,:J-t!,,•transfor­

mce rdl:)) VRn 12,:m functie ? (t) vr::i rstr:t~!: ·1,·0: d ,"! :fun".'!t io ~~ ( s) ,n:c.'1efinic .:rd 

doer 
:f(s)= { . 'l 

'• 

F(t) is een in principe vo<:r alle r0'i!:le 1.1ra·~di.m vnn t g,__,1~c:fir:icordc 

functie, die voor t "'7 + .)',::1 n.nn bepaald,:;; "-'ison zal hGbhcn tc vnJ..i o:;n. 
f(s) wordt door (1) :11s cc,n in Ci.:m ze~,~or GGbiod Ver: hc:·t comp1cx~ 

vlak gcdefinieerde functie bOlXif\ld; m...:in knn ccnwonoig ~:i.:-mtor,,.;-n dat dit 

gi::bied steeds ecn strock is b(:grensd do0r tw,11:: vertic'1.le r,::chtt:n (zio 

fiP:. 1). 



Blz. 2 

Elk van dezc rechten n:1Ar on:0:i,ndi ge vcrsc'h ov,c,n zj_jn. Kies 
-tl 

b.v. F(t)::: e . In doze strnok blijkt f{s) ook con analytische functie 

te zijn, hetgeen f'. a. botekent, dat we tmbeperkt naa.r s kunno n difforen­

tieren. 

In bet volgcnde stclt U( t) de zegenaa.mde: et:rnhcidsfunctie ( unit 

function) voor 1 gedefinieerd a.ls vo1gt 

0 t< 0 

U(t) = _J,. t =O (2) 2 

1 ... >-o " 
t{ecl vi:i.ak zullen we functies Fft) beschouwen, di,3 voor t-s: ,J ni 

finieerd of onbHkend zijn. In dat .1;eval nem.-m we 

van U(t):W(t), hetgeen dus betekent, dr1t w,:,, (1) rlion:~,n te ve n door 

f(s)"" -st 
t:! F(t)dt (3) 

0 

In het bijzond,.:r spreken WG bij (3) van (:ic:n 

Laplace-tr~nsformatie, bi,j (1) van c;.c: n twee rr:.nsf OI'ma--

tie. Hat conv iagobied voor de ee jd igo T,aplace-tr,1nsforrr::tie 

strekt zich rcchts nanr hct on0indige uit. 
Veorlopig zullcn we ens tot de (mkelv~ud 

beperkon, aMgezien ze in 

Het verband tussen hot or 

vaQk symbolisch a.v. aan 

prnctijk het mee 

F(t) en h 

C 

VO omt. 
becld f ( s) 

. F = f . 
' 

f = F "F(t) = f(s) • 

~3. De -transfcrrnatie wordt voel t 

Deb 

De t voor t = 0 is 

De bij 
radia~.1-symmetris 

dus weer 

VO 

l + -r 

De 

= g 

::: k 
r 

si tt:.''ltie 

) 
! 

past 

woon en 

:is bj 

vun, b,.,,v(milt,?n z :n 

b.v. 



Ile mcthone van d1J l:-tri:i.nsfonrn tic is f' .. it-~J ijk 013 mthcnntischc 

rcactic op do c!oor rk''.!.VisidD, ,:en ,.;kctrot,!chnicus, ont?rikk. ld,, rckcn­

wijzc, die niets r:i.nd,.)rs bl1:-:t-:k to rd.jn d'.l.n 1::,._;r. form,:.:li:: onstr:.)ngo tocp<:i.s-

sing van de J-meth ode in 00 vorrn vnn oporat er1..-:nr11k-ci ning .. 

S 4. Om ecm gcgc:ven p:roblccm in de -:,,. -trial t e kunn1n br,mgon en om d~} 

getransformoerde oplossing te kunne,n tGrugvc!rtalcn, b,-:;0i...;:r1011 we ons 
r·, 

vM eon ,< -woordenboi:;k in de v Or:n' vc n oen tab,21 m,1t do -:is. -tr·i:nsf orms 

v~.n eGn a'1.ntal gegevc n functiu s. :Je hiorbtj in '"\.Cht t,:, numun r;ramrns.ticn. 

zullen wo hicron(L~r in 't kort uitcen:i:etten. 

\ . 
F + b I'} J- = a ,-l ? + bJ. G 

De cl· -trruisformn.tie is homogc, .. m on li··1cair. 

Indien 

goldt 

Tt'(t) -· f(s) 

eat F(t) ~ f(s -n,) 

F(at) . 1 .,,(s) 
•- ,l -f't D ... 

U(t-ri.) F(t-n.) -:is 
- Cl f(s) mjts a~- 0, 

dF ( d t ,- s f { s ) - ·,:, 0) 

t 
iF("L)d1 

·' 
(l 

t F(t) 

t. 
{ F1 (-C)F2 (t-1)d I 

0 

2 = s f(s) - s F(O) - ~ 1 (0) 

:;; 1 f(s) 
' s 

df 
:- - rls 

( r:: \ 
~• I 

(6) 

(7) 

(8b) 

fq) I.,, 

( 1 ) ) 
\ ' ' 

(11) 

De: bov onstri:·1,nd1..: f orriuli:! s k.1J.:nn.· n ., ... ,,mn kl{,,11 i j k .rr, .·v ri fi(:,, rd wo :::'f~ G n .. 

"g!nige spcci-ue r.nru'lrtcht Vi:'!rdh:nt 11-'~ lri.•:-.i.t~:;tc h,:tr_'.,}:i~!P.; (17 ). De in b:,t 

linkurli.d voerkom:mo.::i :int,!fp:'f"l.'11 h.-. -t d(~ convoi.uttn V"r, 'F'1 ft) ,:n j:~/t) 

on is feit,.)lijk het contin:i..:: ·-..n~-J ogcn v·, n a.: uit1ruk'dn•7 voc,r 1L· n-dc 

t(·,rm vnn f"'l.:t't"\ ri()-•,1 .... ~ v·•r•}·r···\.-,..·1n rf",,...."'lf'\ tn~··•1·, .,,....._t.',, t_ .. ·s-:--,c .. ·n tt··,, Vi."!'·~m ri.,,1,·."·'.:'-... r1_)1, .. f~ ... "".·,'"'°,~--"··1 ~·1..l,. , :u •, ,,,;I,,., . .,,,,, r ... , '-• , • . .,,~,,.• ",, ,,, ., ,.,., .. ~ '"~ ~. . '" • • • • ·'"• 1 

\-•G f ',(J 

\:-'' 
,.... r-

rt ' bn :::: ' '" m-~:'t L.,. 
,, 

"'r n ·- ..... -•> . t 
1') (l 0 

'Yi 

en ;:;: ,-
fi, bn-k l.._ k 

0 



1 ;:; t 
s· 

l · n.t ---- = C S-A.. 

-as e . ( - = U t-n) s . 

s 
2 2 a +s 

8. 
2 2 a. +s 

'.'lt e 

.= cos at 

= sin :1.t . 

-:S -lns d lnt 
s . 

R(s) .> 0 

R(s)) a. 

R(s} .> 0 

R(s) > 0 

R(s) ) a 

R(s) 7 0 

R(s) > 0 

R(s) > 0 

Enige irrtcrcssnn1xx:?enn~r mocilijkcr te bewijzen J'-parcn zijn 

R(s} ) 0 

R(s)) 0 

R(s) > 0 

waarbij Jo en Ko Besselfuncties vn.n de 1.h1rst.:.:: 1m twecdo ,~aort voorstol­

len. 

§ 6. Do algc_men£....Qm~!.stq_lling. 

Aen de n.lgemene J. -tr11.nsfornr .. tic 
1' PO 

f(s)= f o-st F(t)dt 
- ;;;,o 

beantwoordt de volgernc omkocrstelling 

--.x. < R(s) < (3 



nl•·• 0 9 2 ,._,, -·· ~ 

,· < < ~l 

'<, ' ~. 

is. 

Hct b. . .,w ijs d·1.t w,; hi uro rrL::·c- sch ,3tsm8t ig zulL.rn ":1.n,°,:'CV,:n br..)rust op 

de volgond0 stc lling, w:i.".rop ook de :~ouricr-tri"..m~fo:rrrr, tic, w:-virvr:an d0 

w.pl•1.ce-trrtns£crnntie f .dt,-:lijk 0,:m v··tri'1.nt is, b-.,rust: 

Boschouw 

= 

lim 
M➔ ·'Y-"> 

de vo lgcnd.:.~ intogrn.'1.l 
)(·t [: !"1 4 ·)Cl 

1 
( ,. 
I e st ds _{ e-S! F(t)df -

1 
2 .if 

~-~I"' 
,_ /\~ .,. ··"· ' ,· 
t i 

l du] 
.1 ,J 

-•/VI - ;;;~. 

-f'/1,\ -t .)..} 
. /' j du .) c (:j+iu)v }'(t-v)dv 

f-t:C;, 

f .. 
JO Q V F(t-v)dv 

-DC 

t-oo 

-t M 
I' 

j 

I 
j 

-M 

iuv 
0 du 

f e :fv F(t-v) sin Mv dv 
V 

·➔ 
-•. c() 

wa~rmcde het bcwijs geleverd is. 

:::: 

= 

lim c l·v F(t-v)= F(t) 
V-> iJ 

De voorwaqrdcn, die vervuld mot;ton zijn, opd8.t een en and...,r gcoor­

loofd zij komcn hierop necr, d~t F(t) zich in ht::t n.J.gemocn bchoorlij::. 

- bij godccl t.:;m continu of monoteon - godra~gt on voor t = + OJ de 

conv ergcntic vn.n de integra':,.l voor z·~kere s ~;rv'l.rdcn mog;elijk ma:':..kt. 
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Toepassingen van de Laplace-·transf ormatie II 
dcor 

Dr H. A. Lauv1erier. 

A • g.e ~vo n e d :lf f e_;r_e nt i 8-¥ .Y.l:F:1 e).. i _j k i ns;e n,_._ 
'1e beschouwen een voorbeeld ui t de electrici tei tsleer. 0!) een cir-· 
cui t bestaande ui t ee11 in aerie geschakelde zelf indtwtie L, weer·· 
stand R en capaciteit c, wordt ,·risselspnnning EsinoJt aangeletd• 
De aanvankalijke ladinB Q en strocm I zijn nul en op zek1,,;r tijd­
stip t=O wordt de ·:•isselspanning ingeschakeld. 

I l---'\/vV'v-·--1 
C R 

~' _______ _. 

Gevraagd wordt I ala functie van de tijd. 
De differentiaalvergelijking is 

L dI + RI + ~ = Esinwt 
dt C 

met g_g_ 
= I 

dt 
en t=O 

fig.1 

(1) 

I=O. 
Indien I de 1aplace transform van I voorstelt vinden we voor I 

I = :Cs St,!. _____ ,__ (2) 

{Ls2+Rs+y'c) ( s2+o:. 2) 
De ui tdrukking ( 2) kunnen we eenvoudig in de volJ~ende vorm brengen 

E I= "'2 
z 

n2 b . . jt R waar J.J -::: - , 
2L 

l x~ s+ P ) ·- l!J.:.. 
( ( s+ _µ ) 22 + n2 

1 R 
= --- - 2 ' 

LC 41 

X =- L W - 1/Cw 1 

X' == L W + 1/C~, , 

z2= x2 + R2 • 

Verondersteld wordt n2> o. 
,Terugtra..-:nsformatie van (3) geeft direct 

.,. ~::..Jt..fi:.. 1· (3) 
$2 +f..u2 

I=~ sin(wt-<1') - E ift e-~t sin(nt-o) (4) 
Z nZ(LC) 

waarbij tg d = X/R tg \ = tuV.!4I 1 
• 
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Voor c:;rote t waarden mag de tweede term in het rechterlid van ( 4) '\rer-~ 

waax·loosd word en en houden r1e de 11 stationnaire oplonsing11 

I = ~ sin( 1""'t- D) 
z 

over. 
Indien o:p t::::0 een v,illokeurie;e span,.>iin.G V=f( t) wordt ingeschal:eld ver · 

loopt de oplossing als volgt, 

I ::: _____ S.,;,..______ • f( s) 

L 2 ( s +j' ) 2 + n 2 : 

( 6) 

Het origineel van 
________ s ___ ---

. 2 21 
L 2(s+/t) +n j 

e-JJt (n cos nt -_)~ sin nt) /nL 

zodat volgens de 1)roductstelline, het O:t.'isinccl v::in ( 6) ~,e::_;even '.:,ord t 

door I = ._L ( t 0-/"! 
nL ) 

(n co3 n r, - ,J' sin nt) f(t·· D )d.1: (7) 

0 
De ms ltaten (4) e11 (5) kumien ook 6emakl:elijk gevond.cn ,10:::-den n:1€t 

bchu.lp van de algemene omkeerstelling. 

I ~ 2~i f DstAJ ( 8) 

De integratieweL, ia een verJ~icaal :tn het S···VL:.k rechts van de i,:10.gin.::d·· 

re as. De contour l::unnen r:r~ vsrvorr,1011 tot een van hct t~rpe C, e.1.s voor~­
cestold in fig.2. 

s-vlak 
·' ,_;.: + I 

i 

Aangezi:.:m de inte~,rand in ( 8) unulytii;ch i3, is 1 2,e:.ijl: aE::i.:: , .... c ocm Vfa.r. 

de rosiduen van de; in C li0.::;e.ndc: polen ± Wi, ± ( --µ +11i). . , 

moest rechts c,elcg.:m polen, <lus 



I stat. 

waa.rmee (5) is terua2,evonden. 
Anc,loo~ l::unneu we dn vollcdi~;0 01:lossinG ( 4-) vi.ndcn. 

-13. Part:tolo D:l.:i:for::ntia.J.l v0r·;eliJ'l;:i1r:011. 
---- - --- -- .... ~---------.... -- ---~,---- ... - - _r.,,:;, ..... --
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t-- ) 

Het vol::;ondc voorbceld is ontl·_.:nc: c..:..:.:.n de tboorio v.:::.n dG ~--.::.:r,.,t;e.:.::clci • 

din:;. :;)~ochou.~-· e0n cirl..:olvormi:.;0 c:r1iadcr r;i.et "...•<\ • .,:;_r:(~,:;~:::'o~:-~-.tu1:i.r 1J:=O. 

Gcvraa~,cl "."!'Qrdt hot t0mp0ro.tur.rv0~:-loo::.-:i, w.:1:nn.GtJ11 cl0 c~r.lin{.cr··•c.:ac.1 or: tc;,1-

pcratuur V e,ehornlun ~·:ordt. 
Do diff 0ri:mtiar:lvc1•_:_·;elij:dn~ is 

O~r< a t) C , ( 9) 

met 
r=a T=V .. 

Zij ~ de J.' -transform van T, dan is 

d2T* 1 dT~ s ~ 
- + - - .. T = o· 
dr2 r dr k 

( 10) 

en T* = y_ s • 

De. alg§moraoplossing van ( 10) is 

T * = AI0 { r /l' ) + B K0 ( r \11) 
Aangozicn voor r=O c~cn aingul~ritcit maG optrcdec is D=O, 

zotlat T1 ~ !_:g_<_:V1 (11) 

S I 0 ( :, Y-~) 
Bet ori::_.incel van ( 11) vii:c:un PC :1ct "Jc}rn.11..., v C::,j,"l. ,,.;..;; ,,l,,0 1cn0 omkoor-

formulc. 
T =--1- J 

2tT 1 
C 

st 
0 (12) 

De contour C li:.m n.:iar linJ,~s om2,cle.;<l ':'OJ'(len 01::. o:.:::l rit 1.'.".~ :.~-:., ::eolc::.1 

van de in·~o0rand • 

s=O cm □ =-·I:(.i\12 
waarbij ~ . ..()("' ( n=1, 2,. •• ) <le :1ulpunton van I 0 (X a) Lij IH 

Toepas::itnB vuu do rcsidustclli:nL co.aft ci.us 
,:;.'I,) 

T = Iles( S=O) + f Iles ( S=-1.:C<n 2 ) 



2V ~ -kc;t 2t of T = V - a 1 e n JO ( r ,'.'.X n) 

:~~:;J 1 C a{X n) 

blz 9 

(13) 

De reeks ( 13) is zoer brui!::baar voor £,rote t waardcn, raao.r fae.l t voor 
ltleine t. 
Om een ontwikl.-:eling voor kleine t to vindon ha.ndelen we als volgt. 

Stel in ( 12) a -'7 f . t!e vind0n 

T = V j e v Io ( r yft) 
2JTi , V"' . dv 

C vr1(a F-t) 

en nu passen we de asymptotische ont~7ilckolingen van de 3ossolfunctics 
toe; 

I 0 (z) V) 
ez 

(1 + L .... ) v2 jf z' ez 
I 1 (z) z (1 -· L . . . . ) ,,.,.., e • -, ez 

\/2 if z 
Dit komt er dus o:-i.; nccr, dat we het boeld ( 11) vcrvangen door eon an-­

der b~eld dat met (11) voor crote s-waarden practisch overcenstemt 1 en 
dat wo -van di t nieuwe boeld hot origincel 6aa11 i.iOekcn. 

Ont~ikkeling van (11) geoft 
'IL 

f ~ T ~ 
'i'L 

sr 

,• 

~ 1 + a-r -·- + 
L -~ SarV 8/k 

.2.~Jr_2:-~~ •. •) e-µ,-rlVf 
12Sa2r 2 lt 

Het originecl vindon nc uit con tabel: 

¼ ~ 
T = Va - erf c .!£:F_ + Vi a-·r H ktaJ.:. ierf c a-·:-"' ••• ( 14) 

r ,,,._ 2 V kt' 4ar -l"i 2 \/kt 

bruikbaar voor kleine t mits even~el ~ niet klein is. 
Voor de temperatuur in het midden r=O volgen we een andere weg. 

Uit T~(r=O) = _v __ _ 

" 
volgt mi 

Ya' sI0 (a k) 

Uit de tabel volgt voor de eerste term 
. I. 

T( r=O) ~ !3:_ e- ~},_Lt 
Vnkt' 

K ' ( -r; 

,,., ¥., K 
VJ2{)k -aYf 
-8 .'/4 1/J e ... . . 

B a 

a2 

8kt 
) 

De in ( 14) optredende errorfunoties worden a. v. 2,edefirri.eerd 
;t(.i l 

2 ' -·~ erfcx = 1-erfx = -- } e "-> dt ')(• v- , 
ierf ox = (erf c ~ d~ ;-:· · I. 

·,: ... ··- ... 

(15) 



blz 10 
) 

Het volgeme voorbeel4 is eveneens ontleend aan de theorie van 
de •armtegeleiding. Een vlakke cirkelvormie:,e pla.at, aa.n de rand ge­
isoleerd, bezit op t=O een zekere temperatuurverdeling T=Y(r). Ge­
vraagd wordt hoe de temperatuur met de tijd verandert. 

De corresponderende vergelijking is 
oT 1 L ( d T) rr = k r er r ~ 

met de nevenvoo:rwasrden 

r = R ll = 0 
~r ~

. t = 0 T = f ( r) 

r = 0 T eindig 
Stellen we/.. T = T.,,. en o(l= -~, lf{r) = - ~~r~ 
dan gaan (16) en (17) door £--transformatie over in 

2 '#. ~ 

~ + 1 dT + cx2T.-: = <f (r) 
dr r dr 

r=O T•eindig 

r=R 
dT~ 
- = o. 
dr. 

(16) 

(17) 

( 18} 

dus een gewone differentiaalvergelijking. R 
'7e stellen nu Tl'"= f G1 (r, p) y,-'( E ) de + J G 2 ( r , e_ ) '( ( t ) dt ( 19) 

0 ~ 

waarbij {G1 (r, e) = AJ0 (0( r) + BY0 (o< r) 

G2 (r, e) = CJ 0 (<X r) + DY0 (o< r) 

en iG1(r,r-O) - G2{r,r+O) = 0 

:, G1(r,r-O) - cir G2(r,r+O) = 1 . 

( 20) 

(21) 

De constanten A, B, C, D vinden we uit (21) on uit de randvoor~acirden 
van (18). 

f 

D = 0 

AJ 1 ( 0( R) + BY1 ( :>1' R) = 0 

AJ o ( 0( f ) + BYo ( ~ (' ) = CJ o (.Xe ) 

AJ 1 (D( e ) + BY 1 ( o( e_ ) - CJ 1 ( oc e ) = - 1 /ex 

Aldus vinden we voor G(r,e) 

r G 1 = ·- ~ Jo ( ~ e ) { Jo ( r)( r) y 1 ( (X R) - J 1 ( -x H) Yo ( oi; r) 1 /J 1 ( o< H) 

) (22) 

\.. G 2 = - E; Jo ( 0( e ) f Jo ( (X,, e ) y 1 ( Dt R) - J 1 ( t)( R) yo ( o( e ) J I J 1 (o::' R) 

De oplosaing van (16) en (17) kan dus mot (12) in do volgonde vorm 
word.en gebracht 



c+iJ1::J R 

T = 2.~i j est ds.f G( r, t ) ;f ( e) de 
blz 11 0 3 8 

(23) 
c-i;:;.o 0 

Een nadere beschouvring van ( 22) l,3e1•t dat G1 en G2 analytische functif G 

van s zijn; logarithmische l)ijdra.gen in de teller afkomstil:, van de Y1 6 

blijli:en nl. te verdwijnen. De polen worden eenvoudig tsevondon uit 
J 1(o(R)=0 

of 

waarbij kn het n° nulpunt van Jj 1:) voorstelt (k0 =0). 
De integraal ( 23) kan naar de residuan van C:.ezo r0len, ·"r::11;:e:.• 

allen op de negatief reelc aB ligge~, ont·,H:keld worclen. 

Het rcsidu van S=O is j f rf'( (: ) d t 

Hct residu van s=s is n 

zoo.at "re 

met J 1 ( vi...., R) = O. 

.\\. 

Voor t -:-:?,'XJ vinden we de uniformo tcmpcratuur 

2 R 
T = ~ Je t(e)Je 

.l:1. () 

, K 
J r 1 0 r ·'.X-r.) -1 . r ' -¥-~- f et'e) /b:r,~i,,1,. ?.1t) 
.r ,,,( ') ,,,, ) I \ n r> .. n •} "o H Ay, I ,/ # 

i '"o 1o, 

Di t is juist do ge1:1icldelde t8r.1pcratnur o:·, t::O. .i.m:1_:ozi.:::11 i. v. m. de i,-;;, ;. 

totale vrarratchoov00lheid corH3t::~i.t bl l jvcn of m. a. 1•.•• de ,..,0":dddcld1.:1 -t-.:m· · 
peratuur is voor o.110 t -1~1a<.irc'~011 j.: ;,:,:)von d.oor1J c:5). i~n:l0rszijds 

.I'· 

th:rcn. 
~2 \ 
.!... 0 

rTdr n~ar t di1Ierufr• 

r:ct voordt1.Jl van dvz.J m.::thod•~; is, dat ,:i2,:::::1f1 1l~1c~:L.:r: en eiton·· 
w£:.ardeu autorn,:ti:]ch voor do d.:1,C:, l:or:;.0n er~ ddt me van :;l1L: ,:.D r;.;,01:. ov-.;;r 
de al of nic.t. complc0tl1cid V£:1:i:1 h..:;t at0lscl ,.::.ic;cmiunctii..:J b.:.;vrijfl ~~i,j:L 

Di t is vooral vi:..n bi,;l ang war:m00r in in;;:;~r:il:koldor 1,1robl\_,;n1Jn de oor .. 
sprong l.'.Wn pool van hogure ord(.. i:s. 
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Toapas~ing VAA de tv,,co&ijdige, Laplac_Q. 
'" transformatio 

Dr H.A.La1.J.?Ferier 

il• De tweezijdige Laplace transformatie v~n cie functi0 

gedefinicerd a. v. ➔1·o..: f ( s) = e -St h( t ) J.t 
.. " 

(1) 

Hie:rdoor wordt een co;.iplexe functie f( s) voorce 'l:"relke in oen z~-

kere strook van het s-vlak 

ei<<Re~<f3 
betekenis heeft. Duitcn daze stroot divcrg~ert de int ~11 
( 1). Doorgc:ans blijkt f( s) echter eon in hot gehelc s~-vl voortz 
analytische functie te zijn. ,.. 

I!en rweft dus voor clke ·•) 0 

e ·[r:< +rJ t l h tt} I -,:> o 
-{/!i- -r>t e t hltJ J --;:, 0 

De omlrnrir,.g van (1) is 6+ioo 

l J S-t 

{ 
"1(-tJ : :rrr, . -t . {bJ els 

6-t..oO 

·X<o<f3 

( 2) 

De rekenregels zijl'.l eenvoudig0r dt,n bij do eenzijdiGC Laplace trans­
for:raatio. 

.Ala f(s) i, h( t) 

he,:;ift men 

f( a-a) 

ea8f( s) 

f(.Q.) ' a, 

sllr(a) 

id. e8th( t) 
• 

~ h( t + a) 

f- ah( t · a) 

. dn 
:= 11 h( t) 

dt 

f(a)=' (-1)n t 11 h(t) 
• 



Eenvoudige voorbeelden zijn 

1 · U<t> 
s s'- • -t' 

Vif eT :;= .1,, 

_g.-as := 
s 

Ch .. as =· --- ' 

Uc t-a> 

f [ U. ( t -a) + LJ ( t +&)} 
s 

• -b Vt2+a2\ 
r.:o (a Vb2-s2) ~ G ~~- 2" 

. . 2~! +a 

blz.i"('/j 

De tweazijdige f ~transf or1~1atie is algemonor dan de ecnzijcli.;0. B.v. 
s--functics goen origin1,;;el voor uc 00.tJ.Zijdii:~.; hebben da laatst0 tuec 

I. - transforma•tie. 
~ 

Is mnl. f(s) = r c-stg( t )d t 
{) 

dan is voor s ~ oo zekcr f( s) ➔ O, en hieraan is ni~t voldaan. 
Voor do algemene thcorie van de t~eezijdige c:ftransformatio vcrvrij~ 

zcn we naar het pas varschenen book van B.v.d.Pol en E.~remmor 
{Operational Calculus, Cambridge) 
lg. Toepaaein5cn. 

Beschouw cen onoindig lal18c buis waarin mvt von constante snclhoid 
Y eon vlooiatofmcngsol stroomt. Op hot begintijdstip hebbou vro :..en 

kleurlozc en ocn gckleurdc vlooistof naast olkaar. nocman we dG concon­
tratic van de klcurstof c, is z de lcngtc:::,coordinaat on t de tijd, dan 
beantwoordthieraan de difforentiaalv~rgclijking 

\ ac "' c,'-c li l 'at. T /V 1 ;tl - V ;,;t; 

-l -= Cl C -::: LJ..(__h) 

+00 -s z 
Stellen ~c lD :::- j e C J, X 

.,. 1 .. 00 

( dus i.-transformatio na.:.r do lcngte 
dan is 

Dus 

Uit da 

(3) 

coord.inaat) 



• 

dus e {pst. v.s)-t __ -:. I~ 
2V11/Jt 

Hicruit volgt onmiddcllijk 

z 

e == ~ [ ex fr -[ ~:::..Y±l } a 5 
I" · 4(lt.. 

-·d) 

of 

Inderdaad is ( 4) de juistc oplossing W(:igens 

z ➔ +CO C=1 

Z-;J-00 C=◊ 

· . r1i,1t 1 
blz • .$ 7-

{4) 

Het belangrijko voordeel van de r( transiorma.fie is hier, dat de disoo:n­

tin.ui tei t in de beginvoorwaarde -t == O c =U.(z) ve1"dwijnt. 
Het volgendo voorbeeld is iets ingewikkeldor. 

Bij hct ondGrzoek naar de varbranding in een cilindrische raactor, to 
vergolij!:-en met ee.n SalamapdGrkachGl tje, trad de .. 1olgende differen"­
t~aalvergelijking op 

.. T o'L' dr i.-z 
\-t~f3 a:zl -V~-.J.e LLL:z--e) 

t = 0 
z .,:::. ± 

T = 0 

T = 0 

( 5) 

Hierbij treedt een discontinuitoit op in de differentiaalvcrgelijking. 
Eie:r geeft weer de cktransforme.tie uitkomst. • 

.. ()<> f -s.z. 
Stel nml. t/ ..,,. e T d z.. 

-<30 



dus aanzienlijk ccnvoudiger. 
De oplossing is 

SlS+-1} ( ps- V-rl) 
( 6) 

Het origineol van ( 6) vinden WG dopr eerst :partieolbreukspli tsing 
toe te passon en de vorkregen brokstukkcn van het type 

{ (<3S '-:., V>'_k- .e,.,., e--St 

5-!- 't 5-t-'( 

apart tGrug tc transformeren en samen te voegQn. 

Judus is 

en 

Het dorde en laatsto problcem is h~t volgendG: Eon vlooistof stroomt 
met constante sn0lheid door ezn buis gevuld met grofkorrclig materiaal. 
De invloed hiervan wordt mot con diffusiotorm beschrevon. ::Grgens op d(:; 
as wordt met e0n klcin buisjc klcurstof geinjectecrd. Men vraagt de 
versproiding hicrvan in de buis VJanncer eon stationnaj.ro "'Gocstend is 
bereikt. 
De diffcrentiaalvo7:-gelijking is 

1 i1 ( ~c.) D clc ~~ <1) Pr r ~ r~ + 0.. ~2. ~ V a%' 

met z = - oo c = 0 

r=-R ~=--o • 
o is de concontratic van do kleursto:f in massa/vol. 
Stroomt er in.-1.e oorsprong O uit het buisje q massa/tijd van de klenr­
stof in de grotc buis, dan is in de omgeving van o~ 

e. 'l, . 
. 4 7T Vi5"; r D z ·2+ Do.. r i}''" ·+ .. . - . · 

2 r . d. t Invoering van niouwe dimens:i:B oze coordinaten voreenvou ig (7) icts. 

Gemakshalve gGbruikcn we dezelfde notatie~ 

. J_ L{r ~)+ ~ ":II. Jkac r ~ r 'c) r d:z t a z (7~) 

Jc. - D 
~- -

C -= o 



blz •. ~ 
<:::,O -sz 

Stel weer C z, 

De over 
l-"w-o > ,.. I '.] 1 -

met 
De oplos;s 

Slechta 

?!u is 

singulari tei t i.,1 C. 

K rl - p 
; . ........._ __ -:...--:..-_--:..--:--

Dus IJ = 2 Q 
Uit de randvo voor r = 1 volgt tenslotte A en v;e vinder. 

W::::11~\~I I It'~. I.. 

,.,._~ 

r)l·<llf) ,1- I i('t} Kp<r)} · ( 

is blijkbaar de 02_1lossing behorende bij een 11oneindig dH::ke buisn 

Terugtransf orm.ntle vcm ( 8) icschiedt met de complexe omkee1~for::,ml•; ., 

Leggen -r,:re naar links om dan is ff i;eli aan de som 
van de re::iiducn bij de :polen op 6.e ne£,;atievc as en de oor-~ 

Sprong. oplos :~s dan geldig voor z ) o. 
Leggen we 

som vai1 de res 
z (0. 

Aldus volgt 

I 
C -:s:: 

C --
I 

int0~:,rati0V!cg naar :rcchts om, dan is Y' .:.;elijk aan de 
van de po3itieve polcn. De oplossing dan voor 

:tQ 
i::,.::, 

> .t.:--" 

0 

00 

2Q L-
0 z ~o 
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A:fdeling To~gepaste iviskund&. 

Colloquiumi 

Ma~hematische problemen uit de practijk. 
Voordr~cht op 23 November 1950 

1a O 8 AV, NH AO I 

Mathematische beha.ndeling van stroming door 
EOreuze media. 

door 

R. Timma.n. 

1. Inleiding, de wet van Dar~z 
De stroming noor poreuze media vormt een byzonder hoofdstuk uit de 

algemene theorie van stromingsverschijnselen. De algemene bewegingsver­
gelijkingen voor de stroming van een visC:cmze vloeist:of worden opgeleverd 

door de vergelijkingen van i,,·arisr Stokes en de continui tei tsvergelijking 

fn in wezen is het probleem dus een randwaa.rde probleem voor deze gecom-

: 1j,~eerde vergelijkingen ,,,aarbij de randcondi ties gegeven zijn op een 

,.1pr<1rvlak van zeer grillige vorm, n.1 .. 1..:-:? beg:renzing van de pori~n in het 

~t,?.t spreekt vanzelf, dat een dergelijke opzet ve.n h,;t prohleem onover­

ko17'. 1 ijke mooilijkhed,::n levert. Anderzijns is het ook in het gehee'l nie-t 

► nor> ; om de stroming door die poril~n te beschrijven dA.ar ons allecn het 

ma}:roscopische stromingsbeeld interesseert. Zuiver thliloretisch te werk 
gaand,a, zou men dus kunnen proberen uit de v3rgelijkingen van Navier 

Stokes door de vorming van gemidde1,.?en e,-m ma.l{rcsco-pische bew1=::gingswet 

a.f tc li:dden. 

Het schijnt, dat, theoretisch c::en dergelijk procede nog niet op bevre­

di.gende wijze is geschied .. 

In pla)lts hiervan wordt in de th•~orie opgebouwd op de wet van :Da.rc:y, 

die gebasecrd is op het experimnnt en h.-: 4; eenvo'..ldige resul taat ge::ft, 

dat de hocveelhr3id water Q, die per -tijdseenheidfr::orccr1:31!:rli5..ltcr stroomt 
evenredig is met het oppervlak O en hct versch i1l: in potenti~ le energie 

I ' Cf I 
I f--·--··-•-·•-·------:>1 

: ~/ / /27/ ;t1L 
. . -- L .---L.._L_ __ J: ------
l J., (Q 

H~er is c ecn materiaalconstante 

t:1sncrn de vlozistof aan boven on onder­

l-:nnt ~ p en omgckeerd evcnredig met de 

dikte ~ VRn het bed, of 
t}. == e ,.,_(l,.. .t.1 f~-

v o or het zand. D 



Blz. 2 
Het blijkt nu, dat dese wet geldigheid be£1t, zolang de vloeisto:fsifl.U. 

ming door de 

van Reynolds 
poriijn laminair is en dit is het geval, zo lang het getal 

R = o/.'y. fr 
}~lein is. Hierin is d een ka.raktC:!ristieke lengte van de poriijn, v de 

stromingssnelheid en X :::: V de kinematische viscositeit van de vloei-
stof. /" 

(Dit is volkomen analoog van de stroming door een buis, wa.ar d de diame­

ter van de buis voo~st~lt. 
Voor R~< 2000 is de stroming door de buis laminair en wordt beschreven 
door de wet van Poisseuille, maar voor R) 2000 verandert dit ka.rakter 
pJotseling om over te gaan in de turbulente stromingsvorm,.die door ge­

ho(:l andere wetten wordt behcerst). 

In het geval. van stroming door een pnreus medium is deze overgang 
ni,c:t zo plotseling, hetgeen duidelijk wordt, a.ls men bedenkt, dat de 

str.-ming hier een gemiddelde is vnn de stroming door een groot aa.ntal 

karalen en dus voor een bepaalde snelheid in het ene kanaal de stroming 

al turbulent is en in het andere nog niet. 'T.r is hier dus een betrekkelijk 

groot ovnrgangsgebied, dat begint bij een getal van Reynolds R ,-...) I 
wasrbij d de gemiddclde korrel diameter is. Het blijkt niet goed moge­

lijk ttJ zijn om een scherp geldigheidsgebiad voor de wet aan te geven, 
maar volgens Muskat is de kritieke waarde 'R. rv 1 aan de veilige kant. 

In problemen, zcale ze in de practijk voorkomen, is aan de conditite 
vrijwel altijd voldaan, bchalve misschien in eon zeer directe omgeving 
van een put. 

Om de differenti3.alvorm van de bewegingsvergelijkingen op te schrijven, 
beschouwen we volumeelementen, die weliswaar ma.kroscopisch gezien, 
klein zijn, maa.r die toch groot zijn t.o.v. de diameters van de pori~n. 

~an wordt de wet 
n db 

0 = v = const. dx 

w~arbij de constante hief do dimcnsie 

T, l'J'I -1 
-~, .TJ -::i,----2-TJ ___ l .. = 

T2 
.J 

1 2T-l­t~ 

T,~ 

he ·-ft. :ne conste.nte he.ngt samen mnt de vloeistof en de vaste otof en wel 

met do viscositeit van de vlcPistcf en de poraushaid van de vaste stof. 
Hct ligt dus voor de hand tc stcllen 

V = JL .J:l' _ 
fl dx 

waarin / <le viscosi tei t van de vloeistof is. k is cen constante, 

dio e.lleen op do vaste stof betrekking hcHft en de dimensie L2 he;::ft .. 
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Indian wij allccn "8.tcrstromingen beschouwcn is fl steeds hotzclfde. Bovell­

dL-'r nm!~en we dan p uit in meters (wA.terhoogte) zoda.t we kunnen schrij­
ve:n 

v=l -1.lL= .P ax 
wa.Rrbi j 't = n ichtheid v11.n het water. 

-In dit gevnl zal k de dimensie van een snelhaid hebben. 

2. -:=.;endim.:,msionale probJ emcn. 

~'.,o b•.::handel(rn eerst een klass: van nroblemen, waa:r.bij de optredcnde groot­

l1s:.,dcn shichts afhangen van een cnk.de co"ordinaat. Hicrbij kunnen we on­
derscheid mak 0 n tussen vlakke nroblemcn en rudi:J.el. symmctrischc proble­

mcn. 
a) Vlakke probl,;men. 

H0t ccmvoudigste probleem is het probleGm van een :put tussen twee pa.r&l-

1.:.J.le horizontale wanden. Daar wij alleen vlakke stroming beschouwen, is 

de nut hi(~r een oneindige sleuf, v,aardoor per strckkcmde meter een consta.n­

te hooveelheid vloeistof wor~t verwijderd. 

I ! I I _........,x,_,..,x-....g:-~g-x:-.-~---·x.-x~15,~K~. _-.s-__ g-_-_?? : 1 1-~-:z--g-a >s.. =< z:~:c_Kx z &x __ 

. --➔ '11 ~-
----'> I 

_)CK55-~XX"JS:~J5~~-1S.!<l I LK~x ?SK XX g )( 2<.x x.x x · . 1tt 
De VGrg0lijkingen warden nu geleverd door de wet van :Darcy 

(1) 
V:,: - k. _Q.E_ 

dx 

samen met de continuiteitsvergelijking, die eenvoudig luidt 
(2) 

zodat 

Jv = -dx O. 

v = const = v. 
qls Vo gegeven is docrde sterkte van de put. 

In 0it cerst voorbeeld zijn beide la~en ondoorlaatbaar geromen. 
J:;1Jscnouw nu 0chter eens het ge'\e.l,dat de bovenste laag doorlaatba.ar is, 

t12rwijl er een constante potentiaa.l y-<-' heerst. (In dit geval zijn druk 

en potentiaal identiek, daar de zwaa.1tekrachi geen rol speelt). 
Door ::'l ,2; bovenste la.ag vindt e1:in stroming pla.ats • die beschreven wordt door 

de iormule 
(3) 

Q=C(fri-f) 
waa.rin 0 de hocvcclheid vlocistof voorstelt, die per tijdseenheid perm. 

lcngte door de la.ag gaat en fli en r de potentiaP.J.' .JOven de bovenste l~g 

erlJ:.1usse'!'l.-de twee la.gen voorstellen 
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De stroming tuason de twee 1a~en wordt beschrcven door ee ~ot van Darcy 

Vc~k · .i!f.. 
dx 

In tots.al hebben we dus do b,Jschikking over verg. (l) en (3) on do oon-
tinuiteitsvergolijking, die nu de vorm hceft: aot.~ 

dv 0 - h dx = 0. (4) 

De v,.•rgclijking voor de potontianl worrtt dan 

do/ c( ~ - cJI) + (kh) --r = o. 
/ dxc 

(5) 

en de rnndvoorwa4rde wordt 

x = 0 (rand van de ~ut) 
Hierbij is de verticale snelheia van het door de lnag stromcnde water vcr­
waarloosd. 
Verg. (5) wordt opgelost door als nieuwe variabele in te voeron 

'/ ... fo :::: '-f (6) 

zodat zij overgaat in 

d 2 \V C 'f = dx1 - kh o. 

m.,:t de algemene oplossingen. 

I) >.x D ->-. x 
~.:::ne. +ve 

A2 = Vli 

(7) 

____ J.J.I[LLLL I · I 11 1 J I t 1 \ I I I I I 
t 

i l 
I ! 

:l.J]Jl l / 1m:r'h1mJITi[T[[lT ____ _ 

De eerste oplossing wordt uitgesloten door een tweeqe randvoor­

waarde n.l. , dat in het oneindige de snelheid nul moet worden (in elk 

geval eindig moet blijven). 
Dan is 

en de snelheid wordt 

v = k ~r = -). 

zoo.at de voorwaarde 

X = 0, V = V • leve1-t 
V. 

B=- ,Xlt 
en de oplossing wordt 
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b) Rndia~l symmctrischo problcmon. 
Wij bt~Schouwen hier de a.nalogc van de haven behandelde problemiJn voor de 

vlnkko stroming voor radi~nl symmctrischc stroming. 
b 1.) Bron tussen _tw~nd ~ln.atbarc WA.nrd0n. 

De vcrgclijking van 'Darc:v is 
d -/ 

V = +k -Tr (1, 

-,c continuitt1i ts vcirgelijk:i.ng 

wordt op_1;clfword door de e:i.s, dat 

door iedere cirkel e,.:n constante hoe-

v lhoid water stroomt 

2J7vr=f'], (2) 

,1.ls ¼: de sterktt.~ vnn de bron is. 

:-:·i;i kunnen de wet ook in dif:feren­

ti,:,, 17orm schrijven 

2 JC ·::· = 2 Jl (v + dv) (r +dv). 

av = -L (3) 
-;r;- r 

Met (2) on (1) volgt dir~ct 

/1 = () ln r + canst. (4) '-. I ·--2?Jk 

/~ \ ' V 

waA.rbij de constants wordt bepA.ald uit de voorwaarde, dat voor 
I ? • 

C/ = y~ ~~-
f _ tt O ::; f.!.< Jr, J:. ( 5) 

l J,."if/. ().. 

r· = a.. • 

b 2.) Bronstromi_qg tuf!§_~n twee lagen, waarvan de bovenste doorlaatbaar is 
en de onderste ondoorlaatbaar. 

Boven de bovenste lRag hosrst een constante ~otentiaal. 

1!7ij ma.ken weer de ondi~rstelling, die 

strict genomen, niet juist is, dat de 
stroming tussen de twee lagen steeds ho­
rizonta~l gericht is, zodat het water, dat 
door d.0 bovenste laag siepelt, direct de 
snelh.dd krijgt, die het wa::t-er tussen de 

_ , 1 1 , 1 11 1 ._; 1 1 r 1 , 1 \ 1 1 ~ 

' i 
! : 
I 

la.gen hccft. Noem de potentiaa.1 boven de bovenste laag f'0 en tussen de 
lagen 'f , dan wordt de stroming door de bovensto laag beheer3t door de 
v,::rgelijking 

Q = C ('-/.,-f ). (1) ' 

Tussen de twee lagen wordt de stroming gegeven door· de wet van Dnrcy 
def ( ) V = - k ~ 2 

en de eontinuiteitsvergelijking 



r 2 ::r v + Q 2.Tir dr -- 2 '1f {r + rlr)(v + dv). 
dv r - + v = r\ dr ~ 

~11·m1·n~t1·f• v~n ~ v ••1·~ ,,) ~n 
"" ' • • ~ • ' ' 'l'I '" " \ J. ' t '·· • 

ll'.1vert 
') 

LL +k~{-_. 

ti 
d r~ 

re ( :/:" - ,, \ ' I) 

• , I 
t I 

f,,, 

(3) 

(3) 

i/- y.,, ::::. 'f} (5) 

o..t.z. o 

DGZi:: vergelijkin,?; i[i verwr-mt m0t de v1..:1rr:;clijktnc V'.ln Bessel, die wij nu 

verri.c::r gn0.n behr1ndelen. 

3- 'Eir:::mschq,ppcn vrm de functics VG.n Bessel. 

Dr:: Plgi-.mene vcrm v:1.n de differ1:rntiaalvergelijking van Bessel is 

1 
+ -r 

Q..Y: 
dr + (1 -

Vl 
r7) 'f = o, (1) 

wP..o.rin il een cor..Jtnnte is. 
Wij zoeken nu een oplossing vnn deze differentia".lVGrgelijking in de 

vorm vr-in ecn reeks 
U/ 0( 2 
7 = r ( ".\. o + a , r + 3-0 r + 

'-

... • + n. rk + • • ... ) (2) 

en vinden voor de ri 1s ecn st(-:il vergeli ikingen door coefficienten vnn op­

vo1gC?nde mfl.chten van r nul to stellen. 

C< , •(0(4. i) ct ·+ o.. ,(ex .s. 1) ~ o 

t~2.(:X-1:!)(o<+1)+-Ct1,{rX.-t2)+C<o -v 2aJ ~ O 

De co1tfficient n., is alleen dnn # o, indien 
2 2 

,c - V = O, 

dus 
,::;:,( = + V , of C( ::: - 'Y 

?\ -I r 

r « 



Verder is a 1 = o. (8.ls Y /- / ) 

en :vaor o<, ;::: + V 

oneven .t~rmen valleri ·aeg 
-a· a 2m = 2m-2 
--2m-.-2'"""".(~-.,,...+-m-~ 

= 

2m. 

• • • = 

22m m ! ( V + m) ());-m-1) " .. ( y +1) 
De orlossing is dus. 

I • \Jj' r',2 r 4 'f' = l'.lo · I" -, 1 - i - -t ;: · - , 
De J:unctie 1 (nl) .2., (rtiJl'l+2:) 

. ,,., . 12, m 1 · · + .C:!!....:E---- ( 3) 
'Yn / ( )iJ/) •. . (~-1-J 

1 'i c::() ( 11'>'Y> U· l:b-n 
( ) r J: -~ (-l 

t, \1 r- ::!;" _,l ., ___;_-,---ku.-./--
v , , "rt,::: i:i '?M ! f w,J · ··1Y+ nt) 

(4) 

wordt de functie 'lilan Bessel van de orde v gf'r..oemd. 

NnRst J '/ ontstnat een twee de oploss ing, door9( = - V te stellen. Haar 

reeks wordt verkrogen door in ( '--; ) 'l door - J.J te vervangen. 

Indien Y geen geheel getal is, zijn op deze manier twee verschillende 

oplossingen VArkregen. Zij zijn ook geen veelvoud van elkA.ar. 

Als v echter wel een geheel gJtal is, gnQt het precede niet meer op, 
daar in de formule voor J -y ( Y = )I ) 

~ (-!) ·y,1(£)),'W> . I~ n ( r) = r- - ; ~ To I ( - Y. t- I) . . . {- Y) ~ ';,1) 
yy; !:"C., ~ / 

v~naf m= n de noemers alle nul worden en de reeks dus uiet bestaat. Om 

te zien water nu gebeurt 7 gA.Rn we terug nQ~r de recursie formules: 

22 (1-n) 
> 

-~ , .... ~ of wel - ,a2 )>-l_ 1 = a1 m 2 2 m(..-n + Iil.). 
2 .• m (-n + m) 

Als we nu a 1 ~ # 0 kiezen, zien we, dat alle lagere a~ nul worden zodat 

de reeks begint met de term met a i.n 

Verder is 

o.. . -:;::; - a. 'l_v, +'Z..t- t _ ,. -ai,,+2-.f- 2 _ 
l r, +J( z, q,,,, +.f} (- ~ -1- '1-f./) 2.. z.p7 n L/ -

Bij substitutie blijkt de reeks te worden ~ 

Clz11' r ~·: r 7 - (l")z, + {i)" - .. .,, + (-1) m{!i_}'rn -~ /r) 
l 1 l» 1-1) 1 • ~ 0111/??,.2-J rm! fn 1-tJ 1,,, + ,Y>J .1 ) • 

d. w. z. dA reeks word-t _identiek met de reeks voor J..., en de tweede oplossin~ 

va1t samen met de eerste(op een constante £actor na). Om bu een tweede 

.oplossing te krijgen, die niet samenvA.lt met de eerste, stellen we 

Y = u_ • J,,.( rJ 
en substitueren a.1-u· in· do_ vergal'i-j.king 



Dan ,:rordt 
~ = ., 
dr Jn (r) 

-J d e 
= l1 --a.r2 

g.u + u 9-}_13.._(].::l 
dr · dr 

2 £..).E. $_L -t U 
dr if r 

en a.e vergelijking voor u wordt 

rfoem -~ 

01_ · .'el 

zodat 

en 

Jn st.-5:! + ( 2 d Jn + _J_) du 
dr2 d:r. r dr = O. 

= p; de.n moe-t p voldoen aan 

§.J?. + ( 2 £..JE- dn 
dr c:r 

P= 

= .... d 
cir 

C -- . 2 
rJJn {r~ 

( d t' 

I 
+ -)p = 0 

I" 

u = C j ·it,--'Jn_(_r )...,....} ...,..2 + C 2 

Daar Jn (r) in een m:i.chtreeks ontYlikkelcl is, kunnen wij de integrand 
t -ZYl-1 ook in· een machtreeks ontirvikkelen. Zij begint met een term me r · 

en klimt op. 
,, _, 

Onder de termen is er dus een van de gedaante r die na integratie 
oplevert ln r. 
~;~. j vinde11 dus, dat 

u = ln r + R (r) 
''.'a.:,.rbij R ( r) een machtreek:s is, 
JJa.n is de nc.ven·"'oplossing 

J = Jn(r). lnr + (( .•) 

-.2. ... 

die begi~t met r 

waE:J:bij f ( :! ) het i)l"Oduct is van Jn( r) met R( r) en dus begint met een 
·-ID. term r 

De coefficient en van de reekfl voor s( .·) kunnen weer bepaald worden door te 
substitueren in de differentiaalvergelijking. 

:Sen inc;ewikkelde berekening leve:bt dan, dat voor de tweede oplossing 
gekozen kan v10rde11 .,y,-J 1 . 1 (...,,) ... n +-2. v 

2 1 /) XJ' I ~ (>? - V -,). -"' 

Y'Y>t.,;J-==- 7T ,.., (~) A-/}1 l, - 7T f:~ )l: b , -

K J. ( X:. ) '>1 f- 2. l< 
_ ]T, r s/1 ~ c 1 , + ± f • y • + -1; J + 1, +- ~ + -- -+- ~: J _ T . 

I,( .. ., j(, . )'H--k). 

Deze tweede functie wordt de functie van Neumann genoemd. De constante 
)f is de constante van Euler, ln 'ef = C = O, 577215 ~----------= 

= lim ( J: _L _ /_,,, ~) 
fr{)-.>'::J/J i~, e • 



MA.THEM.AT ISCH C'.ENTRUM, 
2de Boerhaavestraat 49, 
A m s t e r d a m - 0 . 

Mathemati?S.h~_lg.eorie van de stroming door 
12oreuze media. 

Blz, 9 

4. Eigensohap,12en va.:1 de functies van Bessel voor grate waarden van r. 
Uit de vergelijking 

4 -t _l. . ;!;_f- + I I - )!_ ~ ) l£! = 0 
o{. ri., r ol-r \ r"' T 

is het mij lastig om direct het gedrag voor grater af te leiden, om­
dat we niet wet en hoe groat de term met : 1

~ is t. o. v. de and ere, 
Verdrijf daarom eerst deze term door te stellen 

f'::.:. lfir) · ?Yft > 

d. 1f-- -:::. U,l )J-" -f· U 1)'-' I 

ti r 

~2..~,;;:: LL1'y-·'-r2 u'1·1+u v--1, 
. l. 

yu''-t-.JU.'Y- 1 -r 1A.-v-'t1+-p;(u'2F+u·v}+! -fi.) u.i)~:;;, o 

Stel de coefficient van u'= 0 

2 ,J 1+ f-Y= o 

Stel dus 

(p? 
I = ( -i.. f .z . u, 

dan moet U voldoen aan 

C r - -t II j C - .f . u+ 77 .r.l,u~, .. 

of wel L I 
., y - T) 

ll, + ( 7 - --rt u "" v 

Voor grater kunnen we in eerste benadering de term 
en krijgen dan 

u/1 + {A_ :::: o 

met de oplossingen 
u. . ..,,. -t 

:1r i r 

• 'l }_ I 
J.; - ..,. 

/., l 

verwaarloze.c, 



Stel nu . r , -1 /, 
t, {' ,({,, ,/'._ I. 

(A_.:::;~ ·_1-t--·+~-t-- ·•+_:_121 (' /'j, ,,'h 

dan kunnen we weer li , 1~,··· vinden door subsitutie . 

u'.::::, 
.I ,1 l i.r,(' d /J . ,I 

+ --.!: ., . . + ~ I - e -< .!..L. -t ½- + J A J +· ,, • r ,., . l I., ,. rl ~ 

zodat substitutie lsvert 

r" O==o 
-7 

r o =· a 
r-2. -2;,,( _;_(v 2-·6-J= o 

r -J -1, i -it'I. ., 1, t1 -('/1._ ~;)J'1 = o . - 2 i-2 J2 =- {'Y - 2. t Jl, 
r-'>'1 -.2, /,fn-1)£'Y'!-/+(n-1.){'YJ-t),,e''h_l.-("l~-f;),,/,,_2, ~ O 

..J.· ,2, i (1'1- ,Ji ... . ; := 1 'n 2. - Yn -1 2 - J 1..-f-J; J 1,,.. _ ,, 
( 

2 ·2. 

l ::.:- /1!' - J/.,) -- v 
,{)n-1 • n-l J,i,{'Yl~I) 

11 ::; 1 I 

:.: 1 f'(11- 11i.) 1._ )I'-] {l?1- ½) 1- 1 1 J {rn -¾l ~ l) _ 
;,-i (7..,l)~ ,-,i(n-1)(ri-l) -

u_;: -c/''{1 .... 'll...l/1;,J. _{yl._P;J/Y':..,U) I 
2., i r ,z . i (2. ,-')'- - •· .. } 

De andere oplossing vinden wij door i door -i te vervangen. 

De sam.enhang van deze reeksen, die alleen bruikbaar zijn voor grotF: 
waarden van r (eigenlijk zijn ze divergent) en daarom asymptotiscbe 
reeksen genoemd worden, met de vroeger gevonden uitdrukkingen is op 
een directe wijze zeer moeilijk uit te vinden. 

W~j slaan daarom een andere weg in en proberen een uitdrukking Voo.r 

de oplossingen van de vergelijking te vinden, die voor kleine waarde.i.: 
van r de ene reeks en voor grote waarden van r de andere reeks zal 
opleveren. 
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5. Integraalvoorstellingen vooE_de fu.nctieg_van Bessel. 
De gezochte ui tdrukking wordt geleverd door een integraal te substi·· 

tueren. Wegens het !ce.rakter van een e macht, proberen we (Laplace) 
:;t).. ' , 

I/) f 1.r2.. , 
I = .. , £ f-'::)d ~ 

,<. I 

en zoeken nu t en Z~ benevens f ( z) zo te bepalen, dat aan de verge­
lijking wordt volda.an. 

Voor de volgende herleidingen beperken wij ons tot de functies van 
de orde nul ( .Y = O), die voor de te beschouwen problemen vrijwel steedB 
voldoende le~eren. 

Dan moet 

Wij gaan nu de integrand herleiden door partiele integratie 
X . ~ 

l. 1 r.z '" tt'Z j {/ ( .z '-1) fl"} r.U "CC ,; t I);:.,) (tzJ tie __,, 
',t I "-! 

Dus moet 
2'.i... 

.£ J g;rz {zf!z) 
r V .z, 

' LJ. . I r · 1 r :z ./ \ . t } h ·, - - i j/ • ()(.. -:/ :z. - } t( 1.1 ' it )2/ V 7i (\ . j 

Hieraan kan voldaan warden, indien f(z) zodanig is gekozen, dat 

o:f wel 

Verder moeten X, en Z~ zo gekoze.n worden. dat de geintegreerde term2.• 

wegvallen, bij v. door te kiezen :Z~ = + 1, ~ = - 1,. 



D td 

<t J' ,Y <, . 
<,-;. ,.,.,,.,.,_, _,, _ .. , -

). 

h in -2': = cos is 

en de uitdrukking we 

De re 
,) 

ntwi verkrij we, door 

in te \"llllen en de 

:Bereken nu: 

Dan is 

dus ,..,,/1 - / 
!...--

·r; 

7' 

t 

0 

- i) 

Alle P met oneven index vallen weg en 

r, 1-m ~; j.) ::; fl._ )y1 ~) / 2 )n ~ J) 
.1,-,.,,"" 11,.,..•l 'l / l l >-r, w ,,._ )v') 2.,-,,) - :.., 

·zoda.t de reeks wordt 

Tf, ~ (-I) rt' r '- 'rl' (.l JN-1!12 m -3) 
" L· . . l. ,,..,_. ,; /2 -n,J! 2 >n n, -z) . ~ 

. . · 3 · 7 

B .12 

rr s~r, .. .f• ·')). / 

.JQ 

~ ,. . 
I 

h • 2 .. 

;::: ff 
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Hieruit volgt, det 

'~{f') : -/r { ~ ' I' ~•' ~"( r : I a ,, 

1/J 

_d.. 1· ~-d(t lA>'f) of r,, 
7i :, 

daar ; ... 11 ,. i1 11 , ii f S ',.,,v, /r vn '(Ll: ,:1 -= f }1,,,-i(t t,.n r J;ty t ( ~-( f1 vcM y1 )d ff: f .t£.,,,. /,- u~r) c/. ft 
o I " ~.- 11 o o 

+ \ ~~-,, {t-/ 4'{li · 'f0Jd{r,- ('i:: r, 
en • T )'lil -;r ·Yi,1 ~.., 

] i':...tJ ~{rCA.• _, f) di( .·0· ( Co~(,, l<,!. f )tl'f'+{ l-11:;f'r t,.,~·y-} t:I f: fo1•:,(t (,1.'1flul.'f t 
0 "-1 ii. T1 f L/ . ( \ , , f' ( 'h.11 

r 1 t~n/:• A1{-;- .,.•it;/,(rr 'I}:::. ..!.j <A-.;-,v,r,f)J'f 
'1/:i1 0 

O,n bet asymptotisehr1 gedrag te vindon voor grote r kun1:Jen we ook van 
deze formule uitca1an. 

Het is, vooral met het oog op het vervolg in de specie.le funotit:s, 
die optreden in de to~passingen op dt::: stroming door poreuze media, 
beter om een andere integraal te beschouwen, die ook aan de vergelij­
kir.g voldoet, n.l. dz integraal 

Jo,:. .e""':(.e{;; 

V ..,~_, 
I .<. . 

Immers, ala r complex is,r = r 1+ i rn zullen voor deze functie ook de 
geintegreerde termen wegvallen, a.ls r") O. 

Een asymptotische ontwikkeling wordt nu geleverd door te stellen 

r (X-1)-::.t\ ..)l.;e ~ ).,t.;{:t: ; Z:-7 =- r :> Z+I:; ~--+ 2 

zodat de integraal overgaat in . Joo L' t2 . .,.<:XJ • t 2. 

",.. :2e -t.Jt-t- --· .21.lrj -e' dt 
..e v·· ·-(2. + i ,, - V, ,~·- -V.7 -t :s:! 

0 0 · :J..t· 
• Ontwikkel nu de noemer volgens het binomiu;n van Newton 

( t ~) - t I t L - .:... . -1: l-t 2) 2, 
1 +- fr ~ 1- ~ 'fr + -" i!- {-:tr. + ... 

' . t;-~ ,I 
Deze reeks convergeert echter alle~n, zolangr r,; t< 7• 

Wij ku.nnen dus geen exacte formule verwachten, da.ar wij van t = (' 
tot t = c,.•, integreren, integendeel, de ontstane reeks divergeert e.rJ 
stelt de integraal asymptotisch voor grate r voor, d.w.z. het versd!il 
tussen de integraal en een vast eindig aantal termen van de reeks 
nadert tot nul, ala r groot wordt (zonder bewijs). 
Dan krijgen we 

. l t- { co it 2 I I (oO i-f"" 
-~ . ( e l)l,t, - -.;-- . rr e 'c:t:t +-
\/Ir JO A Q 

l 0t: 't.:. I I I I. :. 
- 1. • - • r- •1 ' j i('. i J .. c 

,4 ! {2t-J• ; ,_, 



Nu is 

Dus 

waarbij Q0 t:en zi::kere cor1stante is. 
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.. :::/n- f/n• }\), ~ . 
. l. ncf o 

Subs ti tu tie levert due j ·list dE:. aay.nptotisch€· ui tdrukkir:.~, die V'iC 

ook uit de diff~rentiaalvergelijking g~vonden hebbEn voor i 1 = 0 

DE;: uitdrukking in een machtreek~ kunnen we ook vinden, hoe;1el dit ni,;;;t 
zo eenvoudig is. ImmE,rs door J2 t. r .l in een machtreeks te ontw ikkelen, 
ontstaa.n divergE;;nt.s integralen. 

00 . 

f ~,l--~;{ cl :t ~ 
\t -,1, I I . .-:. - •! ,. 

Wij merken eerst op, dat het reele en imagina.ire stuk elk afzonderlijk 
aan de vergelijking moeten voldot:;n en berekenen nu het gE:drag van deze 
functies voor kleine waarden \Tan r. 

Stel r Z = t, da.n is de integraal ( cl;(= ~, \,-0' 1.: = 1· llt 7:- r~ } 
OJ L't ' J e ~t1-

r ~~ 
:>a.ar steeds i )t wordt de convEirgente reeks 

.h 1 
1 · I , I"~ i h I , 1 t· '- r 

\l t 0·.. ~ ± ~ ? - t'" [ == '.c 11 -t T '? + J , 

verkregen en de integraal wordt 
,::;,o • 

j.. l, t\J,t. i"'t l. . .!::... ~ + ',• :1" 
-- -t l ,.1. t .. 

f' 

Ons interesseren alleen de termen van de lagere orde, da.ar do oplossJ!./. 
door het gedrag in de oorsprong vast ligt, d.w.z. wij beschouwen all!::1.'!"' 

de integraal voor kleine r 
,90 '-f p:> . Q.> 

De 

j £, ( d t ¥: ) U)-·:J ~ µ -f l j J,i,...l t til "t 

r t r' t t- t 
im,ners tweede integraal is direct te bepalen, 

L~ f· ¼,"t ol-t _ f.Ol,)~ .. t· al,t; ~ -?-?? ------ - ---- -
r-?o r t D t: 
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en voor de cerate g~ldt 
r'» . t.)Q J C:£_-:; t .;){ ~- =· : t'.A. .. t .1.i~t: ~ ... -- .::..,C;,, ,, _ _/~, ,l ..,. r~ I': ;~.,,. t- . .✓.t. 
"' t .,r ,.. 

We zien du.a, dat voor r ..,.,.0 he, t imaginaire detl tot een constante na­
dert en het reele det:l lo5ari th:niErnh om-;indig wordt. liet ie nu .nogelijk 
om streng te bewijz~n, dat 

IX) ir:t . , f e ·I , iT , t. _, . ..J.. / 7\, (rJ , 
V-;i_"·- ' . z =- --=--- ( ./ (I·) ,., J • 

.. : - I ~ o 
I l i 

De hier genoemde co:nbinatie staat bek&nd als de cylinderfunctiE- van 
Hankel van de eerste soort 

?". t.l''f.. 

Ii ''rr) ~ I, { r) -1~ l Y,:JI-} =:: - ~- / J ~;:;;= c,i?-4 n o d o . . rr I v ..... "--1 

terwijl 
, ·~:. -,. zr 

Ht2.,( .. J =J Ji,..; - ;, vu~,==.!.. / J -~ ~ 
o t . ot' / '> 1f I ,z t._l 

de functie van Hankel van de tweede soort wordt genoemd. 



MATR.SIIATISCH C::JNTRUU 
2e Boerhaavestraat 49, 
A m s t o r d a m - o. ___________ ... 

-f. f 9 

Blz. 16 

De vergelijking, die in het v:coeger ..:;ei'oriaule.erde probleem optrad, 

was nict de vorcoJ.ijkin0 van ~Jessel z0lf, maar zij ontstaat ui t verg. 

(3 .1} voor Y = 0 d. 2 r , ..J.:i: 
7r:. + r dt -f· y -::r. O 

door te substitueren 

De verkrecen vergalijking 
dlrv +· _I .J ,1 .• tr? f_ ~ - '('~ 0 

-heeft dus een o:,l~ij.1~yv)( ief',.,,, 00 1 )2.m 1 

.J·j,)::: ,'(if}::= 2- -I ';'Y) .,'i :::: ~ lt/1, . p;;!;:J, 
,. .fo 111 =-O t J ·m :i.J 

De functie ·
1
1J'- f:.) wordt~1ees-tal r:1e·t --.:f{f.J aangeduid. Ui t cle· roc:ksont· · 

wikkcling, J:tjkt, dat J.( €.) r;;eel is. Voor de t~;!eodc oplos.sing van do 

vcrgolijking van Dassel hadden vrij gekozou iv 

\f (I')::: fr Yj'q)h(![j - -1- ~ )Jf;/1< ~I+ t _,_ · · · + *).1 +- 11i} , 
0 d' · ti K~ 0 Ji.! LS.. I -' l ' ) 

Daar 
/} /J .l ili J • 

..0, / - .,Y....-y) ~ l. - 2. 7i' 

krijg,cn ~c dus, dat '/u(ie) complex is 
waartle l Jj. t,) hoc ft. .. 

en dat h,:..t 

i /!: t ·;J,.t( • 'f - t: k \ -r;_ • 
. . 

i:-.iw..:;i:nairc decl de 

Hi-2:rui t volGt, dat ccn r8c:l;2: oplo,-..:sin6 v0rl.:ro..::,u:1 · :ord t door tc ncr-1on 

YJ<ei- •]/cl-.: -'{j,r,eJ+' y;, o} = -, /-l!'keJ . 
Uccstal kiozen vdj de functic 

I II) 

KJe) ~ f L rlo[ie) 
a··_s reelc standaardoplossing voor de VC1"i:5Glijh:ing var~ :.-,essol mut 

in~~inair argument. 
Zij h0oft dus de reelcsont,'7i1:.:kelin;::; 

/)l.·,),X -1 __,_ ,,v I 
r ' ' 7 . K I-=-- I 

- \ ..!., ; # 

i¥oor gro·te f, wordt het asymptotisch gcdrag gevonctcn u:i.t de vroc.:: ..... r: 

O)J8 s0h.rcvcn asymptotische ontvrikkoling. Zij volc:;clo ui t ·lo intc:;ri:!.<'.: L · · 



blz.17 

-~ ;J ,· ''1 ) 
_.,, ;_ ·, ;_ 7T ~Li ,1 +· (./i'lr) ! , __ ., .- N '..,. 

'r~y ' ... 

c-'J O naar nul tceg2.at, ~01iat ·~ij hot stro1dnisSJ)rcbloeo ve.n 
b:::hancl..:lon • 

Do .. , . ~ . 0UJ.OSS1Il~ voor 1S 
... i..-· • 

on 

Voor 1':lein8 r ;_:;,;3lr.:.::,,:;t ci0zc o::.:.ossin:C: zic:1 als 
... , ,., r ,· '') 'f' == y-·~ - h 1 A>,\ j ;~ r·· • • • J 

zodat de snelhoid •··crdt 
~J,.,:· At( );._; _L,~ ~ r 

-s;:. r cir 

en d,s bronsterktc P wordt golijL ~.an 

1" p 
lim j ,·~'t-'j cl 6 ;:::;:;. .l 7/r'q .k::::: • 
r-....,o v 

Hi0ruit volgt 
·p_ 

A-= i;lk 

zodat de oplossing van het problcer:1 ~•1ordt 

f""' f• -};, Kofi/fr). 

fGO 
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Mathematische theorie van stroming dg_or poreuze media ... 

Tweedimen§ignale verschijnselen. 

A. Horizontale stroming tussen parallelle ondoorlruatbare wa.nden. 

1· Algemene eigenschap~en der stroming. 

De radiaal symmetrische stroming is in het voorgaande reeds beha.n­

deld. Voeren wij rechthoekige coordinaten in, dan is, omdat de stroming 
in een horizontaal vlak -plaats vindt, de potentiaal .$1. gegeven door 

_Q - y· 
en de snelheidscomponenten k en v worden bepaa1d door de wet van Darcy. 

r") 

Vt~- K ~y 
. --. 

.. 1- __ K "Q)f 
, - ?) y 

Uit de continuiteitsvergelijking 

~+~=a 
'dX 'd)' 

volgt dan, dat 

0:1?. + d1f'i = o 
~ ay1 

zodat 0. voldoet a.an de vergelijking van Laplace en de gehele theorie 

van de tweedimensionale potentiaalsvergelijking direct toegepast !:an 

worden. 
Naast de potentiaal bestaat on grond van de continuiteitsvergelijking 

een stroomfunctie If , zodanig, dat 
c) JU,,, u :-.:: v= - .-:.J-y > ;;ix: 

Indian wij een stroomlijn defi.nieren als een lijn, waa.rbij in ieder :punt 

de snelheidsvector raaklijn is, dan geldt langs zo'n ... ijn, dat 

Pl u-- -::::: 5 Plx +- ~· :Ll 
' ;J){. & y . 

evenredi.g is met 

~ u ~ :?;:t_ ))"" == 0 
OX c)Y 

zodat langs een stroomlijn 'f = constant is. 

Ve:rder staat in ieder l)Unt de snelheidsvector loodrecht Ol) de aequi­

potentiaallijnSl. = constant, want lari.gs zo'n lijn is het 1ijnelemen+ 

bepaald door 



dus 

ciy., -~ 
dX ~ 

062 
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Integreren wij vanaf een stroomlijnt( = 0 tot een stroomlijn ~ = % 
langs een aequipotentiaallijn, dan is de hoeveelheid doorgestroomde 
vloeisto£ gegeven door 

If,,_"" f ;,1.v;.-cts,., jwt1s-.. 
fJ 

== {(u ol )'-r cl4<)"' ff~ ot.1-t 5[ 1J1xj =­

~ W J tr'" 

zodat de functie ff de hoeveelheid · vloeisto-:f, die insten een v-aste stroom­

lijn, waar t.( = O is en een varia.bele stroomlijn stroonit, meet. 
Wij voeren verder een nieuwe potent:i.a.al in 

dan is 
f==-KSl 

u-=== 2Y! _ av,,, ~x. - ?Jy 

V-= oY' -= -£t' 
~ ~}( 

Nu zijn de vergelijkingen tussen f en lf juist de vergelijkingen van 

Cauchy. :Riemann voor het reele en irnaginaire deel van een complexe 
funotie j van de variebele Z = X + t '/. 
· {RCZJ ~, fixf )+ l YixyJ · 

dus 

}_£ ~ t!:_/_ -~ = dJ-:: ?$ + i~ 
-;).X clz :?K ;l. ... i' ';;;t. dX 

en 

:4:::4-~ ~ d · .. '?l!,..i~ 
;} / «,.Z ~/ dZ (,, d / ;;;7 

Gelijkstelling levert dan direct, als de tweede vergelijking met 
wordt vermenigvuldigd 

]!! = Q:J:: 
;J,( ;; :; 

-e¥=2Y 
cJ I .;Jx, 

.. 
... t. 
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Verd er vo.,1:_ft direct, dut 

L!J~u-i.r ~z -
zodat dat de afgeleide van de complexe functie de toegevOc'!,d comn1exe 

van de snelheid voorstel t ( de gespiegelde vector t. o. v. rle :,.:- ns). 

2~ Bijzondere stromingsvelden. 

Met deze kennis kunnen wij nog enkele bij zondere geva.ller: beschoUW(;;;t• ! 

in het bijzonder singuliere velden. 
t'.J 

a) Bron in de ocrsprong met sterkte Q • Voer in poolcoordine.ten ;,z,.;: r- ;., 

1~(Z) ::;. £ .f11 x ~ ~ { f(r r-1-, J} :JI ;J. 7{ ✓ J~ I I cf 

l.P:' 4-1 0 1) " I ( r, t-1 = i:rr <j ' 
(µ (,-q)') -::; $; ·1,~ 
I , ,.,.n 

dus 

Hieruit blijkt ook direct de definitie 

van f als doorgestroomde hoevoelheid 
vloeistof. 

De snelheid wordt nu gegeven door 

_.!,_ - Q_ -i ~ 
. ~ - i;rr e 

l.,{1 -<-

dus {) ~ {i 
U +- l l' ::: ;:j"i. .f!, 

De snelheid is dus overal radiaal gericht en omgekeerd evenredig met de 
afstand tot de bron. 

b) Wervel in de oorsprong ter sterkte r . 
De complexe potentiaal is 

lh /;z:; ::$: j_j"'"A X 
X 2AI ti 

Een wervel is dus een "imaginaire bron 11 • 

Nu is 
t' {Y y{t\1'}-:_ -;:;r. 

LJ)(t' 1J) :: _!21., r 
I ' 2-il ti 

De snelhe id is hier . r ~ r ...j 1" 
I 4 . -v;,, - t, _f_ :::r - .A 
V\. - l I - r;;- . /4 J ff' ~ 

du.a : - 't • ,., .. V 
, I., e ll+l Jr;: -;:-fi, . 
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zodat de snelheid overal loodrecht staat op de 

radius. Indien f' = Q , volgt het snelheidsveld van / 
de wervel uit dat van de bron door in ieder punt ---4- __ ..,_____,.~--
de snelheid van de bronstroming V1...JT te dra4ien. \ __ L . ./ / 

Het is nu eenvoudig in te zien, dat de conrol~xe ,_y 
potenti~l yan ;en bron in het l)Unt Zo is j = B ~( z .. /4) en van een 
wervel j = ±f, ..£1 ( Z-Z.,.) 

t 

c) Dipool. 

Beschouw een bron een een ~ut van gelijke sterkte, de ecrste in het 
punt Zo =De.." ;x. de a.ndere in het punt ;t, = - & ..ei,,:li • 
Dan is de totale complexe potentiaal _ ,~, 

1t:tJ; -§: [ 1ti--_Se '°'J-1 lz+ f e'o/J:: ft [ j Ji?J = 

_ g_ 1 1 - f!'-of ,:::: g . [- !fl/: 0-1~1n ry(J-n 1-i-1< 1 
- l ff I -1- S't '~ .2- If ~ { ~ / J 

z 
!ndien wij nu D naa.r nul laten .ga.an en tegelijkertijd (;;17,0 ls.ten aJ.n­

groeien, dat het product lJ.{[; =II\ constant blij:f't, da.n is de com,;>lexe 

ill M e '"' potentia.al :;t(.Z) = - - • .,__, , het veld V'i.Jn een di-pool ter sterkte M. 
JJ)T z 

I !;I( 
De lijn .Z = rit , wa':'ro:i;> de bron en de -put 

dipool genoemd. 
Neem in het bijzonder q = '?"1 , dan is 

1 { ;C}: ::. M _f • L :;;: -~ X - i X 
2. ,r z 2,1 x.;,.y.i 

en de snelheid is gegeven door 
, Mi I u - t. v- -= ;;-::-- . '.'Jo' l. 

~ II .,,,,__ 

De lijnen r = canst. en '-f = const .. 

hebben de vorm 

U){..t VJ = - !!::: . L :::- ~'I .. 1 ")JI .1:11' J(k+ yt 

lV Ix_ VJ - - ~ ~ , : C!A-11AY. 
7 f' vi - .J.il x r y ' 

liggen, wordt de as van de 
y 

/ 

d. w. z. zij vormen twee orthogonale eirkelbundele, die aar.. de )(-as resu. 
de y• as re.ken. 

Het dipool veld met de 1- as als as kan ook ontsta.ln ui t hct. vi.~ld van 

twee evengrote, ma.ar tegengestelde wervels, die elkaar langs de x-as 
na.deren. 
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3, Conforme t~ansformlltie vim strcrmingsv~~• 

Beschouw in een ;z = X + '/ vlak ecn stroming met conrplexo potcntiaru. 

;,;(z)=lP(x,y)+l'fU-,y) en snelheid l.l-,v-=·ttc. Indien n~ ,J•)n Conforme 
J:- 7 ~ ~ z \J ,/ 
transforms.tie wordt uitg . .::vo,1rd ...l =l ~, waarbij =./': +: ?~ "'tm -pul:t in 
een ander vlak vocrst~:l t, zal in o;cre·2.nkoD1stige l'.>unten ~t, '/ ',::,: ./i pZ)f ·-dezelfde wa.n.rdcn c.·1.nn,m3n t d. w. z. de stroom1ijnen er: 'l:'<H.: '..t:•) l.-"?1tia.allijncn 

in het ene vln.1': r;,; •. :,,-:_ ( v0r in de stroomlijnen en aeq'Jirotc~ti'.\all:.jnen in 

het andere vlak. 

De snelhcid is in het :Zvlak gegeven door 

{)_ _ l v ~ d IWil ~ !!.i(~) :; (u - i r)l'aj 
s/ Z (i.L 'tJ 

zodat de snelhcidsvoctor bij de transformRtie gedraaid wordt over een 

hoek a.rg/1(1-Z) en haar lengte veroonigvuldigd wordt met / "11( 1Zj .. 
,y Ii 

Eerste voorbeeld. ·t 
Bron tussen ?arallele wanden. 

0 }, 

Het veld wordt gevonden 
door de bron in Z ::. 0 

te spiegelen t.o.v. de 
wanden en deze spiegc­
lingen te herhalen. 

___ __, __________________ ·-~···· 

Zo ontstaat een peri.o-

diek snelheidsveld, waarbij 
periodiek herhaald wordt. 

Door de a.:fbeelding 

Z=~ff 

l ~ , , , , , 't 
de stroming tussen 'f ="~Ii eny = + h 

wordt de st rook in het .Z vlak a:fge 'beeld op het rz vlak. 

Immers de }ijn :Z = .:.t: i h +K gaat over in 

/7 - L~ IL (1. -:i i I) - J;,../i LL ~1 .a:/ :1: U:,J # ~ 1.z.i:::; ; ~.fX 
£,..; - :u, - :L.t/2 .1.. .,,,_,, ;;._ a; 

Het verband is het beste te zien uit de volgende tabel. 
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~=x,:·~~ 
£ 1,C 

0 o,o A 
A C+ih t 
B 0-ih 0-i 
C +oo +ih O+inG 

D +:io -ih 0-icO 
'!'.i: .l.:J -:Q +ih O+i.oe 

F _o:., -ih 0-i'Xl 

De voorwa.arde, d in het z vlak de stroming moet vallen langs de wand en 

ga.at over in d.e voorwa.arde, iat in het Z vlak de stroming langs de ver­

t icaal gericht moet zijn. Het veld van een bron in het Z vlak in de 

oorsprong voldoet juist aan deze eis, d.w.z. in het vlak wordt de 

stroming opgeleverd door een bron in O. 

j~#,hZ~ #;,~~f{:; 
zodat de stroming in het Z'·vlak verkregen kan worden. 

Het is duidelijk, dat de :functie ln sing singulariteiten heeft in 
de punten .:t= inh en dus inderdaad een reeks bronnen voorstelt. 

De snelheid in het .Zvlak wordt gegeven door 

u _ i y ~ "fl= a.x. &Hf:i ~ g, ~ g 
"' ;( i;r 2h Jiv. ff "' 7 < }I 

Aan de 1 ez.er wordt overgelaten de stroomlijnen en a.equipotentiaallijnen 

te tekenen. 

Tweede voorbeeld. 

Gevraagd wordt de st:roming te bepelent waarvoor langs een lijnsegmen· 
- f <X < +f de potentiaal een constante waarde a,3.nneemt en wa:,,rvoor de 

snelb-aid in het oneindige naar nul gaa.t. 
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X 

Door een conforme transfarmatie 

f-~ -f(Z r f) 
wordt het lijnseg::rent - .I'< X <. ..;..,/ 

t,j 
het Z vlak. Imroers, a.ls Z: e 

afgebeeld op de eenheidscirkel in 

is 

Hu wordt de stroming in het 

Zvlak, waarbij de cirkel ecn 
stroomlijn is en die in het 

oneindige nul is, zoals we 
vroeger gezien hebben, opgeleverd 
door in de oorsprong een wervel te ~laatsen. 

~z1=Q4z !fl 'I ..l.Jf 

Verd.er kunnen wij Z, o"?lossen 

1. .z;tz z - 7 -+t:: 0 

z -= 7 ± \/fiTi) 
zodat 

:±9;4{ f + V~/-1 } 

y 
' 

Wij kiezen het + teken omdat we wensen, da.t het oneindig verre punt in 
het ,z vlak correspondeert met het oneindig verre -punt in het :Z vlak. 

De wortelvorm suggereert ans om eon nieuwe variabele in te voeren, 

n.l. te stellen 

f = ~~ ? ~ = 5~fl 
immers dan wordt 

.l ~ .§,? [~.> .f Sr-I t}~JJ-, ~$H, = i1t~ <'>z) 
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De lijnen van constante potentia~l warden dan gegeven door ? = conn. 
en de stroomlijnen door~= const. 

Da.a.r 

u-Jfs +i '!)~ ~4' 5 ~'fr' f.i,..,Jt k,., 'Z. 
is 

)( ;zr ~ ~ ~ C,.,{) f '1 ) 
y = / t,i-..l $ ·s;_, f . 

.... . 

De lijnen J = const. hebben tot vergelijking 

( ~::,,/.J.{1~1,t) t= 7 
en stellen dus eon stelsel confocale elli-psen voor, de lijnen ) = const. 
hebben tot vergelijking 

I )I.. ) 2 -IL ,2. 
{ tu-.,' -( .ew-- >;) ~ l 

en stellen het toegevoegde stelsel hyperbolen voor. 

Derde voorbeeld. 

Gegeven hetzelfde lijnsegment met bronbelegging als in het vorige 

voorbeeld. Bovendien is een put in het "T;)U.tlt X.0 , (o aanwezig, 

Bij de conforme transformatie f = {(Z+;t} gaat het buitengebied van 

het lijnsegment over in het buitengebied 
van een cirkel en het punt X,:: x.,+ i yr; 
gaat over in het punt Z 0 =X" +-£Yo 
Om het strominglveld in het z vla.k 

te bepalen, wa~rbij de cirkel stroom­
lijn is, gaan wij bet punt ,Z spiegelen 

Ill 

t.o.v. de cirkel. 
Om dit spiegelingsbegrip met hat a.anschouwelijke begrii;> te laten 

overeenstemmen, beelden wij eerst even de cirkel p;1~1 at op de 
U .. a.s ve.n een vlak vJ =LA+ i. ~ ( di t is geen snelheidsvlak!) door de 

transformatie 
z-11 w C. ,' 

Z-1 i z - ; +'vii 
_... 11• -

hl-l 



zodat het beeld van Vdc ~eele as doorloopt. 

Het s:oiegel beeld vqn Wo-:::: ({ o +- i 'Yo 
is dan het toegevoq;;o co:mplexe 

W0 :: l-<. • - i ll\) 

zodat het spiegelbeeld v~n 

de.n is W., 

an 

en _ i]), / -it'~ 
-7'...,. _ t' (1-i,,.e .!1 - / t t6e -1-1 " :.,2 ( -,1' -::: 

£ () - I -, · ( .. , JJ., , , 2 ,, e 0 

-i r,-" '?..r,) -t' r,e -I_; - ,, o 
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I 

zoda.t .Z:het punt is, dat ui t Z "door inversie ontstaat. Een bromtroming 
in het W vlak, met bron in vV., waa.rbij de lijn i/ == o eouipotentia.allijn 
is, wordt weergegeven door een bron in Wo en een even grote put in w. 
zodat wij in het .Z vlak eveneens een put in ztmoeten aanbnagen. De 
potentiaal is dus 

f,:: if 1;(z-Z.)-1~-_;z;:)f 
wi::iaruit de stroomlijnen en e<'uipotantia.a.llijnen gevonden kunnen worden. 
Door naar het Zvlak terug te gaa.n vinden wij dan bet stromingsbeeld in 
dat vlak. 
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Wij beschouwen verschillende gevallen van grondwaterstroming onder 
een stuwlichaam. van oneindige breedte. Da.ar in iedere doorsnede het 
snelheidsveld hetzelfde is, kunnen wij ons beperken tot tweediiuensionale 
stroming. 
a) Dam 012 .~!!!.._oneindig d~ke ,1?_ore3:.z~- ,.2!1qerl~~• 

Voor en achter de dam heerst 
constante potentiaal, langs de 
onderkant is de anelheid tangen-
tiaal, d.w.z. daar is de stroom­
snelheid constant. 

Dit is juist het tweede voor­
beeld met verwisaeling van poten­
tiaal en stroomfunctie. 

De complexe potentiaal wordt dus opgeleverd door 

~ ; q) + L r • fQ h r ~ +- • 4~12., ,1 I l,;u l t. Yl"t / -1 

lne stroomlijnen zijn confooale ellipsen en de equipotentiaallijnen zijn 
confocale hyperbolen. 

due 
en 

Onder de dam varieert 'f van 7T tot - 7/ 

rr i r -== ~ 4 { f t-L v-, -(iji\ 1:; ~ k( {,;q:, s ~, ~ 5) ::. 

- -& e 
.l 11' ':;., als f .;:- <!.th 5 . 

Y'= 9;4~ (t) 
Noemen wij het drukverschil tussen voor en achterkant Llp, dan ia 

Jlb= -§_Tl r ~n 
0-:::-:l,Lj p 

$R$ %}'~~ t 
Voor de totale kracht op de dam vinden Wij 

K:;. (~llp. + vr ~)Ila(:=; ~·~r-1 ti f, 
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en voor he;,moment om het midden 

/Y\ ~ f Ii,, 1-¥,t,t,cb z=-)x~ =~I": -tr q - 1/ 

b) ~met vert;cale •. s_sh~~9..j__ng_syt~M• 

y· 
.;• I 

-/ t$ i.> rl --------

(! 

Het vorige vraagstuk kwa.n1 in wezen neer op het volgende: 
Gegeven langs de x-as, dat voor -1( x <+l r=const. en in x < -1 en 
x > +l <f' = cons t. 

"'Tij zochten een afbeelding van het x,y-vlak op het ~ f-vlak, waar-
bij de x-as overgaat in de gebroken lijn PAE(? • In het nieuwe geval 

~-p _t(_-_i_t ___ .. ,_f_-= tf ___ -_~ 
fl tf-- o fE A-= )(+ l:t C( 

:: 'I, _ _,,_ ___ _... ________ -? 
p 

geldt weer, dat langs de 

x-as voor X < -l <f = f, en 
voor x > +l <f = yl.. . Ver-
der is de gebroken lijn 
ABCDE stroomlijn, zodat d~a~­
la.ngs '(constant is. 
Ona probleem zal dus tot het 
vorige teruggebracht zijn, 
ala het gelukt voor het Z= 

t= X+iY-vlak, het physisehe vlak eerst af te beelden op een 11hu.lpvlak 0 

z=x+iy, waarbij de gebroken lijn A.BODE overgaat in het lijnseginent .AE. 
Deze opgave voert ons direct tot de tranf or.1natie van Schwartz-Christ of-. 
fel, die wij afzonderlijk behandelert. 

Een veelhoek met hoek9Unten in de punten zk=Xk+iyk met inwendige 
hoeken 1~ 1 , •• •«n kan conform afgebeeld worden op de bovcnhcfl t van een 
~ = ~ +i '1'/_ -vlak door de tranf ori1.1atie 

~ - C ( ol.~ + C 
- I j ~- ~,)'~~hr ( ~ _ ~J.)'-D'J1r . . • (~ -~'1)1 ..,1J"._7w Zt 

waarbij ~1, ••• ,~n de beeldpu.nten in het ~-vlak zijn van de hoekpunten 
z1, ••• ,zn in het z-vlak. 



Om deze stelline: tc bewijzen, m.erken wij op, dat een, hoek o( 1 van de 

contour omgezet ,:aoet livOrden in een hoek 1f in h,?t { -vlak .. 
:,. 

Bcschouw eerst ecn wi.ll~kl.urig punt in het ;z -vlak en 1aat ::, hct toe-
gevoegde vunt zijn .. Dan is 

~.= . ..t:' ( : } 
.,,; 

en 
!!:3. - /'(t.) au; - :) 

Een lijnelementje dz in :~•- t 
d ~ =f' • (<';)dz in het <; -vlak, 

::.;.,-vlak gaa.t ove::r in een b.j1· .:lt:1'7'c·nt~i e 

d.w.z. de richting worJt gedraai~ over een 
hock arg f 1 (S). 

Indien dus f'(C) regulier is in .., 

het punt en IO, wor&en alle 
lijnelementjes in h.et punt z over 
dezelfde hoek gedraaid en du.sis 
de hook tussen twee lijnelemen­

tjes dz 1 en dz2 gelijk aan de hock tussen de beelden van deze el,:;:1,-.0n­

tjes d?1 en d½· Hieraan ontleent de co:o.forme transfo:r.,u.atie haar na,3,!;1 1 

want deze betekent dat bij de transform.a.tie· hoekon cnvara.ndord blijv1c::r,. 

Hieruit volgt verder, dat in de hoekpuhten van de veelhock f 1 (z) niet 
regulier en tokan zijn. 

Stel daarom in het punt z 1, dat in de omgeving 

/19 -="( c;-c;/'· (a • .i- o,( 2:; -?;J+ · ·) 
da.n moeten wij ;,,zo bepalent dat oen hoek .X I overgevoerd wordt in een 

• hoek 1T • 
Voer even poolcoordj_naten in met oors;1:i:-ong in het punt z 1 en as 

langs een zijde van de veelhoek 

;t - .1/, "::: r e.', f 

dan is de vergelijking voor de andere zijde 
UJ - rx 1 - I 

Verder schrijvcn wij 

dan moet f::::. o ove~gaa.n in ,Y::: 0 

en f ::.x, overgaan in J' = /1. 

Nu is bij benadering 

AX -= Z - Z-1 ~ /'f?) :b i 
dus 

en 

t dus 
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dus 
X,::.. 7t'{A, fl) 

A1 = ~ -I 
7i 

Wij zien dus, dat f' ( ~ ) in ieder geval de vorm moct hebben 

/tsJ-: Ii lt;-~,J~- 1(<;-t;,)~-~ . . (<; -E:,I()~ -, 

073 

Verder is het duidelijk, dat nu ook inderdaad het becld van de vcelhoak 
in het z-vlak de x-as in het ~ -vlak is. Immers doorloopt 5 de reele 
as, dan is 
arg ( ~ - ~k) = iT of O al naarmr,te 5 links of rechts van het punt ~k 
ligt 

en dus is tussen twee hoekpunten 

loopt een recht lijnsegrnent. 

... .., ~ 
dz 

arg as = const. d.w.z. het beeld door-

Met behulp van deze stelling lossen wij nu hot probleem op om de 
contour PABCDEQ op de reele as af te beelden. 
De hoekcn zijn bij B if' /2 

bij C 2 if 

bij D n/2 
Laat nu~= 1 to_egevoegd zijn a.an D z::::+b 

?= 0 a II C z=+b-id 
~ = _, it II II B z=b 

? = -oo II II II p 

l dan wordt de afbeeldingsfunctie 

z ~ I (s) "' ii J l?, §,;:: 7 $ ·HJ" + B 

fl [ s' d~- -1- c - AV~ 
Vs l_/ 

De constanten A en B worden bepaald uit de voorwaarden 
b=B 

b - id = B + Ai 

A= -d 
zodat wij krijgen 

z ~ - « 1/~.l.-/ + ~ 

~ :r Vt -{-9/" 
De beeldpunten in het l:. -vlak van de u.i teinden van de dam zijn: 
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A ~ 1 -:: II I - (o/)l 

E s ~ ::: V I - I!-~) l 

Het probleem is nu teruggebracht tot het vroegere probleem, want door 
in het f-vlak als nieuwe coordinaten in te voeren 

en te stellen / 1
-:::: ~ 1 - e;-'4 

? 

{ ' 1"-1 I.I. 
1 ''t 

zien wiJ, dat we een fu.nctie moeten bepalen, zoda~ig dat voor -/<!<~:! 
,,,i,'< .LJr(P, ;..'>.,_,~ (f' -= o , vo or ;; - :: 1 , en > u is. 



• 

MA~l{EIJATISCH m.:??TRUU 

2de Boerhaavestr. 49 
A m a t e r d a m o • 
.Afdelinz Toegcpaste -1skunde. 

Uathema't._ische theo;r:ie van de ~troming door 
poreuze media. 

Stromir1g met 3ravi tatieinvloed. 
In een vertioaru. veld is de potentia2l gegeven door 

'P; ft(P4''6t~) 
...,..1.r.rbij k = permeabili tei t 

;,c. = viscosi tei t 

0 = dichtheid 
~ = hoogte van bet punt 

\• I ti 
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De continui tei ts vergelijking lee::-t ons vreer, dat ~ voldoet aun de 
vergelijking van Laplace 

D-¢; ~o 
Voor het seval, dat het atromingsveld begrensd is door vaste wa.n:-,, 

den is er geen verschil met de stroming in een horizontaal v1al: en de 
behandcling e,eschiedt volkomen o.ncloog met voorgi:J:J.ndc gO'Vallon. Andora,vordt 

dit, als een "vrij oppervlak" optreedt. Zo' n vrij oppervlak is een vloeistof' 

II opJervlak in even~ioht met de atmosfeer. Daar de vloeistof langs het 
oppervlak stroomt, is het.ook een stroomlijn. ~ij kunnen dus zeggen: 
een vrij oppervlak is een stroomlijn, waarlangs de druk uniform is. 
De pla~ts van het oppervlak ligt echter niet vast, zodut de mathemati­
sohe moeilijl:heden ontza~lijk toenemen nant do vorm van het oppervl.ak 
moet samen met de onbekendc potcntiaal bepaald warden• 

In he·i:;· driedimensionale geval is dit zo mooilijk, dat in de litera­
tuur geen betrou~bare methodc bckend is. Tweedimensionaal kan bet echter 
'181 me~ behulp van de mathode vru1 d~ hodogro~~, die voor h~t corst is 

in,3(..VOUl.~d door u,:.m~l. {ZiJ.Il.:, 14, 1934). 
?!ij bespreken hier ala voorbecld stroming door een dijk met verti­

eale -v,andcm, v;a.::.i.rbij aan weerskanten watar staat 

l 

' ' ' ' t .... 

Hierbij treedt, behalve bet vrije opparvlak, nog een complioatie op, 
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n. 1 .. hct kwclo1,1p'J:-vla.k •·a.t1rl)ij 1.lc vloci:1tof C.)l''l GubiJd binnen}-:omt, 'l'l'B.Bl"' 

d\J drul· ocnstunt is lnr:_:_,"J e:i::n vu;::t:.: Lro,:unc. _,.ij mocto1~ dus bcJinncn 

met do ri..~11dvoor•,.:,:;.:~r1l,.:n vcor v,.;,~•Gchillcm:le; gcvallcn op tc schrijvcn. 

a) ondoorl"--·tbt1:·0 ,..,a::di:;n. 

Doze zijn noodzaL~lJj >~ tt:"oonl:1.jm.m, zol!nt h:L;;r i.,Cldt in i.:;d;:,::• punt 

u. _02 
-:;:. as (,,A~:){ if'---, I , 

Y-:::: ~ ~.:..,..,,o<' 
-;);,:l _..,. 

als 3 du coordinaat lango de ··•and is, f d;;.. s.nelh1.:dds}?o. entia.a.l -..:n .;x do 

hellin&sho~k 
b) i:qutpot:::ntiaalvlal::. 

Hier is, bij dcfini tic ¢ = con;::;t. en do snolhcid.sco[1poncnt::::1 zijn 

g!P ' u ~-t,,-• ::)( - - ;) 'ti 

,ry- 'OfP {°,.,'l1-,c( - - 'on -
/ 

c) vri j,;:: oppcrvlal-:l:cn. 
:Doze zijn J,(.!1;:arc.!·~tt;ris~ercl door ;p = const. dus 

Indicn 

.:;eldt 

-

v.erdor is h:]t oppcrvlak stroomlijn, dus is 

o:p hct op:pcrvlak 

d ti, 
~ d0 tot.:i.lc :.,110lhoid 

Dus 

of ,,,cl 

d) 1::v,eloppe:·vlakkcn 

Ook hie~ is de druk constant, dus 

of l/'."Gl 

Vcrder is dit oppervluk gean stroomlijn, dus is 
-~--f..l.C,tJ;>i;(,;.Y$..-_:,,,~ 

Zodat wij als ve7'gelijking 1:rij0on 
("'1-+'i<J ~ :?I + I.A. C,(moi::::,: {,) ' 
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In al doze govallcn 1.1 de v"":~:,.;lij!.~in& tc::.·u13_;cbro.cht tot c""n betrekltc­
lijk c,:mvoudigo vorgclijkin,.:, t,·ss\311 u ... n v, in he·~ byzondcr als de hoek 

o< constant is, als dns in h(;t x,y vla: de vast..;: &rcllz.:;;n !"'"'chto lijncn 
zijn. Hot li.,:.t du3 voor d.:.: h,.n,~. or:i. i; ;..n vlc:::.k t .... boschouw.:m mot ,.,_ on v 

ala coordinatun, h :.-'v vlnl::: van cl.J h0Li.Ot,ruaf. Ir.. di t vl.::.lc kr:t.je,en wij ala 
becld van do c;enoomdc lijncn, ala 0\ con oonstantc 'l""tla:~ .. do ho;:;ft 
a) ondoorla::itbarc r:and. 

~ :s: ,:.,..-'(.8,7. , dus c-::n rcchtc lijn door de oorsprong 
y 

b)oquipotontia~lvlak 
~ = id :-,( , ook eon roohto lijn door de· oorspront,. 

c)vrij oppcrvlak 
I ._ )1 '- , -r.. 1, 
("Y ~ -f_ K -+ le, = 7; y .. > 

dus con cirl~Jl door d.::: oorsprong. 
d)k'!'ircloppcrvlali: 

reohto lijn,niJt door de ooraprong. 
Doze mo-'cl;.oci.c l:on dnn in hct vlalc vm~ de hodograaf .:;on bccld lcvu:-:-... n, 
van ecn stroming m.:;t con vrij oppcrvlak, dat vcrd\Jr m-.it conformc trqno­

formatie b.::.har..dcld 1-:an v,or'iun 
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In het genoemd6 geval ven een dijk met verticale w1mden op een ontlocr­
laatba.re laag is le.rJt_'.S AB di;; p:i tent.:iaal constant en q;ee::.·t ju;:: .:.n h0t 1.:.cd ,: ~· 
graafvlak een horizontaal lijn- Bi 

"' ... - ~ 

segment va..n de u-as, :h: lijn BC T ~ - '· ' 
moet ill het punt E ~?J:sluiten :_-· \,Ir=- ''•. l; 
aan dit segment. EG 2.s ~en vri;j I - r'::.::. ,, . 

•- t I - j -• 
oppervlak en v:ordt; i .1:~ in het 
vle.k v-a.n de hodogrsaf \tc,,; rgs:::­

steld door een stuk ven ~8~ cir-
kel door de oorspro~G 

(V-+± h) 2+u2=t--~ 2 , d.vr,z. 
I 

in B meet de snelheid nul zijn, 
Bis een stuwpunt. Verier is bet 
segment CE een kweloppervlak, dat 

,.,., • i - " - --~-' ~ l,, -
? ;, S( [X,V '-' .. • i , .. • ,,, x' . y -:;--,;;;. 

~--< •·, V .~ r--.)",, ?---)":-,.':;,: -✓K·/',.,Yv '.../' 

C1 hodograafvlak 

in het vlak van de bodograaf ·wordt voorgesteld door een reohte l:i.jn, die 
niet door de oorsprong gaat loodrecht op het oppervlak, hier dus een 
lijn evenwijdig aan de U-as, met vergelijking 

v+li = 0. 
Hieruit volgt, dat deze lijn de cirkel van het vr1.Je oppervlak in het 
punt V= -k raakt; dat punt oorrespondeert dus met C. 
Het segment AD is een stroomlijn, hier is dus de snelheid weer langs 
de U-as gE:richt, d.w.z. in bet punt A', ergens op de U-as sluiten het 
beeld van BA en .AD aan elkear. Evenzo is DE een equipotentiaalvlak en 
dit beeld sluit in het nog onbekende punt D1 op de U-as aan dat in .AD. 
Nu ligt C'E' langs de lijn v= -k en D'E' la.ngs v::: 0; hun snijpunt kan 
alleen zijn het punt Ll =CO. Op dezE; wij ze is in het hodograafvle.k een ge­
sloten beeld gekregen, de.t (op de ligging van de punttn A1 en D1 na) 
geheel ve.stligt, in tegenstelling tot het physische vlak, waar de vorm 
van de gr ens BC onb ekend is. 
Nu zoeken.wjj in hat hodograafvlak een functie, waarvoor wij op deze 
contour randwaarden kunnen voorschrijven. Bescho-uw daartoe de complexe 
potentiaal w( z) = ~( x,y) +i i.f. (x,y) dan is langs 

AB= lf =const. 

BC Y-1 =Const., r =C1+Ky. 

CE Y =C+i:y. 

ED f=const. 
Jill V' =conat. 
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Wij zien da.t de f'uncties 'f en 'f of constant zijn of uitged:rukt worden 
in de cotirdinaten x en y. Om nu een functie te vinden, die bekend is;. 
langa de omtrek van de figuur in bet (u.v)vlak, schrijven we eerst 

,, , -.J.. r,,l.. uJ'"'' ~ ... I. 'Y =- -7~ ,; u.,.. i 1iJ., -:=. ~ '(?:,J 

en differentieren norms~1!. 
"> i.r· 

Dam is langs Al$ u= !-· , v=O 
o( z w - ~~ - i._t~· - ... I. • ,/.AA. 

,,(/,t_'- - ol. l., ,+ I "rf •• .,.. I. ~ 

due zuiver imBt;inair. 
la.ngs :00 --:~ 

., ?. j .-.}~ - ... u "-+- '}}• +· ;('". , -• V 

en dus :,,,::· 

,,;-· + A-!/2 
()lu : - · t,f v 

£/.. 
is hier, omd~t het vrije oppervlak stroomlljn 1~ 

.:::::. - o,t_·J<. 
'),'-· 

---
1 u . 

-t.-v-~ f )-- i u.. ij" 
• Q(;/(. 

langs CE V= -r' X=const. 
p(,.1 w ::: alA.-<.. • ~ 
,l-;t l. 2 '"7 = - (. -;;lj-

langs ED is Y:, =const., du.a 'evenals lMGB lijn /1B 
p{.,. l W • {J'{,'.,t·-'·· 

.:::r: -L --
o(,_;t:J. ~ 

terwijl tenslotte langs DA 

<./' =conat, V=O, y==O 

dus oll~ = ~ 
c/4], o£K. 

Wij zien dus, dat arg(~) la.ngs de gehele omtrek gegeven is en dat 
dz 

voert ona ertoe om te stellen 

0 + i '[; = ~(!::WY 
Dan zijn de randvoorwaarden voor T: 

AB ~:i:. -f 
Langs BC voeren wij eerst de hoek pin, zodat op de cirkel 

u:::.. f ~/3 = X ~ ~fl e,,,,-:,&13 
~-: -j) + iJ (/r.1,4. = /r ~,<Yi(J 

en dua ; . ~ , 
- "£" c,.tD/.) - t '2, ~ ,t'3 

'"t 'r; aA.,Gf, = oA-f 
d" 4 ~/3 ~ ( ~ +t { ~/! (f 

. 
L~ -...t ------- .. 

• ,d-(.14 • 
< C. - (,, 
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-rr 
la.ngs CE is --
langs EID eveneens 

en tenslotte langs D!~ t 3 o 
Wij gaan nu de figuur in het vlak van de hodograaf afbeeJ.den op de bo• 
venhelft van een /) vlBk, d.an zijn in di t vlak de waarden van het im.a­

ginaire stuk V?.11 r:8 :furwtie (G +C:-Z::) op de re'ele as ge0even. 

Transformeer ee:r·ct b.2t hodog.raafvlak op een stan.:.aarcJ.voJ'm <loor 

draaiing, zodat C ~D ~ :Ln de oorsprong 

komt en B' in bot ~u~t a=1. - .;;;,, 
> ' 

terwijl de lijnen B'E' 8.tJ C'E' over­

gaan in verti.cale ll.j::iEm. 
Nu is de funotie: di8 d~ op dema 
wijze gevormde figuur afbeeldt op de 
bovenkant van het, vlak bekend als 
de elliptische modulaire functie en als zodanig getabelleerd. Hie . .cbij 

is 
~Jo> :::. o A( o -::- 1 

/ 

en wij krijgen dus in het .A vle.k voor de funct ie 1:' op dG- re~·le as voor-• 

geschreven waarden 

0 1 

-TT/z C 3/L ~ 13 - ½ fl T= u D -~ £ 

Hierbij is het verband tusse!l ~ en ,1 gegeven door 
- I LIJi 1-

_,A ::: ;, L t, C I+ ft .t1 • 

Wij moeten dus nu in het platte vlak het probleem oplossen een fur:ictie 
te bepalen, war,rvan op de reetle as het reele deel gegeven is. Noem het 

vlak Z~+iY en de functie 

W=U+iV, dan is voor y=O 

U(x) = f(x). 

Indien we de functie Win het punt 

Z0 =X~+iY0 lY0 )' 0) zoeken, paaaen 
wij de stelling van Cauchy op net 

~\ 

gebied begrensd door een halve cir­

kel en de X-aa toe. 
+R I [ ::: _J_ W(& ob< -+ - ci' -5 

i.r1 [ x.-x.,,-t.y, :ur< ·.·. '· ., _ 'R o (!..1/lA S::f 
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Indien nu W(z) voor groto R in het bovcngcdcclto voldo~nde encl naar 
nul toGgaat, is de int~grn~l over d~ halve cirkcl in de limiet (achtcr­
a.f v~rifiorcnt)nul. 

Pa.seen wij do stclling toe: op hi.. tz0lfd1;,; g1.;bh.d maa.r met hct toe:gcvoegdo 
punt 'Z'0 =X0 -iY0 dan is de intt.creal nul, omdat hwt punt buitcn hot ge-

bied ligt t j ... ~u lx p) + i Y-fx p) 
o - - (;< . ax - l,.71/ _ o() . - X0 )+ l Yo 

Optellen en aftrekkon levort ➔tP 

u (;<. 0 v J -1- ; Y ix cJJ:::::. /.l· f [3{,x.c,, lt:i. rtxJq} tx. -x JoL.x. _ 
-, I)• -oo (.x-x 0 1<l + 'y/ 0 -
+OJ 'I 

_ j_ f f Ul:K \oJ+ i Vlx,o)f 
- 7T /v 11.. l Y\Jt::J>IJ( 

_(JK) ,,.... -x QI + Yo 

Door gclijkstellen van re~'le en ima.ginaire delcn lunnen wij nu U(X0 ,Y0 j. 

zowel ala V(X0 ,Y0 ) in de gegeven waarden van U(X,O) uitdrukken 
4-0() 

l,{ (x " / u ) == X£_ f U f_l- > f o(.,J( l 
-ri --o<> (x. -Xo) -f- ¼ > 

V ( i...,y.J "" - ff r u.6c,,1(x.-;,_o}>l.x 
-oe> (X.. -X '4\ l -t y l 

zodat ~ 0 

Indicn wij nu de ooordinaten van l!. en D in het ;) vlak met a en d aan• 
duiden (nog niet bekc-:.ndl), dan vinden wij nu de functie ~~ = l r.r+?:: 

zodat r-r--~-- .J.. f1 («J•U'. 
~l~::: V(A-..t_)(a..-))A n-2.;r l-) 

of,,,z_t A-/ ~ o 

Daer A=? (q) een bek&nde funotie is van w• (z)=ij-iV, is ook 
<.M'" ( z) =:: F [ Lu(ZJ] en is 

»-1- J fJltu..-i,v-l = j e <r + r.1:_ ol. ( '<. -L11) 
Flu.. -t. v) 

Zo is dus z tenslottc bekend a.ls de functie van U-iV en het probleem 1 . ., · 

in principe opgeloat. Hierbij moet opgemerkt worden, dat 
a en b eerst uit de oindformules bepaald lturlnen worden. 
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Mathematische theorie van de stroming door poreuze m~dia. 

Stroming van twee homogene vloeistoffen met gemeenschap£~lijk grens­
vlak door een £Oreus medium in het zwaartekrachtveld. 

1. Probleemstelling. 

Wij beschouwen de stroming van twee vloeistoffen,met dichthedeo 
a' 1 en t 2 ( 6~>01.) met een O'P het tijdstip t=O horizontaal gremsvlak, 
waarbij de tweede vloeistof zich onder 
de eerste bevindt. 
De potentiaal van een vloeistof met 
soortelijke massa '6 in het gravitatie-
veld wordt gegeven door 

¢0:"L+if 
als p de druk voorstelt. 
Volgens de wet van Darcy vrordt dan de 
snelheid gegeven door 

-;= k grad ¢ 
waarbij k de constante van Darcy voorstelt. 
In het eerste medi11m is de potentiaal dus gegeven door 

({) 1=Z1+ _t_ 
01j-

en de snelheid door 

~=k1 grad ¢1 , 

in het tweede medium worden deze formules 

¢ 2=Z2+ -~r,l. 
~ 01.t 
v 2::::k2 grad ~ 2 

~/ 

2 

Op het scheidingsvlak moet de druk continu zijn en de normaalcomponen­
ten van de snelheid moeten gelijk zijn 

z 1 ::::Z 2' p 1 =P 2 
➔ ➔ 
v1n= v2n 

Hieruit volgt, dat daar 

k~-k ~ 
1:;ln - 2c)-n • 

Voor het gemak voeren wij nieuwe potentialen in 

f1=k1 ¢ 1' r 2=k21> 2' 
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zodat 

en verder 

v1 =grad f 1 , 12:grad 'f 2 • 

Wij kunnen dus in het gehele veld het stromingebeeld beschreven denken 
door een enkele potentiaalfu.nctie 'f, dieter plaatse va.n het eohei­
dingsvlak een discontinuiteit vertoont van de grootte 

/Jr::(~, -kJz +-( ~ - ¾)f = 

-;:: l k, -it·a -{H,f~~} ~4, - J<.tt, 1 z t" 
.... 2)(,1,{l. ( 1/'I/_ - JJ'J) Llf_ ,_r~...J?f, -t" [l{/'iL 
- .... .J. ' z --4 • ~ r, - Vh ( {t:, 1.{) ) 

V..1/t, + Ki/'{>- ·;.;(,• "'i1<ij:;, J 1+12. 
In de meeste g~vallen l~ de'tweede term klein t.,o.v. de eerste, zodat 
wij deze verrm.arlozeu. (y_oorbeeld; 
bron op afetand 50 m. va~ scheidings­
vlak. zoet ... zout water .. 

~ Q f, + <f"J.. ~ -il]f•SO 

Neem Q =250 m3/dag, en 

0 
I 

' ... 

-
k1::k2=30 ' ----·--------

en neem 

. 't1=1, Y'2=1.02 

dan wordt de tweede term 

0,01~ = 0,0015 

en de aerate voor z=1 m. 

30 .o ,02:::0, 6) • 

- .............. 

Wij krijgen het volgende probleem tar oploasing. Voor t ( 0 is gegeven 
een samenatel van twee vloeistoffen (zout en zoet ,.ater) met een hori­
zonta.a.l scheidingsvlak. Op het tijdatip t=O worden pompen in werking g 
steld; mathematisch geaproken. worden a.an de potentiaal zekere voorga­
scbreven signulariteiten opgelegd. Deze beinvloeden de ligging van 
seheidingavlak, zodat een disoont1nu1te1tsvlek voor de potentiaal on-­
staat, dat evenrad~g ie met de boogte van het soheidingsv lak 'boven ~iJD•i 

S8llVankelijke l1ggiog. 
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2. Oploss~nssmethode voor het tweedimensionale probleem-. 

Een discontinuiteitsvlak van de potentiaal komt overeen met €en di­
poolbelegging. 
Beschouw n.l. het veld van een enkele dipool. De complexe potentiaal 
van een enkele pool in bet punt z 1s21_ log (z-z) en van een dipool 

0 ,, 0 
met asrichting ~ ,~ 

t. k ty a-:r O + " /'') ~ ,.-1, .,,~ ,;. "" 
J.. ~ ( >: -JI.. <>J L<J-=> )Y -t-( Y - Yo) J.i-. 9 f + c' { {)(-)(.,) Si- ·/J-6,'-J/,;) u,> ?J t _ 
2-Ti i ()<.-Ko):;. +-( y -Yo)~ i 

de potentiaal is dan 
_L ( A-Y-o)C-tt:> ~ + (Y-Yo) ~ iJ ::: iii ;y /4-g r, 
l.-11 (X-Xc)~-f-(Y-Yt;;Jt , 0 

.~ls )/ een coordinaat langs de asrichting aa.nd;J.idt en r de afstand van 
het punt waar de potentiaal bepaald wordt tot de dipool. 
Een kromme lijn, die belegd is met dipolen ter sterkte /\ (s} en asrich-
ting normaal op de kromme, heeft de potentiaal 7' r = "tJr 1 /\l5Jo!A ~ ~ ,,... , . ..1r.,<0 .\-~i::t .J . 

., .J_ I Ats J """~ u-. 0 + :,,,.,., il$-i-n e cl s • · ,,;(,, ~ ~ 
:l. rr r c.,,. 

- :::: tn i /\(s) ~ (A7)c rJ -0; 
als -J de hoek van de normaal en$ de hoek van de voerstraal met de x-as 
~anduidt. Hieruit volgt, dat ds. cos( V - e ) de projectie voorstelt 
van het ele.mentje ds op de normaal op de voerstraal en de uitdrukking 
as.cos~~ -e) stelt voor de boek waaronder het boogelem~ntje ds vanuit 
P(x,y) gezien wordt. 

Voor een constante belegging van dipolen /\{s)=/\ =const. vinden 
wij dus voor <f de u.itdrukking 

ti) = ./\ . hoek, waaronder de kromme gezien wordt in P. 
{ 2 T( 

Besohouw nu een gesloten kromme. Uit een punt binnen de kromme ia de 
totale hoek, wae.ronder de kromm.e wordt 
gezien 2 Fen voor een punt da~rbui­
ten is deze hoek nul.Op de kromme maa 
de potentiaal een sprong ter grootte/\ 
Nu geldt ook voor een niet constante -
beleggi.ng, dat de potentiaal op de 

kromme een sprong maakt, -die gelijk is aan de waarde van /\ in bet punt 
dat we beschouwen .. Men kan n.1. bewijzen, dat de potentiaal die over­
blijft, indien wij een constante belegging met een sterkte gelijk ash 
de sterkte van de spro~ in bet beschouwde punt a.ftrekken, c_pntinu' 
blijft, zodat de sprong juist zo groot is ala boven is a~..ngegeven. 
Omgel:ceerd, ala wij weten, dat de potentiaal la.ngs het scheidingavlak 
_ een sprong ma.akt, lean zij, voo_rgest~ld wo~clen ala de p~'tetjtiaal 



• 

e 

dipoolbelegging en in het beschouwde geval krijgen we ala total& .paten ... 
tiaal 

waarbij \f 1 de op het tijdstip -t= 0 il:ltredende .)Otentiaal is(potentiaal 

van de bronnen) en 
.i vc u, l ti - -fJ 

/\cs):::-------. zCsJ u.,;, I + V..i. It .. 
Hierbij is z( s) de hoogt-e van bet disG:ontinui tei tsvlak boven 
vankelijke stend. Wij kun.nen deze formule 
nog iets anders schrijven en tevens 

gemakkelijker toegankelijk maken 
voor berekening. 

J l\(."-:J b l,d r ots ;;: 

} /\lS) (.x:-x,)(./4r.) )~ +(.Y-YvJ,~ iJ ~=-f fJ,;) t .x:.-X.c)4 - {r-Yo) « x ~ 
fl-. -x o) '"~{/ - Yb),., ' (X -Xo)1.-+ ('y- Jo) l 

z. -fA(sJ,oi. ).",t';f, Y-Yv::: [- /1(5) 1,{irtq z:-Y0 ] + j 1,,itli Y·Yo d /\(S) . 
(Ju )(-XO tJ (I X.-Jl1> # (/ )(~)(;) 

zijn aan-

Indien de integratiegrenzen zodanig zijn, dat de geintegreerde termen 
wegvallen, blijft over 

J l1r1ry 0° ,,1 l\f~) • . J 0 ~-Yo 

d.w.z .. de potentiaal van een wervellaag met een sterkte gelijk aan de 

afgeleide ~an de oorspronkelijke beleggingsfunctie. 
· dA Dit stelt voor de potentiaal van een wervellaag met de sterkte i':s , uit-

gespreid over bet d.i.scontin11iteitsvlak. Uit de nu verkregen potentiaal 

kan in ieder punt de snelheid berekend worden. 
Ll ,;::,. ~' + £- 1 ,fji(t.,1 y-·v0 d. /'(SJ 

t);I. o <1-"o rJ d X~.X o J 

V = ?.:f, i'" .£- f t'f l . .r. Y-Yv g(_ /\(SJ. 
d'(r, "djr, rl'rfx-x,, 

Indien x0 ,y0 niet op de kromme ligt, 
kunnen wij differentieren onder het 
integra.alteken en krijgen dan 

Ll._ -:::: ~I t- JiY-Yo) t£ /\(S) 
4X.o (1-- -x 0}1--+{ y ,y,7)2· ) 

y ::::- o_}J1 .... ( (](-~ •) ,t /\ IS) 

cy10 j {"--x.,)"l..+(y-Y~Jt.. 

0 

Om de beweging van de deeltjes van het grensvlak te beschrijven 1 gebrui-· 

ken wij de beschouwingswijze van Lagrange en karakteriseren de deel­

tjes door hun x-coordinaat op bet tijdstip t=O, x= ~ • 
De snelheden en de coordinaten van de deeltjes zijn dan functies van 
~ en ten wij krijgen d~ integrodifferentiaelvergelijkingen 

a Xr;().t) := ~I + +r (-Y-Yo) ol.NJl.t) (X .1A.. 
~ t ~i O _ 00 {K ~xi:J 2+1.y-Yof a!~ /' · 

q_YoD>l)-:::. ~, _ +j t){..~X..~) c;l,l\(P,t:) o/,M 
--:a.--f: -ay,.. -~ (t:.-x.,)'--t{y-y.)2 d/ / 

waarb1.;t 
- I\ (,/A- ,-t) ~ cr- if (~)t.J { X :::: ~ 

De beginvoorwaarden zijn t=O y 0 = 0 
. 0 

en de vergelijkingen kunnen door'~um.erie§ integratie opgelost worden. 
,.:· .iic.JJ:i' 
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.Afd. Toegepaste ~iskunde 

De verJrregen vergeli.jkingen zijn echter ui termate gecomplicecrd, iin~~ 

mers voor iodere stap 8 t moeten uit de bekende vorm van hot discontinui..,. · 
tei tsvlalt de inteeralen borelcend worden en wel voor :lcde:.."' :rmxrt van het 

vlak. Dan is do snelheid van elk punt bekend en di:ss ook do norm1:::alsnelhc:td · 

zodat in h0t tijdsverloop I),. t de verplaatsing van het vlak ber8kcnd. ka11 
w·orden. Ui t de verplaatsing volgt de 11ieuwe stand van het vlak: en dar~r-~ 

uit volgen dan de nieumo snelheidscomponenten. 
Teneimde het reken""'erk te bekorten is naar een 0envoudiger m0thodc 

gezooht, die redelijk mau=keurige resultaten levert. 
In hot algemeen zul het grensvlak onder een bron de godaante hebbon 

van een k:lokvormige kror.nne i.:1ct top vlak onder de bran, die asymptotisch 
nadcrt tot de ongestoordG otand van 
hot vlol:.:. Van de bcwogine; v un het 
grensvlak is ook alleei::1 do beV1"regi:ng 
vo.h het bovenste punt intcressant. 
Neem nu aun, dat de kromrne nfhangt 
van sleohts t~ce parameters, de hoog­
te h en omdat te ver,::1achten is, dat de vrom van de kromme in 'de omgcving 
van do top hot bolangrijkst is, d0 kromming k van het bovonste punt. 

Stello11 vrij nu de potentiaal van de ,_;vEn·vel in hot punt x, y voor door 
y-y 

K(x,y;x0 ,y0 )=bg tg x-xo 

dan worden de vergelijkingen 

U= iJ Xo (>., ':J. ~ ~ Cf I f 

0 
0.0 

) / cl.IL ( .x (14}, 'il/:i)j ) I< ~),A,, 
, ~~(J 

+ -~ /;;./\. i) 1 f' d JA. 

~>f <J)(,, 

v=:= tl:Jof>.,,o ..,, ~t;c, 
f- ~q; 

De vorm van het scheidingsvlak 
-l '•fl Jy,.. I 

stellen wij nu voor door 

x=h. f ( f), a . 
waarbij a eon vastc lengte is. 

De kromming in do top van de kromme is 

v 1 d 2u h (X) 
J\ =,r = 2 = --2 • :r" ~ • 

dx a a 
Ora de verandering van R door een differentiaclvergelijkil1g 
berckenen wij ee:;-st nu de top va.n een vuste t 

en 
i . . 4J • 0 

... : 
~ • . f 



de symr:ictrio ~t ~ :: 
lJy,) t r'X:f' dx(l!'J_y0 

·;) .;t~ 

(,:' 

.::: 
;// 

........ 
o ::it€) 

flu/ 
{.,)'" 1/ 

t' o . 

Vordcr is voor x ~· 
)i ., l C - ,: " 

( ~·~:.''.J ! - :J f;j::; v,,/ ~ -, 

f ~2 f( 

en . ..,, ,.; 
)t c.it --- 'i!I: -tJf- ry () . 

De 

i u~;drukkine:: Y~)? to 

ll•;. (><•Kt}l-+{':f~JJ 1 

1k 
~)'.: 

il,::t 
rv,:i-
?/k -M. 'i,y, r 

-

{¥•Yr;),. 

) ( j ;-

--~-·~!ft ... ~ V fJJ, 

'' ' ,, 
.I, 

jkin5cn van h en k ·worc1c.n nu 
ituarcb. 

blz. 44 
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Indicn wij nu voor y uls functie van x oen Gauss-krommc substitucron 

dan is 

<.,;.' .... 
,.) ... .I --r. -Xol. 

ft C,tL 

A" ;: - #z ) ~ -.-Zf ). a l = \ h 
(.~7x. .JC: a , n. 

en _,1 I} _ i _ ,,1· ( ---!i ( 
« "- "' X .f (,;:-;,,- r( ~( - k .x ~ t )) c./x 
ii I". -~-iT ::x_~~, - . a/~ 

Voeren wij c1an :::tll:l fntcc;1·ut~i..cvariabol0 x in in plants v :...11 /t.4-, dan vwrdcn 

de diff orontiactlvo1,ce~Liji:::5.ngen/4 :i . ~-. l j / _ loo 
1)}< - L (!i~::;, .' -- <> ~). 'h L "l, --::-1'"·//-{' 7:.7.J 
-- - - ~ ... J - L f "(;, " (f" ""_"I_._ . . I 

jJ-f . ,1-_rtl v.., o; y:. ~ 't,),xt t.,1_;, 01h . . - ~ >,_;,--·--·--_ff /f:,::: f· 

,:-,.o L - X 1,f :ff 'r I - (,' ""o/ -- .t)(vj '.2 1, =14 / 1 A.(:.· -1 -#)1 .. x ') 
l XL...,_ '21 -. -4P,;; l) '} J •• 

...... (.:,.:...> ' , / ..( --:ti: j 

In do ccrste vergeli~king komt nog cen mocilijkheid voor: dio o~p50J.c~vo:;:•d 

word t door de di ver[;cntie van de integraru.. Dczo is on-'Gfltc.:.an doord.nt C.i.1·· 

dcr hot intoe;raal tokon gcdifferentieerd is. Zij rr,ordt ondcrvangon doo1'.' -in 
oen omgeving iran X:;:0 1 niet k voor y=h maar voor y==h(i+ <}) te borokeno11 

en dG integranl dus tc vervans;on door 
j 6 I, 2 ~ ~ ,< X l.. l_;r , 1 // . ~ - 4 ;(~· l ' l ( 

/\ • .._ ~- / ~ I ..J O - _p --i:-z-· _. .:!.....:I 
-.-6 { X z.~ J i-7/~ ~-.. f .. !':':] J . ' 
deze intcgraal door con rocksontwik celing te benaderen en d'an j-....,.... O t0 
laten gann. Men kan bemijzon, dat in di t gcval eon cindige limiet bestaat. 

De twee dj_fforent:tu:i.lvore;olijkingon kunnen nu door nunoriolrn intcgrn-· 

r tie opgclost ,-ordcn, ui te;annde va.n de b0ginvoorwaardoi-:i h=O, R=O. 



MATHEMATISCH C"RNTRUM, 
2de Boerhaavestraat 49. 
A m s t e r d a m - 0 • 

Colloauium: 

Mathematische problemen._¥it de practijk~ 
Voordracht op 1 Febr.1951. 

Twee vraagstukken uit de theorie der tem­
peratuursnanningen. 

door 
W.L. Esmeijer. 

I. 1. In de praktijk gebeurt het vaak dat in de loop van de tijd gelijk-
- soortige berekeningen regelmatig terugkeren; men denke b.v. aan het 

berekenen van de eigenfreq_uentte-s van torsietrillingen van motorinstal­

laties of aan het berekenen van de spanningen in turbineschijven. 
Wanneer er in bet probleem veel willekeurig te kiezen constanten 

voorkomen of willekeurig te kiezen functies, aan bestaat de taak van de 
theoreticus meestal hierin, dat hij het probleem zodanig bewerkt, dat 
hij komt tot een in details uitgewerkt rekenschema. De gebruiker van 
het schema (constructeur b.v.), voor wie de opgave slechts een van de 
vele detailv~a.agstukken is, behoeft zich niet meer te bekommeren om de 

~inesses van de berekening; hij laat door een van zijn assistenten het 

schema doorrekenen en hij beoordeelt het resultaat. 
Het is duidelijk dat een dergelijke werkverdeling zeer bevorder­

lijk is voor een efficiente gang van zaken. 
In het volgende zal een probleern van het bovengeschetste type ui t 

het-gebied van de Toegepaste Mechanica worden behandeld. 
,-•-•·-/(\"" 

r I 

r 

__ '!l_ -· 0 "Wt ,.) • o__,Q • 

Gegeven is een hornogeen, isotroo :p 

omwentelingslichaam waarvan in fig. l. 
een meridiaandoorsnede is getekend• 

De dikte y van deze "schijf" is af­
hankelijk van r; y :.s klein t. o. v. 

r, • 
Bij een gegeven begintemperatuur is 
de schijf spanningslo.0s. De schijf' 

wordt nu verwarmd. Er stelt zich in 
een bekend onderstelde verdeling van 
de temperatuur T = T(r) waarin T 
voorstel t de toename van de tempera-
tuur vanuit de begintoestand. De 

schij f wordt niet verhi:1rl.erd u.i t -t.o /t:1 1 
te 1:etten. Gevraagd wordt naar de spanningsverdeling, die een gevolg is 

van deze verwarming. 
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3. We zullen van de elastici tei tsleer datgene kort weergeven, dat 

we strikt nodig h.ebben bij onze afleiding. 

1;_ - - - -
I 

~e snijden een klein rechthoekig 
parallelopipedum uit het materiaa.l. 
We ontbinden de krs.cht die op een 
zijvlak met opp._DF wordt uitgeoefend 
in een kracht lJ N loodrecht op het 

zijvlak en in een kra8ht b D in het 

zijvlak. ~c definieren Ltm ~ = ~ 
I· 1 . ~i-""$1' 0 

--~ J...tJ · ( normaalspanning op het beschouwde 

vlakte-elementje) en k}~,) %-~ = -C· { Schuifspa.nning oi;> het beschouwde 

vlakte-el eme nt j e) • 

We bekijl-rnn nu een blokje, zoals in fig. 2. Op vlakli::en 1 en 2 i:::. 

alleen een n:>rmaalspanning, vlak 3 is spanningsloos. \Yo ~eMen -.rlak 3 
als vlak van tekening. 

Wanneer het rnateriaal aan de wet van Hooke gehoorzaamt, dan ver­
vormt het bloke op de volgende wijze. 

{j" 

1' 'l Da_ _ c 
- - c.., 
Ol. 

e:, I. C' t ::: C. .2. 

L( . J. er J. = E:. a; - ,..,.. :t. 

f wordt genoernd de specifieke 

lenging; E en m zijn constantan 
(voor staal E = 2.10bkg/cm2, m = 

Om de gedachten te bepalen: een spanning er= 2000 kg/cm2 is 

voor staal reeds een hoge waarde; t < 1i00 in het a.lgemcen. 

ver-

3,5)-

Krijgt het blokje een tempera.tuursvsrhoging 1· dan za.l het ui t-

zetten. i f. ::: ,:i< •7 
t 

t>. U,Ci. 

.6Q ::: «'.1 
~ 

o( = lineaire uitzettingscoeff. 

stant aangenomen). 
-5 .,. -1 

V•or staal ..( = 1,2.10 c • 

{con-

Volgens Neumann kunnen we aan.nemen da.t bij het semengaan vim boven-
staande 2 effecten geldt: 

E, :: ~ f .r, - t r.i }--1-« T 

E z. = -g 1 ~,. - £ c-; J -1-ri< T 
(1) 

4.. We ga.an het vraagstuk behandelen met de benadering de~ de vlakken 
loodrecht op de omwentali.ngsas spanningsloos zijn en dat ·' "'! snaanings­
toestand alleen afhankelijk is van de r co'o'rd inae.t ( du~ me c :r.8.me r.i 1t 
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a.f'ha.nkelijk van de coordina.at in de richting van de.omwentelingse.s) .. 
Op het in fig. 3 geschetste blok­
je blijven dan over de radiale 
spanning ~ en de tangentii!le 

s~a.nning ~. 

We bezien het evenwicht in ra­
diale richting van een stukjo 
r :Ly. dJ· .. ~ ui t de schij:f 

.!: c4..-a;~ 'j J + (r p - ,;-tP =- 0 
y c{ t- I 

(2) 

La.at nu de verplaatsing zijn in 

radiale richting van een punt 

C - I,{ 
c.'f -r 

Met behulp van (1) 

(a) 

(b) 

(;) 

Uit (3) kunnen we u elimineren. (3b) gedifierentieerd geeft 

!!_(tiM. -Y-). - & ;1(£1:::I'' pt(?'~ - ...!.. ~ r ,t.1~ ,.. - ~ I' r ~'( r, yr-, ~ 

Hierin (:;a) en ( jb) substi tueren. 

d '1i.-) E. otr r,f ~j! - M -if J-(rnr1J( tr;,.- °r)== '111 o< r z;; ( 4 ) 

Sa.men met 

f 1r- I <r;.r J+- fft, - ( 2) 

en de ra.ndvoorwaarden 

" - t· I - i ] (5) 

is de opgave ma.thematisch volkomen vastgelegd. Door ~ te imineron 

uit (4) en (2) onsta.at een gewone line d.ifferentiaalvergelijking 
van de 2e •rde voor a;:; ( 5) gee ft d.e randvoorwa3erden voor 4r. 



Blz.4 

5. Een van de functies y= y(r) wa.arvoor een oplossing in expliciete 
vorm is te geven, is het in de practijk voorkomende geval 

(4) 

C 
~ == ;-:n ( c en n re ee 1) • 

In de practijk is n ~O. 

en (2) worden dan 

t--i ~ ~-- - "Jrl t' ~ ~'f-/- ( n-, f-1 J { v.,_ - ifr J :: ')n Co( f"l (4) 

I' ~ °;' -r ( I- n) rfr - vfP ==- o 
(2) .. 

i'I: 
Elimineren we uit (4) en (2) de 6j dan ontstaat 

r l :~• + (J - re-) f> ~ -(! + ~"Y> rTr ~ - E x r ~ r ( 6) 

~ 
Om de gereduceerde vergel ijking op te lessen stellen we o; :::. Ar • 

) moet dan voldoen aan 

)>(4 . ,) t(J-Y>)A -(1.f-f....)--n -::; o Hieruit volgt 

? -:::. ]2 -I :J: V .12. -tJ::- -t I 'i2 l, 't ,,,..., { 7) 

Daar m = 3,5 geeft dit altijd reele waarden voor ~t.l. 

De niet-gereduceerd.e vergelijking wordt opgelost met behulp van de me­
thode der variaties van constanten. 

Stel tJ; == fi .,t-., + J3 f) .ll.i waarin A en B nog te bepalen functies zijn 

~nr ~ 
• d, fT" r ()(. A ;) 1 ,1il-, S )i t A ). 1 - I [3 ) ., 1_ 2. - I -;;;;;:- ;;::. M ;-. -I- -;;;;:- )' + Al ,, -f f- -<-

We leggen aan A en B de voorwaarde op 
(11. J, A 1 -{- c/"B ,,).J- =- O 

t1{.r dr (8) 

. o/2o; /J { A -.2 · A.t.- 2 d Ii,. ._ °A,.J olB 1 .. .J-,>-1.. 
~ -- n .\ )1 -1 J ,, 1 -t- /3 Ai,( Ai. -1) /-i 1 -;;r;:, -", ' -f ot r ,,,,"'.., 

al (T;, 6'. i.r. ( ) Wanneer we deze waarden van ~, ~ en 7f{ substi tueren in 6 . 

en bedenken dat ) 1 en>~ wortels zijn van (7) dan vinden we 

o/ ,,t; A ,_,71, +/ d73 4 r)4+1 - E ..)( r_ptT. 
di' , +-~ 2. =- Mr (g) 

Uit (9) en (7) volgtt 
I"'. _'>_J -✓.A JJ,-1- 1 _ C -v .h d7' 
(/J, Az.;~ r -.::: ,:::..'-"" ''tit!',; 

ol ff /E-0( 1zr 
°7r -:::::: A.1-), · ?~ 

£ :)( r -). I p/7' fl== ~J1 • 1"' ~ dr, 
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B vinden we door /\ 1 en 1'12 te verwisselen 

13 -: t: '; { r->.,. rt.1 tJI r 
/1/ -,.,i o(,,, 

De oplossing van (6) wordt dan 

o-:, = ~ [ rA, (l" -}l, .e!,T dr - t"A2. r,.-A2.d..7' dr] 
t"' ) ~-), o/.,r' (){ r 

Na partiele integratiet 

r:r. -s: ~") [A1 r Al [ 1;,;., I)( t, - ) l. ,-. 7'✓ r ~, d r] ( 1:)) 
r /,,._-/11 r J r 1-

Wanneer ;\ 1 = fJ dan moet de term )}, r;,,f_I. CJI,-. vervangen worden door een f')l,n 

consta.nte; dit blijkt wanneer men de partiele integratie voor dit spe­

ciale geval naga.at. 

In (10) zijn twee ona:fhankelijke integratieconstanten. Met behulp 
van (5) zijn deze in principe gemakkelijk ~e berekenen. 

;Jr.. 

Uit ( 2) vindt men vervolgens Oy • 

6. Heef't de schij:f overal dezel:fde dikte dan is n uit de -vorige 
paragraa:f gelijk aan nul. 

We vinden dan )-., .,..,_ 0 ,11.. -::. -'l 

<T,.. == -~ [ C -;- 2 ( (')7'6inj"' 
2, I y,L (11} 

Ui t ( 2} volgt: 

(12) 

( In (11) en ( 12) moeten de beide integral en f r'T'p(," genomen worden met 

dezel:fde integratieconstante). 
Omdat we er straks van gebruik moeten ma.ken, werken we (11) en 

(12) uit voor het geval dat 1'1lineair verandert met r,. 

Buitenst:raal Y>i. , temperatuur T;· ?. -n ~ m J ~ ii ,: f / t I - f / 
Binnenstraal r;·,., , 0 11.H 

f' l,-.1 - ri" 
We kunnen dus schrijven: 

waarin 
Eo<? ~ cl +(Ji r 

'ti ::::- 1=-« Tz rl:1 - ~-f, r,• 
f't+, - r; 

(3l:::. E:=.o( /.). T, 
L 

(13) 
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(11) en (12) worden da.n 

a; .;,; CI +- ~ ~ 2. { r{ () l .; ra i ,. ) ot ~ 

o;b;:::; t, - 5:...~ + I (,I../"- ..i.. 11 "') - 1 V 
T r... r~ )'. Pi,T ,-t ,. Of.,,, - "l .... flt I" 

Uitgewerkte 
a;. +- J .(31.• r :::: } {14) 

7. Ten einde de spanningen te berekenen in een· schijf waarbij y een 

gegeven willekeurige functie is ve.n r, maken we gebruik van een gedach­
tengang die· door Granimel is ontwikkeld bij het berekenen van de span~• 

ningen in roterende schijven. 

1 - -

We denken ons de schij:f vervangen doc:r, 

een andere die is opgebouwd uit 
schijven i, elk van constante dikte 
y ;, ( fig. 5) • 

We vervangen de functie T = Tlr) door 
een gebroken lineaire functie waarvan 
de knikken liggen op de plaatsen ri• 
Voor elk van de schijven geldt (14). 

, ,. - --- Zijn voor schijf i de vi- en ~ bekend 
/ '-1 ':> op straal rv dan zijn uit ( 14) te 

berekenen ~ en C,_ (voor schijf i) en vervolgens o;. en t1y op S'tra.al rt,.., .. 
Hierna zijn te berekenen van schijf i + 1 c;. en °r op straal 

ri+, en wel uit de volgende overwegingen. 

A. ~; y moet continu zijn (men zie de evenwichtsvergelijking die aan­

leiding heeft gegeven tot vergelijking (2)). 

B. r:.r'f- .;;.<r-.,, moet continu zijn {men mer·~e op dat in het onderhavige geval 

Ten u continu zijn en verwerke dat in (3)b). 
Nu zijn voor schijf' i + 1 de a;. en ay bekend op straal rl+i • 

De berekening kan dus op ryezelf'de wijze worden voortg~~et. 
Een moeilijkheid is nog gelegen in het feit dat we de juiste 

start niet kunnen maken. Voor r = r 1 is nl. alleen bekend-s;. = O; 
<S"' is onbekend. 

We starten nu OP. straal r = r, met er= 0 en een willekeurig ge­
. .. 

I(" 
.kozen ~-

Op straal r = r"f\ eindigen we· met <>y,= ~ en ~= ~. 
Mathematisch gesproken betekent bet tot nu toe in §7 besprokene 

dat we de lineaire vergelijkingen (2) en {4) benaderen door vergelij­
kingen met intervalsgewijze constante y en ~ en oplossen met de goede 
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beginvoorwaarde ( op straal I\ ) voor v,. ( 0,:. = O) en een a.angenomen begin­

voorwaa.rde voor ~ ( ~ = G;jt.). 
We gaan vervolgens oplossen de gereduceerde vergelijkingen (2) 

en (4) (met dezelfde benadering) en voeren als re.ndvoorwaarden in op de. 1 

straa.l r = r 1 : 

In de becijferingen betekent dit dat /,!>i uit vergelijking (14) 
nul gesteld ~oet worden. 

Op stra.al r,,, eindigen we met 

en °f.:. ~ 
. ~ ~ 

Een start met de beginvoorwa.arden a; =a en~= q; + ~ X 
wege de lineariteit v~n de vergelijkingen voor r = r~ -<>;.:::::a-;-fx:~ ~ 1r~Gy+><~. 
Nu moet 

wa.a.ruit volgt 
<>;.-

:i(, -= - -:s;"' o,.. 

geeft van-

Op de inrichting van het gedetailleerd,: rekenschema zullen we 
bier niet ingaan. Gramme! heeft voor bet zeer nauw verwante probleem 
van de spanningsberekening in roterende schijven een zeer elegant 
rekenschema opgasteld. Menzie hiervoor b.v. Biezeno-Grammel: nTech­
nischa Dynamikn Springer 1939. 

II. 1. Bij het oplossen van mathematisch-physische vraagstukken moat 
men er steeds on bedacht zijn dat ecn gedeeltelijk mathematische -
gedeeltelijke physische beschouwingswijze soms zeer aenvoudig tot 
belangrijke rcsultaten voert. 

De bewijsvoering mag dan in zuivere mathema.tische zin niet geheel 
streng zijn, de theoreticus uit de practijk m~g ar (•p gepaste wijze) 
gebruik van ma.ken. 

In het volgende wordt een voorbeeld gegeven van een dergelijke 
beschou,tj_ngswijze. 

2. Gegeven is een oneindig lange ma.ssieve onwentelingscylinder 
(fig. 6). tot a.an het tijdstip t = 0 hee:ft de cylinder overe.l dezelfde 
conatante tearperatuur, hij is bovendien epanningsloos. 
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t JI, 0 zal gelden: 

dan T= V { V constant ?. 
- v;,-o ! 

I 

(T zal weer voorstellen de toename 
van de temparatuur vanuit de be­
gintoestand). 
We vragen naar het verloop van de 
temperatuurspanningen a.ls functie 

de tijd en in het bijzonder na.ar 

de grootst o~tredendc spanning. 
In eon vr:n do vorige voordrachten 
heoft Lauw,:;iricr het temperatuur­

verloo~ in de cylinder berekend. 
Fig. 7 gee:ft qu2.lit8.tief de re­

sultaten .. 

We zullen de s-panningsberekening 

uitvoeren met de veronderstclling 
dat op elk tijdstip hot stische 

probleem zich els statisch probleoni 
le.at behandelen .. 

De af1eiding van de f'om.ules gaat 

geheel analoog a:1n de nfloiding 
in I. We moeten hier echter niet 
invoeren <ii= O, maar -;= constant .. 

We vindcn dan (vergelijk (11) en (12)) 
,., T(i') 

De randveorwaarden luiden: 

r = a dan ~ = O 

r = 0 a-;, en eindig. 
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Voor a;_ en 6';j> kunnen vervolgens reeksontwikkelingen worden gegeven. 

We definieren als "gemiddelde temperatuur van het deel van de 
cylinder dat binnen de straRJ. r ligt"i 

r 
! r Zi1ede a 

Met behulp van £ig. 7 is van deze grootheid gernakkelijk een indruk te 

krijgen .. 
(17)' en (18) schrijven 

6";_ :::: :!::2-- Eo( 
'rn-1 

# 

Hieruit en met behulp van fig. 7 is dir13ct af -te leiden /h:i.t 

zijn maximum bere~kt voor t = 0 en r = a 

a-. is kleincr dan \ (7,~ l . 
Y' l ""'"""'-

I ' '.~-r;- .1 
\ /"'t 
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MA!HD!A!ISCH CDTR~, 
2de Boerhaavestraat 49, 
Amsterdam-a .. 

Colloouium: 

Mathematische problemen uit de praotijk. 
Voordracht o~ 15 Februari 1951. 

Foutschfttin,gen in de numerieke wiskunde. 

door 

A. van Wijngaarden. 

(.98 

Evenals in de zuivere wiskunde het existentiebewijs en bet eendui­
digheidsbewijs van de oplossing van een ~robleem onontbeerlijk zijn, zo 
is in de numerieke wiskunde bovendien nog de foutschatting noodzakelijk. 
Evenwel wordt ze slechts zelden uitgevoerd. Deels komt dit omdat men 
zich meestal laat leiden door intuitie, deels omdat men niet op de 
hoogte is van de mogelijkheden daartoe ofwel omdat de mogelijkheid nog 
niet bestaat. In het volgende zullen wij iets vertellen over de schat­
ting van de fout welke ontstaat bij de numerieke integratie van gewone 
differentiaalvergelijkingen- Daarbij zullen wij ons beperken tot een 
heel eenvoudig geval. De gevolgde methode kan echter zonder veel moeite 
tot andere gevallen worden uitgebreid. 

Wij hebben eerst enkele hulpmiddelen nodig uit de differentiereke­
ning, het machtigste werktuig van de numerieke analyse. Een functie 
f(x), fen x reeel, wordt gedefinieerd door een stelsel basiswaarden 

fi = f(x1), welke zij aanneemt op de basispunten xi: x0 + ih. Voor 
andere waarden van x behelpt men zich i.~.v. f(x) met een polynoom van 
de graad r, dat in r+l opvolgende basis~unten x1 de waa.rden f 1 aanneemt. 
Daa.rbij volgt men dan nog een bepaald systeem voor de keuze van deze 
r+l basispunten voor een gegeven x. In berekeningen met de hand uitge­
voerd maakt men meestal gebruik van differenties. Wanneer men de nota­
ties gebruikt volgens bet hiernaaststaande 
schema, heef't men, bijvoorbeeld, de inter­
polatieformule van Newton, welke luidt, 
als men stelta x = x1 + p h 



(l,l) 

Hierin is Rr+l de restterm, welke, a.ls f(:x) n+l-maal differentiee1;' ... 

baar is, geschreven kan worden als: 

{ 1, 2) 

waarin J een of andere waarde in het segment (x1,x1_1 , ••• ,xi-r'x) is. 
Zij onderscheidt zich dus sleehts van de term, die men zou verwacht::m in 
de reeks, doorda.t 'v r+lfi verve.ngen is door b.r+lf(r+l) (~). Eet is 

deze foutscha.tting, welke ans in staat stelt, ook in meer ingewikkelL­

problemen dan interpolatie een schatting van de gemaakte fout te le­

veren. 
Zo is bijv. 

xi+l 
) :f'{ x)dx = h r f(x)dp = 
xi I) 

r i 
=hr V 8 t 1-lr)p{p+l) ••• (-p+s-l)dp 

s=O s. o 

r 
= h 2. as 

s=O 

+ Q, . J. 

( l, 3) 

Is Fr+l een majorant voor de absolute wa.arden van de r 1e a.fgel"li~e, 

dus Fr+l~ \t(r) (x)\, voor alle beschouwde x-waa.rden, dan is ook 

(1,4) 

2. De int egratiemeth4Kle van Adams. 

Zij gegeven de differentiaalvergelijking 

~ = :f{x,y} ( 2,1) 

waarin f{x,y} r+l-maal partieel differentieerbaar is. De Lipschitz-con­
stante K is als volgt gedefinieerd: 

( 2,2) 
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Om (2,1) met een interval h te integreren kan men alsvolgt te werk 
gaan. Op een of andere wijze, bijv. met een reeksontwikkeling of door 
iteratie, bepaalt men behalve y0 nog r~beginwaarden van y, dus 
Y11Y2 , •• .. ,Yr•. In werkelijkheid geven wij deze wa.arden natuurlijk slechts 

met een eindige nauwkeurigheid, zodat in werkelijkheid gegeven zijn 

benaderde waarden y~,Yi,••·,Y~, waarvoor geldt: 

i y' y I -· --~ . - . ·.~ ..... \,.,- ' 
I 1 1 -· .. , 

{ 2, 3) 

Met behulp van (1,3) onder verwaarlozing van de restterm qi, kan nu 

een benaderde waarde Y~+l voor Yr+l gevonden worden, enz. ~en gebruikt 
dus: 

r 
= y! + h T 

1 
s=O 

r 
"-';" 

Y '· + b , 1 ., __ 

s=O 
b f' s i-s ' 

i = r+l,r+2, •.• ,n-l. ( 2, 4) 

waarin 
r 

b== (-1) 5 
s 7-: 

t=s 
(2,5) 

en 

Dit is de methode van.Ada.ms. 

Gevraagd wordt nu een bovengrens aan te geven voor· de fout Yl-Yi· 
Neemt men aan, dat afgezien·van de onnauwkeurigheid van de beginwaar­
den, uitgedrukt door (2j3), geen afrondingsf'outen verder oi;,treden in 

de berekening (wat gewoonlijk over het hoofd wordt gezien), dan kan 
men inderdaad een grens aangeven, hetgeen wij zullen laten zien. 

En passa.nt merken wij op, dat de methode van Adams uit rekentech­

nisch oogpunt tamelijk inferieur is. Zjj is echter buitengewoon een­

voudig en de foutendiscussie i~ ook eenvoudig. 

3. De foutschatting__!,@1-YQ.Il Mises, 

Ref.: R. v. Mises, Zur numerischen Integration ,,on Differential­

gleichungen, ZAMM, 10, S. 81, (1930). 

Uit het volgende volgt: 

bf. -a- 1 S 1-S ··l 



f .. 1 = t. + h i+ 1 · 

Door te majoreren met behulp vatt (1,4) e:,n (2,2) vin4en wij 

Iedere oplossing Ei v~ de eorresponderende dif:ferentievergelijking 

r 
E. l = E: + hK J.+ J. 

l~ I b I E. + Q, s=O $ l.-S .. 

waarvoor geldt: 

E. ~ E 
1 

, i = 0,1, .... ,r, 

(3,3) 

(3,4) 

is dus een majorand voor \~~- Een particuliereo~lossing van (3,3) is 

' 

De karakteristieke vergelijking van (3,;) 

zr+ 1 - zr - hK f j b } zr-s = 0 
s=O 8 

2t 
¾· (3,5) 

(3,6) 

heeft, 2:oals uit de tekens volgt, precies een positieve wortel z0 , Welke 

bovendien groter dan 1 is. Dus is met willekeurige eonstante A 

Ei = A z~ - ~ 
een oplossing van (3,3). Door te kiezen 

A= c+ib 
is (z0 > l) bovendien aan (3,4) voldaa.n .. Dus is de gezochte bovengrens 

i = 0, 1,... n~ (3;7) 

Om een zo scherp mogelijke schatting te verkrijgen, moet z0 uit (3,6} 
worden bepaald. Dit Bou vereenvoudigd kunnen worden door ~oor enkele in 
aanmerking komende waarden van r, bijv. 1, 2, 3 en 4 bet bebulp van (3,6) 
een tabel te maken van hK als functie van z0 voor waarden van z-0, welke 
een -weinig boven 1 liggen, bijv .. van l tot. 1.2. Bij voorgeschreve.n hK 
(de. enige parameter van h:et specia1e 'Problee.m, welke optreedt), kan dan 
z0 gemakkelijk worden afgelezen. Een ruw~ benadering kan worden ver­
kregen door,voor z0 een majorand in te vullen. Klaa.rblijkelijk is 

(3,8) 
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4. Een versche:r:pte foutscq.atting. 

Ref .. ~ J. Weiszinger, Eine verscharfte Fehlerabschatzung zum Extra.­

pola.tionsverfahren von Adams, ZAMM, .iQ, 
s. }56-363 (1950). 

De schatting van von Mises, welke wij zo juist hebben ~geleid is 

buitengewoon grof. Men ken eigenlijk helemaal niet van een schatting 

spreken, doch slechts van een bovengrens, welke bijv. gebruikt kan 

worden om aan te tonen, dat door h klein genoeg te kiezen y' wille­

keurig dicht bij y gebracht k~ worden (afgezien van de afrondings­

fouten natuurlijk, die alles in de war sturen). De reden, wa~rom de 
schatting zo slecht is, is hierin gelegen, da.t de b8 in (3,1) ver­
va.ngen moesten worden door \b5! in (3,2). Dit is heel erg. Immers, 
voor r = 4 bijv. is b0 = 2.6403; b1 = - 3-8528; b2 :::: 3-6333; 

b3 = - 1.7694; b4 = 0.3486. Dus is . b 9 = 1, terwijl z !bJ = 12,2444. 

Een heel eenvoudige methodeom hier a.an tegemoet te komen is gegeven 

door Weiszinger. Een sterk vereenvoudigde versie van jn schatting, 

welke evenwel niet veel ruwer is, zullen wij hier behandelen. 
De grondgeda.chte zullen wij behouden. Alvorens te majoreren van 

(3,1) op (3,2) tellen wij nl. een aantal opvolgende vergelijkingen 
(3,1) bij elkaar op, d.w.z. sommeren over i tot i-m. Dan volgt: 

m+r m 
!= = i:: + h cs ( f~ - t. )- L 0 i-s' , .. i+l •i-m 

s=O 1-s i-s s=O 

waarin, a.ls m;~ r is, geldt 

cs = bo + bl + ... bs voor 0 -c s ~ r-1 ) ' .. 

cs 1 ! = voor r .,:: s ~ m, --
C ~ bs-m + b + .. + ••• by,. voor m+l:!:.c s-.:;. m+r. s s-m i. ~ 

Hierin is nu dus het wisselen van de tekens van b8 

recht gekomen. 

Nu majoreren wij weer, evenals bij von llises tot: 
m+r 

\f i+l I :~ 
s 

It:. i + (m+l)Q. 
' l.-S' 

(id ,1) 

(4,2) 

fl ink tot zi jn 

Een majorand van dus iedere o~lossing 

m+r 

van de vergelijking; 

(4,4) 
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welke voldoet aan 

i ::i:i O , l , ,n· ~ J!i+r. 

Omdat i hier tot m+r loopt i.p.v. tot r,. ts 5tJ,$ • J:L;j s~b~;jt~ -

{3,7) en {3,8) om £t te bepalen, d~~: 

(4;6) 

In de ui tvoerige theorie van Wf;li$iinf;e:tt blij~en .~e ~xponenten m+r 

verlaagd te kunnen worden tot m, ma.ar bet zal st~k~ olijken, dat dit 

niet van essentieel belang is. Het zou trouwens he'l.ella.al niet moeilijk 

zijn om E ' te drukken. 
De karakteristieke vergelijking van (4,4), 

m+r 
zm+r+l - zr - Kh Z le I zm+r-s = 0 

s=O s 

· heeft weer een wort el zm) 1, dus 

E. = A zi - {m+l)Q , 
i m hKC 

is een oplossing van (4,4). Door de leuze 

-

wordt ook aan (4,5) ~oldaan. We krijgen nu dus de schatting; 

\ , 1 < E ct zi + (m+l)Q (ni_l)' 
1Y1 - Y1 1 - i :::1 c. m hKC "'m ' 

(4,7) 

(4,8) 

(4,10) 

Zo op het oog schijnt (4,10) niet veel beter dan.(3,7)., maar de clou 
is, dat de wortel zm veel dich-ter bij 1 ligt dan z0 • 

Von Mises illustreerde de theorie aan een v•orbeeld~ nl. de di:fferen­
tiaalvergelijkingt 

~ = y-x (0) 1 
dx y+x ' Y = , 

waaJ:'l'Vall de exacte oplossing gegeven wordt door 

ln (x2 + y2) = 2 aretan f. 



Blz. 7 

K.iemen wij r :::: 4, h = 0.02 en O ..; x :( 2. oo, dus 100 stappen, da.n vindt 

men 15 = 8840, Q = 1.865 x 10~7 en Kh = 0.006. Ten slotte nemen wij a.an, 
dat de berekenix,,g uitrevoerd i:.:-in 6 deoimalen, dus dat 6. = 5 x 10•7 .. 

Met deze gegevens vindt von l{ises \e 100\ ~ 1990 x 10-6 en Weiszinger 
45 x 10-6• Onze vereenvoudiging brengt onze schatting op 50 x 10.-.6. 

-6 Een sche.tting van A. Fricke leverde 25 x 10 , ma.a.r de theorie ervan 
is jammer genoeg fout, dus deze telt niet mee. 

Geen van de genoemde a~teurs heeft de moeite genomen om nu de inte­
gratie ook eens uit te voeren met deze gegevens em te zien, water nu 
werkelijk voor een tout uitkomt. Von Mises deed 10 stappen van de 100 
en constateerde nog geen fout. Whittaker end Robinson demonsteren wel 
het grootste gebrek aa.n fantasia door deze berekening als vcorbeeld 
in bun boek over te nemen (zonde~ verwijzing). Voert men het proces uit, 
dan blijkt in werkelijkheid e100 69 x 10-6 te bedragen. Dit lijkt mis­
schien merkwaardig, maar is eenvoudig te verklaren. Zowel (3,7)·aJ.s 

(4,10) vertonen een tweeterm. De eerste term is ontstaan door deaf­

ronding van de begingegevens en is evenredig met de rekenprecisie. De 

tweede term ontstaat door de resttermfout bij de integratie. Bij 
W . . -6 0-6 j eiszinger zijn de termen res-p. 8 x 10 en 37 x l ~ Bi onze ruwere 
schatting 14 x 10-6 en 36 x 10-6• In dit speciale voorbeeld is dus de 
resttermfout van dezelfde orde van grootte als de afrondingsfout. Maar 
deze afrondingsfout, zoals hier in rekening gebracht is sleehts een 
tractie van de werkelijke afrondingsfouten in de berckening, omdat bij 
iedere stap wordt afgerond. Aan dit voorbeeld zien wij dus duidelijk 

het belang van de theorie van de afrondingsfouten, welke aanzienlijk 
moeilijker is dan die van stelselmatige fouten. 



JU!HEMJ,T ISCH omRUM. 
2de Boerhaa.vestr. 49, 
Amsterdam·O. 

Mathematische problemen uit de practijk. 

1c5 

Voordracbt te houden door Prof.Dr J.E. Verachaffelt 
op 1 Masrt in bet Mathematiach Oentrum over: 

"De tbermomeohanica der tra.nsportversohijnselen". 

In de thermomechanica geeft men de naam van transportversphijn­
selen aan processen, waarbij energie van een plek in de ruimte naar 
een B.lldere overgaat. Deze overgang geschiedt onafhankelijk van elke 
verplaatsing van materie (warmtestraling en warmtegeleiding), otwel 
hij is a.an beweging van materie gebonden, doordat energie met de materie 
wordt vervoerd (vloeistofstroming, diffusie, electriecbe stromen). 

Het thermomechanisch onderzoek dier versohijnselen is het onder­
werp geweest van vele verha.ndelingen (Meixner, Prigogine, Casimir, de 
Groot), gegrond op de ideeen van Onsager. Een da.arva.n onafhankelijke 
tneorie werd door mij ontwikkeld in een reeks mededelingen a.an de Ko­
rtinklijke Belgische Academia van Wetenschappen; zij berust op een begin­
ael, dat ik het superpositiebegineel heb genoemd, en volgens hetwelk 
de bij een samengesteld onomkeerbaar prooea gedissipeerde energie de 
som ia der energieen, welke gedissipeerd worden bij de elementaire 
processen, waarin het eamengestelde prooes kan worden ontleed. 

De door mi~ gevolgde methode van onderzoek is deze, dat men van 
de ruimte wa.srdoor een fluide mengsel stroomt, een vaststaand volume• 
element in het oog neemt, en daarop de twee hoofdwettent de energiewet 
en de entropiewet toepaat, en wel in deze vorm: 

1° ( zie verg. ( 1)) de toenanie der tot ale energie ( invrendige en 
makrokinetische) is gel1jk aan de toegevoerde warmte (het warmteef!eot 
van bet procee),vermeerderd met de door de materiele stromingen achter­
gelaten energie (het toevoereffect) en verm1nderd met den verrichten 
uitwendigen arbeid (het mecha.nisch effect); 

2° (verg.(2)) de toename der entropie is geli~k aan de van bui­
ten af toegevoerde entropie (entropietoevoer), vermeerderd met de en­
tropie, welke plaateelijk ontvrikkeld v,ordt (entropiegE,nt:ratie) door de 

onomkeerbare processen, die in het beschouwde volwneoL.-:.mfnt pla.ats heb­
ben. Het is deze plaatselijk gegenoreerde entropie, m::ll(f.:.: na vermenig­
vuldiging met de (absolute) temperatuur de gedisaipeE::rdf' en~rgie op­
levert. 

Door eliminatie van het warmteeffect tusaen de twee aldue verkre­
gen vergelijkingen bekomt men een derde (verg.(3)), we1i~ nu not drie 
nader te bepalen grootbeden bevat, nl. bet mechanisch effect, de gedis- , 
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sipeerde energie en de makrokinetische energie. Die verg.(3) wordt 
eerst nog getransformeerd (verg. (4)) door ontbind dcr absolute stro-

mingssnelheden \ran de bestanddelen V8.n het fluide el in een ge-

meenschappelijke snelheid van het mengsel als gehE:81. ·::-m een rela.tieve 
diffusiesnelheid. 

In die gevallen, waar de uit\·1endige arbeid en de arr:isc be-
wegingsvergelij king belrnnd zijn ( enkel voud ig fluidt,m b. v.) kan de ged 

sipeerde energie exact berckend warden. In 1 t 
hypothesen warden voerd. Deze betreffen 

1 ° den u.i tvrnndigen arbc id ( VE:rg. ( 5)) , 

2° de gedissipe~ e cnergie (verg.(6) ; to 
positiebeginsel). 

Daaruit volgt d de kinat che aner~ie 
dynamische vergelijking(~n van de componenten 
ku.nnen vwrden afgeloid. 

( 

( 8) 

·-: cchter moeten 

2 van het super-

.(7)), vaaruit de 
el (9) 

De gedissipeerde energie heeft den vorm van een som van scalaire 
producten van twee vectoren, de ene zijnde een strorr:ingsintensiteit, 
de tweede de daaraan toegevoegde a.ffiniteit. 

In den sta.tionairen toestand (toestand onv€randerlijk met den tijd) 
wordt evenredigheid aangcnomen tussen stromingsintensiteit en de toe­
gevocgde affiniteit. Daardoor gaat (6) in (10) ovsr. 

De vergelijkingen (11) en (12) ven uitdrukkingen voor de kracht 
die op de eenheid van mass.a werkt (µ.i,i=1 wanneer de eenheid van maasa 

1/ 
de gra..:rn is,)1,1= Mv a.ls z een mol is). 

In verg.(13) v·mrdt een u.itdrukking gegeven 'v'oor het Y:armteeffect 
in den stationairen 
van ( 6) in ( 2). 

stand; deze v:ordt verkregen doer stitutie 
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(1) ~~cuq + ~..(qK') = Q-Ldiv (U~mv) - ~ d~v (K.~m.v-) - cL' 
nt o t 

Q= q-div w, 

{2) 

(3) 

cu•=~c U' (.. V V 1 
K t_'('": ":T! 

C - /_. ., \'.t: V I 

W'= U' + J'' V V V 1 G';:: W' -TS', GI= TT{t - TS t 
V 'V v' 

p)+ 

uv= u+uv•, m= cu::::::2-c u = i:' m , m = x m+m', xv= c,/c, X m' == 0 • V V V V V V V V 
~ dK~ 1 

(4) cL'+q'+ L cv d°1;- = (w.Ath) - c,(m~ grad p)+div(pu)- J. 

- i: (m;.gradTpG~)+ L div(j~m~) 

(5) cL'= -r<mv.f~)+ Ldiv(j~mv)+ ~(mv.R~)+cLj= Z c R' = 0 V V 

= -(m.f')+div(pu)- L(m~.f~)+ ~div(j~m~)+ ~(m;.R;)+cLj 

(6) q'= (w • .Ath)+ 2(mv.Av)= (w.Ath)+(m • .A)+ L(m~ .. A~) 

A= A+A' A'= .ft-ft - grarL G4 cf'=~ c f' 'c A'= 0 
V V' V V ""Tp V 1 4- V V I L- V V 

~ dK~ ,,.. duv 1 ~ 
(7) Lcv-W =~v(mv•~)= (m.ft) - 0 (m.grad p)- L.(mv.R~)-

-(m.A)-cLj 

A=A' '+A . g' A''= Div pij-grad p, R'= f'-f'+Z' 
V V V 1 

1 ' 
f' - ~ n~v- Y> ., Z' V C .. ..1.. r:-:,-j V --~ 
=cf '-Div. n - •\-niv1.l c u' . u' . 

~ y .L - . . .r V V \T 1. 'l J 
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(11) f' 
V vg + V = 0 

(12) fl =/ g + d = 

(13) 
,., 

Q = -aA..::: -1: -t' TL{ t) = 

2 = -aA + ) + d p) -Z T)+ 

I l 
J ,, 



MATHEMAT ISCH CENTRUM 
2de Boerb.aa.vestr, 49 
AMSTERDA.MO. 

Oolloquim: 

Mathematisohe problemen uit de practijk. 

voordracht op 15 Maart 1951. 

1. Probleemstelling. 

Trillingen van vliegtuigvle:usels. 

door 
Ir A.J. van de Vooren. 

Vleugels en staartvlakken van vliegtuigen moeten op zodanige wij­
ze geoonetrueerd zijn, dater bij geen enkele bereikbare snelheid zg. 
instabiele trillingen, die tot breuk zo~den leiden, kunnen ontstaa.n. 
Om due tot doelmatige constructies te komen, moeten we besohikken 
over methoden om deze trillingen te berekenen. We zullen ons hierbij 
beperken tot de berekening van het overgangsgeval tusaen stabiele en 
instabiele trillingen, dus tot de barmonische trillingen. De tril­
lingen komen tot stand onder invloed van elastieche kraohten, traag­
heidsk.ra.chten en aerodynamische krachten. 

In fig.1 ia de vleugel schematisch weergegeven. De X-a.s (d.w.z. 
de romp} vorm.t een vaste inklemming. De vleugel kan loodreoht op zijn 
eigen vlak buigen en kan torderen om de Y-as, maar de koorden (dat 
zijn lijnen evenwijdig aan de X-as) blijven rechte lijnen. Bovendien 
zullen we veronderatellen dater een reohte elaatisohe as loodrecht 
op de x-as,bestaat. De elastische as is gedefinieerd door de eigen­
schap, dat de vleugel bij belaating met krachten in de elastieohe as, 
alleen buigt, maar niet tordeert. Als Y-as wordt de elastische as ge­
kozen. 

Vervormingen van de vleu­
gel. 
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Als buiging wordt nu gedefinieerd de vertioale verl.)laatsing z van 
punten van de elaatische as, terwijl onder torsie de hoekverdraaii.ng 
yvan de koorden om de elastische as wordt verstaan. 13uiging en tor­

aie zijn due funoties van y. 

2. Afleiding der pewegingsvergelijkin5en uit de var~atiestelling van 
Hamilton. 

We veronderstellen eerst dat het draagvlak geen voorwaartse 
snelheid bezit, zodat er ook geen luchtkrachten zijn (stand.trilling). 
In dit geval is bet systeem oonservatief en de stelling van Hamilton 
luidt dan t, 

bf (T - ·V)dt= 0 (1) 
1.. 

waa.rbij T de kinetische energie is en V de potentiele energie. Peze 
a.telling druk.t uit, dat de werkelijke oplossing z(y,t),y(y,t) de in­
tegraal stationnair maakt, vergeleken met naburige functies z(y,t)+ 
+ Sz(y,t), r:y,t)+ .(y,t), waarbij tot de vergelijking zijn toeg~­
laten alle zodanige :funoties S z en ry die voldoe.nde. oontinu en con­
tinu differentieerbaar zijn opdat Ten V bestaan en die bovendien 
identiek gelijk aan O zijn voor t= t 0 en t= t 1 • De tijden t= t 0 en 
t= t 1 mogen willekeurig worde~ gekozen. 

Voor niet-conservatieve systemen kan (1) worden gegeneraliseerd 
tot t, c, 

f)(T-V)dt+ f r-w dt= O, (2) 
t ~b . 

waarbij oW de arbeld is, die de niet-conservatieve kraohten, dat ~ijn 
dus hier de luchtkrachten, leveren tengevolge van de virtuele ver~ 
plaatsingen ~z en fp. 

De kinetische ene~gie van de vleugel is 
T= r fg[m(z+s'p) 2 + If2 ]dy 

waarbij m .l>y en I by0 resp. de massa en het traagheidsmoment van een 
strookje /J, y van de vleugel voorstellen, Het traagheidsmoment is hier­
bij genomen om een lijn evenwijdig aan de Y-as, die door bet zwaarte­
punt van het strookje gaat. Het zwaartepunt ligt een afstand s aohter 
de elastische as. De vleugel strekt zich uit van y= O tot Y=b. We 
kunnen ook sohrijven t 

T=1 ) (m11z2+ 2m12zf+ m22r92)dy. (3) 
0 

Da.ar de mate van buiging wordt voorgesteld door zit en de mate 
van toraie doorf'(een accent duidt een differentiatie naar y aan), 
kan de potentiale energie in de vorm 

V = f. t .t B z ,t'J,rJ.y +' ½ (," T <f'i°'f { 4) 

worden geschreven 1 waarbij de buigstijfheid Ben de torsiestijfheid 
T van de vleugelconatructie afhankelijk Z£i,jn.Deze uitdrukking geldt 
indien de vleugel, wat zijn elastisohe eigenschappen betreft, door 
een balk mag warden verva:ogen (d9.arbij blijven loodreohte doorsneden 
onvervormd) 11 



Toepassing van de stelling van Hamilton levert voor de stand.;. 
trilling , 

t 
'S c= ·rat == f 1

( ¾I s z + ~ rr) ot-t :; ft, { fl tt[SiZJ .;-fi cl{o~} = 

to 't1> f t'f «( a,T) tL (~') . } 
--'i;;z; ~-$".z+diy uy t:Lt, 

f.~, ti V ~ v 
0 v ~~ =:. { ( ¼Y,, o .z II t ~, t v> ') c4 . 

1:. . a r t 
Door partiele integratie ~ 

. , 1" f I If J b j'' 2-k o.2"'\,. f 8 :t 11 Sz,. fll.y t B .z "fz' 0 - tB~ '') 5'.,;; D ~ e;.:, ;r.'' r ¥ dy, 
-;,.zn o Q 

.t t r't t 
~I or 1 ~ { Tf't'r' cf y = T f I vr t, -- jD t'f1 er dy. • 

Omdat het interval van t 0 tot t 1 volkomen willekeurig is, leidt 
verg. ( 1) tot .. , I ,1, 

- s:L 'mn .i-1- '>11, i '-( J f ½ "'-y " { ('],,,. z' +- 'Y'l'J)_._ 'fl or 9o/ - B :& '1 Jz1 lo+/ f3 't,. [ ,t' t ~ -
,l 1' ,g - \, l 3z•)'1s-,z 'o/ - , r' o/ o + ~ 'trrJ' sr d y::: o 

Daar tevensC'z en orwillekeurig zijn, geldt volgens de fundamentele 
stelling der variatierekening, dat 

'YYJ.,, ~ + "Mt2, r + (13-zitJ" =: 0 • 7.. 

~ I 2, :i f ?rJ 22, r• ♦ (1 'f f -;. 0 , 1 
terviijl aan de randen geldt 

t$ Z ,, V ~'::. 0 • ( B Z., )1 'fi Z ::::. 0 -e,,.,,.., T <f I J" 'f ::. O 

( 5) 

De vaste inklemming aan de romp levert de geometrische randvoor-
waarden 

Y= o ; z= o , z, = o, r = o. < 6) 
terwijl aan de vrije randen de dynamisehe randvoorwaarden 

Y= b : Bz"= 0 , (Bz")' . = 0 , T<f'= 0 (7) 
bevredigd moeten zijn. 

Om de bewegingsvergelijkingen van de in een lucbtstroom geplaatste 
vleugel te krijgen, moet ook SW warden bepaald. 

Indien KL en Ml resp. de extra-kracht en het extra-moment (om de 
Y-as) zijn,werkzaam tengevolge van de,luchtstroming op een strookje 
van de vleugel, dan is 

D° w -:::: (& K ,1 ~ z ~ + {(J t /V\ ~F; <f t:1-,)'. 
In dit geval warden de bewegingsvergelijkingen 

'>"r111 ft' + ""',z.Cf.t- (B:L .. J",:;:; Kk., (8) 
, , - {.I) (T wn• l\11 

/)'Yin X + ')'r):z..n - T / = '·'l · 
Beperken we ons tot harmonische trillingen (frequentie v), dan is 

c'.~t. ·,t ) z= z0 e , cp = y,,,e"- , ( z0 enf0 complex 
waarbij alleen physische betekenis toekomt a.an bv. het reele gedeel­
te. Elrenaia v.oor ha.rmonische trillingen geldt voor de lu0htkrachten 

. l. 
Kt.= y "'ML,_ { ll 1,X + a,i C P) _-,/ I 2 

l J ")-n.AY1 % - - lf t C 
Mti..~,., %~ { a.,. 1ez+a1.2c2r J ~ ~ - .lt 
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Hierin is o de koorde>f de luchtdichthaid, terwijl a 11 , a.12 , a 21 en 

a 22 dimensieloze, complexe grootheden zijn, afhankelijk van enige 

kentallen, nl. de gereduoeerde snelheid V=)f:.::,, het getal van Mach en 

het getal van Reyt:1olds .. De luchtkrachten vo:rmen een niet-conservatief 
stelsel, omdat a 12 p a21 ~ 

De bewegingsvergelijkingen ~ijn oak te schrijven ala 
(8 x»f'-=- Y)..( --m,, z -r rn ,i fl+- .)) :. ">t'l'L { ~ ,/z + a KJ,. c. 'f} , 

... (Tr/.;: vi ("rv?,'J. X + 'i'>'l1. '\ <f)+ y• ??1L { Co( 1.,C ~ +a;_i, c'rJ. 
Voert men nu de matrixschrijfwijze in door te st~llen 

ll o1i (eol') /j I} -e. ;::. (l.yi. ry, d.(~~) ., "t1i == 1,·n11, "'YY11i {/ i~=\t~i,a~ie 'I ,j=='l Z// 
0 - if:"" 1 ;i;:cy - , , '™ ,i. 'i"nai : ,,i.J,~ ,t;_i.C L f" 

en is verder ~= £+ll1t_~, dan kunnen de bewegingsvergclijkingen 
ook worden geschreven als 

!.! = vz.!:!::f. (9) 
met de bijbehorende randvoorwaarden (6) en (7). Verg. (9) is zeer al­
gemeen en geldt bij geschikte generalisering van de matrieiss ook voor 
vleugels met roeren, enz. 

3. Zelf-geadjungeerde en niet zelf-geadjungeerde eigenwaardeprobleme.q. 

Het eigenwaardeprobleem (9) met bijbehorende randvoorwaarden (6) 
en (7) wordt zelf-geadjungeerd genoemd, indien voldaan is a.an de bei-· 
de voorwaarde2 

J"{1/e.t1. - t~~~:E1 }c1.-y~ 0 ) 

s/tt-./Y..t::l.. - t~ ~"'-t1 Jtty.::::o> 
(10) 

waarbij ~ 1 en ~ 2 vectoren zijn, die de randvoorwae.rden bevredigen, 
maar overigens willekeurig zijn. Het teken ~betekent, dat de toege­
voegd complexe matrix moet worden genornen, terwijl een !lccent (bij 
een matrix) de getranspone&rde voorstelt (de g&tra.nspone~rde van een 
kolomvector is een rtjvector). 
Met 

kan, met behulp van partiele integratie, \7aarbij de stukki..:n tussen de 

grenzen wegvallen va.nwlge de randvoorwaardon, eanget )end \70rdcn dat 

{J,t' e. t: d.7:;: f tBq~. l)(.l~i +-Tc/lf~.«''11)""(• (10a) 
0 -1 ._ _J,. o ay df O' ;;/'y' · 

Da.P.r ~..-. en e identiek zijn,, levert t,1 2 1 1t•~1dy hc.tzelfde op, zo-

dat aan de eerste voorvreerde ( 10) volda.an is. 
Bij volkomen willekeurige matrices geldt altijd 

~1 t~ -~2= .!-2,.!!i t1 • (10b) 
Dus zal aan de t." voorvmarde (10) voldean zijn, indien 

U~::'f ut (11) - - ' 
d. w. z. indien u een Hermite' se matrix is. Vanwege de wi 1.lekeur in de -vectoren ! is (11) ook noodzakelijk .. 

Voor de standtrilling is het E-:igeI1wae.rdeproble(;.m zelf-ge11djun.g~e:r: • 
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omdat dan ~ gelijk wordt ae.n de reele, aymmetrieche masaamatrix JI• 
~ovendien is in dit geval het eigenwaardeprobleem positief defilliet, 
omdat voor iedere vector 1, die aan de randYoorwaa.rden voldoet, geldt 
d~ t 6 i !'2 i dy) 0 en J. 1' ~ ~ dy) O . 
(Deze uitdrukkingen zijn resp. gelijk aan de potentiele ec de kine-
tiache energic, hetgeen beide positief definite vormen zi:n). 

Een positief definiet eigenwaardeprobleem heeft• posit1eve, ree'le 

eigenwaarden. Dus zijn voor do sta.ndtrilling alle eigenfrequenties 
positief reeel (harmonische trilling) en alle trillingavormen reeel 
(alle trillende punten in phase of in tegenphase), wannee~ tenminste 
van de demping wordt afgezien. 

Voor de in een luohtstroom geplaatete vleugel is 2 geen Hermite' 
se matrix. In dit geval is het eigenwaardeprobleem dus niet zelf-ge• 
adjunge€rd, waardoor het a pr1ori niet eens vast staat, dater uber­
haupt eigenwaarden zijn. Dat het hier beschouwde probleem wel eigen­
waarden heeft, 1kan bet best worden aangetoond met een reeds van Hil­
bert afkomstige methode, gebaseerd op het e~genwaardeprobleem in in­
tegraalvorm. 

~- Het eigenwaardeprobleem in integraalvom. 

Voor de afleiding van de integraalverge!ijkingen zullen we terug­
keren tot het systeem van de buigende en to~derende vleugel, waarvoor 
we ala bewegingsvergelijkingen hebben verkregen 

(Bz •~" == yt il, • {Tt.t•J'=- ... v'- L,1 
met i,1 ~. t.c,, -:t. + U,i f , kl J:: u,._1,x + «uf ( 12) 

S•I Wordt de 1 verg. 2x tuasen de grenzen yen b geintegreerd en 
tit de 2 verg. 1x, dan ia onder gebruikmak::.ng van de randvoorwaarden (7) 

Bztt = yz. M t'1<1 1 _ })L J'o'\ 
t., 1" r- 6 :J.. 

met M1 = { ( ~ - ':J) l, di . M,1, • j L, "''>t ( 13) 
'j 'J.J z. )' :.,, 

Terwij l 'II u, ~~ en Y ½_•}resp. de kradht en het moment ( om de Y-a.s) 
op een atrookje AY vooratellen, afkomstig van traagheidskrachten + 
luchtkraohten, zijn)l$t.,,.enY~ireap. het buigende mo:1ent ( om de koer­
deriohting) en hat torderende moment, werkza~m in de dooranede lood­
reoht op de Y-as tar plaatee y. 

Integreren we nu de lf~ verg. ( 13) 2x tussen de grenzen O en y 
rte en de 2,. verg. 1x tussen dezel!de grenzen (na deling resp. door B 

en T), dan wordt met de randvoorwaarden (6); 

Z= yA f >'ry '"½) ~. t>l/, ) (./) r v 1J }' ~' 4 dy, , 
O B / v ,. 

of'wel, na subet1tut1e van (13); ,,t 

Z= »t J y f i~ .. y,)/ f ·Y,J Lt 
1 
(~ J ~11 «y, .,,_ y = vi f 1r b/J;) p(,Y,, 

o X B t y,J _, t; tf Ytl 
waarbij eerst moet word en geintegreerd over~ van y, tot b en daarna 
over y, van O tot y (zie fig. 2). Verwieselt men de integratievclg-
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orde, dan moet eerst worden gein­

tegreerd over Yt en wel van O tot 
de kleinste der beide waarden 1 of 

y en dan over f van O tot b • Dus 

wordt ~ok<Y, 1 . 
z= vl,J [ S ~U?Z-~1i11y,] 0f>l)dt 

CJ O 'Bl.y1) I 

/ 

,J J., '1. 

/ 
/ 

'i' A 
(<J l, 

1f =- )I' t.g[ S 1!,y ~} Ll1 Jct~ 
< 7: TfyJ 

wae.rin J 1 eE:n integrati€ voorstel t \tan O tot de kltinste der beide 
i} 

waarden y an 1 . 
Met verg.(12) kan hiervoor worden 

g 
z(y)== )J 2 j Ku[!j,'!'f)(Uu.l + U.121(/21 cit 

c, I ' 
rty) = v21; kv.(J,?[)I "-i, z -t llv. r )~ it i ) 

In matrixvorm g;schreven wordt dit 

f(y) = y' Jo ~ ( J •7) !:f:('>z) J /''{)cl,;_ ( 14) 

waarbij u en f de vroegere betekenis hebben in K gelijk is aan 

; : 11 K II et) V D I I -
tlJ.,">t) .... / 0 K-u.(y) 'ZJt \ 

Bij geschikte generalisering der matrices geldt verg., ( 14) alt,".·3-

meen. 

5. Existentie de~ eigenwaarden. Ontwikkelingsstelling. 

Stellen we in verg. ( 14) )/ i. = .A en Jfy>~)= J!jj//) Uf.~) 

dan wordt de matrtx-integraalvergelijking 

jf:JJ-=- J ~i'Dty,i;jt>t)~~ (15) 

Gean we ter11.g tot de afzonderlijke vergeli.jkingen ve,n di t stel­
sel, dan is bv. de kde verg.: tt 1) = ) ( 8 "f Di{! I J , 1/ ) ;;t1.J ol?j 

Hierin zullen we de integrnel benaderen door een algebraische in­
tegratieregel (trapeziu.~regel; regel van Simpson), zodat alleen de 
waarde van de functies fkln een eindig aantal baaiapunten een rol 
speelt. Dit ia geoorloofd omdat de functiE:a .O..,,t voor alle weorden van 
y en~eindig blijven. Dan wordt , 

t ( ~; J ::: A 5: r: Du_t(Ji~ ~i j {, l?;Jl a-(111 ) , 
waar'bij de getallen "cr(,dJdoor de gekozen .integratieregel zij.n bepaald. 
Dit zijn .n lineaire, homogene vergelijkingen tussen den grootheden 
fk(yi), waarbij n het product voarstelt van het aantal fu.noties fk en 
het aantal punten,y1, waar de functies bepa~ld worden. Dit atelsel 
vergelijkingen kunnen we ook schrijven a.ls een enkele algebraiache 
matri:tverg .. 

( 16) 
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waa.rbij dus de elementen van .! de grootheden fk(y- i) zijn. Uit de tbeo~. 
rie der lines.ire vergelijkingen volgt verder dat verg. (16) een van 0 
verschillende oplossing heeft voor die wae.rden van .A , waarvoor de ka­
ra.kteristieke determinant 

1 ":Q- :Zl= o 
is. ( I= eenheidsmatr:ix). De hoogste graadsterm van deze karakteristte,.-· , , 
ke v;rgelijking luidt ;)7rfD/, zodat er n eindige oplossingen voor A , 
zgn. eigenwaarden, bestaan, indien D /: 0 is. :Sij de trillende vleugel. 
is D ~ O, terwijl bovendien de eigenwaarden i~ het algemeen ve~schil- · 
lend zijn. Bij iedere eigenwaarde~-behoort een ·eigenvector f 1 .• De ei-

~ -
genvectoren zijn lineair onafhankelijk. 

Omdat de eigenveatoren een lineair onafhankelijk st.elsel vormen, . 
kan iedere v1illekeurige vector t, die n element en 'bevat, naar dt t stat- · -sel worden ontwikkeld, d.w.z. in de relatie 

">1 

_!= ~ Ctj, 
PH 

z1Jn de coeffici~nten c1 eenduidig bepaald. Dit volgt onmiddellijk 
uithet niet verdwijnen van de determinant gevormd door den vectoren 
f .. 
-J. 

Wanneer men n tot oneindig laat naderen door het aantal punten y1 
hoe langeP hoe groter te maken, dan zullen de oploasingen vari verg. 
(16) naderen tot die van verg. (15). Voor de n~uwkeurige limietover­
gang zij verwezen naar v. Mises-Frank. De volgende conclusies kunnen 
thans worden getrokken: 

1° De integraalvergelijking (15) en dus ook bet eigenwa.ardepro­
bleem (9) heeft een oneindig aftslbae.r a$otal eigenwaarden; die ge~ 
rangschikt zullen worden in volgorde ven toenemende modulus, d.w.z. 

(17) 

2° Een functievector, die aan de randvoorwa.arden voldoet en te­
zamen met haar eerste en tweede afgeleide continu is, ka.n ontwikkeld 
worden in een uniform convergente reeks 

00 j;J -= ~ etlil1J ( 18) 

6. Orthogonaliteit. 

We zullen eerst bewijzen, dat het eigenwaardeprobleero (9), indi~n 
bet zelf-geadjungeerd is, alleen reele eigenwaarden bezit. Zij A,, fi 
een oplossing van (9) en dus /1-fll , !; een oplossing van de vergelijking 
die uit (9) volgt door u door u* te vervangen, dan geldt 

- - -4( 

.,,e I. -=A· u I. .e.. I. :r )~ u""' /.~ (19) -+t- " _ __,_" ' -L... "' J.i 
DQor vermenigvuldiging resp. met !i ' en _! i' en door vervolgens te 

integrere~ ov1r ?et interval van O tot bJ ~ordt 

;;_l = ~l! f:: Jt "o/ . ). t "' f ./ g 1/•"( 
' ' 

I:JtJ!: i· ~ , S~ // u J a, 
I 

(20) 
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Op grond van verg. (10)*zijn de tellers, evenals de ~oemers on­
derling gelijk, zodat~len ~look gelijk zullen zijn, tenzij alle tel­
lers en noemers O zijn. Dit laatste doet zich niet voor, want zijn 
z 1.· e.q fJ. de element en van f. , dan is op grond van verg. ( 10a) 

(,gjl~ *' {,,[ -: * CXl, , drP)I,. ~/ 
1 · . e Ji· d ,U ::: ( B ol .£? • -31, -r T -L' . tA- Pi) ; . > o 
o. L -- * ~v, 0 • ol-f'1 .. tJL-72, df Ty ~r 

Dus is ;7i..= ?it , d.w.z. /l"is reeel. 
Schrijft men de 2de vergelijking (19) op voor de oplossing )i.;.,It 

*' I (I ~ en vermenigvuldigt men beide vergelijkingen resp. met _fj en Ii , dan 

komt er in plaats. van (20): ~:£, 
-' l':' 1~ e f'/' 

A. ~ i ?i g, Ji tit 'JI': z O ~ ~ .u c/j-' 
( 21) 

i f.tjf'/ y _t ~~y J J:1· u J; ~ 
Omdat A.fa#{' kan ge~oncludeerd worden dat nu ~alle tellers en noeme~e:0~ 

0 zijn.fDti;.;}lei~t tot cte8;::hogonaliteitsre~at~e , , 

olf fl; rJ;; -=== ~ li- !! _f ~ ::. v euo l ~ J- th . ( 22) 

Gaan we thans over tot bet niet zelf-geadjungeerde eigenwaarde­
probleem, d.w.z. ~'Ju~, dan moeten we naast verg. (9) de zgn. ge­
transponeerde vergelijking 

I 

4 fl - ){,, u :}- j ....,, __, ( 23) 
waarbij J. aan dezelfde randvoorwaarden als ! voldoet, beschouwen. 

In analogie met verg. (20) kan thans warden afgeleid 
,B t /) g I I 

°A - J 9 .£: ~ J} ol-:f Jo 1. ~ ff.. .J,.c. o0-
t - f l ' 1 R.,..- Xi, :;: J -l ~- I I ()&. 

>. Ji ~ i rfa; f .u ~ l" ;1 
( 24) 

Op grond van de verg, (10a) en (10b) zijn de beide tellers en de 
beide noemars gelijk. Wanneer Been matrix is, 1ie oneindig weinig 
van een Hermite' se matrix u afwij kt, dan zal f g .1 u fl.. dy ook one in-

t. -0 i,-J.-.... . 
dig weinig van { g! u f. dy afwijken en dus ongelijk Ban O zijn. De 

0 -"' -o -J. 
tellers en de noemers zijn dus niet O, zodatAten xi gelijk zijn. De 
oorspronkelijke verg. (9) en de getransponeerde verg_. (23) hebben duo 
dezelfde eigenwaarden. 

In analogie met verg. (21) 

( o,f, J J- § 1£, d,:J 
)i. = ,g I en 

~o jiY lz ~ . 
waaruit op frond van (10a).(10b) en van;l~J: ✓} 

( 1J § ll ~ :.; ~~ }_i ~ {i ~ r ·O 

volgt da.t 

~ i 1.f 

.. 

(25) 

Deze gelijkheid wordt bi-orthogonaliteitsrelatie genoemd, omdat 
ziJ een orthogonaliteit uitdrukt tussen de vectoren van 
lende systemen. 

Een gedeeltelijke normering der vectoren kan v10rde:.1 

J ,e ( t 
door te stellen t:f; e ;J. cf-...t = 1 -1c J <t '. u.. tJ, _;1 

0 .:1,.. - 5, . ) 0 <f L- -..- f (_ ~ ~I ' - -· 

twee verschil-

ingevoerd 

(26) 
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Een vollediger normering blijkt geen voordelen te bezitte.n • Ten­
slotte moge opge~erkt worden dat in de ontwikkelingen 

. ftp::::. 'Z rx.i flt) ;> I~);:=. ~ (1;, lJ ~l~-) 
~ I. •1 - Jl,;.. OQ ._. -r fl.,. . 

de ooeffici'enten zoda.nig zijn, dat ~ o<t ni conviergeert. Immers met be--: (;.~, I-" 

hulp v-an (25) en (26) geldt 
t I . c:x, 

(, l:. g J d:! ~ E r.x i. (3, · .(27) 

aan ). _ · 

4· .;;. ) i. J P;,' {,,{ 4. OU! , 
> (. o..L! -.!Jc/ 

De coef'fioienten Jijn gelijk 

ot, ~A.z { 1~ ~ 1 CV/ 
7. Methode van qalenkin. 

Terv-Tijl tot nu toe de algemene eigenschappen van de oplossingen 
van het eigenwaardeprobleem ( 9) zijn onderzooht, zull~n we the.ns nagaa:·1 

hoe we, bij gebrek aan een methode om een analytische oplossing aan 
te geven, benaderingsoplossingen kunnen vinden • 

. Bij de methode van Galenkin vrordt ui tgegaan van N gegeven funotie.,.. 
vectoren !:.r , die aan de randvoorv1aarden voldoen. De N eigenvectoren, 
die behoren bij de laagste N eigenwaarden, worden benaderd door reek­
sen van het type t, 'IJ f 1 , waarbij een voorschrift . wordt hoe de van ... 
iedere eigen.vector 1 verschillende cOeffieienten 1J berekend moeten wor-
den. ~ 

Bij substitutie van _f= t-/f:t 4 in verg. (9) zal deze verg. in het 
algemeen niet bevredigd worden, wat we ook nemen voor .A o:f voor de co­
ef:ficienten q1 .~Er ontstaat dus een foutenvector ~, nl. · 

· L ir { ~ fr - l g fr l = E. 
waarbij de eletdnten van j weer functies van y z1Jn. Physisch kan men 
deze elementen interpreteren als de extra krachten, die nodig zijn om 

f,I 

bij de frequentie ')I de trillingsvorm ~ tt_""" fr op te drukken~ 
J-.,, ., 

Het essent~ele punt in de methode van Galenkin is nu voor N ge-
schikt gekozen, gewogen gemiddelden van t; die onderling lineair onaf-. 
he.nkelijk moeten zijn, gelijk aan O te maken. D.w~z. men eist bij ge-, 
kozen vectoren ~H' dat 

J:s._~ ~ cXj': o /-I.: I ,2-, · • · N 

of wel na substitutie van~ 
N rt I t 
~ lf"J} {~Hg ft- ngH g{ ]oi-J oO (28) 

1":i I O - -
Dit is een homogeen steleel van N lineairet algebraische vergelij-

kingen, waaruit de onbekenden iJen de parameter) kunnen worden opge­
lost. De resultaten voorJen voor de uitdrukkingen f tt..,-fr zijn in­
variant voor lineaire transformaties binnen ieder dJr'stelsela vec­
to.ren F .J" en G" • 

Een punt van willekeur in de methode vormt nog de keuze van van de 
s.telsels F:r en G H • Het zal duidelijk zijn dat men er naar meet s trevent 
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dat de vectoren ! .r door lillea.ire combine.tie de eigenvectoren J K (X=1, 
2, .... N) zo goed mogelijk ku.o.nen benaderen, d.w.z. dat in de ontwikke-
lingen ¢ 

!r= '? D<1.1 Jt. 
1,:tf 

(29) 

ae ooeffioienten o(i,1 voor C:4N+1 zo klein mogelijk warden,. maar we zul-
len laten zien dat het, althana wat de eigenscbappen betreft, preaies 
even bela.ngrijk is dat in de ontwikkelingen 

QQ 

G .. = i. t3;H "'; ( 30) r, 1::.1 d 

de coeffioienten AH voor i .?'.Nr,ook klein zijn. 
We zullen pu nagaan hoe de afv:ijkingen in f'requenties ( i\ ) en tril-

lingsvormen ( ! '!;r fr ) samenhangen met de ontwikkelingacoefficien-
1 .• , 

ten 0(:7 en f.3t~ • We zullen hiertoe eerst de ontwikkelingen ( 29) en ( 30) 
vervangen door 

OQ 011 

F .. ::::. J1 _,, r ct i 1 f., ; fl_ f' '-::: q H +-- ?- 13 .. ,., Cf~ , H . 1::; , I z. . - . ". < 31, 
- J • i,:,.hl _ 1 • f!. l;.IJII £j.. 

waa.rbij riuen/J,11 anderc waa.rden hebben als in (29) en (30). Dit komt 
neer op lineaire tre.psformaties in de stelsels !.1 en Q,., • Welisne.a.r 
zijn de vectoren (31) niet bekcnd ( zij zouden inderdaad al uitmunten­
de benadering~n zijn voor de vectoren ! 1 gH t), maar zij leveren bij - -toepassing van de methode van Galenkin dezelfde resultaton ala (29) 
en (30). De foutenberekening mag due op (31) worden gebaseerd. 

Door gsbruik te ma.ken van (25) en (26) leidt substitutie van (31) 
in de vergelijkingen (28) tot 

{ I -¾ ) f ff f f f,1 2 ( /- ¾.}ii J P • II ; 0 H "' 1, ~ • ··,ti . ( 32) 
H :,,.., , •Nn " ,:I.I 

Het mag word en verv:acht, dat indien in de k oploss ing Av. , q_.1)... , 
de coefficient 'l ,.,.~ =1 wordt gesteld, de coefficie13ten 'h~ m(;t J /= K kleir:i 
t .. o.v. 1 zullen zijn. Ware dit niE.t zo, dan zou ~ tL. Fr aa.nzienlijk r., '7li< -

van !K en dus van !K gaan afwijken. Bij vervraarlozir.ig van t,y\< voor 
'J /:. K, levert de K"" verg. (32) 

~ -?I ~ ( 7> ) ✓ ~ . ti( - 2. ' - ~ V\' I,( ,~~. '"' ,...... ~ ~ .. IIH l 1 (. I, ... "" 

ale .tlKde gevon~en benaderde wnarde voor ? "< vooratel t. 

(33) 

De overige vergelijkingen leveren 
""" )"'! f HJ< =- - "£,, (' - r;; ]« {t< /34•~ 

I-~ 

Met behulp van deze uitko~sten kunncn nog nauwke,.iriger b~naderin-

(34) 

~ . 

gen voor A1<enf 111<, di~ d1.:1n tennen van de 3de en 4de grr.::f'd in .J!, 7en /3,.,. 

bevatten, word.en afgeleid. In dE.zelfclo bcnadering ala ( 34) ,rordt vc1or 

de trillingavormen gevo£den ~ cio ~~ 

l. 1 HI" ft1 = l" f- .~,,., o( l If J, - if,( 3,,. ~I~ =:}"' "<r1 ' ~ '") ( 3 5) 
-r,, 
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Indien •:~u .~.ill'klcin v"ln de t:t..rste urdj worl .. :n 
de fo ~i.t "n a·,., e1·g.:..nn1,:,,n,.•rr, k,_,,;.., "r-.-, ,,~ .. ,. ~ ,., .... ~i, 

" ,.J.,, ~ ..... ,,.,,_...,., .................... "" ........ w .,.,., ..... -'\,,· (,,..· ~ ......... - ' 
·~-t( 

v&ctor kleio van de 1 or.Jc: tt; , cr:icn. Fcrmu.le 

v~rondcrateld, blijkt 

(3 ~) t~cnt onmiddtll!Jk , 
dat zowel ex' t;e.ls ook /?:, ukl01n :mot: t wcrd.,.n g1. hcu.1,.m. 

Vocrts vol gt ui t ( 3 3) , dat voor ZG lf-go:.;3'lji.lr:giJur:h: oyottQeo ( N,."'lltt ~ 
= /}:K) alle eigenv:o.e.rden overschut ,,,ordt,n. D~ze e igc:r.schnp is verloren 
gesaan bij de generalise.tie mmr .niet zelf-gee.djungeerde eyste::nen .. 

De nauwkeurigheid van de lasgste eigenvmar.:ie.o met eigenvectoren 
v:ordt nati.ru.rlijk aanzienlijk verbeterd indien mer. di.1 st{JlBt:1.s F,, en G ~ 

·- Ii ~ 
uit iets meer dan N vectoren last bestaa.o.. 

Hist ia a.e.n ta bevelen P :r en GK zo te kiezen, dat \:t?rkE:lijk d0 N 

laa_Bate eigenvectoren word:;n ben-;derd. Wcr l t in plc.~ts v~u:, {·) ( f •• • • '! 
benaderd, dan ~:orden de fout~n in ( 33) en (35) belungri~k rrottir, ··:,.·· 
dat de t erroen )'. /:,;. en A;n /3t· ,{ voor lagere 'i.a.Ta~,rden vnn i grot er z i,; n l 

~ "· ,, -~ h A,· voor ogere. 
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Hathematiscbe problemen uit de practi~k. 

voordraoht op 12 April 1951. 

Gpafisohe behandeling van niet-lineaire differentiaalvergelijkingen 
va.n de eerste orde. (methode der iaoklinen). 

1 dcor 

Prof. Dr s.c.van Veen. 

~) De niet-lineaire dif!erentiaalvergelijkingen van de 1~ en hogere or­
de behoren tot de moeilijk handelbare objecten uit de wiskunde. Slechta 
in zeldzame uitzonderingagevallen is een integratie in eindige vorm te 
verwerkelijken. Met analytische hulpmiddelen is het weliswaar mogelijk 
het gedrag der oplossingen in,de ome;eving van een gewoon punt te onder­
zoeken, terwijl er ook met meerdere moeitw ieta over bet ~aak zeer se­
comeliceerde bedr!B in de omgeving der singuliere punten kan worden va.st­
geateld; het is echter in meeste gevallen uitgesloten met analytisohe 
hulpmiddelen een volledig overzicht van bet verloop der integraalkrom­
men in bun geheel te verk.rijgen. 

Tooh is d1t laatste van bet grootete bela.ng voor technisohe en pby­
sische toepa.ssingen, waar er in bet algemeen meer waerde wordt gebecht 

•aan de keno1s van het globaal verloop van deze krommen dan aan een nauw­
keurige berekening in een zeer beperkt gebied. 

Voor het verkrijgen van een globaal overzicht van de integraalkrom­
men, is de metbode der isoklinen bijzonder gesoh1kt, 

Stellen we one de differentiaalvergelijking 9M de eerste orde be­
paald door 

I= rcx,1> (1) 

dan is de meetkundige betekenis hiervan, dat aa.n een w1llekeurlg pw:it. 

(x0 ,y0 ) een lijnelame.ot met de richting 
dy o 
OX-:-• f(xo,.Yo) 

0 
wordt toegevoegd, m.s.w. de integraalkromme (=0plossing) die gaat door 
bet punt (x0 ,y0 )beett in dat punt een raaklijn bepaald door de riobti~­
ooe.f:f'iuient 

dyo 
GXa = f(XoYo) • 

Meo kan dus de 1nt88X'aalkromm.e in de ne.aete omgeving ~an (x0y0 ) tekenen. 



Bij de isoklinen-metbode bepaalt men .nu e~rst de Jtromm.e ljJnen in 
r pu.nten de daa.rdoor gaande integraal-kromme.n gelijke helling verto­

n•n. Dase iaoklinen,beborende bij een riobting l =k. worden volgens (1) 
bepaald door 

f'( x,y) =k (2) 

en de bepaling van deze iaoklinen is een kwestie van aoalytische meet­
ku.nde. Voor de bepaling en benadering van bet verloop van de integraal­
ltrommen is bet van bela.ng voor een verzameling discrete waarden van k, 
k1, k2, ••• de bijbehorende 1soklinen (2) te const~ueren. Men spreekt dan 
van een ieoklinen-veld. Ken ken op ieder der isoklinen door een lijnele­
mentje b.v. nog de ricnting van de integraalkromme aangeven. 

I 

t 

.. 

fig. 1. 
Om nu de integraalkromme door een willekeurie pu.nt van de 1! isokline 
Pate oonstrueren, moeten w1J een kr~mme lijn door P1 tekenen, die de 

~1- isokline in de gegeven richtibg sni~dt, en dan moet er 09 de een of 
e.ndere wijze voor gezorgd worden dat ook de volge.nde iscklinen in P2, 
P3 enz. in de d~arbij aangegeven richtingen worden gesneden. lk!t is dui­
:1.elijk, dat dit probleem in de grond onbepaald is. Toch 2:11.llen wij z.i..en, 
dater met een behoorliJk~ benaderi.Qg een integraalkromme te con.etru-
eren ie. 
Voorbeelden. gz - - ! d:X - y• (3) 

Ieoklinen - f = eonst. {rechten door O). 

fig. 2 

De richtings-elementen zijn bier lood­
recht op de isok~ineg. Ken komt ga­
makkeli;jk i;ot het inz1oht, dat de 

integraslkrommen concentrische cir­
kels om o zijn, zoals ook door 1n­
tegratie van (3) volgt. 



2) Om tot een enigszina betrouwbare constructie van de.integraal-kromme 
ovt:r een niet te beperkt g6bied te komen, moeten wij eerst beschikken 
over een ieoklinen-veld waarbij de a.fstand der isoklinen niet groot is. 

/ ,, 
/ 

r,l 
l 

j 
fig. 3 

Ala hat gegcven punt P1 van de integraal­
kromme en het voorlopig onbekendt punt 
P2 niet ver van elkaar varwmjderd zijn, 
de.n kan dB 'bpog P1J?2 worden benaderd door 
een pcrabool met vE:rt icale as .. Di t komt 
anelytisch neer op de reeksontv-.1ikkeling 
in de omgeving van het punt J?1(:x1 ,y1). 

2 y=y1+A(x-x1)+B(x-x1) + ••• 
w~arbij mE::n :zich btperkt tot de termen 

van de 2f graad. 
knit ia voor niet te grote waarden van P1P2 ongetwijfeld geoorloofd. De 
construotie van de boog P1P2, in het bijzonder van het punt P2 komt du.a 
neer op de bE.~aling van de pa.rabool met vertical~ as, waarvan in P 1 een 
punt en €en raaklijn in dat punt is gegeven, tcrv1ij l in P 2 de !:_ichting 

van de raaklijn bekend is (het punt P 2 echter niet). Deze verdere bepa­

ling berust op 1::.nige elementaire: eigenache,ppen van de parabool met ver­

ticale as. 
I) Het snijp1.mt S va.o de raaklijnen 

in P1 en P2 ligt verticaal onder 
het midden M van de koorde P1P2 • 

II) MS snijdt de parabool in een punt 
N zodat l,1N=NS. 

III) De raaklijn in U loopt evenwij-
dig met P1P2 • 

Bewijs zeer eenvoudig met poolver­
wantschap. Verbindingslijn SM is 
poollijn van het punt op oneindig 
van P1P 2 t dus SM loopt in de asrich­
ting .. 
nan zijn Sen M harmonisch toegevoegd 
a.an N en het punt op oneindig van SM 
m.a.v.r. N is bet midden van SM. 

Te:nslotte gaat de raaklij.n in N door de pool van SE, d,.i. het punt 
op oneindig van P 11,2 • l)us raaklijn in 1///P 1P 2 • In fig,1ur 3 moet dtla pi.mt 
P2 zo worden g~conetrueerd, dat de rs.aklijn in P2 de raaklijn in P1 
snijdt in e~n punt loodrecht boven bet midden M van P1P 2 • 

De practiache uitvoering van deze constructie is het eenvoudigat 
uitvoerbaar volgens de principea d(r grafietatie.a,, door invoe.rixig van 
een pool. 
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Stel S is de pool (fig. 5). s1 en s') stellen de riohti.ngen voor, be-
' horende bij de isoklinen 1 en 2 .. 

K is bet midden ven 1 en 2. Trek SK. 
De lijn door P1/sK.~nijdt de 2~ isokline in P2• 

........ ~ .... -~--·· .... 

- - ------ ---

1 

,{ , ... ••· 
~ .. -~~-~-~· 

······ 

1, 

1 

T. 

/f✓--
/ .... 

/ I ················ ,,,,.,.. 
..?-- ·············! M.. .. / 

,.-·-···· ' .. . /,, 
/ ,, 

fig •. 5 
Het bewijs volgt onmiddellijk uit de gelijkvormigheid van .le driehoeken 
S 1 2 en P1 TU (P1T P2 U is ecn parallelogram). 

Van de integrae.lkromme is verder nog het punt V (midden van TM) en 
de raaklijn in V (//P1P 2) bekend .. 

3) Toepa.ss ingen. Ook different iaal vcrgclijkingen vru:1 de twcede orde kun­
nen vaak met behulp van de isoklinen-m.ethode worden onderz.c. .... ht, b.v. 

l 
Stell= v, dus 

De di.ffbrentiaa.lver~elijking gaat over in 
dv dv v vdy + Y= 0 of ay = -~. (zie (3)). 

D€ integraalkrommen van de laatste vergelijking worden dan oirkels Ol1 O 
(in het y-v-vlak). 

Bij gegeven V= ~~ wordt t dan bepaald uit dt= ¥ 
t= J 2:- (i.h.a .. met numerieke integratie). 

Een klassiek gaworden voorb£eld, dat tot nu toe met het meeate suc­
ces met behulp van de ieoklinenmethodo 1s onderzocht, ia de vergelijkiJ:Jg, 
voor de rela.xatietrillingen van van der Pol. 
(B.van der Pol, Relaxation osoillatione, Phil Kag. g 928, 1926). 

Bij bepa.a.lde problemen uit de eleatronica (triodebuizen) werd va,n 
der Pol gevoerd tot de niet-lineaire ditfcrentiaal-vergelijking van de 
2~ orde: 
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9~2 .. E (1-x2)~ + X= O 
dt . ·. . 

{gedempte trilling met niet•lineaire demplng) • 
... E- is een positiev:e numerieke 6onst~te. Van der Pol en a.nderen heb-­

hen het. gedrag nagega~· voor kleine E , matig·e E en grate f. , i.h.b •. vo.or 
c =0.1, ► =1 en t._=10. Het gedrag voor grote E. biedt de grootste nioei-

.lijkheden. 

Stellen Wij in (5) gi = y, dan gaat dezf; vc:rgelijking gemakkelijk 
over in 

~
. ,.. X 

= £ (1-x~)- -y (6) 

Het is deze Vt3rgelijking, die wij sp€ciaal willen onderzoeken met behulp 
.van de methode der isoklinen. 

~soklinen: D~ isoklinen, behorende b ij de vaste waarde g~ = k zijn: 

Y = -- x2 (7) 
E (1-x )-k 

Voor k p E snijdt (7) de x-as in de oorsprong. 
Voor k = E ontaardt (7) in de y-as en de orthogonale hyperb_ool 

1 
xy = --

Voor k < £ zijn er ree·1~ v-ertioale asymptot~n voor x= ± V 1- -~ • 
-.;;.. 

Voor alle reele waarden van k is de K~as aeymptoot. 
De bepaling van bet isoklinen-veld en de Os.arui:t Yolgende integraal­
krommen leidt tot_de volgende resultaten 

E.;;. '?' y 

+ o, 2,.~-

ne integraalkromme wordt een soort spiraal die ~an buitena.f asymptotisoh 
nadert tot een gesloten kromme {cyole-limite:Po;i.ncare). 
(Bij . een beginpu.nt binnen de cycle-1imite nadert de kromme ook spiraalE:l­
gewijze tot de cycle-limite. 
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Colloquim 

Ma.thematische JtrOblemen uit, de 12ractiak. 

voordracht op 26 April 1951 . 

Grafische behandeling van niet-lineaire differentiaalvergelijkinge~ 
van de eerste orde. (Methode der isoklinen). 

door 

~rof. Dr s.c.van Veen. 

► 
2£ Lezing. 
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In figu'll' 1 en 2 zij.o dezelfde reaulta.ten voor de integr· alkrommen ber-
haald voor de waarden t.. =1 e.n E:.=10. Hoe grater €.. word t, des te meer gaat 
de steeds optredende limiet-cycle over in een lang-gediohte kromme, die 
steeds starker afwijkt van een cirkel. De bijbehorende trilli.ogen zullen 
da.n ook bij toeno.mende ( aterker a.fwijken van ha:nnonische trillingen. 

Uit de c;evonden integraalkromme y=f(x) ka..n door meoh.ru:lisohe inte.gra.­
tie het verband tussen x en t worde=n afgeleid, wegena 

d:x ;n- = y 

is 
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Het resultaat is weergegeven in fig. J. 

€.:;. 0. t. 

G..± 
Voor l. =10 en groter blijken de trillingen zeer sterk af te wijken van 
sinustrillingen. Deze trillingen worden door van der ~ol relaxatie-tril-: 
lingen genoemd. Van belang is het deze trillingen te onderzoeken voor 
zeer grote waarden van£. Dit is qualitatief vrij eenvoudig te onder­
zoeken met de constructiemethode van Lienard. (Zie litteratuu.rlijst 3)) • 

• 4) De construotie van Lienard. 

Uit de ~ergelijking van va..u der Pol (6). 

~ = t (1-x2)- .! ax Y 

volgt: 

X = ~ -y • 

8tel 
x3 

y- t_(x- 3 ) = V 

dv -x 
ax = -f..-( x---2L-3-)-+v 

3 
Lienard constru.eert eerat de grafiek (fig. 4). 

x3 
v1= l (x- 3 ). (karakteristieke kromme v1 ) 

Wanneer l? een punt van de integraalkromme 
x:::!p(v) is, dan is 

x3 
PQ=V-V1=v- f (x- 3). 

(8) 

(9) 
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(9) volgt: 

~ =~ = - tg SB.R, 

dus de raaklijn in Pis loodrecht op PS. 
Men vindt dan de volgende vormen voor de (v-x)kromme. (fi.g .. 5) .. 

(:: 0.1 

1.0 

5) Bepaligg van de rola:xat!e12e~~odo., 

Het is van bel&ng, de periode van de 
rela:xatietrilling te berekenen, aan­

~enomen, da.t deze b ij grote waerden 
van £ bij bonadering wordt weergege-

1
7 

ven door fig. 6. Dit kan v10.rden gedaan x~ 
V,:...:.-x 

door een lijnintegreal te bereke.nen, I ' ~ 

genomen langa de li111iet-cyclus. Wij (-s,tl _____ J_ ___ , ______ --ib-____ _,.( 1) 
I i, I 

wetem: 1 

t= f ¥ = f 9¥ (wegens (9)). I 
I 

dus omloopat,ijd I 

T1=J~-2t.jr (x2:1Jdx =2t (log x..i:)2 L-:-.·-•·-·11· __ ~-. J .... .... " ~ . (," ~ 1 J 
:::: 1 • 61 4 C • l (- .t · ~ 'i ; 

I r, ,~ 
l3ij verd.er~ 'bena.derir1g is gebhiken dat dc•ze uitkoma"t: de oorrecte term 

van de hoogste orde in de asymptotisohe ~•ntwikkeligg voor grote wa.erden 
van f:. levert. Dit ligt voor de hand, omdat men kan bewijzen dat de li­
miet-oyclus voor E....., ,QC zich precies gedraa.gt op de wijze zoals bij de 
o.fleiding van bovensta.ande benaderingeform.ule is aengenomen .. 

Een aayinpto i;ische ontwikkeling voor T 1 is onderzocht op zeer volledige 
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en algemene wijze door J .Hae.g (litt. 5 en 6). De achrijver beschouwt 
hierin differentiaalvergelijkingen van ean algemeen type, welke de ver­
gelijking van van der :Pol als bijzonder geval bevatten. De volledige 
asymptotische ontwikkelingen voor het speoiale geval van de vergelijking 
van van der Pol zijn a.fgeleid door A.A.Dorodnitsyn (litt. 7). Het resul­
taat is 

6) Th,eoretis£he beschbu.winB~· 
'.i3ewijs van het'bestaan van 1 enkele gesloten kromme in het Lienard-
"t. 

diagram. 

bedert Poincare (litt. 8 en 9) hebben onderzoekingen over het bestaan 
•van limietcycli in het oentrum der belangstelling gestaan. Op vrij een­
voudige wijze is deze krrnstie onderzocht door N.Levioson en O.K.Smith 

(litt. 11). Zij beschouwen in plaats van de speciale vergelijking van 
van der Pol in getransformeerde vorm (9} de meer algemene vergelijking 

dv z(x) . (10) , rx -rx)-v -
Hiervan is de vergelijking van van der Pol het. bijzondere geve.1; 

x3 
g(x)=x F{x)= c.(3 - x). (11) 

In (10) wordt algemeen verondersteld: 

g(x) en F(x) continu J g(x) en F(x) oneven. 

Algemene opmerkingen, die gemakkelijk te bewijzen zijn; 
~ I) g~ er een gesloten kromme aan (10} voldoet, dan moet hij de V-as 

snijden in 2 punten (O,v0 ) en (O,-v0 ) symmetrisch t.o~~· de QOr­

sprong. 
en omgekeerd: 

II) Ala een integraalkrow.rne door de punten (O,v0 ) en (O,-v0 ) gaat, 
is hij noodza.kelijk gesloten. 

Wij zullen bew•ijzen da, er altijd een en precies een waarde v0 is, waar­
voor een integraalkromme door de beide punten (O,v0 ) en (O;-v0 ) gaat. 
D~artoe wordt ingevoerd de functie 

dus 

X. 

/\ (x,v)= ~ v2+ f g(u)du · 
0 

A ( O • v) :; l v2 
1.. 

(12) 

Noem de snijpunten van de integraalkromme met de V-as A en B (zie fig.7) 
A(O,vA)' B(O,vB). 
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Van F(x) worden nu nog de volgende 
veronderatellingen genm.akji: 

a) F(x) heeft slechts 1 enkelvoudig 
positief nulpunt x0 • 

F(x)< O voor O -<.x <:x:0 

Voor x>x0 is F{x) monotoon stij­
gend dus ) o. 

b) F(x)-oomet x. 

Opgemerkt dient te worden dat F(x) 
te zijn voor 

,'/ 

niet monotoon behoeft 
0 < JC: -( X0 .. 

Men ziet onm.t.ldellijk 

Volgens (10) is: 

x3 'B :i. ---- .... r::. dat F(x)= ~(T -x) a.an deze eisen voldoet. x0 = v 3,. 

vdv+g(x)dx=F(x)dv 

of 

Wegens (12) p 
f F(x)dv- 1. v2 - L v2 

A . -2 B 2- b. 

vm.arbij de intesraal wordt genomen langs de contour 1J!:B ".5 

Wij behoeven slechts te bewijzen, dat voor 1 contour f ~{x}dy=O wordt. 
Ui t figuur 7 va.lt veel tu concluderen. A 

ls.ls de kromn1e llKB de kromme v2::::F(x) links van het nulpunt M. anijdt, ~ ie 
8 

I j F{x)dv > 0 (want F(:x) en dy ..(.. 0) .. 
fl 

Ji.ls J. - .A.1 (verder va.n 0) dan ook B -r. B1 (verder van 0) .. 

tn het (;ebied OH is F( x) .t.. 0. 

Bij ovtrgang van S op s1 2.al dus / v-F(x)I onbepaeld toenemen (bij bepa.al­

de x). Wagsna (10) zal ldvl afnemen. 
:Ue pozi ticy,i bijdragen van f F(x) over de bogen J ... 1G 1 en K1:a 1 zullen 

daarom afnemen, ~l~ A1 en B1 verder van O verwijderd zijn. 
Over bet lte G 1c1K1 is b drage van f F(x)dv .negat ief. Het is 

vrij '"'m"" ... ,.elijk in zien, i.eve bij over G 1c1K1 in 

absolute wanrde monotoon sti.j , t l de poaitieve bijdrage over 

A1G1 en K1B1 monotoon daalt. Zo komt men tot t reault~at, dater 1 en 
ale ch ts 1 kromme is, wa.t-.rvoor 

/
~ ,.?I 
dA =; F(x)dy=O 

dus AB= A Ji.' of vB= -vA. Di t word t een gc slot en kromme. 
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Colloquium.: 

Mathematische problemen uit de practijk. 

voordracht op 10 Mei 1951. 

Grafische behandeling tdn niet-linea~re djff~tiaalv~g!t:­
J:ijkingeg_y_an de eerste orde. ~Methode der isoklinenl,. 

door 

Prof. Dr s.c.van Veen. 

3§! lezing_. 

1.1ij hobben rc ... ds vro0g(:r gczh:n, da :. d'- cli.ff .... ,n:ntic::;_ll-vcrgelijking 

van van dor Pol kan wordC:n hi:..rle:id tot: 

(13) d,y X 
d.x' xJ v- £(- -x) 3 

0. ( zL:: 2t: lo zing, pag. 7, v ... rg. 9). 

L & S b.::schouwcn Q1..n i..::ts alg0menGr vorm, n. 1. 

dV: + g(x) w= O. 
ax v-F(x} 

(14) 

mGt de ncvcnconditics 

i) li'(x) is ,._,._,;11 ~~ functic.; van x, 'i,0lk,, ... 1..n nulpu!1t x 0 b._.zi t, 
~~odat F(x)<O voor O<x< :it , 

0 
F( x) .>O voor x > x 0 , _el}- monot_o..£!1-~<?_-:;_~<md vc,or x: ) z 0 • 

( E'( 0) =0). 

Men zi0t onm.idd1;:llijk dat bi~j d&.:. V<.:r,~ .. ,lijking van van d,..:r :"ol 
x3 

F(x)= ~(.T -x) 
.., 

aan d0z1.: eds en voldo~t voo:r x 0 = \13. 
2) g(x) is evn oncven differentiw~rb3re functi~ v~n x, nmt g(x)) O 

voor x)O ook hLraan voldo...:t: g(x),:::x. 
~ 

Verder wordt nog aangunomcn <lat }"'(x.)-,.),: als J,-0·1 ... ,n /s(x)dx-,,,.ro 

wa.t ook bij du vcrgclijking van van d1}r :::-i0 1 h,.·t ~~'":val i;1. 
Ond..:.r c\.:z,..; condi tiL:s buhoort er bi 4 t "'• ' ~' · 1 1 "' · · t 

,; , t<t/ 1.<:n ... n:e,~ ;.; .1..1::n1~: -cyclus. 

Opm-.;rking,m vooraf: 

a) Eon limict-cuclus 1·a · 1 
,J aequ1 va cnt mc·t ci..:n .12\.:-sloten int ... o-ra<··=•.lkro,,... · -

~---------- ,, .U4... ~ -van (14). 
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b) ''annoer Ci.;n g_csl2te:n intcgraalkro::1r.:1e c~oor h-~ ,, :1Unt ( 0, v O) van d.::. 

v-as g~.at 1 dan mo0t doze ook door h0t spii.;; 6 .:;lpunt (O,-vO) gaan .. 

pcwi~: V0rgt:Jlijkin6 ( 14) blijft onv~rand...;rd bij d:... ·\~ransform-s:l;ic 

(x,v)➔(-x,-v) .. 

D.w.z. L.,de:r(.; int0graalkro1:1.,:-.: L.:V(;:rt w-.:.cr ...;,.n (i.h .. a. and;.:re) intcgra,:.tl­

krornme bij s::;>iugc.:ling t. o .. van de oorsprong. 

\ 

Ste:l nu dat door (0 1 v 0 ) -.:'""n geslot'-3n 

int.<;r .. ;:;..lkro:~imo g2.s.t, die de tw.;;;1.:d1;; 

k.J0r d0 v-as sn7ji:'•i; ir-: (J,-v1), m.0t 

v .. /- v • Di t is d...i k:::-o:om<;;; I. 
I 0 

Dan is 1.::r 0en tr;-:.:;:;dG g.:.slc ,,n i:1:L;~r,.,,;J-

II, .•..:..lk __ , ontst.:.at door spi-:..-

d..: oors})rong. 

· ann00r b.v. v 1 )vO is, dan zal (O,-vO; 

binmm I ligg,m, c.:n (O,v.1) buit0n 1 .. 

: c kronm.-.; II zal dus I ton minste in 

2 punten s1 on s2 mo..,tcn snijdon .. :door 

d0ze: pun c"n zcud1,,.;n dc:n 2 :~n-tc.:.gr.:~3.lkronme:n van d. gowonc diff. vurg.. van 

de 1st\,; orc':c ( 1 ;l) gaQ.n. ::: 1 d1 s2 zoudon dan s~nB.:,l.licre pun t.:.;n mo"·l;on zijn. 

Hot 1,,.;nig.;.. singulLre: :,un-~ van ( 14) is cchtGr h0t ~9unt waarvoor ~ogvlijk 

(
g(x)=O 
v-F(x)=O c~. i. di:; oorsprong. 

c) Omgek'-'\,;rd is h-.:t duidelijk, dat i"' d ... ::.·1:., int0gr2,2.lkromm0, di0 door 2 

sy-.i+JID.€:.trisch..:, punt"'n (O,vO) 1..,;n (O,-vO) g c.t, g0slot0n Ii100t zijn. 

~ De schrij"v;.;;rs va...::r"'n nu i'l.,.; volg,.ndc hu.l_;if'unc·ti\: ini 

) { x, v) =-sv2 + j ;( u.) du,. ( 15) 
0 

:·f.;n ::;;i..t onmidd0llijk dat tt;kenwisseling van x of Y (of b0id0) )\(x,v) 

onv..;r .nd-rd L1.tc..n. 
s\lS dus voor :,-::~}ct.:re intGgraalkromme d.., functi0 ~ in b,.. id..: snijpunt-.;n 

.:.nvt d..., 1r-2.s d...;z ... lf de waardE: vcrkri jgt, mo0 t; d~ int .:.,7,1' , .. ::.l:.,ronm__. 3'- slo-

A 

( dus -~n l1mi~u-cyclus;. 
---c_-



1Jit (14) volgt: 
voor x > 0 

H II Q 

voor v==F(x) is 
~n fig. 2 zijn AOB1 A1 C1 B1 

Uit (14) en (15) volgt: 
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t V >'.F(x) 

, v< F(x) 

dv 
c:i' = <». 
en A11 C11B11 integrae.lkro1nn10n .. 

vdv+g(x)dx=r(x)dv dA (}::,v)=:Ii'(x)dv. (16) 

B'-'schouw nu ACB, zodat h.:;t 
dit g6bicd is F(x)( O. Van 

l:igt i-:1 h,.-.t g~.bi'-'d O< X{l:. • In 
0 

c,v < C), clua ~ (:;,:) dv > Q, dus volg,.ms 

(16) 
B 

~ Ld A (:{,v) >0, :1•'-••·, .. \ > ).~ oi' \oB}> (0,:..) 
r) 

V'"'rvolg;:.ns b0schomwn wij in-·,:.:;r,:i. 1::::ro:.:.:·,.1.:.:n :·ls A'C 1 :B*, A·:c 11 B1', 

hot snijpunt 1h.;t d" 1c,r'.:kt ... rL,·ti'-'k v=F(x:) r'"'chts Y:J.n ::::=x0 valt .. 

Uit (16) on (14) volgt: 

Voor v-F ( x) grot c..r da.n la!1,;s A• E dus: 

(II) 

:~i~ngs :~Eis I'(x)> G, d"!.lS ·J-.:0 .... ns {16) .. La.ngs GH is d),(x,v)< 0 of 

AH- Aei·<'O. (III) 

F(x) stijg-t ::uonoto,.•n r,: ehts v,·:n x=x0 , dus voor dl;z,.:lf d,.: waard<:: van y 

is P(x) la.ngs HS >la,nw..:: ':?, d:."t:a: ,,.;g,..m_:; ( 15) r . ,:: 
j rJ I'< lx I V) < (_ t:{_ A ( x, V) 0 f \ J - \ H -< A F°' - ~ t ( IV) 
It ~1 

Langs IJ volgt, cv.:nals lan:3s G:: 

~--)r<c 

~--B 11 
- ) J ( ~ ~ I - .A t 

Door optelling van (II),(III),(IV),(V) ._.n (VI) volgt: 

) 8 1,-)f,1,() 8, -\p, of 

joB 11
\ - PA"l<loB•t - toA•(. 

(V) 

(VI) 

·.'/ij zLm hi,.ruit, da·~ h .. ,; v,.,rscln.1 \OB(- pi~(, dat aanvnnk;2lijk po.siti-.f 

wi:~s, mon2_!9on daa:lt 1 als A zich V-.;rd .. r van d .. ooraprong vurwijdurt. 
Ala v1ij nu nog bcwijz~n, dat d:i.t v,,_,rochil t .. nslo·Gtc µ,~,t;;ati,.f ·,,ordt, is 

he:~ buwija voltooi4, omdat er dan preciee 1 kromme: znl ~:i.jn, ,,,o.~rvcor 

\ 0.\ t = f OB I-: 
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Om dit laa·.;s,o to b<Jwijzcn m~~rkcn l1k op, d2.t d, .. -to1..;nam-:.. vt:~n >.., gaanda 

van An tot G, on van J tot B" monotoon a.fnoemt, als O.A.U tocne-.1mt. 
Duze toenama in )i is du.s b, gr ... -nsd. 

Van G tot .T n ..... \.,mt A af .. 

La.at OA" zov0r aangroeiont d::i.t de bijbehor,.mdi;; im;;..gru,llkro:nnn'-" nog do 

crticaal x=2x0 snijdt. No0m d0 snijpuntc:n s 1 c.:n s2 (S1 hog,_r dan s2 ) 

v =v )-1!'(2:.-<:) ; v, ... <F(2x ). s1 o o ,..12 o 

In hut bov .... ns·ti.J stuk is dus voor 0<.x,<2x0 ; v-F(x)> v-F(2x0 )> O .. 
11 11 ond0rsto " v-P(x; < v-F{;'.2x0 ) 

B...:ginn1;.;n wij in A" , dc:n is in O (x ,(2x0 

.,,.. ~(x)dx 
-dv~ v-P{ ~£01 " 

Dus na integratio / 0 

{OA'"( - ~ - f (J..,xo){ 0A' 1-Vo}..( I <J{x)d)( 
~ ~ I ' 

of £xo 

( lo 111- v,) [ 0 ,ti"~ v. - _r (.vi-.)] ~ I 7 (;(jct .It, 
~ /<J<i, () 

0 A 11, - \i, ~ ___:!:_ a -r-/J~;<I d:f. _ 

l I OA ,-, I +- v;; -.l Ff., J/11} 
Dus als f OA"' -> cr: zo.1 v O ~ I O,\r11 \ • 

Da~,r 2 int-...gr,.c., .. ~lkrommon clk2.··r ni.Jt snijd,.:.n, volgt hi.v2-u.it, d,:::.t d0 af­

st;:.md I s1 s2 / > v 0 -I'( 2x0 ) -4,.oo .. 

Voor x>2x,..,i,:?(x)>F(2x ), dus d..A < F(2:ic )dv. 
~ V Q Q 
-..,.. G;.;int,.,gr..;"rd ~us~~cn d, .. snijpunt(m op :x::::2:x:0 vind•.:m wij 

.,~ /a)< -F(2x0 ).D 
j 

w2iarin D d.:.: afs :c:nd d, r snij_punt;_:n is. 

D-:,,,co duo afnam..: ). is 0110 .... pc:rl~t. De tol..':na,:m~ v,m .X was begrcnsd. 

Tcnalotte :mot:::t ~ dua ,!ll:geticf word~m, w.t. b.'w. 


