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MATHEMATISCH CENTRUM, Blz. 1
2de Boerhaavestraat 49,

Amsterdam-0.

Afdeling Toegepaste Wiskunde.

Celloquium:

A

Methematische problemen uit de practijk.
Veordracht op 19 Oct.l950/§?

De luchtkrachten op een trillend draag-
viax, berekerd met de methoden der poten-
tiaaltheorie.

door
R. Tinman.

1. Inleiding.

Onder ongunstice cmstandigheden kunnen aan vliegtuigonderdelen (vleu-
gels, roeren) tijdsnc 2c viucht heftige trillingsverschijnselen optreden,
die verocorzaakt wordern door de werking van de lucht. Het spreekt vanzelf,
dat het van het grootste belang is om tijdens het omtwerp van het vliieg-
tuig over de mogelijkheid te beschikken om deze trillingen te berekenen.
Het probleem valt uiteen in twee delen, een probleem van elastische tril-
lingen van een mechanisme met een groot aantal graden vaen vrijheid en
een probleem van de berekening van de krachten, die de lucht op een tril-
lende vleugel uitoefent.

Met dit tweede probleem zullen wij ons hisr begighouden. Het algemene

wprobleem van een drasgvlak van willekeurige vorm is zeer gecompliceerd:
én nog lang niet opgelost,

Voor de practijk is het voldoerde om de volgende vereenvoudigingen aan
te brengen.

I. De vleugel, die in het algemeen een grote spanwijdte heeft, wordt
vervargen door een oneindig lange cylinder, zodat het siromingsbeeld
tweedimensicnanl wordt.

II. Daar in het algemeen de dikte van de vleugel klein is t.o.v. de

koorde, wordt zij verwsarloosd.

ITI. De uitélagen van de trillende beweging worden klein verondersteld.
Dit is zeker geoorloofd, daar het doel van de berekening is de stabili-~
teitsgrens van de trillingen te bepalen.

Het blijkt n.l., dat de demping, die de luchtkrachten uitoefenen, af-
hangt van de vliegsnelheid. In het eenvoudigste geval is beneden een be-
pealde vliegsnelheid de demping positief, daarboven is zij negatief,
dew.2Z., dat de lucht een eenmaal aanwezige kleine trilling versterkt.
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De berckening zal nu worden gebaseerd op de onderstelling, dat de
voorwaartse snelheid van het vliegtuig groot is t.o.v. de snelheden, die
door de trillende vieugel worden opgewekt, zodat het veld van deze snel~
heden als een storingsveld kan worden opgevat en tweecde en hogere mach-—
ten van deze snelheden varwaarloosd kunnen worden.

IV. Als laats®te verconveudigende veronderstelling wordt ingevoerd,
dat de vliegsnelheid zo kliein is, dat de invloed van de samendrukbaar—
heid van de lucht verwaniiocsd kan worden.

2. De_bewegingsvergeliiliin~ van de stromende lucht.

Neem in het platte viak aan een
rechthoekig assenkruis, vast verbon~- :

den aan de vleugel, welks doorsnij- {l
ding met het vlak gegeven is door : ,
. - 4 £

het segment -« { x{++4 van de X-as. ¥ ; '
Een wervelvrije stroming van de on- x\
samendrukbare tuckt woidt heschreven
door de bewegingsvergelijkingen

au _ 3V , y 20 2U __ 1 3»

at = :at+J3x+Vay ¢ 3x f (1)

av - 27 g2V 2V - _ L 2p

Tt s YUER YV Sy v oy (2)
de continuiteitsvergelijking

_‘}.-/_q +-Z’—Y- =0 ‘ (3)

2% oY ’
en de conditie van wervelvrijheid

gU oV

L2 = X

Jy ox ? (4)
als U en V de componenten van de snelheid zijn, p de druk en + de dichi-

heid. Maken wij gebruik van (4), dan kunnen {1) en (2) geschreven worden
als:

¢ U D 3 y_ _ 2P
ot + 3 X U+ v ¢ ox (5)
Al - 4 o o1 gp
5% ¢ 3 2y (T + V)= Y (6)

Op grond van verg. (4) bestaat een snelheidspetentiaal f? (x,y) zodanig,

et U:%}, v=—§-%— (7)
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Nu kunnen (5) en (6) geintegreerd worden tot de vergelijking van
Bernoulli voor de instationnaire stroming:

L v st o L - (&)

nw

waarbij p. (t) een onbepaalde functie van %t is.
Substitutie van (7) in d2 continuiteitsvergelijting levert de verge--
lijking van Taplacc )

\L f‘ o i

g s . g -
A ‘1‘ - _".’:'"‘“'“:’ - _..\.._._;. - O . (9)
¢ syt
voor de instationinire suelhzid potentiaal P .

3. Het randwsardesnrcblcin.

e
r

Voeren wij ira in con splitsing van het snelheidsveld in het veld van
de ongestoorde stremiyg van de lucht, die een homogene parallelstroming
met snelheid V ia dc wocitieve x richting voorstelt, dan is

®

vﬂf =Uw -+ (1)

waarbij qf het storingsveld van het draagvlak is, dat eveneens aan de
vergelijking van Larlace voldoet

otV o
A f_i(f;' - ..Jf..__%.. 3 J_,_Lf__ =0 (2)
’ ox o v

De vergelijking van Bernoulli wordt nu:

. -'_,* b3
S s p{v e +vl =L p-1), (3)

of, na verwaarlozen van de kwadratische termen

!;
2 Ly 22 L o
ot + U _ﬁ“ P (P Pn) 3 (4)

zodat hieruit de druk gevonden kan worden (p, = p, ~-%y1ﬂ).

De krachtwerking, die de lucht op de trillende vleugel uitoefent, kar
berekend worden, als de druk op het vleugeloppervlak bekend is en deze
kan uit (4) berekend worden, indien de snelheidspotentiaal ‘¢” bekend
is.

Wij berekenen deze snelheidspotentiaal vooreen vervormbare vleugel,
die een harmonische trilling uitvoert, waarbij om ieder van hare punten
de uitwijking bekend is ¥)

*) Wij gebruiken hier en in het vervolg de complexe schrijfwijze en
bedoelen dus m% (5) y = Re £(x).e"*,
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y = f(x), eivt’ (5)

waarbij f(x) &/ 1is verondersteld.
Dit betekent, dat voor een punt in de lucht op het oppervlak de nor-
maalsnelheid gegeven is.

oy 5.}’: - -}} Y T _“-;.'.K - 3 . g—-:-f- i:"'t
v, = 3¢ oo U (1y f(x) +U dx)e. (6)

De bovengennemd: verwaarlozing van de dikte van het profiel en de
onderstelling van leine afwijkingen uit de evenwichtsstand brengt nu
mede, dat (6) niet beschouwd worde als te geven de normaslsnelheid van
de lucht langs de profielcentour, maar langs boven- en onderzijde van
het segment - { < x{+¢ van de X-as.

R
Dit levert dus voor de snelheidspotentiaal % de randvoorwaarde
p L wi
%jé = w(x).e , (7)
langs boven- en onderzijde van het segment - £ < x < +4 van ge x-as.
(7) suggereert -m te stellen

¥ ) ¥ [y
Yz, y,t)= P(x,y).e &

zodat het probleem teruggebracht is tot het probleem van Neumann (2e
randvoorwaardeprobleem uit de potentiaaltheorie) van de functie #’;

Gevraagd wordt een functie §E(X,Y) te bevalen, die een oplossing is
van de vergelijking

zﬁyg =0
en op het dubbel tellende segment van de X-as: -4 {x {+7 voldoet aan

de randvoorwaarde

%;% = w(x) .

De voorwaarden, wasaraan ?ﬁ in het oneindige moet voldoen, zijn hier
nog niet gepreciseerd, zodat de oplossing nog niet ondubbelzinnig be-
paald is {(zie verder).

4. Het stationnaire probleemn.

Ter verduidelijking van de me thode behardelen wij eerst het station-
naire probleemn.

Deze behandelingswijze levert de theorie der dunne draagvlakken
(Glauert).

Neem hier even aan, dat de dikte niet verwaarlcosd mag worden, maar
wel klein is. De normaalsnelheid op het oppervlak van het profiel wordt
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weer geldentificecerd met de verticale
snelheid. In cen punt van het profiel
moet de sneln2id reken aan het profiel, }

Neem de totale srelheii § en de hel- ) 1 VA
lingshoeX ™ , dan geldt voor de sterings- u /
comnonenten v en v ——
A
U+ u= v¢voosmx -4 T
1] ‘_‘,...fme-""
_ -
v = gsinx ,
en dus
. v ¥ | u U4 1.V
X = == g 1 o= + (3) ...z =
tg Tew U % g+ & U

in de aangenomen benadering, d.w.z. met de gegeven gedaante van de

profielcontour is

v:%—%:[}tgm

langs de omtrek van het profielgegeven. Het probleem van de stroming om
dunne profielen is dus eveneens ecn probleen van Neumann voor het 1lijn-
segment — 4 < x{ +/4.

De oplossing wordt geleverd met behulp van een functie van Green van

deze gesloten kromme. //——-\
Beschouw een gebied, enerzijds / \\
begrensd door de kromme K , waar- / kY
langs -g—(i;-l gegeven is (hier dus het { T s }
dubbele lijnsegment) anderzijds door k‘i K /
een grote cirkel met straal R, dan p% OLSN
geldt voor twee functies ¥ en ¥ \"“ ﬂ_‘,/’/

de formule van Greens

fj(-:;f',‘b'yf, _ uoy})dg = f<’70%%'w%%)ds .
)

*

Indien een van de functies, bijv. ¥ in een punt P(Xv ,yp) logarithmisch
oneindig wordt, moeten wij dit punt uitsluiten door een klein cirkelije
met straal r. Dan is langs dit cizkeltje

'*f/ =1lnr
ﬁ%s i r;.déf
en T T ¥ zodat .
oW 99” 7 2 byt
[“ﬂm -’gll%—n-f ds = - } r{lnr—-frz-l+‘;?£{’§df;:
¢ G
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In totaal wordt dan, als bovendien ¥ en ¥ beide voldoen aan de ver-
gelijking van Taplace:

{;";ﬂ:uw _»V ——f)[f-')"w 2,77 W[XFVP)

L
Wl
De voorvariei. wiirasn ¥ moet voldoen, zijn dus de volgender

1) voldost ann de vergelijking van Laplace

AW=0
2) In hel punt P heeft ¥ de gedaamte

1‘;;'" = 13’1 T -+ LI
\w’ ,
Verder wensen we, daar elleen op K de waarde van ,{ gegeven is, Gav

f.\

vorR—+ ~o de bijdrare van deze cirkel tot een const:mte nadert.

Wij zullen hisr nietv nader op ingaan en verwijzen daarom naar de
leerboeken {Sternberg en Kellosgg) ¥).

In dit gevel is duo het resultaat

PR j P _ypL)ds + C

v

v

Indien nu, =zoals hiex ,;;- ge even is, zoeken wij de functie 2/’ zo te

bepalen, dot langs K 2L =0 is. In dit geval is
27 PIx, ,ws-—'fyag-g ds +C
K

Een functie ¥ , die aan al deze voorwaarden voldoet en dus de oplossing
. e

van ons probleem levert, ncemen we een functie van Green vande 2 soort

van de kromme K en de vergelijking van Iaplace.

5. Bepaling van de functie van Green voor het dubbel tellende lijnsegment.

De functie van Green voor het lijnsegment is het eenvoudigste te be-
palen door conforme transformatie.
Beschouw daartoe de afbeelding
x=%£(0+'§i)cos?y (1)
y=:%f((;-‘~'}‘) sin ¥
dan wordt het lijinsegment —¢ < x ¢ + 0 afgebedld op de cirkel P =1 .,
Een eenvoudige berekening leert dan, dat op het lijnsegment

PR R e A=
ey f ”;:‘: = 'é dentf Lé‘g‘}ua . ()

o

zodat ook op de cirkel de normale afgeleide gegeven is. Verder kan wor-
den aangetoond, dat in het (f ,zf)vlak de functie f voldoet aan

- - s

#) Een nodige en voldoende voorwaarde is, dat voor R=>» ¥ en S"
beide gedragen als 1n R of kleiner zijn, d.w.z. als de potentiani
een eindige bronbelegging.
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de vergelijking ven Taplace {(nu in poolcoordinaten).
Het predleoen is nu toruggebracht tot het probleem van Neumann
vonr de cizkel <r do farntic ran Freen is de functie van Green voor

het buitzagebiad vin de cirkel. Deze moet
:¢~’.:_
A 2 s s 3 L5
e, e 17, een oplossing zijn LF =0,
S, : ‘)/' \'; 8] o N »
, .;f”»-’,_ Ve L 2°. een logarithmische singula-
/ N e o i
P Y \ riteit hebben in het punt
/ P o —
/ | o Ve ;
! Lot e i ¥ P( ? ']j)
- - : - .....J.,..!.J-.? . pa———. W —— e v
k 3 f‘ 3%, normle afgeleide = O op do
\ , J rand van de eenheidscirkel.
A .y
G | : Hydrodynamisch beclds veld vu
See ! .
-

een eenheidsbron in P(# ") con

. % ! . .
bron in het spiegelpuntvan P P (=« ,’L ) en een even grotoe nut ie o
corsprons {opdat de cirkel stroomlijn zij).

v

2(P,Q)= ~— Inr+ lnr' - lng’;:,};- (3)
2 i L2 G
ro= & + 0 -2 Ly, cos (7}-—' L4)
1 i 4 - - ' }, (4‘)
rit=Tr4 b, - 27 cos (L1
dus " . '
{ ¥, ! 1 . &
| {( @+ (, -2 pieos(f-10) ) )1  *f -§’;&eos( ¥
G(P,Q)‘-‘-‘ l—;;; in =7 .
3

(51

Het is gemakkelijk te verifieren, dat G(P,Q) inderdaad (als functis
in }0 en 1’ ) aan alle eisen voldoet. Merk verder op, dat G symmetrisch
is in P en Q.

6. De reguliere oplossing van het probleem.

Met de gevonden functie van Green kan nu het gestelde probleem von
het stationnaire draagvlak opgelost worden.
Van de snelheidspotentiaal 'f in het het 3’3' ,?}’» vliak is gegeven

(2 C"‘t ).M = 4dsin?t Vix) (1)
- 4.4 l“- P
en de oplossing is voor ~¢9 (y f)

4 ) ,
e (¢ 37)_ r ¢{P,¢). {sin f VT onl), adt =

é : 2, w 3 i N
::y;jvwi’) In |+ = 2 Pos(F ) )H Ly e dce (0
3 ’ ¥

v g
WVYs o) = 05 | sin% - 41 =

g

-
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Pp, )= j% f V. 1n{ % sp = 200t (V=YY | Lsandl Y
(2)

Jiermee is de Mﬁlh@iﬂspotentinal in het gehele veld gevonden.

Veor de drukverdsiine is in do ecrste plaats interessant de tengentiele
sne lheid op Lot :}3‘,:,7.@*@;1%:

: L
L. _{a¥) _ 24 | v, 1 fin (-1 ) Fin ¥, dzﬂ
B o ZEIn 0T T sen ¥ USRS ?!; -2 ot W J

7
WiV - ! f v dinlI-F)iinl 4o
AT $in ¥ th) ;- ca;’/ﬁ 7 Lely] =
o ‘

uT

sy | VI ot )sin s ( (3)

waarbij de integraal als een hoofdwaarde integraal in de zin van Cauchy
is te beschouwen.

Wij kunnen deze integraal nog een iets andere vorm geven door { )
te splitsen in een symmetrisch en een antimetrisch stuk

V= 1V OF wVer -5 )
V= 3{ VOID-V -

Dan wordt

(4)

(v e b)“’?’f”‘

j i8] ot ] sia 297+

T 27 5in?

,
| [”v«m cot 4 {V-V] Sin T ~ {wz»f—»”}wu/zm ] $ e gaﬁéi

B
o 4 LA s
= s Jg\/,hf){wt}t(zfﬁ/..mz/pg/;m d

-

fwi,{(l;f!{wf Lst)+ eots (V- y)fsem s

| - -
{S‘w”f {Vv} T fo\/&{?}f/ cafzz”,«mﬁ’
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In het instationnaire geval is V ecn even functie van ﬁy, zodat daar
\/;( /)= 0 en de oplossing wordt

(L= e | o= {‘é!l:} ﬁfﬁ.ﬁ?ﬂlﬁ_] (6)

De srolheidspotentianl ¥ op het draagvlak is dan

™
f [k (= costlV) ¢i. % ol )
7, Gt} = s Al (7

In het statiomnaire geval is de druksprong op het draagvlak gegeven
door (4) met v=0

. 7
bobe = 2 lu= "!'{ ,fmv’f \/M@ﬁ"f:{” IVW%LB

en in het instatiomnaire geval

P :z[i»vw{,i ujemr lu‘{_ fV/W/l/w iﬁ@-—’?rw Semdiy
F ¢}

(Y

A a/;”} 7t
Sumﬂ’ fVM(f:;, £od % — a3y (9

7. De oplossing met circulatie in het statiommaire geval.

De in de voorgaande pragrasf gegeven oplossing is echter niet de
oplossing van het probleem van een draagvlak, zoals dat in werkelijk-
heid is geconstrueerd, Om dit in te zien, beschouwen wij de gedaante
van de stroming om het draasgvlak nader.




St

Beschouw nu, em de gedachten te bepalen, het stationnaire stiromings~
b 21ld om een vlakke plaat, die zich uitstrekt langs het segment
-~ AZ<x € ++van de x-as, terwijl de hoofdstroming een hoek % met de

"o maakt en een snelheid V heeft.

Grdat ep de nlaat een totale normaal-
snelheid O moet heersen, moet de stoor- 5 PN
gnelheid een normale component hebben ,;f Ve ;4
die de verticale component V gsinx

comprnseert ;::Ej;z&' |
v o= [—i} = -V g | (1)

P!<+£

G.WaZa
oF =~Viema voo g0 A< d
i " < 2

¥ = +Vsina }J‘”“
an '

Transformeer weer naar het Ftﬁyvlak, dan is
°3F — - ) ! (3)
5{ 2L L1 feosv 4 Ll 1 h)sen ¥

er op de cirkel =1

(BE).-Lsm V(3

5 = -V sintPeinx (4)
1@« |

Dernk nu het buitengebied van het drasagvlak afgebeeld op het binnengebied

van de cirkel, dan is (%gjf" een differentiatie naar de naar buiten
gerighte normaal.

Toepassing van de formule van Green

levert dan

: A o
ppd-VEgizs [ o o - 2cosf sl et (s)

Om nu de tangentiele snelheid langs de
plaat te vinden, berekenen wij ,‘J? op
de nlaat.

Mu is

VAR AP ,//pf%} Lom %}‘f.—}//f'-;’:) cot ¥

g

hetgeen voor ¢=3; overgaat in

(%L //ax Jy=e Sen S



- 10a(H 1

dus
2
5;;::0 f}”"‘”)’b /' €
Uit (5) volgt, dat voor P £ 7
277
2 L Wlbens [Trenll ) e (7)
o ¥ 27y prE - cor(y) Y

Toor =7 wordt de integraal divergent en men kan aantonen dat dan de
& g

s :1lheid weergegeven wordt door
7
wjf Vs j[‘éat i/bk”)}y.ﬁvnbywaf(g)
-o ,27/44/»1«9

4
x4+!

indien voor de integraal de hoofdwaarde van Cauchy wordt genomen.
Door in te voeren

e =¥
vindt men dan
==-l/:ﬁ£¢nx aaZiL}x
<+L

(9)

%
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Om het stromingsbeeld langs de plant te verkrijgen beschouwen wij de
totale snelheid in tangentiele en normale richting

Weayy = Verrs = Vs n ot #

tL = O

Tonerm

Wij zien dan, dat deze totale snelheid nul is in de punten, bepaald
2aor

T wel F= tn = 74+ X .

Dc achterrand van de plaat komt overeen met V=0 y de voorkant met
V=77, zodat een stuwpunt aan de bovenkant ligt vlak achter de achter-
rand en een stuwpunt aan de onderkant vlak achter de voorrand.

De stroomlijn, die uit het oneindige komt
en dit eerste stuwpunt treft, splitst
zich hier in twesEn en cmstroomt

het profiel asn de achterkant en e

voorkant. Bij het tweede stuwount
verenigen de twee takken zich weer.
Nu is ean formule (6) te =zien, dat voor )2=0 , d.1. aan de achterkant
dz snelheid oneindig wordt. (Ook voor Y27 , aan de voorkant). Bij
werkelijke profielen in de voorkant afgerond, zodat hier de top afge-
vlakt wordt, maar de achterkant is scherp.

In een werkelijke stroming zal, als de vleugel vanuit de rust een ver-
snclde beweging gaat uitvoeren (start) tot aan de snelheid V, in het
orste ogenblik het hier beschreven stromingsbeeld optreden. Daar aan
¢¢ achterrand de druk zeer laag is (oneindige snelheid) en deze over
een zeer korte afstand moet toenemen tot de rustdruk in het stuwpunt,
kan docor de invloecd van de viscositeit de stroming niet meer langs

het profiel liggeny er zal zich een
werveltje vormen, dat achterblijft,
terwijl het draagvlak zich voortbe-—
weegt. Maar onder invloed van deze

wervel zal het stromingsbeecld om

het profiel zich wijzigen en wel zal
die wervel zolang aangroeien, dat
het achterste stuwpunt samen gaat vallen met de achterrand, Als nu de
translatiesnelheid steeds toeneemt, gaat dit proces van wervelvorming
door, zodat een gehele wervelstraat achter het profiel is gevormd.
Wanneer de constante translatiesnelheid V is bereikt, worden geen
nieuwe wervels meer g8vormd, zodat op de startplaats een wervelgebied
'overblijft. '



Wij zullen dit proces niet mthematisch vervolgen, maar alleen de‘stationf,
naire eindtoestand beschouwen.
In dit geval idealiseren wij de startwervel tot een geconcentreerde

wervel op zeer grote (oneindige) afstand van het draagvlak.
Wij hadden het buitengebied van het profiel afgebeecld op het binnenge-
bicd van de cirkel en vinden nu de startwervel terug in de corsprong,

die overeenkomt met het oneindig verre punt van de x~as. Zij heeft een 2
nodanige grootte, dat het tweede stuwpunt aan de achterrand van het

draagvlak ligt. De potentiaal van een wervel in de oorsprong ter sterkte

!"‘,
2, = 2%} | (8)

De bijbehorende tangetiele snelheid langs de omtrek van de plaat is

24— 2 _
u, 24 . - (9)
Tox T Fo E Y o

is gegeven door

Om te bereiken, dat de snelheid aan de achterkant van de plaat nul
wordt, moet voor VVF’O

smnl?{u,+uz -2 O

dus

<ol _____../:_'._- = O
- Vsena - 2

F:.;zgr/ﬁ-o‘nac (10)
Hiermede is in het stationnaire geval de gehele snelheidsverdeling langs
het draagvlak bepaald en dus ook de drukverdeling, die gevonden wordt

uit de gelineariseerde wet van Bernoullis

PP _ 1o .
f 14 X
Voor de druksprong Ap z}?&‘m—-«- fwm,,dw geldt dan

AP =Pl = b = 2 VA (28], ] =

2 -
- - ) 8 ’Z/ P f - /
iﬁﬂb&ﬁone({CQT 2%' 7 é%;’z/7~; s }Znéﬂ &yk]

J/wfV'%@f»‘w« cod t ¥ o< < (11)

De totale kracht wordt gevonden door integratie over de gehele plaat
+Z
(12)

K= /A!wfhwf’ V/Jx«»x /&m/ FO fen Y A g rﬁV,/M«
-4

en voor het mgment om de oorsprong vinden wij
M= prxdxw~2F,V/ﬁ%xjwsz’”w>/ﬂ«my,/;w e, V//&m(
(13)



8. Het trillende drasgvlak.

Wij hebben in het voorgaande het effect gezien van een met de
tijd varierende snelheidsverdeling op het draagvlak, n.l. het achter-
blijvon van wervels terwijl het draagvlak zich voortbeweegt, of, indien
het cobrdinatenstelsel aan het draagvlak wordt bevestigd, het ontstaan
van wervels, die met de stroom worden mecgevoerd.

In het geval van een trillen.draagvlak, zullen er achter het
drasovlak periodiek wervels losgelaten worden. Deze losgelaten wervels
zullen een wervellaag vormen van pericdieke structuur, waarbi] iedere
wervel de sterkte zal behouden, die hij had op het ogenblik, dat hij
losgelaten werd.

De vroeger gevonden reguliere oplossing van het probleem van het
trillende draagvlak varieerde harmonisch met de tijd met frequentiel,
zodat voor de losgelaten wervels aan de achterkant geldt

g“(ft)*'\('éé%

Om 2z worvelsterkte in het punt X van het zog te vinden, merken wel;p,
et de achterrand van het draagvlak zich ep het ogenblik t= t"f%}r
in x bevond, zodat de wervelsterkte daar bedraagt

. Cvft- % (1)
Ytz y-€ 7
Om nu het veld van deze wervellaag te berekenen in aanwezigheid van het
dra.gvlak beschouwen wij weer het 63»? vlak. De wervel in het punt X,
wordt afgebecld op een wervel in het punt @o.fyzo . Het veld van
deze wervel is gegeven door
=Ly

}ﬂ—z AJr % ;
waarbij }Z de hoek is die de
voerstraal naar P mct de as

W=-o maakt. De cirkel zal
stroomlijn zijn, als in het

i
punt T €N even grote maar tegen-

gestelde wervel wordt aangebracht
die ecn veld

fr=5 v

ovi.vorts Het totale veld van deze wervels is dan

r
St ¥ = 17 (¥ - %) @)
De equipotentiaallijnen % = corst. vormen ecn cirkelbundel door de

punten f, en E; y de stroomlijnen vormen de toegevoegde cirkelbundel,
14



waartoe de cirkel ¢ = behoort. ‘
De analytische uitdrukking van de snelheidsvotentiaal van &én
wervel is in de cofrdinaten ¢ en:Vf

”%Z}f"‘%*ﬁo f;{/ Pwszﬁ-v]

Hc)at totale veld van de zogwervels wordt nu gevonden door inte-~
1

YA Zo
plpri=y e g g et ; dx. (&)
7 '°‘"’°"""“

De horizontale snelheid op het draegvlak is

‘%’“V/ P %ﬁ"z (5)

15‘3‘?3 0"7‘71,/%)_, wjgm Y ‘/ f’i‘f,_zf,c.,sf* ol x,

De waarde van X wordt nu bepaald uit de voorwaarde, dat in het achter-
ste punt van het draagvlak, dus voor )};: © de totale snelheid eindig
moet blijven.

De snelheid van de reguliere potentizal is gegeven door (5.56) zodat

de voorwaarde

lim (U, + tt,) sin¥ = 0
Jao

de vorm krijgt

& e
t/.?rV/”?/‘/f"f"’“‘gl)G/Va ge o /é -:’?“’ . olx, /
Iy BT A v A

De tweede integraal zal later herleid worden.
'Wij beschouwen nu eerst de drukverdeling.,

Volgens (3.4) is het verschil in druk tussen boven- en onderkant van
het draagvlak gegeven door

-4 ( ﬂ:wf m) V% (Y Fond) =

Bij een beschouwing van de formules blijkt, dat )ﬁma -‘ﬁ”z‘- *}”
en U, = ~Uy =-U , zodat

2 - V() s} ©

T W i B D10 s B S W T )

(7)

1) Voor de convergentie van deze en volgende integralen is het nodig
te veronderstellen dat «7’»7 YV X0+ de resultaten van het grensgeval
volgen dan door analytische voortzetting.



Vo

waarbij ¥, en }’L (en Uy, Uy ) de bijdragen van het regullere resp. sine
guliere stuk van het veld zijn. '
De drukverdeling van het reguliere veld is teeds gegeven in (6 9)
zodat we hier alleen het singuliere stuk berekenen,

db = 2V Frul I

FHisrin is

v £) X
LYoy = Ly ty $in zf / ¢ =
- % L77 [{ /’ f@u};?jd
LV{t'fé)' g 3 LY X,
- | foty Sin ¥ _ én 2 Ve Yo
zﬁr {[ ?é;@fif'* fo %/ ”‘”"é/u—z fe T+p-2fCosV o,
- LV/@-%} v . 2
B é?’ ) f@ Y. fwi)) - *&f oAXo, (10)
’ . 1+Qo-2FLos P O~ ’
e
daar de geintegreerde termen wegvallen.
Dan wordt
ule-£ ._c Y Xo
“ﬁ *““‘V 3/{3" ) 1€ 49 5ottt P"‘/ }
2 7L sen V¥ ) (1ve2-2p.coslfp2-1) (/+e’1f,co5»
évﬁ (VT o0 - =¥
73 //m, zeeucv*)/po ..;)
R | 11
_V.YZ V. / % /+§’°‘+Z€o Cos V- e (0
e /,f_f&w Po -—r[ °

Voor de verdere herleldlnfr van deze integraal merken wij op, dat

(- g) = V=1

zodat
“’j vt L)’J!q :
A{)@g .- Vye™ 2 /z : 7+Ce7§)/°’ o< % (12)
30\
‘De integralen kunnen uitgedrukt worden in functies van Hankel.
o0 .
H(wa)m..z_ﬁ; /e -Wfdg o (13)
7 T A
0 y \ r———-"—*;,‘*/ )
{2 o) S
_ _at H, @ 2 (wé (14)
H'“")“W““ﬁfe s ¢ |

/ \7 -1_, 7



Dan wordt .

‘ vt (15)
4 V e V¢ (W i ;
*P‘ 5 o > {H, ) + e ) eos i f
waarin ajz.%gf

Verder kan nu Ge uitdrukking voor g’herleid worden

7 . |

LY_'—é- oo.-_(fu})(
Zf&*(ﬁ//ﬁéos‘?)ﬁ’)dﬁ*s ) 24 "".f,g Tz ¢ Lrl 420, o Ko 2=
v o=

‘;:Z! ,. 2, @) (16)
= Y £ V‘%Z {Hﬁ}(w) +0 HO/u)}}'

zodat
() 2
Ez Zvew fy/ﬁ?//%ws;}}c(ﬁ ///(w) = IL/CWJ“’V}»(:L?)

Kassner voert nu in de T(&ﬂ functie

Tw = H,@?bq) — ¢ HStw
Hoos + ¢ H )

zodat de totale drukverdeling wordt (met 6.9)

- ,_ w’t . ’7_, Z, (18)
%E = “;r [f)ffﬁ//u 52?}(;{)){/4-7 L=l ot ﬂ];mpf“+
via |
¢ |-CoP-P) < o2 2};]
. w}u&’% /mi(y%} Smﬁd%-éﬂ_ylvwmo{ ,

Deze uitdrukking kan in een iets eenvoudiger vorm gebracht worden
door de herleiding

[, SeEA L, 2t e P cew D
3w COP-en P Lim I Coo P, — Cow P h
2w Y e Py ee
CornV, - cod ¥ $en 29
zodat
e (VE[ A M 4 ) .
Lp_ 2V, [—{jv[yje{ﬂ; /+7',.jv(2270<’)?7 =T i‘;zﬁ%
7 :

*&f;(ﬂ;)/fg { = Mféfi}/ $en ot - %ﬂfvé/‘u/a(p, ]( |
o 19

/ — cos P+ ) co~nf—Cog )y



Dasr g e
L8nY D f, = Coa -V
Cot~cosl¥ ¥ /= cool P+ V)

1 (19) verder door partiéle integratie geschreven worden als:

e[z (e 4T sttty

Ap _ 2V £
© s
L /}z — Cof «20)
LTl cvo il st Mo =SB 2] L G

van de kracht en het moment om de oorsprong.

9. Berekening
De kracht en het moment om de oorsprong kunnen nu door integratie

gevonden wor@cn uit (8,20)

K= fA;: ox = JUVe /fﬂ/)f/;wypf;f (1)

ff
‘M:fqudx,_glaﬁ‘”fnbﬁ&%hw S Vol P (2)

£VOL ) b

en M met de eerste en tweede coéfficiént van de
van de drukverdeling naarl}'samenhangen. Aller-

e

ruit volgt, dat X
Feurier ontwikkeling
Tr ?f
fi‘;*’z"%mﬁdu)’«f (—coo P ot =71 (3)
v 0

77 | > v p
/’fj + ¥ cen z,m;/ﬁ—:zf ()~ cosot V= f/z.cwf-/ L=
- e ‘ (o)
—7 (4

De Fourier ontwilkkeling van

A, /~60M9“77 74%7/¢M4~é%ﬁ%/

/—-C'/(*J/P/-/-)// Z”“"f(yr‘})“,/
- vinden wij door uit te gaan vans '
3 g >
/ﬂﬂ:~xaﬁ,ziwgm“n”z-.zﬂw
zodat iy
£ =
g

Lolr- ) < 2y EF 250 = =3



S Lo L = e L g

Splitsing in refle en imaginaire delen levert dan

Lnjisintpl= - > csng, (7)
waaruit volgt
, b (8)
//m!j?/j"/”f/f’%/f ?Lﬁf??/)}/}/ covv{.)fl’}/ > L By r
R P SW")’:/Q*/')};/ =l ;. - m:l Vey
[£y 12083 gy lbe 27 Simm (9)
o —Cn ) ”

en de formules voor X en M worden

s gLVt p T S '2.
K=2p VA [uj%rfowv,/dﬂ»giav/fj/msz@/zf - (10)

- {gdvﬁjnwvlﬁ% 7/‘7}5’/&»7%0“?/?]

vt
M= Uy 1 f /ﬁ/w' -I[v/y/wmm}— o
(T 0, oo i Pt
Het ligt voor de hand deze resultaten ult te drukken in de Fourier
co8fficidnten van de functie ’V/)’/

V’/y,"7=,—£au+§ Cl“C‘,o:i'nﬁy) (12)
warhij
2 Ly
Aw = 57 | V) oo v¥, A (13)
o

Dan wordt, na partiéle integratie

K= g Yl [~ la,v6,) - LW/—*——-*—'-Q” ’“)j (14)

M= ﬁfix’/ljz“”[%’? ( yta,) 4 (0-0.) = “§ (A -as]  (a5)
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Het trillende dracgvlak bilj supersone snelheden,

Inleiding.
Als tegenhanger voor de vroeger gegeven behandeling van het
o 1lende draagvlak in incompressibele stroming, (voerende tot de

pcilzntiaalvergelijking) kan het trlllcnoe Graagvlak in een supersone
stroming beschouwd worden, Ia dit bev%l speelt de compressibiliteit
van de lucht een rol en wel wordt de vergelijking voor de snelheidss
votentical hyperbolisch en heeft de oplossing principieel verschil-
lende eilgenschapiehe

Het tussenliggende geval van zo grote snelheden, dat de
saiiendrulkbaerheid van de lucht in rekening moet worden gebracht, maar
de geluidsnelheld niet overschreden wordt, leidt tot een zeer gecom-
rliceerd vraagstulr, dat samenhangt met de diffractietheorie van het
geluid (of licht). Dit geval komt hier niet ter sprake.

De oplossingsmethods, die hier pelozen wordt, is de methode
van Riemann, dic alg tegenhangzer geldt voor de vroeger gekozen metho-
de van Grecn voor d¢ potentiaalvergelijking.

1. De vergelijiing voor de snclneidspobtentiaal,

Voor het geval, dat de snelhaden zo groot zijn, dat de lucht
als samendruvkbaar beschouwd moct worden, blijven de bewegingsverge-
liikingen dezeclfde, un.l.

o , 724 L 2R _ 4 o2b (1)
3{“ + L4 aX‘ + ¢ ‘:) “_j S ::; ax 3
— _ , -
Y -*‘bV’ ) [ 2r
oL + L{ + %_‘ = =739, (2)
at uj - A
maar de continuiteitsvergelijliiing neemt de vorm aan
2 dell s 7 (3)
op 4 APW L 3pi) — o |

2t 2 X 2 Y
“Yerwijl het verband tussen p en}a wordt gegeven door de wet van
Poisson voor adle batmsohyuo standsveranderingen

o
"71] gaan nu direct lineariseren en denken . het snelheidsveld onge
bourd uit sen translatic met grote snclheid V en een storingsveld met
componenten Wen VW, zodat

L=V +u P=F+p

W= v P = Cotas®

:5‘,00 /



{1t (4) volgt, dat bij benaderlng ‘

‘?+~AJ3*{1+_£)H-—7+X ?;P 5
dnus Pm ‘
ap=Y B=ae (6)
Thij i
| )4 Pes = ?ﬁ[’) ::.Cl (1)
§>a<3 (/’( ,OQ\ .
de dimensie kgm sec 2 m 2 = ;Q"}Z heeft ecn ¢ dus een snelhcid,
kgm m-3 sec '

de geluidsgsnelheid voorstelt.
Dan gaan (1) en (2) over bij verwaarlozing van kleine termen

over in
2 U ou _ _C*  3ay (8)
5—Z-+\/3X Cos %
ELAVAR S R Y%
2t DX Poo DY
terrijl de continuiteitsverg. wordd:
QAP 3 au ar — (9)
Ll + VL8P + + =0
T o [ 55 2y

Indien de stoorsitroming wervelvrij is, bestaat een snelheids-
potentiaal Y’, zodat

ug%% L V- %55 (10)

¢ e vergelijkingen (8) en (9) worden
> {2F c* | 11
%ﬁ{a vrig*’ apl= (1)

: 2 _
a&f ! V‘w%+'§5:oAP}«_O 2 (12)
d 3 Lf /3% __,Z’}—co 12

S'EE'H/— ”?;"fi)""ew (axz Al EX M

Uit (11) volgt na intooratie
2¥ e (13)
L +‘\/}ﬁ+ - ap = ftt) |
waarbij £(+) een w1lleksur1#c functie van t alleen.voorstelt, die in

het onein@ige nul moet zijn en dus identiek nul is.
Dan is

A l/_af ! (14)
“aﬁ - - ol v
en substitutie in (12) levert de ver eLlJLlnb voor Sﬂ

2
Ef*’é"?"“{" 9t’+vp’gt J+V’x€:

axt ay? Xt



; 622

- 3 —
of wel 2
2 3y % _ L 2°¥
p-B)h i - -mEhe
De druk in het veld volgt uit (14)
AF 2 Q¥ (16)
(5{ +V 53?}

} o

2+_Iict randvoorwacrdeproblecm voor harmohische trillingzei,

souien het veld periddick vera nderm, kunnen we stellen

;ﬁ/x,y,tj = y/(,v// (1)

Cwobstitutic in (1.15) geeft d:r

R
Z}.ﬁ’,‘«%.f a7 ¥ ,._3{’.; L w=o0 (2)

aX Iy Tt
Indicn V >C is, d.7.2., dat dc ongestoorde snclheid groter is dan de
seluidasnelheid, ig (2) ecen hyperbolise e diffcrentiaclvergelijiinge
D¢ rondvoorwaorien zijn hier, evencls vroeger scegeven door de voorgeschre—
ven weteglng van de mroricleountour.
e legaoen hier de oorsvrong in het Y
voorstc punt. Y=° ©<X <24

-~ . Lut
2 e (3) 2/
ot w1 d ) | X
BY _wr(x . (4)
oY

=

Do vergelijiving noemt ccu icts ecuvoudijer vorm aaa door dc substitutic
XX
W= X Ax ), (5)
. . . 3L -
wearbij K zo is gekozen, dct de term met 3% Vverdwijnt.
'3%

DX ~ a
r/--/\/9 -{0( X‘f’.ZO( +9xél+§;’z"0;fyj‘xx*:;—x-h+ -0

Q

RRAREE:
2 //“ /"\U‘X =

2¢ YV
Cz' )
vV
= '?77‘:;@; e
en de vergelij' ing wordt

i) TX 22X

A = (1)

U,K‘ t oy* /~m“}
oi, nct -
’ { ..../? )
AL X Yy (8)
oxT /3 D¢r T octpt

X
cen vergeiijling, dic beliend stact <ls de vergelijking van de tclegraaf.
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De rem&voorwaarde wordt
‘ . %
Foxerad %‘« =€ Wk (9

3. _Ect stationnaire geval.

In het stationnaire goeval is de oplossing zecer cenvoudig.
Tier is Y = 0 ¢n

Yirytl=¥ixy) = X (xy).

voldoet aan dc vergelijking

o2 52
9K _ -’1—2 A =0 (1)
axl p 97 )
st de randvoorwaarde »
y=0 o0<x<iul 2% wix) (2)
o7
or. cen voorwaardc in hoet oneindige Xw - ﬂ = Q.

D. algemcnc oplossing van (1) kan direct worden opgeschreven,

273 1luidt
Axy) = A (x=p1) +3 (%+ Y) (3)

waerbij £ cn g willekeurig zijn.
Beschour nu cerst allcen de bovenhelft van het vlak.
Decr veor X2 - 00 X, = 0 moet zijn, moct g(x-i—/-‘y) = 0 zijn,
De oplossing hecft dus de vorm
XXy )=Ax=-124)
cn heeft dus degelide woarde op alle lijnen
x -4y = const.

dic naar achiter lopen, dragen

Lo

Deze lijnen (en de lijnen

x +3y = const.) heten do /

Laralttoeristiclen van de verge.

Alleen dc kara'teristiclhen, / ,
— _\_‘M -

bij tot de oplossing. uUc funectic Y” \\ A\
i kan direct gevonden worden, \\\ \ \\
doar voor y = O \\
0< X <+2 ¥
o _ ﬂ'{ (x) = W)

39
aus [
1/Cf —_ - P (X)
A% !C

fo=~% J wiz) UZ)

¢n oo oplossing 10
u ‘x /‘y

A /)(,y) = -/;i; '!O v fz) ol 2.
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Mu is w(x) = 0 voor x <0 eon voor x » + 2L, zodat vc zicn, dat de in
viocd van Lt draagvlak in Lit staetionnaire geval allcen beperit
PLijit tot cen strool, bezrcnsd door de karalteristiclken door voor-
... achberkant.
L3 hot beneden halfvlak wordt de oplossing op volkomen analoge
wijze gevondacn, allcen mocten we de karaiteristicken x - Py = const.
vorvangen door x +{3 y = const.

arakteristicken zijn lijnen, .wacrlangs storingen d.w.z. verande-
»..on in w(x) zich vooriplanten.
Lio et schelc gebied voor de harakteristiek door do ocorsprong is dus
on_uvatoorde stromlng. e haddon dus ook kunnen stellcen, dat lan.s

de sobicle karciteristick f’: 0 mocst zijn

4, Fct instatiomnneire geval.

In ¢t instationnairc geval is de vergelijking gegeven door (2.7) moet
de rondvoormaarde (2.8), terwijl ook weer cen tweede randvoorwaarde
wordt opgeleverd door de cis, dat voor het draagvlak onzcstoorde
stroming heerst en dus voor X = - 00 , 77= 0 is.

Ook hicr plantern storingen zsich langs de keratteristicken voort
e

-

cn we kunncn dus als randwoaarden P Y
svcllen, dat longs de gehele karak-
toristick door O met uwitzondering

ony =0 Y¥Y=0 is. On de verge—

iijring (2.7) op cenvoudiger vorm - '
O 22 )(

to brengen, transformercn we op de
Coralrteristiclien als codrdinaten

_L_.

S :n-K“;?»"j

n = X*/AY

(1)

ian saat de vergelijking over in

X Ny

5 o (2)
,‘.;ga&rhij )) y

A~ Tep T T -

71iJ beechowen ecrst alleen de boverhelit van het vlak. De randvoor-
-va(X W (X
4= O N E?\-—" t 2 ’G/ Xl -{'1 }
1= 5= ) 7!
- i d’ 5 7<‘C
x—ﬂdf—_o 3=0 X =0 ;)1.

raaracn worden nu

#

2D = O

>

Jo scetor tusscn de lkarateristicl cn de x-as in het x,y vlak wordt
af jebecld op de scetor tusscen de lijnen



Myt

gegeven

Ve

5. _w¢ methode van Ricmann
~heloog acn de methode van Groen'veor het incompressibele geval kan

het suporsonc probleem opuclost worden in de vorm van cen intecgraal-
voorstelling voor de snelhcidspotentical, vwaarin optreden de gegeven
reodvaarden vernenigvuldigd met ecn speciale oplossing van de diffe-

rentiaalvergelijliing.
Degchour twee 0p10351n em/é en b van (4.2)

L[X:} EEE + )\Z)C = © (1)

uitgedru vt over een gebiced, begrensd door 2 scpementen van e karak-
teristicken door T on de lijnsegnenten CF en OR, waarop dc randwear-
den zijn voorgeschreven,

lfifj ——,J;)‘-" :’,“Mﬁxa}u -—%?-#{3&"{1 “)‘VJZK
25ey Y 350y T4 9% A 27 2Lk (2)
ellen we ) Y .
V=% %"" 9’5‘%?{7 (4)
> ) !

dan is volgcns de stellinﬂ van Gauss
Jﬂ;r * :;\2 jt‘d?"“{/?/? ~QHAE]
zodat

0= 4 $[ {135 - 7By - (A3~ 3EA,

vaerbij de integratic wordt uvitgestrekt langs de 1lijn OQPRO.
Longs QP is 4§ = 0 en § =4£,, dus de bijdrace is



-
e 7 e

5{7{3:)” V22 ot = TPE’P ;{szj zwxg—gm

langs FR is d3=0 en‘f::f, zodat de bijdrage tot de integraal is

PN P 4
(375 -V 5 Jte = VA p =R 2 L 5
,‘" - e

Ty s oR 1s}f.-%?l..0, dug d¢ bijdrage tot de integraal is nul.

: bijdrage lanvs 0Q ncemt cen ocnvoudiger vorm. aan, ais wij torug-
*34nsformcren necr het x,y--viak,
suar langs OR £ = 7= x is, is
L P
a5 =dfp=dx
¢ verder 1s

oA _ _Al0X _ 22Xy
o7 = /3{3‘“ el
0 _ Y 0l
Sy - fggjig 3;%‘5 )

zodat l“nbs O;

WI 20 ??@.Mﬂl’x?—gwﬁ%}o{ﬂz

Z <oz
x .
P L& ;
= -—"—f o V)24 Ax ,
ﬂ bk 9’“)‘? i C) [) iof s @
g | S
Indiecn wij nu de functie ﬁ;g kunnen bepalen, dat langs de karakteris-

0
ticken €= §P en =g L8 Y, §P :?P) dc¢ constante waardc
1 neeft, is

| I
A7) = A7) (3100 B S a/ (8

. R 2 A . -
Hlurbxa is {5?~ - gegeven, maar nict }&K)op dc x—-as.

6, Do functic van Ricmenn cn de oplossing van het problecm,

Daar dc anctlv t/T% 7,) cecn congtantec waarde noct aannemen langs
de lijnen 5 §P Z ?;> 1ist het voor de hand ccu nicuwe variabele
in te vouren

P= WSk -n,) (1)
en te stellon @
W= ?//r,’ (2)
aus alf
2¢ - *zv %p .,é;ﬁ“

)P
&29' €ﬁ25} Loy L éf}éy |
D50 T A 4 srodr
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zodat de vergelijking voor

wordt
2
2y Ldd w3 =0 (3)
dre® 1 Ar
Dit is de vergelijking van Desscl; de oplossing, die voor r = O de
acrde 1 heeft, is

0= 3 (2= T anEe i) I= ], iV e traghs

_-\ah bb\)f‘t (S 6)

R T A (e L R R P

Nu is

£ ‘f
‘,,SL
Y

Op het aracgvial kuanen we mn de waarden van X[;(P )0) vinden, dic
nog in (5.6) onthra-c:
XP
| ) /oK , (5)
X(XV) —; B 792H [X'K )“ /3,:0 U‘LK

oS

— ) 2By,
- —-(/ 124 V%) wEEy v&«--x;.,;ag%g“

‘\._t

JS———

a}z
b .

Hicrmcde is cdus dce snelhcidspotentical volledig bepaald. Voor de
bercliening van dc drulverdeling is alleen nodig de waarde van 7’op

het draag¥lak cn de waonrde van de horizontale snelheid.
Daar

ere VI Xp
f/xp,t} = £ WiXe)= € K {xp) (6)

iz et drukversehil met de ongestoorde gtroming

A }0“ Y% NAK 317 (v'tf-’LXP
7= (3 V) e A VL -

Ly YA ) CYEXXp (1)
-V iVL/I m‘)x" “"’Njg

t

Op net draagvlak is

3 X
(9\, = —tﬁ-{:;—-) ) &._ f A()( Xp/}(dx) ox (8)
. F ,_.u I& \"7 Y=y ﬂ
v 72‘ o
Uit symmetrisoverrwegingen volgt, aat ac drukverdcling aan dc onder-
zijde gelijl is aan die can &c¢ boveuzijde.

De totale drulisprons is duvs

Xp
Pror ~bore _ 2V 2 ‘WXXP%V g-f”[”/“”‘ eodx 4
Coo

2 e(m-1) J ] J lA()( )Kp) e wk}dx > £ P) (9)
Vieruit unnen de Lracht cn hvﬁ mozcnt om de oorspron? doof into—

atic berckend orden, dic wel in de aeeste gevallen numerick uwit-
cevoerd zal moctcn worden.
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Colloquiums

Mathematiscle problemen uit de vpractijk.

Voordracht op 30 Nov.1950

De_toepassing van Tavlace~transformatie

in mathematisch-rhysische problemen.

o ot i

door

H.A, Tauverier.

%l. In de mathematisch fysica entmoet men veelal differentiazl- en
integraalvergelijkingen, welke met de gewone methoden tot vaak gecom—
pliceerde onoverzichtelijke berekeningen leiden of waar zelfs ean be-
hoorlijke oplossingsmethode ontbreekt. Tenminste, zolang men de methode
van de Taplace-transformatic niet kert. want deze stelt ons in staat
bepaalde typen problemen kort en elegant op te lossen of aanmerkelijk
te vereenvoudigen. foeilijkheden die zmich voordoen wanncer men op de
gewone wijze een bekende functie nanr de biji het »robleem bechorerde
eigenfurcties wil ontwiklrelen, verdwijnen bij voorbeeld als bij toversag.
Hieronder zullen we in het kert ¢e vrincipes van deze mothode uiteon—
zetten, waarna enkele aan de practiik entlesrde veorbeclden behandeld
zullen worden, die dc voordelen van deze methode duidelijk demonsteren.
§‘2. Onder d» Taplace-transferm (betor maar longer: Taplrce-getransfor-
meerde) van een functie F(t) verstaan we de functie f(s) gedefinicerd
door + R

£(s)= |75t r(v)at {

2D
F(t) is een in principe voor alle recile waarden van t gedcfinicerde
functie, die voor t - +° aan bepaaldc ciscn zal hebben te voldocn.
f(s) wordt door (1) als eon in cen zeter gebied van hot complexe
vlak gedefiniecerde funetie bepaald; men kan eemvoudig anntoncn dat dit
gebied steeds een strook is begrensd door twee verticale rechten (zie
fig., 1). P -

el




Blz. 2

Blk van dfzc rechten kan naar het oncandige verschoven zijn. Kies
b.v. F(t)= e~% . In deze strook blijkt f{s) ook eocn analytische functie
te zijn, hetgeen e.a. betekent, dat we enbeperki naar s kunnen differen-
tieren.

In het volgende stelt U(t) de zegenaamde ecnheidsfunctie (unit
function) voor, gedefinieerd als volgt

0 <0
U{t)= 3 t =0 (2)
1 £t >0

Heel vaak zullen we functies Fft) beschouwen, die voor t< 0 nict gode-
finieerd of onbekend zijn. In dat seval nemen we de Taplace—transform
van U(t)7(t), hetgeen dus betekent, dat we (1) dienon te vervangen door
‘ ﬁ?x
-st
f(s)= e F(t)dt (3)
O
In het bijzonder spreken we bij (3) van ecn enkolvoudige of ecnzijdige
Laplace-transformatie, bij (1) van c¢on tweezijdige Taplace-tronsforma=
tie. Het convergentizgebied veor de cemijdige Taplace-transformatic
strekt zich rechts naar het encindige uit.
Veorlopig zullen we ons tot de enkelvoudige Taplace-transformatie
beperkon, aangezien deze in de practijk het meeste voorkomt.
Het verband tussen het origineel F(t) en het beeld f£(s) duiden we
vank symbolisch a.v. aan

el

4 F =f if=F ) 7(t) = £(s) .

s

23. De A —transformatie wordt veel tocgepast bij

a2 ) Inschakelingsproblemen in de e lectrotechnick.
De bijbcherende differentinalvergelijking is gewoon en lineair b.v.

g‘._z_%’..*.bg.y_.*. -
* at = ¥

H

g(t)

De toestand voor t = 0 is geogevan.

b) Diffusie en warmtegelciding.
De bijbchorende differeontinalvergelijking is bijvoorboecld voor coin
radiasl-symmetrisch systecm a.v.

2r .1 21 _, 2"
?rZ r 3r 21

dus weer lineair. De begirsiteitie is weer gegeven, bovendicen zijn rand-

voorwaardn voor r voorgeschreven.
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De methode van de L-transformtie is foite] ijk de mathematische
reactie op de door Heaviside, cen o leetroteochnicus, ontwikkolde recken-

wijze, die niets andoers bleck te zijn dan cen formecle onstronge toepas—

sing van de 4 -methode in de vorm van coperatercnreke ning.

£4, Om een gegeven probleem in de . <tnal te kunnan breongen cn om de
getransformeerde oplossing te kunnen terugvertalen, bedicnen we ons
van een L —woordenbogk in de vorm von cen tabal met de . —tr-msforms
van een anntal gegeven functics. De hierbij in acht tc nemen grammatica
zullen we hicronder in 't kort uitcenzetten.

Lin F+b0l=ad7+bds (43,

De o -transformatie is homogeen on liweair.

Indien (1) = £(s)
goldt 2t F(t) = £{s =-a) (5)
P(at) = = £() (6)
U(t=2)F(t-n) = ¢~ £(s) mits a2 0, (7)
%—% = s f{s) - 7(0) (32)
a’F . 2
—5 =" f(s) - s T(0) - 7' (0) (8b)
dt
’t
Jr@yar 2 2 2(s) (2)
tP() = - 2 (10)
t .
[7 (DF,(t=1)aT =2, (s). 1,(s) (11)
Q

De bovenstannde formules kunnen cemnkkelijk goverificeord wordon.
Bnige speciale amdacht verdient de lantste hotrodking (11). Do in het
linkerlid voorkomende intesraal hoot de convolutie van F‘ﬂ‘ ) ¢n 3‘.&‘2(’5\)
en is feitelijk het continuc analogon von d: uitdrukking voor de n-de

term van een recks verkrogen door tweo re ksen to vormnigvuldigun n.l.

< :’-f :4 “:.21
ST .o = 3
L%y L by RIS met
9] O o
hel
c. = ) b

n 2. ™ Ppex
o



§5. Enige veel voorkemende -f ~tronsforms.

%._é t R(s) > 0
L= R(s)> a
REE
— = U{t-a) R(s) >0
Mx+l) Lk
-—ifn)-,z + R(S) > 0
r .

do(ke1) Lkt R(s) > =

(s=)"
8 = cos at R(s) > 0O

2 +s”
2 _=‘ sin at R(s) » 0

a +s
=3 -lns ;1“5 = 1nt 7(s) > 0

Enige intcrcssamter maar mocilijker tc bewijzen ¢ -paren zijn

1 R
KF,?__?_; J5(at) R(s) >0
8 40
oy
RNV R
et 2 2 - N
Eyowantl Io(n v/t - b7) U(t-b) R(s)> O
a

waarbij Jg on KO Besselfunctics van de corste on tweedo

len.

536. Dc algemene omkezrstelling.

Aan de algemene £ ~transformtic
)

soort voorstel=

f(s)= fe‘St F(t)at > <R(s) <2

-

beantwoordt de volgendc omkeerstelling
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wairbij dc intesraticweg .on vorticnle rochte in de convorgeonticstrook
is.

Het boewijs dat we hicronder schetsmatig zullon anngeven berust op
de volgende stclling, watrop ook de Youricr-transformtie, wnnrvan de
Inplace-transformtie foitoelijk cen variant is, borust:

+

{ sinltx »’7.} 9 !
' (x) SRLLE gy = 5 {F#0) +f (=0) ]
»J:\j;mm J Lf(x') xo 4% “f( ) fl( )
- Al
Beschouw de volgende integransl
x+1M +30
“ [ _
5—%—1— _(es’t ds | e st ?1)4T =
N-M -0
kﬁﬁ‘i +
1 ¢ | y+iu) (t-2) ..
= 77 |4 W) prgr =
e AL
e L
= ?:Er Jdu P(G(Hiu)v T(t=v)dv =
- -0
*‘7’0 + M
- 1 jﬁ?ﬁ’v = f .
=37 ¢ (t=v)dv | _iuv du =
o J
- M
oo
S J e ¥V Freev) SEAMV o0 5 1m0 ¥V P(t-v)= (1)
Ji 0 V>

waarmede het bewijs gsleverd is.
De voorwaarden, die vervuld moeten zijn, opdat een en andur gcoor-
loofd zij komen hierop neer, dat F(t) zich in het algemcen behoorlij'

- bij gedeclten continu of monoteon — gedrangt cn voor t = + ©Ov de

comvergentic van de inmtegransl voor zekere s waarden mogelijk maakt.

- —— -
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Toepapsingen van de Laplace-iransformatie II
dcor

Dr H.4A. Lauwverier.
A. Cewone differentiaalverselijkingen.
Te beschouwen een veorbeeld nuit de electriciteitsleer. Op een cir-
cuit bestaande uit een in geriec gescheakelde zelfindvetie L, weer--
gstand R en capaciteit C, wordt wisselspanning Lein.vt aangelegd.
De aanvankelijke lading Q en stroem I zijn nul en op zeker tijd-
gtip =0 wordt de -isselspanning ingeschalkeld.

T VWi
L ¢ ‘
- R Tig.1
%‘
Gevraagd wordt I als functie van de tijd.
De differentiaalvergelijking is
L 4L 4 Rr7 + 8 - Dainwt (1)
at C
net ég = I
at
en =0 Q=0 I=0.

Indien I de Laplace transfiorm van I voorstelt vinden we veoor I

—

I-= Ls @) — (2)

' .2
(Ls2+3s+j;/c)(s2+w )
De uitdruiking (2) Lunnen we eenvoudiy in de vol ende vorm brengen

r= B {K(S“’) =0 __au.nx__f (3)
: 22 (s+}4)§ + n° g +w?
waarbij/k::—& ’ n2 S 3~§ .

2L LC 4L

¥ =Lw - 1/Cw ,

X=Lw+ 1/Cw ,

7°= 32 +R® .
Verondersield wordt n2> 0.
.Terugtransformatie van (3) geeft direct

122 sin(we-y) - =Py o sin(ni-T)  (4)
7 nz%(LC)

waarbij tg ) = X/R tg § =i/ uX.




blz 7
Voor grote + wearden mag de tweede term in het rechterlid van (4) ver-
waarloosd worden en houden we de "stationnaire oplogsing®

I =2 gin(wi-Y)
7
aver.

Indien op t=0 een willckeurige spanning V=£(t) wordt ingeschalield ver:
loopt de oplossing als volgt.

I= &, £(s) (6)
(¢ V2,020
Lz(&y )+nl
Het origineel van B ~— ig geldijis ean

o o y2, 2]
L é(?f/z) +n< |
e"#% (n cos nt -/ sin nt) /L

zodat vélgens de preductstelling het originecel van (€) sezeven wordt

-t
door I = - A (n cos nT - Msin nT ) £(%-T)AT (7)
oL .

0
De s ltaten (4) en (5) kunnen ook gemaklkelijk gevendcn worden met
behulp van de algenene omkeerstelling.

-~

1 J st 12y . R
I= — e : . is (8)
271 I:i(s+7k)?+n2j(sz+uﬁ2)

De integratiewes is een verticaal in het s-vlek rechts van de ingginai-

re as. Ve contour unnen we vervornen tot een van het type C, als voor-
gesteld in fig.2.

k""“+‘““
7 L

e P s-vlak
/ -‘:i-':' ’}‘
. ! ;
{ ‘K*{M&'nz ;
) b
. i
\ x AN
y . i
it 4\
. |
{
" !

C, .. '~~~.~..+.,.« .

Aangezien de integrand in (8) analytisch is, is 1 gelijk aan dc som van
de rcsiduen van de¢  in C liggende polen i, <+ (-u+ni).
Voor de gtationnaire? oplossing hebben we slechts te nalien o

3
i
[
ot
=
-

meest rechts gelegen polen, dus
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Ble sc R

I = =—| Res =5 A} = = gin ( - )
stat. L {(s+;¢)2+n2§ (s%+w?) Z

- =0

waarmee (5) is terugievonden.

Ancloos kunnen we de volledine oplozsing (4) vinden.

s o - . ko
B. Parvicle Diffcrcabiaalverselijlinsen.
ky R T -~ Y e N S 3 P & - R 1PN TR SO
Het volzende voorbeeld ig ontl.ocnd con de theoric van de verwbe clcd
ding. Segehiowr een cirkelvormijc crlinder met Lo lmveareratuunr ©=0.

I ke Jmy ol - e - - - = - : 5y e o ey PR
Gevraaid wordt het tomperatuvrverloon,; wanneor de eylinicr—aud op ten

met =0 T=0
I=a T :'(“‘T .

‘s v Iz ~ .
Z2ij T‘de;i -transiorm van T, dan is

2t *
aser 1 ar |

g T =0 (10)
dr r dr

wWoln

* Vv
en r=a ' = =.
ot

De algemomeoplossing van (10) is

0¥ o AT (r\/’g) + B Iic(r\rg)

0
Aangezicn voor r=0 goen 31nbv1uv1tvli may optredern is =0,

zodat ™= (11)

Het orizineel van (11) vinden ve rwew behuly van Qe aliowne omkeor-

formule. SRR
v o 1 (=)
T :~~—~.[ c” -mﬂjw—-$3¢~ ds (12

fad
277 4 - 5
2 sio(avk)
C
De contouvr € lrtn naar linke omgclezd worden o cuslyit Jow wo polen

van do iavegrand.
=0 c¢n

(6]
e
S

waarbij X, (n=1,2,...) Ge oulpuanten van Io(x a) Lijii.
Toepassing van de residustelling geeilt dus

<x)

n ey e t:: T e [ R L 2
T = }"lzm(S-O) + KT les (u-—- I n )
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oy S ko 24
of T:V—-wg ;e n Jo(r.jxn)
Ap Iqlaxy)
De reeks (13) is zecer bruilbaer voor grote t waarden, maar faslt voor
kleine 1. |
Om een ontwikl:icling voor kleine t tec vindon handelen we als volgth.
Stel in (12) s—»‘% e vinden
v
R
Z7 1 T
¢ VI,](a VE‘E )

en nu passen wc de asymptotische ontwikkelingen van de Desgcliuvnctics
toc '

(13)

dv

T (z) LA ...?f........ ('3 + 3...... )
O . .—-_:-—..\ L B
V2J/ Z gz
I (Z) [ ez (1 - L -.6.} -
1 £z

Ver 2
Dit komt er dus op ncor, dat we het beeld (11) vervangen door ecn an-
der beeld dat met (11) voor zrote s-waarden practisch overcenstemt, en
dat we van dit nicuwe beeld het origincel zaan socken.
Ontwikkeling van (11) geeit

9, 2 ~.2_ } -f«i*l‘jV"Z:
oy LB 5\ 1 + &X + 2alr -gﬁ—r-—Je
‘e et \
sr ¢ gar\/ %/k  128a%r? K

Het originecl vinden we uit cen tabel:

A , Y
T o= ’.@7}’.. erfc &I 4 V(a"r)(l«ﬁa)_ ierfc —S5= ... (14)
r 2Vx 4ar " 2 Ykt

bruikbaar voor kleine t mits evenwel = niet klein is.

Voor de temperatuur in het midden r=0 volgen we een andere weg.

- ¥ V
Uit T (r=0) = ———
)
sIo(a\/ )
' < lIL —é“' ilfl y"l o
g T ey L e
volg)t o T* o\ Y-§.>2£~a.‘.2..._ e d‘yE - Y 2;4 -..’.}’{.2_.... e 8.}! H‘ L
k' g H gs M a’
Uit de +tabel volgt voor de eerste term

A
Ve - £L 2
T(r=0) & *..é’f.w e rT"‘L; E, ( =-2—) (15)
V ikt % 8kt '
De in (14) optredende errvoriunciies worden a.v. sedefinieerd

E VI

Tk
erfex = 1-agfx = --2;_-_- | e 7 4af
ierfex = [erfefdy ™ X

x

o v e
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Het volgende voorbeelé is eveneens ontleend aan de theorie van
de warmtegeleiding. Een vlakke cirkelvormige plaat, aan de rand ge-
isoleerd, bezit op t=0 een zekere temperatuurverdeling T=§ﬂ(r). Ge-
vraagd wordt hoe de temperatuur met de tijd verandert.
De corresponderende vergelijking is

2T 1 2_
met de nevenvoorwaarden
"t =0 T =§/(r)
r =R ﬁ =0 (17)
or ;
r =90 T elndlg
Stellen we L T = T™ encx "E’ Wir) = - Qiéﬁl
dan gaan (16) en (17) door « -transformatie over in
2m* K .
a7 1 4T em™
+ o= ==+ xT = (T
5;5 r dr »V
r=0 T™eindiz (18)
» .
r=R ar_ . o.
dr.
dus een gewone dszerentiaalvergel13k1ng. R
Te stellen nu fG (rypdy(p) dp + '( G (r, g )y (g ) ap (19)
waarbij {G (r, 8) = AT (X r) + BY (o(r) ¢<r< R (20)
' 2
G2 (r, @) =GJO(IX1~) +DYO(V(I‘) 0<Lr<¢f
en j G1(r,r—0) - Gz(r,r+o) =
(21)

é%G1(r,r~O) - %F Gz(r,r+0) =1 ,

De constanten 4, B, C, D vinden we uit (21) en uit de randvoorwacrden
é
van (18).

D=0
AJ1(D(R) + BY, (¥ R) = 0
AT () + BY (X{) = CI (xg@)

AT )+ BY(Hg) = 0T (x¢) = -/a

Aldus vinden we voor G(r,¢ )

Gy = )] a0 TR - (AT o) /3,(x)
(22)
L6y = - f—"f SNCTIR IR RC YR ACIIEENCEN RETI FENCE)

De oplossing van (16) en (17) kan dus met (12) in de volgende vorm
worden gebracht
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cH+ix R
_ 1 S't : y ' )
T = 571 u/ e dsjﬁ G6{r,p )yy(g_) ig (23)
c—ix 0

Een nadere beschouwing van (22) lsert dat G1 en G2 analytische Ifunctico
van s zijn; logarithmische bijdragen in de teller afkomstig van de I's
blijken nl. te verdwijnen. D¢ polen worden eenvoudig gevonden uit
J1(Of R) =0
2
k

.
of 8 = sn = k Lz

3

}

+

waarbij kn het n® nulpunt van J{k) voorstelt (kozc).
De integraal (23) kan naar de residucn van deze polen, —elke
allen op de negatief recéle as liggen, ontikkeld worden.
N et — 3 __z'_ N/ Gy ~
Het residu van s=0 is 3 {ﬂy(( ) 4g&

EAN

ol
Het residu van 8=8, is
)
2 -k E‘Pft” L1 R
— O ..“0 R "n { - 2 ;'9 T
R o, | Jigpe g
Ja(kn) /
zodat we uiteindelij@}vinden R
K ,
2 3 L J
2 {J \_ -'lC'J( -b o\Tr C‘fw - - . A
== 2(pyde +2 e “olr o), o) I ¢ 1}?%)
R2 J@ ¢ 7 IR %), (e?:f:'v”‘}dfs

Voor t =2 vinden we de uniformc tcmperatuur
2 R . -
o2 etk (:5:

Dit is juist de gemiddelde temperatuur op t=0. lLangezicen i.v.m. de iso-
lerende wand geen warmteoverdracht naar buiten plaats vindt moct de
totale warmbchioeveelheid coustant blijven of m.a.vw. de sealddelde tem-
peratuur is voor alle t waurden _cpeven doorn(ES). Anderszijds

blijkt dit weer mathomatisch wanncer we g_{ ridr naar t diitfercn-

e
ticren. o
I'et voordecl van dcze methode ig, dat cigenfvnetvice en eigen-

weaarden automatisch voor de dag lomen cn dat we van alle 0rLen over
de al of nict complcetheid van hoet stelscl cigenfunctics bevrija sija.
Dit is vooral van bclang wanncer in ingewikkclder problemen dc oor--
sprong <¢cn pool van hogere orde is.

. .
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Toepassing van de fweegijdige Laplace
Ytransiormatic

Dr H.A.Lauwerier

81, De tweezijdige Laplace transfermatie van de functie h{ t) wordi
gedefinicerd a.v. T
i(s) = ie"”t n(t)dt (1)

Fierdoor wordt een complexe functie £(s) voorgesteld welke in cen ze—~

kere strook van het s-vlak
< Res< B

betekenis heeft. Duiten deze strook divergeert de intoirealveoorstelling
{(1). Doorgaans blijkt f(s) echter een in het gehele s—~vlak vecrtzetbare
analytische functie te zijn. -

len hecit dus voor clke 70

“(+T)t lhtt)] = O £ D+
e = o £ - =
De omkering van (1) is ‘ 5“£°95f
hit) = mgf*i £ {wds )
X <6 <R

De rekenrcegels zijn eenvoudiger dan bij de eenzijdige Laplacce traans-
formatie.

Ms £(g8) = n(t)
heeft men
£(s-a) < ¢'n(4)
e®®f(s) =n(t + a)
f(§? - gan( ta)
2s) £ n(t)
ath
&, £(a)S (-1 7 n(t)
ds
t
2(s) £ [n(viav
8 -0
o hi t
ff(a‘)dr:—g—t-l

&

f.l(s)f;is) 5~00111( t) n{t-1T)ac
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Eenvoudige voorbeelden zijn

ENIRED

s* k...t‘

»

v*e"‘f =
e = {(t-a)
S
% {l}( t-a) + U ¢( t+a)}
IRV I
K (a r-—bzwsz) X D t%+a

il

“u_

Chas
c

YA

De tWGGZlelfe [‘sranoiorleatle is algemener dan de cecnzijdizc. Deve

hebben de laatste tweec s—~functies geen origincel voor ac¢ ccuzijdige
I-— ‘oransforma'ige.
Is mml. £(s) = ge"Stg(t)dt
dan is voor s $oo0 zcker f(s) — 0, en hieraan is nict voldaan. ‘
Voor dc algemene theorie van de ftweezijdige £transforaaatie verwij-
zcn we naar het pas verschenen bock van Be.v.d.Pol cn E.Sremmer
(Operational Calculus, Cambridge)
§2.  Toepassingen.
Beschouw cen oncindig langc buis waarin met con constante snclheid
Y een vloecistofmengsel stroomt. Op het begintijdstip hebben we ten
kleurloze en cen gekleurde vloeistof naast elkaar. liocmen we de concen—
tratic ven de klcurstof ¢, is z de lcngtc:ooﬁrdinaat en Cde %ijd, dan
beantwoordthieraan dc diffcrentiaalvergelijking

ac .zt _ 2
{ e S TVOE (3)
{=0 ¢ =Wz
Stellen we $ﬂ j e C iz
(dus o(is ansforma‘l:ic nacr de lengte codrdinaat)
dan is
2= lps- vw
t=0 ¢ = s
Dus :LZ(@SLVS)'L“ _ L e(:;t(S ¥rJ m
? s g

Uit de rcgolitjes volgt
st ~F

2



Lo e
€ “F"‘;é _
b4
-
(3{:(5“— . ! ¥5 yat
?2!//3771‘@

2
Z* \/z‘::l
dus (@S'Q'ijf' . ! é_, l/ﬁ
| = iVﬁ/et

Hieruit volgt onmiddellijk
Z

i 2
e = o7z | o b fas

—0

of
2 Y/.st.

’:"'wf 5: (4)

Inderdaad is (4) de juistc oplossing wcgens

Z -y + <0 ¢c =1 .

Z2 > -X c =0
Het belangrijke voordeel van de (-'bransforma:ﬁie is hier, dat de discomn-
tinuiteit in de beginvoorwaarde + = 0 ¢ =U{(z) verdwijnt.
Het volgende voorbeeld is iets ingewikkelder,
Bij hct onderzock naar de verbranding in een cilindrische rcactor, o
vergelijFen met een Salamanderkacheltje, trad de volgende differen-
tiaalvergelijking op

T 2T, t-2
2l v v e T (20

t=0 T =0 {5)

Z -z + T =0 '
Hierbij ftreedt ecn discontinuiteit op in de differcntiaalvergelijking.
Eier geeft weer de o[ ransJ.orma'tlc uvitkomst. ’

Stel nmi. (_]ﬂ,,. fw[ ToAz

Dasrdoor gaat (5) over in: o0

:—.(ps--\/s)yw%e

of ~St
© ol
{ﬁ(t - ([35%\/5)70 -
teo peo

N

Az
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dvus aangienlijk ccnvoudiger.

Je oplossing is
2
5...\/5‘} -5t
(ﬁ ~ £

= &€ - -~ '
7? $(541)(BS~ V] (6)

Het origineel van (6) vinden we door eerst partieolbrcuksvi1t51ng
toc te passen cn de verkregen brokstukken van het type

sk vsk < -$t
(((55 VS o e’S

3+ % S+Y
apart terug tc transformeren en samen ic voegen.
Aldus is e?ﬁ(5*37¢+09 =~ ¥(trx)

v . / T+ Xy
=74 .ﬂﬁ/; - =
S+ 12 =Y §L ( Ve,
en m% ‘)
55 Uk-t) .

De verdere vitwerking laten we aan de lezer over.

Het derde en lactgte probleem is het volgende: Ecn vliocistof stroomt
met constante snclheid door ecn buis gevuld met grofkorrelig materieal.
De invloed hiervan wordt met cen dilffusicterm beschreven. Ergens op de
as wordt met ecn klein dbuisje kleurstof geinjecteerd. licn Vraagt de

verspreiding hiervan in de buis wanncer cen stationnaire tocstend is
bereikt.
De differentiaalvergelijking is
2% ¢ - (7)
Dy rar(”a )*Da"“gzz‘”vaz ’
met = = Q0 C=O

Z

Y\:R g—,%-::..a .

¢ is de concentratie van de kleurstof in massa/vol.

Stroomt er in.le oorsprong O uit het buisje g massa/tijd van de klesur-
gtof in dc¢ grote buis, dan is in de omgeving van C:

9 JE
C LI)TVE;{DZ-}-DQ’ } -~

N .
Invoering van nicuwe dimensie oze codrdinaten vereenvoudigh (7} ietse.
Gemakshalve gebruiken we dezelfde notatie: '

N ¢ 2C
S ar{ra }+922 ]K5E

(7a)
: bYd .
= - 0
P=1 =
Z_«g-vm C—fa

: Q
rxztso ( v .
Vl“!-f-z"




s oo vlz. 40 /.
) ; -$z
Stel weer C,P-:zz. [ £ Cdz
-0
De vergeclijking gact over in
LS /038X -
Firlr Hl-¥¢=o0
met Y= 2K5-5S ¢
De oplosging hunnen wo schrijven a.ve.
P AT 11 BRYyH)
Slechts KQ ig verantweordelijk voor de singulariteit ia (.

L SK{CzaVETIze
wis Kfarl = &

AV gz
Pus B =20
Uit de randvoorwaar@_e voer r = 1 volgt tenslotte 4 en we vinder

= 23 (Lhet) e TR} (©

Opmeriing Q
N 6)(,5 K[«:H r’-qz‘)
V!’ vzt
is blijkbear de onlossing behorende bij een t“oneindig dikke buis®
Terugtransformatie van (8) goeschiedt met de complexe omkeerformule:.
Legeen we de inteirretiewsg naar links om dan is ?’ Zelijl aan de som
van de regiduen bchoronde bij de polen op de negetieve as en de oor-

sprong. U oplogsing is dan geldig voor z > C.

Leggen we de inte.ratieweg naar rechis om, dan is ¥ gelijk aan de
som van de residven ven de positieve polen. De oplossing celdt dan voor
z { 0.

Mdus volgt -2 {- K +VREL K }

- ZQ Y jo@’( f’ — =20
S J (k\\) VK + K

z, V "
. 2QS —delkame” fr e !
= 4 * < -ja{‘/\“) \/Ki:i_Kln

M
A
S

],{KV\)":O neE o !
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Mathematische problemen wit de practijk.
Voordracht op 23 Wovember 1950
's G RAVINHADGTSD

Mathematische behandeling van stroming door

poreuze media.

door
R. Timman.

1. Inleiding, de wet van Darey

De stroming door poreuze media vormt een byzonder hoofdstuk uit de
algemene theorie van stromingsverschijnselen. Dz algemene bewegingsver-
gelijkingen voor de stroming van een visCecuze vloeistof worden opgeleverd
door de vergelijkingen van Varia Stokes en de continuiteitsvergelijking
en in wezen is het probleem dus een randwaarde probleem voor deze gecom-
rliceerde vergelijkingen waarbij de randcondities gegeven zijn op een
oppervlak van zeer grillige vorm, n.l. u2 begrenzing van de porién in het
medium.

et spreekt vanzelf, dat een dergelijke opzet ven het probleem onover-
kom-tijke mozilijkheden levert. Anderzijds is het ook in het geheel niet
no¢’ v om de stroming door die porikn te beschrijven daar ons alleen het
makroscopische stromingsbeeld interesseert. Zuiver theoretisch te werk
gaande, zou men dus kunnen proberen uit de vergelijkingen van Navier
Stokes door de vorming van gemiddel”en enn makroscopische bewegingswet
af te leiden.

Het schijnt, dat, theoretisch cen dergelijk procédé nog niet op bevre-
digende wijze is mgeschied.

In plaats hiervan wordt in de theorie opgebouwd op de wet van Darcy,
die gebasecrd is op het experiment en h2¥ eenvoudige resultaat gecft,
dat de hoeveelheid water Q, die per tijdseenheid doorwcn mrdfilter stroomt
evenredig is met het cppervlak O en het verschil in potenti€le energile

8 i tussen de vlocistof aan boven en onder-
? - //f ///ij;frl ként 43{3 en omgckeerd evenredig met de
LT e ///{;//C, yal dikte D van het bed, of
| TZ Q= c,gzD,Ap_

[
P

Hier is ¢ cen materiaalconstante voor het zand.
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Het blijkt nu, dat deze wet geldigheid bezit, zolang de vloeistafsﬂ%éia,’

ming door de pori¥n laminair is en dit is het geval, zo lang het getal
van Reynolds R _ ofy”. X

3lein is. Hierin is 4 een karakteristieke lengte van de pori¥n, v de
stromingssnelheid en Loy
stof.

(Dit is volkomen analoog van de stroming door cen buis, waar 4 de diame-

de kinematische viscositeit van de vlioeie-

ter van de buis voorstalt.

Voor Rb< 2000 is de stroming door de buis laminair en wordt beschreven
door de wet van Poisseuille, maar voor R ) 2000 verandert dit karakter
plotseling om over te gaan in de turbulente stromingsvorm, die door ge-
heel andere wetten wordt behecerst).

In het geval van stroming door een poreus medium is deze overgang
nist zo plotseling, hetgeen duidelijk wordt, als men bedenkt, dat de
stroming hier een gemiddelde is van de stroming door ecn groot aantal
karalen en dus voor een bepaalde snelheid in het ene kanaal de stroming
al turbulent is en in het andere nog niet. Tr is hier dus een betrekkelijk
groot overgangsgebied, dat begint bij een getal van Reynolds R ~ |
waarbij 4 de gemiddelde korrel diameter is. Het blijkt niet goed moge=-
1ijk te zijn om een scherp geldigheidsgebicd voor de wet aan te geven,
maar volgens Muskat is de kriticke waarde Revl gan de veilige kant.

In problemen, zcdls gze in de practijk voorkomen, is aan de conditite
vrijwel altijd voldaan, bchalve misschien in een zeer directe omgeving
van een put.

Om de differentizalvorm van de bewegingsvergelijkingen op te schrijven,

beschouwen we volumeelementen, die weliswaar makroscopisch gezien,

klein zijn, maar die toch groot zijn t.o.v. de diameters van de porién.
Dan wordt de wet

—8~ = v = const. 'gz
waarbij de constante hiet de dimensie
T, ’T‘ “1 = IJ3 — = TJ2
pey, Lo =2g =1 w1 no 1771

B

73

hef¥. De constante hangt samen mnt de vloeistof cen de vaste stof en wel
met de viscositeit van de vlceistoef en de porcusheid ven de vaste stof.
Het ligt dus voor de hand te stellen

_ k op
v__._.._... —
A dx
waﬂrin}/‘ de viscositeit van de vleceistof is, k is een constante,

. . 2
die alleen op de vaste stof betrekking he:ft en de dimensie L~ hesft.
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Indien wij alleen waterstromingen beschouwen is u steeds hetzelfde. Bover-
di.r Amiken we dan p uit in meters (waterhoogte) zodat we kunnen schrij-
ven

=

v = X dp  _ k¥auh_j _d

)u dx }1 olx ax

waarbij )Y = dichtheid van het water.

In dit geval zal k de dimensie van een snelheid habben.

2. Tendimensionale problemen.

"¢ bechandelen eerst een klass» van Droblémen, waarbij de optredende groot-
hoden slechts afhangen van &8n orkole codrdinaat. Hierbij kunnen we on-
derscheid mak:n tussen vlakke nroblemen en radinel. symmetrische nroble-
men.

a) Vlakke problemen.

Het cenvoudigste probleem is het probleem van een put tussen twee parel-
1.1%le horizontale wanden. Daar wij alleen vlakke stroming beschouwen, is

de oput hier een oneindige sleuf, waardoor per strekkende meter een constan-
te hocveelheid vloeistof wordt verwijderd.

I
i

1

XXX T W EELXLX

WK T TR 0 AKX
«

- %

R R KR KRR R R RATKR, | R KK KX X XX XK
o b

'

|

T

b

> |1
|

&
4

<« -

H

De vergelijkingen worden nu geleverd door de wet van Darcy

(1)
v = - k. 4p_
ax
samen met de continuiteitsvergelijking, die eenvoudig luidt
(2)

zodat
v = const = V.
als ve gegeven is doarde sterkte van de put.

In 71t a2erst voorbeeld zijn beide lagen ondoorlaatbaar geromen.

Roschouw nu echter eens het geval,dat de bovenste laag doorlaatbaar is,
terwijl er cen constante potentisal ¥ heerst. (In dit geval zijn druk
cn potentiaal identiek, daar de zwaaltekracht geen rol speelt).

Toor =z bovenste laag vindt een stroming pleats , die beschreven wordt door
de Iormule
(3)
Q=c(fh-¢¥)
waarin N de hoeveclheid vlocistof voorstelt, die per tijdseenheid per m.
lengte door de laag gaat en 7@ en ;f’de potentiasl voven de bovenste laag
en sfussern - de twee lagen voorstellen




1§47

De stroming tussen de twee lagen wordt beschreven door de wet van Darcy

ve-k . 27
in totaal hebben we dus de beschikking over verg. (1) en (3) en de con-
tinuiteitsvergelijking, dic nu de vorm heeft: Q ol
v _ " i
L i ’tﬁ V‘f‘ DA x&
De vorgelijking voor de potentiaal worﬁt dan
e 9§~'}”) + (kh) —Qﬁf = 0, (5)

dx”®
en de randvoorwaarde wordt
= 0 (rand van de nut) v =,
fierbij is de verticale snelheid van het door de laag stromende water vor-
waarloosd.
Verg. (5) wordt opgelost door als nicuwe variabele in te voercn

y-Fos ¥ (6)
zodat zij overgaat in

2\ ‘

dx‘

m:t de algemene oplossingen.

%ﬁ’;: %JGZAX+-}B*€‘)\K
N=Vgr

T Ixmmnm‘m

3

OO I I I T

T

De eerste oplossing wordt uitgesloten door een tweede randvoor-
waarde n.l. , dat in het oneindige de snelheid nul moect worden (in elk
geval eindig moet blijven).

Dan is ‘}47 :::)Z? . }/7 _ 2 jf\x

en de snelheid wordt

V:kﬂ:—} Bkeu)x\

zodat de voorwaarde

en de oplossing wordt
V=V, €

f.:}poqmie v
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b} Radianl symmetrische nroblemen.

Wij beschouwen hier de analoge van de boven behandelde problemen voor de
vlakke stroming voor radinal symmetrische stroming.
b 1.) Bron tussen twee ondocrlastbare wasrdon.

De vergelijking van Darcy  is

71 ¥
Vo= 4k TF' (1) S — ;
) L A AR AN A XX ARLEDAR
¢ continuiteits vergeliiking ~w@;5‘é~
wordt opseleverd door de cis, dat PR
Aoor iedere eirkel eon consitante hoe- **ﬂf5‘”
. FEES R
v Theid water stroomt é'iéﬂ
"

21ls iy de sterkte van de bron is.

"ij kunnen de wet ook in differen-
L i

t Trorm schrijven

&

20 ve = 27 (v 4 av)(r +dv).

dv. = -y (%) NG J
d " '\ g
Met (2

en (1) volgt diract
n

)
o= _ 1n r + const, (4)
/ 21k

wanrbi]j de constante wordt bepaald uit de voorwaarde, dat voor r=&
'*f‘-:: (f;,n iSQ
: Iy i
Y g (5)
f f‘;'mﬁ iz

b 2.) Bronstroming tussen twee lagen, waarvan de bovenste doorlaatbaar is

en de onderste ondoorlaatbaar.

Boven de bovenste laag he=rst cen constante potentiaal.

3

71ij maken weer de ondarstelling, die RARNERTEEA NERNRVEERL

strict genomen, niet juist is, dat de i

stroming tussen de twee lagen steeds ho- -l

rizontaal gericht is, zodat het water, dat i

door de bovenste lasg siepelt, direct de "'XX)(X)(NE(K XXX XK
snelh -id krijgt, die het wabter tussen de

lagen hexft. Noem de potentiaal boven de bovenste laag j, en tussen de
lagen V’ , dan wordt de stroming door de bovenstec laag beheerst door de

vergelijking

1= (F-F). (1)
Tussen de twee lagen wordt de stroming gegeven door-de wet van Darcy

a¥
V=-k'~d~; (2)

en de continuiteitsvergelijking
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r2v+Q2rrdr =2 {r + dr)(v + dv).

dv
T I + v = rQ (3)

Fliminatie van Y.pv uit (1), en  (3)

lovert //,t:\\\
o) r

A

{
d- sz iy - g M
e NCE FATT = - e fr= P \§t§’/
v i
a-/ i 4y /- ) =0 )
poc ahdE IR s SR A S ¢

voerar wij in de functic
Y=fo=¥, (5)
ann wordt de vergelijking

,riiv ¢ (6)

= C
. AKIV
Teze ve Irnllgklnp word+ nog gereduceerd door te stellen

.-——-.“‘ag

213 gqni{?qn over 1n
Ly —o
It () M o d (1)
Deze vergelijkinz is verwant met de verzelijking van Bessel, die wij nu

verder gasan behandelen.
3. Eigenschappen van de functics van Bessel.

De nlgemene vorm van de differentiaalvergelijking van Bessel is

2.
d°y 1 ay v -
E;Em * T dr + (- ri )VU =0, (1)

waarin v een constante is.

Wij zoeken nu cen oplossing van deze differentiaclvergelijking in de
vorm van ecn rceeks

W=r"(a,+2, r+ a, r° 4 ... 4+a X+, «os) (2)

en vinden voor de a's ecn stel vergeliikingen door coéfficienten van op-
volgende machten van F nul te stellen,

| 2 o -
0{.'0((0'(*/}‘}'6(.‘,0( - y 6(,,,"0 r
. A~
@, {oXF ) + o (x+1) =0 r
2 Jo(-fZ)[u\’ )+ A, X2+ G vza., = 0 r
‘ I

A (Sl bl ek -1) 4 (oc+h) =V + = 0

De covfficient a, is alleen dan # 0, indien

ol
x® - v? = 0,

dus
A =4+V , of X =V



vz &

-G
; = '3 v ——
Verder is al G (als)ﬁéf) ¥ “6k4g2 - ‘22(y+y.
en voor A =+ ¥ ak= ‘J”Lf?~ - Ay-2
y Cenig® - > {5 v+)
<JE& oneven termen vallen weg en de ev?n termen blijven over k = 2m,
_ ~1)™
a = 2IT1"'2 = -
e = a ,
2m om. 2( T+ m) 5 Q — .
o w1 (Y o+ m)(Prm=1) «oe (y +1)

De crlossing 1s dus .

1 & . o - 12 MY 1
LTS S = N v
De functie 200 iy +Y yﬁj(::i)..{r4wd g (3)

~7
‘f/y( f“}i:: -'M‘ Za ('m TTva) -~ O )
wordt de functie ¥an Bessel van de orde Y genoemd.
Naast Jy ontstant een tweede oplossing, doorX = =V te stellen., Haar
reeks wordt verkregen door in (¥ ) Y door -V te vervangen.

(%

Indien Y geen geheel getal is, zijn op deze manier twee verschillende
oplossingen verkregen. Zij zijn ook geen veelvoud van elkaar.
Als V echter wel een geheel g:stal is, gnat het procédé niet meer op,
daar in de formule voor J -y ( y="n)
1 wer 3 L
-M T iy A=+
¥anaf m= n de noemers alle nul worden en de reeks dus niet bestaat. Om

te zien wat er nu gebeurt, gasn we terug nanr de recursie formules:

2
8,7 = - —& 5
A 22 (1-n)
—_ =2 2w~ — 2 i
alm* 2’ 2 of wel —8y,,,= a2n12 m(-n + m).

2. m (-n + m)
Als we nua,, # O kiezen, zien we, dat alle lagere 2 's nul worden zodat
de reeks begint met de term met a,,
Verder is

—a,.
Lh+d =
2,7'/’}'7+/j'j
ﬁl o = = Quni2l-e 4 ~Qup, b2 _ /—)jéﬁln
r L on sl (= n 40 l) T IEPS ] 22 Pinit)

Bij substitutie bllgkt de reeks te worden

- L - .
QZ%"‘«?? ] — /‘ ‘(UN . W("frm Z( /3‘7
7 /7,; f—() / é{)?,@/)/??m} ’)’)7 M7 iy Grrp - [+ [t )

d.w.zs de reeks wordt identiek met de reeks voor (? en de tweede oplossing

valt samen met de eerste(op een constante factor na). Om hu een tweede
oplossing te krijgen, die niet samenvalt met de eerste, stellen we
y = wdlr

en substitueren 41t in de vergelijking



Dan wordt

ar r dr
.64.2..:{. —_ ol Q.'.-...e-. ? gm-»é.l}. %—f’%"u dafia
er ﬂrz dr r dr
en de vergelijking voor u wordt
, 2 7
3 d d dIn { du
n S5 o4 (2 B4 ) 88 :
dr2 dr r dr = 0.
10 .. du . . e e - oA ’
Loem == = p; den moet p voldoen aan
dp + & 1n_dp oy, -
ar (2 cr * r )p =0
of el
dlnp _ 4
ar d ln.{ Jﬂ }
zodat
_.C .
b= rg3n ngz
en

G e

Daarlgn (r) in eer machtreeks ontwikkeld is, kunnen wij de integrard
ook in een machtreeks ontwikkelen. ZiJ begint met een term met I'in /
en klimt op.

Onder de termen is er dus één van de gedaante T 1 aie na integratie
oplevert 1ln r.
L) vinden dus, dat

=1lnr + R ()

aarbij R (r) een machtreeks is, die begipnt met ©

Dan is de neven oplossing

J = dn(r). inr + ()
warrbij ¢( ) het product is van Jn(r) met
term v O

—om

R(r) en dus begint met een

De ccefficienten van de reeksvoor S ) kunnen weer bepaald worden doorte
substitueren in de differentiaclvergelijking
LTen ingewikkelde berekening levebdt dan, dat voor de tweede 0910381n&

gekozen kan wordea -n+2V
- ()/?’Lr 74“ /’J"*V—-/)(J
>/'»[K) 77' JnX V.

2B [ el )] (5]

Deze tweede functie wordt de functie van Neumann genoemd. De constante
Y is de constante van Euler, ln'X = C = 0,577215 wmmemreeme- -

= lim (%El ?; _ ”f)

St

.

M+ 2

CWTQ“?
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4, Eigenschappen van de functies van Begsel voor grote wasrden van r.
Uit de vergelijking

/4 2y
Shtyoghi-k)y=e

is het mi] lastig om direct het gedrag voor grote r af te leiden, om~-

dat we niet weten hoe groot de term met_ﬁ%{ is t.o.v, de andere.

Verdrijf daarom eerst deze term door te stellen
fﬁ: Ulr) ver)
iége = W u !
r

?

2 N
L N N A
rr\ 3
P
Vs l/i"-f-z MIV/+’ w;ﬂ”*%/{,{,"),y.;—[,{ ')/"//-,L'/ / "‘}"[‘:L) Vv =0
Stel de coefficient van #'= 0
Ly V=0
L .
._;/_/_l_.:v*'—l“ %/}1/'3 /&y)f‘z-var
~ 3/ ;o _ 7] 3
V':_(l“*.’% /S‘fff\%,?/: @_Kr

vl,—-l

Stel dus

7"/:: C Ffu

dan moet (£ voldoen aan

’ /.\"é TR -4 / / -4 zzj /i ; _
: w+5Cr*us s 00 "+t =70 =0

of wel L

ok !
Voor grote r kunnen we in eerste benadering de term * ~ % verwaarlozer
~ L
en krijgen dan '
{,(,”+ u =20
met de oplossingen

> (F
U = £
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Stel nu Sh o 9 .
U =< 7)/#'1—6—4+/%++/h>

dan kunnen we weer Af, 4ﬂ,=.. vinden door subsitutie,.

, SN J (I VA b
u' = ce“§7+/~fg’-+{£14-»+£}-ew{.ﬁ.w@/—/} +j’/3+‘ ey
//7)’9

r~* n3 T

l. Y .
g ~é 7 i ./L ! _{;‘9 3 *'Z(: (,{ /-u. 2644_ ) hi”'{(.*{“?’%‘l —.‘—é—é‘?‘ + /w4j 1
7T

i R & 'Y"”Jj

zodat substitutie lesvert

re 0=0
r 0=0
Tt —aid — it = o
R Y S ~(y= )4 =0 —202d, = ty-a t)A
R L N RSV L R A b ) Y A
A TN TY S LS P R R S DA
Lo, e g

h-2 Lo {m-1)

/5/1 = ’/1 ._9@_:2.)__&*

an

YA R N R S B R S R R e

Lem -2 [’\‘)) /)4-—/)
’ \ i [ ) o)) PEALINER
I/ 95”“'”]3W %) ijﬁ AR ,—wéﬂmmruMWW-u~m%u
A _ 4 )
(20)° m(n-im-2) (27 !
" iy, L (v m)(vEH) ;
U=¢ {7 ZT_;.r-( WO
“l 22; /.4.!‘) f

De andere oplossing vinden wij door 1 door =i te vervangen.

De samenhang van deze reeksen, die alleen bruikbaar zijn voor grotie
waarden van r (eigenlijk zijn ze divergent) en daarom asymptotische
reeksen genoemd worden, met de vroeger gevenden uitdrukkingen is op
een directe wijze zeer moellijk uit te vinden.

Wij slaan daarom een andere weg in en proberen een ultdrukking voor
de Oblossingen van de vergelijking te vinden, die voor kleine waarden

van r de ene reeks en voor grote waarden van r de andere reeks zal
opleveren.

i
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PRAN

5. Integraalvoorstellingen voor de functies van Bessel.
De gezochte uitdrukking wordt gelsverd door een integraal te substi-
tueren. Wegens het karakter van een € macht, proberen we (Laplace)

2 1
rz
;ﬂ = f e {.(_z)y./f»
<

en zoeken nu 7, en <1 benevens f£(z) zo te bepalen, dat aan de verge-
1ijking wordt voldsan.

-
L .

%‘({ _ 4‘ ( 0 ‘Pz > {{Z}Q’Z

r Jo

ﬁ 2, 71{(?"2 {/;Z;lofz
iafrzﬁ 2,

Voor de volgende herleidingen beperken wij ons tot de functies van
de orde nul (Y = 0), die voor de te beschouwen problemen vrijwel steeds
voldoende leveren.

Dan moet

<

/z'” Yoo - Lafe) — f12) ]z -

Wij gaan nu de integrand herleiden door partiele integratie

Tl

<L, frz . , P2
j ¢ [z ~/)T/”/M f{,‘.//‘}//z) Al = —-——Z/_/ /}7//
. '-Z .

2 .05 ’/z }ffﬂj

/ fﬂ
7 s
eIz

Dus moet
7 . y

Sy R N Y & s Y, f’ﬁg_/z o

Hieraan kan voldaan worden, indien f(z) zodanig is gekozen, dat
. _ X2 _
,(f/z 27 {(96 »/)/{Z)J} = O

of wel

jzﬁ&d +/§f540/?£? = 0
ﬁ_{j:».ﬁ.’g— = ‘“ZIL%« /’Y’/;é{'y

11z B

Verder moeten <, en 22 20 gekozen worden, dat de geintegreerde terme
wegvallen, bijv. door te kiezen =+ 1, Z= - 1.
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Dit levert de integraaluitdrukking

!
”

L‘i' Fg
J £ ol ¥
\// e

-1

Stel hierin 2= cos ¥ , dan is

> LT A

:;/ Loz T e 7 A el
- ‘ 3
i - o £t
Vi-zt = ey

en de uitdrukking wordt
T .
( , L1
€
/5
De reeksontwikkeling verkrijgen we, door

Lt w—»‘f '\/ Y ,_,4,3‘[2

& el
7.

M=
in te vunllen en de integraal wordt
B I
SN J Mb’n;é ;:(?ﬂ
Kot "
N 4
Bereken nuz:

Dan is
T
ph-‘-’ﬁ(’/b‘ﬁh(f[’[(f.:ﬁ&’u 7‘/$w{ )'C{b - W»f]«#?‘//v {,'f,(,_j 79 )(;
0 o
= {%‘I}{ifﬂh’ / U/ (r-i)) o ?"’{"/’ "/Y"H t‘h 2 ""{'7\—;)(7:)
v ‘J
dus P% ) ,22_;:' ; -Fh_;_

D [ ot
}/::' !93({.

o

D (" ol
. ju&nv wat [3vd£%::0

Alle P met oneven index vallen weg en
Poe 2w Do cfowed/lme ) p o E s lemefir )
fmm ™ 2,)—:: 1w -2 2y (2o -2) M4 iom /7»""

‘zodat de reeks wordt
3.7

S EOT T ol am -3 - -
e @Il 20m f2m-2) 0 - A

<7 T m;fﬁlf"’

N =0

7}'.
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o ,.«-*‘}"
of ‘”]<ydeywx¢
daar 07 - T
[ Sen(r ceaip) Ao = ; St/ F .z,_-n;fj%yf { i‘;w/rmmwa!y / Fim I wsfjg»(fm
& '3 ‘.i: »
‘¢.1 3un6‘LﬁMm Pl p) =
en ,‘1 / V{ u ?7 lLlI é’,
j .:oa{rcac..r?'w;wﬁ.-* “od(r i f)f"f’“”j cosfreesy) ol p= (ww cos fioly +
o 2 i Y Ry

o ;L‘(«-A{‘; /(‘j"..?‘iwﬂn qu rIJWJ&'b'P"w_}J{,’V

On het asymptotiscnr gedrag te vinden voor grote r kunnen we ock van
deze formule uitgaan,

Het is, vocral met het ocog op het vervolg in de speciale functies,
die optreden in de toecpassingen op de¢ stroming door poreuze media,
beter om een andere integraal te beschouwen, die ook aan de vergelij-
kirg voldoet, n.,l. dz integraal

O Lrx

z
, vﬁE??T"
Immers, als r complex is,r = r'+ i r" zullen voor deze functie ook d¢
geintegreerde termen wegvallen, als r" > Q.
Een asymptotische ontwikkeling wordt nu geleverd doer te stellen

T 1 7 < SR 2 S
!”(x-:')wt) a4 n , = 7-"—;“ ).c./f‘!—-?:-*l.

zodat de integraal overgaat in

<o g2 . o,
. L I Y
2T 24 At _ 1 f A
J Eigzanr T Vin Vi, e
4 Vel ver Y £
Ontwikkel nu de ncemer volgens het binomiun van Newton
1T e o ¢ - : i 2.'2:
(/‘74';-) = 7-.-/*£ + "z -f TS B
2r, “oar 2/ Lar

Deze reecks convergeert echiter alleen, zolang{‘f},’( 7.

g

-

Wij kunnen dus geen exacte formule verwachten, daar wij van t = ©
tot t = o integreren, integendeel, de ontstane reeks divergeert cn
stelt de integraal asymptotisch voor grote r voor, d.w.z, het verschil
tussen de integraal en een vast eindig aantal termen van d¢ recks
nadert tot nul, als r groot wordt (zonder bewijs).

Dan krijgen we

ik 2.2 o8 3 , e vy :

¢ ; / cf qn...i / iy,
,z,_é: , { g ‘ ‘i«t — ,._}.. N "3—}‘" ( g &g e L . F_l«-' e | *,': L t 7 4""/..’C s 4‘
Var o 2 o 2! (AN i
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Nu is . R
=0 't‘& a - Lt R / t -2
- e ",,l? / “ed b 1 A«}'ﬂ 7ﬂ ’ L In-2
° 0
- 2 nasn CIINg
= 61n~/u/“s )T +(77- ‘?’9{’*‘?2.)7*.2,
) b ‘
Dus

Ql“ =(n-%) Qupiy =(0-2)(7-¥) ‘.I(Q‘z'n%(: o=l hf -4
WA

waarbi] CQoeen zekere constante is.
Substitutie levert dus juist de ggymptotische uitdrukking, die we

ook uit de differentisalvergelijking gevonden hebben voor & = 0
Q _u..“?ﬁ.._ XV PR
“Var 2 ar

De uitdrukking in een machtreeks kunnen we ook vinden, hoewel dit niet
z0 cenvoudlg is. Immers doox'.ﬁtrz in een machtreeks te ontwikkelen,
ontstaan divergente integralen.

o2 wz oo
(/Z L.’“waé&
((Lltdy  (Gireds, @ .03

VETTE -

f / vz.
Wij merken eerst op, dat het rcele en imaginaire stuk elk afzonderlijk
aan de vergelijking moeten voldoen en berekenen nu het gedrag van deze
funecties voor kleine waarden van r.

|
Stel rZ =F, dan is de integraal { i= <& "(" AV L"{‘»f“‘: )
oy Ll’ ’

f é’?'N&' '/'
r VEER

Daar steeds t >J‘wordt de convergente recks

Z -} \x-///l [ ?«v“' 1
—= = L - r L Lo
VSR RN A A A

verkregen en de integraal wordt

j e, oét{7+l tt+}

r
Ons interesseren alleen de termen van de lagere orde, dsar de¢ oplossirg

door het gedrag in de oorsprong vast ligt, d.w.z. wij beschouwen alleer
de 1ntegraa¢ voor kleine r

jé’ aftmfwwwtaét fﬂwtm
AT

De tweede 1ntegraa1 is direct te bepalen, immers

fomtoa _ ;»,«;At-oég - T
—ao - & 2
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en voor de cerste geldt
= o
i p Y g ' s
v{ {,_/‘ﬁ__é 2/ - A 7f: /;77f T e D0 P fiow j ./Cf:qz“‘ st LAY .

_F »
We zien dus, dat voor r-0 het imaginaire
dert en het reele deel logarithmisch one

om streng te tewijzen, dat

/xe!.f\’}" . \ s
. -~ NS P

-—-—-=——:—:_~ ,/" - :;T_, . ) j {I'}""’k o(r/][.

( Vartey x i,/O /o

deel tot ven constante na-

:indig wordt, Het 1s nu amogelijk

De hier genoemde combinatie staat bekend als de cylinderfunctic van
Hankel van de eerste soort

X )+ Vb = ‘2'?;4.:.%0{,
HO(F): ]o[t’\) 4—1}/0(,&_‘.~ = J "

i
\¥

terwijl

=T
] 2 , )
B = T = iy =2 (| =z
{J‘ /

I Vzer

de functie van Hankel van de tweede socort wordt genocemd
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N

- De vergelijking van Degsel voor inaginair argument.

jking, die in het vroeger seformuleerde probleem optrad,

h (',

1i
e vorgelijking van Sesgel zeli, maar uig onvetaat vwit verg.

a
(3.1) voor ¥V = O

O]
B
R
0]
O
t‘”‘.:

Al b S
Gt T up =0

door te substitueren

P=(p
De verkregen verg clijking
T
‘heelt dus ecn oplossing }
- éﬁ _w~_
/ ') = 7({6 %. /} ; y Z (g/*) (0),}/ A
e ’1 o (/h,‘. yi=
De functie ;( wordt meegtal ;et_jzg, aangeduid. Uit de
wikkeling b 13ht dat l{{} recel is. Voor de trecde oplogssi
vergelijking

ng van de
sesel hadden wij te’ Zon
r

Jc
e / -
]’L ZTJJW %) - TX“Z’” [:M +-'~+~'.’)§*(\f‘;’
dic voorr=tif overgaat in

it ~ -1 e 7 “-i / ‘{" . J .t _'(/ / {:, !,I
ﬂcg)z%j(§{5}[ﬂ%+ T £, 7,57/" // +27 k/f'z?/ *

Daar }

/'/1.7 R

ot = & -7
krijsen we dug, dat y’ad, complex is en dat bhot inadinasire decl de
wasrd.c LZJK) hecft.

Xy

Hieruit volgt, dat cen wecle oplooping verkrelen —ordt door Te nimen
XW”iﬂﬂf“%%@Hf%ﬂé il
licestal kiczen wij dc func%ie
Kigp = Lo Hlel
a%s reele standeardoplossing voor de vergelijiiing van lessel met

inaginair argument.
Zij hecft dus de reeksontwiilkeling

> > y , i A .4
S o A (Lt
.aa

Tocr grove L wordt het asymptotisch gedrag gevonden wit de vrosgow

.

onsescehroven asymnptotische ontwilkeling. 4ij volgde uit de dnfocirears
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ter—ijl verder

o
o

Sy €5 ] > iﬁ)l
Jp)= VA oy
C
™ij hcebben nu cen oplossing van de vergelijking gevondon, dic vo
= J naar nul toegaat, zodat ~ij het stromingsproblcem van § 2 kunnw

I

o

behandclen.
Dec oplossing voor Y is

Y = A Kig)
¥ = o +AKAVE T)

Voor ¥leine © gedraost deze ouvlossing zich als

L

oy i —\{‘ r)
‘f’?:: %’o’f/’f'z'é’%}r’r"'!
zodat de snelheid wordt

} . -
en de bronsterkte P wordt gelijll zan

L7 P
lim f’”w"rf{@ =27AkK=T.

r—=0 7
Hieruit volgt i

A = P
AR
zodat de oplossing van het problcem wordt

y: ”wgfiKo/V%r}‘
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Mathematische theorie van stroming door poreuze media.

Tweedimensionale verschijnselen.

A. Horizontale stroming tussen parallelle ondoorlaatbare wanden.

1. Algemene eigenschappen der stiroming.

De radiaal symmetrische stroming is in het voorgaande reeds dbehan-
deld. Voeren wij rechthoekige coordinaten in, dan is, omdat de stroming
in een horizontaal vlak plaats vindt, de potentiaal {} gegeven door

_\’,‘Q,E:FE-

en de snelheidscomponenten H en V- worden bepaald door de wet van Darcy.

5y

A = - K 35—"6‘:'
252

Vo= - K >y

Uit de continuiteitsvergelijking
2u Y _
3x T3y =9

volgt dan, dat

B

zodat$) voldoet aan de vergelijking van Laplace en de gehele theorie
van de itweedimensionale potentiaalsvergelijking direct toegepast kan
worden.

Naast de potentiaal bestaat op grond van de continuiteitsvergelijking
een stroomfunctie y/, zodanig, dat

u:s,;a,;, v*z—.gé‘i

Indien wij eenstroomlijn definieren als een lijn, waarbij in ieder punt
de snelheidsvector raaklijn is, dan geldt langs zo'n .ijn, dat

_ oY -3V
p{&V., -~ ax+ 2L uay
evenredig is met
2 ok Ay
5}{“ Y oy v=0
zodat langs een stroomlijn /= constant is.

Verder staat in ieder punt de snelheidsvector loodrecht op de aequi-

potentiaallijn§2u= constant, want langs zo'n lijn is het lijnelement
bepaald door
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AL = o= ?;Qotx +39'aly ~ ndxE Yy,

dus

’-—._-.

oly
))J
Integreren wij vanaf een stroomllgnsV 0 tot een stroom113n§ﬂ' 9%

langs een aequipotentiaallijn, dan is de hoeveelheid doorgestroomde
vlioeistof gegeven door

\,V*:.fxﬁ'df’./w“@”
o

- f{W’/Nd AS.Cosk + W S W§'~SM.:\:?.-;

[(b{oé/"?”oéx):: ﬂ%‘?"df‘f%"’x}‘
= % - Va ‘

zodat de functie V’de hoeveelheid vlceistof, die tusseneen vaste stroom-

1ijn, waar&V:: 0 is en een variabele stroomlijn stroomt, meet.
Wij voeren verder een nieuwe potentiaal in

P =K

]

dan is
w = ;afz 2¥
ay
_ - 0¥
V“%‘f = -5F

Nu zijn de vergelijkingen tussen‘¢>enlf’juist de vergelijkingen van
Cauchy. Riemann voor het rec¢le en imaginaire deel van een complexe
functie _@ van de variasbele Z= X+t

* Pz = AW+ ¥iKy)

dus
5%’ dx X ”ﬁ‘é}?“*g{
en

oF _ufd oz _ o 2
9/ Egé’/ Zég Jf'“/

Gelijkstelllng levert dan direct, als de tweede vergelijking met -C
wordt vermenigvuldigd

2 =21

ox 2/
~2¥ - 27

a)/ X
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Verderﬂ;gift direct, dat

=y -

A X U

zodat dat de afgeleide van de complexe functie de toegevoesd comnlexe

van de snelheid voorstelt (de gespiegelde vector t.o.v. de X-as).

2. Bijzondere stromingsvelden.

Met deze kennis kunnen wij nog enkele bijzondere gevallen beschouwer.
in het bijzonder singuliere velden. .5
a) Bron in de oorsprong met sterkte & . Voer in pooicoordinaten Z= re

D)= == iptdyresd]

dus
Ars= 554 y
&y .
yp(pﬁv = ¥ N A
Hieruit blijkt ook direct de definitie
van‘f’als doorgestroomde hoeveelheid P '////?/
vlioeistof. h

\\}\7>(
-
De snelheid wordt nu gegeven door Jer

u’Lr*.A@: wd*'gw‘%& - v

dus ‘ %

. Q
U+tV 3-25;;-2

De snelheid is dus overal radiaal gexricht en omgekeerd evenredig met de
afstand tot de bron.

b) Wervel in de ocorsprong ter sterkte [ .
De complexe potentiazl is

dt=47

Een wervel is dus een "imaginaire bron".

Nu is
/
plr Y~ 7
D
wirV)= 74"
De snelheid is hier | . 3
‘ - LP.—-L:——(:-'E .
UW-try = E:;',Z' yiﬂ\le
dus FY4

. c
U+¢ 7V==~*E:f; €
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zodat de snelheid overal 1loodrecht stast op de
radius. Indien [ z(? s volgt het snelheidsveld van
de wervel uit dat van de bron door in ieder punt
de snelheid van de bronstroming Vo 7 te draaien.
Het is nu eenvoudig in te zien, dat de comolexe

potentlaal van een bron in het punt i@ 1sj§ ir ?(Z” o en van een
wervel n?fm %)

¢) Dipcol.
Beschouw een bron een een nut van gelijke sterkte, de ecrste in het
punt Z,,:S * de andere in het punt .7, = «-u«é’w .

Dan is de totale complexe potentiaal
L2 e‘“‘f{

Bz)= B[4t l2eie D= LG5k
ke f
-2 ji’:;" 2”[:@&“](/;/} o | )</

Indien wij nu 0 naar nul laten gaan en tegelijkertijd ngo laten aan-~

groeien, dat het product 2i¥5.=ﬂ\constant blijft, dan is de complexe
M éiu

pctentiaal_éﬂgy = - i:%'jg* , het veld van een dipool ter sterkte M,
{1 )

De lijn . Z =P¢ , wa~rop de bron en de put liggen, wordt de as van de

dipool genocemd.

Neem in het bijzonder A =71 , dan is

Plr)= =L L= - M Xly

en de snelheid is gegeven door

De lijnen }0 = const. en(f’: const.
hebben de vorm

N S S Y
9”(XQX7 =<3 gt Coenz?,

X
) =B g = conol
[ 4 @-l/x,&)/
d.w.2z. zij vormen twee orthogonale cirkelbundels, die aar de X-as resn.
de y-as reken.
Het dipoolveld met de’y~as als as kan ook ontstain uit het va2ld van

twee evengrote, maar tegengestelde wervels, die elkaar langs de xX~&3
- naderen.
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3. Conforme transformatie ven stromingsvelden.

Beschouw in een Z =X +(Y vlak een stroming met complexe potentiaal
é(z):kf’(x,yhiy(x,y) en snelheid —LY=%§ . Indien nu con conforme
T
transformatie wordt uitg:voerd.d =/ ), waarbij Z =X+ sen punt in

een ander vlak voorst:lt, zal in overeenkomstige onunten f‘ ' ~_é—§/a)
dezelfde waarden aanncm:n, d.w.2zZ. de stroomlijnen en 'xsa.ﬁzn-:';e’n'tiaallijncn
in het ene vlak ga=n cver in de stroomlijnen en aseguiroicniiaallijnen in
het andere vlak.

De snelheid is _j.; het Z-viak gegeven door
Ve A difE 4D gy -éry'&
U-tV==r7 Az fz) =l /

zodat de snelheidsvector bij de transformatie gedraaid wordi over een
hoek arg ’(’Z) en haar lengte vermenigvuldigd wordt met / / /(‘Zi .

4 /
)

Eerste voorbeeld.

Bron tussen parallele wanden.
I F/zlziu1411;5,.'11;/111/11

b

4
& I

Het veld wordt gevonden
door de bron in Z=2¢

te spiegelen t.o.v. de

wanden en deze spiege- h %_‘
SN W N W N N N W Y\\\\\\—%.
F 1))

lingen te herhalen.
Zo ontstaat een perio-

>

diek snelheidsveld, waarbij de stroming tussen ¥ = -h eny = +h
veriodiek herhaald wordt.
Door de afbeelding

e G AT
Z._W%

wordt de strook in het g vlak afgebeeld cop het 77 vlak.
Immers de Jijn Z= +ih +X gaat over in

17« Tk Elas ih) < A 2 cod Bi & o TZ i KT o3 icondz

Het wverband is het béste te zien uit de volgende tabel.
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Z=X¢ly (D~ D4 EnC
0 0,0 0,0 A
A O+ih | O+ /N
B O0-ih | 0-i
C + +ih Q4100
D | +m-ih | 0-iw
E | —0+ih | O+iwx
F | —c0—-ih O=ico A
v
2
Z =X+
F'D

De voorwazarde, dat in het 3z vlak de stroming moet vallen langs de wanden
gaat over in de voorwaarde, 3iat in het‘Z vlak de stroming langs de ver-
ticaal gericht moet zijn. Het veld van een bron in het Z vlak in de
oorsprong voldoet juist aan deze eis, d.w.z. in het vlak wordt de
stroming opgeleverd door een bron in O.

@zg&zgg;&%ﬂ

LA D
zodat de stroming in het Z-vlak verkregen kan worden.
Het is duidelijk, dat de functie 1ln sing%' singulariteiten heeft in
de punten 7= 1»h en dus inderdaad een reeks bronnen voorstelt.
De snelheid in het Zvlak wordt gegeven door

W-i7s @ _ Q. Co% Q“"’d{f Y

CEREE P S 7R, h

Aan de Tezer wordt overgelaten de stroomlijnen en aeguipotentiaallijnen

te tekenen.

Tweede voorbeeld.

Gevraagd wordt de stroming te benalen, waarvoor langs een lijnsegmen
-_}£<X<i+f de potentiaal een constante waarde aanneemt en waarvoor de
snelbeid in het oneindige naar nul gaat.
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Door een conforme transformatie

Lo Lf77 L

wordt het lijnsegrent - /<X<+[ afgebeeld op de eenheidscirkel in
het /7 vlak. Immers, als Z = ¢£° .Y-

Z = f//f”flﬂ‘y/s/fwﬂﬁ

-
V

is

Nu wordt de stroming in het

stroomlijn is en die in het

Z, vlak, waarbij de cirkel een \\\\N’////

oneindige nul is, zoals we
vroeger gezien hebben, opgeleverd

door in de oorsprong een wervel ie plaatsen.

éfzjz =

Verder kunnen wij 77 oplossen

z 2Z
v/ = 0
?—Z

QZ‘: é;:t‘d%g;?:s;; o
zodat
L E )]

Wij kiezen het + teken omdat we wensen, dat het oneindig verre punt in

het .7 vliak correspondeert met het oneindig verre punt in het %27 vlak.
De wortelvorm suggereert ons om ecn nieuwe variabele in te voeren,
n.l. te stellen

L=k g §=8ryi

1mmers dan wordt

G=8 Zyfends+ ;afgfzgﬁ 15“7:.2‘.’;/5* 2)
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De lijnen van constante potentianl worden dan gegeven door é7= const,
en de stroomlijnen doar?::const.
Daar
cm,»([;fui;z): %/g«fm?réfimjgﬂhz
is
X = fw::%gr'/ﬁf?
Y = /mﬂgsw y

De lljnen'f const. hebben tot vergelijking

{;fboﬁ§)'4(;;;ﬁg; 2

en stellen dus een stclsel confocale ellipsen voor, de lijnen %= const.
hebben tot vergelijking

/5;7)1’25»—7)2

en stellen het toegevoegde stelsel hyperbelen voor.

Derde voorbecld.

Gegeven hetzelfde lijnsegment met bronbelsgging als in het vorige
voorbeeld. Bovendien is een put in het nunt X,, /, aanwezig.

» X o:/d

3 &
at

Bij de conforme transformatie %?=-ﬁ(i§ig§) gaat hét buitengebied wvean

het lijnsegment over in het buitengehied
van een cirkel en het punt o= Xof (Yo
gaat over in het puntfzgi)f;ft>6
Om het stromingsveld in het Z vliak
te bepalen, waarbij de cirkel sitroom-
1ijn is, gaan wij het punt Z spiegelen
t.0.v. de cirkel.
Om dit spiegelingsbegrip met het aanschouwelijke begrip te laten
overeenstemmen, beelden wij eerst even de cirkel ﬁﬁl=l af op de
U-as van een vlak w=W+t¥ (dit is geen snelheidsvlak!) door de
transformatie

W-¢



Y4

Immers, dan is als Z =€
Wee (L o ¢ (0Bl oy
-/ *+ £ #—Cmﬁ—{'%l)’

zodat het beeld van W i: re2le as doorloont.
Het snicgelbeeld van Wo=tUos (Y,
is dan het toegevoogd complexe
U;‘B = U - Y
zodat het spiegelbeeld van

Z, = Ltwo
9 VQ-C'
is ,
AR V2 "
o _ Wﬂ“ﬁ}d . - Fpe‘ ‘:"/
Als :50 roe't , dan is ¥y, = ¢ —
‘C‘))o PO'( -
en r Dol 4
Wc = ¢ m
/pe -
- .
7 ifre ——zj-«/&e 2 ZAL
. - ¢
i€ w) ~clre” -d ~2cly€

Blz. 26

B bt LA
“ﬂ%ﬂ-' (U‘:’Z}Sf

zodat IZ:het punt is, dat uit Z,door inversie ontstaat. Een brorstroming
in het W vlak, metbron in Wo waarbij de lijn V=0 eguipotentiaallijn
is, wordt weergegecven door een bron in Wo en een even grote put in Wo

zodat wij in het ZZ vlak eveneens een put in izjmoeten.aanbnmgen. De

potentiaal is dus

P=214(z-2)- 42

waaruit de stroomlijnen en ecuipotentiaallijnen gevonden kunnen worden.
Door naar het Zvlak terug te gaan vinden wij dan het stromingsbecld in

dat vlak.
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Afdeling Toegepaste Viskunde.

Mathematische theorie van de stroming door
poreuze media.

4, Grondwaterstroming onder een stuwlichaam.

Wij beschouwen verschillende gevallen van grondwaterstroming onder
een stuwlichaan van oneindige breedte. Daar in iedere doorsnede het
snelheidsveld hetzelfde is, kunnen wij ons beperken tot tweedimensionale
stroming,

a) Dam op een oneindig dikke poreuze onderlaag.

Voor en achter de daw heerst
constante potentiaal, langs de
onderkant is de snelheid tangen-

tiaal, d.w.z. daar is de stroom- (kaahy

snelheid constant. S
Dit is juist het tweede voor- N

beeld met verwisseling van poten- f//

tiaal en stroomfunctie. v
De complexe potentiaal wordt dus opgeleverd door

cpriy = LR ——
Pefriy - HIF T

De stroomlijnen zijn confocale ellipsen en de equipotentiaallijnen zijn
confocale hyperbolen,
Onder de dam varieert f van 7 tot —7

yféf;— ’g"’{?“v’ ('gj' }‘ ﬂn[&w%n%é)

-&
-—T;-i als %:Cmﬁ

/
.7 46‘?

Noemen wij het drukverschil tussen voor en achterkant.dfv, dan is

——
P

bo

Y
Afo- mﬂ

dus CQ:,,?,&P
en 9&?:2 féJogéyxun %?

Voor de totale kracht op de dam vinden wij

K= f(pm-—?%m%e}m Loap+2dp, ([uf}a}f
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en voor hetﬁmoment om het midden .
&

ML lbi Sl F)nne SR L) p).

b) Dam met verticale scheidingswand.

/|

| e X
p * 7 v : —~
Z :X + ¢ '>/”
* —
Het vorige vraagstuk kwam in wezen neer op het volgende:
Gegeven langs de x-as, dat voor -1<{x <+1 ‘;"’-——.const. en in x < -1 en
x >+1 = const.
Tij zochten een afbeelding van het x,y-vlak op het V¥ tf—vlak, waar-

bij de x-as overgaat in de gebroken lijn PAE® , In het nieuwe geval
geldt weer, dat langs de

e Y=9 -4 L =Y - x-as voor x < -1 y: ¥, en
P A ¥-0 E zzaxely @ voor x > +1 y’: #, . Ver-
der is de gebroken lijn
ABCDE stroomlijn, zodat daar-
VE p=pa Q langs 'Yconstant is,
‘ Ons probleem zal dus tot hed
Yo s> 5 vorige teruggebracht zijn,
A p als het gelukt voor het Z=

)= X+i¥-vlak, het physische vlak eerst af te beelden op een "hulpvlak®
z=x+1iy, waarbij de gebroken lijn ABCDE overgaat in het lijnsesment AE.
Dege opgave voert ons direct tot de tranformatie van Schwartz-Christof-
fel, die wij afzonderlijk behandelen. -
Een veelhoek met hoelkpunten in de punten zk=xk+iyk met inwendige
hoexen LR kan conform afgebeeld worden op de bovenheflt van een
;:: g +i% -vlak door de tranforuatie

Z = ot 8 B

waarbij §1""’€n de beeldounten in het §-vlak zijn van de hoekpunten
ZyseeeosZy in het z-vlak.
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Om deze stelling tc bewijzen, merken wij op, dat een'hoekG{1 van de
contour omgezet mocet worden in cen hoek / in het § -vlak,

Beschouw eerst een willekeurig punt in het Z -vlalr en laat 3 het toe-
gevoegde punt 2zijn. Dan is

r=£(])
f
=f(§)

Een lijnelementje dz in bet uz-vlak gaat over in cen lijr:lementje

dé.:—-f'(é)dz in het $ -vlak, d,w.z. de richting wordt gedraaid over een
hock arg f£'($).

o/é AL, Indien dus £'({) regulier is in
) Zfiya/Z, Zf/gj hé? punt en.ﬁ OT worden alle

lijnelementjes in het punt 2z over
dezelfde hoek gedraaid en dus 1is
de hock tussen twee lijnclemen-~

en

tjes dz1 en dzz gelijk aan de hock tussen de beelden van deze elemen-~
tjes dé} en d§2. Hieraan ontleent de conforme transforuatie haar naamn,
want deze betekent dat bij de transformatie hoeken cnverandord blijvern.
Hieruit volgt verder, dat in de hoekpuhten van de veelhoekx I'(z) niet
regulier en #0kan zijn.

Stel daarom in het punt Zqy dat in de omgeving

Jl=(5-5)" (aseals-5)>

dan moeten wij 2,z0 benalen, dat een hoek X ,6 overgevoerd wordt in een
) hoek TT .
Voer even poolcodrdinaten in met oors»mrong in het nunt z, en as
langs een zijde van de veelhoek

Z-7 - ref

dan is de vergelijking voor de anderc zijde
y:w, y Qus -y = 1€
Verder schrijven wij
g - él = F e
dan moet =9 overgaan in Y= 0
en tf:‘x, overgaan in U=/7.
Nu is bij benadering

AX=2-2, % f) o5 = //")/% 1 (5-3)" "

dus

¢ X,

CV

2+
F>p™a,

(X,
re = 34*b06

en

TR



J

(73
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dus
X, = ?T()i, #7)
=

l kN
Wij zien dus, dat £'( <) in ieder geval de vorm moet hebben

5 ~ Xt Xy ¢ Xs _y
fl)= Als-5)7 (s )77 (65 )F
Verder is het duidelijk, dat nu ook inderdaad het beeld van de veelhoek
in het z-vlak de x-as in het ¢ —vlak is. Immers doorloopt g'de reéle
as, dan is
arg (; - §k) =7 of 0 al naarm:te glinks of rechts van het punt §k
ligt

{ i
+ L2

en dus is tussen twee hockpunten arg %% = const. d.w.z., het beeld door-

loopt een recht lijnsegnment.

Met behulp van deze stelling lossen wij nu het probleem op om de
contour PABCDEQ op de reéle as af te beelden.
De hoeken zijn bij B 7/2

bij C 277
vi; D A/2
Laat nud= 7 toegevoegd zijn aan D z=+b
§=0 8 & ¢ z=+b-id
é = - W H 1" B Z=b
g = -0 W i np

dan wordt de afbeeldingsfunctie

oA
- ) = ”é
il /26' o J(é-m“($+u“ * B

- A [AE= e = AVEE 4B
St

It

De constanten A en B worden bepaald uit de voorwaarden
b=3B

b - did = B + Ai

A = -4

zodat wij krijgen

Z = - T + £
Y v g
¢ Vi =%

De beeldpunten in het § -vlak van de uiteinden van de dam zijn:
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A = |/ - {4 (f*“/)
§ o

V-2

Het probleem is nu teruggebracht tot het vroegere probleem, want door
in het § ~vlak als nieuwe codrdinaten in te voeren

;,“ ; - é’+é" en te stellen & I:‘: é.'_ <,

zien wij, dat we een functie moeten bepalen, zodanig dat voor ~j<;<*£’

9//~o,voor§"<l;ﬂ7’,en;—>j }ﬂf is.

E
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Amsterdam O

Afdelin; Toegepaste "iskunde.

Jathenatigche theorie van de gtroming door
poreuze media.

Stroming met zravitatieinvloed.
In een verticaal veld is de potentiacl gegeven door

= .—i-/:;- I
4)"/4 (})&‘6&%)
=22rbij k = permeabiliteit
M= viscositeit
% = dichtheid
Y = hoogte van het punt

De continuiteits vergelijking leert ons weer, dat ¢>voldoet acn de
verZelijking van Laplace

AP

Voor het Zeval, dat het stromingsveld begrensd is door vaste won—
den is er gZeen verschil met de stroming in een horizontaal vlalr en dg
behandeling geschiedt volkomen ancloog mct veorgaande govallon. Anders wordi

dit,als een "vrij oppervlak" optreedt. Zo'n vrij oppervliak is een vloeistof
. opoervliak in evenwicht met de atmosfeer. Daar de vlioeistof langs het
opperviak stroomt, is het ook een stroomlijn. 7iJ kunnen dus zeggen:
een vrij oppervlak is een stroomlijn, waarlangs de druk uniform is.
De placts van het oppervliak ligt echter niet vast, zodat de mathemati-
gche moeilijlheden ontzaglijk toenemen want de vorm van het oppervlak
moet samen met de onbekendc potentiaal bepaald wordens

In het driedimensionale geval is Git zo mocilijk, dat in de litera-

tuur geen betrouwbare methode bckend is. Tweedimensionaal kan het echter
wel met behulp van de methode van de hodogracf, dic voor het cerst is
inzevoerd door Hemol. {24385, 14, 1934).

- Wij bespreken hier als voorbecld stroming door een dijk met vertl*

cale wanden, waxrbij aan weerskanten water staat

A

A

v

Hierbij treedt, behalve het vrije opperviak, nog een complicatie op,
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n,l. het kweloppervliak —aarbij de vlceistol ecn gebied binnen-omt, waar
dc drul constant is langs ccn vactc krommes TiJ mocten dus beginnen
met de randvoor-anracn voor vergschillendce gevallen op e gchrijven.
a) ondoorl«.tbarc wandcn.
Deze zijn noodzalillijx stroomlijnen, zodat hier gelat in icdor punt
U_-.':. ”‘é.a’.?bf?ix

Y= - Eﬁg St X
o5

gls 5 d¢ codrdinaat langs dec wand is, ¢ dac snelhcidspoaentiaal ¢n X de
hellingshock
b) Bquipotcnitiaalvlak.

Hier is, bij definitic ¢)= const. en de snclheidscomponcntcn zijn

U= -2 semx R S
-a——@ L‘/‘ﬂi"id
”

— -
—

¢) vrijc oppervlalkken.
Deze zijn gekarchteoriscerd door p = const. dus

(;b._zzjxc R*:: g—%—g

zeldt _ R st + 537 T '
Verdcr is het oppervliak stroomlijn, dus is 58 dc totale snelheid
op het opperviak
'.' 2
Dus "P\S‘mﬂ( B(A (D¢):O
BS

d) kreloppervliakken
Ook hier is de druk constant, dus

$-ry=c
of wel

— Kk 3 +%§—"0

Verder is dit oppervlak geen stroomlijn, dus is
g_‘?:ua»o( +~ Y Sin X

Zodat wij als vergelijking krijzen
(F K)ok 4+ U o = O,
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In al dezc gzevallen i3 de versnclijiidng terugocbracht tot cun betrekke-~
1ijk couvoudige vergelijhin, trssen w en v, in hev byzonder als de hoek
K constant is, als dus in het x,r via. do vaste greanzen rechte lijnen
zijn. Hot 1i_t dug voor do heme om cun viak t. beschouwsn met v cn v
als codrdinaten, h.t vlalk ven dc houwopreafe In dit vlick krijeen wij als
becld van de genocmdc lijnen, als of ccn congtante waarde heuoft
a) ondoorlaatbare wand.

Rl Loty & s, dus ccen rechic 1lijn door dc oorsprong
<

b)equipotentiaalvlak
e y 00k coen rechtc 1lijn door &c oorsprons.

it ly
c)vrij oppcrvlak
4 L_ L 2
/y,«.{_v:)*f'k:;,r‘,

dus ccn cirkcl door 4o oorgsprong.
d)kwcloppervliak

reehte lijny,nict door dc oorsprong.
Deze nothioGe lon dan in het vlak van de hodograaf cen becld leveren,
van ¢cn stroming mct ecen vrij oprervlak, dat verder met conforme treng-
formatie blharndeld kan woricn
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AMSTEERDAMN O.

Afd. Toegepaste Wiskunde.

Nathematische theorie van de stroming door
poreuze medis. ‘

In het genoemde geval van een dijk met verticale wanlen op een ondoor-

laatbare laag is langs AB& potentiwel constant en geeft duc in het hecdo-
graafvlak een horizontsal lijn- B
segment van de u-as, de lijn BC — T- T
moet in het punt B aansluiten __‘“7; -
asn dit segment. BC is cen vrij Rl =
oppervlak en wordt das in het

vlaek van de hodogrzal voorge-

!
{
<!
!
f
i

Y

SRR KTy WA FG ) R R KA

Poed

steld door een stuk ven ecen cir- V. physisch vigk | -
Bi=9 A v £ w
kel door de ocorsprong < - 1 >
— AN
2.2 41,2 3l
(V4§ﬁ) Hl:gé , d.v.z. :C/}
in B mecet de snelheid nul zijn, /
3 . /
B is een stuwpunt. Verder is het . = P
o
segment CE een kweloppervlak, dat ¢ hodograafvlak

in het vlak van de hodograaf wordt voorgesteld door een rechte lijn, die
niet door de corsprong gaat loodrecht op het oppervlak, hier dus een
lijn evenwijdig aan de U-as, met vergelijking

v+ = 0.
Hieruit velgt, dat deze lijn de cirkel van het vrije oppervlak in het
punt v= =k raakt; dat punt correspondeert dus met C.
Het segment AD is een stroomlijn, hier is dus de snelheid weer langs
de U-as gericht, d.w.z. in het punt A', ergens op de U-as sluiten het
beeld van BA en AD aan elksar. Evenzo is DE een equipotentizealvlak en
dit beeld sluit in het nog onbekende punt D' op de U-as aan dat in AD.
Nu ligt C'E' langs de lijn v= -k en D'E' langs v= 0; hun snijpunt kan
alleen zijn het punt UL =oca Op deze wijze is in het hodograafvlak een ge-
sloten beeld gekregen, dat (op de ligging van de punten A' en D' na)
geheel vestligt, in tegenstelling tot het physische vlek, waar de vorm
van de grens BC onbekend is.
Nu zoeken.wij in het hodograsafvlak een functie, waarvoor wij op deze
contour randwaarden kunnen voorschrijven. Beschouw daartoe de complexe
potentiaal ko(z) = ?(x,y)+iﬁV‘(x,y) dan is langs

AB= (f =const.

BC Y =const., $0=G1+Ey.

CE Y’=C+Ey.

ED 79=const.

AD Y =const.
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Wij zien dat de functies ?Qen y?of constant zijn of uitgedrukt worden
in de cobtrdinaten x en y. Om nu een functie te vinden, die bekend is.
langs de omtrek van de figuur in het (u.v)vlak, schrijven we eerst
} .
S AP Uy LW =
W - = ;ZE , U =
en differentieren norm €
Dan is langs AD u= i% , v=0
Alw _ gae -

w2/

. /“A',:.
Ml“d)(..a,t)(j LT
K
dus zuiver imaginair
langs BC

-
14

u_{_v %['y~::0
en dus

.
4 AL
plu = ~ -

oV
o

Verder is hier, omdat het vrije oppervlak siroomlijn 1is

=
zadat

A —»(?*4—%%/-'L w Qi)f

ozt W= LV
langs CE v= -L , x=const.
AW oot
féil b/"‘) - 0(}
langs ED is =const., dus evenalslanus lijn 4B
Al _p ot
a:‘zl“ yf/.a

terwijl tenslotte langs DA
‘-f/ =const, v=0,

ol _ A
Ml X

y=0
dus

Wij zien dus, dat arg(gegL) langs de gehele omtrek gegeven is en dat
dz
voert ons ertoe om te stellen

S 4+ (T = Aé%;ﬂ(?iiifﬁ

Dan zijn de randvoorwasarden voor

T
AB Te -
Langs BC voeren wij eerst de hoek /Qin, zodat op de cirkel
A= ¢ZT A7‘§9w12/2¢ﬁ3274
/+—~4%w/g # st |
en dus ,.,—c&yg . 4 o P e
"M T

2 - avzj —£ =
= . -iA .
¢« £
&L

- ¢
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;%/g

2
= a/y =5 A
—-(,2/1 %ﬁ

lengs CE is T =
® .2,/.(\;%*1;’

langs ED eveneens g &

en tenslotte langs DA = ¢

Wij gasan nu de figuur in het vlak van de hodograaf afbeelden op de bo-

venhelft van een vliak, dan zijn in dit vlak de waarden van het ima-
ginaire stuk von de functie (S +(¢T) op de reele as geseven.
Transformeer eexst net hodograafvlak op een staniaardvernm door cen

draaiing, zodat C'D° in de oorsprong .
komt en B' in het puos g=1. E e | L

éi-s 'é%'fbtﬁ.u1)+—jz - P
terwijl de lijnen E'E' en C'E' over- é;’/d N\\{; A
gaan in verticale lijuen. ¢ / J/gﬂ‘}a
Nu is de functie, die de op desze ) 5 ek
wijze gevormde figuur afbeeldt op de /

bovenkant ven het » vlak bekend als
de elliptische modulaire functie en a2ls zodanig getzbelleerd. Hierbij
is

1]

o) =0 A0 =T ,’)([00):. -0 R+ icd) = + =2 ~
en wij krijgen dus in het A vlak voor de funetie T op de recle as voor-
geschreven waarden

= 0 | 1

4
} 1 3 ; —
=T Wt g -Thoa T=0 p -~} E
Hierbij is het verband tussen ;?en/ﬁ gegeven door

2 = a4 L +e .

Wij moeten dus nu in het platte vlak het probleem oplossen een funcilie
te bepalen, wasrvan op de reele as het reele deel gegeven is. Noem het
viek Z2=X+1iY en de functie

W=U+1iV, dan is voor y=0

U{x)= f(x).

Indien we de functie W in het punt :
Z,=X,+i¥ {Y_ > 0) zoeken, passen * \\
wij de stelling van Cauchy op het
gebied begrensd door een halve cir-
kel en de X-as toe,
+R

VV(zq) -;;~ W Lx = 1 WAK) otx e / chfig
A7 Tz -z, 27 )( )(0-..2)/ i

o /Lj C@
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Indien mu W(z) voor grotc R in het bovengedeclte voldounde £ncl near
nul tocgeaat, is dc integranl cover de halve eirkel in de limiet (achter~
af verifiercn!)nul.

Pagsen wij de¢ stclling toc op hetzelfde gebicd mear met het tocgevoegde
punt Z _X ~1Y dan is d¢ integreal nul, omdat het punt buiten het ge-

blcdllgt | /(/{(XO)*")/X')) x
O.:_Lﬂ‘{'__ob()( Xo)"/“’-ya '
Optellen en aftreckken levert A

: o) = = (e ) x
{/(()(oyo_/-/'l V(X /)“" ,..a{y /i{X)L lgj ~X03wé'x

+ov
fux o)+ ( V(X‘D)}

T g (X-x3)* ""}’oz

Yool X

Door gelijkstellen van recle en imaginaire delen lunnen wij nu U(Xo’Yo)‘
zowel als V(X Y ) in de geguven waarden van U(X,0) uitdrukken

(/(()(";y") = yo j (x“i(o)o{f'aé;) )

.‘E~""L' L(_(X) /i[ A oL
V(X.,y.) 77_[,0 (x‘;;:ﬁx

zodat

W(zo) = a(’(o,ya) -+ ( W(xo)yOJ o

g {&/{(X-Xo)+6/}a€x
ﬁt_.x, oA 7

Indien wij nu de coOrdinaten van A en D in het 2 vlak met a en d aan~
duiden (nog niet bekendl), dan vinden wij nu de functie Zi;“ o+ T

. aale A A-1
Lo+ T =57 f * j(aa)(ﬁ—/&)ﬂ

zodat

.?zi%‘ij V(? «d/(a. 2)A z-;fm

Daar A=2(q) een bekende functie is van wu'(z)=U-iV, is ook
w"(z) =F{w(zZ] en is
=+ M = Ie¢*ct.o((u.-t‘V)
F(U.-*-LV)
Zo is dus z tenslotte bekend als de functie van U-iV en het probleem 1s-
in principe opgelost. Hierbij moet opgemerkt worden, dei de constanten
~a en b eerst uit de eindformules bepaald kunnen worden, :
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AMSTERDAM O.

Afd. Toegepaste Wiskunde,

Mathematische theorie van de stroming door poreuze media.

Stroming van twee homogene vloeistuffen met gemeenschappelijk grens-
vliak door een poreus medium in het zwaariekrachtveld.

4. Probleemstelling.

Wij beschouwen de stroming van twee vloeistoffen met dichtheden
3’1 en ¥, ( ¥ > ,) met een op het tijdetip t=0 horizontaal gremsvlek,
waarblj de tweede vlceistof zich onder
de eerste bevindt.
De potentiaal van een vliceistof met
soortelijke massa ¥ in het gravitatie-
veld wordt gegeven door
¢:Z+__f~ | 32
7F
als p de druk voorstelt.
Volgens de wet van Darcy wordt dan de
snelheid gegeven door

, ;; k grad ¢

waarbi] k de constante van Darcy vcorstelt,

<

<
-~

N\

In het eerste medium is de potentiamal dus gegeven door

O =2+ ~L-

8¢
en de snelheid door

—
v1=k1 grad gb,},
in het tweede medium worden deze formules
¢2‘22 B/ 3
-k2 grad géz
Op het scheidingsvlak moet de druk continu zijn en de normaalcomponen—
ten van de snelheid moeten gelijk zijn

Z4=2os P4=Pp
~> =2
Van™ Von

Hieruit volgt, dat daar

20, |, 20
19n T 20m *

Voor het gemak voeren wij nieuwe potentialen in

Y1y ¢ }02=k2¢2’ ey
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zodat ?—ﬂ -a ((9&

en verder

- b
?ﬁ1 k Z+ 7
Wb

— AR S <X
992_k22+ b
Op het &cheidingsvlsak is dus

74
f'1 fg'-(k k2)z+(3’ ﬁ)pr
g %
en verder is
-y -
qugrad‘f1, v, =grad f%.
Wij kunnen dus in het gehele veld het stromingsbeeld beschreven denken

door één enkele potentiaalfunctie ?9, die ter pleaatse van het schei-
dingsvlak een discontinuiteit vertoont van de grootte

b=l k)7 + (= - ———‘)ﬁz

=
= § kR =l HK) Zq, - kié. E}Z-;— Ky, - Koy, /C/,—Hfa.):
zx»f,;ﬂg‘,h///b,3 - Ihy,) Kify, + K4, Kfy, + Wafy,

1y <K
74%" ‘/h
+
K‘/D’! + K/, T (f' L‘oz)

In de meeste gevallen 18 de” tweede term klein t.0.v. de eerste, zodat
wij deze vervaarlozen. (Voorbeeld:

bron op afstand 50 m. van scheidings-

—

viak zoet.zout w§$er. z?
?ﬂe*'?%.:: 'Z%;TZQ !
Neem (Y =250 n3/dsg, en - S .‘
k,=k,=30 ‘ .
en neem

dan wordt de tweede term

250

en de eerste voor Z~1 m,
30.0,02=0,6).

Wij krijgen het volgende probleem ter oplossing. Voor t { O is gegeven
een samenstel van twee vloeistoffen (zout en zoet water) met een hori-
zontaal scheidingsvlak., Op het tijdstip t=0 worden pompen in werking g
steld} mathematisch gesproken, worden aan de potentizal zekere voorge-
schreven signulariteiten opgelegd. Deze beinvloeden de ligging van

scheidingsvlak, zodat een discontinuiteitsvlak veor de potentiaal ont-
staat, dat evenredig is met de hoogte van het scheidingsviak boven zijn~f
aanvankelijke ligging.
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2. QOplossingsmethode voor het tweedimensionzle prohleem.

Een discontinuiteitsvlak van de potentiaal komt overeen met een di-
pocolbelegging.
Beschouw n.l. het veld van een enkele dipoocl. De complexe potentiasl
van een enkele pool in het punt z, is—l— log (z-ze) en van een dipool

2
met asrichting v . P
} ! ¢ . L £
e ch éy{i—:fo#' we'v) = 2T -2y
L é (X -xo) Cor= ly-f‘{.)"'ya) S )9;-}- (.‘{(X'Xt»)%’g'é"~}fa) &m?}}’_
g - -
27 Jx=X)> +y-y5)%
de potentiaal is dan
G (a)em P4 (Ve ey L .’?..5)..,&( r.
7 (K% )2 (Y <yt T /

&ls ¥ een coOrdinaat langs de asrichting aanduidt en r de afstand van
het punt waar de potentiazl bepaald wordt tot de dipool.

Een kromme lijn, die belegd is met dipolen ter sterkte /\ (8) en asrich-
ting normazl op de kromme, heeft de potentiaal

/ < 2 Y
= T g ANS) 4 =Y "“ | ey
= A ( /\(Q) w;“x9(/o~..t9+$0w795’vm9. a£S = |

‘2-77 " C":a

=k (A & (-

als V de hoek van de normaal en  de hoek ven de voerstraal met de x-as
sanduidt. Hieruit volgt, dat ds. cos(? -© ) de projectie voorstelt
van hetﬁelementje ds op de normaal op de voersiraal en de uitdrukking
ds.cosgb =2) stelt voor de hoek waaronder het boogelementje ds vanuit
P(x,y) gezien wordt. '

Voor een constante belegging van dipolen /\(s)=/\ =const. vinden
wij dus veoor ¢ de unitdrukking

?9__/\ hoeck, waaronder de kromme gezien wordt inm P,

2T ‘
Beschouw nu een gesloten kromme. Uit een punt binnen de kromme is de
totale hoek, weeronder de kromme wordt
gezien 2 7 en voor een punt da2rbui-
ten is deze hoek nul.0Op de kromme maa
de potentiaal een sprong ter grootten
Nu geldt ock voor een niet constante -
belegging, dat de potentizal op de
kromme een sprong maekt, die gelijk is san de waarde van A in het punt
dat we beschouwen. Men kan n.l. bewijzen, dat de potentiaal die over-—
blijft, indien wij een constante belegging met een sterkte gelijk =an
de sterkte van de sprong in het beschouwde punt aftrekken, contima
blijft, zodat de sprong juist zo groot is als boven is asngegeven.
Omgekeerd, als wij weten, dat de potentiasal langs het scheidingsvliak
een sﬁrong maekt, kan zij‘voorgesteld‘Wordenfals de pctentiaal‘vanAegpf;




dipoolbelegging en in het beschouwde geval krijgen we als totele .poten~

tizal :
= ¥+ J NS) -2 4£”g r.ols
tot !
waarbij (pﬁ de op het tijdstip t= O 1ntredende Jotentiasl 1s(potent1aal
van de bronnen) en y ( ( I
7 \1(/(1 _Z,? - "7) .
NS = = LN )
Ky, + raly,

Hierbij is z(s) de hoogte van het disgontinuiteitsvlak boven zijn aan-
venkelijke stand, Wij kunnen deze formule € ‘

nog iets anders schrijven en tevens
gemakkelijker toegankelijk maken
voor berekening.
’JA@Q~£qrM§~
S ) (XX D +[y- y,,)s,,m;y :"fv"’f"\ (XXo)oyy = (p-y.) stx -
L=xo) ¥4y - ¥y) © S (X ko) Ry -y

- - Y-y 7 ©) £ Y ~Yo ntp Y Yo

[N ot 313 Lo = [ N9 gty 2]+ ( Lyt 2ot ot pis)
Indien de 1ntegrat1egrenzen zodanig zijn, dat de geintegreerde termen
wegvallen, blijft over

j Zfa‘dy ANPNI

2097

,,‘_éz‘;ﬁkv =
TAAt,
Rk

d.w.z, de potentiaal van een Wervellaag met een sterkte gelijk aan de
afgeleide van de oorspronkelijke beleggingsfunctie.

Dit stelt voor de voterntiaal van een wervellaag met de sterkte‘{;\, uit-
gespreid over het discontinuiteitsvlak. Uit de nu verkregen potentiaal
kan in ieder punt de snelheid berekend worden,

DA 9"0
v=2%_,2 Y~Yo o NG).
2Yo *gyofg(?%x—-{?aa(. 6)
Indien x X09¥q niet op de kromme ligt,

kunnen wij differentieren onder het
integrealteken en krijgen dan - 2
w =29 . (lyye) & As)
2Xo (* - x,) (Y~ y}
v = 3 _ S(x Ke) ol NE)
Y Z"‘"xo)z'ﬂ"(Y‘Yo)t‘
Om de beweging van de deeltjes van het grensvlak te beschrijven, gebrui-
ken wij de beschouwingswijze van Lagrange en karakteriseren de deel~
tjes door hun x~codrdinaat op het tijdstip t=0, =x=7 .
De snelheden en de coCrdinaten van de deeltjes zijn dan functies van
2 en t en wij krijgen de integrodifferentiaslvergelijkingen

2 %00 _ 24 ‘§° (YY) LNAE
2t el b0 B2y -yoft A A !
D Za[/} 29 +jo (X ~Xo) d/l/ﬂ,t)ayl
- 3y TSy :
waar{)al;; 4 S Oyt A
Nlait)= 6 y(utl o 2

De beginvoorwaarden zijn =0

en de vergelijkingen kunnen door numerlegg integratie opgelost worden.

L]
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‘Hathematischs *thecrie van de stroming door poreusze media.

De verkregen vergelijkingen zijn echter uitermate gecomplicecrd, imm'f,
mers voor icdere stap A t moeten uit de bekende vorw van hot discontinui~
teitevlak de integralen berekend worden en wel voor icder punt van het
vlak. Dan is dc snelheid van elk punt bekend en dus ook de normealsnelheld
ZOdat in het tijdsverloop A t de‘verplaatsing van het vlak berskend kan
wordcen. Uit de verplaatsing volgt de nieuwe stand van het vliak en daar-
uit volgen dan de nicuwe gnelheidscomponenten.

Teneimde het rekenwerk te bekorten is naar een cenvoudiger nmethodc
gezocht, dic redelijk mau~keurige resultaten levert,

In het algemeen zal het grensvlak onder een bron de gcdaante hebboen
van een klokvormige kromme net ‘top vlak onder de bron, die asymplotisech
nadert tot de ongestoorde gtand van

het vlak. Van de beweging van het ?
grensvlak is ook alleen do beweging ‘ jhﬁm\\\\h-b”ﬁ“
vah het bovenste punt intercssant. - “‘_ . )

Neem nu aan, dat de kromme afhangt
van slechts twee paramcters, de hoog- ,
tc h en omdat te verwachten is, dat dc¢ vrom van de kromme in de omgeving
van dc top het belangrijkst is, dé¢ kromming k van het bovenste punt.

Stellen wij nu de potentiaal van de wervel in het punt x, y voor door
K(x,y;xo,yo)-—bg =

dan worden de vergelijkinge oo
LY W’ Y e s //4 o

V= 730 N, 9@, A /‘

- AT
De vorm van het schuldlngsvlak stellcE)W13 nu voor door
X

waarbij a cen vaste lengbe is.
De kromming in de top van de kromme is
1 d% h x
X = = 5~ = 5 ;f"(-a-)o
ax a
On de verandering van R door ecn differentiaclvergelijking weer te TOVCN,
berckenen wij uerst nu de top van een vaste t )

° &

en

cor DY, o | T
K -A% 5* "3‘%%‘;1 _D;%Q |
t 4 heo A R

dxt ¥ <3y0
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Stellen wij nu w

‘,

/XO:V;«) ‘\,f; er s s Y//uf,y/u}j ﬁ{ﬂ fx/_/{’jtyafa// n’k ¥ ()0/)('

dan volgot dirw‘b uit

o)

/’_"_’a () }‘L
LA
of Pz, di, ¢
r 1 N
dat S A . 7 D\‘fo
2 2 X . 9L X 2 i 13.')
3? " ?,\’0’ tn ‘ﬁ oy 2

@& 15
o4, \_,_zdl‘ . 890
‘g‘ C;Xo h - diygt

no""m”rwls diffe rom:argq van de treede vergelijking lovert, danxr wwlunn

dc symmetric 3¢ A Sl
uy - .E}"""‘é‘" - ‘i‘f ~ () s o.
c)y,)‘ X, dx, Dy‘, a X

voor X de vergelijkingen

o , A
AL ‘ > ACE ale
2 2 L 2k g, 2K,
5{. &}i" 3 k’, o Y L c ‘\“ UJ ! },Al
:\ ?}‘;5 a\.‘;‘é -?

Wi K E
>

Yordor is voor xc.-:f)

=L L )1 I
P _ fex ) 2 f:_é_') - ¥ + Ao S L
& (5 U www (v ) v C
-~ 3 L
N I )¢ 2
[ ex,' T i, x digg v |
en " - e Cdy Ve
N7
w O
S
ot ‘..Ya

Do difforentiaclvergelijkingen van h en X woruen ni gevonden dcor Ao
3 uitdrul king van ¥ te substitucrch.

- <o
7 (X-xel+(y-gJ] D S TENNIESD
éﬁ’, - /"*‘nl ‘)30 ﬂ'\'vx} ..z/, ‘5, )
() (X a’) +(y 73) 3
%_;K_L . z(y g /{ <) Q“(\;s’ibw J/X"‘-x;i /-—- f\' )“} T’ /}’ j/
& - < ‘ttt “
"b‘k' ‘{(X V} ‘ﬁ/y y"jjt “ Ry .‘io (((,.;’} f;"’yo)l }J

YR GO ()

/{‘( 0 ‘ "”(f "fm
zodat do v\,t\;,\,lw“ln worerdon

LA LR 7 w *(’/“) /1, vl m» .

oM, ~o.) ’éi

m'—--.‘- "

‘e
- 7 di/‘\ ;e / P, ‘“1 n,‘} * ‘/4/
v ETe T, S ,tf . ’f*’)/ s g

/ :3‘3..{9 /;,/ h/v /ﬂlcnl*f-/{ jf"/ lff i
Verady rur}*‘{;n ‘“’ij éﬁ‘ Jgﬁd fﬁaoist»r} e A\ gegeven vora% Caow

Nfpt]= Tl ptl,

zodat f(/ _ (}"%
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Indicn wij nu voor y als functie van x cen Gauss-kromme substitucren
— x5t
jf": £ a

dan is
. z
Xz = ._Z./ - *.:?j/ ——  a = ‘\Z._é,‘
: //( J ( ‘ G , *///( L
en /) : —_— s
g} s 2AX . Tu g o —kx o TP g
/?(4 /_? 1 -‘2’!&( //'rl/"!/,

Voeren wij dan als integraticvariabele x in in plaats v.n ji4, Gan worden
de differcntiaclvergeliijitingen

2k (v Qjﬁ

pe X, ¢

In de ccrste vergelijiking komt nog cen moeilijkheid voor, die opgelovend
wordt door de divergentie van de integrasl. Deze is ontstean doordat civ-
der het integraaltcken gedifferenticerd is. Zij vwordt ondcrvangen door -in
cen omgeving van x=0, niet & voor y=h maar voor y=h(i+ ¢) te berekenon

¢n de integraal dus te vervangen door
2 ~Axt ) N Y FE I L
AR P A

ol ¥
~% {x~w£UQJ Rt S0 SR
deze intcgraal door ocon r cckesontwikkeling te benaderen en dan gt*b 0 te

laten gaan. Mcn kan bewijzen, dat in dit geval cen cindige limiet bestaat.
De twee differentiaclvergelijkingen kunnen nu door auncricke integra=
rtie opgelost ~orden, vitgaande van de beginvoorwaarden h=0, R=0.
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Colloquiums

Mathematische problemen uit de practijk.
Voordracht op 1 Febr.1951.

Twee vraagstukken uit de theorie der tem-
peratuurspanningen.

door
".L. Esmeijer.

I. 1. In de praktijk gebeurt het vaak dat in de loop van de tijd gelijk-
.soortige berekeningen regelmatig terugkeren; men denke b.v. aan het
berekenen van de eigenfrequenties van torsietrillingen van motorinstal-
laties of aan het berekenen van de spanningen in turbineschijven.

Wanneer er in het probleem veel willekeurig te kiezen constanten
voorkomen of willekeurig te kiezen functies, dan bestazat de taak van de
theoreticus meestal hie}in, dat hij het probleem zodanig bewerkt, dat
hij komt tot een in details uitgewerkt rekenschema. De gebruiker van
het schema (constructeur b.v.), voor wie de opgave slechts een van de
vele detailvraagstukken is, behoeft zich niet meer te bekommeren om de
finesses van de berekening; hij laat door een van zijn assistenten het
schema doorrekenen en hij beocordeelt het resultaat.

Het is duidelijk dat een dergelijke werkverdeling zeer bevorder-
1ijk is voor een efficiente gang van zaken.

In het volgende zal een probleem van het bovengeschetste type uit
het-gebied van de Toegepaste Mechanica worden behandeld.

h T Gegeven is een homogeen, isotroop

ge omwentelingslichaam waarvan in fig. 1
7 ' een meridiaandoorsnede is getekend.

e
C A De dikte y van deze "schijf" is af-
r ‘L[?[c hankelijk van r; y is klein t.o.v.
: r r .
VL L L Y L pvnw . &8, !

; Bij een gegeven begintemperatuur is
' de schijf spanningslocs. De schijf
fiiyéf wordt nu verwarmd. Er stelt zich in

fuur vanuit de begintoestand. De
2 schijf word: niet verhanderd wit e

-3;5 een bekend onderstelde verdeling van

145’ de temperatuur T = T(r) wadrin T

:;‘ voorstelt de toename van de tempera-
|

te zetten. Gevrasgd wordt naar de spanningsverdeling, die een gevolg is
van deze verwarming.
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3. We zullen van de elasticiteitsleer datgene kort weergeven, dat
we strikt nodig hebben bij onze afleiding.

¥
i
.
¥
H

-

;i D///73&Jl

¥e snijden een klein rechthoekig
parallelopipedum uit het materiaal.
We ontbinden de kracht die op een
zijvlak met opp. AF wordt uitgeoefend
in een kracht AN loodrecht op het
zijvlak en in een kracht A D in het

- ) . oM
zijvlak. We deflnleren.§;366>; =&
F>0

{normaalspanning op het beschouwde

vlakte-clementje) en Lim E%_fC(Schulfspannlng op het beschouwde

vliakte~elementje).

We bekijken nu een blokje, zoals in fig. 2. Op viakken 1 en 2 is

alleen een normaalspanning, vlak 3 is spanningsloocs.We

als vlak van tekening.

nemen viak 3

Wanneer het materiaal aan de wet van Hooke gehoorzaamt, dan ver-
vormt het bloke op de volgende wijze.

<y

L

e gt <0

/\L? luj&

- —— |,4_,,__._.;Lﬁ

T &

"‘r“"”l

@‘nt

R 4+a0

Om de gedachten te bepalen:

e g =£(o- 3.7
o
%?g.. €, - é’(a7z"ﬁi 7

& wordt genocemd de specifieke ver-
lenging; E en m zijn constanten

(voor stasl E = 2.106kg/cm2, m= 3,5).

een spanning ¢ = 2000 kg/cm2 is

voor staal reeds een hoge waarde; £<.i§35 in het algemcen.

Krijgt het blokje een temperatuursverhoging T

zetten.

& +AG

dan zal het uit-

s € _
'
a4 - T

a.

KX = lineaire uitzettingscoeff. (con~
stant aangenomen).
Veor staal = 1,2.10 c .

-5 = -1

Volgens Neumann kunnen we aannemen dat bij het samengaan van boven-

staande 2 effecten geldt:

! {
& = Efgdﬁ-— P }4@(3‘ 1
A ( @
E,= 2% -~ = T ] +xT
4. We gaan het vraagstuk behandelen met de benadering ds* de vlakken

loodrecht op de cmwentelingsas spanningsloos zijn en dat °~2 spaanings-
toestand alleen afhankelijk is van de r coordinaat (dus mc: name niot
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afhankelijk van de coordinaat in de richting van de omwentelingsas).

a'yr,gu;, o yxdv Jdn

Dt
i
“—ﬂf—ﬁ e
I 2EN Wv
et d Reaghey
op strasl r u = u(r) dan geldt
olu U
Er= dr &‘f’ 7

Met behulp van (1)

/
Fl8 -xT) = oy - = %
E(4 -aT)= oy - 4 07

Op het in fig. 3 geschetste blok-
je blijven dan over de radiale
spanning 6. en de tangentiédle

spanning o

We bezien het evenwicht in ra-
diale richting van een stukje
rdy. drey uit de schijf

%[ﬁ.yr}dﬁd%:ﬂ";yd"dy
oo y) =
1 A @)

Laat nu de verplaatsing zijn in
radiale richting van een punt

E R

()

Uit (3) kunnen we u elimineren. (3b) gedifferentieerd geeft

Eflaa _ U A
'F/dl/’ r/:EX—(f

Hierin (3a) en (3b) substitueren.

P/aéﬂ'l - M{{g}.}-ﬁmf—/){f

Samen met [{
ra .
v anr /47’7)* Tr-Ip=0

en de randvoorwaarden
P=r, ddrn G =O
f? - r‘n [N ‘-r

1l

&

o T / Ao
s T X

A

%)= mEaxr ZLF

(4)

(2)

| (5

is de opgave mathematisch volkomen vastgelegd. Door 7y te eliminerocn
uit (4) en (2) onstaat een gewone lineaire differentiaalvergelijking
van de 2e erde voor o“r; (5) geeft de randvoorwaarden voor Grs
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5. Een van de functies y= y(r) waarvoor een oplossing in expliciete
vorm is te geven, is het in de practijk voorkomende geval
C
j:;—; ( ¢ en n reéel).

In de practijk is n>O0.
(4) en (2) worden dan

w‘, a-/q. _ p{r
r’ A ’7’)4-"-;(-—':?9./-[7”4‘1/(\/” ?):%EO(P bW (4)

Zr
)‘Mﬁ’#// n}g’r—o—fp =0 “
(2)
Elimineren we uit (4) en (2)*' de o5 dan ontstaat
ol 7
P2 Gonjr LF fred ) o= —EXPEE (g

P
Om de gereduceerde vergelijking op te lossen stellen we o, = Ar .

A moet dan voldoen aan

/
1] 1‘/3""’/) “/’1*7"/'” =@ Hieruit volgt

2l L N
Dp =TI FVZ 2 (7)
Daar m = 3,5 geeft dit altijd reele waarden voor 2,2

De niet-gereduceerde vergelijking wordt opgelost met behulp van de me-
thede der variaties van cohnstan‘ten.
. A
Stel 45 =A"" + Br™ waarin A en B nog te bepalen functies zijn

van xr. aﬁg*,, p(ﬁ /8 ) / ~71—/
rrakll w AdrT 4 B

We leggen aan A en B de voorwaarde op

éﬁf P 2B

a7 ° (8)
-2 . Ne-2 ~ A -t
7—@ /Q)()’//P ! #—B)z()z'/) P ! %)Ir /7‘ D,;;E/? —/’

. oo . :
Wameer we deze waarden van 6, "-0/7—? en>y~ substitueren in (6)

en bedenken dat 2, en A, wortels zijn van (7) dan vinden we

ol 4 M+ AB A oT
7—;)," +-7'721r‘ = —Ex P37 (9)

Uit (9) en (7) volgte ;
#/ AT
(.=2) 8 "7 e - Ex p ZZ

dA_ Ex é—?
Tr~ A T
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B vinden we door A, en 2, te verwisselen
B= %l f?“)\"g_;,d/“
De oplossing van (6) wordt dan
o = B4 [ rho(tf)'gdn.. r’ql(r’xlz__;jam] .

r )2’),
Na parti’ele integraties
T -
U' = :{‘j [ ! (,ﬂzw op - )1?‘ {pz,;,w dp] (1)

Wanneer ),= © dan moet de term ), I’ »}1,, Ar  yervangen worden door een

constante; dit blijkt wanneer men de partiele integratie voor d4it spe-
ciale geval nagaat.

In (10) zijn twee onafhankelijke integratieconstanten. Met behulp
van (5) zijn deze in principe gemakkelijk te berekenen.

Uit (2)* vindt men vervolgens Iy

B. Heeft de schijf overal dezelfde dikte dan is n uit de vorige
paragraaf gelijk aan nul.

We vinden dan 2, =90 | Ay = =2

,_;Ef_‘[c +2 (”"’"d"j (11)
Uit (2) volgt:
: - Ea s _ PT o _
Ty = -:—-[c, 2 S i 2’7’] (12)

(In (11) en (12) moeten de beide integralen fr*'?’va’ genomen worden med
dezelfde integratieconstante).

Omdat we er straks van gebruik moeten maken, werken we (11) en
(12) uit voor het geval dat T'lineair verandert met .

Buitenstraal p; , temperatuur 7, [ AT rrf -7

{3/ ‘

Binnenstraal f},, " T

T — _T‘ "‘“, 7'1'*’,114' AT-

Pipr — I Pern = ¢
We kunnen dus schrijvent

waarin —
Y; = Ex Ty iy T T b
Peay =1y (13)

‘/3': = E«x al:
Pirs—le




| (11) en (12) worden dan

= C /
0‘{; = C + 75; ~ 2 ‘(P(?Sc‘*ﬂe")d”
cr‘_‘wcz_ !
¢=C 55+ m (Rt mridr =Y~ ar
Uitgewerkts
G+ % Bersc + L2 ’
i ¢ ‘ r* ' (14)
2 - - C
ot 3m =94 =
7. Ten einde de spanningen te berekenen in een schijf waarbij y een

gegeven willekeurige functie is van r, maken we gebruik van een gedach-
tengang die door Grammel is ontwikkeld bij het berekenen van de span~
ningen in roterende schijven.

| We denken ons de schijf vervangen docs

7 T 7 . een andere dJdie is opgebouwd uit
(§ %o& 1
schijven i, elk van constante dikte

L_m{ yi (fig. 5):
. [—, We vervangen de functie T = T{r) door
£ /ZL 4*2/7/ een gebroken lineaire functie waarvan
w7 , de knikken liggen op de plaatsen r;.
ii ' i Voor elk van de schijven geldt (14).
O S

Zijn voor schijf i de o en o bekend
op strasl r, den zijn uit (14) te

? S
berekenen ( en (, {voor schijf i) en vervolgens o, en % op straal vy, »

r

Hierna zijn te berekenen van schijf i + 1 <, en 6, Op straal

rLH en wel uit de volgende overwegingen.

Al 6 Y moet continu zijn (men zie de evenwichtsvergelijking die aan-
leiding heeft gegeven tot vergelijking (2)).

B. ,(, .,.,G‘ moet continu zijn (men merxe op dat in het onderhavige geval
T en u continu zijn en verwerke dat in (3)b).

Nu zijn voor schijf i + 1 de 6. en 0, bekend op straal r;,, .
De berekening kan dus op dezelfde wijze worden voortgezet.

Een moeilijkheid is nog gelegen in het feit dat we de Juiste
start niet kunnen maken. Voor r = r, is nl. alleen bekend §. = O3
S} is onbekend.

We starten nu op straal r
‘kozen 6;‘*:

Op straal r = r_ eindigen we met 6,.=35. en o= 5"; .

Mathematisch gesproken betekent het tot nu toe in § T besprokene
dat we de lineaire vergelijkingen (2) en (4) benaderen door vergelij-

kingen met intervalsgewijze constante y en ;((: en oplossen met de goede

it

r, met 9= 0 en een willekeurig ge-
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beginvoorwazrde {op straal P, ) voor ¢.( §.= 0) en een aangenomen begin-
voorwaarde vcmr(:\‘f ( Gg;z 6?*).

We gaan vervolgens oplossen de gereduceerde vergelijkingen (2)
en {4) (met dezelfde benadering) en voeren als randvoorwaarden in op de
straal r = ;¢
XX

Greo e Fp=G

In de becijferingen betekent dit dat Q¢ uit vergelijking (14)
nul gesteld moet worden.
Op straal r, eindigen we met

P
—_—

W

Een start met de beginvoorwaarden ¢ =0 en q;: 0;,%+ 6;0“}( geeft van-
T

wege de lineariteit van de vergelijkingen voor

G =0, +X5, 2 59‘;:5?4-;(352

= I‘q

wf

y
Nu moet
— == —
o, +XTn =Y waaruit volgt
X = - 2=
S

Op de inrichting van het gedetailleerd: rekenschema zullen we
hier niet ingaan. Grammel heeft voor het zeer nauw verwante probleem
van de spanningsberekening in roterende schijven een zeer elegant
rekenschema opgesteld. Men zie hiervoor b.v. Biezeno-Grammel: "Tech-
nische Dynamik" Springer 1939.

II. 1. Bij het oplossen van mathematisch-physische vraagstukken moet
men er steeds on bedacht zijn dat ecn gedeeltclijk mathemstische -~
gedeeltelijke physische beschouwingswijze soms zeer eenvoudig tot
belangrijke rrsultaten voert.

De bewijsvoering mag dan in zuivere mathematische zin niet geheel
streng zijn, de theoreticus uit de practijk mag er (#p gepaste wijze)
gebruik van maken.

In het volgende wordt een voorbeeld gegeven van een dergelijke
beschouwingswijze.

2. Gegeven is een oneindig lange massieve onwentelingscylinder
(fig. 6). Tot aan het tijdstip t = O heeft de cylinder overal dezclfde
constante temperatuur, hij is bovendien spanningsloos.
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Voor 1+ 2> O zal gelden:

LT T © rea dan T=V éjg)?gnstant?
l (T zal weer voorstellen de toename
L a . van de temperatuur vanuit de be-
gintoestand).
f We vragen naar het verloop van de
o temperatuurspanningen als functie
‘ @éégﬁ de tijd en in het bijzonder naar

de grootst optredendc spanning.

{ In ecn ven de vorige voordrachten
' heeft Lauwerier het temperatuur-
verloop in de cylinder berekend.

Fig. 7 geeft quelitatief de re=~

sultaten.

We zullen de spanningsbereikening
uitvoeren met de veronderstelling
dat op elk tijdstip het elastische
probleem zich als statisch probleem
AL laat behandelen.

I De afleiding van de formules gaat

}li b geheel analoog aan de afleiding
J in I. We moeten hier echter niet

invoeren %= 0, maar %= constant.

We %%%gen dan (vergelijk (11) en (12))
T=Tlr

T=V¥ e 32X Ty EQ" _2[ Ton
- r
/ww{ ' ,/ Sh = LC. +“‘*‘"T“ C/‘S’)
t1 7'
2! 7

P=o o R
(op o7 "zullen we niet ingaan).
De randveorwaarden luiden:

i

r=a dan G.=
r=0 o.en c}eindig.

(15) en (16) worden nu:
T = Fo§ 7 /PT"(f -5 /CT"((" (17)

(,? . _?.;'7::*3 1= x §~T+az[f7d(°+n¢jdeC (/b)
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Voor O en C%}kunnen vervolgens reeksontwikkelingen worden gegeven.

We definieren als "gemiddelde temperatuur van het deel van de
¢ylinder dat binnen de straal r ligt":

(77 2700
(Tpe), = 2 __/f;"

Met behulp van fig. 7 is van deze grootheid gemakkelijk een indruk te

krijgen.
(17) en (18) schrijven we 2l1s volgt:

5;:%50( . {({7—’) / /n}
%:%Edg Ty (i {,M)h

Hieruit en met behulp van fig. 7 is direct af Yte leiden dat

E{TT;
) ?”l
zijn maximum bereikt voor t = 0 en »r = a
\ o ’ - Ex
¢ ey P -y
. . o1 .
g, is kleiner dan k 71

T&x
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2de Boerhaavestraat 49,
Amsterdam=-0.

Colloouium:

Mathematische problemen uit de practijk.
Voordracht op 15 Februari 1951.

Foutschattingen in de numerieke wiskunde.

door

A. van Wijngaarden.

Evenals in de zuivere wiskunde het existentiebewijs en het eendui-
digheidsbewijs van de oplossing van een probleem onontbeerlijk zijn, zc
is in de numerieke wiskunde bovendien nog de foutschatting noodzakelijk.
Evenwel wordt ze slechts zelden uitgevoerd. Deels komt dit omdat men
zich meestal laat leiden door intuitie, deels omdat men niet op de
hoogte is van de mogelijkheden daartoe ofwel omdat de mogelijkheid nog
niet bestaat. In het volgende zullen wij iets vertellen over de schat-
ting van de fout welke ontstaat bij de numerieke integratie van gewone
differentiaalvergelijkingen. Daarbij zullen wij ons beperken tot een
heel eenvoudig geval. De gevolgde methode kan echter zonder veel moeite
tot andere gevallen worden uitgebreid.

Wij hebben eerst enkele hulpmiddelen nodig uit de differentiereke-
ning, het machtigste werktuig van de numerieke analyse. Een functie
f(x), £ en x reeel, wordi gedefinieerd door een stelsel basiswaarden
£y = f(xi), welke zij aanneemt op de basispunten x; = x, + ih. Voor
andere waarden van x behelpt men zich i.p.v. f(x) met een polynoom van
de graad r, dat in r+l opvolgende basispunten xy de waarden fj aanneemt.
Daarbi] velgt men dan nog een bepaald systeem voor de keuze van deze
r+]1 basispunten voor een gegeven X. In berekeningen met de hand uitge-
voerd maakt men meestal gebruik van differenties. Wanneer men de nota-
ties gebruikt volgens het hiernaaststaande

schema, heeft men, bijvoorbeeld, de inter-— X33 fi*B
w3
polatieformule van Newton, welke luidt, Tio 5
als men stelt: x=x; +p h X300 T3 0 VL 4
” 3
Vi, VTE
T T
W fl
X f.
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: Ir- r
2(0)= £, + Q)Y v +(PPhvle .  (PTTTne »

T
2& (p+s~1yvsf X
1T~ s i
s=0

Hierin is R de restterm, welke, als £(x) n+l-maal differentieer-

T+l
baar is, geschreven kan worden als:
_¢p¥ry il (1),
RI"("}. ~(r+1) h f (g)! (1)2)

waarin § een of andere waarde in het segment (Xy,X; ys---»X;_,,X) is.
Zij onderscheidt zich dus slechts van de term, die men zou verwachton in
r+1 . r+l (r+l) -
de reeks, doordat ¥~ "f; vervangen is door h' °f (8).
deze foutschatting, welke ons in staat stelt, ook in meer ingewikkel..

problemen dan interpolatie een schatting van de gemaakte fout te le-
veren.

et i3

Zo is bijv,

X141 1
S f(x)dx = h 5 f(x)dp =
o
X4 2 ,
T 78
= 2 V2,1 {p(p+1)...(p+s-1)ap + q,
s=0 1s! 0
. ® (1,3)
= h :,5 a v f + Q. - 9
o S i i
Is F,.,; een majorant voor de absolute waarden van de r?e sfgeleife,

i

dus F}+12:}f(r) (x)§, voor alle beschouwde x-waarden, dan is ook

Q= uT*2

{
lag) < re1 Fra1 (1,4)

2. De integratiemethede van Adams.

21j gegeven de differentiaalvergelijking

g = f(x’y) y y(x )= Yo s (271)
X (8] (o]

waarin f(x,y) r+l-maal partieel differentieerbaar is. De Lipschitz~-con-
stante K is als volgt gedefinieerd:

if(x,yz) - f(x,yl)§$§ K\y2~y1}. (2,2)
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Om (2,1) met een interval h te integreren kan men alsvolgt te werk
gaan. Op een of andere wijze, bijv. met een reeksontwikkeling of door
iteratie, bepaalt men behalve ¥, ROE r-beginwaarden van y, dus
Y11¥psee+s¥,e In werkelijkheid geven wij deze waarden natuurlijk slechts
met een eindige nauwkeurigheid, zodat in werkelijkheid gegeven zijn
benaderde waarden yé,yi,~--,y£,kwaarvoor geldt:

vi-viieg » 1= 041,001, (2,3)
Met behulp van (1,3) onder verwaarlozing van de restterm g, kan mu

een benaderde waarde y£+l VOOT Y. .4 gevonden worden, enz. en gebruikt
dus: .

r r
~- ’ s <5
yi =yi+h /2 e Vfl=y!+h L Db L. _,
i+l i =0 S i i =0 s i-s
i = .r+1’r+2’.-o,n"’lb (29A,}
waarin
L4 '
b= (-1)% 2 (J)ay (2,5)
t=5s
en

Dit is de methode van Adams.

Gevraagd wordt nu een bovengrens aan te geven voor de fout yi-yi-
Neemt men aan, dat afgezien van de onnauwkeurigheid van de beginwasr-
den, uitgedrukt door (2,3), geen afrondingsfouten verder ovtreden in
de berekening (wat gewoonlijk over het hoofd wordt gezien), dan kan
men inderdaad een grens asngeven, hetgeen wij zullen laten zien.

En passant merken wij op, dat de methode van Adams uit rekentech-
nisch oogpunt tamelijk inferieur is. Z3jJj is echter buitengewoon een-
voudig en de foutendiscussie is ook eenvoudig.

3. De foutschatting van von Mises.

Ref.: R.v. Mises, Zur numerischen Integration von Differential-
' gleichungen, ZAMM, 10, S. 81, (1930).

Uit het volgende volgts

Eip1 = Vil ~ V441 =YL * R

i
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dus |

3 (£} _ ) - g ‘ o
Ei—i—l =& +h QE() by {fi-s = fi..s) - 93 : | (3%3—}

Door te majoreren met behulp van (1,4) en (2,2) vinden wij

r

sl € [l # R £ o) 1E;

B + Q. (3,9

Iedere oplossing Ei van de corresponderénde differentievergelijking

T
E.,, =B +hk Z |bj B,__ +Q, (3,3)
i+l i 5=0 S i-s ‘
waarvoor geldt:
B, 2 & y 1= 0,1,0ce,T, (3,4)
is dus een majorand voor ﬁ?f. FEen particuliereoplossing van (3,3) is
T S | '
~3= y = 't \
B o= - o3 B= 2 b=+ 2%a, . (3,5)
i KB oo !'s i-q 1

De karakteristieke vergelijking van (3,3)

EEEEE B R LRI S (3,6)
S=

heeft, zoals uit de tekens volgt, precies een positieve wortel z, welke
bovendien groter den 1 is. Dus is met willekeurige constante A

- i_ 8
By = A2, - KB
een oplossing van (3,3). Door te kiezen
= £ 4 2
A=t + TRE

is (z_> 1) bovendien aan (3,4) voldaan. Dus is de gezochte bovengrens
, =1 Q i . :
l yi,yi‘-\c_ Ei - CZQ + e '(zo..l), i=0,1,... n (397)
Om een zo scherp mogelijke schatting te wverkrijgen, moet Zy uit (3,6)
worden bepaald. Dit zou vereenvoudigd kunnen worden door voor enkele in
aanmerking komende waarden van r, bijv. 1, 2, 3 en 4 fiet behulp van (3,6)
een tabel te meken van hK als functie van gz, voor waarden van»zo,-welke
een weinig boven 1 liggen, bijv. van 1 tot 1.2. Bij veorgeschreven hK
(de enige parameter van het speciale probleem, welke optreedt), kan dan
Zq gemakkelijk worden afgelezen. Een ruwe benadering ken worden ver-

kregen door voor 2z, een majorand in te wvullen. Klaarblijkelijk is

9}
20<: 1 + hEB . . (3,8)
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4. Een verscherpte foutschatting.

Ref.: J. Weiszinger, Eine verschérfte Fehlerabschdtzung zum Extra-~
polationsverfahren von Adams, ZAMM, 30,
S. 356-363 (1950).

De schatting van von Mises, welke wij zo juist hebben afgeleid is
buitengewoon grof. Men kan eigenlijk helemaal niet van een schatting
spreken, doch slechts van een bovengrens, welke bijv. gebruikt kan
worden om aan te tonen, dat door h klein genoceg te kiezen y' wille-
keurig dicht bij y gebracht kan worden (afgezien van de afrondings-
fouten natuurlijk, die alles in de war sturen). De reden, waarom de
schatting zo slecht is, is hierin gelegen, dat de b  in (3,1) ver-
vangen moesten worden door (b in (3,2). Dit is heel erg. Immers,
voor r = 4 bijv. is by = 2.6403; by = - 3.8528; by, = 3.6333;
b3 = - 1.7694; b4 = 0.3486. Dus is = bS = 1, terwijl 2ﬁ§bé = 12,2444.
Een heel ecnvoudige methodeom hier aan tegemoet te komen is gegeven
door Weiszinger. Een sterk vereenvoudigde versie van zijn schatting,
welke evenwel niet veel ruwer is, zullen wij hier behandelen.

De grondgedachte zullen wij behouden. Alvorens te majoreren van
(3,1) op (3,2) tellen wij nl. een aantal opvolgende vergelijkingen
(3,1) bij elkaar op, d.w.z. sommeren over i tot i-m. Dan volgt:

m+r m
f141 = fgp * B gio o5 (fig = 390" 520 93-g° (4,1)
waarin, als m:>r is, geldt
cg = bo + bl + ea bs voor 0 < s < r-1
e =1 | voor rs ssm (4,2)
cg = bs-m + bs~m+1+"‘br voor m+l <% s< mir. J

Hierin is nu dus het wisselen van de tekens van b8 al flink tot zijn
recht gekomen.
Nu majoreren wij weer, evenals bij von Mises tot:
m+r

i) = gl # 8K T e e,

- o 1 gl + (m#l)Q. (4.3)
s

Een majorand van fsﬁ is dus iedere omlossing E; van de vergelijking:

n+r
Biyy = Eiwn + hK ;EO Icst Eins + (m+1)Q, (4,4)



Blz. 6

welke voldoet aan

t

Omdat i hier tot m+r loopt i.p.v. tot r, is g'>E . Wij gebruiken nn' ~

(3,7) en (3,8) om g* te bepalen, dus:
et = £ (1omkB) ™ 4 B S (LanEn)™F) - o}, (4,6)

In de uitvoerige theorie van Weiszinger blijken de exponenten m+r
verlaagd te kunnen worden tot m, maar het zal straks blijken, dat dit
niet van essentieel belang is. Het zou trouwens helemaal niet moeilijk
2ijn om ¢' te drukken; H

De karakteristieke vergelijking van (4,4),

m+r

2" -kn 2 e} ™20 (4,7)
=0 ‘

+ 4
Zm r+l _

" heeft weer een wortel zm:’l, dus

. mér
= A (ml)Q = 5
By = Az - SRS C= Z fegl o (4,8)

is een oplossing van (4,4). Door de kcuze

N (4,9)
wordt ook aan (4,5) woldaan. We krijgen nu dus de schétting:

by} -yl € By = g ozp 4 Lﬁ-—%}éﬁ (z;—l)é | (4,10)

Zo op het cog schijnt (4,10) niet veel beter dan (3,7), maar de clou

is, dat de wortel Zp veel dichter bij 1 1ligt dan Zy»

5. Een viorbeelg en bezimning.

Von Mises illustreerde de theorie aan een veorbeeld, nl. de differen-
tiaalvergelijkings

a - -
&= == . v0=1,

waarvan de exacte oplossing gegeven wordt door

1n (x2 + y2) = 2 arctan %-.
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Kiezen wij r = 4, h = 6.02 en 0 < x« 2.00, dus 100 stappen, dan vindt
men Fy = 8840, Q = 1.865 x 107 “7 on Kh = 0.006. Ten slotte nemen wij aan,

dat de berekening ultﬂevoerd in 6 decimalen, dus dat £ 5 x 10~

Met dgze gegevens vindt von Mises hElOOXQ 1920 x 10 6 en WeiSfénger
45 x 10" . Onze vereenvoudiging brengt onze schatting op 50 x 10 .

Ben schatting van A. Fricke leverde 25 x 10", maar de theorie ervan
is jammer genoeg fout, dus deze telt niet mee.

Geen van de genoemde auteurs heeft de moeite genomen om nu de inte-
gratie ook eens wit te voeren met deze gegevens em te zien, wat er nu
werkelijk voor een fout uitkomt. Von Mises deed 10 stappen van de 100
en constateerde nog geen fout. Whittaker snd Robinson demonsteren wel
het grootste gebrek aan fantasie door deze berekening als voorbeeld
in hun boek over te nemen (zonder verwijzing). Voert men het proces uit,
dan blijkt in werkelijkheid £yny 69 x 107% te bedragen. Dit lijkt mis-
schien merkwaardig, maar is eenvoudig te verklaren. Zowel (3,7) als
(4,10) vertonen een tweeterm. De eerste term is ontstaan door de af-
ronding van de begingegevens en is evenredig met de rekenprecisie. De
tweede term ontstaat door de resttermfout bij de integratie. Bij
Weigzinger zijn de termen resp. 8 x 10‘6 en 37 x 10 ~. Bij onze ruwere
schatting 14 x 10'6 en 36 x 10"6. In dit speciale voorbeeld is dus de
resttermfout van dezelfde orde van grootte als de afrondingsfout. Maar
deze afrondingsfout, zoals hier in rekening gebracht is slechts een
fractie van de werkelijke afrondingsfouten in de berekening, omdat bij
iedere stap wordt afgerond., Aan dit voorbeeld zien wij dus duidelijk
het belang van de theorie van de afrondingsfouten, welke aanzienlijk
moeilijker is dan die van stelselmatige fouten.
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Mathematische problemen uit de practijk.

Voordracht te houden door Prof.Dr J.E. Verschaffelt
op 4 Maart in het Mathematisch Centrum over:

'De thermomechanica der transportverschijinselen®,

In de thermomechanica geeft men de naam van transportverschijn-
selen aan processen, waarbij energie van een plek in de ruimte naar
een andere overgeat. Deze overgang geschiedt onafhankelijk van elke
verplaatsing van materie (warmtestraling en warmbtegeleiding), ofwel
hij is aan beweging van materie gebonden, doordat energie met de materie
wordt vervoerd (vloeistofstroming, diffusie, electrische stromen).

Het thermomechanisch onderzoek dier verschijnselen is het onder-
werp geweest van vele verhandelingen (Meixner, Prigogine, Casimir, de
Groot), gegrond op de ideeén van Onsager. Een daarvan onafhankelijke
theorie werd door mij ontwikkeld in een reeks mededelingen aan de Ko-
ninklijke Belgische Academie van Wetenschappen; zij berust op een begin-
gel, dat ik het superpositiebeginsel heb gencemd, en volgens hetwelk
de bij een samengesteld onomkeerbaar proces gedissipeerde energie de
som is der snergieen, welke gedissipeerd worden bij de elementaire
processen, wazrin het samengestelde proces kan worden ontleed.

De door mij gevolgde methode van onderzoek is deze, dat men van
de ruimte waardoor een fluide mengsel stroomt, een vaststaand volumee-
element in het ocog neemt, en daarop de twee hoofdwetien, de energiewet
en de entropiewet toepast, en wel in deze vorm:

1% (zie verg.(1)) de toename der totale energie (inwendige en
makrockinetische) is gelijk aan de toegevoerde warmte (het warmteeffeot
van het proces),vermeerderd met de door de materiele stromingen achter-
gelaten energie (het toevoereffect) en verminderd met den verrichten
uitwendigen arbeid (het mechsnisch effect);

2% (verg.(2)) de toename der entropie is geliik aan de van bui-
ten af toegevoerde entropie (entropietocvoer), vermeerderd met de en-
tropie, welke plaastselijk ontwikkeld wordt (entroriegencratie) door de
onomkeerbare processen, die in het beschouwde volumeel:nent plaats heb-
ben. Het is deze plaatselijk gegenereerde entropie, welie na vermenig—
vualdiging met de (absolute) temperatuur de gedissipecrie crnerzic op=-
levert,

Door eliminatie van het warmteeffect tussen de twec aldus verkre-
gen vergelijkingen bekomt men cen derde (verg.(3)), well. nu nog drie
nader te bepalen grootheden bevat, nl. het mechanisch effect, de gedis-
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sipeerde energie en de makrokinetische energie. Die verg.(3) wordt
eerst nog getransformeerd (verg.(4)) door ontbinding der absolute stro-
mingssnelheden van de bestanddelen van het fluide mengsel in een ge-
meenschappelijke snelheid van het mengsel als geheel zn een relatieve
diffusiesnelheid,

In die gevallen, waar de uitwendige arbeid en de dynamische be-
wegingsvergelijking bekend zijn (enkelvoudig fluidum t.v.) kan de gedig-
sipeerde energie exact berckend worden. In 't algemeen echier moeten
hypothesen worden ingcvoerd. Deze betreffen

1° den uitwendigen arbeid (verg.(5)),
2° de gedissipesrie cnergie (verg.(6) ; toepaszing van het super-
positiebeginsel).

Daaruit volgt dat de¢ kinetische energie (verg.(7)), vaaruit de
dynamische vergelijkingen van de componenten (8) en van het geheel (9)
kunnen worden afgeleid.

De gedissipeerde energie heeft den vorm van een som van scalaire
producten van twee vectoren, de ene zijnde een stromingsintensiteit,
de tweede de daaraan toegevoegde affiniteit.

In den stationairen toestand (toestand onveranderlijk met den tijd)
wordt evenredigheid asangenomen tussen stromingsintensiteit en de toe=-
gevoegde affiniteit. Daardoor gaat (6) in (10) over.

De vergelijkingen (11) en (12) geven uitdrukkingen voer de kracht
die op de eenheid van massa werkt gﬂg=1 wanneer de eenheid van massa
de gram is, dy= M, als zij een mol is).

In verg.(13) wordt een uitdrukking gegeven voor het warmteeffect
in den stationairen toestand; deze wordt verkregen coor substitutie
van (6) in (2).
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MATHEMATISCH GENTRUM
2de Boerhaavestr. 49
AMSTERDAMO.

Colloguim:

Mathematische problemen uit de practijk.

voordracht op 15 Maart 41951.

Trillingen van vliegtuigvleugels.

door
Ir A.J. van de Vooren,

1. Probleemstelling.

Vleugels en staartvlakken van vliegtuigen moeten op zodanige wij-
ze geconstrueerd zijn, dat er bij geen enkele bereikbare snelheid zg.
instabiele trillingen, die tot breuk zouden leiden, kunnen ontstaan.
Om dus tot doelmmatige constructies te komen, moeten we beschikken
over methoden om deze trillingen te berekenen. We zullen ons hierbij
beperken tot de berekening van het overgangsgeval tussen stabiele en
instabiele trillingen, dus tot de harmonische trillingen. De tril-
lingen komen tot stand onder invloed van elastische krachten, traag-
heidskrachten en aerodynamische krachten.

In fig.1 is de vleugel schematisch weergegeven. De X-as (d.w.z.
de romp) vormt een vaste inklemming. De vleugel kan loodrecht op zijn
eigen vlak buigen en kan torderen om de Y-as, maar de koorden (dat
zijn lijnen evenwijdig aan de X-as) blijven rechte lijnen. Bovendien
zullen we veronderstellen dat er een rechte elastische as loocdrecht
op de X-as,bestaat. De elastische as is gedefinieerd door de eigen-
schap, dat de vleugel bij belasting met krachten in de elastieche as,
alleen buigt, maar niet tordeert. Als Y-as wordt de elastische as ge-
kozen,

/cj‘? .
Vervormingen van de vleu-
gel.
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Als buiging wordt nu gedefinieerd de verticale verplaatsing z van
punten van de elastische as, terwijl onder torsie de hoekverdraaiing

Yvan de koorden om de elastische as wordt verstaan, Bulglng en tor-
gie zijn dus functies van y.

2e Afleiding der bewegingsvergelijkingén uit de variatiestelling van
Hamilton,

We veronderstellen eerst dat het draagvlak geen voorwaartse
Bnelheid bezit, zodat er ook geen luchtkrachten zijn (standtrilling).
In dit geval is het systeem conservatief en de stelling van Hamilton
luidt dan ,

Sf (T - V)dt= 0 | (1)

waarbij T de klnetlsche energie is en V de potentiele energie. Deze
stelling drukt uit, dat de werkelijke oplossing z(y,t),ﬁﬁ(y,t) de in-
tegraal stationnair maakt, vergeleken met naburige functies z(y,t)+
+ 8z(y,%), ¥ ly,t)+ Sp(y,t), waarbij tot de vergelijking zijn toege-
laten alle zodanige functies Sz en fi# die voldoende oontinu en con-
tinu differentieerbaar zijn opdat T en V bestaan en die bovendien
identiek gelijk aan O zijn voor t= to en t= t,. De tijden t= to en
t:»t1 mogen willekeurig worden gekozen.

Voor niet-conservatieve systemen kan (1) worden gegeneraliseerd
tot & c

5 {(2-vyats [T as= o, (2)
’ *
wearbij YW de arbeid is, diebde niet-conservatieve krachten, dat zijn

dus hier de luchtkrachten, leveren tengevolge van de virtuele ver=
plaatsingen Tz en g,

1‘

De kinetische energle van de vieugel is
T= ag [ﬁ(z+s¥?2 + Ipz lay

waarbij m Ay en I 4>yoresp. de massa en het traagheidsmoment van een
strookje Ay van de vlieugel voorstellen, Het traagheidsmoment is hier-
bij genomen om een lijn evenwijdig aan de Y-as, die door het zwaarte-
punt van het strookje gaat. Het zwaartepunt ligt een afstand s achter
de elastische as. De vleugel strekt zich uit van y= 0 tot y=b. We
kunnen ook schrijven 4

T=5 fo (m11é2+ 2m, H2+ mzesz)dy. (3)
Daar de mate van buiging wordt voorgesteld door " en de mate
van torsie door?f(een accent duidt een differentiatie naar y aan),
kan de potentiale energie in de vorm
= i(fs z“aty+1;[:7*;p'oé7 {4)
worden geschreven, waarbij de buigstijfheid B en de torsiestijfheid
T van de vleugelconstructie afhankelijk zijnDeze uitdrukking geldt
indien de vleugel, wat zijn elastische eigenschappen betreft, door

een balk mag worden vervangen (d2arbij blijven loodrechte docorsneden
onvervormd),



Toepassing"van de stelling van Hamilton levert voor de stend-
trllllng

<a§ f(*ﬁ’z+ Tﬁ‘?)oét f'i L A(5z) + 5 9/(0@:}-..

. fﬂ zz(azjﬂ*’*z’/ ) retete
5-{ Vdft"’[ /3211027‘;;, 5_{’0_)0({5

ts
Door partlele integratie

_JL’ 5 ,.f B2'S2" oy = Bz”{?z} (Bz“} (,j;l + fﬁz/" iz oy,
9?, FAE f'h/’é’y oly = Ty! a';ﬁf ~{ (Ty’}&‘yocy. \

Omdat het interval van t tot t1 volkomen Willekeurig is, leidt
verg (1) tot ’ .
-f (v, Z 31, @) 8 X oy = f/»:,.‘, +'muxf/5'79(/)y Bz'Sz H/raz) Sxi, -

..go(sz)“wacy Ty el +f(7’5ﬂj spdy=o

Dear tevens &z en Srwn.llekeurlg zijn, geldt volgens de fundamentele
stelling der variatierekening, dat

My, L+ "y (f "’(BZ")“z o , 7

MLt g (T =0 (5)
terwijl aan de randen geldt _

Bz'Sr'=0 (Bz")'5zz0 e Ty'sy=0

De vaste 1nklemm1ng aan de romp levert de geometrische randvoor-

waarden

y=0 z=0, 2'=0, ¢=0, | (6)
terW1jl aan de vrije randen de dynamisehe randvoorwaarden ’
y=b: Bz"=0 , (Bz") =0, T¢'= | (7)

bevredigd moeten zijn.

Om de bewegingsvergelijkingen van de in een luchitstroom geplaatste
vlieugel te krijgen, moet ook §W worden bepaald.

Indien KL en ML resp. de extra-kracht en het extra-moment (om de
Y-as) zijn,werkzeam tengevolge van de’luchtstroming op een strookje

van de vleugel, dan is

~.§ b(gﬁ'z 0&/ + ( Mz,b?’dﬁ}z
In dit gevel worden de beweglngsvergelijkingen
o E P B2 = K | (8)

,2,:25 + ""’22?0 (T?")’ My,
Beperken we ons tot harmonische trillingen (frequentie V), dan is
«.vc

z= 2 '@ =pe" ', (3, enf, complex)
waarbij alleen phy31sche betekenis toekomt aan bv. het reele gedeel-
te.Evenals voor harmonische trillingen geldt voor de luchtkrachten
KL yl"""L [a,,;ma,ch)

e . = L mpc?.
MieY* oy (45,C2+Q, ¢ ;?7} SR 4
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Hierin is c de koordet>de luchtdichtheid, terwijl 8441 8455 8o4eD0
855 dimensieloze, complexe grootheden zijn, afhankelijk van enige
kentallen, nl. de gereduceerde snelheid V_;Z;, het getal van Mach en
het getal van Reynolds. De luchtkrachten vormen een niet-conservatief
stelsel, omdat a,, £ 854+
De beweglngsvergeliaklngen Zijn ook te schrijven als
(Bx)'= Y (2 v mupl+ v o (2,7 +ancp),
“(T¢)' = 11[»n,lz+%1\<,v)+N‘mL(u;,czHauc5»"]
Voert men nu de matrixschrijfwijze in door te stellen
) il s
o /7’%’/ A ! 2 My Zpauc ‘Z}

en is verder u= m+mLa, dan kunnen de beweglngsvergblldklngen
ook worden geschreven als
e f = VL}.L.Z (9)
met de bijbehorende randvoorwaarden (6) en (7). Verg. (9) is zeer al-
gemeen en geldt bij geschikte generalisering van de matrieccs ook wvoor
vleugels met roeren, enz.

€ =

B

3. Zelf-geadjungeerde en niet zelf-geadjungeerde eigenwaardeproblemen,

Het eigenwaardeprobleem (9) met bijbehorende randvoorwearden (6)
en (7) wordt zelf-geadjungeerd genoemd, indien voldaan is san de bei~
de veoorwaarde

f(t et ~t. &t lay=0

(A8 ut, ~¢lu st 2y=0
waarbij t en t2 vectoren 513n, die de randvoorwasrden bevredigen,
maar overlgens willekeurig zijn. Het teken betekent dat de toege-
voegd complexe matrix moet worden genomen, terwijl een accent (bi]
een matrix) de getransponecrde voorstelt (de getransponeerde van een
kolomvector is een rijvector).
Met

t=llgl e | El

kan, met behulp van partiele integratie, waerbij de stukken tussen de
grenzen wegvallen vanwgge de randvoorwaarden, aangetoond worden dat

¢ ,w, oz, %
. ol
L e‘é oély .([ = + T 7_{") Y. (108)

Daer e* en e 1dentiek zlgn, levertg ' e*t dy hetzelfde op, zo-
dat aan de eerste voorwasrde (10) voldaan is.

Bij volkomen willekeurige matrices geldt altijd

(10)

t,'u b= t,'u' t,. (10v)
24 8 2= 2080 24 . ‘

Dus zal san de 2° voorwaarde (10) voldasn zijn, indien
u¥= u', (11)

d.w.z. indien u een Hermite'se matrix is. Vanwege de wlllekeur in de

vectoren t is (11) ook noodzekelijk.
Voor de standtrilling is het eigenweaardeprobleem zelf-geadjungeer
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omdat dan u gelijk wordt aan de reéle, symmetrische massamatrix m.

Bovendien is in dit geval het eigenwaardeprobleem positief definiet,
omdat voor iedere vector t , die aan de randvoorwaarden voldoet, geldt
dat b

fﬂe'tGL)O en ft'm'bdy)O .

(Deze uitdrukkingen zxgn resp. gelijk azn de potentiele en de kine-
tische energic, hetgeen beide positief definite vormen zilnm).

Een positief definiet eigenwasrdeprobleem heeft positieve, reé¢le
eigenwaarden. Dus zijn voor de standtrilling alle eigenfrequenties
positief reeel (harmonische trilling) en alle trillingsvormen reéel
{alle trillende punten in phase of in tegenphase), wanneer tenminste
van de demping wordt afgezien.

Voor de in ecn luchtstroom geplaastste vlieugel is u geen Hermite'
se matrix. In dit geval is het eigenwaardeprobleem dus niet zelf-ge-
adjungeerd, waardoor het a priori niet eens vast staat, dat er iiber-
haupt eigenwaarden zijn. Dat het hier beschouwde probleem wel eigen-
waarden heeft, kan het best worden aangetooné me: een reeds van Hil-
bert afkomstige methode, gebaseerd op het elgenwsardeprobleem in in-
tegraalvorm.

4. Het eigenwaardeprobleem in integraalvorn.

Voor de afleiding van de integraslvergelijkingen zullen we terug-
keren tot het systeem van de bulgende en torderende vleugel, weaarvoor
we als bewegingsvergelijkingen hebben verkregen

(Bz"" = viL L {(Ty)s VL,
met L = Wy Z‘s"b(,zip ’ {a’z = Uy, +£()__;§#’ (12)

Wordt de 1 verg. 2x tussen de grenzen y en b geintegreerd en

de 2°° verg. 1x, dan is onder gebruikmeking van de randvoorwaarden (7)
Bay= YIM Ty o i,
met My= {"(y-yjl,dn . -j‘[, oA % (13)

Terwijl ¥ L‘Ayen V‘bﬂ)rcsp. de krash% en het moment (om de Y-as)
op een strookje Ay voorstellen, afkomstig van traagheidskrachten +
luchtkrachten, zi}nyaﬁ,,eniﬁﬁgresp. het bulgende moaent ( om de koer-
deriehting) en het torderende moment, werkzaem in de doorsnede lood-
recht op de Y-as ter plaatse y.

Integreren we nu de i verg. (13) 2x tussen de grenzen 0 en y
en de 2“9 verg., 1x tussen dezelfde grenzen (na deling resp. door B
en T), dan wordt met de randvcorwaarden [6):

z~w’<f(y~y)/"‘ oy, }ﬁerg-—%—haff,
ofwel, na subst}tutle ven (13): 3
z= y‘jyf Lr-2)z-y) ), (y)dy ety A= F= V?’f ﬁg}”{%,

° 4 815
waarblj ecrst moet worden geintegreerd over 2 van y, tot b ‘én dearna

over y, van 0 tot y (zie fig. 2). Verwisselt men de integratievclg-
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| : K
orde, dan moet eerst worden gein- Y
tegreerd over y, en wel van 0 tot <
de kleinste der beide wasrdenpof
y en dan over y van 0 tot b, Dus
wordt ock t
L
2= V*[ [ jfz_.rl./.:z_mdy} Liyje n :
i
i
2 #
p=rieL —”-’ﬂ}l-mdv A
waearin j ?een integratie voorstelt van O tot de kleinste der beide
waarden y eny.
Met vegg (12) kan hiervoor worden geschrevel;z
Ty T
z(y) v j K,.(E{"U(IUHZJ + Uy, Y), C(l K” - i B,/)
Ly
7t ruth 4 o[
o 4,
In matrixvorm geschreven wordt dit
£(y)= *f K (y.) ”-("z)f/%)a”l (14)
waarbij u en £ de vroegere betekenls hebben in X gelijk is ean
Kuly)
K= || o kol

Bij geschikte generahsermg der matrices geldt verg. (14) alge-
meen,

5. Bxistentie der eigenwzarden., Ontwikkelingsstelling.

Stellen we in verg. (44) ¥ ‘= Aen ﬂ%iy}:ﬁ[yﬂjj Wy)

dan wordt de matrix~integraalvergelijking

fo=2{ Dy frv oy (15)

Gaan we terug tot de afzonderlijke vergelijkingen ven dit stel-
sel, dan is bv. de kde verg.:

LU= ("S Dy ly0) 0o
Hierin zullen we de integrazl benaderen dcoor een algebraische in-
tegratieregel (trapeziumregel; regel van Simpson), zodat alleen de
waarde van de functies fkin een eindig =zantal basispunten een rol

gpeelt. Dit is geoorloofd omdat de functies DM voor alle wasrden van
y en? eindig blijven. Dan wordt

fely:) —2;'5'& o, a)ﬂl’& ) o) s
wearbij de getallen 52’;( .)door de gekozen integratieregel zijn bepzeald..
Dit zijn n lineaire, homogene vergelijkingen tussen de n grootheden
k(yi)’ waarbij n het product voorstelt van het azntal functies f; en
het aantal punten,yi, waar de functies bepasld worden. Dit stelsel
vergelijkingen kunnen we ook schrijven als een enkele algebraische

matrixverg.
; = A D__,f (16)
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waarbij dus de elementen van f de grootheden fk(y ) zijn. Uit de theo~:°f
- rie der lineaire vergellgklngen volgt verder dat verg.(16) een van 0
verschillende oplossing heeft voor die waerden van A, wasrvoor de ka~-  ,f
rakteristieke determinant | e
|22~ ,
is (I= eenheidsmatrix). De hoogste graadsterm van deze karakteristie-
ke vergelijking luidt,zwﬂ)[, zodat er n eindige oplossingen voor 2,
zgn. eigenwsarden, bestaan, indien D £ O is. Bij de trillende vleugel
is D £ 0, terwijl bovendien de eigenwaarden in het algemeen verschil-
lend zijn, Bij iedere eigenwaarde A behoort een‘eigenvectorlf.. De ei-
genvectoren zijn lineair onafhankelijk.
Omdat de eigenvectoren ecen lineair onafhankelijk stelsel vormen, .
kan iedere willekeurige vector i, die n elementen bevat, naar dit stel-

sel worden ontwikkeld, d.w.z. in de relatie
wv

t= Cy
& 4
zijn de coefficienten cy eenduldig bepaald. Dit volgt onmiddellijk

uithet niet verdwijnen van de determinant gevormd door de n vectoren
£ |
Wanneer men n tot oneindig laat naderen door het aantal punten Vi
hoe langer hoe groter te maken, dan zullen de oplossingen van verg.
(16) nederen tot die van verg. (15). Voor de nauwkeurige limietover-
gang zij verwezen naar v. Mises-Frank. De volgende conclusies kunnen
thans worden getrokkens
19 De integraalvergelijking (15) en dus ook het eigenwaardepro=
bleem (9) heeft een oneindig aftslbaar amantal eigenwaarden; die ge%
rangschikt zullen worden in volgorde ven toenemende modulus; 4d.w.z.

ARSI PN RS . | (17)

2° Ben functievector, die aan de randvoorwaarden voldoet en te-
zamen met haar eerste en tweede afgeleide continu is, kan ontwikkeld
worden in een uniform convergente reeks

ﬁj = :i-’ ccﬁ(y) (18)

6. Orthogonaliteit.

We zullen eerst bewijzen, dat het eigenwaardeprobleem (9), indien

het zelf-geadjungeerd is, alleen reéle eigenwaarden bezit. 72ij] 2—
. L.
een oplossing van (9) en dus A , f een oplossing van de VergelleTLO
die uit (9) volgt decor u door u* te vervangen, dan geldt
2f.= 2 Ly el o0 g (19)

Door vermenigvuldiging resp. met f*' en f ' en door vervolgens te

integreren ov r het interval van O tot b, Wordt

4‘- /*611§¢x7 34 o j/éi A&
ez  f 4 L ey

(20)
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Op grond van verg. (10) zijn de tellers, evenals de noemers on-
derling gelijk, zodat Aen ) ook gelijk zullen zijn, tenzij alle tel-
lers en noemers Q zijn. Dit laatste doet =zich niet voor, want zijn
N eﬁf’de elementen van £;, dan is op grond van verg. (10a)

die piy = (o g T2 20 50
Dus 13,2 )f, d.w. z.?)ls reeel !

Schrijft men de 2de vergelijking (19) op voor de oplossxng J f;:
en vermenigvuldigt men beide vergelijkingen resp. mef_gJ en f y dan
komt er in plaats van (20): 4, .

[ fiefioy v Llieleer
A = a1 Y (21)
Al u A S ol

Omda$;a¥zJ’kan geeconcludeerd worden dat nu-alle tellers en noemer:

0 2zijn. Dlt leldt tot de orthogonaliteitsrelatie

/*’ /0@ (l/rf’f/“(?‘a b Cstf . (22)

Gaan we thans over tot het niet zelf-gead jungeerde eigenwaarde-

probleem, d.w.z. y'# u° , dan moeten we naast verg. (9) de zgn. ge-
transponeerde vergelijking
4%" ;au(g,) (23)
waarblgj:aan dezelfde randvoorwaarden als f voldoet, beschouwen.
In analogie met verg. (20) kan thans worden afgeleid

S o INSPRD
=77 . 2~ = _(4 ‘0 (24)
%&&fﬁ% aéﬁg&@

Op grond van de verg. (10a) en (10b) zijn de beide tellers en de
beide noemers gelijk. Wanneer u een matrix is, die oneindig weinig
van een Hermite'se matrix u, afwijkt, dan zal [ gl u f dy ook onein-
dig weinig van { g u, £ f dy afwijken en dus ongellgk oan 0 zijn., De
tellers en de noemers z13n dus niet 0, zodat Acen Xy gelijk zijn. De.
oorspronkelijke verg. (9) en de getransponeerde verg, (23) hebben dus
dezelfde eigenwaarden.

In analogie met verg. (21) geldt

£ £,
. /o, . & G-

‘ /cﬂ’{; W o

waaruit op rond van (10a) (10b) en van’)ﬁ)’ volgt dat

(oj-é _{ O&y ja‘ (A{ ’V%"" ‘#} (25)

Deze gelijkheid wordt bl-orthogonallteltsrelatie genoemd, omdat
zij een orthogonaliteit uitdrukt tussen de vectoren van twee verschil-
lende systemen.

Een gedeeltellgke normerlng der vectoren kan worden ingevoerd

door te stellen j 3 e/ ¢t:/—/ , Ac fa jc g’-'ﬂp&:/&/_
- = (26)
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Een vollediger normering blijkt geen voordelen te bezitten . Ten-
slotte moge opgemerkt worden dat in de ontw;kkellngen

Ay = Z X fy L gw= = Acgy) W
de coéfficienten zodanlg zijn, dat ;gloq§éconvergeert.‘Immers met be~
hulp van (25) en (26) geldt '

(ie/aa I:cx(z (27)
De coefficienten 213n gelijk asn

«; Rfiu{oc; ,A“l‘ffug“y

7. Methode van Galenkin.

Terwijl tot nu toe de algemene eigenschappen van de oplossingen
van het eigenwaardeprobleem (9) zijn onderzocht, zullen we thens nagaa
hoe we, bij gebrek man een methode om e¢en analytische oplossing aan
te geven, benaderingsoplossingen kunnen vinden. |

Bij de methode van Galenkin wordt uitgegaan van N gegeven functie-
Vectoren.gj_, die aan de randvoorwaarden voldoen. De N eigenvectoren,
die behoren bij de lazgste N eigenwaarden, worden benaderd door reek-
sen van het type q f: , Waarbij een voorschrift wordt hoe de van.
iedere eigenvectof verschzllende coefflclenten93 berekend moeten wor-
den.

Bij substitutie van f= 2:% in verg. (9) zal deze verg. in het
algemeen niet bevredigd worden, Wat we ook nemen voor A of voor de co-
efficienten QJ Er ontstaat dus een foutenvector ¢ , nl.

Z@j(ef‘)“rf)
waarbi]j de ele&enten van & weer functles van y zijn. Physisch kan men
deze elementen interpreteren als de extra krachten, die nodig zijn om
bij de frequentie Y de trillingsvorm 4, qq Fr op te drukken:

Het essentiele punt in de methode vaa Galenkin is nu voor N ge-
schikt gekozen, gewogen gemiddelden van £ , die onderling lineair onaf-
hankelijk moeten zijn, gelijk aan O.te meken, D.w.z2. men eist bij] ge-
kozen vectoren Qw’ dat

= = 2‘,". ”
iﬁf:acff v yH !’
of wel na substi%ptle van ¢
oLy =0
E‘Q.JQ(QHQF A@H £ ey (28)
Dit is een homogeen stelsel van N lineaire, algebraische vergelij-

kingen, waaruit de onbekenden ¢.en de parameter 3 kunnen worden opge-
lost. De resultaten voor Aen voor de uitdrukkingen q#_f§ zijn in-
variant voor lineaire transformaties binnen ieder dg§’stelsels vec—
toren F nG, .

Een punt van willekeur in de methode vormt nog de keuze van van de

stelsels Fy en GH . Het zal duidelijk zijn dat men er naar moet s treven,
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dat de vectoren Fydoor lineaire combinatie de eigenvectoren f w (K=1,
2,...N) zo goed mogelijk kunnen benaderen, d.w.z. dat in de ontwikke-

lingen :
Z Az fr (29)

de coefflclenten ‘XI voor ¢)2N+1 zo klein mogelijk worden, maar we zul-
len laten zien dat het, althans wat de eigenschappen betreft, precies
even belangrljk ig dat in de ontvukkelingen

Z Bin 9: (30)

de coefflcienten {3y VOOT ¢ ) Mriook klein zijn.

We zullen 'gu nagasn hoe de afwijkingen in frequenties (2 ) en tril-
lingsvormen (Ia, a5 Fr) samenhangen met de ontwikkelingscoefficien-
ten o, en By . We zullen hiertoe eerst de ontwikkelingen (29) en (30)

vervangen dcor w

FeefetBdak s Guagnt &, el L M0 i
waarbij ®:ren 4iv andere wa.arden hebben als in (29) en (30). Dit komt
neer op lineaire t$rensformeties in de stelsels F; en G . Weliswaar
zijn de vectoren (31) niet bekend ( zij zouden inderdaad al uitmunten-
de benaderingen zijn voor de vectoren f; g, !), maar zij leveren bij
toepassing van de methode van Galenkin dezelfde resultaten als (29)
en (30). De foutenberekening mag dus op (31) worden gebaseerd.

Door gebruik te maken ven (25) en (26) leidt substitutie van (31)
in de vergelijkingen (28) tot

(1-%)4u +Z£y‘§ (/——WV«JPW = Hxrae e (32)

¢ 2 My
Het mag worden verv,acht dat indien in de k oplossing 3;{ iy 0

de coefficient ¢, =1 wordt gesteld, de coefficienten ¢y, met T/ K klein
t.o.v. 1 zullen zijn. Ware dit niet zo, den zou Z @M Fy genzienlijk
van F, en dus van f, gaan efwijken. Bij ventanrlozmg van @Iu voer
1A K, levert de K% verg. (32)

WLZ“.. p3 (:~.:—~} e f (33)

e N Y
als ﬂ,{de gevonﬁen benaderde Wnarde voor Ay voorstelt.,

De overige vergelijkmgen leveren

ZH}'( - - [Z;u(’wrjcxkbf B dﬁa H#"( (34)

po= Ak

Met hehulp van deze uitkofisten kunnen nog nauvkeuriger benaderin-
gen voor ' entzw, die dan termen ven de 3de en 4de graed in A en A,
bevatten, worden afgeleid., In dezelfde benadering =213 (34) wnrdt voor
de trillingsvomen gcvondan

?Hu‘ F f + 2 0(,“-‘«‘{; - (mm,/,: ;.K) iR/ @LH g“)(35)

by
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Indien KAy, fiiyklein van de eorste GI‘&S(WOI“ECD verondersteld, blijkt
de fout in de eigenwz:?};de klein van de 20 orde, mooar dic in de vigen-
vector klein van de 1 ordc te vorden. Fermule (33) tecont onmiddellljk
dat zowel of;;als ook (3..kleln moet worden geheulen.

Voorts volgt uit (33), dat voor zeclf-geadjungecrde syotémen (X |y =
= ﬁ;K) alle eigenwaarcden overschat wvorden. Deze eigenschnp is verloren
gegean bij de generalisatie naar niet zelf-geadjungeerde systemen.

De nauwkeurigheid van de laagste eigenwaarden met eligenvectoren
wordt natuurlijk sanzienlijk verbeterd indien men de stelsels _?‘ en G,
uit iets meer dan N vectoren lsat bestzaan.

Het is asn te bevelen Fyen G, z0 te klezen, det verkelijk de N
laagste eigenvectioren worden benaderd., Worlt in plaats van f} e d!
benaderd, dan worden de fouten in (33) en (35) belangrijk groter, ~u.-
dat de termenj{ik}’@‘xen XM" voor lagere wasrden van i groter zijn «
voor hogere, A¢
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' dcor
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"l) De niet-lineaire differentianlvergelijkingen van de 1€ en hogers or-
de behoren tot de moeilijk handelbare objecten ult de wiskunde. Slechts
in zeldzame uitronderingsgevallen is een integratie in eindige vorm te
verwerkelijken., Met analytische hulpmiddelen is het weliswaar mogelijk
het gedrag der oplossingen in de omgeving van een gewoon punt te onder-
zoeken, terwijl er ook met meerdere mceitw iets over het vaak zeer ge-
compliceerde bedrag in de omgeving der singuliere punten kan worden vast-
gesteld; het is echter in meeste gevallen uitgesloten met analytische
hulpmiddelen een volledig overzicht van het verloop der integraalkrom-
men in hun geheel te verkrijgen.

Toch is dit laatste van het grootste belang voor technische en phy-
sische toepassingen, waar er in het algemeen meer wasrde wordt gehecht
aan de kennis van het globaal verloop van deze krommen dan aan een nauw-
keurige berekening in een zeer beperkt gebied.

Voor het verkrijgen van een globaal overzicht van de integraalkrom=-
men, is de methode der isoklinen bijzonder geschikt,

Stellen we ons de differentiaalvergelijking van de eerste orde be-
parld door

%,xc = £(x,y) (1)

dan is de meetkundige betekenis hiervan, dat aasn een willekeurig punt

0?¥o) een lijnekment met de richting

dy
wordt toegevoegd, m.a.w. de integraalkromme (=oplossing) die gaat door

het punt (xb,yo)heeft in dat punt een raaklijn bepaald door de richiings-
coeffigient

dy
o]
33‘; = f(xoya) .

Men kan dus de integraalkromme in de naaste omgeving van (x_ .y ) tekenen.

ovo
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Bij de isoklinen-methode bepaalt men nu ec¢rst de kromme lijnen in
r punten de daardoor gaande integraal~krnmmen gelijke helling verto-
nen, Deze iscklinen,behorende bij een richting al =k worden volgens (1)
bepasld door ~
£(x,y)=k (2)

en de bepaling van deze isoklinen is een kwestie van analytische meet-
kunde. Voor de bepaling en benadering van het verloop van de integrsal-
krommen is het van belang voor een vergameling discrete waarden van Kk,
kK, Kyy... de bijbehorende isoklinen (2) te construeren. Men spreekt dan
van een isoklinen-~veld. Men kan op ieder der isoklinen door een lijnele~
mentje b.v. nog de richting van de integrasalkromme aangeven.

Om nu de integraalkromme door een willekeurig punt van de 1€ isokline

Pg te construeren, moeten wij een kremme lijn door ?1 tekenen, die de

1= isokline in de gegeven richtikg snifgdt, en dan moet er co de één of
andere wijze voor gezorgd worden dat ook de volgemde isoklinen in ?2,

P3 enz. in de daarbl] sangegeven richtingen worden gesneden. Het is dui-
Jelijk, dat dit probleem in de grond onbepasld is. Toch zullen wij =zien,
dat er met een behoorlijke benadering een integraalkromme te constru-
eren ie.

. dy _ _ x
Voorbeelden: E% = - 3 (3)
Isoklinen - % = econst. (rechten door 0).

De richtings-elementen zijn hier lgod-
recht op de isoklinen. Men kom% ge-
makkelijk vot het inzicht, dat de
integraslkromnen concentrische cir-

= kels om O zijn, zoals ook door in-
tegratie van (3) volgt.
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'2) Om tot een enigszins betrouwbare constructie van de integraal-kromme
over een niet te beperkt gevied te komen, moeten wij eerst beschikken
over een isoklinen-veld wasrbij de afstand der isoklinen niet groot is.
Als het gegeven punt P1 van de integraal-
kromme en het voorlopig onbekende punt
P2 niet ver van elkaar verwijderd zijn,
dan kan de boog P1P2 worden benaderd door
een perabool met verticale as., Dit komt
analytisch neer op de reeksontwikkeling
in de omgeving van het punt P, (x ,y1)
y=y s +A(x-x, )+B(x-x, ) +...
wearbij men zich beperkt tot de termen
fig. 3 van de 2% graead.
it is voor niet te grote waarden van P1P2 ongetwijfeld gecorloofd. De
constructie van de beog P1P2, in het bijzonder van het punt P2 komt dus
neer op de bepallng van de parabecol met verticale as, waarvan in P een
punt en een raakllgn in dat punt is gegeven, terwijl in P2 de rlchtlng
van de rasklijn bekend is (het punt P2 echter niet). Deze verdere bepa-
ling berust op enige elementaire eigenscheppen van de parabool met ver-

ticale as. A ’P !

I) Het snijpuant S van de raaklijnen
M in P, en P, ligt verticsal onder
~\,/P het midden M van de koorde P1P2.
/ II) NS snijdt de parsbool in een punt
‘ N zodat MN=NS.
II1I) De rasklijn in N loopt evenwij-
dig met P P2
Bewijs zeer eenvoudig met poolver-
wantschap. Verbindingslijn SM is
poollijn van het punt op oneindig
van P1P2, dus SM loopt in de asrich-
ting.
NDan zijn S en M harmonisch toegevoegd
5 aan N en het punt op oneindig van SM
fig. 4 m.a.v. N is het midden van SM.
Tenslotte gaat de rasklijn in N door de pcol ven S5if, d.i. het punt
op oneindig van P1P2. Dus rasklijn in F{/P1P2. In figauar 3 moet dus punt
P2 zo worden geconstrueerd, dat de reaklijn in P de raaklijn in P1

enijdt in een punt loodrecht boven het midden M van P1P2.

De practische uitveoering van deze constructie is het eenvoudigst
uitvoerbaar volgens de principes der grafistetica, door invoering van
een pool.
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| Stel S is de pool (fig. 5). 5, en S, stellen de richtingen voor, be-
horende bij de iscklinen 1 en 2.
K is het midden ven 1 en 2. Trek SK.

De lijn door P4j[SK snijdt de 2% isokline in 2s.

. fig. 5
Het bewijs volgt onmiddellijk uit de gelijkvermigheid van de driehoeken
S 12 en P1 TU (P1T Pz U is een parallelogram).
Van de integraslkromme is verder nog het punt V (midden van T) en
de raaklijn in V (A?PRPg) bekend.

Z) Toepassingen. Ook differentiaselvergelijkingen van de tweede orde kun—
nen vaak met behulp van de isoklinen-methode worden onderzeehnt, b,v.

2
) %g% +y =0. ()

De differentiaalveryelijking gaat over in

V%+y=0 of %—;—=-—€;4 (zie (3)).

De integraalkrommenvan de lastste vergelijking worden dan cirkels om @
{(in het y~v-vlak),
Bij gegeven v= J% wordt t dan bepeald uit dt= &

t= 5 %¥ (i.h.a. met numerieke integratie).

Een klassiek geworden voorbeeld, dat tot nu toe met het meeste suc~-
ces met behulp van de isoklinemmethode is onderzocht, is de vergelijking
voor de relaxatietrillingen van van der Pol,

(B.van der Pol, Relaxation oscillations, Phil Mag. 2 928, 1926).

Bij bepaalde problemen uit de electronica (triodebuizen) werd van
der Pol gevoerd tot de niet-lineaire differentiaal-vergelijking van de
28 orde:



o “‘ -5
i’;% - EG-AF + x=0 s SASY

(gedempte trilling met niet-lineaire demping). ~
R 1s een positieve numerieke constante. Van der Pol en anderen heb~
ben het gedrag nagegasan voor kleine £, matige £ en grote £, i.h.b. voor. -
£=0.1, £ =1 en £ =10, Het gedrag voor grote & biedt de grootste moei-
lijkheden. ‘ |
Stellen wij in (5) %—%-{ = ¥y, dan gaat deze vergelijking gemakkelijk
over in

d _ - 2 - .}S -

'c'i’:% = £ (1-x°) 5 (6)
Het is deze vergelijking, die wij speciaal willen onderzceken met behulp
van de methode der isoklinen.

..I.soklinen: De isoklinen, behorende bij de vaste waarde g—;‘% = k zijn:
X
y o= S (7
& (1-x°) -k
Voor k £ & snijdt (7) de x~-as in de ocorsprong.
Voor k = & ontaardt (7) in de y-as en de orthogonale hyperbool

| xy = -2 | B
Voor k< £ zijn er reele verticale asymptoten voor x= + V'I- -5-—- .
Voor alle re€le waarden van k is de x-as asymptoot.

De bepaling van het iscklinen-veld en de &earuit volgende integraal-
krommen leidt tot de volgende resultaten

E:.QI

Dy \\P
s Jo2 < ” \ =
-S4 "Jr o I~ sy ¥ X

LU

De integraalkromme wordt een soort spiraal die van buitenaf asymptotisch
nadert tot een gesloten kromme (cycle-limite:Poincaré).

(Bij een beginpunt binnen de cycle-limite nadert de kromme ook spiraalg-
gewijze tot de cycle~limite.
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In figwir 1 en 2 zijn dezelfde resultaten voor de integr-alkrommen her-
haald voor de waarden €£=1 en €£=10. Hoe groter & wordi, des te meer gast
de steeds optredende limiet-cycle over in een lang-gedichte kromme, die
steeds sterker afwijkt van een cirkel, De bijbehorende trillingen zullen
dan cok bij toenamende £ sterker afwijken van harmonische trillingen.
Uit de gevonden integraalkromme y=f(x) kan door mechanische integra-

tie het verband tussen x en t worden afgeleid, wegens

d

T =Y
is
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Het resultast is weergegeven in fig. 3.

-~
rd

fig3. 4
Voor £=10 en groter blijken de trillingen zeer sterk af te wijken van
sinustrillingen., Deze trillingen worden door van der Pol relaxatie-tril-
lingen gencemd. Van belang is het deze trillingen te onderzceken voor
zeer grote waarden van € , Dit is qualitatief vrij eenvoudig te onder-
zoeken met de constructiemethode van Liénard. (Zie litteratuurlijst 3)).

’4) De constructie van Liénard.

- Uit de vergelijking van van der Pol (6).
dy _ e\ X
3% = & (1-x°) >

volgt: 3
d{y— € {x~ %r)i _x
dx -y
Stel
3
y- E(x= 3) = v (8)
adv - -X (9)
Ix £(x- %g) +v

Liénard construeert eerst de grafiek (fig. 4).
3
v1=:£(xr %—). (karakteristieke kromme vy)

Wanneer P een punt van de integraalkromme
xdp(v) ig, dan is

X3
PQ:V-—V1 =v- € (x- —3—) .
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(9) volgt:

%:%:’tgsm’
dus de reeklijn in P is locdrecht op PS.

Men vindt dan de volgende vormen veoor de (v—x)kromme} (fig. 5).

v
£= 0.1 !
V= F(x)

X

V,a P(”)

Y,
&9-_5 (V.X)clt'a.grummeh vay L (€mancd.

5) Bepaling van de relaxatieperiode.

Het is van beleng, de periode van de
relaxetietrilling te berekenen, zan-~
enomen, dat deze bij grote waerden
ven € bi] benadering wordt weergege-
ven door fig. 6. Dit kan wiorden gedaan 3
door een lijnintegraal te berekenen,
genomen langs de limiet-cyclus. Wij (-n%) = )

weten: ////{
dx _}dv
tt:j? ..J, N (wegena (9)). "

dus emlocpstijd
2 2
-1)4
?,= %’cziifﬁ-‘-;ﬂ—’-‘ =2¢ (log x-—-’g--)2 }
= 1.614 €. Caes

m]<

G~ 3

fig:8:
Bij verdere benadering is gebleken dat deze uitkomst de correcte term
van de hoogste orde in de asymptotische ontwikkelipg voor grote waerden
ven & levert, Dit ligt voor de hand, omdat men kan bewijzen dat de li-
miet-cyclus voor £ - o zich precies gedrasgt op de wijze zoals bij de

afleiding van bovenstaande benaderingsformule is z2angenomen.
Een asymptotische ontwikkeling voor T1 is onderzocht op zeer volledige
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en algemene wijze door J.Haeg (litt. 5 en 6). De schrijver beschouwt
hierin differentiasalvergelijkingen van een algemeen type, welke de ver—
gelijking van van der Pol als bijzonder geval bevatten. De volledige
asymptctlsche ontW1kke11ngen voor het speciale geval van de vergelijking
van van der Pol zijn afgeleid door A.A.Dorodnitsyn (1litt. 7). Het resul-~
teat is

4 -4

Ve T T e ).

6) Theoretische beschOuwingen.
ﬁeW1as van het bestaan van 1 enkele gesloten kromme in het Liénard-
disgram,

Pedert Poincaré (litt. 8 en 9) hebben onderzcekingen over het bestaan
'gan limietcycli in het centrum der belangstelling gestaan. Op vrij een-
voudige wijze is deze kwestie onderzocht door N.Levimson en 0.K.Smith
(1itt., 11). Zij beschouwen in plaats van de speciale vergelijking van
van der Pol in getransformeerde vorm (9) de meer algemene vergelijking

av X -
dx “R(x)-v - (10} .,
Hiervan is de vergelijking van van der Pol het bijzondere geval:
3
g(x)=x F(x)= £(5- - x). . (11)

In (10) wordt algemeen verondersteld:
g{x) en F(x) continu § g(x) en F(x) oneven.

Algemene opmerkingen, die gemakkelijk te bewijzen zijn:

.. I) Als er een gesloten kromme aan {(10) voldoet, dan moet hij de V-as
snijden in 2 punten (O,vo) en (0,-v, ) symmetrisch t.c.v. de cor-
sprong.

en omgekeerds
II) Als een integraslkromme door de punten (O,vo) en (O,-VO) gaat,
is hij noodzakelijk gesloten.
Wij zullen bewijzen da. er 2ltijd één en precies één waarde Vo
voor een integraalkromme door de beide punten (O,vo) en (O,—vo) gaat.
Dzartoe wordt ingeveerd de functle

A (x,v):-—v + jﬁg(u)du

is, waor-

dus
A (().v):-.iv'2 (12}

Neoem de snijpunten van de integraalkromme met de V-2s 4 en B (zie fig.T)
A(O’VA) » B(OsVB)o
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Van F(x) worden nmu nog de volgende ‘
veronderstellingen gemankd:
a) F(x) heeft slechts 1 enkelvoudig
peositief nulpunt Xqe
F(x)< 0 voor 0<x <Xy
Voor x> X, is F(x) monotoon stij-
gend dus > 0.
b) F(x)»>oo met x.
Opgemerkt dient te worden dat F(x)
niet monotoon behoeft te zijn voor
O<x<x 3
Men z:.et onmiidellijk dat F(x)= a(-—- ~X) aan deze eisen voldoet, x ..\/—j.
) Volgens (10) is :

vav+g(x)dx=F(x)dv

of
aA =F(x)dv

del = RB— 7\!5‘-- fF(x)dv

A
Wegens (12) is B

fF(x)dv-.—. %sz- ;—v‘?A

woarbij de mtegraal wordt gencmen langs de contour .uKB

Wij behceven slechts te bewijzen, dat veor 1 contour f P{x)}dy=0 wordt.
Uit figmur 7 valt veel te concluderen.

Als de kromme AKB de Xromme VZ—F(X} links van het nulpunt M snijdt, dag ie

¥ j F(x)dv> 0 (want F(x) en dy<Q).

Als A — A1 (verder van 0) dan ook B — B1 (verder van 0).

In het gebied OH is P(x) < O. .

Bij overgang van S op S_1 zel dus | v-F(x)! onbepacld toenemen (bij bepaal-
de x). Wegens (10) zal {dvl afnemen.

Ve positieve bijdragen van IF(x)dv over de bogen A,‘G,1 en K,‘B,‘ zullen
daarcm afnemen, 2ls 4, en B, verder van 0 verwijderd zijn.

Over het gedeclte (},1(311(1 is de bijdrage van IF(x)dv negatief. Het is
vrij gemekkelijk in te zien, dat de negatieve bijdrage over G1C1K1 in
absolute waarde monctoon stijgt, terwijl de positieve bijdrage over
A1G1 en K,|B1 monotoon daalt. Zo komt men tot liet resultnat, dat er 1 en
gslechts 1 kromme is, wasrvoor

B =)
aX = / ®(x)ay=0

A
dus AB“'\A’ cf Vp= =V, Dit wordt een gesloten kromme.
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Colloguium:

Mathematische problemen uit de practijk.

voordracht op 10 Meli 1951,

Grafische behandeling ¥an niet-lineaire differentisalverge-
lijkingen van de eerste orde. (Methode der isoklinen).
door

Prof., Dr S.C.van Veen.

32 lezing.

Bewijs van Lovinson c¢n fmith voor hoi besnean ven Jin cnlole limict-

cyclus onder bepaclde condi.ics. (1litt. 11).

7ij hebben recds vroeger gezicn, dav de diffcerentiaal-vergelijking
van van der Pol kan wordcn herleid tots

(13) g;: §3 = 0. (zic 2% lezing, pag. T, verg.9).
Ve E("g- -x)
L & S beschouwen ecn icts algemener vorm, n,l,

%3(1{ -}--—g-{;.}s—)-m—: . (14‘)
\ v-F(x)

mct de nevenconditics
1) P(x) is ¢on oncven functic van x, welke oon nulpunt x, bozit,
zodat F(x)<0 voor 0<x< Xy,
F(x) >0 voor X >X, , en monotoon tocncmond VOO X PX .
(r(0)=0).
Men zict onmiddellijk dat bij d¢ vergelijking van van der Pol

3
Plx)= 8(¥? -x)

aan dezc¢ cisen voldoet voor xd=\E;
2) g(x) is ecn oneven differenticcrbare functic van ¥, met g(x)> 0
voor x>0 cok hi_raan voldout: g(x)=x. o
Verder wordt nog aangenomen dat F(x)— 20 als x—=Q® en  [glx)dx—~®
wat ook bij dc vergelijking van van der Pol hot geval i8,
Onder deze conditics behoort cr bij (14) &én wnkele limict-cyclus.
Opmerkingen vooraf:

a) Een limiet-cyclus is aequivalent met cen gesloten intograalkrom: -
van (14), o
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b) Tanneer cen gesloten integraalkromme door hos nunt (O,VO) van dc
v-2s8 guat, dan moet dezc ook door het spicgelpunt (O,—vo) gaan.
Bewijs: Vergelijking (14) blijft onverandcrd bij dc transformatic
(x,v)—=>(-x,~v). (wegens 1) en 2)).
D,w.z. i.derc integraalkromic levert weer con (i.h.a, and:re) integraal-
kromme bij s»icgcling t.o.van de oorsprong

Stel nu dat door (O, vy ) ccn gesloten

[l . . e
intogr.clkromme gaat, ule de twecde
kKeor de v-as snijdt in (0,-v,), met
VT% v, Dit is do kromme I.

Dan is ¢r cen twecede geslo.on intogroal-

kromae II, -clke ontsteat door spile-

geling van I t,0.v. dC corsyprong.

P

-

- ‘enneer b.v. vy v is, dan zal (0,=v,J
. s /0, -Y0) ) binnen I liggen, cn (0,v,) buiten 1.
T éﬁ:%l,/’ ©¢ krommc II zal dus I tcn minste in
f]g.l‘ ' 2 punten 81 en 82 mo.ten snijden. boor
dé¢ze punten zouden dan 2 intcgraalkrommen van d. gewone diff.wverg. van

de 1stu orde (14) gaan. Y1 <n S, zouden dan singulicre punten mocten zijn.
Het enige singulicre punt van (14) is cchter het punt waarvoor tcgelijk
g(x)=0
v=F(x)=0 G,i. dc oorsprong.
¢) Omgekeerd is het duidelijk, dat icdere integrealkromme, die door 2
sypmetrische punten (O,vo) on (O,~v0) g ..t, gesloten moct zijn,
E De schrijvers vooren nu do volg undc hul ofunctic in:

Ux,v)=ivee /g(u)du. (15)
Mon zict onmiddellijk dat tukenW1ssellng van x of v (of beide) A(x,v)
enver.nderd laten.
Als dus voor sz.kerc integraalkromme do functic A in boide snijpuntun
met dv v-as dezolfde waarde verkrijgt, moct de intogracliromme guslo-
UVnﬁggn (dus cen limiciu-cyclus, .
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Tit (14) volgt: | |
voor x>0 , v XP(x) is %(O

om0, vkRx) ¢ o
voor v=F(x) is g% = @&

n fig. 2 zijn ACB, A'C'B' en A"C"B" integraclkrommcn.
Uit (14) en (15) volgt:

vav+g(x)ax=r(x)dv a A (x,v)="(x)av. (16)

Beschouw nu ACB, zodat het snijount O 1igt in het gobicd 0L X< . In
dit gebied is B(x)¢ 0. Van o tot o0 is dv

(16) 3
b /d)\(:(,V))O, Metlalie )\B> %&‘, of &OB)} (0a) rr)

Virvolgons beschouwen wij invogra-lirowsien 21s A'C'BY, AYC"BY, waarbij

<0, dus ¥(x)dv> 0 dus volg\,ns

het snijpunt @mct de karaktoeristick v=PF(x) r.chts van z=x, valt.
Uit (16) cn (14) volgt:

d A(x,v)= %—) ax.

Voor O x< X is -M(x)> 0. lf;‘n 3s A"G is v-F(x) grotcr dan langs A'E dus:
/Gm{x}v) < / AR fxv)
’)G' P" < )E") } (--I)

Tangs GH is T(x)> 0, dus wegens (16). Langs GH is d M(x,v)¢ O of
| A= Ag<o. (111)

MWW

F(x) stijgt monotoon rochts von x=x or Gus voor dczelfde waarde ven y
is P(x) lengg HJ »langs ’3}?, s i mno (15

/d/\/x v) < / AN[x,v) of \TA <Ap -3 (Iv)

Langs IJ volgt, cvenals langs GiI

)I - Y1 (V)
?.B“ ""’\J < )B! "'-)xF

en langs JBY ¢venals langs A7Ge

(v1)

Door optelling ven (II),(III),(IV),(V) ¢n (VI) volgt:
)B“ -)P” < ) Bl “)‘F‘l
{os"\ - par<fost| - foar[.
ij zien hicruit, dat h.o versehil }QB{u pf‘a(, dat aanvankclijk positicf
was, monotoon dazlt, als A zich vird.r van d. ocorsprong verwijdert.
Als wij mu nog bewijzen, dat dit v.orsehil t.nslotcte n.gati f wordt, is

het buwijs voltooid, omdat c¢r dan precies 1 kromme zal zijn, waarvoor
|oal = o3,
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Om dit laatvs.e tc bowijzen merken we op, dat du touname ven A, gaande
van A" tot G, cn van J tot B" monotoon afneemt, als OA" tocnecmt.

Deze toename in X is dus bogrunsd,

Van G tot J neumt A af.

Laat OA" zover aangroeien, dat de bijbehorvnde intigraslkromme nog de
erticaal x=2x_ snijdt. Noem de snijpunten 8, en 8, (S; hog.r dan S,)

vs1 = vo)lt‘(.?xo) P v5.< I‘(2x )

[

In het bovenste stuk is dus voor 0Kz 2x ; v-F(x)> v—F(2x0)> 0.

*
" " onderste ¢ v-F(x}(‘v—-F(ExO)

Beginnen wij in A, dan is in O0Cx (’.—_’xo

(x)a
Dus na 1ntcgrat1n, /
(O/-\"]'“ v /on)(op ——\/,, ?@’a’x
2

of .Zxo 5

(’09’"’7’%)[9%;:‘.& /V(ix )] < /j(x/a’x
on el ré%‘_’a"? = V: -2 Flax,)

Dus als IOA“' —> zal VO——B{OA““ .

Daar 2 intograalkrommen clkanr nict snijden, volgt hicruit, dat de af-
standis f )-v—h(/x)_.;og.

Voor x >2x »f(x)> (2x }, dus d A < F(2x )av.

zGcintx.grwrd tussen do snijpuntcn op x=2xo vinden wij

/a;\ < -F(ex).D
waarin D d¢ afs:and dor snijpunten is,
Dwo dus afname A is onbeperkt. Do tocname van A was begrensd.
Tcnslotte moet )\ dus nugetief worden, w.t.b.w.




