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Cursus Methoden der Mathematische Physica (vervolg)
' te ‘'s-Gravenheage
1e Voordracht: 7 October 1953
Spreker: Prof. Dr S.C.van Veen,

Inleiding: In de voorafgaande cursus hebben wij ons bezig gehouden met

het bepalen van Laplace-transformaties van verschillende (elementaire)
functies, en we hebben met behulp van de gevonden uitkomsten de inverse
transformaties beschouwd. Een algemene methoden van inverse transformatie
is daarbi]j echter nog niet behandeld. Dit onderzoek zal het onderwerp
ultmaken van de beschouwingen in de komende cursus. Bij dit algemene on-
derzoek zal worden gebruik gemaakt van de beginselen der complexe functie-
theorie (contour-integratie, stelling van Cauchy, residuen-rekening).
Verder berust een belangrijk gedeelte op de theorie der Fourler-ontwikke-
lingen, 1.h.b. op de zogenaamde integraal-formule van Fourler. Van deze
laatste theorie zullen de hoofdpunten nu eerst uitvoerig behandeld worden.

1. Het integraaltheorema van Fourier (Heuristische beschouwingswi jze).
Stel dat f(x) periodiek is, met de periode 27 A. Onder zeer algemene
voorwaarden (b.v. de voorwaarden van Dirichlet: het interval (-WA, +TA)
kan in een eindig aantal delen worden verdeeld, zodat in leder deelinter-
val f(x) wmonotoon is) kan f(x) in een Fourier-reeks worden ontwikkeld:

[ ]
= > nx nx
£(x) %ao - - (a, cos ot b, sin =% , (1)

. Door termsgewljze integratie (welke wij voorlopig aannemen als geoorloofd)
volgt: :
+ WA

£(t) cos %:i at =Tha_ (n=0,1,2,...)

-wA
ok (2)
£(t) sin ‘—;-:i dt = 7Ab_ (n = 0,1,2,...)

- A

Dit ziJjn de integraalformules van Fourier-Euler.
Substitueren wij de uitkomsten (2) in (1), dan komt er:

*w')_ *"'A
[
1 1 ni{x-t
f(x) = f{t) dt «+ —
(%) = s [ (6 @ +3_ o | oe(e) cos 2o (3)
~Td Zad
Stel :
n 1

(3) gaat over in



+FA
o

<A n= TN

Stel
A

£(t) cos u (x-t) at = P (un).

A
Uy -u
- 1N
f£(x) -'g—"—(P(u ) Yl (U q-u) @ (uy)
Nu laten wi}] A —co aangroeien, dus U™, —> 0.

f(x), welke ook geschreven kan worden als

25 (i) @ (3) - 2 (4,0) Qs

gaat dan, als Riemann-som over in

+

+co co
%j(f)(u) du =%<§ du f f(t) cos u (x-t) dt.
0

.y S

We zijn alngs deze heuristische weg op het spoor gekomen van:
het integraaltheorema van Fourier: n.1l.

£(x) = %j du j £(t) cos u (x-t) dt
0 —e .

-2 -

£(x) “;}r j £(t) dat +-%z_; ne1” n) j £(t) cos u (x—t) dt.

()

(5)

maar ook niet meer dan dat, want de voorgaande beschouwingswijze verdient
allerminst de pretent.e van een "mathematisch bew.js". Daarvoor 1s al te
l-chtvaardig omgesprongen met limietovergangen en ontwikkelbaarheid in

Fourierreeks.

Wij zullen in de volgende paragrafen een strenge afleiding geven van

dit belangrijke theorema, waarbij wij vooral nauwkeurlg de vraag

onder

ogen zullen z1en, onder welke voldoende voorwaarden dit theorema geldt.

2. De integraal van Dirichlet.
Eerst een paar hulpstellingen:
Hulpstelling 1. Voor a > O is

a
sin x 4Jsinx
O<f—-——x—--—dx-_ =—=dx = G.

Bewi js: Duldelijk ult het verloop van de grafiek van Si; X,
Hulpstelling 2. Voor 0 ¢ a < Db is

\[béé;._&ax\sm.

a




Bewijs: b b a l

|} oo ee| -

o
fl
o,
[45]
’—b
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wn
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¢
&
o

+U §—1—:—3—c~dx\ = 26.

Hulpstelling 3.
~f siz X 4x =

rof

Bewljs: bekend (zie vorige cursus).
We beschouwen nu

a
f rlx+t) SEDE gt a> 0 (6)
-
Hierbij wordt aangenomen, dat de functie f(u) aan de volgende eisen vol-
doet. '
1c  f(u) is bepaald in het Interval -a-x £ u £ a-x,
dus f(x+u) is bepazld in -a Z u < a.
26 Dit interval -a-x £ u £ a-x kan verdeeld worden in een eindig acntal
deelintervallen, zodat in ieder deelinterval de functie f(u) continu,
monotoon en differentieerbaar is (dus in elk inwendig punt van zo'n

deelinterval de afgeleide f'(u) bezit).

+a

J Px+t) DT sin 0t g¢ J j
-a +
Beschouw eerst de 2e integraal j x+t) sin nt dt en verdeel het interval

< 0
(0,2) in 2 delen (0,k) en (k,a), dus

a K a
[ =[]

0 0 k
waarbilj k zo klein (> 0) wordt gekozen, dat
de f(x+t) in het interval O £ t ¢ a monotoon en differentieerbaar is (dus
ook continu);

2e dat blj willekeurig klein gekozen £>0

[

\f‘(xﬂ{) - r(x+0)| ¢ £

Stel de eventuele discontinufteitspunten (sprongpunten) in het interval
(k,a) zijn 84585, 00,8y (eindig 1in aantal)
a 5+1

g r(x+t) HRDE g “%—o J

k

sin nt a,=k
r(xrt) 200 g¢
a_ =3



1 "8+ \ ~ m | 8541
.5 SREY 4 con bt - - D £(x+t)cos nt} N
(o tn S v

8
as s

. ‘
g4+1 ,
+ A Ef: Jﬁ ‘cos nt . t.f‘(x+g)—f(x+t) at =

n
§=0 t
8s
~ s
. 3, f{x+k)cos nk f(x+a)cos nal 1 -1 cos mag f(x+a_+0)-f(x+a _o)§~%
n k a n o ag 8 8 :
8
_f_% g o8 nt .«t.f'(x+t)2—f(x+t) dt (7)
t
k

In de som in het rechterlid stelt [f(x+&s+0)—f(x+as~0)§ de "sprong" voor
in het discontinuiteitspunt ag .

Wij willen straks de limietwaarde bepalen van (6) als n—oco .
Uit (7) ziet men, dat men na voorafgaande keuze van k en € , n zo groot
kan kiezen, (n > no), dat

a
U £(x+t) -S—i-{%—?-g-dt‘ 4 ‘%‘ (8)
k
Nu komt de voornaamste kwestie:
¢
g £x+t) 2ABDE g¢ mf {f(x-l»t) - f(x%o)}ﬂ%ﬁ at +
0 0
k
+ £(x40) j SRLTULARE | (©)
0

f(x+t) - £(x+0) is monotoon in het interval (0,k)

Zonder beperking kunnen wij aannemen, dat f(x+t)-f(x+0) in dit interval
monotoon stijgt (anders beschouwt men de tepengestelde functie f(x+0)-f(xit))
Volgens de tweede middelwaardestelling 1s dan:

" k

j [ £(xrt)-£(xs0) | SL0AE g . {f(x+k)-f(x+o)}f sin nt 4,

° (0 <« Ji < k)
% K

Dus ” {f(mt).-f(mo)‘} e dt”, < ’f(x«i»k)—f(xﬂ»())i H e | <
0 1

(hulpstelling 2 en
% voorwaarden) (10)

< éﬁijﬁ sin u “1 ¢

£
B¢ -

£(x+0) jﬁ 312%23 = f(x+0) Jk Sl“ 2 du - f(x+0) %?voer n— oo
0



dus voor n > n, is

kK .
)f(x-f-o) J ﬂ-’%ﬂi at - % f(xm)} < %-. (11)
0
Ten slotte volgt uit (8), (9), (10), (11).
a
H r(x+t) BE2E ar - T f(x+0)) L€,
0
voor n » max (nc,nﬂ).
Dus
a
lim j f£(x+t) —-———.—Bintnt at = % £(x+0).
n— 00
0
Op volkomen analoge wijze leidt men af, dat
8]
in nt L ‘
lim v( f{x+t) §~f5—— dt = & f(x-0)
n—w 2
zodat:
e e e L e e
1im | p(x+t) BB ¢ o T {f(x+0)+f(x—0))] (12)
t 7z
n—=o

Dit is de integraal van Dirichlet. In een continulteitspunt x wordt
f(x+0) = f(x-0) = f(x), dus dan is het rechterlid 7r f(x).

Opmerking; De uitkomst (12) kan onder minder verstrekkende elsen ten aan-
zlen van f(u) worden afgeleid. In het bijzonder kan men de eis van dif-
ferentieerbaarheid laten vallen. Het bewljs ven (12) wordt dan echter veel
omvangri jker, en verelst veel meer hulpstellingen.

In de meest voorkomende practische gevallen zel ruimschoots aan de boven-
sestelde eisen zijn voldaan. Voor verdere bijzonderheden verwljzen wij
naar de ultgebreide handboeken op d:t gebied,

3. Afleiding van het integraaltheorema van Fourier,

Omdat
n
sin nt | j cos ut du
0
kan (12) geschreven worden in de vorm:
+a n
%f{f(x+0)+f(x—o)3m lim “f f(x+t)dt J' cos ut du. (13)
‘ n—w % o

Men komt nu licht in de verleiding om in de rechterzijde van (13) de inte-
gratievolgorde te verwisselen en voor het 2e¢ 1lid te zetten



; n +a
= lim 'j! du ‘J~ f(x+t) cos ut du,
B ® 9 -a
waarult onmiddellijk het integraaltheorema van Fourler zou kunnen volzen,
als deze omkering van de integratievolgorde geoorloofd zou zijn.

Dit laatste zullen wij nu Julst bewijzen, onder de extra-voorwaarde
+ 00

{f(x) ]| dx . bestaat;

- CO + CO

of: de oneigenlijke integraal Jﬂ convergeert absoluut.

—CO

Wij willen verder laten zien, dat onder die voorwaarden in de "binnen"-
integraal de grenzen @ door <o kunnen worden vervangen.
Voor eindige a en n geldt inderdaad:

-

-a

n +a
f(x+t) dat j. cos ut du = jF du Jﬁ f(x+t) cos ut du (14)
-a

®)

Neem nu A > a, dan is

Yn J+A ) Jn ~[+a _ gp g—a ) gn +A i —;fa Jp . JA ‘J

n
0 a 0

0 -A 0 ~-a - +a
[OX}
n +A n +a - A
f j —j j é\! £(x+t) S0 dt] + H p(x+t) S0BE dtlé
0] -A 0 -a - a
-a A
<4 {J | f(x+t)|at + J | £(x+t)] dt} L
-A a
4 GO
¢ \ £(x+t)|dt = 9-9-;1?.3
— D
voor iedere A ) a.
Nu A —=co
n +C0 n +a
\ J J *Jﬂ JN \ £ COQSt (voor iedere n).
0 -0 0 -a
Vervolgens n —»oo
n +00 n +a
\ 1im J j - 1lim j £ comst
n-so o 2 n-o o g a

dus wegens (14) en (13)

7= +
= If(x+0)+f(x-—o)1 = J du f f(t+x) cos ut dt =
0

i



- .
= JN du “/ £(t) cos u (t-x) dt,
0 -
waarmede het integraaltheorema van Fourier bewezen is onder de volgende
voorwaarden.
1e  £(t) is bepaald voor alle re#le waarden van t.
2¢ ileder eindig interval -a < t £ +a kan worden verdeeld in een,
aantal deelintervallen, zodat in leder wvan deze deelintg&vf
.. continu, monotoon, en differentieerbaar is. -

4o
e _j f{t) dt bestaat.
-

R
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2¢ Voordracht: 21 October 1953
Spreker: Ir R.W. Tronse.

Resumee van dc stof, dic gedurende het vorig jaar behandeld werd.

Door de Laplace-transformatia’

£(s) = (g e 5% P(%)at

wordt een functielicheem V{ F(t)} isomorf afgebeeld op een ander
functielichaam V { £(s)}.
De inverse afbeelding komt tot stand door de inverse transformatie
‘ +ie0
CR(t) = g e®% £(s)ds
g ~ico
Op de laatste transformatie zal dit jaar zeer uitgebreid worden inge-
gaane. De isomorphie van de additieve functie-groepen is zonder meer
duidelijk. Bij de multiplicatieve groepen hebben we gezien, dat tegen-
over de gewone vermenigvuldiging van twee functies f£(s) en g(s) de

convolutie staat van de functies F(t) en G(%)
o

t
f(s) g(s) = g(s) f(s) = q{ o8t {f F(tu'r)G(ﬂr)dT& at =
0

Q
» L

= J g5t {) G(t- T)F('t)dwrgdt.
’ 0 0

Ingevoerd werd de Unit-step function U(t)
U(t) =0 wvoor t<¢ O
U(t), onbepaald, of = % voor t=0
U(t) = 1 voor t > O.

De verschoven Unit-step function U(t-a)
U(t-a) =0 voor ¢ < a
U(t-a), onbepaald, of %+ voor t=a
U(t-a) = 1 voor t > a.

Hiermee is de functie UT(tf&) te definie’cn:

Ult) - U(t-¢
U‘t(t'&.)zL)E(A ‘l

welke voor £- 0 ovefgaat in de oneigenlijke § functie wvan Dirac, welke
ook bekend is onder de naam pulsfunctie en welke functie bij de iso~
morphie der multiplicatieve groepen de ol speelt van eenheidsfunctie




o0
- w
£(s).1 ﬁf ¢St {lm  B(t) U,(t,&)}dt
£-0

Om de Laplaeetranaformatie van inversen tot stand te brengen zal ge-
bruik gemsakt moeten worden van hogere pulsfuncties, die opgevat
dienen te worden als de oneigenlijke & functie van Dirac of exacter
als de distributies van Schwartz.

De puls en dubbele pulsfunctie bleken bruikbaar voor de invoering van
puntlasten en momenten.

De PFunctielichamen welke door Laplace-transformatie op elkaar wor-
den afgebeeld blijken aan bepasalde voorwaarden te moeten voldoen.

P(t) moet van exponentie¥le begrensdheid zijn
|P(t) e 3% ¢ M
of iets scherper t
j F(r )dT van begrensde variatie.
0
f(s) moet voor s-» ® naar uul gaan met uitzondering van de transfor-
maties van de pulsfuncties in het punt t = O.

Voor de transformatie van afgeleide functies werd gevonden

L)) = e"(s) - 8" 'F(0) - &*FF(0) - ... T N(O).

Ou ecn’” indruk te krijgen van het gebruik dat men maken kan van Iaplace-
transformaties gzal een voorbeeld behandeld worden, dat  tegelijker-
tijd toch weer iets nieuwe brengt:

Bepaling van de eigenfuncties en eigenwsarden van een uitkragende

1
balk. Opstelling van de integraal- @ —od '
vergelijking. lgr g 3 :
Allereerst zullen we hiervan de kern JA < £ » |

moeten bepalen, d.w.z. de functie, die de¢ zakkingslijn weergeeft bij
belasting door een kracht 1 terplaatse x = & (invloedslijn).
De differentiaalvergelijking van deze zakkingslijn luidt

dx ‘
met als randvoorwaarden
y(0) =0 y'(0) :
y*(1) =0 y*' (1) =0
q(x) = U, (x- £).

Pagsen we een Laplace-~transformatic toe, z2 gaat de differentiaalver-
gelijking over in

It
(]

&

4 3 2 e~ 5%
57 Liyl=- 87 y(0) - 8% y'(0) - sy"(0) = y"*(0) = ==pp—
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of in ve band met de randvoorwaarden en na enige bewerkings:
i t = s'é_,
Iy} = T4, 1240 e
s 8 ETls
Invers transformerend

2 3 3
y = _2}23___ yu(o) + .JGC__ y‘“(O) + %"}%LU(X..&)

y¥ = yo(0) + xy©t'(0) + %%——U(X-a)

H - & U{X“‘
yil - y"(O) + ;EIQJ .

In verband met de resterendc randvoorwaarden zijn de vergelijkingen op
te lossen

yi:(o> + lyn'(o) + l‘ﬁIa = 0

y(0) + —p = O

met als oplossging

O =g yUO) =y

Voor de zakkingslijn vinden we duss

i 35 ), (282 U(x-£&)

61T
ofwel

G(x, &) = x2(3¢ -x)/6EI (x < &)
= g2(3x—£ )/6E1 (& ¢ x)

hetgeen ook te schrijven is als
0(x, &) = £2(3x-2,) /681 (&< x)

3

- e20x-t /601 - 280 (x )

Is de¢ balk belast door een willekeurige belasting F(é,) zo zal de zak-
ling in een punt x gelijk zijn aan

1
y(x) = [ alx,8)7(&)aé
0

Zzij nu de balk onderworpcn aan een ongedemptc trilling met kleine

amplitudo
y(x t) = y(x) gin wt
¥

2
Dn%fﬁﬁﬁl = - w2y(x) sin wt.

t
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Als de massa per lengte-eenheid van de balk m bedraagt, is dus

F(éi) = mwzy(c‘:) sin w t

o 1
v(x) sin wt=m w? f G(x,&) y(a) sinw t d&
0
ofwel X o

1

y(x) =?\f £203x-£) y(¢ yad+a [ x(3¢ -x) y(&)al A= B
0 X

of omgevormd

1
H(x) = kfff’(sx-&) gAY at ) X2l WEad +
0] 0

X
A xP€ ) y(£)ab =
0

X

1
=2 [ 220x-2) y(&)aken [ xP(3Ex) y(&)ad +
0

0

X X
- [ £206x-4) v(dal « [ (2203 p()al =
0 0

X 1
= 3 ydad 2 [ POl y(Eak.
0 0

1

1
25 [ 3¢ vl =« e [ y(&)ad =g
0 0

X
3@ = A (x=8)3 y(£)ad +aux® -ap e
0

Een Laplace-transformatie hierop uitvoerend

y(a) 2“6%"3’(9) + 2;\30( - 6?\.«2
8

8 8

2Ad 8 _ 62D
s4~ 6 A 34— GA

y(s) =
7ij 6 A = k*

y(x) = -&%‘» (cosh kx -~ cos kx) - Af (sinh kx -~ sin kx)
I k
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A= f y(é,)d£.== [:—25%— (einh k1 - sin k1) +
0 k
- é—%ﬁL (cosh k1 + cos k1) + 6 ZGf} =
k k
A K

= ~E--(sinh k1l - sin k1) - J%"(cosh k1l + cos k1) + /3

sinh k1 - sin k1 k ok
cosh k1 + cos k1 5

1
o = J 34y(4 ek = ;ji%¥£ (sinh k1 - sin k1) - gling(cosh X1l + cos kl)+
0

A
R (cosh k1 + cos k1) + ERNE (sinh k1 + sin k1) + 6 Aot ;
4 5 4

k k , k
In verband met de gevonden uitdrukking voor s zijn de eerste twee
termen van het rechterlid nul. Na invoering van K4

A = =z vinden we:

oA = - %(cosh k1 + cos k1) + éﬁ% (sinh k1 + sin k1) + &
ofwel

_ cosh k1 + cos k1 Xk
sinh k1 + sin k1 -
De eigenwaarden k moeten dus gevonden worden uit de vergelijking:

cosh k1l + cos k1 _  sinh k1l - sin k1l
sinh k1l + sin k1l cosh k1 + cos k1l
ofwel no cnige uitwerking
cosh k1 cos k1l + 1 = O
De eigenfuncties hebben de gn 'annte

y(x) = ¢ (cosh kx - cos kx) - sinh kl - sin kl(sinh kx - sin kx)
cosh k1l + cos k1l

Enkele waarden van k1 zijn:

k]1 = 1,875
k,1l = 4,6941
kil = 7,8548

met de bijbehorende waarden
W = 3,010 EI
1 12

m
V m

-

_ 61,6979 \[EL_
e T T VR
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4, Anderc (complexe) vorm van het integraaltheorema van Fourier-—
Reciprociteitstheorena,

Het in § 3 afgeleide theorema van F, in de¢ gedaante:

{f(x+0) + f(x~0)} ~£ du J. f(t) cos u(t-x)dt kan ook ge-
schreven worden als

%{f(x+0)+f(x~o)§= %if”§u f(t)(elu(t”x)+e"iu(t“x))dt

w0 oe O - o0 o
5 ( du jeiu(t”")ﬂt)dt + 5 5 du j e~ 1ult=2) £ (1) at,
0 = 0 -
Wanncer in ds cerste integraal uw wordt vervangen door -u, dan
gaat de uitkomst over in

(o +c0
%’gf(x+0)+f(x~0) ‘i 1u(t"x)f(t)dt<+ %*5 duvfe”iu(%”x)f(t)dt
O - O
of
400
1 —iu(t-x)
f(x+0) = £(x-0) = e~ du e £(t)dt (14)
-0 P 7 ]
+00
= 1 J et W4y J e'lutf(t)dt‘
"
~c0 - ¢
Op vollomun analoge wijze vindt men
+00 +€0
f(x+0) + f(x-0) = 7&- 5 g~ 1uXg, f. e+iuﬁf(t)dt (141)
-0 - 00

Dit theorema necmt ecn bijzonder clegante vorm aan als men stelt:

glu) = "ﬁlzr J £(t)e U lqy (15)
vew 7
(Deze integraal bestaat wegens d. vcronderstelde convergentie van
400

[\f(t)\dt)

- L
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In de continuiteitspunten van f£(x) gelden dan wegens (14) en (15)
de reciprociteitsformules,

o0
£(x) = ?%‘F[w g(w) e1W%ay

o (16)
glu) = \/;Tr Lo £(t) e 0%y

Men noemt de rechtergzijden de (algcmene) Fourier-transforms van
g{u) resp. £(t),
Wij vermelden de volgende specialc gevallen

a: f(x) is cen even funetie van x: (d.w.,z. f(-x) = £(x)).

—_— 40
glu) =‘ye§~ f f(t) cos ut at.

o« (17%),
T(t) :1/;%~ j‘ g(u) 'eos ut du
0

b: f£(x) is een oneven functic van x: (d.w.z. f{-x) = -f(x)).
[~}

2
glu) = \/~7—r—— ff(t) sin ut 4dt.
0

#0
£(4) = ]/3-?- {g(u) sin ut at.
0

In deze gevallen bereikt men volledige reciproeiteit.
. a b .
De rechterleden van 177 en 17 worden de Fourier-cos-transforms,

(17°)

resp. de Fourier-sinus—transforms van f{t) en g(u) genoemad,

5. Verdere toepassingen van de Fourier-tiransforms.

Naast de later t- vermelden belangrijke toepassingen op de¢ theorie
der I—-transformaties en bij de oplossing van partiele differentiaal-
vergelijkingen kunnen de gevonden uitkomsten worden gebruikt om op
eenvoudige wijze de uitkomst ven verschillendc moeilijke integralen
t¢ vinden, WVij vermclden alleen als voorbeeld de bekende uitkomst
van laplace:

Stel £(x) = o~ A 1X (A> 0) even functie.

o0
f(x) = e N ‘x'z}ﬁié— J g(u) cos u x du,
v 0
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2 m,ot R
met g{u) = w/uwu 5 e cos ut dt =
T - {,52_'_“2
6
m.a.w, 208 y cgs "L du = e A 1xl (18)
L) L AT +u
(zie ook cursus 1952-1953),
6. De omkeringsformules van Mellin,
Eerste stelling van Mellin:
Gegeven: s = g+ it 1is een complexe veranderli jke.
In de strook & ¢o-«@3 is de functic f(s) analytisch,
+CO
en j‘ f( o+ it) dt convergent.
-CQ

In de smallere strook ok+¢§$ 0‘$/§-—§ (c5>0, wille~
keurig constant) zal f(s)—s O voor \tl->co , gelijk-

matig in © .,
Wanneer men dan stelt, voor x positief reéel, en voor vaste o'
a+ool
g(x) = ! x 5f(s)ds (19)
¢ Wi o=l
dan geldt in de strook A (T ¢ /3
%
£(a) = | =7 glnax . (20)
S
Bewijs: ' :
‘s
O -
o 7 % 4 X

al-_ YN g5~ N




Wij integreren eerst de functie

x"%f(z2)
langs de omtrek der aangegeven rechthoek, De uitkomst =0, omdat
deze functie op de omtrek van deze rechthoek en dearbinnen ana-
lytisch is. Dus

a5 +Ni 7 Ty ~N1
jﬁ x"%f(z)dz + ‘( x“(Ri+u)f(Ni+u)du +S x"%p(z)dz +
G*Q—Ni 7 o; +N1i
72
+¢f x~(-Ni+u)f(~Ni+u)du = 0
o

1 (Stelling van Cauchy).

Wegens f(s)— 0 voor |t|— o gelijkmatig in «+dLvep-é
bij willekeurige vaste d > 0 xan bij gegeven willekeurige kleine
€ 7 O een waarde t, > O worden bepaald, zodat:

\£(urts) | o £llogxl_
2 \x 1~x 2\

voor |\t| D to-
Kiczen wij dus in bovenstaande uitkomst, die ook geschreven kan
worden als:

g, +Ni T, +Ni g~

2 1 2
J. x 2f(z)dz - S x"%f(2)dz = JA x"(Nl+u)f(Ni+u)du +
Gé-Ni c?,’—-Ni o3
92
- X x_(“Nl+u)f(—Ni+u)du
73

de waarde N > ty dan is de absolute waarde van het rcchterlid

7o 92
l -u ellog x|\ % € |log x| _
j x 7, = _% du + = "ﬁf du =
oy Z‘X - X f o3 Elx - X ‘

zoals door berekening gemakkelijk volgt, voor x) O en x A 1.
(voor x=1 kieze men t zo groot, dat (f(u+ti)\<ﬁ~§ is).
Dus voor N > to is
0§$Ni °%+Ni
x"%g(z)az —S

x"%f(z)dz \ L E
Gé—Xi 0;~Ni
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ofs
G“2+Ni % +Ni
lim x"%f(z)dz = lim | x"%f(z)dz
oA
N> T g
wat eenvoudlg geschreven wordt als
G‘2+ caq Ty + e i
J x"%£(z)dz :j x"%f(z)dz. (21)
o7 - i o, -@4

2 1
Men mag dus de verticale integratieweg van Oy-col tot T+ coi
evenwijdig verplaatsen naar (J,-coi, 0%+ coi).

Wij beschouwen vervolgenss

o 1 %o
J xs'1g(x)dx =j xs_Tg(x)dx + f x5 g(x)ax,
0] 0 1
In de eerste integraal van h 1t rechterlid stellen wij:
0‘1+coi
1 -Z
glx) = — x “f(z)dz,
2Ti &5 - ced

in de 2e de volgens (21) daaraan gelijke waarde
0'2+ coi
g(x) = . x"%f(z)dz.

2ri .
ap= Gl

1+001

Py 1
S x8"1g(x)dx = J x8'1de x"%f(z)dz +
0 2mi 0 o

.

-0

co oL+ col

2
" st“deJ x"%f(z)dz = I, + I,.
emi .
1 o= ol
In de integralen I1 en 12 van het rechterlid mag de integratie~
volgorde verwisseld worden, omdat wegens

+ca
\I.‘\é...l- j ‘f(crﬁti)l dtJ x"1+(0'—c~1) dx
el
~cQ 0

+ 00 ]
\12{‘4._1_., J \f(cr2+‘ti)| dt [xq"(a—‘z”o') dx
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de bedoelde integralen absoluut convergeren. Dus:

- oyt ol oyl

J S g(x)ax = J £(z)dz 1 S £(2) 45, (22)
i -8 2mi , 7Tf |

o ' oy el 7im e

Beschouwen wij j‘ié%%éﬁ genomen langs de omtrek van de rechthoek

van de voorgeande figuur. Wij kiezen in de eerste plaats N zo groot
dat S binnen de rechthoek valt,

De absolute waarde van de som integralen langs de horizontale
rechthoeksgijden is

.
-2 qftf(Ni+u)‘du { & voor N groot genoeg.
2 {N- 13} 4

Nu is de waarde van Jﬂié%%gg senomen over de omtrek van de rechthoek

= 2mif(s). (Integraalformule van Cauchy). (23)
In verband met de voorgaande opmerkingen kan voor N—»o° deze con-
tour integratie worden vervangen door

O‘2+coi o3+ @i

g f{z[dz “j ffz}dz (24)
) T8

a5 @i U;— wi

Uit (22), (23) un (24) volgt:
oo

S xo-1 g(x)dx = f(s) in de strook A4T <P w.t.b,w,
0

Tweede stelling van Mellin

Gegeven voor x > O zal g(x) bij redecelten glad zijn, d.w.z.
ieder eindig interval 04 x < a kan verdeeld worden in een eindig
aantal deelintervallcn, zodat in ieder van deze deelintervallen
eglx) continu, differenticerbaar, met continue afgeleide zal zijn
voor iledere a > O,

(e
Voor < T ¢ is ‘f xg'"1g(x)dx absoluut convergent.

0
Dan volgt omgekeerd uit
oo T+eed
f(x) = jﬂ x5"1g(x)&x — g(x) = . [ x"%f(s)ds,

271

0 g~col
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Bew;l.;js: o4 cod
In de integraal A jﬁ x"5f(s)ds
2mi 0= i

wordt x vervangen door e%, Daardoor gaat de integraal over in

g 4co i +co
"lfﬂf e "8 f(g)ds = —— J~ e'u(6‘+tl)dt.f(o"+ti)
2ri o i 2ri w0
: e}
-V “ , .
= = et 1 gy, Jy(o‘ +1t)'1g(y)dy.
o
—co 0

o v
Vervang hierin y door e , Dan wordt:
T+4coi +c0 +0

-0 .
"lf'g e r(g)ds = & J’ e~ UT1g4 Jv e(€7+1t)vg(ev)dv
zwlvwwi em e )
+ R +cC
-ue .
_ e j it J‘ elt(v-u)evo‘g(ev)dv _
e ™ -0 -
+c0 +ce
-0 . .
_ e e"ltudt J\ eltv a(v)av
2m
- 00 - OQ
mevd
o
G(v) = e gle’).

Volgens de formule van Fourier (14') geldt dus in ieder conti-
nuitvitspunt van g(x)

e+ i
" x"%f(s)ds = e g(u) = e_ugmeug—g(eu) = g(x).
271 .

o= i

w.t.b.w.
Wij zullen in het vervolg zien, dat speciaal met behulp van de
tweede stelling de inverse laplace~transformatie in integraalvorm
kan worden opgeschreven,
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Door de Laplace transformatie:

o

£(s) =L [ F(t)] = J e™3% p(t)at

0
wordt het functielichaam {f(s)‘ isomorf afgebeeld op het functie-
lichaan {F(t)ﬁ « Onder een functielichaan verstaat men een verzame-
ling van functies, die zowel aan de additieve als aan de multipli-
catieve groepseigenschappen voldoen.
Wat deze eigenschappen zijn, zal in de loop van het betoog wel dui-
delijk worden.
Zijn de vermenigvuldigings-operaties commutatief zo heet een lichaam
recht, in tegenstelling met de niet commutatieve scheve lichamen.
if(a)g en {F(t)x zullen recht blijken te zijn.
Het bewijs van de isomorfie van &f(s)g en {g(s)i als additieve groe-
pen beschouwd gaat als volgt

O (=>4
£(s) + a(s) = L 7(8)) + L]a(0)] = [ e Fr(t)as + je"StG(‘t)dt -

0 0

L[ F(t) + G(t)J

il
i

®
QM&

e"St{F(t) . G(t)‘s at

"
S

O-™8 Oy

e % {a(t) + (1)) at = L [6(t) + F(¥)]

8
!}

«Q

e %% (t)at «+ je"StF(t)dt = L’:G(t)] + L] F(t)] = a(s) + 2(s)

q-e-d.
Hoewel eigenlijk triviaal zullen de additieve groepseigenschappen
hier worden genoemd

{£(s)+a s)}+k(s)
{F(t)m(m +1( %)

i

£(s)+ | g(s)+k(s)
F(t)+ {G(t)m(t)k

associatieve wet

i



Er is een eenheidselemeéent in beide groepen, dat zowel als linker
dan wel als rechter eenheidselement fungeert

ieCas o(s) = 0 en O(t) =0
£(s) + o(s) = £(8) F(t) + O(t) = B(%)
o(s) + £(s) = £(s) o(t) + F(t) = P(%)
Bij elk element hoort zijn inverse
(e(s)] ™1 = -£(s) [F®)] " = =F(+)

Immers -

f(s) + Lf(s)} -1 2 f(s) - £(s) = o(s)

P(t) + [F(£)] ~1 = F(t) - F(t) = 0(%)

Uit het voorgaande volgt voor beide groepen de mogelijkheid tot af-
trekking. Onder het verschil van g(s) en f(s) verstaat men het ele-
ment, dat bij f(s) geteld g(s) oplevert.

Dit element is g(s) + [£(s)) -1,

Immers

f(s) + {g(s) « [£(8)) -ﬂs = £(s) + 1 [2(s)] '+ al) ] =

= {f(S) + [£(9)] "1} + g(s) = o(s) + g(s) = g(s).

Yoor F(t) en G(t) geldt dezelfde beschouwing. Bij de isomorfie der
multiplicatieve groepen kiezen we als vermenigvuldigings-operatie
voor de verzameling {f(sﬂ; de gewone algebraische vermenigvuldiging.
Yoor de verzameling {F(tﬂ is ze dan de convolutie integraal.

Imm ;
T £(e) a(e) = L[ RO *(n)] =

o :

3} o5t | Pt- ) o(r)eT= gls) £(s) = LLG(t)"‘F(t)] -
o ort

= | e~ 8% G(t= T)P(r )aT.
0 0

Daar f(s) een multiplicatieve groep is, is F(t) dit ook
Dat F(t) ® G(t) = G(t)® P(t) ziet men ook onmiddellijk in.

Substitueer in
t

g F(t-7)G(w)aT.
0

voor t—T=V dr= ~dv

= t=-v
Uit T™=0 > y=t Uit T=t — v =0
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T | 0
fF(t“"t‘) Q‘(T’)ﬂ"t‘ am w! ‘F(y) G( t~ V')ﬁ v =
0
t
=-§ 6(t-¥) F(v)av

QQe'd

Wat is nu in de groep-{F(t)B het eenheidselement. Met deze vraag

storten we ons meteen op een berg van mathematische moeilijkheden.

Dit element moet die functie zijn, van welke de Laplace getransformeerde
1 is. Het vorig jaar hebben we haar leren kennen als eerste puls-
functic. Ve hebben toen gedefinieerd de eenheidssprongfunctie en de
verschoven eenheidssprongfunctie

Ul Ute-e) .
1 1
0 0|
¢ t
U(t) =0 wvoor t £ 0 U(t-€¢) =0 <voor t <&
U(t) =1 wvoor t >0 U(t-€) =1  voor t>¢€
Hierop kunnen we definieren %
U1 (t,6) = Uu(t) -&U(t-ﬁl
De overgang U1(t)=lim U1(t,£.) ol | t
£20 £

is nu in de ogen van exacte mathematici een gruwecl, zulk ecen functie
is immers niet gedefinicerd. Merkwaardig is, dat ze wel goed bruikbaar
is als operator onder het integraalteken. Het lijkt me verstandig

toe haar dan ook in de geest van de Stieltjes-integralen

to definieren als

U1(t)dt = 4 U(%)

De functie U‘(t) is een verbyzondering van de d functic van Direoc,
welkc functic en "afgeleiden" Dirac herhaalde malen tocpast in zijn
relativistische quanten mechanica. Daar definiecrt hij deze functie

heel ruim als b0

M(J(t)dt = 1
d(t)
§ ()

it

Y voor t 4 O
0 wvoor t 2 0.

i}
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Men kan zich allerlei &-funotics bedenkens Bijve uit de klokfunctie
van Geussz:

_f
5'5 &) = 1 e &
i Var
§(t) = 1im & (t,a)
a- 0 13) : €
Nu is 5 (t .
+&0 +°°..L o0 ___:_
gf(t.a)dt= ] je ad‘tz-j—-§e "3‘)&-3-.-7@:1
J o a’m . ™ Va "

Het rechterlid is onafhankelijk ven a. Laat men a tot nul naderen

zo is voor t £ 0 1lim & (t,a) = O.
a—=0

Voor t— 0 wordt dJ(t) o groot.

Een ander voorbeeld uit dc functie van Lejeune Dirichlet
§(t,N) = SR NE oL e et e,

§(t,N) =0 woor t £ -¢
§(t,N) =0 wvoor t > g

" 7 Nt
X ] - -C
+Ne
8in z
= j wz 92 A

e von /0 U“V z

Yoor N e&—~e wordt dus L&(t,N)dt =§_— = 1

Men kan ¢ 2zo klein maken als men zelf wil en krijgt dan een Diracsche
§ - functie.

Het vorig jaar hebben we ook de dubbele puls ingevoerd, die ik nu

in de geest der Stieltjes integralen definieer door

Uz(t)dt = d U1(t).

Grafisch voorgesteld hebben we
e W g 8 U(8) = Up()at




In ... |
Vergelijken we het een en ander met de functic & (%) en haar afge-

leiden zmoals ze ontstaan wit de klokfunctie van Gausz.
Voor U(t,a) is dan te schrijven Ult,a)

'!:; ST — T, e T

| t
1 Y '
U(%,8) = =—— j e aw f
'a‘f =00 / »

U(t,a) = lim U(%t,a) / ¢
a- 0
- {a-e f—_ﬁ Uy(¢sa)

U,(tya, £) = ~d¢ U(t- €,a)

Bij overgang van a naar nul en ¢ naar nul + volgt
U1(’c)dt = & U(t)
¢ werd ingevoerd om cr zorg voor te dragen dat na overgang a = O
U..(t) =0 voor t £ O
Zo we hier steeds rekening mee houden kunnen we het ook weglaten
8
: d ~2% a
Uz(t1a) = 3% U1(t,a) = :;ﬁ_— e ,

Bij overgang a — 0 o
Uz(t)dt = d U1(t).

e zullen nog nagaan of het moment bij de functic Uz(t,a) onafhankc—
lijk van a, &én blijft. Voor dit moment is tec schrijven

0 0
0 ~ e
- ..t..z. 0 0 +00
Var ! !
-0 - G0
Bepalen we de L.T. van U1(t)
00 00
L U1(t) = J'e-st Ui(t)ﬁt :j eustd U(t) =
0

o0

o o
| —at -5t ~g~8% 8
=] e U(t)| +8 |e U(t)dt = 8 = =< =1,
Q

0 0
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of met Stieltjes integralen
(2] . '
Jﬁe—St d U(+) =[ e“st] e 1 =1Tel =1,

0 =0
Evenzo van Uy(t)

0 G
L[Ug(t)] = 5 ¢St U (t)dt = Je"“ d Uy (t) =
0
0 @
=1je"8t U1(t)] + 8 j.e-St U1(t)dt = s X 1= 8
0 0
Definieren we in het algemeen
UPH(‘t)dt = Up(t)dt
z0 vinden we
co S
_ -st . _ j' -gt _
L[Up+1(t)] = je Upﬂ(‘c)dt = ) e ""a Up(t) =
0]
¢o o _
=[e“5t U (t)} + s j ety (t)at = s L[ U (t)]
b 0 5 P Y

pluye)] = -1

De hogerc pulsfunctics zullen zeer bruikbaar blijken te zijn ter be-
paling van de inverse Tuncties | P(%t) ] -1,
Verifitren we vervolgens het ecenheidselement
t
f(s)‘l%"é P(t- U, ()aT = | B(t-7)ad U(T) =
0

il

\"F(’c-— ) U( ’c)_\t | + jt P (t-7T) U(T)daT =
-0 0

i

| _ t
F(O) - LF('&- r)) = F(0) - F(0) + P(t) = F(t),
0

Met Sticltjes integralen ziet men dit zcelfs sneller
7 t

IF(t— ™) U (T)dT = J P(t=7)d U(7) =[ F(t- r)] el = P(t).
0 0 T=0
Gebruik mekendc van de isomorfie
{2(s)] = [r()}
bewljzen wey :

&
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Jz(s)a()| x(s) = 1 [{m(e) ¥e(0)} ™ m(0)]
2(s) [e(s) x(s)} = L[ F(%) * 4 e()® m(ni]

S AR ()] *u(t) = F(t)*{c}(t)*ﬂ(t)j

ofwel
t . -7
J{j F(t-—T—V)G(v)dV}H(T)de
0 0
+ T
- [ {5 [or -vyurrav] aw
0 0
Gaan we na waar s f(s) de L.T. van is
t t
s 2(s) = 2(s)s 2 | P(t-7) U(T)aT = [ Plt-D)a U LT) =
0 0
~ t t
= lF(t-'r)U1(T~)} + J‘ Fr(t- T) U1(T‘)dt~
: 0 0
4
= F(O)U1(t) + f F'(t=7) d U(z ) = F(O) U1(t) + Pr(%)
0

L{F($)]= s £(s) - L[ 7(0) U,(t)] = s £(s) - P(0).

2ij in het algcmcen

s £(s) = s™ 1 BO) = s™2 F1(0)u.. = P =1)(0)

2wy
Vermcnigvuldigen we het linkerlid met s zo moeten we van het rechter—
1id de convolutie integraal bepalen met U2(t)

m~+1 m (%-1)
s f(s) = s F(O) «eo = sP (0)

+
© JF(“)(t—'v) U,(T)aT = j F(“)(t—’r)d U1(T)
0 0
t %
=[F("‘)_(t-c~) 0 (z) ]+ [ B (e ) v (e e
0 0

= 7m0y 4+ plm* ) (y)
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| | (m=1) @ |
S s™5(8) = gTB(0) veum ST (0) = T (0) 2 PRy

zodat bew.zen is dat in het algemcen

~ n =1
L[] = " f(s) - ™ ®O)- - F(%(O)?
Toepassing
F(t) = sin k%t F(0) = O
Fi(t) =k cos k%t F1(0) = k

P'(t) = -k° sin kt
L] - ¥° sin xt] = s°L [ sin kt] -k

L [ sin kt] = 5 X s

s + k

2 2
Maar dan is [sin kt] ™! = L3 [—é_uﬁuK_J =

= f{- Uy (1) + k U, (%)

We zien hieruit dus dat inversen te bepalen zijn zo de pulsfuncties
aanvaard worden. Het vorig jaar werd afgelcid

L Lcos kt]_: ~§~§~w§

s + k
P(t) = sinh kt F(O) =0
F1(t) = k cosh kt F1(0) =0
FPU(4) = k° sinh kt
L] k% sinhkt] = 8% L [sinn xt ]~ X
L[ sinh kt] = —£—5 .
s - k
Evenzo
S
L[cosh kt]= —2 =,
s = k
zodat
3
. . k k 2k
L | sinh kXt -~ sin kt} = - =
[ sé - k2 82 + k2 54 - k4
1 s 8 2k25
I:Lcosh‘kt - CO08 kt}_: 5 s - v %

s” -k s” + k 84 - k4
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Op verzoek zal nog een vraagstuk behandeld worden als in de sylla-
bus voor de voordracht op 21 October '53 teneinde duidelijk uit te la-
ten komen, dat de toegepaste methode een algemene methode is.

Het aan de orde gestelde vraagstuk is de afleiding van de eigen-—
trillingen van een aan weers,ijden ingeklemde balk. De kern van de
integraalvergelijking wordt in wezen weer gevormd door de invloedslijn
voor uitbuiging uit de evenwichtsstand.

Ter vergelijking zullen de invloedslijnen afgeleid worden van de aan
een zijde ingeklemde balk (geval I) de aan een zijde ingeklemde en aan
andere zijde vrij opgelegde balk (geval II) en de aan weerszijden
ingeklemde balk. De D.V. luidt

A N X
by Uyl d) I | ”

S I, 7
N

ax® EI /
‘ NA X
Voor alle drie gevallen zijn de 'II ?3 - -
randvoorwaarden voor x=03 ;y 423547
7
Y(0) = 03 Y'(0) = O. il : % X,
Pt

Door Laplace transformatie wordt de diffe*entiaalvergelijking omgezet
tot: '

5%

sty(s) - 82¥(0) - $2¥1(0) = sY"(0) = YH'(0) = S
In verband met de randvoorwaarden
1 1 e.‘sg
y(s) = = Y"(0) + - Y (0) 4+ == .
s3 54 oI 84

Jaaruit door inverse transformatic
Y(x) = % xY"(0) + 6 3Y”’(O) + -' *gml“ U(X- .
Voor de drie gevallen krijgen we mect de resterende randvoorwaarden

Geval I: Y*(1) = O YHe(1)

£13
To(x) = fg-“mmi ; ﬁ-?ig-gll- U(x-%).



Geval IT: YAy e b Ye(1) =

2 ‘ 2 3 3 2 3
Too(x) = 21 E’"31¢§ 4 &5 2 -2) +313é - £003, (x= E%l" Uz £)
4BI 1° 12EI 1 '
of omgevormd
2 2.2
_ 3§ x%- %3 L {x= $°x“(31-x)(31- &)
Trp(x) = T 6EL 6E%1“U(X" ~ 1oEL 19
Geval IIT: 7(1) = 0 Y (1) = O
o (g 225 21..§2 §3 2, 331820833 (k- £33 U §
LI 2ET 1° 6ET 15 6ET
- of omgevormd
YIII(X): ij x°=x> + (% })3 U(x- §) - %23(2,(_}_1-}{)(31-3) -

651 6ET 12T 1°

3 8%%0-0) - %

, 12ET 13
Men ziet dat in alle dric gevallen de vergelijking zo gevormd is, dat
men de vorm voor X ) é uit die voor x (\S krijgen kan door x met j
te verwisselen.

Voor het geval III krijgen we voor X <-§ - S 7 x

12¢ -2132 £32  -1%431§%2§3 3
2RI 1° 6T 1°

Voor x 3§ —fdx

(x) = 1° -1 2y 3 82 . ~13431 20 3 §3 L = )3
I 2ET 1° 68T 1°

Ypp(x) =

ofwel
Voor x ) ‘
00 /é ->§ ¢ X
12x~21x2+x3
oET 1°

J 2, —l3+3lx —2x° €3

Y (x) =
11l 68T 1°

Voor x <\§ — S S X

%2154 2, =13431x%-2x3 (3 (x- §)3
Trpp(x) = === 55+ 57 - '
2ET 1 6ET 1 6EI

We zullen bij de verdere afleiding van een viertal functies gebruik
- maken t,we
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cosh kx - cos kx

G}(x) = sinh kx - $ir; kx ({2(:;:) =
Gy(x) = sinh kx + sin kx  °  G,(x) = cosh kx + cos kx
4G, (x) aq, aG asc, (x)
— 1(x _ k(_}__ﬂ(x}; E(X)H kG3(I); ____3_(_x_3. - k6—4(]§)§ --—ﬂ'—(i- =k<)—1(x)
dx dax ax

Bepalen we 1 )
n
jo § G (504§

m te beschouwen agls m mod 4

1 1
J;Encm(ﬁ)ds =%£§n RES R
1
[ AL-CT (5 ] "k O~§n-16;k1(g)d§ -
n
-1 G () - %l §77 G 50aS

Met deze recursieformule bepalen we

1
l@}(&)d& =§{ G ) - 2}

1 A
Jse e o - Loy
0
1
[ sieusis - Eow -3 oym o0
j§351(5)d§ = .....G (1) - }?-oG'(l) + G(l) - 76(1)
1
jG’Z(E)dg = +0,(1)
ficusgetore -2

1267 (1) 21G,(1)
jﬂﬁzqz(g)dj= 3 +§36~3(1)

en




Gy §ra§ S RIEO N L S O 63(1) _ 88,
Als een aan weerszijden ingcklemde balk belast wordt door een momen—

tane belasting F( g »t) 2o is de momentanc gakking terplaatse x:
1

¥(x,t) :J Yoo(x) B( € ,t)a
) I § 5

2ij G(x,ﬁ ) = 6EI YIH(X) zo wordt deze vergelijking

1
(x,t) =-5%-I-/i 6(x, §) 7(§ 8)a

Als de balk in staande trilling is, is voor Y(x,t) te schrijven

Y(x,t) = ¥(x) sin3 t

azY(-}fl-lt—) (-QQY(X) sin Wt

Stellen we de massa per lengte eenheid m. Op een element ter lcngte
dﬁ . terplaatse j werkt dan een traagheidskracht groot:

- W ¥(x) sin W3 dj ,
welke gericht is naar de evenwichtsstand. Deze kracht wordt gcleverd
door de inwendige schuifspanningen aan weerszijden van het element
hierop werkend. Deze schuifspanningen, tezamen met dezelfde uitwijking
uit de evenwichtstand, kunnen ook worden gelcverd door een belasting

F(j ) = 0)°n ¥(§) sinw b

In de integraalvergelijking ingewvuld krijgen we

1

Y(x) sin V1t =(_A_3_‘r_2_@ j G(XJE) Y(E) sinW t dj
6EI “0

Delen we beide leden coor sin(J)t en stecllen we A =

n W2
6EIL

zo ontstaat tenslotte

1
r():AJ a(x, £) Y(€)a
9 =) ats ) w(§)ag

Vullen we voor G(x1g) de voor de aan weerszijden ingeklemde balk ge-—
vondel. wvaarde in, zo is:

- 31 3; 511& + 313 -13 4 31x2 _ 2x3 3 ‘
¥(x) >\J S + 3 5 }Y(,g)ds
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‘ 3 ; 2 €3 . .
2, = 3153_ - 23%};(_?)@3’

\jl '1/
+/ gt
)
X .
__;\}O {ilzx..i%xzh-} 3£_52+~13+i¥2ﬁ 25{53}3{3)‘3}
[ X
+)\f (x-$) v §ra§ .
0

x L 426 o €2 3
¥(x) =Ajo (x- §33%(§ 14§ +)\12j0 a7 5i§ 2387 v(§)at

1
.\ x3f 13 4 3i3§2 - 2§3 7§ )ak
0

TR 2. 63
“zj 31§~61512+3§ v( £ )a$
0

en 1

3 2 3
(3o Fs 2 whad

X
¥(x) =)\f (x=§)° x(§ra§ +Adx? + 37 B2,
0 ;

Door een Laplace~Transformatie ontstaat hieruit

Y(s8) = -6-&'%‘- Y(s) + 2)\3d\ + ZAé,

8 s s
waaruit
)\d\s 2)\/3
Y(s) - 2 .
84 - 6A 84-6/\
zij 6\ = x*
Ad s 2 A3
Y(s) = 21 +
okt gt ot
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In de formules voor O\ en /3 mgevuld krijgen wet
*= B[ 5 0w g [afausuge [ ns] -
. %[L 3125 G 4§ e~ joyslj 0§ yak +£ 3536“1(5 )dj]

Aok [ 313 12 612 613 121°
= E?{LG(D -}-76—\(1) + 57 -'-'}-:"6—1(1) v B G;(l) -

1

o

3 91" 1
3G 5(1) + $-G,(1) - Sé( ., ‘816“ 5(1) - i%@u)]

WJ

4
wo>

(£0,0-%0,0 - 0,0 Ban - o,

3 2
+ 226, - %2-6‘3(1) N %6‘2(1) - é% G,(1)

gra, Ao (82G5(1)  18G,(1)y )
H= x4 kzlz& kg Tt }+;?1%

&-@1‘;%6‘2(1) - i—%ﬁ}(x)}

Er rekening mee houdende dat 6>\= k4 ontstaat door linker en rechter
1lid met
k7 2

1
6A

te vermenigvuldigen:
x21G5(1) - 3k<>‘<1>Eo« ; {kl@(l) - 36y} /3 -0

i 1
/3 %U@ - 37 0,( §)4f +JO 91520"2(3>dj-—}() 65362@)&5}

24| e ges [ mrosies - [ o)

%{ %;6*(1) . 2;—6‘(1) - ‘51 e, + Ba -
3

i
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—-"%—ﬂm *‘31 L5 G,y -3—~56“ (1) + %6(1)]

i Ad\ 2 (=l 356‘(1)} s T%{ _L_a_c“(l)+3-1-6‘(l)}

Door vermenigwvuldiging van linker en rechterlid met k7l3

ontstaat
18 A\

{- k210“3<1) + 2k6‘2(1)}d\ . {-km‘z(l) " 26‘1(1)}ﬁ -0

Van beide vergelijkingen voor & en /9 is alleen ccn oplossing mogeliji
Z0

K°1G75(1) - 3G H(1) K1G () - 36,1 |
| -kQICTs(l) + 2k0,(1) -k1 0 5(1) + 2G,(1) )
-k 0 (1) ' -0"1(1)‘ _ o
-k216‘3(1) + 2k G,(1) “k1G,(1) + 2G5(0) |

+ X°1075(1) - 2 G,(1) G,(1) = ¥°10,(1)T5(1) + 26G,(1)TH(1) = 0

2,

ofwel

(cosh k1 - cos ¥1)2 = (sinh k1 - sin k1)(sinh k1 + sin k1)

cosh2kl - 2 cosh k1 cos k1 + coszkl = sinh2k1 - sinzkl

cosh2k1 - sinh2k1 + coszkl + sin2k1 = 2 cosh k1 cos kl
2 = 2 cosh k1l cos k1l

cosh k1 cos k1 = 1
3 w0 k2.153(1) - 2kG,(1)
/ ———

= =

-k1G,(1) + 2 6‘1( 1)

k1G4(1) - 2kG,(1) g,(1)
“ oD + 20,0 | GiD
, |

) x1G,(1)0,(1) - 21:(52(1)6}(1)
{~k16‘1(1) + 261(1)}6‘1(1)

xcmg(n ~ kG ,(1)G(1) sy T2

{-—km'g(l) - 26‘,(1}}(3’1(1) G4(1)

-

b3
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¥(x) = %—Liﬁ‘,(lmym . 6‘2(1)61(::)}

kG (1)
A A
- &6-1(1)6;(::) - 6‘2(1>62(x)}
Y(x) = M{G’m@‘ (%) =3I, (x))
oy 7T S

Y(1) =0 Y'(1l) =0

Verder volgt uit cosh kl cos kl 1

sinh k1 =\/cosh2kl-1 :\/—-—-;_——- -1 tg k1

T 1(1)G (1) - G5(1) G3(1) = 2(sinh k1 cos k1 - cosh k1 sin k1) =

= 2tg k1 (cos k1 - 1)
De uitdrukking in alleen nul voor kl = n\W . Alleen voor het triviale
geval dat n=0 stemt dit overeen met de wortels van cosh kl cos k1l = 1

Gé(1) -G,(1) Gy(1) = -2 sinh k1 sin k1 = -2 tg k1 sin k1 =

—~

Ook deze uitdrukking is alleen nul voor kl = nW\ .
Inderdaad is dus

Y'(1) #0
Yn'(l) # 0
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Cursus Methoden der Mathematische Physica (vervolg)

te 's-Gravenhage
6e Voordracht: 16 December 1953

Spreker: Ir R.W. Trense.

Bepaling van de eigentrillingen van een aan weerszijden scharnierend
opgelegde staaf, die onderworpen is aan een trekkracht P.
Van de integraalvergelijking, die het
probleem beheerst, zullen we aller- ¢ § ﬂ/'

eerst de kern afleiden, dewsz. de in- < ° é K
vloedslijn voor de uitwijkingen uit P ¢ [ > !
de evenwichtsstand. De D.V. hiervoor zijn \Y
fﬂ:—q(x):—-U(X—é)—
dx2 1
5
2
M. Py =- 51 LS
dx

Waaruit door samenstelling

aty p &°y _ U, G- ) .
axt Bl &° EI

Voor het punt x=0 zijn de randvoorwaarden

Y(O) = O; Y"(O) =0

Door L.T. ontstast uit de D.V.

s4y(s) ~~83Y(O) - SZY'(O) ~ sY"(0) - Y"1 (0) - —iz SzY(S) +

;1S

£ s7(0) + = ¥1(0) = .
EI EI EI
In verband met de randvoorwaarden
_s§

(s4 - E—sz)y(s) = (82 - E~)Y‘(O) + Y"1 (0) + < ‘e

EI EI EI
e . P 2
zﬁlJ"ﬁ:o(

_Y'(0) Y*1(0) e ° 5
v(e) = 2 (20 T (82 K9

’
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of na partiele breuksplitsing

YH(0) . Y''(0), 1 1 1 e"3§ e~ s
y(s) = + - "’Z) + -—-§—-)
s R A ACEI o°-K°

Inverse transformerend

¥(x) = xY'{0) + ..32:.%9_)_ {sinh A X - okx} ﬂi%:’ﬁ‘}ﬁ &sinho( (x-—§ )-—d\(x-§ )}

Yi(x) = -E—'-O%)l ginh & x + -—L}-:—"-h{s:.nh KA (x-—S)
A EI
Uit de resterende randvoorwaarden
Y(1) = O Y*(1l) = 0 wvolgt

U sinh A(1- §)
T'(0) = = -5
K°ETL oCEI sinh K 1

Y"1 (0) = - sinh oA (1-§)
EI sinh A 1

\:)—-! 1-§)x sinhof1lx sinhA(1-%)-1 sinhox sinh RA(1-§)+ldx sinhe(I- ¢
K EI 1 sinhek1

+dt%-§2{ sinhd\(x-S ) -d(x—g ).

Nu is o°EI = P.

Y(x) = - sinh A x sinhO((l-g) . (1- E)x . U(x- E){Sinha((x_ §) e E)
P ol sinh1l : Pl

Voor x <§ ofwelg y X

Y(x) = - sinh &(1-§) sinh & x + Ll:j—)—}s
P A sinhal Pl

Voor x )E afwelg { x

Y(x) =-8inhA(1-§) sinho( x

(1- & x| sinh X (x=§)  (x-§)

+
P o sinho(l Pl PX P
waaruit na enige uitwerking
“(x) = - Sinh h§ sinhol(1-x) L S(1-x
P sinh 1 Pl

zodat voor x ( S —> g »X ook te schrijven is

Y(x) = - tohet S eimna (1x) | $(1-x) _ simnok(x=$) | == §
P A sinhX 1 Pl PN P
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Denken we ons de beweging weer als een staande trilling, zo krijgen we
met datgene wat in de voorgaande voordrachten reeds werd behandeld voor
de integraalvergelijking zo we

2
>\. = m‘*; stellen
P

T(x) = A ]i _ sinhe § sinh & (1-x) +ok§ (1-x) }Y(E )ds +
| sinh & 1 1

sinh A 1

1
sinhok(l-g)sinho(x d(l~§)x Y(&)ag -
jo [ - J ¥(§)a§

}\jx sinhdxgsinhd\(l—x) dxg(l-—x) } Y(g )df»
0 sinh A 1

+/\[& smhok(x-E) - OK(X—E)} Y ( g)dg.
0]

1
Zij/}:—d[ sinh & (1~ §) Y(%)d§

o sinh A 1

a/=+f .95-.1; Y(E)dg

T(x) =>\] { sinhok(x-g) -d\(x—g)} Y( g )d§+ %z—/\ sinh A x +/\2§x.
0

Ta L=transformatie:

Jormenigvuldig linker en rechterlid met 82(82— oﬁg)
(5%- o@s? “Add)y(s) =A% + N\ ¥ (2= )
0 k2= -4 A2 +\/-1 A4 A3

1772 ¥
G- 3atd/a et
(s) = A\ p_s° A Y (%)

(52+k )(sz—kg) (82+k1)(82-k§)

of na partiele breuksplitsing
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7(s) R{k§+k§} \xik§+k§+d"’ a<2§
k%+k§ 82+k% c g k2+k§ 32+k3 2-k§ 8 +k -k2

Door inverse transformatie ontstaat hieruit

A k +«X
¥(x) = «3~£%~{k1 sin k.x + k, sinh kzx} {-—1;——- sin k,x +
k1+k2
ko- o?
‘—-1%—2—-- sinh k2X } ’
of in het algemeen
Y(x) = C, sin k,x + C, sinh k,x
_ 2 2 .
YH(x) = = C,k3 sin k,x + C2k2 sinh k,X.

In verband met de randvoorwaarden Y(1) = Y®(1l) =

C1 gin k1l + 02 sinh k21 =0
2 2 . _
- C1k1 sin k1l + 02k2 sinh k21 = 0.

Dit stelsel heeft alleen een oplossing ongelijk aan de nuloplossing, zo

sin k.1 sinh k.1
1 2 -0

sinh k,1

2 2
2 2

1
of na uitwerking

2 - -
2) sinh k,1 sin k,1 = 0

g - 2| Tat e 4o

sinh k,l £ O,

| - k7 sin k1l k

(k§+k

Len oplossing is dus alleen mogelijk zo

k,1=uT n#0
2\ 14 a3 - lo2 o BET2
17\ 7 * 2 T e
2 2,2 2
4 __P \ok3=g_§£0¢\3=mwo(=mw
% (EI)2 Pok P EI
i _P° m 0° P nem?
'y 7 * - =777
(EI) EI 2EI 1
2 2 4.4 2 .2 2
1_P me _np WP n W1 P
4 (g1)° BT ¥ TR 12 T F (mn)?
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L2 _ T2 nZ‘FszI p}
=" 5
nl 1 ‘
Uit: ¢, sin k1
02::---—-—------ volgt C, = O

. , 2
sinh kzl

Y(x) = C, sin nllx
1
Bepaling van de eigentrillingen van een aan weerszijden ingeklemde staaf
onderworpen aan een trekkracht P, D.V. van de kernvergelijlking

ay p 2Y=U1(x_§) éf'] %?

a
- > —>
axt  EI ax® I < Ji =

Na Laplace Transformatie:
4 3 2 1] 1 T P 2 P
s7y(s) - s7¥(0) - s°Y'(0) - sY"(0) - Y'"(0) - 7 s“y(s) + F8Y(0) +

_sj

_TY'(Q) .._T._,.

s §

1. verband met de randvoorwaarden:

(s* - & 6®)y(s) = s ¥9(0) + Y17(0) + &

EI *
713 -%I- = &°
o) = —LAO)_, _¥n(o), S
(8- ) | S2(s2- o) EIs2(s2- &2)
roy L X0) _1 '<0) 1 1 35 & )
vis) = A ? (s?-oké s) (s —o( ?)+ ok“‘I s -0(2 s2

=
M
I

= r(;—f—gl{coshokx - 1} + l”-éf-g-)-{sinho(x - oLx}+
x_.g_l{sinhvk(x—ﬁ) -oL(x—-E)}

Uit Y(1) = Y'(1) = O vinden we voor Y"(0) en Y"t'(0O) waarden welke
functies zijn van § .

Y"(O) = _1(_5_) y Y"'(O) = 2(5
A EI EI
voor x ( g ‘*f)x

H,(§) Hy( §)
|

Y(x) = cosh ok x=11 + {sinhokx-—o(x} .
OOET SOET
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Voorx>§ —-)g(‘x

Y(x) = 2;5; {cosho{ X - 1\} + E;i) { sinhdx -okx}+

+ e {sinh D{(x-§) -O((x-—§)}
In verband met de symmetrie x ‘)§ - § { X,
“x) - H,(x) o | Hy(x) , X ok%
9 = o feomaf -1} + oy {mmnec -« £
X < § - é Y X
¥(x) = %Z—é%{coshd% - 1} + %gx) {sinhok§ —&§}=

{mnheL(x-f ) = ol(x- E)}

O(3EI
2 2
ula ‘A = m &) .
Pd A EI
De integraalvergelijking wordt dan uiteindelijk

X

Y(x) —\j{ smhot(x—g) -oL(x-g)} Y(g)dg

+\j H( { cosho{x-ﬂl Y(g)d§ +‘

+Aj Hz(g){sinho(x -o{x}_Y(g)dg .
0

i1 /3 .—.L H1(§)Y(§)d§ en b’:o([) H2(§)Y(§)d§ .

1
) Mgz - ) w0 Mt - D Mgl - )

(34—0(282 -Ao@)y(s) zkﬂd\zs +[\b’5\2,
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en go
2oLl . 1gh 3. 62 2 1o, Lok hod
k.]_.—zo( + 40( +/\\d\ ’kQ"ZDL + 40(-1—}\0‘\.
o(s) = A A 2g . N ¥ 2
(82+k§)(82;;§) (32+k%)(s2~kg)
AR g AYRE, _ A2 & 2
y(s) = (= + i) (— + Y.
k%+kg sé+k?r EE:EE k§+kg\sz+é? sz—kg

In het algemeen krijgt men hieruit door inverse transformatie

. 1 .
Y(x) = 01(- cos k,x + cosh k, ) + 02(~ %:-31n kX + EE sinh kzx)

Yi(x) = 01(1{1 sin k,X + k, sinh kzx) + 02(- cos k,x + cosh kzx).

De randvoorwaarden Y(1) 0 Y'(1) = O voeren tot het verge stelsel

1

01(— cos k,1 + cosh kzl) + 02(— %: sin k.1 + %E sinh kzl) =0

Jj(k1 sin k,1 + k, sinh kzl) + 02( - cos k,1 + cosh k21) = O.

Lit stelsel heeft een andere oplossing dan de nul oplossing, zo:

coszk1l ~ 2 cos k1l cosh k21 + cosh2 kzl + sin2 k11 - sinh2 kzl +
ko Xy .

+(E: - EE) sin k,1 sinh k,1 = 0, ofwel als

2
ks=-k
2 - 2 cos k11 cosh kzl + “§?E; sin k1l sinh kzl =0
In dat geval is

~k1 sin k11 + k2 sinh kzl

1
cos k1l - cosh kzl

waarmee het probleem opgelost is.

7e hebben bij voortduring gezien dat in de behandelde problemen de kern
der integraalvergelijkingen symmetrisch is.

Verwisselt men in G(x,§ ) X met g zo behoudt G(x,§ ) haar waarde.
Immers was x ( § dan is na verwisseling x ) § geworden, de vorm van
G(x, £) is dan de gewisselde vorm geworden en na verwisseling van

x en ¢ krijgt men dan de oorspronkelijke vorm terug.

MeasWe G(x,f ) = G(j +X) e

laar hieruit volgt de orthogonaliteit der eigenfuncties. Immers zij

Y (x) en Yn(x) eigenfuncties behorende bij de eigenwaarden'h.m en 7\n

1
Y (x) = AmL 6lx, £) H(£)a
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Y (x) = /\]L G(x,}) Y ( B)d.é.

Vermenigvuldig de eerste en de tweede vergelijking resp. met Yn(x) en
T (x) en integreer beide leden over x van 0 — 1

1 1 1
f Ym(x) Yn(x)dx = ;\m £ f G(x, E)Ym( 3 )Yn(x)dfdx,
0 0

1 1 1

f Y (x) Y (x)dx = 7\7)[ [ G(x,g) Yn(} )Ym(x)d§dx.

0 0 0
Passen we in het rechterlid van de tweede vergelijking een assenver-
noeming toe en maken we gebruik van de eigenschap G(E ,X) = G(x, E),
zo wordt deze vergelijking
1

1 1
é Ym(x)Yn(x)dx = /\n [) {) G( g :X)%(X)Ym( %)dxd&: |

1 1
= hn[ [ G(x, %)Ym( %)Yn(x)c?z%dx.

0 O
Trekken we nu beide vergelijkingen van elkaar af, zo krijgen we

1
(Xm_ f\n)O/ fG(x,E) Ym(g )Yn(x)dﬁdx = O.
0

Daar }\m?{ kn’ is

gl ({le(x, (5 v fax =0

en dus 1
Ym(x) Yn(x)dx = 0.

Men kan de eigenfuncties normeren, zodat
1

£ g(x) %(x)dx = 1.

Ze vormen dan een basis van een Hilbertse functie-ruimte en hiermee
ontstaat de mogelijkheid tot een ontwikkeling in eigenfuncties.
Analoog aan de Fourier-transformaties kunnen we dan ook "% ~rve-
formaties" opstellen, die we zo kunnen kiezen. dat ze aangepast zijn
aan de randvoorwaarden,
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Aequivalenti€ tussen Differentiaalvergelijking en Integraalvergelijking-
o an n-1 d

ZlJA=a1b-'}-c—rl=+a25-;ﬁ:-_-:]-+ ...an-g—i,

845 8o} e 3y kunnen constanten zijn of functies van X.

De Integraalvergelijkingen die we hebben leren kennen hebben de ge-
daante

1
()=d\j (x5 )y( %) .
y(x A K(x % y % éi%

Oefenen we de operator A hierop uit

A y(x) =a§Jlg AR (%, %)} y( g)d% ,

Maar nu is:
1

1
A y(x) -Ay(x) =OK( {AK(X, g)-— U1(x-—g)} y(§ )d} .
0

Als K(x,; ¢ ) voldoet aan
5, §) - Tylx- §) = 0,

dewezs aan de differentiaalvergelijking van de invloedslijn en y( ¢ )
begrensd is in het gebied O & é ¢ 1, zo voldoet y(x) ook aan

A y(x) -oly(x) =0,

dus aan

A y(x) =Ay(x).
QeCe de
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§7. Je_inverse laplace-transforratie.

s ey oMt o

Ve in § 6 afgeleide stellingen van '‘ellin, i.h.b. ce tweede stelliv

v, ellin, leveren onniddellijk de formwle voor de inverse lLapnlace-
transiorinatie,
'ij hebben immers gezien (vag.18, Twecde stelling van ellin), dat uits

co
f(s) = jxsulg(x)dx (25)
volgt ° TRl
— _.J__ . -8, Y Ae -
g(x) = o=y .j; X f(s)ds . (27) .
~CAL
Voldoende voorwaarden zijn: voor x>o is g(x) bij geceelten glad. B
en:
In de strook o & O <43 is
o
i}xa;j g(x)ax
absoluut convergent.
Stel nu in (26) en (27) x=e™Y
Yan gaat (26) over in:
+00
2(s) = J e g(e™V)ay - (26Y)
-€0
waaruit onder de gestelde voorwaarden volgt
T col
gle™) = ﬁ%? e¥(s) f(s)as (27}
’ T-col
tellen wij
gle™) = F(y)
can gaat de uitkomst over in: ool
&0
. - "‘Sy ™ Al ~ _VM’L_. ):?'SJ»' P P
f(3> = e —Lg(:\”dy e} I»‘(Y) - B . € *(ﬁ)dd (28
-0 - T~

(onder de gestelde voorwaarden).
De linkerbetrekking is “bijna“ een Lanlace-transforn.
Jeze uitdrukking gaat geheel in een L--transformn over als wi] F(y)
cefinieren als volgt:
T(y) = M(y) voor y> 0.
T™y) =0 voor y£ O.
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Taardoor is er wel kans, dat voor y=0 (of x=1) een discontinuiteit wordt
. ingevoerd in g(e™V) = g({x) , maar dat doet geen kwaad de funectie g(x)
is evengoed bij gedeelten glad, en (28) gaat over in: ‘

)
vit 2(s) = | ¢ Myay = Lfry) volgt:
Tueor ©
2':'1 J e¥® f(s)ds = F(y) voor y>0

Al
0 wvoor y 40,

i

Aan de voldoende voorwaarden is zeker
recnts van de 1lijn
(¢ -0l , T +eoi)
een enkele singulariteit van f(s) is gelegen.

Yan is immers in ieder punt s =a7+ it (o, 2a).

(7]
floy ) = l x &1 g(x)ax
wbsoluut convergent.
/ij kunnen dan tenslotte de gevonden wuitkonst als volgt zo Xort mogelijk
formuleren:
‘Tanneer gegeven is

@0
L{r(n} = £(s) = f e N(y)ay (28)
o]
dan volgt hieruit omgekeerd: g0l
- -1 1 +y8 ‘
T =d, f(s)} = s j‘ e f(s)ds (29)
(¥) {g)} = g | ()

Rt

van _f(s).

8. Ioepassingen:

De formule (29) stelt ons “theoretisch’ in staat, o de inverse La-
niace—-transforn &1 {f(s)s van een gegeven functie f(s) te bepalen.
Deze berekening wordt teruggebracht tot de integratie langs de rechte

(0 ~wi , #+xi) welke volgens de bekende methoden van de conplexe
functietheorie (residucn-~rekening) tot een contourintegratie kan worden
kan worden teruggebracht, zoals wi] .iet enkele klassieXe voorbeelden

illustreren.
Voorbeeld I o f(s) = ‘iffmlésé (stel a redel)
jp‘ (s"+ a
B Enige singulariteiten: polen van de 2e orde
A : in s = + ail
Fi Y es
'ij integreren over de gesloten contour,
samnengesteld uit de rechte AB, en de cir-

kelboog 5CA, met straal R om de oorsprong

beschreven.

I—.—_\

Q
ARt FEREEEE-

x
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D¢ contourintegraal = 2¥i zlresiduen
Op de cirkelboog is s = R ei?

1 =4
f = o ] -~ = O(R )-
(s) _(R2eglqz+ a2)a

awkeuriger \f(s)\ 4.wm?§L .
RE.

-a“)
yRccsw
) ,f Ve f(s)dsl < f Lomsms RA § &
BCA Ca (R5=a%)°
oy av
e "R (_.F.LLC.
{ =55 j dpd- ,7w~ —> O wvoor R—c0
(R%-a2)° poa ¢ (R%-a2)?
us voor Li~ea:
400
. ys
,ﬂﬁ%~ S e’ f(s)as :{388 van vwé?mzy¢2 in + aig +
- wi (3“-4.8“) Vs
Res van %Mwwwa in - 813
{ S
>tel in het eerste geval : s = ai +6.
DAoL B AN S
") Y. - -
%ea?)? T (2010802 §(2a1)°  (1x 5 )7
vail 2 2
e’ 1 § é 28 3.
E— e ] 7? ( 1+ l‘r “""'-" + |..o) ( 1"‘ e e “‘oa.-) =
u4a£ 52 1T 2ai (2&1)2
Jyai
= ..,.D.M 1.,_). { 14 C)(V+ __a) - O( LSL.) R
~4a §°
us ¢ residu in +ai = coeff. van é = «J?r~ e+yal(y+ i)-
4a”
Op dezelfde wijze vindt men :residu in -ai = - 1~§ e ya1<y“ % N
da
N = -1 1 1 yail ~yail 1 yai__-yail
mas 2 = &7 gl - Ty [y e L ]
(82%‘&&)2 453, al
= WJ§ { Sin ay - aycos ay i .
2a
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Soreker: Ir H. 7. Trense.

Algemeen bewijs, dat voor de cons tructleu, die in de vorige lezingen
werden beschouwd, de Greensche functie G(x?-g) symmetrisch is
(1 telling van Tlaxwell)
oerien we de zakkingen in de nunten x en j zo 1in het puntdg cen last ¥
aansebracht wordt yn(x) en yn(éﬁ een zo een last ‘. in x aangebrach
dordt y (x) en y)(§§ i
Vol _ens het suncroositiebeginsel krijgen we, als we P en | in verscnil-
lende volgorde op de constructie aanbrengen toch dezelfde spanningstoe-
stand.
vaar de hieruit voortvloeicnde hoeveelheden inwendige arbeid pelijk zijn
aan de bijbehorende hoeveelheden uitwendigze arbeid, 2ziin de laatste als
de eerste aaln elkaar gelijk.
In het geval dat © het cerst wordt aangebracht is de uitwendiie arbeid
Ay = WByp(f) + Fyo(E) + Tay (%)
Jorat Q het eerst aangebracht zo is )
Ay = oy (x) v Pyp(E) s yn(x)
Gelijkstelling van Aqen A, voert tot
Py (§) = yp(x)
Als nu P = ) =1 20 isg yQ(£> = yoo(x)
De zakking in cen punt x als gevolz van het .anbrengen van een kracht
P=1 in een punt f is dus gelijk aan de zalking 1in het punt § als in
het punt x een kraciht =1 is aangebracht of m.a.w.
C(x, g ) = G(§ ,x)
Stelling @ 4ij ﬁl;,.w. de genoricerde cijen functies behorende h.j
de elgunuaaru»n AT ,A? geses van de intograalvergelij.ing et symmetri-
sche kern 4
Pl0) - A | K () p(E) a
Al’hZ"" vorie een ri; van onotoon aangrociende positieve cigen.oar-—

den. lie jrootte van dece cijenwvaarden newc onucerxronsd toe

Als glx) - /K (2, ) n(fat
waarbij h{x) op het Lhihrle [ O= 1] heorensd en bij gedeelten conti
ig en als b
a, = j a(x, (x)dx
o ; i

20 18 Z_aﬁ%i(x) selijimatig convergent
¥

s
b

U
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m.

en gaat g(x) - Z, %%(x) gelijkmatig near nul voor n —» o2

bt

ledeWe de funcmLe &(x) is ontwilklzelbaar in een reeks van eigenfuncties.

Toe veelouvattend en technisch bruikbaar deze klaesse van functies is

zullen wc aan het eind van het betooz nog nader bezien.

Dij het bewijs van de stelling moet webruik Lemaakt worden van ceen aan-

tal hulpstellin_en wier bewijs we aan het eigenlijie bewijs van de stel-

ling zullen laten voorafg:=an.
e eerste hiervan is de Ongelij%heidpvan”ggmmng
L i s 2
25 a ><Zbi>
M
Bewiios De vergelijki Z;(a x + by ) = 0 heceft zeen reéele wortels,
]
behalve als bi:\\ai.
In dat _oev.l wordt de vergelijiting
/')M oy
(x+M)°Za; =0 = x, 5= A

|
Meao.w. van de bosohouwde vergelijking in x is de discriminant & O.

s e

ve ultscverkte vergelijking zict er al“ volgb uit:

-~ M ~ m ‘
X % a;" + 2x Tagby + z b, = 0
wm, - . ~ X
Uiscr. A( L aibi)2 -4( Y a.?) | };b 2) o q-deee

i
seechouwen we vervolgens de pz;<113kheld van Schwarz voor functies

Definiéren we het inwendige producwy

(£y5) ::J T, dx
en de norm van de functie T

(£f,r) = NT
be bedoelde ongellgwheld luidt hiermece

(£,8)° & (£,£) (3,8) = N Ug
Bewijs:
(£A+ g)%ax = ANE + 2A€fag) + Ny = 0

neeft geen refle of gelijke wortels van A
Diser.: 4(f,5)° - 4NE Ny © g.dee.
bat de functies Qi een orthonormaal stelsel voruicn,drukiken we et de

3\ 0 ';{},S/u;{ v
pr T 1 alsu=v

’(P,.‘ P ) éf‘“’

Iedere functie [ is forneel als recks van orthonoruale functies Yy op
achri jven.

‘roneclker 5 als volgt uit {

Inmers o £

i

e PN- is
(f,p,) = Io W Lof) = Zop s oo

Dat £ metterdaad ontwikkelbaar ‘it zullen we voor de functies g(x) juil

nader bekijken en bewijzen.
De Ongelijkheid van Bessel

Ur worde in het midden gelaten of £ al of niet te ontwikkelon is in
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cen reeks van eigenfuncties. lieny vorme de inwendige nroducten
cv=(f) = [1pax
50 1w o
2 &
z ¢, & NI
Bewijsy

f(f-—Zc«fz)g dx &0
’[fidx -2 /chf pdx + /(ch%)E ax 20

Aangezien
. B . 2 2
(PNLP’) = ‘S\N-V is f(Zc,w ;ch
‘[ 9% - 2 ) c, j’f yadx Fpc o 20
/fzdx—-22 cy2 -!-'ZCE 20
=~ o] IS
Z.c:; & jfddx q.-d.e.
Analoog aan het bewijs van de ongelijkheid van Schwarz voor functies
kunnen wij een belangrijkq %}genschap afleiden voor de functie
Iy = j K, £ Lx)p () ax ¢,
waarbij pgeen eigenfunc%ié’hoeft te zijn. Lchter moet Ny wel begrenss
Zijne.
De vergeli,king in o :
)
[[{d~K(x,§) +$’(x)@%§)}“dx dgx
-y
= o8 H{ K(x,%) “dx d §+ Qdfffi(x,é)}o(x)p(g)dx d g +
2 2
+ jﬁ(@(x)}‘*{ﬁg(g)} ax d§

heeft geen reéle wortels van & of anders zijn dewe wortels gelijk.
feleVe

Jisr.: 4 {cl(\@,@)}!f _ 4(@,‘0)2}j { K(::,§)}de 3 § Lo
{1} & (.0 °]) { ii(x,p}'@’ax e §

Nu is de invliocedsfunctie K(x,%) steeds een begrensde functie en danr
ook Np begrensd is, bezit fJﬁg,g)l een begrensde waarde.
Te kunnen ons nu dus met recht afvragen of [J(@;P)‘ zo we functies

l;

0

h

bveschouwen waarvoor N¥> constant is , een naximum waarde bezit en hoe
groot deze is.
Nenen we voorloplg aan dat Np = 1.
De functie i(xyg) bestaat nu ofwel uit polynomen of is in verband .c¢
haar continuiteit op het gebied x{0u1§ ’ §iO—lS gelijkmatig door moly-
nomen te approximeren. (Veierstrasz)
(a8
Ko(x,§) = Z & (x) /3, ()
IK (x,g) - a(x,§) ; L e
22 functies o (x) ’d2<x)"""dl (x) ,/Qq(x) ,fgg(x) cees /gizﬁ
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denken vwe ons lineair uitgedrukt in een systeem van q orthonormale func-
tles W (x) ,uz(x) u)q(x) hetgeen door een orthonormeringsnro-
ces 1n tot stand te brengen.
G ()
Glmf) = 2, en Wy W)
T verband met de symmetrie van I\(x,g) is

m C’V\.
Cix T ki
¢(n) g nl
Ty, mee m = m X =
k=t Rt
g (o) ~

¢ Rz
Noem Jm(p P) = ” Km(x,g) \(x) \9(§) dx dg

verder 2zij (‘P,b{) = ¥y

g m
re .C' - m
20 18 J (‘?;‘P_) Z Cl(_ y yp

L kel
Van ‘J (&P,,p)i moeten we nu het nasnimum vinden met als nevenvoorwaarcde
(\p"f‘) = s Volgens de onzelijlkheid van Dessel is

g o)

L -
Z— yl - (L?’\P . G

De grootste waarde van |J (p\p ‘13 te Lereiken als Z 12 = 1.

Vare dit niet het geval, zo zou ‘ J (\p,\p ‘te vergro teh ‘ulgn door haar
amet cen geeigend%h;f)actor te vernenigvuldigen,

2 2
Tomers zij z y." = o? c” (1
_ i
(=1 q/(m.]
o -~ _1 . -2 _
als nu yy =S¥ s dan 1is Z vy = 1

[ |
Nu _aat de ongelijkheid van Bescel in een gelijkheid over zo Q ontwil-
“clbaar is in het stelcel Tuncties waarmee de coefficicnten zijn onge-
bouwd.

Nemen we een geconitz%loerde functie

\1-5 = }lb._}l in beschouwing zo zien we dat hier-
voor geldt L=t @ )
~ 1
(phw,) =y; =gvy en (@) = Z yi© o=
L) m teld
laar dan is ,J ,kP) ‘ Z Cig Vi Y ’ =
@L‘“‘) Gkt
I O ™ = A \
‘, 2 z_ Cix Vi 5’1{)“ ) { Tn (P i / iJm(“P-‘P)l
¢ R=! c

De bepaling van een extremua van Jm(l,(;,\g) is aequivalent uet de
de bepaling van een extremmum van

g () 5
J (Lp\p) {Z y;© - 1} ofwel van

Lal
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g )

o,tm)
oy
Partidle differentiatle voert tot
4 ()
m,
Z Ciw ¥y = G:nyi {i =1pleces q('“)} I
kc\

"¢ hebben hier q(m) homozene vergelijkingen met q(m) onbekenden.,

Dij nulstelling van de cdeteruninant der coefficiénten ontstaat een verge-
1ijking van de graad q(m) in G .
dic de grootste abs. waarde bezit is juist de waarde, die we hcbben wil-

De wortel G, van deze verselijking

len.
Timiers noem de oploss%n&)van de vergelijking
*
I tezanen et vy =1 : Yy
Lzt
. »*
maenigvaldig het linker con rechter 1lid van I et y; ©en sommecr van
(Pi) > " oyry e ) "2 .G
= . . = . =

I AP ana Cix Y Yi G;é”l P

L, R !

e zullen aantonen dat

» x \ »*
?ﬂ$x) =y, Wi(x) + y,u(x) + aenne yq(n)bﬁ(n) (x)
voldoet aan de integraalverg.
1 .
e I Gl 1I
¢ (x) mj (x £ p (5 a§
in verband et de )orthonor@alo ¢igenschapoen (bifx)h%(x)) = 3'*v
*)2

1

en de voorwaarde (y =1 1is

Yn)
j {Zyl A gcvx = 1 en is (\P,,,’wi> =7y

Veruenigvuldig nu het lincer en hct rechter 1id van I act in(x)

sorracer van  1-q(m) g )

v *x »*
o

Z Cug e Wi(x) = 4 Z— vy @i ()
;,bz}‘
AT Jk<§> e (£af = T (x)
t,k:\ q’L‘b\)

LX) = g}: W 0w () @ (§) dg jzcm(x,g)&pnsg) af

." q.(i-“‘;‘.

Het omgekeerde is ook waar uit I1 volgt I.
V@Pmenivvuiﬂig het linker en rec:ter lid van II net in(x) en integrocer
beide lvdon over het toepassingsgebied

;: (pm(x) u(X)) ‘Q‘:L‘ 5[“ (“’g w(x) ? (g) 0x d§ q,Ln)

VL«.) ‘-
GQW ” Zk (x dx W (g) P, ( ) df, o Z ®ix 3’;
{ =l >
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In de ongelijkhoid {J(!(,,tp}}z £ (\g,p)g”{ E’;(x,g)}z ax a§
is J(x{),\P) te vervangen door J(p,}p) - Ja (P P)

{7(pep) - Jm(p,tp)}z ¢ (p pvjj K(x,§) - z:m(x,§)}2 ax a§
o daal {K(X,E) - £ (x, §)i 3

Tio) - d. 2 . g2
700r m soogaat K, (x % «ngzr in" V{PEE) en J AP over in J(@,P)

aar dan is 1in G,m: -
m = o e

Jao | ¢ :,{7 2o (Qyp) =

1 in het algemeen

| o] ¢ e

Zeled Jken we vervolgens ecn soort hacoxﬂtru<<rde kern

T,:;(Kig) = f';(ng) - z kpi ij_ g

|
[4

/5 “) k -.lm.. L @ (X)
Jrm g of- [ pat - L5 [ puDpueg -
p.{{ (.X \Pf{w(__X) : 0
D NS

\PK(K) is dus, z0 k &£ m geen oplossing van de integraalvergelijking

pix) =N j Kif“@ up(g) cig

$R+1(X> is zulks wel, imaers

Amﬂ gli;(x,i-) leJJ(g) d§ = >‘-,‘+1 SK(X,%) \Pm+1(%) d§ -

~m

¢ (x)
= Myt E} “JRZf' J‘P;<§) §m+1(§)d§ = B (x)
™n het algemeen zijn \PK(K> opleossingen zo X 2m +1

e bijbehorende cigenwaarden zijn A\ % ! de klcinste van de reeks is;km+1

Z2ij !qt(x);ﬂ}ﬁ(x), ...... Q1(x); %;3(X> ..... twee reeXsen van continue,
of bij gedeclten continue functics, zodanigz dat hun norm cen bovengrens
o bezit

1 ( /“+C)'M = N( p;41‘1(%‘)+¢(¢}ﬂ C)p-

Volgens de ongeiijkheid van >chwar‘ voor Tunctics is:

(Mr ) EN g,
N(m +G) L B(M) NG ) +AR(YON(E )L 4 M
“7;‘& ™ ﬁp 7 7 I

m"‘r&h I(&(x§)’*}rjx)c>(§ ax a §
CJ”‘(WWC’:* N t%“‘ ' Tl e q%! *EIJ("’{%

Bijgevolg is

i nu

+’ TG
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R el o

! ' N 11 ! I
Pl oy M) | U e e L
I SRR P PO )\/M-: /\l’m l m gf“*, C""" Ngest
Hi i : &
ieruit volgt 2IJ (n7u, t) )' ;\,u.n
T“i-k&' i i = ~ =
licar dan is n%l_‘mw J (W?A, é_) n%izrzb f[ (x )/q«.(x) 6 (g) dx df 0
71 ] c, = fx(x,p e, (6 d§=
Volgens de ongelijkheid van Bessel is nu
m
5 P (x)
K(x, E) §
1 Al
5 fe.
Bijsevolg is T(x) = Z ..;..1---_ convergent en Gus volgens de
' i
ctelling van Dini gelijkmatig convergent.,
cachouw nu *de geconstrueerde kern ( ) (E)
e ‘Pi
JENIN Z —~ Ly
Jicruoe wordt b’(x) J G(x §) h(§ § =
5w BRI P e
‘F'i(i) h(§) (h.p;) hy
waarbij a, = a g R
* A Ai Ai
Volgens de onselijkheid van Bessel is
$n? &
. 2 .
en vormt Z h;” dus ecn convergents re ks.
"Tijhebben recds gezien, dat }2
Z{_m_--- gelijkmatig convergent is.

/\i

Volgens de ongelijkheid van Schwarz is

{hn@n(X) +. --ial“.(.x.).J o (h2+..... 2)( (X)

’\D ( ’) )
7\m~'
e {E.(n)} on et {g(n.x)‘ke

An ) h;x n

b @ n.
Bijgevolyg is z ai\pi(x) Z -—?» \pi(x) zelijkmatig convergent.
m' ]
:r)ij‘ \gm‘(x) 2{ aipi(x) X (x) = nlz%:c‘)o Xﬂ(x)

g(x) = jK(x,g) h(é) d§
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\.

i
s@ e ¥ = | R e np af

21j W (x) een willekeurige, doch bij gedeelten continue functie, wier
norm begrensd is.

A (x) = j . 31-(~~)~~\9--»-~ () a§

Hiermce vormen we de uitdrukking
jw (x) ] 8(x) = Y)Y ax = ” K (x, ) w(x) n(f) ax a§
Nu hebben we gezien, dat

mljnéo K:“(x,gt)b)(x) h(g) dx d§ > 0

no Jur (et -y ax =0
Stellen we I (x) = g(x) - ¥ (x) zo is
J {g(x ~ ) (x) &‘ dx = 0
{x) gaat dus gelijkmatig over in 3’(x) welke gelijkmatig convergent is.
qetGeCo
ow ga.n we nu te werk zo g(x) een willekeurig gegeven functie is?
0 wve bij g(x)e'n h(x) kunnen vingen, die begrensd en bij gedeelten
continu is, zodanig dat g(x) = j K(x,g) h(§) d§ zo is g(x) in ecigen
functies ontwikkelbaar. o
‘elnu, als ((x,g) voldoet aan de D.V.
A X(x,§) = U, (x=§)
z0 voldoet g(x) aan de D.V: A g(x) = h(x)
L {
A glx) = S A K(x,§) n(f) af - J U1(x~§) n(f) af = n(x)

[+
Hiermece hebben we een eenvoudig middel om h(y te bepalen, waarop we

zunnen nagaan of h(x) aan de gestelde voorwaarden voldoet.

ITmmers:
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. Nm"i Sn 4w
JIES

Aga

: N(Me) _ M - : ¢ M
JM (,ﬂ’&' ’qM)} : KP"H - )“P‘-'” ‘ JM (g‘“ ' C;’\)}‘ )'Ml-l

Hieruit volgt
! 6M
2[3! (m s g) | ¢ S

[fetxe £ 9,2 G0 ax ag= 0

m

lpar dan is  lim J, (7, § ) = lin

m;sﬁo L Y-

) (8)
2ij b’,h (x) = Z_ ay i{’i(x), waarbij ay =]g'}i-i— h(f) df
: i

o .(X)L]O.(g)
zodat ‘Xn\(x) = /Z._ &1 n 1 h(f) dS

¥ = 2am 6
g(x) = [ K(x,§) n(§) af

g(x) - ) (x) =/K'(x,f) n(f) a.f

Zij @ (x) een willekeurige, doch bij gedeelten continue functie, wier
norm begrensd is. Hiermee vormen we de uitdrukking

Jw@ | e - Yo ) ax = [ /20 G Pwx) n(f) ax af
'u hebben we gezien dat .
1in k) (e, ) @ (x) n(§) ax 4§ 0
a) -, 0Q

o jw(x) ig(x) - Y (x) ﬁdx =0
Stellen we W (x) = g(x) ~ Y (x) =o is

Jlex) -y@m}%ax=0 »
Y (x) gaat dus over in g(x) , zodat g(x) tc beschouwen is als
soufunctie van Y (x).
Hiermee is nu de ontwikkeling in eigenfuncties van K(x,f) zelve te
bekijken en wel in eigenfunctzies &f’i(f)

930 = Ay [ K=, §) 9y(p) af

Q
P, (x)
- ( K(x, )s ?(§) )
Aq oy (x 1
_ Ji
Kx,§) = ZFH—] 9y()
¢ zullen gebruik noeten naken van de norii van een J functie van Diroc
vodat we de afleiding hiervan tc¢ belkijken hebben.

e stellen
2
) = y)\yu. . _hw:x
V‘ﬂ‘

I

X(X,X

Mt
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Bij de linietovergang m = & en verschuiving van de top van de klok-
functie naar 0% ontstaat een pulsfunctie. 3ij de bepaling ven de norn

kan nen dan bij liniet de integratic van - @ - + o®vervangen door
cen van 0O - 1.

Stellen we nu h(§) = U (§ £) = 11nu)3(§ - &, lﬁﬁ)
’\-M'N
p TS ) -
m§)=f‘ﬂx@)Uﬁ§~f a§=xw,§>
jW(X)-K(x f')-— i }Sﬁl(g)]dx=

N X(X, >\. ,ﬁn'“)

6 VA ps
ij )w(x)U &-—f)]dxdf & «---:_“_:’_ — 0
x’MH\,QT\_
Zorg door een transformatie x' = a,X + a,, dat het interval 0~ 1

overgaat in o - { 0 ¢t<e 3 ¢ 1 &
’)

Kies voorty (x) : 1, x, x° ,.. Sx’ﬁ.. zo volgt uit de stelling van Lerc:

dat de somfunctle van ?{(’01 %Sai(f) de continue functie K(x,§) is

py(x) ;
of m.a.w. Z:{ & Y (%) gaat gelijkmatig naar Y(x,})
A

74 cV:JK(x,E)KP(?)dE SO()

Volgens de ongelijkheid van Bessel is nu
J )2 %é&f?;(x))} 2
K(x, d e
plmaf St
. > {3
lijgevolg is T(x) = =~~~ convergent.
Er is echter_meer.

{?im)s (D) = Kx,§)  volgt

51x§>yi@>d}=jk%x@)d§
= j}{ (x,§) afk.

De somfunctie T(x) 4is dus een continue functie en alle termen van de
reeks zijn positief.
Bijgevolg is {
convergent. :

Uit

,.Mg

g3 (x)
i

s volgens de stelling van Dini gelijkmatig
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Beschouwen we nu wenr

?,(8) n(f) e
X(K)-ZSD( )j-}—j—-—;w d§= Z“?(X)
(5) n (§) (h ?.) h,
waarbij aj =:j'91 § d~} S S §
Ay Ay X
Volgens de ongelijkheid van Bessel is
2
2 n & Nn
en vornt Z'h12 dus cen convergente recks.
Wi]j hebben rceds gezien dat
Sla@ .
‘ -I~§- gelijkmatig convergent ise.
i
Volgens de ongelijkheid wvan Schwarz is
. 2
n, ¢, (x) h, ¢ (X)] “(x) (P2(x)
n'n 19 2 [Fh Il
S ————— ey o 5 & e h +ews a0 “‘-—T“f‘o-"" ""‘""‘é
t. ;\n )-m d é (n hm ) )L .l
- - é.g}F(n)}2¢nxniat {E(n,x)s 2

h
Bijgevolg is A aiffi(x) -2 2 9H(x) gelijkmatig convergent.
t ! i

Daar we reeds gezien hebben dat g(x) de soufunctic is van Y (x), volgt
hieruit dus dat g(x) gclijkmatig te approximeren is door ¥ (x) en
dus ontwikkelbaar is in eigenfuncties.
Hoe gaan we nu te werk zo g(x) een willekeurig gegeven functic is?
Zo we bij g(x) cen h(x) kunnen vinden, die begrensd en bij gedeeiten
continu is, zodanig dat g(x) = Il K(x,%) h(§) d? zo is g(x) in cigen-
functies ontwikkelbaar. @
Welnu, als K(x,g) voldoet aan de D.V.

A K(x,%) = U1(x—'§)
zo voldoet g(x) aan de D.V. 4 gl{x) = h(x)
Imners: 1 {
A gx) = j A K(x,8) n(f) af= j Uy (x-§) n(f) a§ = n(x)
Hiermee hebben weoeen cenvoudig niddel o; h(x) te bepalen, waarop wc
kunnen nagaan of h(x) aan gestclde voorwaarden voldoct.
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Cursus Methoden der Mathematische Physica (vervolg)
te ts3-Gravenhage

9e Voordracht: 3 Februari 1954.

Spreker: Prof .Dr 5.C. van Veen,.

9. Verdere toepassingen van de inverse Laplace-transformatie.

Complicaties bij vertakkingspunten.

Wannecer de singulariteiten in ecn bepaald halfvlak (links van
R(z)=c) zijn gelegen, en wanneer deze singulariteiten pewone polauire

singulariteiten zijn (zoals in het voorbeeld van § 8), dan kunnen .
zonder verdere principilcele bezwaren de integraal van Bromwick (29)
i.h.a. completeren tot een contourintegraal en de residuenstellin
toepassen (mits de integraal over het "kromme! gedeelte van e contodr
— 0).

fssentiele moeilijkheden kunnen optreden bij aanwezi heid van an-
dere singulariteiten, zoals vertakkingspunten, waarbij de te inte.re-
ren functie niet eenwaardig 1s in het beschouwde gebled.

Wij willen deze moeilljkheden iliustreren aan de hand van het oo.

voor de toepassingen uiterst belangrijke geval:

(s)= L+ & VS (30)
De inversie-integraal van Bromwick (29) levert: ‘
el Vs d
-1 : i s-Vs s .
¢ -0 1

“ VS pezit cen vertakkingspunt in s = 0. (De

De functie f(s)= ; e
[
twee verschillende waarden voor V s vallen daar samen).
Om de functie f(s) eenwaardig te delinieren, schrijven wij als

gebruikelijk:
i@
5 = re
10

Cl. V—f‘(cos\g— + 1 sin g—). (21)

@

en V8 =VT

met -T< O <« + T, Met deze beperking voor 0 wordt de functie 5

door (31) gedefinieerd als een functie die eenwaardig en analytisch

is in alle punten van het eindige complexe vlak, met uitzondering van
het negatieve _edeeclte van de reele as, met inbegrip van de éorspron,,
Oomdat £(s) een analytische functie van & is, is f(s) analytisch i
dat zelfde gebied.
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Laat ¢C een willekeurige positieve cdonstante voorstellen.
Voor alle punten s in het halfvlak Re(s) =2 0" 1is

o)

cos x >3 V2

en

|£(s)]

s e
-Vr cos ;
2¢

1 [
T e — e o
1Sl r

e

- %:4 0 < Eg dus

I

m.a.w, rk{f(s)l is begrensd in dit halfvlak voor k ) 1, zelfs voor

iedere constante k, of f(s)= 0(s"

Dus:

Fly)=

|
271

lim

K).

T+i

Nu kilezen wij een gesloten contour,

leze contour analytisch is, (Het vertakkingspunt s
tieve recle as moet dus buiten de contour worden gesloten),
kiezen wij de in fig.1 aangeneven contour, dic verder geen

J(ys-Vs)
] ﬁ__,@o 0‘_1{3

zodaniy dat

behoeft (tenslotte r,— 0, R0, ¢ - Q).

,,A~€w~“
e
e
y ‘\\
/'/ . “R
¢
/ \
i \
‘*«\k%“
. . .
e
e /v,‘é,,,n,,ww - /M;D“\
c
"\‘e‘a I
T

N

e

o, @ i/‘}
AT,
"
|
\
. A :
/ kY
/ y
/ 1
/Qo i
O - C‘ . - ...._‘_,?- R — X
i
/
;
i
f'
;
./
At

ds
S L]
e \fT
Y87 V8 4b cen binnen
= {0, en de ne:a-
Daarto-

verklar.n
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& +i,s ( Ve v
1 ys- Vs) ds - 1 =0
f e ) 95 ¢ e (TaetIop*Inp HIpeg g g )= O

2w 1
¢ -1ip
(Cauchy) (32).
a) We beschouwen eerst Iy, (over de omtrek van de kleine cirkel)

;3 O

Hierop iss-uroeig;v‘=\/?;e g.ﬂ’—a >8> T4+ &,

0
i
- T+ & ereiO -VE e 2

o
T=-£
Integraal is continue functie van @ en r, voor r, > 0, dus:
~T+¢
lim I = i d1Q= -2(T-€)1L > -2T 1 voor € = O (35)
DD!
r =0
0
T-¢
b) ICD en ID'C" (T-s
1(T- €) *
Op CD i8 z = re (r‘o<r‘<R) en Vz = re

dus 72 2 - r; Vo — + 1\ voor ¢ — 0.
-1 m=-¢
Op D'C! is z = re'i(Tr' £) ,Vz =\r e

dus voor € = 0; z — - r; \Vz - - 1iVr.

Dus: (voor § - 0)

r R
_ L-yr-1\r dr ~-yr+i VP dr
Iop * Ipici= J : Tt { e =
R T
R
= 21 i ~YE il%Qii dr
r
O
dus: . oo
2
~yr sinVr =yx© sin x o
ré.j:;mﬂ (ICD+ID‘C')=21 f e —— dr= bi / e ~— dx (34)
Rica v 0
0
) Ipc = Ipp * Ipg-

CQ

i -l
Op AB = Re(ys-V3)= Hc(y.Relg - VRe “Y=y R cosQ - \/ﬁ cos g Ly

Cus: ys- V3
\e ds| « e}(dO.
8

T

° 7
A VAR 3 ‘ o
{IAB{ﬂ I“‘ J = ¢ (é-QA)aOvoorR—#womoat O,= 5.

A OA

Op BC 18 Re(ys -Vs) ¢ y R cos O (zie boven).
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a o
2
yRcos 0 ~yRsin SN
\IBC\< S B dgzj 8 (Pds_o(g'é““f))
0
N
T z i ’% '1;_
3 2 .
. g -yRsing _ ,
- ( o~YRsing, J e—JR51n¢7d? _ f € - ZfS@d@ + i.e yRﬁn%w}
0 s 0 ‘7‘
T Z T 2
3 z T
2 _ : ke T
c g e yRSln?duinf + o yRsin > 4 0
0 cos %— .
T > T
- - 2—
-yRsin ¢ 7’ ) -
= _______._____-_.e ) _V2 :yR \/ —‘) C
= 2 s + e 1

N

0

+

_ YRS _
2 (1 - e z j) g P_iyR\/B
JR i

— 0 voor R— « (y »0) (25)

Wij willen hierbij opmerken, dat de laatste redenering een belangrij.t:
vereenvoudiging 1s van het in de klassieke litcratuur bekende bewilje
van het "lemma van Jordan'.

Het is gemakkelljk in te zien, dat voor ICIAI dezelfde redenering
geldt, met hetzellde rcsultaat,.
Dus
;ICYA'} — U voor R — o, (351)

Uit (32), (33), (34%). (35) en (35') volgt tenslotte voor r,— 0,

R—>ea, § — 0 o0

2 o I 5
vy3- Vs ds . -7 in :
Fy)= ;_ oY [ = oy o-yx" sin x

g -lo0 0

ax. («\))

<

(o

Hierdoor is F(y) teruggebracht tot e¢en andere (weliswaar reele) int.-
graal. Ook deze laatste integraal is nlet te berekenen in een elndi .
vorm, maar te herleilden tot cen andere, dle getabelleerd 1s.

Als volgﬁ; o0
2 2 2n
-yX sin x -yX n X
2 - dx = e -1 dx
r X f r%-:-—O ( ) (2n+1)1
0 oq 0 )
£ o0
. n T n 2 -
= Z -(Qél:'i‘—,{—%T f o -y}( Xen dX K____ (—1 ) +]_ f S —u u.d*l;ju.
n=0 : 4 n=0 (2n+1)1y 2 0
(y%°=u”)
oQ
n . _
= El (*1),n+% 1.2.5 = (en-1) bg? (part.integratict)



i

)P
nl{en+i | (y!‘!

=3

e
i18

Anderzijds 1s:

2
LR L ( Jn 2n
j @ o - S — L av - 20+ 3
0 o n=0 ni(4y)" n=o nilen+l)
Uit (37) en (38) volgt: . :
2 [ @-yXE sig X dx = 1 j o Y dquw = 2 e
) TY Vi
0 0
1
= erfl, (——).
2Vy
Dus ftenslotte is: .
¢c +1 o | .
Fy)= zr%"rj JomVede Ly 2 [ cTYXT 3N X gy
G -1 O
= 1 - er‘f( ! ): @pfo( 1 )'
2V 2\v

De functies erf(x) en erfec(x) zijn ultvoeriy getabelleerd.
In de pas verschenen "Noordhoff's Wiskundige tafels in 5 dec."
van P. Wijdenes (Noordhoff 1953) vindt men op pag. 261 een tafel voor

de "error-integral"

H(x)=

5
e't dt

2
Vi

0,0(0,01)2,5. Voor x

O e 24

voor x = 2,5 1s H(x) e~ 1.
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Cursus lethoden der !"athematische Physica (vervolg)

te 's-Gravenhage

10e Voordracht: 17 Tebruari 1954.

Spreker . Ir R.”7. Trense.

Als toevpassing van de ontwikkelde theorie der eigenfuncties, elgen-—
waarden en Figentransforwmaties zullen we een tweetal vraagstukken belkijlker
Tet eerste zal Ter vergelijiing der methoden cerst op klassieke wijze
vorden opgelost en daarna met Tigentransformaties.

1. Fen aan een 2zijde ingckleude balk wordt aan de vrije zijde onderworoen

aan een periodieke kracht P sin ot

De Figenfuncties voldoen aan de 2 Pinat
integraalvergelijking 2

-
.,.,1,‘0 C:
Y (%) = g G(xz,&) Y,(&) d&
0
Voor de geawongen beweging imunnen we in het stationaire geval, dat
Y(x,t) = Y(x)sinA t de vergelijiing opstellen:

2
(x)sinet = g j G(x,8) 2 U (1-8)einat 4 & +
° P
i “e’;"LJ G(x,8) Y(&)sinett df
~waaruit: £ s
-y N
) G P K 1w ,
{(x) = 5;‘”1)“ T o J G(x,8) (&) a&
W o i
. «Q O
r i®) e
Stellen we gé%&LL: = S A v.(x)
ol t 11
en tegelijkertijd
[~e)
¥(x) = Z;; b Y ()

' e

In de integraalvergelijiing gesubstitueerd ontstaat de identiteit -

=< Q
Z::biYi(X) = > a,Y' (%) + ZZ: T3 b.Y.(x)
1 : [ 1 1

waarulit o
X a .
bl(']u wé‘) = al 'bl - ,.ﬂ‘,_;(_i_
T v
w. <
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Zodra we dus de ontwikkelingsco&ffici&nt ay bepaald hebben is het
vraagstuk als opgelost te beschouwen. o
Voor de berekening van a; putten we allereerst de volgende gegevens uit
de tweede vorrdracht

HatE - fronf -0
new? _ xt k=AY BYes
6L T 6 —_— il

sinh k. l-JLa k 1
cosh k l+co k l

Y,(x) =c (cosh k;x - cos k,x) - (sinh k;x-sin ;X))

net ales voorwaarde
cosh kil cos8 hil + 1 = 0

Zoals in de vierde voordracht stellen we
cq(kx) = sinh kx - sin kx , a; (kx)

cos kx - cog KX

G;(kx) = sinh kx + sin kx ; <E(kx) = cosh kx + cos kx
da;(kx) ag; (lkx) do*(kx)
e ——— A = — . TR @ . RIS | .
g = kcé(kx) ; T = kog(kx) ; < = ﬁcz(kx) :
dor, (kx) |
—&— = koj(kx)
zodat

Y (x) = %ﬁ'}«:’{ﬂ {0“4(}“1” T, (k%) - T (1) O:i(kiX)S
met als voorwaarde
;206,10 = 00551 5(k;0)
Ong eerste verk zal zijn om deze functie te normeren. Daarbij zullen ve
Zebruik walken van de volgende eigenschappen der functies O

sinh 2 k1 - gin 2 kl

]

G}(kl)<j}(kl) +<75(kl} G}(kl)

i

sinh 2 %1 + sin 2 k1 O?(kl) g, (k1) + Gg(kl) G;(kl)

(k1) o, (k1) ~<7~33(1c1> - G378 (k1)

1 P
jO} kx) Tollex) = e G (kL)
¢ 5 B
j' 15(kx dx = G}(kl}OE(V3)~ (cosh® kx - cos” kx) dx =
3 )
= %-ca(kl) c%(kl) - ;ﬂ (sinh 2X1 - sin 2k1) =

1Y J_m
(21) - i O?é(kl) 0"3(&:1)

l+
?
2 1 L2 20
chﬁ(kx) dx = ¢ a;(kl) g3(xl) - .[ (sinh“kx - sin“kx)dx =
) (o]
0 1

1@ (1) o, (1) - ;355 (sinh 2kl + sin 2k1) + 1
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(d 1 &
, = 7f 03(k1) o3(k1) - gy T3(k1) 03(k1) + 1.

j{ﬁ(kl) c‘rg(kx) - a}(kl) ﬂ(kx) & 2 ax

= b O () aR() - gy 9p30a) ()« 1g7%(k) -

e
=

]

- f; 0‘;3(}@) a; (k1) + ;Q% 0;3@{1) T, (k1) ~ ;%"3‘5 O}z(kl) T, (k1) Ty(kl) =

N «2 2 1

2 $ 920 g0) gy() - 070k @r(i1) o3i(a) + 10320a) -
1o

%

b

_ 1.0
7.3 (k1) GK1) - 4 go(x1) or(x1) gz(x1) =
1 | .‘ 1
= op o) gp() { 205(;

B

Is ~ o

1)-=2(k1) - o) + 1m0 =
3 1 4

= 10’42(k1).

Dijgevol, moet ¢l =1 2ijn,

zodat ¢ = #;n
AL

e genormeerde eigenfunciies luiden dus:
© 1 \ . . g
e s g e e It r - .f." -
Y% = o, (e, 1) g 73 (k3 1) a3 ey %) = 05 (g 1197 (lepx)

Bepaling wvan a, .

Door herhaalde partifle integratie vinden we

j'xz a (k1) o5(kx) -
[ {ot o

Cq(‘l) 0?(kx)§ dx

for, (1) oy (k1) = (1) oy () |

i
b

~
s

D N
4
Lot
—— P ér\:a

oy (1) o (ix) =~ a3(k) o;(kx)gdx

i
L

3 1) . e e —
{ 0*4(1&':1; O:«;(ul) o—;(.u) (7‘;'?(,\‘1)%

I
5

2,
"4" {%(iﬁl} G’:\(l‘ - (x(l)l‘

- x7) Y. (x) dx =

i

———— . et - . .....,6_, Z 1 i {3 1 - S
= BT (KL -3 T(k;1) a5(kyl) - T70G1) ) =
i

e 2 sinh ;1 sin k)

mtui“i/l cosh kil + cos k.1

op sinh k.1 sip kil

- o f"} 'j - ‘~_ - B - ..

mJTQ»i°~u“) coah All + CO kll

waara@e het vraagstuc dus

opszelost i

o 0}
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e zullen nu hetzelfde wa&wtuk trachten op te lossen wmet behulp ’mm
de aan het vraagstuk aangepaste eigentransformatie. i
e definidren de Tigentransformatie

2
g{Y(x)}jz v(n) = 2&0&(‘%1) O}(k,ux) - G‘,‘(kﬁll) 0‘:"(15“1()13 Y(x) dx

en de inverse transformatie

& {y ()} zzg;"“(‘f%y‘m y(n) &%(kl} ay(kg.x) - o3(k,1) o~y (k, <)k

N 2
ety = o) g0 - s s e ¥

o]

i

it

. y
3 . ‘,
[0 § 05,0 o030 - Gi0,0) eq0g 0] -
.[ -~
10D oy - o3 0s,1) 30y a ¥ (0

[-— Y(Q)(*c {G"(k 1) 0‘3(’;;‘){) —g‘i(kl G‘(<x2§]

i

+ /A j (k 1) az(k}ux) - oq(kﬂl) GE(}EMK”S ay! (x) =

i

2
5.2 v (gD Guex - eig) o3t Y] - -
--—-1'.1{/“3 j{o—ék(}&‘l) G‘%(iiux) - a;(kﬂ\l) Gz(l&‘x))}d'},’(x) =

= [ 1{ Y(x){c‘4(& 1) G‘“( LX) - 07%1) f&x}gﬂxo
¢
+ k/f J s\gj}(kﬂl) on(x,x) - o3(k 1) o;(kﬂx)’;th)ﬂx =
14 ]

= x{/f E{Y(x)g .

e differentiaalvergelijking , die aequivalent aan de integraalver_ eliivine
voor het beschouwde belastingsgeval op te stellen is , luidt:

ohy(x,s) . EPy{x-l)sinet n ¥(x,t)
) Al . m
'a x4- ‘EI .;JI" -a t -

nij Y(x,t) = Y(x)sin«t
Door substitutie in de differentiaalvergelijting en na deling door

gin«xt, ontstaat :

P UT(’(—C>

i

a*y(x) -
éxdr
Fen eigentransformatie toepassend, krijgen we daar

2
Elu(x-1)} = 7, (k1) o (k1) = ay“(k 1)

T Y(x)

“.5
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uit de differentiaalvergelijking: (

" ) 2 |
et - B By - BN DT D

- T ET
(mwﬁ ] ma?) ‘.<n) ) i:?}nh(lgul)sin(}g‘,l)
T Lrd Y F i

2sinh k1 sin k1

2 2
mw,f - I &

il

y(m)

waarne inverse transformatie wvoert tot:

E: 2sinh k 1 sin L 1 o
v(x) = - = Y1) o30nn) - ays1) a3 (%)

a6, - o) oy (e, DVT

2. Fen tweede toepassing is ce bewaling van de gedwongen trilling van

4

een aan weerszijden ingeklemde balk, die in het punt a, belast wordt

door een periodieke kracit .
Pson at
P sinat. 2 N ?
De genorucerde eigenfunctiie % %2
. . FE—— a. D—
luidt voor dit geval: e o

L(x) = ey | D) 00 - g3(1) oy (g )Y
et als voorwaarde : Cq(ghl) og(@hl) = 052(%01)
2
Elrtal= vio) = | o(5,1) o050 - (51) o0 § Y0 ax

In verband met de randvoorwaarden is door herhaalde partié€le integratie
wls in het eerste voorbeeld zan te tonen, dat

g{Y(‘*)(x)S = kjg[y(x)g
verder is
Eu(x-a)] = dy(l) T(ka) - opk1) oy(ha)

Je differentiaalvergelijking, die voor dit geval geldt,

Wv(x,t) o F U#;f,’.).sin,?ff - fﬂz_,.g),
Dx4 - 3 Dt

is door de susbstitutie Y(x,%)=Y(x)sin &t o te zetten in:

ahv | UGl el
o T M Gl
X

Door middel van een eigentransformatie rijgt nen hieruit

4 ome _uzﬁﬁﬁilfzg%ik'CEU?i)qjﬂ;a)
k' - S5 (Y - -

b ot
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forten we de commutatieve witdrukiking ab-ba af door [a,b]
20 Krijgen ve

4n1a%f3 net 2 g n) - [Oiiﬁﬁl)’ Gé(%pa)]

SRR . ‘.a..m.
El

El vl

waarbij de teller van het rechter 1id een commutator is te.a.v. de indices
1 en 2 1 :
[a(x,1), o (kaa)]
y(n) = el s LT
2 2
1-1(C(JM -a“)

Inverse trunsforuerend kr13gen ve tenslotle

Rl s o), aplsx)]

. 3 Daar Tanlacetransformaties lineaire transfor..aties zijn, ontstaat
door Lanlacetransformatir~ van een Hilbertse functie ruilite veer ecn
Filbertse Ifunctie ruimte.

Uit cen orthonormale basis behoeit hierbij geen orthonormale basis
te ontstaan. Ten scheve basis is echter wel altijd te orthoonali--
seren en te norueren.

Dit zullen we aan de hand val. een voorbaald deionstreren.

: . nNTX \ 1
Uit sin N Y ontstaat door lLanlace transforaatie

nw 1
£ (s) = AU .l

) 1 2 HZWB

17
! Kiezen we als integratieweg, de positieve helft van de reé€le as, zo wordt
het inwendige product van fn(s) on fm(s)
o0
f (s), T ) = s) £ (s) ds =
(£,(s), £.(s) [ IENCIEAE
o + &0
]
. o ohnr : ds - _
- c ~*EWMJ?ﬂWWM”; 0l o
- L 2 mo -
- (S 4 Q“"T«’{"’") (r;- 4 .}L«wm, )
1° 1°
en de norn van fn(a) oo
2.2
- . ‘ ’” * acw
N fn< 8) = f f’n/ ( g) da = p-.mgm --..:i.::’.mw(s,, .
1“ 2 n“m° \°
0 ST 4 ————
- m lx«

beilde inte ralen zijn te bepalen door in de bovenste helft van het
codrdinatenvliak van Gausz langs cca .esloten baan te integreren en wel
lanis de reéle as en de oneindige "alfcirkel. Daar de integraal lan.s
de oneindige halfcirkel nul opleve:st, is ue integraal langs de reéle as
Lelijk aan de algebraische souw der residucn behorende bij de polen die
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zich binnen de integratieweg bevinden.

(fn(a), fm(g)) = 0

o onand 12 1 ./ { 1 1
= Y % S
12 m°-n® 2mi nog o B
-0 1
1 1 c - -
Tm o med nvi T Hrd ? ds =
1 " 1
_ammr® 13 am 11y 1
12 m?_ﬁ? 2W3i n m 2({m+n)

Yer bepaling van N fn(s) stellen we

s - 5=k , 2.2 .
s° + EM%G = k(k + »§§3&
! g + .t}..?.r.-j:. = k 4 2&7{&.
R D L R
SENT T T 2.8 A TikiNe T
(52 . ”J%w) 4m 0 X (1- 555
lf—
12 1k ki 2
- i i
= - G 1 + 2 kS s 3 <'”“""") 6 60w
4‘721’12]:{‘:' & 2N onT &
2,2 13; )
M (s) =B om S5 =
a 2l 4w3n3 4n

Men kan au op volgende wijze een orthonormering tot stand bdrengen

Zij #q(s) = :?f f1(s) - > N\V1 = 1

2ij (sl = a,f,(s) + a,f,(s)
2a 28

(Wvo) = o N T, + I (£4:15) =0

‘ 2 ) - 2 o
N)Vz = a, Nf, + Za?a2(£1,f2) + a," N f2 = 1

1 2 }
1 2 1. 12

L g C 4 Fla.a, + 2 asc o= 1

TS g %8> T F &

Nls oplossing van beide vergelijxingen krijgen we:

V3

D

.2
a4 =3

I 7 Be T T yr
/ o 1 '{a‘}. ! o - 1 e
Yols) =5 V1 {‘"ff(“’) 31,080 |
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of  Y,(s) = - % §% 5 2f (s) - 3f,(s)} .

Onze keuze valt op de eerste ontwikkeling van ‘%é(s)

“ij ')(/3(8) b1f1(s) + bzfz(s) + b3f3(s)

(yvj,wy3) = 0 voert tot 6b1 + 4b, + 3b3 =0
! — —
(Yospy) =0 tob Sb, + 6by = O
en N 7[/3 = 1 tot
Ly 2, by Lopey 1 A 4 -
) b, g byt T b3 + 3 b,b, + ) b1b3 o b2b3 = 1
et als oplossing
b o 83 b o . 2475 b . 20Y3
T vyl 2 vl ’ 3 /1
L (e) = 4 24 - §
Vile) = £ 5 £3f1(s) 12 £,(s) + 10£4(s) etc.
4. Gaan we de Laplacetransformatic na van ecun Dirac functie, teneinc=

te concluderen of ook een inverse transformatie van de resultaat
functie mogelijk is.

()

4i] , &
F(t,a) = -t e 2
VaT
De dubbelzijdige Laplace transformatie hiervan is
00 JC2
f(s,a) = S j’ 7St e B ¢ =
AaT 4
12 - 2
738 t"+ast+  a“s” )
_e Va . 2 g (ftimsy _
amr v a
— O
Lo Fos(teas)?
zas D Em 2
- S j[ e a (Ei&ié )
Vi VA
—¢”
gij LLt=es _ v
Ve - e -
oas _T2 L as o2
f(s,8) = Somm e dre Smem YT = e 488
Vi | o ST

Laten we a tot nul naderen zo blijkt de transformatie 1 op te levercen.
Bij een integratie van 0O — OC denken we ons de top van de klokfuntins
van Gausz in 07, Na de limietovergang a —» 0 krijgt men dan hetzclfde
resultaat.
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~y
Ll
Gaan we de inverse transformatie na van e~>> .
2 e 2
-1 ¢ 4as 1 st Las
L { @ % = o “ ==
e e
g2 T wrie o 2
~a was +agt+t
e a ds =
= -é-"**i” ‘ e 8 =
[ Y
(r-n'ao
- - t N\ 2
2 e a (M'» g ) X
e e a(.svaE + -=-)
VE 2w
g-<oo
— i ]
2ij <sva t =S 0‘+1"qu+ L oo
ot Vﬁ
2 0 o0
fas® 8 | -3 ()"
-1 .as g e (s")" . 1 a () ..
= S > S = = e ic
L { e oy e ds ives e e T
-0
P Vﬁré—;}—: ~ico
_
a
5 VER

e hebben de intesratie-rechte verschoven naar de imaginaire as.
We zullen aantonen dat dit peoorloofd is. T
elkijken we hiertoe de intepratie lan

een weg als in de figuur aangegeven.

sinnen de 1iategratieweg bezit de integrand

geen singulariteiten zodat de “ringintegrasl

selijk is aan nul.

Voor de gedeelten langs de cirkelbogen krijgen

we

}j I (cos tp‘!lomgfa) !Zieicp aep +
?JI«&
= , i
+[ R™(cos¢e4 is mcp) fle LPdtpk‘:

4

w/2
<her"{ ;“_qo-lru;‘ 3in (‘Oirle {dtp .

of

3T~
1T cos2 R"sin2 :
+j‘@~ cosd p +1il ®sin CPHRM:, ‘Pzdwm
_“,/1 LT -,

s 7 2
& . 77 Jef Y ?"* ey ey 2
o j e!ﬁ \«Ob&‘# -I{d(P + aﬁ COSL? r{(i(f .< Zl{ew\ Q,O&u:.(f’ {%‘ —a> -
A

I



- (m - 2&yﬂ2
* 832(sin%x - cos4x)

Nu denken we ons % o #a +w“£ bij het aangroeien van t zodanig oncindig
worden dat ol > 45° blijft.

liaar dan is lin Q’?ﬁ— 2"‘%“ - = 0
R— o0 eR (sin“t —cos™®)

De toegepaste verschuiving is hiermee dan gerechtvaardigd.
Ve zien dus dat .
o

L~1{f(5ra)5 = "’:L'“ eot e“‘as ds = F(‘t,a)
2ri .
g ¢ o

Uifferentieren we links en rechts p x naar t 2zo krijgen we

G 4+180
(o] 5 ﬁ:' p
- %% P e+ g5 = Lo dF(v,a)Y
[y Q‘~tw dtp

Laten we a - 0 naderen 20 ontstaat het resultaat waar we reeds eerder
cee gewerkt hebben
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verpelij«ingen.

'Lj zullen enkele randwaardenproblemen behandelen uit de theorie der
nartiéle differentiamalvergelijkingen en wel van: de warmntegeleidings--
v orgeli king en vaml® de golfvergelijking.

1e e vergelijking van de warmtegeleiding.

.1 1) duicen de teperatuur in het punt x van een homogene staaf wet
lengte 1 op het tijdstip t aan door U(x,t) 0£€x <« 1.

Als nog in de staaf warmtebronnen ter sterkte Q(x,t) aanvezig zijn, geldt
voor U(x,t) de vergelijking

- Ut = =Q(x,t). .

Op het ogenblik t=0 zij de temveratuurverdeling
U(x,0) = Uo(x) 0 ¢ x < 1.

1]
XX

De randvoorwaarden zijn

i

+ +
o U(o™,t) * By UX(O ,t) :iO('t).

oL U(17,t) + /3 UX(1“‘,t) A.t(t)

Hierbij wordt de eis gesteld, dat de temneratuurverdeling continu aar-
sluit bij de beginvoorwaarden en de randwaarden.

De coéfficiénten o en ,» hangen met de warmteoverdrachtscoéfficiénten
aan de uiteinden sanen.

Om ¢it algewene probleen et behulp van ce transfor .atie van Lanlace on
te kxunnen lossen, moeten wij veronde.stellen, dat het uitvoeren van de
transfornatie verwisselbaar is uwet de differentiaties en et de limiet-
overgangen aan de rand.
Voeren wij nu in

o0 . oo
-8% : . &G
e U(x,%)dt = u(x,s) , e Ai(t)dt = ay
U
o0

9~3t ;{(X,"t}dt = Q(X,EE,\)
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dan gaat de vergelijking over in de vblgende differentiaalverg. voor u

dzu
E;? - su = - q(x,8) ~ Uo(x).

en ae randvoorwaarden in

dcﬁ(O,s) +,Gdﬁx(0,s) ao(s)
d1ﬁ(1,s) +:41ux(1,s) = a1(s)

1] zullen voorlopig dit probleem niet in zijn volle algemeenheid behan-
delen, maar eerst enkele bijzondere gevallen beschouwen.

1.2. Temperatuur in een staaf net,vogrgeschreven eindteupgratuzen.

s Bt ot e S et et o T B et 0 i e e 2 e g Wy
Venk, dat de staaf geen warutebronnen bevat en dat de beginteuperatuur
U is.
“erder hebben de randcondities de vorm:
u(o*,t) = 0 £ > 0.
U(17,t) 1

H

i

et getransformeerde probleem wordt

2

Y _su=0
X
u(o+‘5)
ﬁ(“'“vs)

L

[=3

i

i

0
1
3

Le oplossing van dit »robleem 1is direct aan te geven

w(x,s) = Sinh xXVsT

5 sinh «8
en de temperatuurverdeling zal gevonden worden door terug te transfor-
meren. Wij kunnen dit op verschillende manieren doen en elke manier
levert ons een oplossing, die bepaalde voordelen heeft.

Allereerst merken wij op dat

= - . [ l 7
a(x,s) = 8inh xVs ) {5_.5_.2_“’1‘,1 VS (““”"'x)‘/;}
"7 7 8 sinhv'§ | s S

Q

zodat de vroeger berekende inversie-integraal juist van pas kont.

oo I
L{erfc ( E%% )S = % e~ *VE R waarbij erfe(x) :33%VJ'G'A an
x

Term voor term terugtragsformeren geeft

en+ 1=x . 2n+i+x |\
U(x,t) [erfc L e erfeo Sarees ] -
' 2; 2Vt T

L&

o>
entl+x 2n+1-x
20:- [erf . -xgw erf QW] .

&

]

i
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Het is gemakkelijk san te tonen, dat deze reels inderdaad aane&ii@i#ﬁorw
waarden voldoet. sk
Allereerst is de reeks

0(x,t) =-"-Z f “"2 X

'ﬂ § -3

w"‘
sauwen met haar parti&le afgeleiden voor t > 0O gelijkmatig convergent.

Voor t -+ 0 nadert de sowm van de reeks tot nul,

voor x -» 0 nadert elke term tot nul en dus ook de son,
voor x — 1 krijgen wij

- SR -
U(x,t) = 5"— g e..kﬁ)\ = 5; ‘[e";\ Ehz Te
= )

8
le hier jegeven vorm is uitgtekend geschikt voor de berekning van de

vemperatuur voor kleine t, daar de reeks dan zeer snel convergeerte
en andere vora krijgen we door de functie
=3 3
gs)- X°s
. + “r)‘"' +eo o0 + e S (PP
s_;s}l}%@ G f‘im S ¥

sinhvs .

Vs + £%§13+.... 1+ %T Feces-

] 0 @ ®

te beschouwen als het guotié&nt van twee machtreeksen in s, door in teller
en noemer dezelfde tak van ¥s te neirien, u(x,s) is overal regulier be-

I, ]
halve in s=0 en de overise nulpunten van sinhvs, dus s = -n“@"
~-1j passen nu de oukeerstelling toe on deze functie en krijgen:
x%—(w
st
1 e” “sinh xVs . .
Z e _SANl XV W i 0
U(x,t) =) 2 S i o= ds aarbi j k’) is.
-t OO

71ij berekenen eerst forueel de inverse functie, die hierbij behoort en
verifiéren dan later, dat deze inderdaad aan alle voorwaarden voldeet.

De polen van de getransformeerde functie zijn 8 = -n2ﬂ2 n > 1
en de residuen in deze polen zijn
2.2 : n 2. 2
-n“wey sin n®x _ _  (=1) -n“met
2 e A7 cos nE- = wn. v © « 8in nwx.

Yoor =0 vinden wij als residu x zodat wij for.eel als oplossing
vinden

LS

3 \(., -.é.-.l;.
U{x,t) = ; 2 L~ e T Gin mEx.
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-

1. Volgens een stelling van 'eierstrasz is iedere continue functie I'(X,v)
' eeneindi; gebied gelijkmatig te approximeren door een sow van poly-
iouxen, P(x,y) =Z~$iﬂx)/gi(y) en volgens een uitbreiding bekend als de
tclling van Stone-'eierstrasz is iedere continue functie F(x,y) in eei
2indig gebied gelijkmatig approximeerbaar door continue functies of
De@sWe dxi(x) en /Bi(x) behoeven niet beperkt te blijven tot polynoien.
.n verband met deze stellingen kunnen we nu tweedimensionale elgentrans—
Jorumaties en inverse transformaties definieren, welke eigen zijn aan de
concrete systemen, waarop ze zullen worden toegepast, in dien 2zin, dat

we bij de definitie te gebruiken eigenfuncties zinvol d.w.z. et een gro-
e aanpassing aan deze systemen zi1jn gekozen. Ilet concrete “eigen Xa-
rakter hiervan maatt het raadzaam de theorie van deze transformaties aan
ue hand van een tweetal concrete voorbeelden te ontwikkelen.

Voor het eerste voorbeeld viel de keuze op de oplossing van de differen-

tiaalvergelijting van de zakuningen X,y) van een aan vier zijden in-
»eklemde plaat, die in een nunt (g » 7) belast is door een puntlast P.
_ y
PR JJ.L 5 -M.QX.,JL L (k)
2 x4 > x°0y* 2y
= £
=3 =5 Uy { (= E)"-‘f'“\’i
- 1
waarbij de stijfheidsfactor D = --J3i~?-
12( 1= ¥°)
§ A
Onder U, {(x~ g),(y~ ﬁ)k verstaan we
te tweedinensionale pulsfunctie , die J

»oals de eendimensionale pulsiunctie als

operator onder het integraalteken is obp
te vatten:
U, {(x~ g) (y= ) } dx dy =
_ i 1 terplaatse x=§, y=7
0 wvoor x#£ ¢,y #"
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T5.

‘e definieren nu
2 { 7x,1)} = winm) = / [{ (0, 14) Tp(ix) = Gp(k1) Oy (%)
{(T 1(’£m12) O—( me) - 6“2( 1‘.‘.&12) 0-—1(*'1115’)} W(XQY) dx dy

waarbij kn en Xn voldoen noeten aan
]

2
O”X(Kn11)0‘3(1{n11) 6'2 (knlq) — cosh (knl1) cos (knl1) =

!
—

il

|
-

6"22(3%12) — cosh (%mlz) cos ('ﬁmlz)

H

6'1(xm12) Gé(%ml2)

Voor de inverse transfori.atie volgt hieruit

o]

W(x,y) = B2 w(n, A 1 € < 309, ——
o = 7)) S O

{o* (k1) G,k x) = Go(k 1) 6‘1(knx)H¢1(x“12) o, (%, 7) = Oo(%,1,)
o ()}

Bij de definitie van de Tigentransfor.watie is gebruik gewaakt van de
onsenorneerde eigenfuncties van een aan weersz.ijden ingeklemde balk:

(P n(x) = 0'1(knl)0'2(knx U’( 0' (l\ x)

en zijn de normeringsfactoren verwerkt in de inverse transformatie,
Gaan we de eigentra sformatie na van de partiéle differentiaalquotiénten,
welke in de differentiaalvergelijking voorkomen en maken we daarbij ge-
bruik van de approximeerbaarheid van (X,y) = ¥ o(i(x)/ji(y) terwijl
we 1in verband met de gelijkmatigheid van deze avnproximatie telkenmale

2 en J teken mogen wiscelen.

P - 1)
bx4 v o

] D x5

3 L
oy (%)

X ¢ m(ygﬁi(y) dy[[ %’i}?“{ G 1y) Tpllex) - G_z(knlw)‘ﬂ(knxﬂ -

Q

L

@ (y) A;(v) dy I{O“ (1) G5k x) = 0 (%, 1,) oy (k, x)
’ 27d; (x)

-——_-- e

' (x)
- k f 110‘1(}%11) 673(1{nx) -G, (k 11) 6",)(k X } d -a—'—g(-il-;,-)-(«} =

L O x

‘ (x)
l © .(y) B0y dy [ -k, b_gé\.%._ {0“ (k1) G3Ck x) = Pk 1,) Kkgxo

+ k

adi(x)
5

iﬂ(knl.\ﬁ";(k“x) --G‘Q(k‘1 1) g~3(k x)}
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[

v (x) [
) LZ [ (Pm(y)ﬁ’i(y)ldy {{ kn2 %"%W {G“R(knl”%(knx) - 6~2(kn11}6‘3(knx)n“ =
o :

- kn3 ( {GH(knl1) 0 (kyx) “Gé(knli)cr4(knx)m}dtxi(X)} )

1S o 3 L
:}:_ pm(y)ﬁi(y)Ldy{[ ~k, o5 (0o (1) e (%) - 6‘2(knl1)0-4(knx)}]

" kn“J {n“j(knlﬂq‘z(knx) _¢2(1:n11)¢1(knx)\o(i(x) dx] =
L,

i

[ o
P00 9 (1) (x) py(y) ax ay
cttd
f ¢ ()¢ (y) L o 4(x) B;(y) ax dy

1

!

a0 0 o(9) ixyy) ax @y = gt 2 ey |

Q o
Bij de afleiding werd ervan gebruik gemaakt dat

o ;(0) = (1) = 0 en(—a@ii)o - %;J;)l -0

het.een een gevolg is van de randvoorwaarden

7(0,5) = 24 (0)3 (y) =0

HLy) = Lo (1) pily) =0

(%, O sl -
|Her - Z(3), e =0
V(% I _
o] - 2, e o

Up dezelfde wiize is af te leiden

“2 64 wr _ 4_ ’?2 . )}
B {3-;4“ \ =% T { (x,y)
en 3 4 o s ] ll
T k);ay 5: ko “® jo L{G‘T(knli)ﬂ—fﬁ(knx) —G‘Q(knl1)(}'3(knx)

{Gq(aamlg)cl(%“y) - G"é(*mlz)ff‘_g(aamy)% (x,y) dx dy
Noemen we }

L
E‘nizﬂtv(x,y)s = ‘ ]

X “im}(knl?) ¢4(knx) - G, (x,1,) ¢3(knx) }

iﬁ](%mlg)q(xmy) ~<5‘2§xmlg)%(aemy)v:(x,y) dx dy
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40 hebben we dus

2[4y 2. 2 %2,

nderwerpen we de differentiasalvergelijking aan deze eigentransformatie
z0 ontstaat:

°x m2 E:mzi?f(x,y)} 2% (Pn(g)(Pm(n})

(kn4+§n4) w(n,m) + 2k,

Substitueren we hierin voor

yy) 2§ B RE) P ()
141, 57470, 1) 07,7 (5, 1,)

en verwlsselen we soumatie en integratieteken zo krijgen we

2 2. * s
Z Tn Xg el EnmL 50;,(}() 5"1«»<y) =

(kn4+ %m4) w(n,m) + 5 "
v 1,1,07°(k 1,) 0,°(k 1,)

= 5 $a(§) Pul

Bij een zodanige approxi.iatiegraad, dat Vv en m van 1 tot N lopen hebben
Je dus N° vergelijkingen met N° onbelkenden wiv,m).

Het vraagstuk is hierwee dus in vrincipe als opgelost te beschouwen.

2. Als 2e vraagstuk beschouwen we de bepaling van de zakkingen die ont-
staan ,als een plaat, die aan twee tegenoverliggende zijden vrij op_e--
le,d 1s en aan de twee andere zijden resp. ingeklemd en vii]j zwevend,
belast wordt door een puntlast P in het punt (fyq)

De differentiaalvergelijking is dezelfde

als in het vorige vraagstuk 17
S ——
a 4“"7 34 ; a 4“'7 /
At Yo T 7
0 x VX 0y Dy 7
, 4 T
/ 1
= 5 Ud(xvf)s(yﬂ])g 2z E
A R T T T T T T - -
Te definieren nu L § L X

EZiw(x,y)} = w(n,n) ::J L{Gi(knl:)G*Z(an)"<r1(knl1)(71(knx>3

Q0

{qﬁ(%mIZ)G.BCEuy) B qé(%mlE)(T1<*my)i (x,y) dx dy

6—42(kn11) = Gk 1) @ y(k,1,) - cosh(i1,) cos(k,1,) = - 1

2 2 . oow
(*m12> =G3 (’{le) —= Xw T 1,

<

S
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't?(}’f.,y) = Enziw(n’m)‘ =z —— 5 N(Ilsen)__»,____@,
| 21,1,a,%(k,1,) ¢ (% 1)

F4(1cn11)¢2(knx)~ T4k, 1,0 (k x)HG‘1(3&n12)Gé(?émy)— oy (% 1) oy (%,9)

4. 4.,
e eigentransformaties van @w-i en 6"'_4" blijken weer evenredig te zijn
axt Jy
aan de eigentransformaties van ', hetgeen blijken kan uit de volgende
i.‘nec-ijfering:l
2fak s e 2w, (3
Bx gom(y)ﬁl(y)d {¢4(~xn11)6‘2(mnx)—0‘1(a Jo, (k A)} -t 3T
! 0
'-Zslm()a [Mv‘vuc‘k) k1) }
= JPavIRs(y)dy D %3 1{4%1 o (kpx)= oy (k1,007 (e -
iy L

J ; ‘ ol (x)
- ] @, ety oy - € (k1 e (00 | d\a.._.?_ )

{ 0
T 2 Q
{ (x) ,
ZZI ?rﬂ(y)ﬂi(y)dy“ ’kn‘é?a&;‘"’z”i%(kn%)0*3<knx)—v-1(knl1)<rg(knx>n *

S o

| dd. (x)
i knzriv (knl1)0' (X, x) ) (k 1 )G’ (k x)& a wb’%c'x"l _

Ql @ 3 ) !
(x :
~ZL J(Pm(y)pi(y)?yi[kng “fg.%—f” {64(kn]‘1>¢4(knx)~q1(kn 1)0_ (ke x E} -

' (LY
l - kn3j {0—4(%11 )or, (k x) = 0‘1(}:n1.‘)64(knx)x du’i(x)} =
) ' ° L
_Zg ¢ W(9a; () dy{[ - kn3o(i(X){ (1) oy Qe x) = 0 (k 14)G, (k X)ﬂ
' 4] l'l

+ kn4j i0‘4(k 11)¢n(k x) 0‘1(knl1>6—1(knx)§ o"i(X) dx] -

= k! LZ{Z ol i(xZQi(y)l] =x * 1 i‘f“)’(x,y)}
L R
11;2{m_&.‘} -2 J (Pm(x)di(x)dxj {0’1(?6“112)0‘3(xmy)~0'3()4 1,)q (%, yyl}
o )

éﬁ.z.(ﬁ. )
d 3

it

3 l
(y) v

;[‘?n(x)o{ (x)dx[ lefg L0 (% L) & y)- 0’3‘*&2"’1"%&”“ -
1, ’

2
(¥)
mfcms {0‘1(%12)6'4(%:/)— 03’(11“12)(;‘2(*!13:)3 d é-aﬁ-i-;——} -
° “ y
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“Z}J‘P (x)el (x)chc[ [ -% a«?—%@- {0",,(mlz)q(xmy)—G‘B(tmlg)qg(ae“y)}r:+
Y s
Zji‘.’n‘x“i””xl[ . Dﬁf&i@*(xnlg)q-@(&mv) NCRIES (%ﬂm‘;)
—%jfﬁech(%mlz)@o(xmy) 05 (5 1o da, Oy ]3 5[31(-"')} =
= .Zjﬁ;’n(x}di(x)d%[ —-xmBﬁi(y){Q(tmlz)c:g(?emy)— 0‘3(%12)%(*1)13’)}}% *
*7;114_! L{G‘_‘(£m12>0‘3(xmy)-63(?@1}112)0‘3(;;113’)S/a‘i(y) dy]
L. xﬂ‘ifi'[fg (x) @_(y)ad, (x /Jl(y) dx dy = 9&4 o g‘f’(x,y)ﬂ
o
Nl; 1: 2
07 LT e e 1y L 40T 2 )50 0)

7 0, 1) @5 () - q-3<xﬁ,112>¢3<w>§

De omzetting van differenticalvergelijiking door eigentransforumatic geeft
hiermee het wvolgende resultaat

~ "y
2k, e wiv, M
(1{1’14"' *114) w’(ﬂ,m) & Z ...... v..v-...,Mwm ,..N,.m’..‘rt’m_w,.”-
, v 11<T(k 1%7%%&@

‘Eicri(kV11?T4(k,X)'<r1(kvl?)CTB(kvX>§k7}<¥$}2)63(*%y)“(T3<m;}2)“3(§§3>¥3=

5 (O 000 0 el ) (6 ) | 106,20 0300 0 306 20), (e )}

cen stelsel vergelijkingen, waar..ee de coéfficiénten w(n,n) (n=1,
m=1,....0) op te lossen zijn.

3. Bij een der problemen, dat in de loop van deze cursus behandeld wor-
ten zal, is een aantal Laplace-traunsforiaties benodigd van functies, die
verband houden met Besgselfuncties et een imaginair argument.

Het vorig cursusjaar hebben we geuzien, dat

m )
o8 i R
o - %m*i

be



taar dan volgt hieruit, dat:

Yo
0oL L2t _dz
m! 2nl Jm+
¥-toe '
‘;Jlj nu t=1 6’4-3-00
. .1 z dz__.
m! T Zwi 1 (1)
& - L od
Tet vorig jaar hebben we ook de Begsel-functies van de eerste soort leven
lrennen J {z) = ;. ..)ri.g.i,
n. n+r @ .n,o_\n+er
. N e . iT(x
~ubstitueren we i VOOP Z, z0 krijgen we Jn(lx) :‘g;v '"f%T*%%+r g
‘stellen we nu In(x) = 178 Jn(ix) zo wordt
n+2r
Intx) = Za mgﬁ"%'rwﬂ‘ 2
1 i L )c.I‘
O(X) = Azo MI\ E3
al (x) r ar- 2r 1 g ‘E+2P
5 =L N - % Syry = 2 “(""1(’;7' = L)
A= ﬂ:o [) [')
Zodat dus d Io(x)
I(x) = = (3)
In verband et (1) wordt (2) Yo ioe
22
n+er
- L .,_)m._. . z 4z
In(x) = Z -4 = e n+rJ_‘
Ao .
K..tw
Ytios
1 - oa\n z dz EE 1 X r
= oy (%) e mT L i) o=
. A =
Y- ow 5
XQ-LOO - X
= §%§ (7" J e g mé%” (4)
: zZ
X-toﬁ
Beperken we ons voorlopig tot I + 0o .
0¥ <2
T+
. - b z w“z c:
Io(x) T Zwi € b7 (5)
S J-i0e
2ij nu x = .a 2-k?
en z = o §(t=k) — dz = .(t-k) d § zodat %ﬁ = a§

(5) blijft alleen geldig, zo t ) k.

et geval t ¢ k zullen we nog apart bekijken

80.
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g
o - 4%
Joen /6 = TR
Bij substitutie in (5) ontstaat:
/3“'::4' %24
- at . 2,2y _ 1. -vat o §(t-k)+ (t+k) 4§ (6)
e IO(& t°-k%) = .ﬁ“i{ e "% e § 5
.Gij verder: fo-ico
V'§ =\/sta +V s — § =28 + a + 2\/s(s+a)
o 2
\/.g.’; =\/s+a -|/s - gg«- = 2s + a -~ 2\/s(s+a)
oor optelling en aftrekking ontstaat hieruit
2 4 2
4:3*2a=§+ »‘% -~>s=‘4<§+§’”~28) (7)
e s(s+a) = (f - &) (8)
v 5%
}".)it (7) ontstaat door differentiatie
S K a .
3= = (1= -~2~) en cus in verband met (8)
§ g’ ('..J_S = L&
§ d -
s _ 1 (g4 ay _ __ds c
S E\/ s{s+a) e - VI ey \ (%)
Substitutie van (7), (8) en (9)
in (6) geeft:
, | —— ~kVs(s+a) L.
-2t IO( a\(t“—ka) = 'f;-;“-j*_- SV e T as %UAR-2a) Rs G
“ \/s(s+a)
dse
Bij de eerste substitutie gaat de rechte

) R(z)= ¥ over in de rechite R({) %ﬁ:ﬁ =3

i

Bij de tweede substitutie gaat de recate

Rg z/3 in de kromme ABRC over.
2i] g = +1i7) (/3 constant, M variabel) en

8 = ¢ +1 3
2
Grie= (g in fafm -2
wgaruit ,)
= »(/3 + '2‘“&‘“"%5 - 2a)

B+

€= (M - 3
37

Men zorge ervoor dat A ? 2a
Daar n] van - 00—y +oe loopt is
5
. - & e ‘& — D
op =22t T ¢ (p o 2 2a)

{
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e kromme ligt dus tussen de rechten
]
0 = I:;(ﬂ ~-2a) en G = w(/5 - 2a +/§4§) besloten.

Hierbij is de rechte G = Z;(p - 2a) een asymptoot , terwijl het punt
) 2

G o= Q(F - 2a + %§ ) op de re&le as, het snijpunt voorstelt van deze as

et de kromme.

e integrand

ekas(s+a)

8 3 S O S0 T

oSt s(t-k) 1 1

- A L AN ST 5 [ Sap—

\[s(s+8) K {\B(sra)-c)  \[s(sea)

bezit als we de oorsprong uitzonderen, in het gehele rechterhalivlak feen
nolen. De inteyratie langs ce kromie kan dus vervangen worden coor dic
langs de rechte G :-z(/g - 2a).

Voor © 72 k geldt dus
O +i oo

e —xVETEIZE
o8t Io(&a\/té-k2) 1 st e

pimm e . (10)

2wl - e V s(s+a)
— ¢

Bekijlzen we nu voor t £ k

de contourintegraal

s(t 3 1 ds
e — 18
J/ ok tVs(s+a)-sS \ s(s+a)

ABCA

Iangs de oneindige cirkel BCA is

J f eS(t=1) A s |,
3e s R ﬁVS(S+a}“S} s(s+a)

T, (ee)

¢ RV
o (k=t)sing
E{-g)
L2 (M v o -
1 20k=%) - oA 2(k=t)
" 1y
TAL:-&)Q
LU I S R S )
= (k=t)R {e(k»t'}“(1~-ﬂ7£ T =R ]] R - oo 0
| R R
Voor +t ¢ k is dus oy e v e e dg = 0

¥y~ Leo \/ s(s+a)

ekaﬁis+a)

““Q;?;~;;wm blijkt dus de Tanlace transfor:atie te zijn van oo
s(s+a
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Efunctie T(t):

t ek F(t) =0
t 5y k t) = g—4at Io(ia‘Vt‘~k2)
ofvel oo

. A ; ' <
1 {e—-dat IO(La”tg-k“) U(t-k)]: j ést e—pat Io(k'a\/tz"'k ) dt =
R
e-k\/s(s+a)

e (1 1)
s(s+a)

Differentieer het linker en rechterlid van (11) naar k

-.at

L[~;ak & Ié(;a\/tz~k2) U(t-k) - o—-8t IO(}QJtQ-k“) U,(t-ki} =
Vt“—kt .

~rat -
_ -5t . gﬂ:? 1,W 2 2 ~s+.a)k
= J —-e Lak == Ié(dd t°-k“) dt - e

o\ te-k

-Vi(aa) e kVs(s+a)

e e o e

Va(s+a)

In verband et (3) is dus
[a"e)

~zat s \alaia" -
J/ e™St ok & I,(zaVg-x") = ek s(s+a) _ e-(s+‘a)k (1)
=k
A
aof llgdeWe
e—kbs(s+a) - o(srialk 4o 40 Laplacetransformatie van de functie
(%)
t ¢ k F(‘t) =0
55k P(6) = la e”??Y aoeem T (ZaVe7ok)

e k=
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Cursus Methoden der Mathematische Physica (vervolg)
te 's-Gravenhage

13e Voordracht: 31 Maart 1954
Spreker: Prof. Dr R.Timman.

Wij beschouwen nogmaals de op de eerste manier verkregen oplossing van
het probleem en passen de methode toe op een oneindig lange staaf.

WiJj hebben dan de randcondities

uot,t) =1 t >0  Ufe) — O,
en de beginvoorwaarde
U(x,0) = 0.
Het getransformeerde probleem
2

§~% - 83u = 0
dax

i

u(o™,s)

U(W :S)
heeft als enige oplossing

i

U(x,s) = £

zodat wij direct de omkeerformule kunnen toepassen.

. X 2 f A7
U(x,t) = erfc ( Y = — e dn .
oVt Vw
Physisch kunnen wij ceze oplossing inte;preteren als de temperatuurvera. .
ling, die behoort bij een warmtebron, die op het tijdstip t = O in de
oorsprong wordt geplaatst,

Het is nu mogelijk voor het vroger gevonden resultaat voor een staaf
van eindige lengte, wacrvan het ene uiteinde een temperatuur 1 en het
andere een temperatuur nul heeft, ook term voor term te interpreteren.

-1

i
4

) 1

£,

Allereerst een bron inhet punt 1 (staaf nu nacr links)

U, (x,t) = erfe (=2 y
< 2Vt

Om de temperatuur voor x = 0: U(0,t) = erfc («QLn) te compenseren een te-

2\t
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gengestelde bron in x = -1 (spiegeling).
Totaal

1-X 14X
Us(x,t) = erfe (—=) - erfc (——).
™ oVt 2V
Nu 1s echter in x = 4

2
U,(1,8) = - erfe (—2),
2 2Vt

Dit moet weer gecompenseerd worden door een bron in 1+2 = 3 {spiegelbron
in de tweede). Dus:

UB(x,t) = erfc (217%) - erfec (;fs%) + erfc (gi§€)'

Dan moet weer de invloed van deze bron voor x = 0 ongedaan gemaakt wor-
den en zo ontstaat de verkregen reeks door herhaalde spiegeling van
warmtebronnen t.o.v. de ulteinden van de staaf,

Bewiis, dat de regysontwikkeling geldig is.
WiJj bewlijzen nu, dat de reeksontwikkeling, die wij gevonden hebben

voor de integraal Y +iee

t
S o
1 e sinh x Vs as

U(x,t) - CER! s sinh V'8

Y >0

\‘-Lno

inderdaad geldig is.

Stel s = £ +i7v.

Wij beschouwen eerst de inte-
graal over een eindig segment van
de 1ijn g =Y > O en completeren
dit door eem parabool met top naar
links en brawipuat in de agrsprong,
zodat de parabool tussen de op de
negatieve % -as gelegen polen door-
loopt. De vergelijking van de para-
vool 1is

2 g
o= —-fﬂ——- = 32 cosec 29 waar
1-cos O n oo NE

bij a, = (n - 3w,
De snijpunten met de negatieve as

liggen dan in 1 = »(nwé)gitg, en a  -» oo als n - o,

Als § = reitaop de parabool ligt, is

L) '
Vs = ¥ §,e§i€5$ 8. Q*LL_E.. (cos 2.+ 1 sin %) =
!Si'ﬂ 'gl “
1),

rof o

= an(cat

Nu geldt voor een complex getal a+bi:
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|sinh (a+bi)[2 = sinh® & + sin® b,
en dus 1is >
sinhe(xan cot -g) + sin®(xa,)

2 2 ’
sinh™(a, cot %) + sin® a

= wix,0)| -

maar sin2 &, = 1en 0 ¢ x ¢ 1, zodat langs de parabool

isu‘.\(x,s)‘ L1

Gaan wij nu de integraal na langs de contour Cn en het rechte stuk,
dan is langs de parabool

ir. @,
st +F cos 8.t d
\ [e x(x,s)ds | ¢ / ¥ co ,“f) (I
N a +e‘ @
T LW . W,
a +tg2 _COS Q : — +tg2 _CO8 O
< e “n*T-cos 0 V p+cos © .4 O ¢ e n*14-cos @ a0
‘ ’ T .
@, 2 5,
waarbi j Oq bepaald is door
02 cos@,! _y
n o 1-cos 9, ?
zodat
3-0.0¢ 5
2 1 Y
n
) Wij splitsen nu weer de integratie weg in drie stukken van %- T tot
waarbij
cos o < - 1
m 3
2
Tr ¢ 2 -
en van @1 tot 3T, van ~3-‘u‘ tot 2w 01.
Langs het middenstuk 1is
y
h™ 4 o 1.,.2
Jo¢ &3 b0z T3
2 3
Hu

Langs het eerste stuk kunnen wij de exponent majoreren. Stel

@a%-({?,danmvmor Q4 < G)(%—'W
cos O sin ¥ 3o
Teosg ¢ Ty (trlz-0+e),
¥
waarbij £ = .
?75

Dan 1is

=
[=5
o
i

D,
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2 2

2/3 , 3¢ 3tas @ 3ta
w ot H R ue“"?ﬂﬁg*i)x ,
3tac '

en dus gaat '11 naar nul als n - oo . Evenzo bewijst men, dat de derde
integraal near nul gasab.

Hiermede is dus asangetoond, dat als n e ; de contourintegraal
nadert tot de integraal over het stuk van de verticale 1lijn § = Y en
dus, det zij juist de omkeringsformule levert.

De contourintegresal ic verder gelijk aan de som van de residuen
in de polen, die binnen'de contour liggen. Als n toeneemt, neemt het
santal termen van de reeks onbepaald toe, de som van de reeks zal dus
tot de integraal, uitgestrekt van ¥ - o1 tot ¥ + o1 naderen.

Dat deze integraal zelf bestaat, volgt direct ult onze schattingen
van de integrand en dus is de reeks convergent.

Deze beschouwingen gelden alleen voor ¢ » 0.

Ook als t = O i3, convergeert de reeks echter en wel nadert haar som

L

> (=107
1 n
die juist op het interval |xl ¢ 1 de weaarde nul heeft, daar de reeks
Juist de ontwikkeling van x in een reeks van Fourier voorstelt.

tot
X +

o

. sin nwx,

Oplossing voor willekeurige begintemperaturen.

W1j behandelen nu het probleem van de temperatuurverdeling in de
staaf met een willekeurige begintemperatuur, waarbij echter beide eindi-
punten op de temperatuur nul worden gehouden,

Ut = Uxx 0O ¢x ¢1 t >0
met randvoorwaarden
U(+0,t) = U(1-0,t) = € t 2 0.
U{x,+0) = g{x) 0 x 1.

Het getransformeerde probleem wordt
s#(x,s) - g(x) =a_ (x,s)
u(0,s) = w(1,s) = 0.

De oplossing van deze niet-homogene gewone differentiaalvergeli jking
kunnen wij vinden met behulp van een functie van Green.

 8inh(1-x) Vs . sinh § Vo

-~ — 0¢t §ex
6(x, § 35) V& sinh \/ S
_sinh xVs . <inh(1-§)VS x ¢ § 41
Vs sinh Vs

u(x,s) = j g( §) a(x, §3s)a§.

i
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Om deze oplossing terug te transformeren, bepalen wij eerst het
residu van G(x, § ;s) als functie van s in de pool

8 = ~'ﬂ2n2.
Dit wordt
sin(1-x)T n . sin T n
e cos n T 0 ¢ § ¢x
o sin xm m. sin{1- §) Tn x ¢ § L1
2 cos nw )
maar deze waarden zijn gelljk aan
o sinnvx . sin nT §
‘ cos n
zodat wij vinden, als g( g) continu 1is
oo |
2 _2
ul(x,s) = 2 . 2 sin nTXx . -J g( §) sin nTr §d § . e T
n=1

o
een resultaat, dat wij op een klassieke manier doQr antwikkelen in een

Fourierreeks (eigenli jk: toepassen van de eindige Pourier-transforma-
tie) ook hadden kunnen verkrijgen.

Variabele eindtemperaturen.
Wij beschouwen weer de half-oneindige staat x 7 0, waarbij voor

x = O de eindtemperatuur voorgeschreven is als een gegeven functie van
t.

X =0 { Upx = Ut x 20
U(+0,t) = F(t) t >0
t=20 Uy=20 x 20 X - oo U-- 0.
Het getransformeerde probleem is
dgx o
we e "

u(+0,3) = £(s) = J e"StF(t)dt,
[+

en wij vinden als oplosging

-X ¥ S

u = sf(s) . 5—1;—— = sf(s) . v (x,s)

die teruggetransformeerd moet worden.

e-xtf§
Nu is het origineel ven v = ——— bekend, nl. V(t) = erfc ( i_),
e”x1~§ 2V t
gn dus is s . — het beeld van Vt(x,t), ¢.w.z. de temperatuurverde-

ling van een staaf, wuurbl) op het tijdstip t = O een eenheidssprong
in de oorsprong wordt aangebracht.

VWi) vinden dan door toepassing van de convolutie-integraal
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t
U(x,s) = ,f F(t-T) Vt(x,I‘)dfC.

v

Ook kunnen wij met sf(s) werken, als F(t) differentieerbaar is

OC{‘F'(’C)IS = sf(s) - F(+0),

dus

ul{x,s) = F(+0) . v(x,s) +vJ?{F(t)S . v{x,s)
en
: t
U(x,t) = F(+0) . V(x,t) + V{ Fr{t-T) V(x,T )d ©.
o
Dit zijn speciale gevallen van het z.g. theorema van Duhamel, dat be-
trekking heeft op variabele randtemperaturen.
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Cursus Methoden der Mathematische Physica(vervolg)
te 's-Gravcnhage

14¢ Voordracht: 14 April 1954
Spreker: Ir R.7.Trense.

1. In de 12¢ Vooirdracht werdcn 2 dimcnsionale Eigentransformaties ge-
construcerd nct behulp van ongenorucerde 1 dinensionale Eigenfunctics
¢n werden de norueringsfactoren opgenoilen in de inverse transforumaties.
Dit geschiedde ter ansluiting op de Fouricur-sinus en cosinus trans-
formatie maar zulks is nict per se nodig. Voor cen verdere uitbouw is
h.t zelfs wenselijk van genorncerde cigenfunctics gebruik te naken.

Zij bijv. de genoruecerde eigenfunctie behorende bij een balk op twee
stecunpunten, dic¢ aan wecrszijden op ecn bepaalde wijze is opgelegd:

l_ﬁn(x), dan is (?n(x),?‘m(x) ) =A\nm'

Voor cen plaat zijn dan de 2 dinensionple Eigentransfornaties te con-

struercn: _ IR A
w(n,n) = E2{W(x,y)‘] =L [ SEn(X) g;m(y) W(x,y) dx ay
Q
Wx,y) = B2 Rmm f = 21T (a,m) $ox) § o)

In dc¢ 12¢ voordracht hebben we aan de hand van ecn twectal voorbeclden
gczien hoce de invlocdsfunctic door cigenfuncties te approximeren is.
) Algencen is hicrvoor dan ook to schfijven
G(x,¥, %r"]) = 2 gln,u, v, M) an(x) ?-“(y) q)v (g) (?M(r?)
Mct deze invlocdsfunctic kunncn we nu weer de integraalvergelijking
van hcet vrije trillingsprobleen opstellen.

Z2(x,y,t) = - 1 ]2 G(x,y, g 9"]) B"‘Z‘L‘i‘g?g“ﬁ dg d”‘

00
Voor 2(x,y,t) = 2(x,y) sin w t vinden we, 20 we tevens A = nw? stel-

len "l ‘!1
Z(x,y):R[ L G(x,y,§,~])Z(§,'»\)d§d"].
Als nu 2(x,y) = Z {z(n,u) @ ()P (y)]

zo wordt de vergelijking:

L,
Zt'z'(n,m) C?n(x)qm(y)‘gi lJ [[Z y(n,m, ¥, ®) qn(x)?m(y) .
’ OZE( V'vﬁk‘) L?.y'tg )‘?M' (’])dg d")] =
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= A Z Enn, v, p) G0 G0 Z 5 1) by dpoy =
=AZ [ v, M) 2(v k)P (x)P (¥)-

M, ¥ p
*
Zij A = %

Wij hebben dan bij cen N-voudige approxinatic ¥ o= 1,s.eN 3
B = 1y...,N cen stelsel van N2 honogene vergelijkingen net de onbe-
kenden  z( v, m)
*
;{Z gln, v, m) z2(v ,w) = z(n,ua).
l
Ten anderc oplossing dan de nuloplossing is alleun mogelijk zo de

deterninant D der coéfficiénten nul is. 5 ®
De vergelijking van de graad Nz, D=0 levert " eigenwaarden A op

met évenzovele oplossingen van z(p y M) -

Hiermee stellen we dus N2 eigenfuncties op, welke weer te norneren

zijn.

Noenn de genormeerde ei_.nfuncties behorende bij 7L \)rf‘ i(x,y)a
(x,y) voldoet dus agn de vergelijking

Vi, ; f],_

Vi(x,y) =X,j/ G(x,y, §,7M) V(0 §,m) afan

bovendien is

/ /\Vl(x’y )V (x,y) dx dy = 0

hetgeen een evolg is van de syrmetrie van G(x,y, g,“'])

] 1%
en is j }\I{iz(x,y) dx dy = 1.
[+]
Er bestaat dus alle grond voor de volgende definitie wvan wat we noencn
zullen kanonieke Eigentransforma[ties

KQ{’-ff(x,y)II

T(x,y)

1]

w(i) = / '\}f A(x,y) W(x,y) dx &y

]

K"ziw(l &: Z Wy '\}ri(x,y)

19

Met deze kanonieke Ligentransforunaties zijn weer vraagstukken op tc
lossen, zoals de gedwongen trilling van cen plaat. De oplossing ver-
loopt geheel analoog aan het eendiuensionale probleen.

7ij de plaat in het punt (a,b) onderworpen aan een periodieke kracht
P sin@t . V

D¢ integraalvergelijking luidt dan:

W(X,5,t) =1 S G(x31§19) P U (&-E b=") sindt dfdq -
L

[} [ i
A° v
..mjj G(x’y,g’w’) (.g..x_’l.:tl dgd"v’
¢ 9
Voor het gcval dat de beweging stationair is schrijven we

W(x,y,t) = Y(x,y) sing t.
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Hiermee wordt de va,lrgelijking*

(x,y) ~f [ G(x,;%,ge "'l) P U,(a- §y0-7) ag an +
o °+mg<2j'f G(x,y,g M) W(E,m) af dy =

= P G(x,y,a,b) + n j[G(x,y,g *’) l(g -v))d_gd'*]

Met de kanonieke Elgcntransfornatles krljg‘c nen de volgende oplossing

\.}/i(x,y)z?l j G(x,y, £,y 4(E,%) aganm

l, f
A2'\P‘i(x’y) = j_ f& G(x,y,g,”{)\yi(g,w}) &_gd"]
AU (- §,y-)
Ay f : Y (E,) afan

il

D

P
NACIIEE S GHERD

W(x,y) = 2 Wy '\Vi(}:,y) waarbij w, -:-j f Y ; 7 dx dy

2 2(x,y) = W leu,y) -7 Mo vk

stat ) [ Lo e

ey

£
li Q )\1 Wk
jj%“hcdxdy 2 AT

De D.V. welke aequivalent is aan de beschouwde integraalvergelijking

i}

luidte O(
v
A° W = § U (x-a,y-b) + B

) o2
Kiz {& w} - § Yila,p) + ;ﬁg" {iz{w‘]

W 2
i P 3 ol
«.—i‘.ir.. P "‘/i a,b) + E..ﬁ.m wi

b

. P\yl(a b) i P\yi(a,ﬁl
1 .X ~i1 o n(wy )
Op klassieke manier zou de oplossing verder als volgt verlopen
2ij P G(x,y,a,b) = 2 c; Y (x,¥)
l, ll. l‘[t?.
P G(anvafb)vk(xry) dx dy = 2: €y L Q\K(x,y)\}fk(x,y) dx dy =

o 0
L zL = Z ci‘;\ik [
Py, (a,b)
= P G(x,y,a,b) Yi(x'y) dx dy = WXTW
Q

0
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Zij verder W(x,y) = X Wy \Vi(IyY)

P ( 'h)
Z Wi ’\Vl(x!y) = my%ia ' Wi(xvy')c* f -
2 U
QE‘(‘E wilij J G(x,y, g,q)\yi(g,wl) dEc“i\‘

P ., (a,b) 2
_ 3 __.\_*:_mim_ WV, (x,9) +Z£‘“§ w3 (%)

PVy,(a,b) PV, (a,b)

VW= T O TS
1 - )
Ai($~;;“§) a o

2. In de 12e¢ Voordracht werden cen aantal Laplace transforunaties afge-
leid van Besselfuncties welke voorzien waren van een soort denpings-—
factor. Door van cenigszins gewijzigde substituties gebruik te maken,
kan nen deze denpingsfactor veruijden.

We gaan uit van (5) LTS <2
Z4+ e B
Io(x) = - : g e 4z %f
2T i Y- (oo
We stellen x = b \[t2-k° B30 ; t>k
B} dz _ af
z m‘%g(t—k) = = G
; rtoo 2
zodat preee, € (toi)+ (K
I b tg-kz S e g d
o{ 2711
/3..:’.‘0

Hierna :

V@? V;:E + Vs-b = § 2s + 2\/—§-é (13)

%? g+4b - |/s=b — igw = 28 ~ 2\/ 2 (14)

Door opﬁelllng en aftrekking ontstaat uit (13) en (14)

£ + , = 48 — s=3§+ ?; (15)
2 = 2
£ - %’« d\fer b = 1§ - P-é- (16)

Uit (16) door cifferentiatic

2,2

~b
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zodat , ‘ 2
I Jl b\/;2~k2 5 = E‘l’j aSt i éa ;b ds
0 Ti V}; -b le c
ABc
413 s =G +1¢€
= /5 + i
ﬂ 2
o + ﬁ B
~b i b {%p Lo n
> .
C=1%a +fb 32
3
parametervergeli jkingen
2 \ .
b™ M in die van =00 -2 + @
€ = % - — !
7} i"?ﬁ-nz} /"} loopt. A
¢ e
Pp s 0 ¢ 134 =

i { Y
Door /3 loopt weer een verticale asymptoct te5w1jl het snijpunt met
de g as rechts hervan gelegen is in 1,3 + b_*

8 .
Als men er zorg voor draagt, dat @,@ > b zal in het gehele gearceerde
gebied geen singulariteit voorkouen. De integratie langs de kromme kan
dus vervangen worden door die langs de asymptoot

eL00

'riﬂ#és ] { st -k 8°~b
LI )= my ) e Sgepe—r o
o-le G > b

O aan te tonmen dat voor +t ¢ k

T+ oo
k{ 8~V% —p°

2ui

LN
naar nul gaat, kout het c¢r in wezen on neer dat we aantonen dat

o - \s2p2
Vé -b°

op een e¢irkel met het niddelpunt in de oorsprong en straal = R hebben we

lin

-
S aw

s - \Veob?l k{R VeZop' b4y
max |l YT el
8= \fﬁzubg
{ 2 2
kR{T - \fq - % kR(1- 1 + Pﬁ;} ,,.b%.
R e b3
@ (2 e o

CR\i-% w\i- o alfi-e
R® r? R

hetgeen inderdaad bij R — ©0 riasr nul gaet.
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We hebben dus 5 o
o~ kV8"-b

-;J g 9t I,(b $2-1%) at (17)

Hieruit onfstaat door links en rechts naar k te differentieren

K o
2o
gTEVST-DT ks /a"” VB‘}-? I,(® £2-x%) at (18)
) ok

Men kan eventueel in (11)

ok Vs(s+a)
\/ s( s+:‘:§

]

[~}
o~(s+ia)s I, { %a V4% } at
substitueren  %a=b
Q
e-km)
e

£
/' s(s+20) K
b

Zij nu s+b =0 8 =0 ~
s+2b =g+ b
1 Vo2 ~
e _ -at 2 .2
= e I {b t°-k° ]dt
g -b ©
&

Evenwel ontsnapt ons hier de voorwaarde dat het re&le deel van ¢ gro’

i

-(s+b)t I {b\/tz—-k‘? }dt

2

B s(s+2b) =0° - G

dan b zijn noet.

3. Twee dinensionale Laplace Transfornaties.

Op dezelfde wijze als de eendimensionale Eigentransfornaties uitgebrei’
werden tot tweedinensionalc kunnen ook de Laplacetransformaties tot twoc -

dimensionale worden uitgebreid.
. o U
e definiéren

[ Fx,p) ] = 2(s,9) = J J (T B(x,y) ax ay

De uitbreidingen van de stap en pualsfunctiea zijn de volgende

0 xt0 ;g y&0
Ugolxsy) :{1 x»0 en y>0 4
[T - (xsay) -

2 ~(sx+gy i
1| U (xy)}::ijc dx dy = e

{ oo'™? o -

oo /

f=eE ] T = e
Als operator onder het integraaltcken defi%ié‘ren we x

- o ¢ W0 7
LQLUTO(x,y)] = j J e”(sxwy)Um(x,y) dx dy Y

00 o 9O
= J @dvydy J e_sx dx(Uoo) dx =

o o / Q




j% * Lo )
=0y s 0r -sx ® -sx 1=
e ay(f e Uoo]u + 8 !’e Uso dx]

o 00 00
_ -(sx+cy) =-S5 - 1 1
..'sl/e Ucodxdy‘“sv"o* //7
Evenzo: £
7
U01(ny) dy = dy Uoo 7
2 1 ° g
LiUM(xm)}=§' (21)
Upq(x,y) ax ay = 4, Uy (x,3) = Y
//
/7
= 4, Uy (%) = a4y 4, U (%) .
2 ° '
L {Uﬂ(x,y)}= 1 (22)

We kunnen U, (x,y) eventueel opvatten als een Dirac functic.

,(X~6)2+(y~€)2

(20)

a3 s _ 1 a
Zij bijve $ (x~ € ,y-¢€¢,a) = == e |
! Y
Welke waarde a ook bezit, de inhoud N A
/ \ 7 ”-;f
van het decl van et door & weer- 7S %—-as_\ -
' s
gegeven klokvoruige lichaam boven g ' //\1\ .
het xy vlak , blijkt een te zijn, 47 PN~ "
R s VYR S Naea
i1:1r1ers~ RV ST SRS W -
—_— A 27 o »
J‘ (x-¢,y-¢,a)dx dy = 4',/’ Tt 2%
s !
_ (x=9) +(v—6)2 ’ !
-t =& - 142
// a3 a(FBH = o
~oQ - Q¢

Men kan dan ook Uﬂ(x,y) opvatten als:
Up(xyy) = lin (x-€,y-¢, a)

Bepalen we de dubbelzijdige 2 dlnensionale Laplacetransfornatic van

j\(I“ €,y- €,2) ‘ / {_SX+0'Y+ (x~6)2+(v—€) }

LZ[S(I‘ ' J- € ,a) =El dx

™
v 8. [ [ 05 o -

a(E + 28 Ak + T -

al’

~E(8+7) + 3;(82 &)

= e
Na linietovergang krijgen we dus
lin I° {J‘(x— ,y- e,a)&

oo
g0

“

ax
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Als ¢ functie van Dirac is an
op te vatten,als

x.Y
Uoo = &33;{1’ ]/ f) (x-¢,y-¢,a) dx dy
ew0t w. 0w

Inductief kunnen we bewijzen, dat

L2 -1
[ vtz ] = 2 (23)
Z0 Upodx= dx U(p-‘l)o 1
P—-
Zij 1.2 [ (x,y)] 80, y 20 18 e

L [U(p+1)o(x?y // "'(Sx-l'ry)d Up dy -

a0 ©
[+"ad
"Q)de“ "y } + s/ e 3% Upo dx]:

s 0 P
po T

De stellmg is waar voor p=1 , dus is ze algcnecen waar.
Bvenzo is te bewijzen

]

-1
B[ U (x,9) ] = L5

(24)
Het inductieve bewijs voor de stelling
2 _ .p~1 __q-1
LU =n)] =" a (25)
gaat als volgt:
per definitie iss
Upg(xoy) dx dy = d, 8y Uiy q)(q-1)
{U (x y)] f/ ,~(ex+9y) a, U dy =
(pr1)(q+1) p(gq+1) ™
_ -0y [ -8X jj-—..}x ]
= ] dy | [ e p(q+1)_} + 8 ) e UP(QH) dx
® oo
. ~(sx+7y) | i dv - [ / —(sx4my) 4 g _
= f/ Un(g+1) y= 8 © dx dy Upg
*C ¢ 0
- -8x -4y 5/ =Y g '} -
8/ {[ e quL + e pq
'] /Qa .
(sx+¢y) a P q
= dy =
8 Q"o PQ X dy 8% o
Maar nu is voor 1p. )q
2 Sp_‘q_‘ . \
L [ U(P‘Q)O(x'y)] (zie 23)

en voor q2p La-p=1

LZ[ Uo(q—p)(x’y}] = S (zie 24)
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zodat de stelling hiermee bewezen is.

4. Uitbreiding van het convolutie begrip tot twee dimensies.
Voor het product van twee beeldfuncties is te achrljven

f(s,r)g(s q) = j / (SX+W)F(X y) dx dy// -(s¢§ “””G(g v'})c'igdv)“~
/ja f -{s(x+§)+¢(y+q)}F(x ¥) G(§ ,,]) ax dy d§ an .

o 6 6 ¢
On to% de convolutie hiervan te komen is de volgende hulpstelling
benodigad

Lenma
Als  F(x,y) = F(x,5) + Py(x,y)

{F1(x,y)l< M, SERY
ch Js o
F (x,y) = 2z P { S5 51 Uij{(x-al),(y-bl)”

tz1 =\ E
2P g )

:; ,Z: % e |« ¥ et
GEr) =G (f, ~})+G(§,q)
PTRTIRE S A

2(£ 9 '7)“ " MZ Z{ dmnr Umnt( § - a‘r)p(y"‘br)}
msq :tw Mt Mot .
Z Z Z ) don }< My e’

Wizl a4l = A

zo zal het deel van de integraal

////m e e D e (v p(x,y)0(g , ) ax ay afanm

®over het gebied x+§ >h , y+mM >k voor h —» 9 en k — © naar nul
gaan.

B
ewija: £(s,0)g(s,q) -«//// e-18(x+ £)+ o (y+p 1(x,5)6.(§,%)dx dy agoy

o0 o o & 0

+j/ -(sxm‘Y)F (x,v) ax dy Z Z Z a.. f[ ~(s§+ )

aylzl Mg
o & °°U (Ea,]b)dgdwg+
o o ?Ji
+J [ e"(3§*¢"})(} (g,”[)d dy ijl// -(ex+ T y)y. j(x-—al,y-b )

i QZ O wmeg nzaw dx dy +
& Zcijl f[ -—(sx+q’y)U j(x-a.l,y—b Ydx dy Z Z Z &

et Ml

66 ®
fm"(ﬁ“’“ﬁ) an(§ -2 -b) afdn =
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//// s )+ T (7 W (x,5)0,(F,9) & ay g an + |

e 6 oo

jaf'e (8x+¢'y)F1(x,y)dx &yz_ 'Z_ denr & ]/ -—(s§+¢-~;) .

evowyp moazr & il U (fa,’?ul )d L"‘}-&«

f/ (o e g, mag Ml(/{ JZVZ oaite f”f “exe 9 L

tn!
(x-al,y-b lJdx dy +

ann 7, oo Q4
Zb Z%_- Z oy j/ (S”‘ry)U o(xma ,y-0) 2 2 2 8"

L:Jz ma mzxy L

) /7 —(8§+c“7) co(g“a ") -b )dfdwl

//// s<x+§>w<y+m‘s[F (2,906, § 4 ) +

0060 & © 9 Mrw

+ F1(X,y) = Z:x% a .8 anOO(f -8, % =b) +
n b v i
+ G (€, fv) l 7 ¢jy1 8 @ UOO(x-al,y-—bl) +

L:t
(,b./\/‘m

¢
+ Z Z Z Z_ Z Z_ e 41 & Si+m¢j+n Uoo(x-al,y—-bl)
A

(?ljlﬂﬂzlm; Z

LN

L_..

Voor het gebied ;mf >h , y+™ >k geldt

| JTT ] et pe s 0o pe pag ) ax oy ag am | ¢
o oo ojj//_(smq‘k l F (I,yu | G, (§ ,1))

(ch Jiar

[F(x,y))zzz& lsmg'i*} (8, q)lZZZ‘lJlksqja—

@l
L}J»fm m;‘a_ {er Ja1

+ZZZ§ z lejl {dmnrl gi+m j+n d.xdyd%-d"') ¢

Jei ™ !
Nekk K
< j ff.{mm% e-{(s—zd)m(w—zﬁ)k +£ M, g 4 N, oD GJ’H
00 O -{(s-e( —E)h+ T - =41,

&

+ M M4_ p+q0,v+w —)\(3—28{)1”(0” ‘2‘5)1{] dx dy d§ d~2 =
h k M Ml M M48qd‘ +Mi31j{2 p M2M4Ep+q VW ;
-4 { o(e-BURr=2@)k T Us== er)h+(o~p-ar)k MR 7o) T Comrai

tenminste als 8 >1 enc ) 1
We zorgen er tevens voor dat
AN

2
8 ) mi;gm’ a v max{/ga?a’

Uoo(f -8, -br) dx dy c}gdwﬁ

-
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Laten we h en k onbegrensd aangroeien zo nadert het rech*aerlid' van de
ongelijkheid tot nul. g.d.e.

De viervoudige integraal waarmee f(s,g )y(s, o) berekend moet worden,
kan dus beperkt blijven tot het gebied

X+§<h]}h~.3,oa

y o+ 'v] <k K —» o
Dit deel vormen we met de volgende cobrdinaten transformatie om
ok = X + § x = (
Y= §=d-y
=y y =
{\}' =7¥ ‘v) :!/3 - '\)1
met de Jacobiaan:
9% QX QX °x Tt o0 0 0
LIS 0 d o N o
2§ E13 28  2E -1 1 0 0
2% Dol 20 on
= = 1
23 oy 2y 2y °© o 1 0
e d ol AN CNE
3 9 oM | 0O 0 -1 1
IS Dot PRV, ap

£(s,q)e(s, o) —jf -(Swrc‘fs)do{dg // F(y PG~y 8=1) g a B
LR, 3) G(o(,ﬁ) —j/ POy sMGE =g, g -1 dY an

of door ass envernoemlng

Y
F(ny) G(Xry) :// F(Evn)(}(x"fyy—’)) df dn’] (26}

zodat ® ©° ° 5
£(s,0)e(s,q) = /f (T TY) v (x,5) 60x,y) ax ay
6 a

Uit (26) krijgt men door te stellen:
/

(X—-§)=°‘ -—-),f:x..o{ — df::-—dv{
(=) = f = n=y-23 an= - 48

F(x,y) ¥ 6(x,5) =// Fx=clyy=43) Glet, 8) Al d @
x Y

il

/VYF(X—&,y-ﬁ) G(el, g ) d¢ gg=

]

G(X,y)*‘ﬁ‘(x,y) | (27)
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te '8~Gravenhage
5e Voordracht: 12 Mei 1954.
Spreker: Ir R.W.Trense.

Gebruik makende van het convolutie begrip en de tijdens de 14e voordr %t
afgeleide stelling, dat

£(s,0)g(s,q) = L° { F(x,y) 6(x,5)}
i waarbij: *

4
Fx) elxy) = | [ Fxetay-pe@,mad ay

Q o

kunnen we de fundamentele stellingen afleiden, waarmee parti&le diffe-
rentiaalvergelij'-ingen over te brengen zijn naar de f(s,d)ruimte.
Systematisch te w rk gaande krijgen we allereerst een stelling, welke
als bij de eendimensionale Laplacetransformaties zeer goed bruikbaar is
voor een inpessing van de tweedimonsionale Laplacetransformaties in de
gxgepentheorie.

o 2 .

H{eyr)el = L {F()&,y) U 1(:ac,y)k

¥
F(x,y) U 11(xs7) = ” F(x=4,y-)0,,(&,9) da&ady

S {F(x-4,3-n) | = P(xy) (28)
%

“
6 0

P vervolgens:
‘o

F(x.y) Upq(xey) = ([} F(x=&y-n)Uy, (&, n)dE, dn =
jf F(x=L,5-y) dﬁﬂﬂ(f..w)dq =
=°°qu [[F(x-»&.y-q)UH(E.,q)] + J L x=8, 7= U, (&) d&dq] =
fF(O,y—-Q)U (xyn) + ﬁ? R (x=8,3-)U, (£,y) ahdq =
= F(O,y)U”(x,y) + F! (x::;) =
= F(0,7)U,o(x,v) + FL (x,y)

il

s £(e,0) = 12 { 20,7V o(x, 1)} + 12 {2 (x,3}
= L3R03} + 12 {2 (x,)}

1? |7y (xy3)} = s £(s,0) - Ly | F(0,y)} | (29)



hd

7 101

243 B - 2(s,0) - gh=1 L {F(o,y)} - g2 Ly §y (0,7} oo
- L {T (n"'”(O y) L‘?{ F(n) (x,37)}
dan is ~
s [ Pe(s,0) » ] (70,3} - 8" Iy 17 o} - ‘ L
: L&_iF;n'—‘”(O,y)ﬂ
de Laplacetransformatle van

i}

A (n)
g (X &) (X"'L,y"*]) 11(& ’))dri =

)

1

n+1)
jd"‘t {F(X d)(x igy-q) U“(a 17)] + j (x £) (x"&,Y"'?)U*;‘l(S v)dﬁ} =

[ (0,5m0) v ximday + 2B (x,y) -

i}

E§cn)(o,y)*U11(X,y) + Fl(cn+1)(xry) =

80 0,5) Uyo(xy) + 2PV (x,3)

il

i
zqdat

71 £(s,0) - snL:; [P0, )} = L {FJ(:“) 0,n} = 12 {Fi"*”(x,y)}

In verband met (29) is hiermee dus inductief bewezen dat:

LQ{an) (x,y)% = g" LZ{F(x,y)% - g1 L&[F(O,y)%... L& {Fﬁn”1)(o,y)f (30)

Evenzo is aan te tonen dat

'inF; (x,y)& quLI?{F(x,y' P L& {F(x,O)S - een L§ {F;n"1)(x,0)§ (31)

Verder volgt uit (29)

Sﬁ"f(s,a—) .-g-Lt {F(O’y)g ?[F;; (X»y)*U'}Z(xty)&
1
Flyp) (x=87=) U p(&yn) afdn =

®

'ﬂ-
Fx 612

=

L—

0

1

[ oL WE—— ©

sz gy (x=thy=n) 4, Uy (&,n) aé =

i
T

{th &) (I-— ’y",?) U-n(é‘-g’*()] dé\s-&-

it
e 9 y_._
R (x,0)" Uyq(xyy) + B (x,3) =

v
(xyo) Um(x,y) + F]'é (I;y)

y

#

= P

H-o
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s t(s,0) - IR0, 3} = 1% {7y (x, 1)} + I® [ F3(x,0) Tpq(xy3)} =

y
= 12 | B (x,3)) + 1 {7 (x,00) .
y
Maar nu is
L {74 (x,0)} = s L} {F(x,0)} - F(0,0)
zodat
saf(s,r) - a‘LS{_{F(O,y)', - s L} {F(x,O)} + F(0,0) =

= 1% {72 (x5} (32)
y

Als voortzetting van (32) gullen we door volledige inductie bewijzen,
dat:

2n il 2m
2 N —l— -
S N R O I A G L
¥ e
Nt 2m m-t 2m
S n-m n-i=-1 n-mn—1
- L s 1 {7 4 (x,0)} + > (s ) F p (0:0) (33)
' v
Immers als de stelling waar is voor n volgt uit (32)
o 2n+2 ) 2n 2n
LT ppq )= 80l {F | (e} - oDy [F ) (0,30} -
Xn+1 Xn Xn
y y y
2n 2n
-s L {F (x,00%+ F _ (0,0) =
X x
=
n+l n+d en <= _n-m n-m+1 em y
=8 a f(s,q) ~cL! {F (O,y)g - Z:_ 8 L'iF (0,¥%
y xn Mz 0 y xm
v e
2n ~m - 2m
n-m+1 n-m
- sL! {Fxn (x,0)} - M:.., s L ‘(Fxm (x,0) } +
7 v
An et N 2m 2n
+ ¥~ (sq) F o (0,0) + F n (0,0) =
Az O X X
\ o ¥y
~ 2m
- 3n+1 O_ﬂﬂ £(s,0) - 3 oM Gp—m+1 L iF ) (O,y)} -
roaz @ y x""
.
" 2m ~ 2m
n-m+1 _n-m ., S
- ET"O s - LiAF o (5,00} + T (s )™ P (0,0).

M @ X

X
e yo



Daar 32 een verbijzondering is van (33) is (33) bewezen.

Substitueren we in (33):

2
F
x

¥

en

ym

m
n (OQ.Y)} b Sn m=1

" I T (0} -

MR-t

m+k

2m m
g™ o2 g \? g (x,0) =™ 2 {F  (x,00} -
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- O gl gn-k-lg a (040}
l‘.o ;k
el m+1
- 5: s n-l1l-1 g_n—m-“ 7 ) (O'O)
-£=.o X

‘ 2o krijgen we

ym

2n aay .
LZ{F n (x,7)} = % a® 2(s,0) - " 3 g1 L:}{me (0,7 -
AN =0 X

- S T P (x, 00} 2 g ST PR A0, 0)
D y X ] Lx-3 <
m
¥
-y Al i T m+l halngy Y 2
O Lao X =0 X
¥ ‘e
= " P f(s, ) - P T OB L&{me (0,7} -
Leaak X1 X
’ - g :\"i o-BB=1 1 {Fm (x,0) } + i—: S sn~-k—-‘la__n—1—1 Fk+1(o 0)
nnl X ym ! A=0 ’21‘0 x}{ T
(34).
Substitueren we (34) in (29):
2n+1 -
1 n n-m m
I’Z{Fxnﬂ (x,7)} = ™7 o £(s,0) - o 28 Ly {Fxm (0,7} -
yn ]
_ n+1 e nem-1 ., (0 o v = n-k n-1-1 pk+loo o
) gq- Lx{Fym(x’)"*}_.:g 25 g - ka(,)
y‘l
2n
- T,
I’y {Fxn (Ory') } (35)-
yo
laar nuzgis —— N
Ly {F L O Y= P 1 (P (0,0} - ~E (0,0)
Y ' x y U xn e x?
o vt

waardoor (35) overgaat in:
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en+1
132{1? +1 (x, 9t = 1 2(s, ) -

- D 2;-_ (n+1)=k-1 L,& k 0,70} - 8“”): “‘"“L‘ 5 yl(x’o)” -

w- k+1
. Z Z (n+1)-k—-1 O_p-—l-—‘fF

(0,0) (36)-
‘aﬂ i—o xl
¥

Dit v keer wvoortzettende @

2n+v "
1?{r _nev (x,9)§ = & &7 £(s,0) -

n
¥y e

(n+v) k-1 k n+¥e nel=te, ol
- i s Ly {ka (0yy)f = 8" @ }:};{F&(x,o)h
pa k+1
£ 2 3 glaevimk=l mel-to g T (0,0) (37) -
d-0 L=zo X
1

Op analoge wijze krijgt men voor een verhoging van de differentiatics
naar y:

IHE 5 ()} = 8" e £(she) -
yor
ey k “""JAL{ l
-t T fr (o)) -8t T T =1=T LUF , (x,00}
L=ze x =0 v
M s k+1
+ ; I gh—k-1 (nm)-1-1 F (0,0) (37a)
EY -] = xl
J
(37) en (37a) kunnen worden samengevat, tot:
n+mn an-i e k
LQ{F o (x,y)} = qu_n f(S:‘T - o‘“z 3m k=1 L! {F k (O,y)} i
In o ¥y x
¥
e .., Ane k+1
m n-1-1 m-k=1 n-l-1
-8 o L} F (x,0) 5 F (0,0)
= x i y A h g }{ '
v (3¢).

In het eendimensionale geval werd afgeleid dat de inverse Laplace-
transformatie te bepalen is door:

a"-l»(m
RO J %t £(s) as y>o
d—‘—&m
net als vcarwaarde, dat £(8) in het gebied Rs » r een holomorni:c
functie is.

Bij de uitbreiding ot het tweedimensionale functiegebied, wordt de
inverse transformatie
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ol + oo Narico

T2 (s, = =% f ] eS** TV £(5,4) ds Ao {39)
4’? A-Cep fl-te0
«20 en aA>0

. Ro % '
Zen belangrijke voorwaarde is hierbij, ////
dat f(s,¢) in het gehele gebied /// 7 /éégg%
7
Rs> « , Rs >, holomorph is & /Z/

We zullen het belang hiervan aan de 0 & R
hand van een voorbeeld illustreren.

van de functie
Fly - %) voor y >

WK M

0 voor y <€

Beginnen we met de bepaling van de 2 dimensionale Laplacetransformatic
waarbij a een positief getal voorstelt en
lim \f(e)l = O

\T i o

Per definitie vinden we voor de Laplacetransformatie van deze functie

o) 13
-8X -vy _ X _ X _
i e d x i e F(y a) Uy a) dy

x
(=} — " -
= J e e & £(¢) dx = .Eii%, Is (40)
o 8-+ -a-
el
De omkering gaat als volgt:
-
b2 ; £(a) ;x_ <
s+ T 1
. a
«:«m Atie
e S¥* Y L 45 ae- e
47 &{ ‘o pite 8 + 'é: ‘ $
{3-&;‘% AET00
1 r oY . 1 sx ds
= 5= | e f(g) 40 =T e ———
, 5“% oo s+ 3
sx _ =
Nu is; Regs ————— = 271 e &
s+ &
a A+ o0 x
- Ty~ )
L 2{ £(e) i: s f e = * f(o) do=
8 + éaf ﬂ”':”

1i

T
bx]

—,

<¢

t
8 ]

<

o

o

]

e

Y4
o 2
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Van dit resultaat gebruik makende zullen we een oplossing trachten te
vinden van de differentisalvergelijking:

2% _ 22 -0
2x2 " 2 42
die voldoet aan de randvoorwaarden:
w(0,t) = F(t) wy (0,%)
w(x,0) = O wl (x,0)

]
i

G(t)
0

i
i

en daar zulks slechts mogelijk is bij een bepaald verband tussen
G(t) en F(t) =zullen we tevens proberen om dit verband op te sporen

Door laplace-transformatie wordt de differentiasalvergelijking omgezet
ins

2.2

s°L°{ w(x,t)§ ~ sL%{w(O,t)} - L}fw (0,t)} -

- i§ 212 Lw(x,0)§ + iﬁ oIy {w(x, 00} + iﬁ'Li {wy (200§ =0

(82 - E; ) 1.2 iw(x,t)& = sL} {F(t)} + L} {G(t)}
a

L2 SN = s f£(a) + g(a)
AR YO

In verband met de eis van holomorphie in het gebied s)0 ; ¢>0 moet

¥
de teller door s - %T deelbaar zijn, hetgeen voert tot de voorwaarde

%.f(cﬁ + g(lo) =0
glo) = - £ £(a)

g(e) + HO - _ 1yoee) - 50)}

o B2 vy« 1oz (430

6() = -+ SEE _ EO) g (4

verder wordt;:

.z
12 {w(x,t)] = (e-8) 50 2o

(s+ g)(s— %) s+ g?

zodat: x
Pt~ E) voor t

w(x,t) = { 0 voor t <

i o



Van (12) uitgaande (zie syllabus 12e voordracht) kunnen we de twee-
dimensionale Laplace-transfornaties van enkele functies bepalen, die
we voor een belangrijke toepassing nodig zullen hebben.

Stelling (12) luidde:

a1
e~kVS(S+aj - e-(s+2a)k is de Laplace-transformatie van de
functie:

t < k 0
L
t >k %a e-za'b ,\7—:2-*}-;':—2-% 11(%-3. Vtz—k2 )
t -k

Zijna s =035 t
Hiermee wordt (12):
m .
- i
‘ je T e o7FY DX I(3aVy°-t%x%) =
2.2 1
& y o -bx

~ox Vo(ora) | -~Eabx _-bxo

i
<
Ly
1
g

(41)

Als nu voor:

y < bx G(x,y) = O
y > bx G(x,y) = %a e~ =&Y 25—2—21 I1(%a yz-b X
Yy -bx
o0 [+ o]
zo is I1° (e(x, 7} = je-sx dx S e 7Y o(x,y) dy =
&
-oxV g +a) ~3abx _~bx 0
e = I | Ly {7 =
- 1 - I { ~zabx —bx0'§
s+byo(a+a) x
Als mu £(0) = 12 [F(y) U0}
20 183: .
£(0) - T {e-"z-a'bx T £(o)) =

s+b Yy ~(T+a) x

1° { G(x,y) " P(y) Ujo(my)} =

£(7)
S+b ’\/;(G“H;IT

Maar nu is voor y ) bx:

N :
- 12 Qe"zabx F(y-bx) Uy, (x,y—bx)%

G(X?y)* F(y) U-lo =

¢ N %
%abe’f_?aTl & 11(-21-a1/r1 -bZAZ)F(y- q)d»;}de‘i =

— ) —— )~y

2
ZJU1O(X“£){4L 'l/—;?-b =
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- f%ab e28M ____x I (3a Vn2-0%%° ) Ply~n)dm
P4 varce sl b "
Voor ¥ ¢ bx 1is G(x,yf*F (v) Uy =0

f£(a)
s+b V(T +a)

Maar dan is

de Laplace-trancformatie van de functile:

y € bx 0
vy » bx g ~380X F(y-bx) +
d - /
: e ) hee B R 1 (e Vi 20 Ry
ix ¥ -0%x
(42)
Za £(s) = LSF(t) U(t-k)}
is
kes
& f(sy = L {F(t+ck) U(t-ktek)}
Passen we dit op (12) toe, zo zien we dat:
Jk(es- ys(s+a) _ o-{(1-c)sHa)jk
de Laplace-transformatle 1is van:
t < (1-¢)k 0
t > (1-¢)k ia o 28 (t+ok) K I (32 V(tHek)? k)
Y (t+ck)“-k
B Stellen we hierin
8 =g ; t =y 3 k = bx
zo zlen we als hierboven, dat van de functie:
y £ (1~-c)bx G(x,y) =0
y > (1-c)bx a(x,y) = 4a e 2a(y+bex) bx :

»./(y+bcx)d—bzz21

. 11(§am/(y¢bcx)2-b2x21)

de 2 dimensionale Laplace-transformatie bedrasgt:
_ L,{ o-3abx e—b(1—c)x9‘}

1
s-bea +b /7 (o+a) x

Z0 nu weer:

2
f(e) = L°{ F(y) Uso §
volgt op dezelfde wijze,dat :
f(q)

s-bcT +bV T (T +a)
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de Laplace-transformatie is‘ van de functile:
v £ {(1-¢)bx 0

¥y > (1-c)ox o mHaDX F{y-(1-c)ox} +

‘ e 2 .2, 2y
.; {f‘aﬁ& e-—%a(n +bex) ;/(q+bc;)2f§2;2’ 11 (32 i/(n-kbcx) -b™x }F(y-)y)dz‘})

Substitueer in (42)

b = o en b2a=d’ am%
Py

Z0 1s:
£(a)
S+Vo§ foad +afc“
de tweedimensionale Laplace-transformatie van:
‘ V<€ ax G(x,y) =0
-1 X
yoa x slx,y) = 2 & % Bly-ax) +
j? . fév X
+ | 3 Le wfﬂgﬂﬂﬂgﬂg~11(§ i%qﬂ - o x )F(y-n)dy
o x M- XX (44)
Substitueer in (43)
be =p v = (24 a) =F° ab =y

21

Dan blijkt:
£{s)
s-po +V ey

de tweedimensionale Laplace-transformatie te zijn van de functie

@ v (f-px H(x,y) = 0
- .4 X
vy > {(§-p)x H(x,y) =e <0 Fily -~ (6-p)xl+
¥ 4 - 144 x) :
+ 5 xe ¢ ! — L, (% -,g- N +p x)°- JEXQ)F(y—q)d'z
[§-p)x ’V/("? +A k)= 7% ¢

(45)
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Cursus Methoden der Mathematische Physica (vervolg)
te 's-Gravenhage
16e Voordrachts 9 Juni 1954,
Spreker: Ir R.W.Trense,

Als toepassing van de voorgaande theorie zou 1k een probleem aan
de orde willen stellen betreffende een verschijnsel, welke bekend staat
onder de naam hoogwatergolf. Hoe plant zich een min of meer plotseling
optredende peilsverhoging op een rivier wvoort

L\/ --—-};

.-—.____..._—__—_—_—__.__.__.__._.-._—___~—7\——-—————~——-———‘

i/éf§<>?€///—/2>
T = |
e >
3
. QJH)JC
s R W

H(-d 0 CL:dYC)g ® ﬂyi—(df)x

777777 77777777777 7777 777 7 ////////{///////
b

o dx > ¢

Tdxap?[ctgt H?
Afleiding van het stelsel differentiaalvergelijkingen der niet statio-
naire beweging.
We gaan van de volgende vereenvoudigende veronderstellingen uit:
19 In het stromingsprofiel 1is de snelheid constant gedacht. Bij een
debiet Y en een gemiddelde breedte B krijgen we dan voor deze snelheic

“ - L
Vs Vo=

o/
==
g

0 . . . .
2« De variatie van V met x is verwaarloosbaar klein of M.o.w.

Voor de versnelling is in verband met (2°) te schrijven:

& D, G W _ 1 v ©  RH
dat = % ?X bt - H % BH2 2T

De krachten die in horizontale richting werken zijn de waterdruk en
de wrijving. De eerste bedraagt per breedte-eenheid H(-—dH)X
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De wrijvingskracht is volgens de stelling van De Chézy te berekenen

uite
V = U\}RI = CYHI
. VZ ) 2
¢’y cépond

en wel is ze dan gelijk aan:

EANEPPU L

Hdx = éx

C"B"H C™B

Verwaarlozen we in de uitdrukking voor %% verder nog de laatste term
zo volgt bij toepassing van de stelling van d'Alembert:

2
 ge o Hdx 129
H(-aH) - —%——5—50 7 ax = S B 5%

Delen we linker en rechter 1lid door ~Hdx en brengen we alle termen
naar het linkerlid over zo ontstaat

(aH) 1 9 R

+ gl Sl - = ()
dx gBH % C§B2H3

ofwel ) ) yz
H 1 ¥ !
O H L2 S (46)
5x © gBH Ot 02
De tweede vergelijking die de stroming beheerst is de continuiteits-
vergeli Jjking.
Beschouw een elementje met de afmetingen dx,1,H.
In dit elementje stroomt in de tijd dt naar binnen:
{@ “(qMFd?x)kdt
terwijl naar boven een hoeveelheid stroomt:
W dx(dH)t

Gelijkstelling geeft:
-(dap)x at = V ax(dH)t

Delen we linker en rechterlid door -W dx dt en brengen we de term
van het rechterlid naar het linkerlid over, zo ontstaat

VH , 199

2t TWTx =0 (47)
Kiezen we het tijdstip +t=0 zodanig, dat de bveweging voor dit tijdstip
stationair is en dat net na dit tijdstip de verstoring intreedt.
Als we de storing in H en {p weergeven door m en q hebben we dus:

H(x,t) = H(x,0) + ~ (x,t) k (48)
p(x,t) =9(0) + q(x,t)

it

it
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Hierbij zijn dus o (x,0) en q(x,0) gelijk aan nul.
Uit (48) volgt:

mggx o) 2y, OH_ _¥H(x,0) M _
2 X 'ax (49); 3% 2t T3t T 2t (50)

In verband met de stationaire toestand tot en met het tijdstip t=0 1is

d H(x,0) ‘PZ

X 0

et g =0 (51)
? X 02 ply3
0F VP, g D
—— 2 e, ‘9 _ 99
2t 7 vt At T3t (52)

(46) en (47) gaan hiermee over in

9 H(x,0), 1 g 9% Z@Q 9° .
B2 S5+ g 3 3 Ean T e = O

Hierbij 4is nog niet gebruik gemaakt van (51). 5
Gebeurt zulks, zo ontstaat als tevens de term —597—3 verwaarloosd
wordt, het vergelijkingsstelsel:
oY 1 Qg ¢ P,
>x T gl % 252n3 =0
(53)
0

9n 1 g
3T FW X7 0

Dit stelsel denken we ons nu gelineariseerd m.a.w. alle coéfficiénten
beschouwen we als constanten.
Differentieren we de eerste vergelijking partieel naar x en de tweede
naar ¥
A2 2 29, g
i D3
ax2 | B dxot T ZpZI ux

2 1 %
;;%*w -0

t

(54)

Trekken we de tweed: vergelijking van het aan (53) aequivalente stelsel
(54) met "ﬁﬁ vermenigvuldigd van de ecrste af zo ontstaat

2 2
._%3 W Ay, 2% e
btz C?P?HB X
Hiervan trckken we de tweede vergelijking van (53) met
menigvuldigd af cn krijgen tenslotte:

jigj o Bzﬂ__ RN on _ 0
2 [3: N S

=0

2 y%w

C™B"H

VeI
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2P W
W 2
Mot - = o en —5-?%- = § (55)
& CB°H
luidt deze vergelijking
22 2 D2 v
: av ER .
Verwaarlozen we in de uitdrukking voor .t de term V 5% niet
geheel maar zetten we hiervoor
¢ o
pPH° °X

zo krijgen we inplaats van (46) de iets scherpere vergelijking

2
BH 1_%9 P 9y P -0 (57)

4
T gBH 3% ngHZ DX CQBZHB

welke tezamen met de continuiteitsvergelijking:

2, 129 _

>t T X T (47)

een simultaan stelsel vormt.
Dezelfde substitutics (48) tot en met (52) voeren het stelsel over in

d v\ 1 Yo dq g 2o o 0
+ e + + =
é’“ﬁ ggﬁﬁz 3x gB2H X o252 c2pens

O ., 1 _
>t 7 T ax = 0

2
We verwaarlozen de tcrmen 2‘ 24 en -—3}-9—2-3- en krijgen hierdoor

gB }’2 9x
BvL 1 g LPO ?_9, 2 LPOQ.
— e + = 0
2 X | gBH ot gBZH.f 2 X E’?Bﬁ}ﬁ 6
5
On , 13 _
2t Wax 0
hetgeen tenslotte om te zetten is in:
3;: W32 Pl o 29" am
?x gBH btg gB2 2 dxaot 232H3 ot
Mets o
IO AN TR & L. N (59)
e i ¥
8 7 ogrlue R

wordt de vergelijking
3%y 29
3;;3"* ;ﬁ (3332% 35““' =0 (60)

Bekijken we nu de oplossing met tweedimensionale Laplace-transformaties
van de differentiaalvergelijking (56)
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als de randvoorwaarden luiden

M (0,%) = A(%) L {100, %))= a(v)
ml’x(o,t) = B(t) Ly m;{(o,t)}: v(T)
v (x,0) =0 | My (x,0) =0

Een tweedimensionale Laplace-transforratie zet de differentiaalvergelij-
king on in:

s212 i"\(xgt)& - BL% {‘} (O,t)“ - L% {" X(O,t)g-

-2l {"I (x,t)’] +o(%rL;( lﬂ(x,O)} +°L2L;c {“}%(X,O)g -

- Ya L2i~] (x,t)} + LY h (x,O}S =0
Hieruit ontstaat door invoering van de randvoorwaarden:

%‘32 —-(okga‘2 +yr)§L2 h(x,t)} = 8 a(o) - bla)

(s + |/ o+ yo (o —\l o r s yo) Lzh (x,‘c)s = sa(o’) - bla)

We dragen er nu zorg voor, dat s= \/3,2 0»24- ) g een wortel is van het
rechterlid.
Dit levert ons de geldigheidsvoorwaarde

br) 5\/;20"2"'3’0‘ a(a) (61)

Tevens is dan: ()
2 alq
L (x,t)\ - 2l (62)
v s /o YT

Volgens (44) vinden we hieruit wvoor " (x,%):

Voor ¢t ¢ dax -v‘(x,t) =0
2 Ly
Voor ¢ Yo x rr\(x,t) = e ¢ &" At - x) +
-4
+/ 4}% e X 2 . I1(% XQ ‘/t2- dgmg A(t-T)atT
iZ?—o?x. A
o x

De voortplantingssnelheid van het begin der storing is in dit geval:

Lo \/B Ve (63)

Bekijken we vervolgens de iets scherpere differentiaalvergelijking

22y 2 32y 029 0
57 % 5E citime - I - O (60)
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net dezelfde randvoorwaarden

9 (0,%) = A(%) Ly 1100,9)] = a()
9,.(0,%) = B(%) L, {mx (0:%))= B(e)
?(K,O) = 0 : ’7;‘_’ (X,O) = 0

{60) wordt door een tweedirensionale Laplace transforratie omgezet ing

2 2{

7 (xy8)}= 8Bl {1 (0,8)) - Lt f4:€0, )} -
-de QLEM (x,t)} + 2l Ly IL")(X’O)S +o&2L}'t {m3(x,0) } -

- 2p sl (xt)) + 230 L7 (0, )} +2p oLy {" (x,00} -2,39 (0,0)
-¥oL M (x,t) + L} h(x,O)} =0

Met de randvoorwaarden volgt hieruit

(82 ~2( 87 - @l 2 -yq) 12 M(x,t)}r—* (s-2pq) ale) - ble)

{(s—(&c‘) - (ﬁ +&2)g~2_ XG.)}LZ{,,} (x,t)§ = (8- 2;,3,,) ale-) = blo)

(3"‘{}‘3’ +\/({3 2+d\2)0"2+ X’r )(s-—(‘qur..\/([qg-}- €J~2)G"2+ J‘g") Li*}(x,‘t)} =

= (s- 2p¢) & () = B(e)

Ov. de holonorphie te verzekeren, roet het rechterlid de wortel bezitten

s =g +\/(P 2ra g tryo

hetgeen de voorwaarde oplevert

ve) = (mar +V (g aP ety o) alg) (64)
terwijl tevenss 5 ()
1 m(x,t)} = L — (65)
L ' ) ope + e rye
o 2 = 2+ 2
Maar dan vinden we voor n} (x,t) volgens (45):
Voor +< (¢ -@)x M (x,t) =0 Y
Voor t > (% —»i’i)x ( _e T ¢
. m (x,t) = e A{t—-( -4 )x} +
+ ¥
- = (‘C+!G x)
+/ ﬁ‘é o 28 mww . \/('c +p x)°-1°x?)
(b Vt (M) A(t-T)at
(66)

Voor de voortplantingssnelheid van het begin der storing vinden we in
dit geval:
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1
T °
! é’o ‘ o
4g§B4H4 T ogBoH?
234H4 ZngHZ
8
Noen \Fg VgH =U $ %% =V,
zo is 1 V02 Vo
ot =3 v v
ve L. o LUyt U 20 _ lo, \/y? . o
= = i = ¢ +
¥-n 7z

De andere punten planten zich net een geringere snelheid voort.
Ter illustratie is de vervorning berekend van een storing

Al (ot 2
M8 = gy o (20D )

ter plaatse x=18800, als de gegevens van het kanaalprofiel verder
luiden H=5,50 m; W=B=100 m; (=350 n3/sec c?=5000.

Van deze berekening werd het resultaat verder opgedragen in bijgaande
grafiek.
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MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM-O.

TELEF. 51660-56643

Cursus Methoden der Mathematische Phvsica (vervolg)
te 's—-Gravenhage
Aanvulling van de 16° Voordracht

Spreker: Ir R.W.Trense.

Bij het behandelde probleem van de hoogwatergolf kan de bewegingsverge-
1lijking nog verder verscherpt worden, terwijl bovendien de continuiteits—
vergelijking kan worden uitgebreid met een z.g. "regenfunctie”., De ver-
scherping van de bewegingsvergelijking verkrijgen we door een nadere
beschouwing van %%. Hierin is V = ~§% « Z0 B als constant wordt opgevat,
is:s

av _ 9V 27V _ D, Q Q2.0 120 Q 29 Q 2 H
T =ttt Ix C STET) T BHOR(BE) T BH T T 3.2 vx T o2 ot
BH BH
_ 8% 2=E
B°pS 2%
gesubstitueerd in:
DH 1 av 0l
B R
ontst .at: >
2
H__Q__2H __1_29 0209, _Q
(1- "J%-sz— e T + + = 0,
oBoHS 0%  gppe ot 8B 0t T _pPp? DX T 2523

Bij de continuiteitsvergelijking kunnen we er rekening mee houden, dat
er gedurende de voértschrijding van een hoogwatergolf op de beschouwde
sfrekking de mogelijkheid bestaat van een plaatselijke toevoer van re-
genwater. ! De strekking is dan niet "bronvrij". Geven we dit bronde-

‘biet per strekkende lengte-eenheid algemeen weer door R(x,t) zo wordt

de continuiteitsvergelijking

dH

-(aQ), + R(x,t)dx = ¥ dx S,

ofwel 5 N
e o 0q
W'TE =y = R(x,t).
We stellen weer
H(x,t)
Q(X:t>

waarin n (x,%) en q(x,t) de storingen voorstellen van H en Q.
Na substitutie en linearisatie, wordt de bewegingsvergelijking:

I

Ho(x) + M (x,t)

QQ,  * alx,t)

1l

D s W W 5% g St ot Bt s S . S

1) Op dit verschijnsel werd ik attent gemsakt door Ir P.J. Wemelsfelder,
Hoofdingenieur Rijkswaterstaat.
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y X gBQ 3 02321-{ 3T Y% gB2H03 gBH_ z275% "

1 J Qo 2 q 2Qoq
4 379 - +
B, 0t gB°H ° °*  ¢“B°H_ 37
Yoor de vvenwichtstoestand geldt

2 H (%) Q.2 a.°
‘T“““"*ﬂ“*é*é”‘f"o

Na vermeglgvuldiging met 7 ontstaat dan ook de vergelijking
Q QW 3n W 4 Q o ) g 2Q‘W

(1 - =3y - —2 L+ ST TR Y 3
gBH X gBH, &5 gB°H < % CBH

q = 0.

Terwijl voor de continuiteitsvergelijking te schrijven is

w—%ﬂg + -%—% = R(x,t)

zij (1 - ‘?%ij)w = W g = o ~—-—2——-3Q°W =/
=W = =
gB°H_ gbH, " 2gB°H_
2Q.W
Q =X
C§B§HO3

Als we voorlopig R{x,t) nul stellen is dus allereerst het stelsel op te
lossens

2
D > J 2
Wt._:é%-ZﬂB—B%+d—5-%+2/3—s—%+a;q=O
W<t ¢ 34 = O
Met als ranﬁvoorwaarden
"?(O,"G) = A(t) L't {'vz(o,t)} = a(d‘)
m(x,0) =0 ‘
q(o,t) = C(t) L', {ato, 0} = c( @)
a(x,0) =0

Passen we op het stelsel een 2 dimensionale Laplace Transformatie toe
W’QLQ{n\ - Wa(o) - 24 Bor1?{n} +¢20“L2§ qy +
+2/38L2{q}—-2/30(0~)+3,1,2{ql}z

Wel? { q} + sl? (g} - o(o) =

ofwel
(s - 2aB)R {m} + (%0 + 28 4 p)1% {q) = Wa(a) + 2pc(o)
Wszqu -+3L2{q\ = ¢( o),

zodat



119

&20“’4..‘

salg) - e(a)
LEM’S =3 B W73
8° - 25— go -~ —( & 0*+évo“)
‘ We w1
B+W
Zi,;-—--(s P W,ox ndz; WHY a/c
oL02+f502~ bq‘?

12 {m} =

(S—ﬂ W+V Evhdfqﬁ(s—/%Gwﬂ/%2r2+gh¢3

In verband met de eis van holomorfie in het gebied Rs >0; R¢ > 0 krijgen
we de voorwaarde

(poo+ 1/8020-2 + yco:) a(o) = 3{%& c(a),

zodat

LZ{*}E - a( o)

»

8 -/300'+ '1/5020“2 + 89

c

Inverse transformatie wvoert tot:
‘t<(<§c—-(lc)x m (x,t) = O

o ?ﬁ XA {t-( 5

t > ( éc - f’c)x vz(x,t) = C—-/sc)x +
t "—%?(T"'ch)
. J {o* 249, 1 .
75 °© ,
(§g-pix  ° Vizer 22 5%

.11(_2_1;%)/(“/503{)2_ iﬁon)A{i‘-’t)d'c"
C

se(o ) -{Woa(o) + 2/3-3{;?;{0“0(0‘)}

(8- p o +\/Jc20~2 + Jcc:)(s" PeT ’VJ LN «:f‘)

met als eis

Ire .(q)3 =

(pco~+ ’\/S q~ * o cr)c(a*) =Woa(o) + Eﬂccr‘c(d*),

ofwel

(-poo+ V¥ &foﬁ + gca:)c(¢‘) = Waa(a)
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( 5202 - p2c°

C

+ A/ca*)c(tr) =Wo(p, o+ '\/5020-2 + a\’co‘,)a(a")

2 2
dca—'i'(ca"‘

e(ad) = G‘(pOO‘+ VSCZ a-2+ ch")a(o’)
(fgo+ ‘/502 2+ (rccr')a(d*) = -3"—2-9:-5'1-0( o).
W‘

Dezelfde voorwaarde dus als reeds werd afgeleid.
Hiermee wordt

“{ay = e
8 -/500+ \/3020*2 +Jca:

Transformatie terug levert:

t<(5c— pIx q(x,t) =0
Y (5= polx a(x,t) =
= e c{t(Sc-ﬁ)‘I+
{c
t —5(T + p x)
+ f '3'2%'{9 280 ° 1
(8 - plx <°° V(T p )% 5 5

c —~ P4 2_2 -
11(-—%2-'/( T+ [sox) - Jc x°).C(t-T)dT
24 ©
c
Het begin van de storing plant zich met een snelheid voort:

2 2
1 - ..1._ =’)/céc +/3g +/ =]/ +(_A§)2 /30
¢

Uau*;g %"'%‘81{0 y gBH }/—']/G_I;

Be _Bew oV By B Jo_ B,
el v ¥ = W om = S v
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W men we nu de regenfunctie in
Zij:
1.2 ! R(x,t)§ = r(s, @)
Het stelsel differentiasalvergelijkingen wordt hiermee na transformatie

(W‘s—~2/bBa‘)L2 {wﬁ +(d~20’"+2{5 s+A/)L2 Lay =ta( o )+2 pec(a)

WO‘LZ{‘}S + s12 fa§ =o(s )+ r(s,a)e

Noemen we M0 de hoogwatergolf zonder regen en Tr de verandering hier-
van door de regen, zo is

o 20s +r

W{ r(s,@)

2 2
L 1(’2 I-]X =L x\‘qo‘\ - . e
(8= poo+ l[S 2+ fcd)(s" BT~ J T T o)
Een oplossing is alleen mogelijk als r(s, ¢) deelbaar is door
2T

5= Lo ‘\/?02“ t T

Zij bijve

r(s, ) = (s- p o= ’M«S o +Jcm> u(s, o)

L2 {"?rlx = Lz \)70\ _.L_C-’\_20“+ 28s "'tr)u-(s,n_a')
W'(S— /SCO' e ’\/5020~2 + {Coj

~ &2

71§ mu

Trgle L u(s, 0) = n(s, o)

en zij de inverse transformatie van h(s, o ): H(x,t)
1

' Nu is - de tweedimensionale Laplace-Transformatie
8= 0+ \/5 o + £ van
t<(5c ”/"c)x G(x,y) = 0
_ c
15 (8, - p)x Glxyyd=e  © Ugy{xqt=( & = A )x}+
- ---2~(t+ Box)
1 £ 2 2_ 2
+~ﬂ—3xe = > 2'11(252"/(1:-&/30:() - Jc X, ),
‘\/(t+ /ch) - Jc x e
zodat dus

er(x,t) =170(x,t) - G(x,y)* H(x,y) =

X
=No(Xst) + [ fG(‘:‘:T)H(x-ﬁ, t- z)d& dT.
o 0



