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• CUreua M,~bp<l,9 ger ,Mathemat1ache Pt?Ysica (ve:rvolg) 
te 1 s-Gravenhage 

1e Voordracht: 7 October 1953 
Spreker: Prof. Dr s.c.van Veen. 

Inle1ding: In de voorafgaande cursus hebben wij one bezig gehouden met 
het bepalen van Laplace-transfor~aties van versch1llende (elemente1re) 
functiea, en we hebben met behulp van de gevonden uitkomsten de inverse 
transformat1es beschouwd. Een algemene methoden van inverse transformatie 
is daarbij echter nog n1et behandeld. Dit onderzoek zal het onderwerp 
uitmaken van de beschouwingen in de komende cursus. n1J dit algemene on­
derzoek zal worden ge'bruik gemaakt van de beginselen der complexe funct1e--

L theorie (contour-1ntegrat1e, stalling van Cauchy~ res1duen-rekening). 
9 Verder berust een belangrijk gedeelte op de theorie der Four1er-ontw1kke­
l" lingen, 1.h.b. op de zogenaamde integraal-formule van Fourier. Van deze 

laatste theorie zullen de hoofdpunten nu eerst uitvoerig behandeld wor-den. 

1. Het intee;raaltheorema van Fourier (Heur1stische beschouwingswijze). 
Stel dat f(x) per1od1ek is, met de per1ode 2 .,,- ),.,_. Onder zeer algemene 

voorwaarden (b. v. de voorwaarden van Dirichlet: het interval ( -'N"l., +1ri\) 

kan in een eindig aantal delen warden verdeeld, zodat in ieder deelinter­
val f(x) monotoon is) kan f(x) in een Fourier-reeks worden ontwikkeld: 

c,,o 

r(x) • ½a0 + ~=1 ( a0 cos n; + bn sin n~) 

, Door termsgewijze 1ntegrat1e (welke w1j voorlopig aannemen als 
volgt: · 

;- .,,.,_ 

; }r(t) cos ~tat= '11"Aa (n = 0,1,2, .•• ) 
-~A ~ n 

Dit zijn de 

... 1 f t(t) sin¥" dt • 1rAbn (n * 0,1,2, .•• ) 
_,,;. 

integraalformules van Fourier-Euler. 
Substitueren wlJ de u1tkomsten (2) in (1), dan komt er: 

..-ir.\ [.i 
f( x) • ~~l. 

c:.-=-
1 J f(t) 

n(x-t) 
- f( t) dt +I: cos 

n=1 ?r-A 
_ rri' i\. 

Stel 

(u0 • O). 
(3) gaat over in 

(1) 

geoorloofd) 

( 2) 

dt (3) 



Stel 

ex, 

dt + j_) . 
1f n=1 

,t-1\'f\ 

+ri\ 

( un+1-un) f i'( t) 
- 7r i\. 

J f{t) COB Un (x-t) dt m {p (un), 
..:1r" 

ui-uo 
f(x) "" 2 . (f>(u ) + .1 L (u -u ) fo (u ) 

. 7r o 7r n=1 n+1 n T n 

Nu laten wi,1 A~ eo aangroeien, dus un+1 -un ~ 0. 

f(x), welke ook geschreven ken warden als 

.12- (u +1-u ) (p (u ) - 2!1.,._1 (u1-uo) (p (uo) w n•O n . n n 

saat dan, als Riemann-som over in 
1-Co CO +OO 

; j ip (u) du =;; J du _L f(t) COB U (x-t) dt. 

We z~.jn alngs deze heuristiache web op het spoor gekomen van: 

het integraaltheorema van FourJ.er: n.l. 
Ga "'ICO • 

f(x) ~; J du J r(t) cos u (x-t) dt 
O -w 

- 2 -

(4) 

( 5) 

maar ook niet meer dan dat, want de voorgaande beschouwingswijze verd1ent 
allerminst de pretent ,.e van een nrnathemat!sch bewtjs 11 • Daarvoor 1s ~)1 te 

l:·chtvaardig om3eaprongen met l1m1etovergangen en ontwikkelbaarhe1d in 
, FourierreekB. 

Wij zullen 1n de volgende paragrafen een strenge afleidlng geven van 
d: t belangri.,ike theorema, waarb"'..,1 w: j vooral nauw~reurte, de vraag onder 

ogen zullen Z!en, onder welke voldoende voorwaarden dit theorema geldt. 

2. De integraal van Dirichlet. 
Eerst een paar hulpatellingen; 

Hulp.stelling 1 Voor a) o is 
a 

O .( J st~ X dx f 

'T 

J si.n x 
--- dx = G. y ., ... 

0 t'\ 
\,,f 

BewiJs: Duideli_j 1,r ui.t het verloop 

Hulps telling 2. Voor· O L a '-. b is 

1"•,.,t'\ v a, .. ~ RI~' k ~~.n stn x ,.ie grc:. ·~ e """ 
X 

\ r e i~ X dx \ {, 20, 

a 



3ewi Js; b ,r inn x dx\ = \J sin ){ 
dx -

)C 

a 

Hulpstelling 3, 

a 

+ \ f 
0 

0 

sin x 
X 

co 

){ 

dx \ = 2G. 

J sin x dx _ 7r 
X ,. - 2' 

0 

Bew1js: bekend (zie vorige cursus). 

We beschouwen nu 

1• f(x+t) si~ nt dt 

-a 

- 3 -

a 
Jv dx \ £\( x dx \ + f e.i.-n sin 

X X 

0 0 

a> o (6) 

1l1erbij wordt aan&enomen, dat de functie f(u) aan de volgende eisen vol-

(')_()6 t r 

1c f(u) is bepaald in het inte~val -a-x Lu~ a-x, 

d-us f (x+u; is bepaGld in -a L. u ~ a. 

2e D1 t interval -a-x ,t.. u t.. a-x kan verdeeld worden 1n een eindtg: a. ntal 

deelin~ervallen, zodat in ieder deelintervel de funct1e f(u) cont~nu, 

monotoon en differentieerbaar ts (dus in elk inwendig punt van zo'n 

deelinterval de afgeleide f'(u) bezit). 

+a J 1,( .. ·+t·) :3in nt ,,..s+ 
.~ A . t ,.!t.. 

0 

·- J ·+ J+a 
' ' 

-a +a -a O 
( ~ 0 . 2e 1·r~ 07"a~·;. J( ... \,. ... .l "" c:; t---. , '-•~ . 

s ~ n n+-r ( x +t) ~-t ~ dt en verdeel her 1nt~rval 

0 

(c,11) in 2 delen (O,k) en (k,o), rlu3 

f=(+J, 
0 0 k 

wa~rblj ~c zo kle in ( > O) wordt ge\,;ozen, dat 

O ~ t lo monotoon en d1fferent1eerbaar 
()Qi.,( ,.,·,nt' nu)· ...... \, .. , ,I. ., .!~ ' .. ~ 

:~··e ·d.a t bij WLllekem:-ig klein i',E:kozen £> O 

\ r ( x +k) - f ( x +o) \ '- ~. 

i.o ( dus 

~t~l de eventuele d1scont1nutteltspunten (sprongpunten) in het inter~al 
( Ir :c l 
\ . • J ,.I i zi,jn a.,.i,a.-, 1 , •• ,a 

'I C !!I 

( f(x+t) sin nt 

k 

( ~1t~ri4 Tit• ap•1~"1) 1-;" .... ,u..... "J. 0,0,i> ,,,.1 .... 



. 8s+1 · 
+ l t:_ J ·cos nt • t.r•(x+~)-f(x+t) dt • 

n s•O t 
88 

+ 1i [ r(x-Ht,cos nk _ ffx+aicosna ~ _ ¾ ~:~ •0 :. nos { r(x+a8 +o)-f(x+a2 -o)} + 

a 
+ ~ r cos nt .. t.f'(x+t~-f(x+t) dt (7) 

k t 

In de som in het rechterlid stelt f f{x+a 8 +o)-f(x+a8 -o)} de "sprong" voor 
in het discontinu!teitspunt a3 • 

Wij willen straks de limietwaarde bepalen van (6) als n-oo. 
Ui t ( 7) ziet men, dat men na voorafgaande keuze van k en E.. , n zo groot 
kan kiezen, ( n > n0 ), dat 

a \ J f(x+t) sint nt dt \ ,(. ~ 
k 

Nu komt de voornaamate kwestie: 

(k k 
J t(x+t) sin€ nt dt • J l f{x+t) - f(x+O) \ 81~ nt dt + 
0 0 

(8) 

+ f(x+o) r sin{ nt dt (9) 

0 

f{x+t) - f(x+o) is monotoon in het interval (O,k) 
Zonder beperk1ng kunnen wij aannemen, dat f(x+t)-f(x+o) in dit interval 
monotoon st1J5t (anders beschouwt men de tegengestelde 
Volgens de tweede middelwaardeatell1ng is dan: 

functie f(x+o)-f(x~)) 

k 

J { f(x+t)-f(x-+O} ~ sint nt dt 

0 

k 

• {r(x+k)-f(x+o)~ J sin£ nt dt. 
l 

( 0 L.. l < k) 
k k 

Dus j f f f(x+t)-f(x-+O)) sint nt dt) < l f(x+k)-f(x+o}l ( f sin nt 
t 

0 1 

nk 

< ~If s 1~ u du l ~ £ (hulpstellin~ 2 en 
20 • f voorwaarden) 

nl 
k 

f(x+0) f •~n£ n~ dt • f(x+o) 
0 

Jn 81~ u du _. f(x+o) f voor n .... oo 

0 

(10) 



- 5 -

dus voor n :> .. n1 is. 

k 

)r(x+o) J sinfnt dt - ~ f(x+o)/ <- j• 
0 

Ten slotte volgt uit (8), (9), (10), (11). 
a l J f{x+t) sii nt dt - ~ r(x+o)\ L... £ , 

0 

voor n > max {n0 ,n1). 
Dus 

11m 
n~oo 

f f(x+t) sintnt dt =; f(x+O). 
0 

Op volkomen analoge wijze leidt men 
0 

lim J f (x+t) s int nt 
n-+ co _8 

zodat: 

af, dat 

7r . 
dt == ~ f(x-0) 

~1!,~= ).+a -~~~~~-) ... ~11 nt .. dt. = -~ _{~~~~):~:~~\] 

Dit is de 1ntegraal van Dirichlet. In een cont1nu'tte1tspunt x wordt 
f(x+o) = f(x-0) • f(x), dus dan is het rechterlid ?Tf(x). 

(11) 

(12) 

Opmerk1ng; De uitkomst (12) kan ender minder verstrekkende eisen ten aan­
zien van f(u) worden afgele1d. In het bijzonder kan men de eis van dif­
ferent1eerbaarhe1d laten vallen. Het bewijs van (12} wordt dan echter vcel 
omvangr1jker, en vereist veel meer hulpstellingen. 
In de meest voorkomende pract1sche gevallen zal ruimschoots aan de boven­
gestelde eisen zijn voldaan. Voor verdere bijzonderheden verw1Jzen wij 

naar de u1tgebreide handboeken op d1t gebied. 

3. Afle1ding van het integraaltheorema van Fourier. 
Omdat 

n 
51\ nt • J cos ut du 

0 

kan (12) geschreven worden in de vorm: 
+a n 

f (r(xtO)+f(x-o)\• lim J f(x+t)dt J cos ut du. 
n _,. oo -a O 

(13) 

Men komt nu licht in de verle1d1ng om 1n de rechterz1Jde van (13) de inte­
gratievolgorde te verwisselen en voor het 2e lid te zetten 



== 11m 
n~ co 

n +a · f du ·J f(x+t) · cos ut · du, 
0 -a 

waarui t onmiddellijk het integraal theorema van Fourier zou kunnen vol,3,;en, 
als deze omkering van de integratievolgorde geoorloofd zou zijn. 

Dit laatste zullen wij nu juist bewijzen, onder de extra-voorwaarde 
-+OQ 

J\f(x) \ dx . bestaat; 

of: de one 1genl1 jke int~;ra al j"" convergeert abaoluu t. 
-co 

Wij willen verder laten zien., dat onder die voorwaarden in de "binnen"­
integraal de grenzen ~ door oo kunnen worden vervangen. 
Voor eindige a en n geldt inderdaad: 

+a n n +a J f(x+t) dt J cos ut du = f du J f(x+t) cos ut du ( 14) 
-a O o -a 

Neem nu A > a, dan is 

f r r f" n J-a n 

= f + f 
0 -A 0 -a 0 -A 0 

of: 

n +A n +a -a \ I 1 -l -~ 1 f ~I f ( x+t) 

{A 
+a 

sin nt 
t 

= 
fa J A n 

+ s f 
-A 0 a 0 

A 

+ If f(x+t) sit nt ctt/ ~ 
a 

-a A 

L. ~ { S I f(x+t) j dt + f \ f(x+t)\ dt J tc 
-A a 
-\ QC 

S \ f(x+t)ldt = const 
a !J 

voor iedere A) a. 
Nu A~ co 

\( J+"' -( f"I 
0 -CP O -a 

L. cons t 
- a (voor iedere n), 

Vervolgens n ~00 

\ lim ( roo 
- lim r /" f. const 

a :J n ➔ co n ➔ co 0 -co 0 -a 
dus wegens (14) en (13) 

00 f+ ; Ir(x+o)+f(x-o)1 = J du f ( t+x) cos ut dt = 
0 



- 7 -
00 

• f du J + f(t) COB U (t-x) dt, 

0 

waarmede het integraaltheo:rema van Pourier bewezen is onder de volgende 
voorwaarden. 
1e f(t) is bepaald voor alle re~le waarden van t. 
~ ieder e1nd1S interval -a< t ~ +a kan worden verdeeld 1n 

aantal deelintervallen, zodat 1n ieder van deze deelinte 
'"•,,. continu, monotoon, en d1fferent1eerbaar is. 

'¾r,,:tk·~ 

~ Jtf,o• ~tj.,~t bestaat. 
- 0:, 
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Resume~ van do stof, die gedu:rende het vorig jaar behandeld werd. 

Door de Laplace-transform.a.tie 

f(s); .\e-st F(t)dt 
0 

wordt een functieliohaa.m V f F( t)) isomorf afgebeeld op een a.nder 
functielichaam V { f( a) 1 • 
De inverse afbeelding komt tot stand door de inverse transformatie 

F(t) = ~ J+i~•t f(s)ds 
a--iao 

Op de leatste transformatie zal dit jaar zeer uitgebreid worden inge­
gaan. De isomorphie van de additieve functie-groepen is zonder meer 
duidelijk. Bij de multiplicatieve groepen hebben we gezien, dat tegen­
over de gewone vermenigvuldiging van twee :fu.ncties f(s) en g(a) de 
convolutie etaat van de functies F(t) en G(t) 

f(s) g(s) = g(s) f(s) = J"e-•t {/ F(t--r)G(-r-)d-r-J dt = 
0 0 

ti) t • J e-st { j G(t- 't")F( ~ )d't j dt. 

~ 0 0 
Ingevoerd werd de Unit-step function U(t) 

U(t) = 0 voor t ~ 0 
U(t), onbepaald, of= i voor t;O 
U( t) ; 1 voor t > 0. 

De verschoven Unit-step function U(t-a) 
U(t-a) = 0 voor t < a 
U(t-a), onbepaald, of½ voor t;a 
U(t-a) :.: 1 voor t > a. 

Hiermee is de tunctie U 1 { t .,t) te dofinie ··::-c-n: 

u, <.t, ~ ) = U( t)__Tl!lt..::1..l 
welke voor e_.._ 0 overgaat in de oneigenlijke ~ functie van Dirac, welke 
ook bekend is onder de naam pu.lsfunctie en welke functie bij de iao­
morphie der multiplioatieve groepen de ~ol speelt van eenheidefunotie 
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():) 

:t( a). 1 .. J .-in l lf!'o P( t)°" u1 Ct, t >} cit 

Om de Laplaoetransto~tie van inversen tot stand te brensen zal p ... 
bruik gem.aakt moeten worden van hogere pu.lef'uncties, die opgevat 
dienen te worden ala de oneigenlijke ~ funotie van Dirac of exacter 
ala de d1etr1butiea van Schwartz. 
De pula en dubbele pu.lsfu.nctie bleken bruikbaar voor de invoering van 
puntlasten en momenten. 

De Ju.nctielicham.en welk:e door Le.plaoe-transformatie op elkaar wor­
den a.fgebeeld blijken a.an bepaalde voorwaarden te moeten voldoen. 

F(t) moet van exponentie~lo begronsdheid zijn 

l F( t) e -s Cl{\ t.. M 

of ieta scherper t 
j F('t' )d't'" van begrensde variatie. 
0 

f( a) moet voor a ..... s naar i.ul gaan met ui tzondering van de transfor­
m.a.ties van de pulsfuncties in het punt t = O. 

Voor de transfor1Datie van afgeleidc functies werd gevonden 

L [ F11( t)) = snf( s) - an-1F( 0) - sn•2F• ( 0) - ••• Fn-i { 0). 

Ol.ll eon· indruk te krijgen van het gebruik dat men maken kan van Iap1aoe­
+.ransformaties zal een voorbeeld behandeld worden, dat tegelijker­
tijd tooh weer iets nieuwe brengt: 
Bepaling van de eieonfuncties en eigenwaarden van 
balk. Opatelling van de integraal-
vergelijking. ~,._ __ ~ 

een uitk.ragende 
l 1 --+X 

Allereerst zullen we hiervan de kern 1 -----L -----
moeten bepalen, d.w.z. de functiet die de zakkingalijn weergeeft bij 
be lasting door een kracht 1 terplaatse x = t.. ( invloedelijn), 
De differentiaalvergelijking van deze zak:kingalijn luidt 

44t:r = ~ 
dx 

met: ale randvoorwaa.rdon 
y(O) = 0 

y•(l) = 0 

q(x) = u,(x- e). 

y•(O) c 0 

y 11 •(1) = 0 

Passen we een Laplace-transformatio toe, zo gaat de differentiaalver­
gclijking over in 

sf. 
o4 L[y] - a3 y(O) - a2 y•(O) - ey11 (0) - y 111 (0) • •-!I 



of in ve band met de randvoorwaarden en na enige bewerkings 

0 ( ) - st. r J _ n YI'' 0 e 
Lt.Y~ - + 4 + , 4 • 

s s Ets 
Invers transformerend 

Y = f y11(0) + f, yu, (0) + ~GE£ )3 U.(x- l..) 

Y n = Y n ( O) + xy n t ( 0) + ,}- U ( x- l ) 

y"' = YI! I ( 0) + u { ~I t) • 

In verband met de resterendc randvoorwaarden zijn de vergelijkingcn op 
te lossen 

yH(O) + ly" I (0) + lif = 0 

y 111 (0)+-ir,=o 

metals oplossing 
1 yn•(o) = - ~ 

Voor de zakkingslijn vinden we dus: 

ofwel 
G(x, E..J = x2( 3 l -x)/6EI 

= E._ 2(3x-l )/6EI 
hetgeen ook te schrijvcn is als 

G(x,l) =l. 2(3x-t)/6EI 

= l, 2(3:x:- f._ )/6EI - (:x:6E))3 

(:x:((l) 

Cl < x) 

Cl< x) 

(x ) 

Is de balk belast door een willekeurige be lasting F( l,) zo zal de zak-

1:.:ing in een punt x gelijk zijn aan 
1 

y(x) = j G(x, l )F(l )dl 

0 

Zij nu de balk onderworpcn aan een ongedemptc trilling met kleine 
amplitude 

y(x,t) = y(x) sin wt 

) 2y(~t.l = - w 2y(x) sin wt. 
Jt 
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Als de mases. per d van de m , is du.a 

F( l ) = m 1,,}y( t..) sin wt 

;v(x) sin wt := m w 2 G(x, l) l) sin w t d .£. 
0 

ofwel x 
y(x) =AJ l 2(3x-l) 

0 

1 

~ )dl,+:>,_ f x2(3(-x) y(l )al A= !D-{jjh: 
X 

of omgevormd 
1 

J(x) = A f !.., 2(3x- ~) fr(l) d l, 
0 

+ A j ( 3 ~ -x) ~r( ) d £. + 
0 

0 

X 1 
= :- J l 2 (3x- l) y( £, ) d + A j' :1.:2 ( 3 -x) y( /.:, ) dt ;-

0 

X 

- A 2{ L) y( )d + \ f (x- tJ 3 y( )dl 
('\ 
\.I 0 

X 1 

- A f (x- ,: )3 y( )d t + A r x2 (3 l-x) ) d l. 
0 0 

1 
,,I 

y( )d Zij 3 (: ::: Q( en { y(~)dt, = r, 
0 0 

x) -· )\ (x- ~ )3 ) d l + /\ ti - It x3. 
0 

hi 

y( a) -

) = 

!:: 



l 

(3 = f y( t.. ) d l :: [ (sinh kl - sin kl) T 

0 

(cosh kl+ cos kl) + 6 \ 13 j = 
k 

= (sinh kl - sin kl) - 4(cosh kl+ cos kl) + /3 

sinh kl - sin kl k d._ 

cosh kl+ cos kl 3 

l 

.... 12 -

ri = J 3 t.._ y( l, ) dl:, = ,l~ t ~ ( sinh kl - sin kl) - 9 "- 4 1 ( cosh kl + cos kl)+ 
k k 0 

- 3 \o( (cosh kl+ cos kl) + 9 "? (sinh kl+ sin kl) + 6 f'.d.. • 
k k k4 

In verband met de gevonden ui tdrukking voor /:> zijn de eerste twee 
termen van het rechterlid nul. Na invoering van k4 

A= b vinden we~ 

.~ = - ~(cosh kl+ cos kl)+ 3~ (sinh kl+ sin kl)+ oZ 

ofwel 
cosh kl+ cos kl k 

f., = si~i; -~;-;-;;~--;1 3 o( • 

Do cigenwaarden k moeten dus gevonden worden uit de vergelijking: 

.£.Q.S_fl _kl:.....±_ _9..0 s kl 
sinh kl+ sin kl 

= _§j.nh kl_ - sin kl 

cosh kl+ cos kl 

ofwel ::io. 0nige uitwcrking 

cosh kl cos kl+ 1 = 0 
De eigenfuncties hebben de gn 1 R.r-i.!:.te 

y(x) = c (cash kx - cos kx) - si~h kl - sin kl(sinh kx - sin kx) 
cash kl+ cos kl 

Enkele waarden van kl zijn: 

k. 1 = 1,8751 
I 

k,> 1 = 4 , 6 9 4 1 , .. 
k 31 = 7,8548 

met de bijbehorende waarden 

w1 =o/0 ~ 

W2 = 2220~46 
12 \ff 

W2 = 6116979 
12 'Pf- • 
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4. Andere (compl~x~) vorm vanp.et inteB!'.aaltheorema van Fouriar­
Reciprociteitatheortma. 

Het in 9 3 afgeloidb theorema van F. in dG gedaante: 
-+CO 

f {f(x+O) + f(x-O)J == 

sohreven worden als 
t"' du _l f(t) cos u(t-x)dt kan ool< ge-

+c.o 
f(t(x+O) +f(x-0 )} = ~ f00 du j f( t) ( eiu( t-x) +e-iu( t-x)) dt 

<l.l (tie O -- {00 J-½ J du Jeiu(t-x)f(t)dt + ½ J du e-iu(t-x)f(t)dt. 
O -• o -ro 

Wanno~r in de oorsto integraal u wordt vcrvangen door -u, dan 
gs.at d~ uitkomst over in 

0 ~oo ~ ~~ 

ff f(x+O)+f(x-0) \ = ½_l du_£ e-iu(t-x)f(t)dt-:+} J d~L .-iu(t-x)f(t)dt 

of T +· 
f(x+O) = f(x-0) = ;_ ·· du j e-iu(t-x)f(t)dt ( 14) 

-,c;o -tl\\l 

+(.(} +oo. 

= -¾ J e1uxdu J c-iutf( t)dt. 
-c.o - to 

Op volkom"'n analogt.J wijze vindt men 
+()() +co 

t(x+O) + f(x-0) = ~ J e-iuxdu f e+iutf(t)dt (14'} 
-GO -00 

Di t thoorl;ma nc~mt oun bi j zond..,r olegante vorm aan a.ls men stcl t: 
+'O 

g(u) = -k J f(t)e-iutdt (15) 
V 2,- _"° 

(Deze 1ntegraal bestaat wegens a~ vcronderstelde convorgt.1ntie van 
.,.00 

f\t(t)\dt) 
-c:4 



In de continu1teits~unten van f(x) 
de reoiproo1teitaformules4 

+oO 

f(x) = 1 f g(u)e1uxdu 
fi,r _oo 

+o& 

g(u) = 1 J f(t)e-iutdt m -"° 

} 
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galden dan wegens (14) en (15) 

( 16) 

Men noemt de rechterzijden ,\e (algL mone) Fourier-transforms van 

g(u) resp. f(t). 
Wij vermeld~n de volgende speciale gevallen 

a: f ( x) is uim ~ functie v&n x: 

- f+'° g(u) =1/-; f(t) cos ut dt. 
0 

«J 

f( t) =1/; • f g( u) ·ooe ut du 
0 

(d.w.z. f(-x) = f(x)). 

b: f(x) is eon oneven. functic van x1 (d.w.z. f(-x) = -f(x)). 
Ill() 

g(u) = vT f f(t) sin ut dt. 
0 

,0 

f(t) = y!-- [ g(u) sin ut dt, 

In dez~ gevallen bereikt men volledige reciproeit~it. 
De rechtbrl~den van 17a en 17° worden de Fourier-cos-transforms, 
resp. de Fourier-sinus-transforms van f{t) en g(u) genoemd. 

5. Verdere tocpassingen van de Fourier-transforms. 

Nae.st de later t:-. vermelden belangri jke toepassingen op d.? theorie 

der L-transformaties en bij de oplossing van partiele differentiaal­
vergelijkingen kunnen de gevonden uitkomsten worden gebruikt om op 
eenvoudige wijze de uitkomat van verschillende: moeilijke integralen 
te; vinden. \lij vermcldt;n alleen a.ls voorbeeld ue bLkende ui tkomst 

van ]!:lplac__£: 

Stel f(x) = e- fl \xi ( f:, > 0) even functie. 

"° 
f(x) = e- /$ lxl=~ J g(u) cos u x du, 

0 
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met g( u.) 

0(1. 

.?Jl. } cos ux du e- /!:, I x.l m. a.. w • ~ = 
1r I).. £ + I.A .:: 

0 fP 

{ 18) 

(zif:: ook cu:rsus 1952-1953). 

6. De omkeringsformul_~s van Mel_lin, 

Eerste stelling va.p _!1e~lin: 

Gegeven: s = ~ + it i3 een complc::xe veranderlijke. 

In de strook cl... '- er <a. is dt' functi<, f ( s) analytisch, 

en f "° f( a-- + it) dt convergent. 

In de smallere strook a.-+ 6 5::. tr'~ /3-~ ( J > O, wille­

k0urig constant) zal f(s)~ 0 voor \t\.....:,,.co , gelijk-

!!l_a t.~ g =!£ i::r • 

WanneE::::r man dan stelt, voor x positief :re~el, en voor 

1 g(;c) := -· 

2 Tl i 

Jo-+ooi 

x-8 f(s)ds 
q-- 6Q i 

dan geldt in de Btrook (;},., t. a-<. /l 
Ci(,> 

f( s) -- J x 5 - 1 g(x) dx 

0 

( 19) 

(20) 



Wij integreren eerst de funct1e 

x-zf(e) 
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langs de omtrek der aangegeven reohthoek. De uitkomst =0, omdat 
deze functie op de omtrek van deze rechthoek en daarbinnen ana­
lytisch is. Dus 

°2+N1 J x-zf(z)dz + 

0--1 J x-(li+u)f(Ni+u)du 

°2-Ni °2 

+fo--2 x-(-Ni+u)f(-Ni+u)du = 0 

(Stelling van Cauchy). 

O:,-Ni 

+) x-z1'(z)d• + 

°1+N1 

Wegens f ( s) ➔ 0 voor \ t 1-- oo gelijkmatig in c( + J '=- 1r6 (!-i 
bij willekeurige vaste J > 0 kan bij gegevcn willekeurige kleine 
l > O een waarde t 0 > 0 worden bepaald, zodat: 

\ f( u+ti) \ '- ,\log x I 
\ -iF, 4\ 2 X -X 

voor \t \ ) t 0• 

Kiezen wij dus in bovenataande uitkomst, die ook geschreven kan 
worden ala: 

J0"'2+Ni o;j +Ni o-2 

x-•f(z)dz - j x-•f(z)dz = I x-(Ni+u)f(Ni+u)du t 

~-Ni 1-Ni <T.j 

0-2 

- J x-(-Ni+u)f(-Ni+u)du 

°1 
de waarde 

0'"2 

N > t 0 dan is de absolute waarde van het rcchterlid 

~ 
£1105 x \ du + f x-u ~ \log x_l du = 

I -~ -~I I-~ -~I 
<f -u X • 

c,1 2x -x O':j 2x -x 

zoals door berekening gemakkeli;Jk volgt, voor x.) 0 en x J 1. 
(voor x:::1 kieze men t zo groot, da t I f ( u+ti )\ I.. ½ is). 

Dus voor N > t 0 is 

I J~+Ni o;+Ni 
l x-zf ( z) dz - j 

"2-11 o:;-Ni 
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ofi 

<; +Ni 

x-zf(z)dz = lim J x-zf(z)dz 
N-ta> <;-Ni 

wat eenvoudig geachreven wordt ala 
a--2+ COi °1 +-, i 

J x-zt(z)dz =f x-zf{z)dz. (21) 

"2- GOi a-; - C(} i 

Men mag dus de verticale integra tieweg van er;- c.o 1 tot ,::;-1 + co i 

evenwijdig verpla.a.tsen naar ( °2- cci, o-2+ co i). 

Wij beschouwen vervolgens: 
~ 1 00 

S x9 - 1g(x)dx =J x8 - 1g(x)dx + J x8 - 1g(x)dx. 
0 0 1 

In de eerste integraal van ht rechterlid stellen wij: 
v-1 + ca i 

g(x) = ....L J x-zf(z)dz, 
2J-i ,.,.i 

°l-""" 
in de 2• de volgens (21) daaraan gelijke waarde 

0-2+ 001 

g(x) = ....L J x-zf(z)dz. 
21-i Ooi 0-2-

ws: 

1 =-

°1+d0i 

/ x 9 - 1 dx J x-•f( z) dz + 
O G:j"- cai 

w o-2+ coi 

....L f x8 - 1dx j x-zf(z)dz = I 1 + I 2 . 
2n-i , "2- c.oi 

In de integralen I 1 en r2 van het rechterlid mag de integratie­
volgorde verwisseld worden, omdat wegens 

+co 1 

\ r,\ t:: ....L f )f(a- 1+t1)l dt f x-1+{o--cr,) dx 
21t -ea 0 

+co GO 

\ 121,....L S \ t( o- 2+t1) I dt I x-1-< 0-2- a-) dx 
211"' -oo 1 



. - ,a .... 
de bedoelde 1ntegralen absoluut oonvergeren. Dus: 

Cb V2+ C.Oi 

J xs-1 g(x)d.x = .J_ J f( z)d~ 
2iri z-s 

o · °2- coi 

(22) 

Beachouwen wij J f(z)dz genomen langs de omtrek van de rechthoek z-e 
van de voorgaande figuur. Wij kiezen in de eerste plaata N zo groot 
dat S binnen de rechthoek valt. 
De absolute waarde van de som integralen langs de horizontale 
rechthoeksJijden is 

( [ 2 l r\~(Ni+u) \ du ( £ voor N groot genoeg, 
2 1r N- I ti 1 ~ 

1 

Nu is de waarde van J f~:ldz denomen over de omtrek van de rechthoek 

= 2?rif(s). (Integraa.lformule van Cauchy). (23) 
In verband met de voorgaande opmerkingen kan voor N-,,. oo deze con­
tour integratie worden vervangen door 

"2+a'>i o-,+ ~i 

\ f{z)dz -J f(z)dz 
j z-s z-s 
°2- Olli O":j- COi 

Uit (22) • (23) t.n (24) volgt: 
0, 

5 Xa-1 ( ) ( ) ~ ~ i'l. g x dx = f s in de strook cl. ... o--.. .-., 
0 

Tweede stelling van Mellin 

(24) 

w.t.b.w. 

Gflgeven voor x > 0 zal g(x) bij cedoeltcn glad zijn, d.w.z. 
ieder eindig interval O .t... x l.. a kan verdeeld warden in een eindig 
aantal deelintervallen, zodat in ieder van deze deelintervallen 
g(x) continu, diffcrentic&rbaar, met continue afgeltide zal zijn 
voor iedere a > 0. 

GO 

Voor «'-er<~ is J xo--1 g(x)dx absoluut convergent. 
0 

Dan volgt omgekeerd uit 
00 

f(x) = f x8 - 1 g(x)dx 

0 

er+ c.oi 

-. g(x) = -1.. f x-8 f(s)ds. 
211" i fT- co 1 



Bew~ j s : o-+ 00 i 

In de integraal _J_ J x- 8f(s)ds 
21Ti 0-- OOi 
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wordt x vervangen door 
c--+ co i 

Daardoor gaat de int8graal over in 
+co 

' 1 J e-usf(s)ds == 
27ri . 

i 

2it i 
j e-u(cr- +ti) dt.f(o-+ti) 

o--c.o 1 -00 

00 

-uf.T" rca 

= ~ e-ut i dt. J y { er +it) -1 g ( y) dy. 

0 
2'ff 

-a:i 

Vervang hierin y door ev. Dan wordt: 

_j_ (+cai e-usf(s)ds = e-u<r J+~-utidt 
2'iri J . 2 rr-

c:r- (,Q J. - 00 

= 

met 
G(v) = evo- g(ev). 

+co J e(a-+it)vg(ev)dv 

-(',(} 

Volgens de formule van Fourier (14 1 ) geldt dus in ieder conti­
nu:i t,; its punt van g( x) 

.-+ co i 

2:i J . 
er- ca 1 

x- 8 f(s)ds = e-uo-G(u) = e-ucr- eucr g(eu) = g(x). 

w.t.b.w. 
Wij zullen in het vervolg zien, dat speciaal met behulp van de 
tweede stelling de inverse Laplace-transformatie in integraalvorm 
kan wordon opgeschreven. 
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(Aanvulling op de 2e Voordracht van 21 October ·1953) 

Spreker: Ir TI.1.1 • Trense. 

Door de Laplace transformatie: 
vO 

f(s) = L [ F(t)] = f e-st F(t)dt 

0 

wordt het funotielichaam { f( s) \ ism11orf afgebeeld op het furictie-~ 

liohaam { F( t) \ • Onder een functiclichaarri verstaa.t men een verza.me­

ling van functies, die zowel a.an de addi ti eve aln aan de m.ul tiplj_­

catieve groepseigenschappen voldoen. 
Wat deze eigenschappen zijn, zal in de loop van het betoog wel dui­
delijk worden. 

Zijn de vermenigvu.ldigings-opere.ties commutatief zo heat een lichaam 

recht t in tegenstelling met de ni'et comnru.tatieve scheve lichamen. 

\ f( s)\ en { F( t)' zullen recht blijken te zijn. 
Het bewijs van de isomorfie van\ f(s)1 en 1 g(s)~ als a.dditieve groe-
pen beachouwd gaat ale volgt · 

ca 

oO 

= J e-8tF(t)dt 

0 

• j e-st f F(t) + G(t)\ dt = L[li'(t) + G(t)j = 
0 
~ 

e J e-st f G(t) + F(t)\ dt == L [G(t) + Ir(t)J = 
0 

co 
r 

+ J e-stG(t)dt == 

0 

eQ C-0 

• j e - 8 t G ( t ) d t + J e - st Ji' ( t ) d t :., L [ G ( t ) ) + Ii [ F' ( t ) j = g ( s ) + f ( s ) 
0 0 

q.e.a. 
Hoewel eigenlijJ.~ tr:i.vi.aal zulltm de cHlcii ti eve gro~paeij_;en:3cha1)pen 

hier wordon cenoemd 

{f ( a)+ g( s)) + k ( s) = f ( s) + { g ( a) + le ( e) \ ~ . . 
associatieve wet 

{F(t)+G(t)\+H(t) = l11 (t)+ {G{t)·i-H(-t)\ 



Er is een eenheidselemant in beide groepen, dat 
dan wel ale reohter eenheidselement fungeert 
i .. c .. : o(s) • 0 en O{t) = O 
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2owel als linker 

f(s) + o(s) = f(a) 
o(e) + f(s) = f(e} 

F(t) + O(t) = F(t) 
O(t) + F(t) = F(t} 

Bij elJr element hoort zijn inverse 
[f(s)J - 1 = -f(s) [F(t)J - 1 = -F(t) 

IEu11ers 

f(s) + lf(s)) 

F( t) + [ F( t) J 

_, 
-1 

= 

= 

f(s) - f(s) = o(s) 

F(t) - F(t) = O(t) 

Uit het voorgaande volgt voor beide groepen de mogelijkheid tot af­
trekking .. Onder het verschil van g(s) en f(s) versta.a.t men het ele­
ment, dat bij f(s) geteld g(e) oplevert. 
Dit element is g(s) + lf(s)} - 1• 
Im:ro.ers 

f(s) + { g(s) + lf(s)J -·11 = f(s) + i [f(s)J -i + g(s) j = 

= {f(s) + [f(s)} - 11 + g(s) = o(.s) + g(s) = g(s). 

Voor :B'( t) en G( t) geldt dezelfde beschouwing. Bij de isornorfie der 

aultiplicatieve groepen kiezen weals vermenigvuldiginge-operatie 
voor de verzameling 1 f( s )' de gewone algebraische vermenigvuldiging. 

Yoor de verza.meling {F( t)\ is ze dan de convolutie integrasl .. 

Immers 
f(a) g(s)::: L[P(t)~G(t)) = 

Ct,j t 

i:: _J e-st f F(t- -r-) G(rr-)d,,...= g(s) f(s) = L lG(t) •F(t)J = 
0 0 

co t 

~ 1 e-st l G(t- -.)F(-,-. )d't"", 

Daar f( s) e 1~n multiplicatieve groep is, ia F(t) di t ook 

!lat F(t) ~ G(t) :::: G(t)* F(t) ziet men ook omuddellijk in• 

Substitueor in 

"'t- = t-"' 
Uit "t" =0 ➔ l'=t 

t 
} F(t- "t")G('l"" )rlT. 

0 
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= t G( t- ~ ) l?(" ) d V 

Wat is nu in de groep { F( t)) het eenheidselement. Met deze vraa.g 
storten we ona meteen op een berg van mathema.tische mooilijkheden. 
JJi t element moat die functic zijn, van welke de Le.place getransform.1~erde 

1 is. Het vorig jaa.r hebben we haa.r leren kennen a.ls eerate puls­
functic .. We hebben toen geclefinieerd de eenheidasprongfunctie en de 
verschoven eenheidssprongfunotie 

]Uto 
! 
i 

1 ~---•""•------

U(t) = 0 voor t 6 0 

U(t) = 1 voor t > 0 

Hierop kunnen we def1nieren 

Da over gang u1 ( t):: lim u1 ( t ., t. ) 
E. ➔ 0 

1 
i l.1 
/ 

O' -+/---------t-
i 

U( t- () - 0 

U( t- L) = 1 

voor t '-- E. 

voor t > E. 

() ---,-e. --
is nu in do ogen van exactc mathematici een gruwol, zulk ocn functio 
is immers niet gedefinicerd. Merkwaardig is_, dat ze wel goed bruikbanr 

1s ala operator ondE:r het integraalteken. Eet lijkt me yerste.ndig 
toe haar dan ook in de gonst van do Stiultjes-integre.lon 
to dctinieren ala 

U1('t)dt = d U(t) 

De functie u1(t) is ecn verbyzondering van de J funotio van Dirao, 
9'elku functio en "a.fgoleiden'* Dirac herbaaldt: malen to(.:past in zijn 
rolativistisohu quanten mecha.nica .. Daar dt:finieort hij deze functie 

·heel ruim, ale + ,J:J: 

JO (t)dt = 1 

-~ 
i{t)--0 
6 ( t) = 0 

voor 't l. 0 

\fOOI' t ) 0. 
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Een lean zich a.llarlei ! ~ fu.notit!S bodcnkon. llijv .. ui•t do klokfunotj,o 
van Ga.uezi 

.¼ (t) = lim J (t,a) 
8. ➔ 0 

Het rechterlid is onafhankclijk van a .. Laat men a. tot nul na.deren 

zo is voor t -J. 0 lim I ( t •a) = 0., 
a....,. O 

Voor t--+ 0 wordt l{ t) 00 groot. 

Een ander voorbeeld u.it de fu.nctie van Lejeune Dirichlet 

6(t,N)=0 

6 (t,N) = 0 

-Nt. 

voor - t t.. t '- €. .. 

voor t l- ( 
voor t > c... 

d Nt = 

+oo 

Voor N t- 00 wordt dus _[6 (t,N)dt =;: ~ 1 

I 

I 

Men kan t zo klein maken a.ls men zelf wil on krijgt dan cen Dira.csche 
6 .. funotie. 

Bet vorig je..a.r hebb(m we 001.c de dubbelo puls ingevoerd, die ik nu 
in de geest der Stieltjes integralen detinioer door 

U2(t)dt = d U1(t). 

Grafisoh voorgcateld hobben we th u,a; 

_lL_ 
0 I E. 

I 

1 d D1(t) = U2(t)dt 
l I 

_J.. 
l 



Vergeli,1ken we bet een en antler aet de tu.no-tie & (t) en bur 'dee~>: 
lciden zoala ae ontataan uit de klok:twlot1o van Gauez. 
Voor U(t.a) is dan te sobri~Yen Ult,o.J 

t ~ 
U( t, a) = ..l.. j e - a' d 'T." 

vai ..... 

U(t,a) = lim U(t,a) 
8. ➔ 0 

Bij overgang van a naar nul en ~ naar nul + vol.gt 

U1(t)dt = d U(t) 

• 

I) 

tA./t,c.) 

£.. werd ingevoerd om or zorg voor te dragen dat na ovcrgang a ➔ 0 

voor t 4a O 

Zo we hier steeds rekening mee houdon kunnen we hot ook weglaten 

Dij overgang a~ 0 

U2(t)dt = d u1(t). 

e 
-r. a 

t 

We zullen nog nagaan of het momont bij de functic u2(t,a) ona.fhanko­
lijk van a, ,6n blijft. Voor dit moment ie to echrijven 

0 0 

-2 j t u2(t,a)dt = -2 j t d u1(t,a) = 
(IJ -to 

• [-2t 
Bepalon we de L,T. van u1(t) 

IIO «> 

L U1(t) = J e-st u1(t)dt = J e-std U(t) = 
0 0 

., Joo oo 

•[ e-•t U(t)) + • e-st U(t)dt • sl-•:at) • ~ • 11 

0 0 0 



·Of met Stieltjes integr~ien 
00 . J e-st d U( t) ·~ [ e -et ] • 1 = 1 • 1 = 1 • 

0 t-0 
Evenzo van u2(t) 

aJ (XJ,-

L [ u2(t)] = I e-st u2(t)dt = le-st d u1(t) = 

Cl) ()() 

= [ e- st u1(t)] + sf e-st u1(t)dt = s x 1 = s. 
0 0 

Tiefinieren we in het algemeen 

zo vinden we 
ca 

= J 0-st 

. co 

up+ 1(t)dt = J e-std up(t) = 
0 

-n-1 = 5.1:' 

... 25 ... 

De hogero pulsfunctios zullcn zeer bruikbaar blijken te zijn tor bo­
paling van de inverse functies [F(t)] - 1• 
Verifi~ren we vervolgens het eenheidselemcnt 

t t 

f(s)1~ J F(t--r-)u1(c)d-r- = l F(t-T)d U(,,:-) = 

t . Jt 
= L-F( t- 1:"") U( '(;-) l + FI ( t- t"") U( 1:'" ) d 'L = 
· - 0 0 

. t 

= F(O) - lF(t- ,r-)} : F(O) - F(O) + F(t) = F(t). 
0 

Met Stioltjes integralen ziet men dit zclfs sneller 
t t f F(t-·d U1(-r-)d-r- = [ F(t--r-)d U(-r--) =( F(t-1:"-)l .1 = F(t), 

0 0 T=O 

Gebruik makend0 van de isomorfie 

ff(s)i ~ {F(t)1 
bewijzen we, 



{ f' c s ) g c s ) \ k < s) = t I {F ( t ) ~ G c t) \ ~ H < t ) 1 
:f(s) {g(s) k(s)\ = L [ F(t) * f G(t)~ H(t)l} 

••• {F(t)*G(t)\*H(t) = F(t)*{G(t)*H(t)j 

ofwel 
t t-7"-

J { J F( t- 7"- V ) G( V ) d ~} H( ,:-- ) d --i:- = 
0 0 

t "r' 

= J { F( s7 7"") s G(-r- - v ) H( P ) d ~] d '"C-

O 0 

Gaan we na waar s f(s) de L.T. van is 
t t 
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s f(s) = f(s)s<Z> J F(t--r-) u2(-r--)d'1: = J :B'(t--r-)dU1{,:-) = 

0 0 

t 

= rF(t-1"")U1('t")] 
. 0 0 

t 
= F(O)U1(t) + J F'(t--r) d U(r) = F(O) u1(t) + 1n(t) 

0 

L[F 1 (t)}= s f(s) - L[F(O) u1(t)] = s f(s) - F(O). 

Zijin het algomoen 

s-n f(s) - s-n.- 1 F(O) - s n.-2 Ff(O) ... - F('n.- 1)(0) 

~ F(""")(t) 

Vermonigvuldigcn we het linkerlid mets zo moeten we van het rechter­
lid de convolutie integraal bepalen met u2(t) 

'l\+1 ,n ('Yl...-1) 
s f ( s) - s F ( 0) ... • - sF ( 0) 

t t 

~ j F('tl.\t-1:-) u2(('"")d'1'" = J F(')"\_\t-1-)d u1(.:-) 

0 0 

t 
= [ F('l\).(t-1'"-) u1(?-)] 

0 

t 
+ f F ( ~ + 1) ( t- -r) U 1 ( 'i:'- ) d"<= 

0 



.... ~+1 ""- . (-'n.·- 1 ) ftn) l-1'\+11 
•·• s f(s) - s F(O) ·····- SF {O) ·- F (o)·!l :F \t) 

zoda.t bew ;Zen. is da:t 'in het algemoen 

Toe-passing 
F(t) :::: sin kt 

F•(t) = k cos kt 

F11 (t) = -k2 sin kt 

(fl'\. -1) 
- F (0). 

F(O) :::: 0 

Fl (0) :::: k 

L_l- k 2 sin kt} = ·s2L [ sin kt] -k 

L [sin kt} - k. · 
s2 + k2 • 

Maar dan is [sin kt 1 ·-1 = L-1 L 82 ~ k 2 J = 

= ~ u3(t) + k u1(t) 

We zien hieru.it dus dat inversen te bepalen ziJn zo de pu:lsfuncties 
aanvaard worden. Het vorig jaar werd afgeleid 

L l cos ktl = s 
s2 + k~ 

F(t) = sinh kt 
F 1 (t} = k cosh kt 

F 11(t) = k2 sinh kt 

F(O) = 0 

F 1 (0) = 0 

L l k 2 sinh Jtt} = s2 L [ sinh kt 1- k 

Evenzo 

zodat 

L l sinh kt] = 2 k 2 • 
s - k 

L [ cosh kt} = s 
2 2 ' s - k 

L l sinh kt - sin kt] = k 2 - 2 k 
s 2 - k s + k2 

L ( cash kt - cos kt } = 6 9 

s2 ·- k2 - s2 + k2 
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Q!g:.,~ Method en der Mathema.tische Fh_.xsi_c_~ ( ver·volu;) 
te •s-Gravenhage 

5e Voo.rdracht: 18 November 1953 

Spreker: Ir R. ':l. Trense. 

Op verzoek zal nog een vraagstuk behandeld warden als in de sylla­
bus voor de voordracht o:ri 21 October '·53 teneinde duidelijk ui t te la­

ten komen, dat de toegepaste methode een algemene methode is •.• 
Het aan de orde gestelde vraagstuk is de afleiding van de eigen­

trillingen van een aan weersr~ijden inge}cle1nde balk. De kern van de 
integraalvergelijking wordt in wezen weer gevormd door de invloedslijn 
voor uitbuiging uit de evenwichtsstand. 
Ter vergelijking zullen de invloedslijnen afgeleid worden van de aan 
een zijde ingeklemde balk (geval I) de aan een zijde ingeklemde en aan 
andere zijde vrij opgclegde balk (geval II) en de aan weerszijden 
ingeklemde balk. De D. V. luidt 

a4y u1(x- ! ) I 
-r=-- -

dx EI 

Voor alle drie gevallen zijn de -rr 
randvoorwaarden voor x=O~ 

~y 
/ J. 

1Y 

~ >/ 4 
I 

,l. -x 

~// 
~ 

Y(O) = O; Y1 (0) = O. ill l ~~ 
Door Laplace transformatie wordt de 
tot~ 

~ 

diffe entiaalvergelijking omgezet 

3 -sJ 
s 4y(s) - s Y(O) - s 2Y1 (0) - sY"(O) - Y11 '(0) = _eE--."f---• 

In verband met de randvoorwaarden 

y(s) =; Y 11 (0) + 14· Y 11 '(0) + 1r 
s s 

· . .raarui t door inverse transform.a tic 

-sE e ,\ 

s4 

3 ' 
Y(x) = ~ x2Y 11 (0) + 't x 3Y 11 '(0) + "t _{xEf) U(x-j ). 

Voor de llrie gevallen krijgen vve met de resterende randvoorwaarden 

y11( 1) = 0 Y" ' ( 1) = 0 



Geval II: Y0 (1) = 0 

of omg?vormd 

Q.£yal III: Y(l) = 0 Y'(l) = 0 

· of omgevormd 

... ~ x2 ·x3 
Y (x)= ..LJ. -:-
III 6EI 

+ .(_tf:_j~ U(x- 3) - f-{.;.2~~ -
6EI 12EI 1 

3 j 2~2 ( 1-xJ ( 1- J ) 
,- 12EI 13 • 

Men ziet dat in alle dric gevallen de vergelijking zo gevorfild is, dat 
men de vorm voor x ) _5 ui t die voor x ( ~ krijgen kan door x met J 
te verwisselen. 

Voor het geval III krijgen we voor x ( 5 ➔ _5 ) x 

y ( x) = 1 2 € -21 j 2 + j 3 x2 + -1 3 + 31 j 2 -2 j 3 x3 
III 2EI 1 2 6EI 13 

Voor x ) J ~ J ~ x 

y (x) = 12~_-21 2+ . 3 j2 + -13.t]]. 2_2 3 f3 + (x- J3 
III 2EI 12 6EI 13 , 6EI 

ofwel 

Voor x ) j -,1 j ( x 

2 2 3 
y (x) = 1 x-2lx ±X J 2 
III 2EI 12 

Voor x ( 3 -P 3 ) x 

y (x) _ 1 2x-2lx2+x~ 1;2 + -13+3lx_2.:-.?.1:2. ~3 ... ,,(_x- j_2 . 
III - 2EI 12 > 6EI 13 ~ _6EI 

We zullen bij de verdere afleiding van een viertal functies gebru.ik 

maken t.wa 



u1(x) = sinh kx - sin kx 
G3 (x) = sinh kx + sin lot 

()2(x) = oosh ltx - oos lot: 

cr-4(x) ~ eoah kx '+ cos Jtt 

d C-1 (x) . - dG""~tx) dG°' (x) dG" (x) 
·-- == ltu o( x); __ ...,,,, kG3 ... ( x) ; l -- ::¢ lt(r. { x) ; i ,, =k <5:1 ( x} 

dx ' dx ax .,. dx 

Bepalen we 1 _ 

l Jn ~ ra(_§ )dj 
0 

m te beschouwen a.ls m mod 4 

11,t CJm( j )d 5 = ~ \1 f dUm-f] ) = 

0 -6 
= [ .,f- 0 m-1( 5 { - ~ JJ n_, '>m-1 ( 5 )d] = 

Mat daze rccuraiaformule bepalen we 

j~1(!)d! 
rl 

)) () 1(5)d 5 

en 



,. 

6(3°" t(l} • 

k 

Als een aan weerszijden 1ngoklem4e balk belast wordt door een moaen-
tane belasting F(j ,t) zo is de m.ountane mai:k1DS terplaatse x: 

11 
Y(x,t) = O YIII(x) F(J ,.t)dj 

Zij G(x,j) = 6EI Y111(x) zo wordt deze vergelijking 

Y(x,t) = ril' jl G(x, j) F( J ,t) d 5 
Als de balk in etaande trilling ie, is voor Y(x,t) te sobrijven 

Y(x,t) = Y(x) sin wt 

Stellen we de maasa per lengte eenheid m. Op een element ter lcngte 
d j, , terplaatse j workt da.n een traagheidskracht groot: 

- W 2m Y(x) sin Wt dj , 
welko gericht is naar de evenwiohtsatand. Deze kracht wordt geleverd 
door de inwendige schuifspanningen aan weerazijden van het element 
hierop werkend. Deze schuifspanningen, tezam.en met dezelfde uitwijking 
uit de evenwichtatand, kunn0n oak worden geloverd door een belasting 

F(j , t) = W 2m Y( j ) sin W t. 

In de integraalvergelijking ingevuld krijgen we 
1 

Y(x) sin Wt = l,.i2m 1 G(x, j) Y(j) sin Wt dj 
6EI 0 

':.. lD W 2 
Delen we beida le den door sin Wt en stcllen we 1, • ---

zo ontste.at tenslotte 

Y(x) = ,\f G(x, J) Y(j )dj , 
0 

6EI 

Vullen we voor G(x1S) de voor de san weerezijden ingeklemde ballt ge­
vondet. ,vaarde in, zo is: 

Y(x) "A 1 { J.6 -={¥~--+-Jx_3 52 + -13 + ~f2 - 2!3 ) 3) Y( j )d) 

,\}' .. 



waaruit 

Y( 8 ) = 2,£ <A a + 2 A /3 • 
s -6..-\ ~ 

Zij 6 A == k4 

. Y( 8 ) a 2 Ad.. a + 2 l) .a, . 
~ -:-;t a - k 

Door inverse tra.neformatie ontstaat hieruit 

Y(x) == ¥< ooab. la - cos kx) + 
k 

+ ¥(sinh b: - sin kx) = 
k 
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In d_e :f ormules voo:r cA .en j3 ingow.14 kr1jgen we 1 

l . l l 

°' = ~,[1 31~ G'2( j >dJ-J 61J 2G"2Cj )dj + l 3 J3<5""2<) )aj]+ 
l l l 

+ ~~fL 31)U,<!>'1-16lj 2CJ,<j>dJ+ ! 3j 3tT,<j >d_>] .. 

= )..d,.[ •. ~(I (l) _ Jl;Cf. (l) + 612 _ fil!.CT:(l) + 1212 U.(l) _ 
~. k 1 k 4 7 k 1 7 4 

2 
121 31_~ . 91 0-4 ( l) 181 rz- 18 r:- ] - -::J Cf 3 ( 1) + 7c Cf1 ( l) - 2 + -::J v ) ( l) - :-.f u 2 ( 1) + 
k k k k 

+ ~ l-J~3 er 4<1> - 31; er 3<1> - 6~3 cr4<1> + 12,2 cr3<1> - t2icr-2<1> 
k J . k k k 

Er rekening mee b.ou.dende dat 6 ~ = k 4 ontstaat door linker en rechter 
lid met 7 2 

k6t te vermenigvu.ldigen: 

{ k21Gil) - 3k<f2(l)}d, + l klCJ;(l) - 3(),(1)) f3 = 0 

/2= ;2~ [ f -3130-2( J )dj + f 91 J2U2( J )dJ-t 6 J 3cY2( 5 }d 5) + 

+ ~(f *31¼1c5 ld)+ f 91J2cr,c 5 )d-5 -f 6_53cr,c )>d~) = 

= 1~ [ -Jf 3 U. ( 1) + 9],_? G. ( l) - 18~ 2 Cf ( 1) + 181 <r: ( 1) -
kl 1 ~1 k 4 t33 

_ 613 ()" (1) + 18~2 6: (l) _ 365 (j'" (l) + ..l§. 0- (1)] + 
T1 k 4 kl ~2 

+ M[ _ Jf'¾.<1> • §f- + ~ cs-4<1> _ 1e~:G)<1> + ~ ()2<1> 
~ k k 



Door vermenigvuldiging van liDJter en rechterlid met g713 ontsta.at 
18/\ 

{- k 210-3(1) + 2ku2(1))0\ + ~-k:102(1) + 2()1(1))/3 = 0 

Van beide vergelijkingen voor d.. en /3 is alleen oon oploaeing mogolijl.: 

zo 

k210 3 ( l) - 3kO 2< 1) 

-k21 Cf" 3(1) + 2k<J2(1) 

-k c,2(1) 

-k21 u3 ( l) + 2k o2( l) 

kl Cf 2( l) - 361 ( l) 

-kl CJ 2 ( l) + 2 () 1 ( l) 

-C>,(l) 

-kl<G(l) + 2()1(1) 

s 0 

C 0 

+ k21C5i(1) - a:o,(l) G2(l) - k2lcf1{l)cf3(l) + 2ko,(l)(J2{1) = 0 

0~<1) = o,<1>u3<1> 
ofwel 

(ooah kl - cos kl) 2 = (sinh kl - sin kl)(sinh kl+ ein kl) 

cosh2kl - 2 cosh kl cos kl+ cos2kl = sinh2kl - ein2kl 

cosh2kl - sinh2kl + cos2kl + sin2kl = 2 oosh kl cos kl 

2 = 2 oosh kl cos kl 

cosh kl cos kl= 1 

~ k~lG,l( l) - 2k()2( l) 
I.., =~------------- • 

-kl(j'" 2( 1) + 2 C-1 ( 1) 

klo3(1) .- 2k(f2(1) (J1(1) 

• o( k -klCJ2(1) + 2()1(1) .. Cf1{l) = 

kl (f 1 ( l) () ( l) - 2k Cf 2 ( 1) Cf 1 ( 1) 
•~k . .· = l ... kl(Ji(l) + 20,(1) G,(1) 

klef2(l) - 2k(!2(l)()1(l) 6'2(1) 
• 0\ k -------------- • - o( k ----{-kl«:r2(1) + 2()1(1) Cf" 1(1) ()1(1) 
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Y{x) = ~i;A f61(1)cr;(x) - Gp)G1{x)\. 
k 1(1)t j 

Y'(x} = ~ d--. ( G"plGj(x) - Gi1)(}2(xi\ 
k 1 ( 1) l j 

Y" ( x) = G /\ <:A f G, ( l) (f4 ( x} -();p )()3 (x )( 
1 ( 1) l J 

Y"' (x}~ &, frf la; ( 1) CJ, (x} - cf2( 1) CJ 4 (x)) 

Y(l) = 0 Y'(l) = 0 

Vo~der volgt uit cosh kl cos kl= 1 

sinh kl =Vcosh2kl-1 \ /__ ~ - - 1 = tg kl -~f"cos kl 

6 1(1)()4(1) -6"2(I)G3(1) = 2(sinh kl cos kl - cosh kl sin kl)·= 

= 2tg kl (cos kl - 1) 
De uitdruk!::ing in alleen nul voor kl = n'\\ ,. Alleen voor het triviale 
geval oat n=O stemt dit overeen met de wortels van cosh kl cos kl= 1 

Ook doze uitdrukking is alleen nul voor kl= nl\ • 
Inderdaa.d is dus 

Y11 (l) -J 0 

Y"•(l) -J 0 
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.: 

Cursus Methoden der Ma-tm_~matische Physi~ ( vervolg) 
te 's-Gravenhag~ 

6e Voordracht: 16 December 1953 

Spreker: Ir R.W. Trense~ 

Be paling van de eigentrillingen van een aan weerszij den scharnieren d 

opgelegde staaf, die onderworpen is aan een ~rekkracht P. 
Van de integraalvergelijking, die het 

probleem beheerst, zullen we aller-
eerst de kern afleiden, d.w. z. de in-
vloedslijn voor de uitwijkingen uit 
de evenwi ch ts stand·. De D.V. hiervoor 

2 
M ~PY= - EI d y 

dx2 

Waaruit door samenstelling 

p -- 4 = U/x-t!_ • 
EI dx EI 

~ 

""P 

zijn 

Voor het punt x=O zijn de randvoorwaarden 

Y( 0) = 0; Y 11 ( 0) = 0 

Door L.T. ontstaat uit de D.V. 

< j t' 

t 

p 
s 4y(s) - ·s3Y(O) - s 2Y•(O) - sY"(O) - Y 111 (0) --

p 

EI 

e ... s J 
sY(O) + ...x._ Y' (0) = -----

EI EI 

In verband met de randvoorwaarden 

EI 

• 

( s4 - Ls2)y( s) 
EI 

e-s J 
= (s2 _L)Y 1 (0) + Y" 1 (0) + •• 

EI EI 
r;. • 1? _/ 2 
"'1.J EI = ~ 

= Y•(0) + Y'"{0~ e-s) 
y(s) -r s2(s2-d--.) + EI s~(s2-d-..2)' 

0 ) 'K. 

l 1 
) 
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of na partiele breuksplitsing 

Y•(O) Y"•(O). 1 -sj -sj 
y(s) = ~ + ~( ~1 2 - ½,) + . ( i . ~ - t 2 ) 

s s -<1,:., a °"~EI a~-«. s • 

Inverse transformerend 

Y(x) = xY• (0) + ~ l sinh o'-.. x - d,.x) +1;_J;1~) t einh o( (x- j )-d- (x-.) >] 

Y 11 ( x) = ~ einh <::I... x + .Yi.;:-JJ. ( sinh d-.. ( x- j ) 
-~ d,,. EI l 

Uit de resterende randvoorwaarden 

Y(l} ::: 0 Y"(l) = 0 vol.gt 

Y'(O) = 1- ~ _ sinh o(.(1-j) 
~ d-.2EI sinh o<. l 

yu t ( o) ::: _ sinh o'-. ( l- J ) 
EI sinh ol.. 1 

~- \ x ) _( 1-:i)~. JL~!1Jl o< l~j_sinh d-. ( 1- i}-1 Si nb:J(.x s i nh ~l.J._-j)_+]:_atx a inh e':Ll- (. ~ 
ol.... EI l sinh~ l 

+ ~( sinhQ\.(x- j) -~(x- j). 
d..:. EI l 

Nu is ri--2EI = P. 

Y(x) = _ sinho<.x einho((l-~J 
P cl,., sinhotl 

+ (l- §)x + U(x- ! ) {sinho((x- ~ )-o(..(x- J)\). 
. Pl P <:A 

Voor x < j ofwel j ) x 

Y(x) = - sinhot:.(1-)) sinh rJ... x + (1- j )x • 
P d... einh ol.l Pl 

Voor x ) j ofwel J (. x 

Y(x) =- ginh0\(1-j) sinhg(. x + 
P c( ainh~l 

waaruit na enige uitwerking 

{l-] )x + sinho< (x- \} _ (x- \) 
Pl Po(. P 

"'.:(x) = _ sinh d-J einhst,(1-x) + ! (1-x) , 
P d-.. einh d.. l Pl 

zodat voor x ( ] -+ j }X ook te echrijven is 

Y(x) • _ a1ruvb 3 s1,p.)ld. (l-;g) + .Sc 1-x) _ siph~(x- ~ ) + .!.::....l,_ . 
P r;J... sinhol. l Pl P d-.. P 
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Denken we one de beweging weer als e&n staande trilling, zo krijgen we 
met datgene wat in de voorgaande voordraohten reeds werd behandeld voor 
de integraalvergelijking zo we 

, mw2 
I\. a --- atellen 

Pd... . 

Y(x) ="'-Cr _ sinhd., sinh';;(l-x) + ,;J. j {l-x) 1 Y( ~ )d E + 
~ l s1nh ot l l j ) 

_ sinh 0\(1- 5 )sinh o(~ + d-{ 1- ,S )x ) Y{) )d j _ 
sinh ct_ 1 1 

_ sinhd\} sinhot-(1-x) +°' S(l-x) l Y() )d .,S 
sinh cJ..... 1 1 j 

1 
Zij /J = - ~ ( si~ 0\ { 1- j) Y( ~ ) d 5 

)0 sinh d.-, l 

l 

C = + 1 ~ { 1- j ) Y( ~ ) d ~ 
0 l 

X ~~ 
Y(x) =Alo f sinJu:i,(x- _§) - d-(x- ~)} Y( ~ )d 5 + : ainh d-. x +A "6 :z:, 

Ha L-tranaform.atie1 

) " ""t 1 1 } ) f3 ;\ o 7\ y( S =A'-"\ 2 2 - 2 y( S + ~~ + --y• 
s-~ a· s-~ s 

:Jrmenigvuldig linker en rechterlid met si2(s2-ot-.2 ) 

( a4- ~s2 -/\~)y( s) e:A a2 + A ( a2- d--2). 

Zo k~ = - ¾ d.. 2 + ¾ ci-. 4 +t\ ct 3 

k~ = ~ d.. 2 +V ¾ cl- 4 + i\d) 

t\p,i >,.~cs2-d.2> 
y(s) = (a2+k~)(u2-k~) + (s2+k)(s~-k~) 

of na part1ele breuksplitaing 



of in het algemeen 

Y(x) = c1 sin k 1x + c2 sinh k 2x 

Y11 (x) = - C1k; sin k 1x + C2k~ sinh k 2x. 

:::n verband met de randvoorwaa.rden Y(l) = Y 11(l) = 0 

c1 sin k 11 + c2 sinh k 21 = O 

- C1k~ sin k 11 + c2k~ sinh k21 = O. 

Dit stelsel heeft a.lleen een oplossing ongelijk aan de nuloplossing, zo 

sin k11 

2 - k 1 sin k 11 

of na uitwerking 

sinh k 21 

k~ sinh k 21 

(k~ + k~) ainh k21 sin k 11 = 0 

k~ + k~ = 2 V l a( 4 + )-. o(_ J ,f 0 

sinh k21 -j O. 

Een oplossing is dus alleen mogelijk zo 
k 11 = u 1T n -j 0 

2 v·.,-1-.-4-. ---3 1 2 n 2 lT 2 
k 1 = . 4 d. + A ci._ - 2 0\ = 1 2--

p2 

(EI) 2 
me;} 

+-

= 0 
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Uit: 

( ) . nlTx Y :X: ·.· = C 1 Sl.n -- • 
l 

Bepaling van de eigentrillingen van een aan weerszijden ingeklemde staaf 
onderworpen a.an een trekkracht P, D. V. van de kernvergelijls:ing 

< § 1 
....:::...i----------+---"-"· ➔ ~ 

..... --> .. -< 1 
Na Laplace Transform.atie: 

s4y(s) - s3Y(O) - s2Y 1 (0) - sY 11 (0) 

verband met de randvoorwaarden: 

'I• • p 6!l_ 2 
i.ilJ EI :::; v, 

Y ti ( Q ). Y Y II I. I. I I {. Q Q) e. - S .5 
y(s) =~+~+-·2-2 2 

s ( s - d:. ) s ( s - d.:.. ) EI s ( s - d-. ) 

Y 11 {0) s 1 Y" 1 f0 1 1 1 1 e-8 ~ e-sj 
y( s) = - . r< ~~ - -) + --~~c 7--~ - -~) + ~< ~-~ - -2) 

d-- s - d- 8 cA s - cl... s (j.:_ EI s - d-.. s 

y11(0) { 
Y( X) :::; ·-;;:r· • cosh d-.. X - 1} + X:;j~l { sinh cZ x - d.x }+ 

+ ~{sinhci<..(x- 5) -ol(x- j)) 
o(. EI 

Uit 1) = Y1 (1) = 0 vinden we voor Y11 (0) en yut(O) waarden welke 

ctiea zijn van 5 . 
j H(f) H2(j) 

yu( O) = ~ , y11 t ( 0) = •, ,__, • 
ct.. EI EI 

\ oor x ( .§ _,. f )x 

H1(j). 1 H2(!) 
x) = :,- 1 coshd.. x-1 + ~- J 

~-EI l cl:. EI l 



Voor x ) ~ -+ j <. x 

H1 ( J) \ 82( j) . 
Y(x) = 3 1 coshc:J.... x - 1 + j { sinho(x -ol.x }+ 

d... EI l . <:J.. EI 

+· o(jEI { sinh c( (x- ! ) -o((x- ! ~ 
In verband met de symmetrie x ) J ~ ! ( x, 

H1 (x) 
-~( x) = 3 { coshc,I., f 

cl-.. EI 5 

Y(x) 

Zij A mw2 m0.l 
= P~ = ~JEI • 

De integraalvergelijking wordt dan uiteindelijk 
X 

Y(x) = i\l{ ainhcl.(x- ~) - ti- (x- ~)} Yq )d S 
l . 

+ /\. 1 H1( p{ cash QI.. x - 1) Y( ~ ) d ~ + 
0 

1 

+A. l Hi ~ ) { sinh cl. x - c( x }Y( 5 } d ~ • 

1 . 1 

i;ij /3 = i H1q }Y( \ }d ~ en O =o( { H2q }Yq }d 5 • 
X 

Y(x) ="- [ { sinh Q( (x- ! ) -cl.(x- ~ l) Y'5 )d 5 + 
0 

+ l\fi l cosh d. x - 1) + "J \ sinhcl. x - cl.. x 1 
Na L.T: 

... 41 -

y( s) = /l,J.,.{ 2 l 2 - ~ )_ y( s) + I\~ ( ~ s 2 - ¾) + /\ ¥ ( 2 1 2 - -½, ) 
a -t;J... a 1 s -<:J.. s -r:J... a 

( ,4_ Q(2s2 - A ot3)y( s) = /\ /3 cJ-.2a + /\ 0 4-. 2' 
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1 2 
- 20\ + 1 Q:, 4 + /\. cJ-,_3 • k2 _ 1 o(. 2 + 

4 • 2 - 2 

In het algemeen krijgt men hieruit door inverse transformatie 

Y'(x) = c1(k1 sin k1x + k2 sinh k2x) + c2(- cos k 1x + cash k2x). 

De randvoorv,,,aarden Y(l) = 0 Y'(l) = 0 voeren tot het verg. stelsel 

c1(- cos k 11 + cosh k 21) + c2(- ½- sin k 11 + ½- sinh k 21) = 0 
1 2 

,' 1(k 1 sin k 11 + k2 sinh k 21) + c2( - cos k 11 + cosh k 21) = O. 

st heeft een a.ndere oplossinc; c'b.n de nul oploi:.rnin::;, zo: 

2 - 2 cos k 11 co 

In dat geval is 
k 1 sin k 11 + k2 sinh k21 

- f'1 _____ ,-. '----

- v 1 cos k 11 - cosh k 21 ' 

waarme.e het probleem opgelost is. 

ofwel a.ls 

hebben bij voortduring gezien dat in de behandelde ::problem.en de kern 

der integraalvergelijkingen symmetrisch is. 
Verwisselt men in G(:x, 5 ) .x met ~ zo behoudt G(x, f ) haa.r waarde. 

Imm.era was :x z \ dan is na verwisseling x ) ~ geworden, de vorm van 
G(x, ~) is dan de gewisaelde vorm geworden en na verwisseling van 
x en f krijgt men dan de oorspronkelijke vorm terug • 

• a.w. G(x, f) = G(j ,x). 
, ,aar erui t volgt de orthogonali tei t der eigen:functies. 

x) en Yn(x) eigenfuncties behorande bij de eigenwaarden f\ m 

1 

Ym(x) = I\ mi G(x, s ) Ym( t) d ~ 

zij 

en t\ n 



1 

Y,,(x) = '\, { G(x, J) ~{;)dJ 
.... 43 -· 

V'ormenigvuldig de eerste en de tweede vergelijking resp. met Y (x) en 
n 

Ym(x) en integreer beide leden over x van O ➔ l 
1 1 l 

[ Ym(x) Y;,_(x)dx = il.m r [ G(x, Pym( 5 l\ (x)d J dx, 
o b o 

1 1 1 

[ Ym(x) Yj, (x)dx = i\, [ [ G(x,) ) \ ( j )Ym(x)d J dx. 
0 0 0 

Passen we in het rechterlid van de tweede vergelijking een assenver­
noeming toe en maken we gebruik van de eigenschap G( 5 ,x) = G(x, ! ) , 
zo \rnrdt deze vergelijking 

r Ym(x)Yn(x)d.x = Ar; t tG( ~ ,xl\ (x)Ym( § )d.xd ~ = 6 0 0 

= A,, ( t G( X' \ ) ym ( § ) yn ( X) d ~ d.x. 
0 0 

Trekken we nu beide vergelijkingen van elkaar af, zo krijgen we 

( Am-\>/ (G(x, §) Ym( 3 )Yn(x)d jdx = o. 

Daar Am -/. A n , 1 s 

( l 

{ G( x, 5 ) ym c ! ) yn c x) d ! dx = 0 

0 0 

en due 1 

[ Ym ( X) Y,, ( X) d.x = o. 

Men kan de eigen:t'uncties norm.eren, zodat 
1 f Y,,(x) Y,,(x)d.x = 1. 

Ze vormen dan een basis van een Hilbertse functie-ruim.te en hierme~ 
ontstaat de mogelijkheid tot een ontwikkeling in eigenfunctiea. 
Analoog aan de Fourier-transformaties kunnen we dan ook ,,-...; ,..,..,,., .... -
formaties11 opstellen, die we zo kunnen kiezen~ dat ze aangepaet zij;: 
aa.n de randvoorwaarden. 
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Aequivalentie tussen Differentiaalvergelijking en Integraa,lvergelijking, 

Zij A 

a 1 ; a 2 ; •·· 8n kunnen constanten zijn of functies van x. 

De Integraalvergelijkingen die we hebben leren kennen hebben de ge­
daante 

l 

y(x) = v\f K(x, i )y( ~ )d ~ , 
0 

Oefenen we de operator A hierop uit 
1 

A y(x) =~ l \ AK(x, ~) 1 y( ~ )d~ , 
0 

J\::aar nu is : 
1 

o(. y(x) = cl. { U 1 (x- j) y( 5) d 5 , 

zodat rl 
A y(x) -d.y(x) = cl-._ ~ AK(x, ~ )- U1(x- S) 5 y( ~ )d J • 

0 

Als K(x, j) voldoet aan 

AK(x,]) - u1(x- j) = O, 

deW•Z• aan de differentiaalvergelijking van de invloedslijn en y(5) 
begrensd is in het gebied O ~ 5 f: 1, zo voldoet y(x) ook aan 

A y( X) - o( y( X) = 0, 

dus aan 
A y(x) = o(y(x). 
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De in § 6 afgeleide stellingen van Trellin, i. h. b. ae t\-weede stelliY_.,·_; 

v .. :1 ellin, leveren onniddellijk de for:·-1ule voor de inverse Laplace-• 
tr,..1.:.1 sforua tie. 

· 'ij hebben immers gezien ( 9at'.:,.18, Tweede stelling van · ellin), dat uit: 
00 

= J x 8 - 1s(x)dx f( s) (26) 

volgt 

g(x) = 
0 , · l,,..""el). i. 
~[ x-sf( s) ds ~ 

-OCH 

( 27). 

,Y.oJ_to_ep._~_e __ _y_o_0£.'1.fll!.1:'_den _zj.jn: voor x > o is g( x) bi j get eel ten g_l_,td .• 

en: 

In de strook ~ '- er .:. fo is 
00 l xo-- 1 g(x)dx 

absoluut convergent. 
Stel nu in (26) en (27) x=e-Y 
Dan ga.at (26) over in: 

~oo 

f( s) = J e-sy g( e-Y) dy 
-ro 

1.Jaarui t onder de gestelde voorwaarden volgt 
<r"➔ CA),: 

g(e-Y) = 2iT Leo< ey(s) f(s)ds 

;tellen wij 
g(e-Y)::: F(y) 

t,an gaa t de ui tkomst over in: 

. ( 26 I) 

(27'). 

0- .... 00 ~ 

f(a) = JOl)e-sy F(y)dy 
-('.)() 

F( y) - J , eY 8 f(s)ds 
er-co c. 

(onder de gestelde voorwaarden). 
De linkerbetrekking is 11 bijna" een Laplace-transform. 

JJeze ui tdruJcking gaat geheel in een 1--transform over ala wij 

~efinieren ala volgt: 
F(y) = F(y) 

J(y) = o 
voor y > O. 

voor y~ O. 

F(y) 

-·-

( ')O \ 
,.U) 
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Ifaardoor is er wel kans, dat voor y=O (of x=1) een discontinuiteit wordt 
,ingevoerd in g(e-Y) = g(x) , m.aar dat doet geen kwa.ad, de funotie g(x) 
ia evengoed bij gedeelten glad, en (28) gaat over in: 

► 

<:,O 

Uit f(s) = } e-sy F(y)dy = £.{F(y)} 
cr-+c:ot 0 ~-J eys f(s)ds = F(Y') voor y> 0 

volgt: 

<r-ooi 
= 0 voor y ~o. 

Aan de x._o.).doende voorwaarden is ~~k~J:. voldaan, als we er to kiezen, dat 
rechts van de lijn 

(q--f;Oi , o-+ooi) 

een enkele singularite1t van f{s) is gelegen. 

ilan is imm.ers in ieder punt s = ~ + it ( ~ ~ er). 
c,O 

f(oi) = l x~-1 g(x)dx 

absoluut convergent. 
·hj lrunnen dan tenslotte de gevonden ui tkonst als volgt zo kort mogelijk 
formu.leren: 

~anneer gegeven is ro 

J!{F(y)) = f(a) = S e-sy r(y)dy 
0 

( 28) 

dan volgt hieruit omsekeerd: 

F(y) = J,-1 { f( s)} = f(s)ds (29) 

:11_~..n. e ~-r. SJ: D.QJ;.!ff_ j.J! _4An. Jie.t _r_e_lfl.e. _g_e_d_e_e.1.:t..e. Y~P:..-~_ll~ __ sj.~.!,}:'i t.eJ._t_e_n ... 
v_q.n_J_(.s) _ •. 

8. T~~Rassingen: 

De formu.le (29) atelt ons :1theoretisch·1 in staat, OLl de inverse La­

plaoe-transform J,- 1 j f(s)~ van een gegeven functie f(s) te bepalen. 

Dezc berekening wordt teruggebracht tot de integratie langs de rechto 
( o- - oo i , ..- • Oli) wellce volgens de bekende methoden van de cou:plexe 

functietheorie (residucn-rekening) tot een contourintegra.tie kan warden 
lean worden teruggebracht, 
illustreren. 
Voorbeeld I 

, 

' / 

' \ 
\ 

\ 

' 
' ' ·-

0 

f(s) == 
'-.L 

··r.:& 

..... 
I 
lq" 

I 
I ., 

~ I 
I 
I 
I 
I 

A 

zoals wij 1,et enkele klassie'-ce voorbeelden 

1 
·(-~-~'t+--~-i).2 ( stel a reeel) 

X 

Enigc sin6rulari tei ten: pol en van de 2e orc}e 
in S = + lli 

r11j integreren over de gesloten contour, 
samengesteld uit de rechte AD, en tle cir­
lcelboog :JC.A, met straal R om de oorsprong 
beschrevcm. 



Du contourintegraal = 2iii Lresiduen 

On de cirkelboog is s = R e1Y 
f(s) = 

.. uwkeuriger \f(s)\ L_ 

' 
s 

BCA 
eys f(s)ds 

j 
I!CA 

1 
21ri' -

(J+OO~ 

.() eY 8 f( s\; ds __ In,,,, va"' .... ~ t:·l t .. -...'> ,.'i,! 

l z 

Stel in het eerste 3eval s - ai + 6 . 

0 

var { 
, G ~.t. 0 

• 

J 
t)('I 
J}\ .. ,· .. ,:,1. 

47 

yRcoscp 
,( e Rd lf ? :)- ') (·•,'- ... '-,-

.),l -o.. l 

0 

in+ ai\ + 
vs 

VG.l"l . e·· -· - - . 
1') 1") I? 

(sL+a'--)'-

voor H---..ro 

in 

1 - ---.,-:-;_• l ( Yri.:i. 
Y 1-:>.' ... .. .... 

-y:::> .. i, 
+e i 

1 - ····••; .. ( 
a1 

va.i •-yai)j e.. -e 
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( vervolg) 

zo :i..n het punt J c en l,~ ;:;;t · •. 

:1~rn bracht wordt y (x) en 
II. 11 

1,01·dt y ,(x) en y 1(j) 
! ,; 

( , . 
Yn j. 

··fo1 em, h,:t :c,U')Cc10:1itiebc t11 ..,lo:rsc J .. -

:~ar de hieruit voortvla~icinCc hocvcellteden in~endi~e drb0id ~0lijk zijn 

de eeriite ~nh clkaar· f;elijh. 

De 

P:::1 

Al S 111..l i? 

Pv ' : .. /'f' 
,,1.. .. t-' ; 1 \, I 

1 
l 

\ I _,, 

-, ( ~ ', 
•' ;; 

tot 

;• i C •·· \ \...I .• ?' , .J\, ' ·, ., ' 

I Y' \ 
j \ .,,),,,. / 

y :)( X) 

'· 11 · J.'1·· ·" .·.,. 1"', }· •. •.·_, t .. _..,,,.'TI+, ~ .... ,c~•~ .. r\, 'J,.._:·:. ....... '_ r-'l,I,. ~, 5 
:rrac1·.t 

.~J.i?.l.J.,il'-:.B : 11,jj p1 p2 , •, • nc 1::eno?.· 1.,-·crd,.) :,i.,t:n fu,\ct:i,::n l:ehcrci:1<1E: ''l,i 

de e 1t;::•~;~-j':~--:~.::2.·r .::..:r1 ?t .1 , A .-- 1 , if!~,,. 'lt:1r1 (J;:. 1.11 T. 1,:':~r·;:.1,;J .. 1 l 1 J .... tn,g :·1et ~:1yr1J.~1e:t:r~t-
' C 

schc L:crn 

AL' ( .': d ) t ( 0 d !, 
::_ tl't (;:2v:.:::.1 r C--1 ] tJ j ,' ,\r· 1, r~ 2':.t (;. (:!1 

if-: ( .. ·r~ 



49 
m. 

en gaat G( x) - L. aj,Jl.i (x) gc'"lijku1atig na,i.r nul voor n ➔ ~ 
~.-. :t • \>' • de fun ct ie1 g( 1c) is ant,. ik::el baar in e€:m reeks van eigenf1..mctic:::,. 

z,illon ,Jl: ~an het eind van het tetoo~ no~ nad3r bezien. 
::tJi. i }1, t 1)C'.\.1 ij :.., van t1e st ell.in,:; t1oet gc bruik 0 emaakt v,orden van cten aan­

tc.l hul,1:1tellin,.,en \,ier be lij~3 He nan het eie;onlij.'rn bow'ijr, van de etti1 · 

lines ·uli. c::n L.i tc:n voorcd'.:.'. -an. ,_ 

i~ 8urste hiervan is 

,iortel.s, 

... :'V .1 vergcl.i j '.,:.ine 

a .. :.: L' ➔ 
l 

... ~ 
... 
· .• a.H. van c0 ucl1ouwde vergelijking in xis ~c aiscrifilinant, J • 

11'1, ~ 

+ 2x L b. + :[ b. 
1. . i l 

~Ji SCI'. 
I 

1 '.) 
aibi;~ 

rieschouwen we vcrvolgens cie 

Definieren we~ het im1endig,J 1:roduc ,; 

·•'" t L.:> I ,._, ( f' · • 1 ::: j 1 . dx 

en de nor 1'l van de functie f 

;)e bH doe 1 d ,:; 

Bewijs: 
" 

( ··' ;I . .l. f \ ··i~ 
t' ) ;..·~ ,') ·~r 

~: .. ,., C1..1. 

~eeft gL0n r0fl~ of ~ulijl;~ ~;cirtuls v~n ~ 

JJiscr.: Hf 1 ._:;) - 4.Nf i\_. u 

lJat de fu.nct:i.,::s 

" !~rO:'l.G (; \e:r d :}, L·: 

schri Jvcn. 
Iram1,::r.s ;;o 

l F" \ (:,.,'fvl 

t, n ,., ..,._ ~J. ,·'c '"l ~. i, ··, __..,, ..... , ,.,} '-'4 ,,,, ,,.,.,. t, ,'._. 1 ,._-',.,.,1l _ _,_L ,:,,i~ • ..:;.<;::;i. • 

.l. 
· et de 

Dat f L:1etturda.n.d ontwikkt:lbat:u· ·:1.t: ·:,ml1en we voor de functHiS g(x) ju:L. t 

nader bekij~on en bewijz~n. 



eon reeks van eiJenfuncties. !Ien1 vorme de inwendige produ.oten 

c ., = ( f ;~ ) = r ,: .fr dx 
'.;;o ir:i 0 

L 0} ~ Nf 
Bev,i j s z 

J (f - [ c 'f,_ ) 2 d:x: !: 0 

J f 2 dx -2 / L c ,,f ~ dx + j ( l. c"' 'fv ) 2 d:x: :} 0 
Aungezien 

j<r-1" ~Ji-\) = S~.., is s ( 1 c.,r~ )2 = LC v2 

f 2 dx - 2 2. c v j f y-;, dx + l. c : ~ 0 

j f 2 dx - 2 l. c .,2 + L c ; ~ 0 

L c .,2 !::: J r2 dx q. d. e. 
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Analoog aan het bewijs van de onc;elijkheid van Schwarz voor functies 
ku.nnen wij een belangrijk~ eJgenschap afleiden voor de functie 

J ( yit ~ = f 1 K ( x , V 'f K x) 'f .q ) dx d ~, 
Haarbij 

zijn. 

yitseen eigenfunctiett hoeft te zijn. 'Cc:'.lter rnoct 'Nf' wel begrem;( 

De vergeli~king ind: f {{ d- K( X, ! ) +'f' ( X )r( p 12 dx d ! ::: 
= ol 2 Jf { K(x, p 2ax d 5 + 2 al ff K(x, ~ )p(x)p( tl dx q + 

+ Jf{~(x)J 2\~(;)\2ax d g = 0 

heeft geen reele wortela van r:J.. of anders 2ijn deze wortels gelijk. 
;·:.a.w. 

j.)isr.: 4 {J(~.,~)} 2 - 4(1{),~) 2 )f L K(:::,!)\ 2ax a~ f o 

{ J (,:, ''?) \ 2 f. (?, , ~) 2 H { K ( x ' t ) 12 dx d ~ 
Nu is de invloedsfunctie 1(:( x • ~) steeds een begrensde functie en dC:L ,r 

ook N~ begrensd is, bezi t I J('f),,'{l) I ecn begrensde waarde. 

'7e kunnen ens nu dus met recht ufvragen of I J(~,;>) l zo we functies <p 
beschouwen vrn.arvoor mp constant is , een naximum waarde bezi t en hof: 

groot deze is. 

Ne::1en we voorlopig uan dat mp = 1. 

De functie !C(x,~) bestaat nu ofv,el uit polynornen of is in vorba.nd °?""(;~ 

haar continuiteit op het e;ebied x{0-1\ , ~ lo-11 gelijkmatig door poly­
nomr.m te approxiraeren. ( i'/eierstrasz) 

rn. 

K~(x,\) = ,; Gki(x)fa1(S) 

f K (x, \) - I(lfl(x, \) I ~ ! 

fu.nctiea ~ 1(x) ,':(2 (:x:) ••••• -~"i (x) •~ 1(x) ,13 2 (x) • • • • ~(::) 
"" 
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dcm1rnn \/'.; on~~ lir1cair ui tgedrukt in een systeem va:n <; o:rthonormale func­
tics w1 (x) , L:J 2(x) •••••• wq<x) hetgeen door een orthononn.orings:;:-iro­
c0s iG tot 3tand te brengen. 

t t ,v,.) 

lC,,.,(x, ~) =: • -?, c., l~ W1• (x) W,{( t) 
'I\. .5 l) ~ 'll \ ...,_ lo- ,.. .l s 

I.1 ver~"lanu ;n~:t de syirunetri,) v,:_n n Xis> is 
m 'l'\. 

vcrder zij 

cik ~ clci 

V)( X \ 
r ' J 

l'i\ 
C .. 

LC 

Van l,r111(r1,~) I 
('fl,'f) :; 1. 

mor:~ten we nu hc,t 11::1:,,1.uum vinden 

·~~ouwd. 

d8 be p .. ,ling van 

:i/tr,..) 
~ 
L 

c,n 

m. -c· --,- . 
l. ), .... :1 

.(,. . 

eur1 ,s~:,t~re!J11n:1 ,tar1 
t,(-n) 

J .. (<fl.Ip) - r::... f f, ~? ) 
V. •• 1 l 
IJ J, t 

) 

d .. at hic:r-

ofwel van 



l(' 1' ,,,•1" ~{l'r>,\/1. 
....... , ,_ iii • • • \.1 \ J I 

c he1;,1:cn hi(:r q(rn) ho.-10,:,one vur~(.::lij:(ingon 1w.:t q(rrt) onbeikenden. 

Dij nulatolling van de detcr~innnt d8r coefficiijnten ontstaat ee1i versu-
q (.1t) in u\ ...... 
11vaa1'de bn·:i t 

"i,l'", '-'Ort"'l f- 'lfC>Yj ,:-·,,7 ,> \Fl:r,r_,,a.li:i.}::in:-..... ,, +f ,...,.. "-J \"\"'\. 1~,-&,,. C.t,\.~,1..1.,_,. .._ -.... • 

di0 Lle grootstc abs. 
lu1. 

it, ji.'.ist de Haarde I dis we hc:bben 1,::.l-

.1H:,iers noci:1 de 

I tcza,1.e11 

O·olo'-'Si'1rr \T•,on (~/'> src;.v,._-,c}''L·1'1c-ir>•,· 
.C ~ i,t ~) Cl, , 1") A,.., ~ \...,j,., '•,.:·,) \.., •" 1;., * ~. 16 

'J ,., t ! 11· '- - 1 . " : -(.,; .r . - .. i , ,, J.. ., 1 
~ " I 

· .1c:d,~1vu.ld.i-:; tot J.in\:,:r e:n rechtcr lid var: I ,::et 

q, lrn.) 

J ( fl ,if ) 0. t A. ::: L. 
''e zull~n tLantonen dat 

* If! rn( X ) ::; y' 1 W 1 ( X ) 

If ( V '.·· •-dt• j _, 

l'l't 

I'll. 1"t- '/'Ir 

cik Y1;:: Yi= 

:in v~!r1:iand · H:t de Ol''l;honor.i:.alu igcnschn. o)c,n 

en c; e: vo orv✓ aa.ri.h; tf \ y ~) 2 .:.:. ·1 ::. :, 

* .,, .. ,W, \ 
V , .. I 111) " ( ,~, ;' 

··1. \ '·:L \ {;.;. 

i~ .:.:. J ~ yl~ :t'. ( X) :.! t,x :: 1 U1 i ;3 
;U l~,cl l (il W ) .... ,. 

t ' -- . 
f,A.' 1 ' .l, 

(x) 

::r 

1le1\~~r;r1'ie:;·\rt1ldif~ ·ni1 het 1J~r::.,rox~ t:!). }1ct rec·:1.tc1'."' ltd W, ( x) en 
,;., 

boido ledcn OV8r het toe~ns~in 1~83cbie11 

- i.1:: ) f 1: "' ( ;, , ~) W, ( x) 'fl I)(~ ! ) dx 
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In de ong0lijkh0id JJ(tf.tp')} 2 f ('fl,~) 2jf { K(x,~)j 2 dx a5 
is J('{),~) tc vorvangcn door J(ip.r) - J"'(c.p!p) 

l J ('(-',,P) - J,... ('1','f') }2 !: ('{l '{l 12 5J f K( x, p ~ ~ ,,,( x, H2 dx d i 
•.;ll daal' f K(x, !) - K (x, s) I ( l 

n\ { J (If).'{') - J"ll ('{) I(),) 12 !. t. 212 
'loor m ➔ rogaat KIYl.(x,1) over in r..(xi) en Jrn.("t).'fJ) over in J('f>.,'f)) 

aar dan is lim G;'"'""= .L. 
/)'\ ➔ C:-0 t\ 1 

. . l J(<{J lf') I f ._L zo (1.0.io} = 1 j\ 1 r r 
:~11 in he-C algemeen 

\ J('{>'fl)l , 

}Jcki j1rnn we vcr·volgens ecn soort geconstruee;r:-de kern 
""'2_ 4> __ J._<, __ x_) __ \fJ_1_<.: _)_ 

K ~ ( JC , C ) = X ( x , C ) - - -- - _ 'S --,.. s s /\i 

In het algemeen zijn 'P :.t( x) oplossingeii zo !c .. m. + 1 

}Jc bijbehorende cigenwaa.rden zi jn "A k , de klcinstc van de reeks is Am.+ 1 

Zij ff] 1(x):frl 2(x) ..•. .. i:;1(x); ~ 2(x) .•.•• t\,ce rceksen van continue, 

of bij gedeel ten continue functics, zodani~; dat hun norm cen bovcngrenr~ 
:.1 bczi t 

N( "').,-. + '-,,.,._) = N( "'),.J + N( t.,,._) + 2( 1fl'' t:,1,) 
Vol~cms clo on6e:i.ijkheid van Sc~oor functics is: 

(1 •~~) = 'VN1i7~~ 
Bijgevole is ~ ~ 
r-;. n( it'+ GI') l: N( ir) + N(~.~) +a.t< 7,. )N( ~,,) i 4 M 
alj nu 

J~( ,., ¾-J = ff K~(x, p 1,Jx) c;f'-( ~) dx _d S 
, JII\ ( 1,./ ½~1 ,r' + t")' ' ' J ~ ( 1r-· ,~), + 2 I J ""( ir--• t,; I + f J ~( i,,._ t;r- )\ 



I .r,/ ( r , r ) if 
I , • Iµ. '-/~ i 

Hieruit volgt 

dan is 

:~i j 

VoJ.gens Jc ong□ lij!choid vun D~ss0l is nu 

jJcvol; is en due volgena de 

telling van Dini gclijkroatig convergent. 

~ 1ic'.X\:1' (:: wordt 
N 

L a1f_;_(x) 
I 

(hi'(\) hi --•· -- ---~-..., .. 

I\ 1. 1\1 
VolJcns de on~elijkhoid van Dcs □ el ic 

'°' h 2 , "1. ) ... ;~ j' (...., i - .. 

dus een convl1:rgcnt 0 

'.!:.jhcbben r(i\.:ds gezi(~n, 

+ •••• 

J"te ;}{.S" , \ 

'"I ' 1·'' l LC. " iJ ► \l ,, ',· .: .. ,.~, :: C ...... "-' t.:.. .,__ ... ,i.J, 

T3i. j 

"'' L aif'J. ( ,r.) 

g{x) "" 

h. 
l I{) t '· ::· . \ X} 

1\ i 3· 

Y (x) o.,.,_ 
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J .-n_ ~ (x) 'Pi ( !) 
i\l\')_(x) = L ----x:--- h( ~) d ~ 

\ . ~ 
l. 

g(x) .: ~ (x) = ~ K' (x, t> h( t> d S 
Zij W (x) een willekeurige, doob bij ged~elten continue fu.nctie, wier 

. . norm begrensd is. H1ermee vormen we dt~ ui tdru.kking 

J w ( x) l s( x) - i 'W\ ( x) \ dx = J f K ·~ c x , f > w ( x) h < ~ > dx a 3 
Nu hebben we gezien, dat 

lim )Ye~ (x,} )W(x) h( s) dx a! --) 0 

m~. 00 uJ (x) { g(x) - 0 (x)) dx = 0 
Stellen we W(x) ::: g(x) - 0(x) zo is 

j { g( X) - ~ ( X)) 2 dx = 0 

;(x) gaat dus gelijkraatig over in d (x) welke gelijkmatig converc;ent is. 

q.d.c. 
c-,.,J ,s::.1...n we nu te werk zo g(x) een '.villekeurig gegevcn functie is? 

.o <.If..; bij g(x).t•n h(x) kunnen vinien, die begrensd en bij gedeelten 

continu is 1 zodanig dat g(x) = J K(x, p h(J) dj zo is g(x) in ei.gen 

runcties ontwikkelbaar. 0 

.'c1lnu, als .t~(x, !) voltloet a.an de D. V. 

A I{ ( X , ~) = U 1 ( X-· J) 
zo voldoet g(x) aan de D.V: A g(x) = h(x) 

Ir1mers: l l 
A g(x) = J A K(x,!) h(i) d ~ = J u1(x-!) h(Sl d J = h(x) 

HiL~rmce hebben we e:n eenvoudig 111idcl 1 ;l om h{x) te bepalen, waarop we 

:~nnen nagaan of h(x) aa.n de gcsteldc voorwa.arden voldoet. 



Gecorrigee:rde blz. 54. 

Hieru.it volgt 

2f J~ ( l#A' S) j t ~I 

l'"Iaar dan i a . lim J; ( i. , S ) = lim J-/K •(:x:, J ) '1,Jx) S- (J) 

Zij 

«t~ C)O r,-\ ,.... ~'"<l,Q,111 . ~ • (j) . ,.,,. 

"t'h (x) = 2-_ ai i.p1(x), waarbij a 1 ;jfi._,. h{i) aJ 
I ~1 

zodat 

r 

°" ( x) = J z t.i.~x.l_u~J.2 h ( f ) a E 
....... I A1 J ,j 

6 ( X) = lim Q ( X) 
,'f\--,lOC. 'h 

g(x) = f K(x,}) h(!) aJ 
g ( x ) - 0 c x ) == j K , < x , f) h <J ) a . j 

::.ij (,J ( x) een willekeurige, doch bij gedeel ten continue functie, 
norr:1 begrensd is. Hiermee vormen we de ui tl!rukking 

J W ( x) { g( x) - t~j ( x) ) dx == } j K • ( x, ! ) u.l ( x) h( J) dx d J 
r-ru hebben we gezien dat 

lim j/K.~ (x, J) Ul (x) h(f) dx d} ➔ 0 
Iii • OQ j 

/, tv(x) l g(x) - '( (x) ) dx = 0 

Stcllen we C.J (x) :., g{x) - (" (x) zo is 

j l g( x) - 't ( x) j 2 dx = 0 ' 
'{ (x) gaat dus over in g(x) , zodat e(x) to beschom·1en is als 

r:rnufunctie van ( (x). 

Hiermee is nu de ontwikkeling in eigenfuncties van K(x,}) zelve te 
bcki jken em wel in eigenfunc,yes fi ( l) 

If 1(x) = /ti j K(x,p y\q) dj 
il 

U) ( -~ \ T.; Aj 

J __ ,. = ( K( X, ! ) , lf · ( f) ) 
i\ 1 l. ~ 

'f ( X 
K( X q = l {-~-i_ ___ l I.J' ( ~) 
. 'J l /\:t I i .) 

':c.i zullen gebruik moeton oalnm van 1e nor,:: van een J' functie van Dirne 
i~oJat we de afleiding hiervan tu bekijkan hebben. 
·,,re stellen 

~ I.,- A. ) 
" \A' . Mil 

j 

~-= \ ,.. ... __ 
V ,r 



-t:o 

_ A~+1 Vi' ~ 
- -rr V2 ~ 1 = V2-i 

Bij de liuietovergang "" ...... dO en versohui ving van de top van de klok­
functie naar o+ ontstaat een pulsfu.notie. Bij de bepaling van de norr;.1 

kan men dan bij lit"liet de integratie van - «> - + c:ievervangen door 
cen van O ~ L 

Stellen we nu h(f) = u,(i !.. j) = liu l(f 1
- St A,&,t+J 

"11 .... 0) 

N U ( s' - f) = lin \ff:i!• 1 1 ~ ... ~ ~ 21T" 

g(x) = j K(x,p u1(i'- J) d €= K(x, _g') 
J t u - "" f · ( X) l ( 

0v ( x) l K ( x, J ') - ~ i : i j lf i ( ! ) ] dx = 

Jo's l , , 6 V'A.,.,.,.., 
= K fA ( x J) w ( x) U 1 ( J -J) 1 dx d ! f l C --lJ. 0 

0 II f,\tt\211 

Zorg door een transforms.tie x' = a 1x + a 2 , dat het interval. 0- 1 

overgaat in J. - ~ l O ' ; < i'l "- 1 ) 
Kies voor W (:x:) : 1, x, x , •.• ~xr--••• zo volgt u.1 t de stalling van Lerc: 

dat de somf'unotie van fl 4'i (x } lf i (f) de continuo functie K(x,J) is 
~ y:i (x) l 1 

of m.a.w. L. { \ ) If i ( !) gaat gelijkmatig naa.r K(x,j) 
I J i ~ (x) 

Zij c v = K(X~f) Y'v(f) d I = ~ 
► Volgens de ongelijkheid van Bessel is nu 

JK{x,J) 2 dj} ~t~:X)) 2 

• {,' (x)~2 
T:ijgevolg is T(x) = [_ 1A.ci- convergent. 

Er is 

Uit 

echter meer. ? i !f't) ! If 1<p = K(x,jl volgt 

i l f i ~:) \ J K(x, p <f 1 <p d J = f K2{x, fl d J 
• if (x))2 J ? 1 \ 1 ) = K2 ( x ' J ) d j • 

De somfunetie T(x) is dus een continue functie on alle tenien van de 

reeks zijn posi t\tf • ( x) I 2 
Bijgevolg is L l ~ ~ ) volgens de stalling van Dini gelijkma.tig 
convergent. 1 1 



Beachouwen we nu weer 

4 ( X) = ~ ~\ ( X iJ j' 1 ( f ~ :(j) d J = ~ "1 g' i ( X) 

waarbij a1 = j pi(J~: (§) d J = (\:1) = 

Volgens de ongelijkheid van Bessel is 

L hi 2 '- Nh 

,m vortit I. h1 2 d..i.s een convergen te reeks. 
Wij hebben reeds gezien dat 

Z:. i ?1 (x) ~2 
, l 2 gelijkmatig convergent is. 

i 

Volgens de 

l~ hn Y'n(x) 

/\.n 

ongelijkheid van Schwarz is 
2 

~a <f>m(x) ] +.... Am '= 
2 2 )[Pn 2(x) q>~(x) 

( hn + •• • • • ~ A ~ +. • ..+ -:fl? 
tl D 

CX1 tt.'"=-r<n)\ 2 en niP.t i €. (n,x)) 2 

= L ~ ti(x) gelijkmatig convergent. 
1 

Bijgevolg is 

Daar we reeds gezien hebbcn dat g(x) de soufunctic is van ¥ (x), volgt 
hierui t due dat g(x) gulijkuatig te a.pproximeren is door '( (x) en 
dus ontwikkelbaar is in eigenfuncties. 
Hoe gaan we nu te werk zo g(x) een willelce;urig gegeven functio is? 
Zo we bij g(x) ~en h(x) kunnen vinden, die bcgrensd en bij gedeeitcn 
continu is, zodanig dat g(x) = J1 K(x,~) h(f) df zo is g(x) in cigcn-
functies ontwikkelbaar. 0 

t Welnu, als K(x,j) voldoct aan de D.V. 
A IC( x ,t) = U 1 ( x- f ) 

zo voldoet g(x) aan do D.V. A g(x) = h(x) 
Im.mere: 1. l 

A g ~ X) = 1 A K( X, \ ) h( p d) = ; u 1 ( x- J ) h{ I) d j == h( X) 
. 0 • 

Hiermee hebben we een cenvoudig uiddel om h(x) te bepalen, waarop we 
kunnen nagaan of h(x) aan gestcldc voorwaardcn voldoot. 
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56. 

9, Verdere toepassingen van de inverse Laplace-transformatie. 

Complicaties bij vertakkinispunten. 

Wanneer de singulariteiten in een bepaald halfvlak (links van 

R(z)=c) zijn gelegen. en wanneer deze singulariteiten gewone polair0 

sing,ulariteiten zijn (zoals in het voorbeeld van S 8) 3 dan kunnen H.L; 

zonder verdere principiele bezwaren de integraal van Bromwick (29) 

1.h.a. completeren tot een contourintegraal an de residuenstellln~ 

toepassen (mits de integraal over het 11 kromm2 11 gedeelte van :w coffc---,ur 

~ 0). 

Essentiele moeilijkheden kunnen optreden biJ aanwezi6heid van an­

dere sinsulariteiten~ '.z:oals vertakkingspunten., waarbiJ de te inte 6 re­

ren functie niet eenwaardig is in het beschouwde gebied. 

Wij willen deze moe ilijkheden illustreren aan de hand van r1et oo . 

voor de toepassingen uiterst belangrijke ~eval: 

f(s)= J.. e-Vs 
s (30) 

De inversie-integraal van Bromwick (29) levert: 

F(y)= L-1 { f(s)} = 2~ il" +""i eys-1/s. ~s 

v -c:-0 J. 

( )1 ) 

De functie f(s)= 1 e-Vs bezit een vertakkingspunt ins = o. (De 
s 

twee verschillende waard.en voor Vs vallen daar samen). 

Om de functie f(s) eenwaardig te defini0ren 3 schrijven wij als 
gebruikelijk: 

1 e 
s = re 

i t> ·0 ~) en Vs = Vr e ~ = Vr(cos '2" + i sin 2· ( )"l ) . 

met - lT t.. I;) < + 1T. Met deze beperking voor 0 wordt de functie ys 
door (31) gedefinieerd als een functie die eenwaardig en analytisch 

is in alle punten van het eindige complexe vlak; met uitzonderin2, van 

het negatieve 6edee 1 te van de ree le as J met :Lnbegrip van de oorspron _. 

Omdat f(s) een analytiflchP functie van Vs is, is f(s) analytisch in 
dat zelfde gebied. 
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voorste llen. Laat C- een wi1lekeur1ge positiev! 
Voor alle punten s 1n het halfvlak 

cos t > -l V2 

donstante 
Re (s) d c- is - ;: (. El <. ]. dus 

en 
- Vr cos ~ 1 

\ f {a) I • T~ T e < r -Vf 
e , 

m.a.w. rklf(s)\ is begrensd in dit halfvlak voor k) 1, zeJfs voor 
iedere constante k, of f(s)= O(s-k). 

Dus: 1~ +i f.i 
F(y)= ~ lirn 

A -10<> ,.. er -1 (3 

ds 
s 

ys- VS Nu kiezen wij een gesloten contour, zodani~ date op ~en b1nn0n 

leze contour analytisch is. (Het vertak.kln£:,spunt s = O, en de ne;~,a­

t ieve rec 12 as moet dus bui ten de contour warden 6es lo ten), Daarto-.: 

kiezen wij de in fig.1 aange~even contour, die verder geen verklar.1.n 

behoeft (tenslotte r0 ➔ O, R.....,.oo, i-. 0). 
/_ -- .. ~-· ~Y...._ ..... ,··· ~ -... ·-· ,~ ', 

/ ·• •• G"" .. ,f:, 

/
/\.,,. A ·., ·-•. , 

\ 

/ \ ' \ 
\ 

\ 

\ 
I 
\ 
l 

.....-------+·- .. ·-•--·-•-·--·--·•--+-
0 (j" 

', 

' 

A' ,.,., 

B' 

.I .. 

I 
I 

I 

i 

/ 



(Cauchy} 

a) We beschouwen kle ine c 1rke l) 

u 0. 

Intc~raal ls continu2 ftrnc t :le van 0 ~n r voor r ) O, dus: 
() 0 

Op 1)1(!1 

lim 
r ➔ u 

•) 

is z 

- lT +?.. 

J 

d.us voor €. ...-t, (J; .~ - - r; 

r 

Ir,r + 
,..,.1,,..l 

I •.' 

j -Vl,._ .L 
..:.,7 ... 

Fl 

( 
'!' 

-- &.:,., .. t. 

J 
-y·,.,:,, 

(J.US: 

( I T ' r,o+ ~-r, ! _,.., I J v· ... / i .. "' 

I,B + I.B'' · }'\ .~ '-..1 

Op AB 

rus: 
\
' .. ,.., \0 e,vc,- ri~:.l ,_ .. ____ _ 

B 

' 
I , ! 
. -r j -l, ! LAB!-! 

Op BC ta 

y~ 
., ..... 

R . .-,,,_._, r,,. 
• ..... ·./ I<.,! \} 

,I (lT - ~) 
-.J.~ 

R 

·.ir + ( 
r J 

T' ~u 

i \ /~ \! do, 0 

dr 

ain ·"'· 
X 

f ,. I ) 
\ ;, ,,j 
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e;srRcos 0 d G = e'yRs in Cf a 'f ( 0 = ; + If ) 

I! 
3 

= f -yRsinv;1 e ' TC ·· 

0 

( 

Ti 
2 

tr j 
Ti 

3 

0 

+ 
j l! 2 

"1T 

u 
-yRsin 

3 

3 lf 

--:1, ·yR y-:-) J 2 
+ <) ,::.. •. ~' 

-
3 

d f 

7f 
2 1 e -yRsln%r 

) 

yR V--:, 
2 - :2 J) + 11 -~ yR V 3 = - ( 1 - e r) ,l -'> 0 voor R - P<:> (y > 0) JR u 

(35) 

Wi,j will!n hierbi.j oprnerkcn, dat de laatstE: redenerin6 een belangriJ.::.: 

vereenvoudi[;inb is van het in de klassh.:ke:: litcratuur bekende b2wiJ[: 

van het 11 lemma van Jordan 11 , 

Het is gemakkelijk in te zi8n, dat V8or IC'A' dezelfde r2denerin 0 

geldt, met hetzelfde r~sultaat. 

Dus 

I IC I A 1 / -) (1 voor n _,,, O<), 

Uit (32), (33L (31I)s (35) c::n (35 1 ) volg;t tenslotte voor r 0 ~ O, 

R -') oo , E. -) 0 

1 I c-- +i C(J 

F(y)= 2lTT 

er -loo 

.YS- \Js 
(:! 

_d_s _ 1 _ 2 
s Tt 

00 

j .... -yx2 sin x 
i::;: 

X 

0 

,1··y ( , .. 

Hierdoor is F(y) teru3gebracht tot 22n andere (weliswaar re~le) lnt~­

graal. Ook deze laatste integraal is ntet tc berekenen in een eind1_ 

vorm, maar te herl2iden tot een and2r2, dia 

Als volgt: 

Jo,!) -yx2 
~~ 

_s_1_n_z dx = 

0 

A> =L. (-1)n 
n =o T2ri+Tff 
( 2 ? yx ==u'-) 

O<) 

QQ 

f 
0 

= I_ 
n=O 

n+t· 
(2n+1)Jy 2 

ex, 
co 

! 2 
2--yx e 
n=O 

0 
C-0 

2n \ 
X dx = L 

n=O 

1 . 3 . 5 ...• ( 2n -1 ) 
2n 

tab2ll2erd is. 

2n 
( -1 ) n X dx (2n+1) l 

e>,J 

( -1 /1 f -u2 21 
( 2n+1 ) l yn+~ 

2 U 

0 

(part.int~8rati2J) 



Anderz1jds is: 

Uit 

Dus 

? f -~ e Y dw 
0 

(37) I ••a, en,.,) 

1 t,(I 

t [ ( .. 11nw2n 
""' '"' ( 4y ,n n=rO ... ,l ~ J 

volgt: 

2 

1T 

{ "'° .. 2 f:l in X I jr
1 

I' ,,-,vx --- dx - ---
, ~- X \frr..v 

0 C 

tG-nslotte is: 
IC° +i 00 

-:-:, ' \ 1 j 
J;1 \Y) ,~ ~JI '- 1T .•. 

r; -1 oo 

,::Ya- 'Vi.~ ds = 
s 

. 
.:: I -

( ~ 
arf -·-1= r-· I '.) \ \,' 

• .,.. I tJ 

dw 

oc 

L 1 = 
n==O ~ + "l 

(4y)" 

2 
1T 

1 
' ----v· ( c;: y 

) ., 
\J 

= erf. (_L). 
2 "y V ."f 

00 

( 2 
.. -yx I ,_ 

I 
() 

s:ln X d.:x. 

De functics erf'(x) en ,?:•fc(x) :~l.jn u!.tvoerle:.; 131;;.tab0ll1::erd. 

-A ,:::;; 

,") ,_ 

In de pas v<2n:·scheni:;;n ::Noordhc;f.f 1 s Wiski.mdl;t-, tafels in 5 dee . 11 

de "er-ror-1ntegra 1 n 

H(x),.,, 2 

Vi 

;,( e;;, 
(, ..... 

- c, 

J l: dt 

() 
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\ 

Cur.su~ r.Ieth_9-d_ep de£, 1·:·athematisc4e fj1Z_.sica ( vervolg) 

te 'o-Gravenhage 

lOe Voordracht: 17 Februari 1954. 

Spreker : Ir R. ''. Trense. 

Als toepassing van de ontwikkolde theorie der eii::;enfuncties 9 eigen­

vvaarden en Eiientransfor,,.i.aties zull,m vve een tweetal vraagstukken be2cijlccr 

net eerste zal ter vert.Selij!:ing der method en eerst op klassieke v ✓ ij ze 

,vorden o:pgelost en daarna r,1et -:-:;igentransformaties. 

1. Een aan een zij de ingoklernde balk wordt aan de vrij e zi j de ondervrnrpr:;n 

aan een periodie 1ce kracht P sin c:1-. t 

De Bigenfuncties voldoe~ aan de 

integraalvergelijking: 

Y. (x) = ;~(- f G(x,l) Y. ([,) d E, 
l ~ O 1 

~ --··· ·········--·· 

Voor c1e 6 edwongon be\rnGine, l:unnen \ve in het stationaire geval 9 dat 

Y(x,t) = Y(x)sino'-.. t de vergelij\:ing opstGllen: 
f. 

Y ( x ) sin o<. t = b}= j G ( x, t.) P .,:..1 

-vvaarui t: £ 
0 

G(eJ_;]JJ: " 0 J G(x,l) Y(x) 
o(."- mw(_ 

Y(t.J at. - GEI + • -:-j 6:r;;f L._/-
c,o 0 

Stellen we 9-..l~.J-1} J;: = ~ a.Y.(x) 6EI l l 

en tegelijkertijd 
00 

Y(x) = L b.Y.(x) 
, l l 

In de integraalvergelijL:ing gesubstitueerd ontstaat de identiteit ~ 

«> 

L_b.Y.(x) 
I l l 

C-0 CQ 2 
= L a. Y. (:ii:) + L -~- b. Y. ( x) 

l l 1 !.A./- l l 

waaruit 
o<2 

b . ( 1- ~----) = 
l w2 

a. 
1 b. -­

i 



Zadra we dus de ontwikkelin:;scoef.ficient a.. bepaald hebben is het ' ... 
vraa.gstuk a.ls opgelost te beschouwen. 
Voor de berelten:i.ng van ai puttoi.'l we e.116•reerst de volge:,de gegevens 
de tweecia vorrdracht 

:: C 

g(x~J).J: 
---; J:~1 

cash k.l cos h.1 + 1 ~ 0 
). 1. 

Zoals in cit v:Lerde voorcirac::1t stel1 12,n -.,e 

a;: ( l;:x) .. ::.:ir1'h k:x - si11 

f5 inl1 kJ~ + Hin. 
,,.....-;- ,. , \ 
V} \ i~X} 

do:; (1,::x) 
.. --~&:<••· · - ,:: k °2 ( lee ) 

' ( ' \ acr:4 iCX; 
k ( .. \ •·•--,:-·-··~ - ·:: " 0';1 l{:X . CiX . , ' 

kx q; ( kx) .. 

., ( lr- '\ ao:; .. x:; 
-~ ..:.-_ ·• • -·· -· lrcr::_ ( kx l ClX .!1.. J ..... ,✓ 

') 
Ii... i ., ' .. , ', er;, \ ;{ · l. I 

lj, l 
er. ( k . l.) .• ( le 1 ) 

I J. .) l, 

kx + cos lrx 

0:1s eerste ,·t::rk zal :d.jn 0.11 d,:0ze i'unctie tE• nor:Jeren. Daar1n;j zullon ',1°·· 

~;;ebrui1c >ta~'ter! va.,n d~; \rol 

sinh 2 l{l - :J:tn 2 1::1 ... <T,(kl) O"',,(;,c1) 
I Jt 

' ,.,.- ( , .. , '. 
, .. 1,,1 , ) \ ,\...l.. .' 

,,,,,-,-tk•·i\ rr ,~ .. ,\ ,_v,..,, -'·i ...., ,., \!\ ..... ) 
t:. .. l . 

J (T"1 ( ff'.X j <Tj) ( iCX.) 

o e Jo1'(kx) d.:-.- ... 

0 

£ 

,_ 

':• '? 
_ 'J- '- I 'kl '; _ r.-·'- I 1, l ) (' , ~ \•"-·~ v1 ''"~-, -· ,J .., 

( L, i.nh 

... 

k.x\ dx ... 

str:i 2kl) .. 

•') JCT? (~x) dx 

0 

' rr··; ',·J) (· 1-·1 \ K v 1 ( ,.. · ~ · :, .•. 1 ( sinh.t:.kx 
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i 
ft~< ) ( 

0 

( \ ( ) ( ) ( ) ]~ -0 ) 

} 17: ( } :::::. 
i 

".l 
) = er,:..( 

4 
( ) ( ) - 0-3( ) + ( ' ' I 

., 
~.)( ) ) + o-3( ) 0-4 ( ) o:2r ) ( \ ( \ - 1 \ I I 1 

,·) 

- r;;r: (.. I ) 4 \ 
'"' ( ) ( ( 1 o-; C: ( 

\ - + } 
't 

a: 3, ) 
·1 \ ' 

( ) - ( 1) :::: 

--· (, '\ 
I { 

,") 

) ~ ( ) "') ( ( ( ) ,;. ( + J. ( ' \ 
' .i. / 

= 1 (T; 
2, ) 

·I-
\ 

i - jn 0 ,.~ ... 71 J,. '-" 
' 

j vol O uoei: 

0 ei i en 

) a--;:) ( k:)c 
t,~ ...L 

_,.l).-.,-:( 
c. I 

l van 

-i /:.-; 
..t.,\.,, n j_ en 

( ( ' ( ) - .,. 

{ I ( l ( J ' ' \ ' \ 

f ( ) er· ( \ a- ( ) \, - ) 

0 

l t 'r l 
(];: 0-( / .. 

\. ·-\ J.. I \ ) ,. = 

f I ( \ t \ 

ai ... - x-- "\ i, I 

J 
l 

"''I ·1 ) ( 
., 

J \ ti.' .... i t 1 

1 
= 

1 

0 



·;1 e zullen nu 
de aan 
,.,, 
.,e defini 

en de inverse 

n) \ 
J 

-- [ 3) ( x) .1 
..f 

k,#) t~ ( 
-· [ -

+ 

3 

0 

r 3 x) { ···~ I ·-
i-

t 
+ k 

,i 

i .,M 

r, l 1 lij 

voor 

i j 

OX' 

t 

. . 

( 

en 

( ) u; ( 

( ·- °1 ( 

( x) - ,;r;( 1) I 
x) 3 \ 

1) 

t 
\ 

I 

( 

( ) - <71( 1) c,;( 

) er:; ( 
.) 

\ 
X; - G:j 

X - C7'.i( ) 

( X) ( l 

\ 

J - (k ) 

( 1 \ 
·•· I 

v\ ..,;\, J 1) 

( l ~( ) - l) 

., 
j_ 

C 

0( t 

, . J...en 1 

na 

1\ ., 

c1 

u:L 

I 
0--1 \ ) ~ 

I 

".i\ 
..,J(y\ 

"'" I -

l'--o 

X 

X 4 \ 
J I 

-I() 

.., 



uit de Jifferentiaalvergelijking: 

lkA,4 ID.fl.2 l @{Y(•)l ~Ct 1) ~(k 1) - o,2(k 1) l ,- El- .. J 0 ... A l ~., -·•· .. •••S.~, ,_ .. __ El __________ ___ 

2 
( !!!..~~ - y(.n) 

y(n) 
2sinh k 1 sink 1 

;4'(_ • ., -· . ·-·. ,.- /) '' ' ,,..) ', ' ' 

'-· 'fll .::.. m WI" - " ~ 

waarne inverse transfor,mtie voert tot: 
,;;:- 2s1nh ~l sj_n k 1 

y ( X) ::::. ,t.__ --r,---.,--,-, -- ,.. -· (" ~ - - -

m ( (,.., ,: - o( G ) 0-: ( !;: l } ·yi 
n- ( k ., ) n- (' 1,- ... - \J 

- '-.I '1 -L ' ,.; , ;;_ , •. I 
i"'° I ,1&t1. , 

.-1.- (~ if¥,, 

2. ~en tweede toepaseing is ~e ~eDaling vaz1 de ged~ongen trilling van 
een a.an weerL:izijden ingek1E~mde balk, c1ie i:-1 het punt a, lJelast ·,,.or,; t 

door een periodieke krac 1t 

~ ------ s•H[ ~ :P sin CAt, 

De genor0,:eerde 

lui at YOO!' dit 

,,,et al::, vc,on-1aarde 

gev21l. 

I ~ 

< ' ( . . ... ---·-· Cl. ... _ - --- ~.:: 
;. <: . . . . . --· .£ - --· . ~-

l a-:i ( ~"' l ) °:,, ( k,_ X ) - 0-2 ( 1:,.. 1 ) a-:, (
1 

1~ X ) \ 

1 , . 2 · CJ; , 15,.. l ; ~ ( l;j., 1) = ~ ( ~~ 1 ) 
£ .. 

J 0: f lr -, \ ..,.. ( 1, x) ,,.,..., ,. 1 \ o-·( l, V \ t 
• \ "i,.J• ,' (..rr) •• . - U,, \. '')i... · I 1 •'-JI,.•"-/ J O I ,r .:.,,,-. ,. ,,- ,, 

Y(x) dx 

1n V'('I'')anc1 1:.et de raridvoor·,vaarJei: i.s door hertaalde :,)art:i.ele inte,;:r'..:t; ,,, 

:,:;_,::; in het eers1:;e voorbeeld .:.a.E tf~ t.o::-H'n, dr.t 

v,:rder is 
,.-Y- ( ]r ., ) 
V 1 \ •',JA l.. 

I / 

'. ao~·- ,-;~ s···, ......... , ... f, ...... s,, "(v, '.·,1' y·,r:,~'.1 ·,1·.-.--: (·.-..t· l~o c,r "I:' i.,'.~1.1~,v .. Lv,,<,,J.,.; ' J.,. _:. ' ,r, 

-·' T" f ' .. li ·- ; . 
J. . ·1 \ ,.-, ..• ' 

•. 7·:r 



.. 
Korten ·ne de co111ri1utatieve 
zo krijgen we 

ui tdrulcking ab-ba af door (a,b) 

{ mE{'~ - ia.;~-\ Y(n) = 

waarbij de teller van het rechter lid een commutator is t.a.v. de inclie:es 

1 en 2 ( J q-; ( ~ 1 ) , <r0 ( 1~ a ) 
y( .n) = ---·'""-·- --··-~ 

r,1( lvµ 2 - °' 2) 

Inverse tr<J.nsformerend krijJen \le tenslotte 

Uit 

y ( X ) = [. .Co:L~kf~ ?-(15 .. _a~- .~ ·- -- l °1 (15-. 1) ' °2 o,~ X)] 
m(w - r:,... ) o-10-->--l) /T" 

Daar Laplacetransforrnaties lineaire transfor iaties z.ijn, ontstaat 

door La)lacetransforuiatin van een Hilbertse functie rui.i1te ,;eer e,.m 

Filbertse functie ruimte. 

Ui t cen arthonorr.1ale basis behoe:i:'t hierbij geen orthonormale basif, 

te ontstaan. I·:en sch,~ve basis is echter v,el al ti j d te ortho,,onali-­

seren en te normeren. 

Iii t zullen vie aan de hand vaL een voorbaald dei.1.onstrcren. 

ontstaat door Laplace tnmsfor:,1atie 

f.,, ( s) = 
nT 1 ·r 2 ---n-;..2 

s + -0 .. 
1 c_ 

Kiezen we als integratie\1Pg, de -,iosi ti eve helft v<:1n de reele as, zo ,,or<.lt 

bet inwen<.Ji6e p:::·oduct van f n ( s) ,.:n fm ( s) 

en de nor~ van fn(s) 

00 

f fn(s) fm(s) ds ::: 

0 'tOO 

d s , nml 
= ,i ·12 J ·-·----·-·2-- -·-•--·-----· 

(s2 + n.....;:-~) (s 2 + 4-~ } -oo 

oQ 

J fnc.(s) ds= 

0 

l '- l" 

2 ') J n ,,_.... ds 

~ -7· ( ~-2~--n-2 ,;1' ~. ) 2 

-oo l'-

Beide inte~ralen ~ijn te bep~len door in de bovenste helft van het 

coordinatenvlak van Gauaz langs cc.i Desloten baan te integreren en Hel 

1an6s de reele as en de onei1:dige 'alfcir 1~e1. Daar de integraal h1n 0 s 

Lle oneindit;e halfcirkel nul opleve1 t, is ue iutegraal langs cJ.e reele as 

~elijk aan de algebrafsche so~ <ler residu~n behorende bij rle polen die 



1 1 C - .... ------...- + __....._._. + 
m 8 m,...1 s+ n'l'l --r T 

1 
S nrl ---r 

1 } -·-~ri ds = 
s+ ---1 

.~ nm:.-2 l 3 2 li 1 1 ) 1 = -; --,ii:- ~..,,. ;J ( - - - = ;rr:-) 
le:: mc::-nc:: 2 1 n m 2\m+n 

'l'er be paling van N f n ( s) stellen we 

S2 n2,w-2 
+ -~- = 

l 
k(k + ?._n_Jr.i) 

l 

M~ kan nu op volgende wij :.::e een or·thonor111.ering tot stand 1Jrengen 

Zij 'f1(s) 

Zij t 2(s) 

~Y,1 ,t2) = 

-- ·> Ny- 1 =1 

= a 1f 1(s) + a 2f 2 (s) 

2a 1 2a,;1 

-- N f + -...:.:. ( f , f ) = 0 
yI 1 {I 1 2 

l 1 
4 8 1+ t" 8 2 = O 

1 2 1 ') l 2 1 -~ a + ;, ,:a a + b- a = 
!t 1 0 1 2 0 2 

Att.11 oplossing van beide vergelijkin~en lcrijgen ~,e: 

a - .?. yj 
1 - 3 yl 

f2( s) = ·s 

¥3 
8 2 :::: - if 

~1 1 :: f 1 ( 8 ) - 3 f 2 ( s ) t 



of y 2(s) 1 V3 1 2f 1 ( s) - Jf2(s)1 • = - 3 v'l 

Onze keuze valt op de eerste ontwikkeling van j-2 ( s) 

Zij f3(s) = b 1f 1(s) + b 2f 2 (s) + b 3f 3(s) 

C1-11,-t3) = 0 voert tot 6b 1 + 4b2 + 3b3 -- 0 

Cf2,~3) = 0 tot 5b0 + 6b3 = 0 
'-

en N 1-"3 = 1 tot 
1 2 1 b 2+ 4 b1 + 8 2 

~et als oplossing 

b - 6{,l 
1- vl 

1 b 2+ 1 
b1b2 + 

1 1 
12 j' --· b b + 5 b2b3 = 3 4 1 3 

241'3 b - -- ----·-2 - -Vl 

1 

4. Ga.an we de Laplacetransformatic na van ei;n Dirac functie, tenei11t'.,~ 
te concluderen of ook een inverse transformatie van de resultant 
functie mogelijk is. 

Zij 

F(t,a) = 

? 

- 1.': __ l.. e a 

~ 
De dubbelzijdige Laplace transformatie hiervan is 

Zij 

00 

f(s,a.) = 1 J 
vaii- -co 
1 2 
4as A /' 

e ·v a 
= ~----

-st e e 

,:;() 

f 
- co 

- .,. __ , .. 
a dt = 

2 2 2 t + a s_1±_,_fi....§.._ 

e a 

co 
~~t_+~as) 2 

= 

t + -:,-as -----= 
va 

f(s,a) = 

= T 
" 2 
4· as e 

~ 

J . -ya'"·. 
e 

_ri-2 
e dr= 

d ( t+-;a~ ) 
va 

1 2 ,. as 1 2 e ~ 11~ __ --·~ as 
--~--· r ,, e 4 

'V 7c 

Laten we a tot nul naderen zo b1ijkt de transformatie 1 op te levercnn 
:Sij een integratie van O ~ 00 denken we ons de top van de klokfunti-::: 
van Gausz in o+. Na de limietovergang a ➔ 0 krijgt men dan hetzclfde 
resultaat. 



Gaan we de inverse transform.a.tie na van 

1-1 { ei-ae2! = 

= 

Zij ' • r.::, t .ill. S Va + ~ : S I : 
'. 

v- +i ,:- t :·o-~ + ,vi- +ioo 

t2 - --
e a 
1·~ 

') 

(s•)·· 
e ds' 

.. • r,:; t 
,. trvart;.,a: -ic:o 

ds = 

d (-.~ s'fa + .:ti..-) .. ~ 

= rk.= e 

= 

t2 

e a 
varr;-

·ve hebben de integratie-rechte verschoven naar de iDmginaire as. 

We zullen aantonen dat dit Leoorloofd is. T 

,_;ekijken we hiertoe de inteGratie langs 

een weg als in de figuur aanbegeven. 

3innen de inteGratieweg bezit de integrand 

6 een singula:ri tei ten zodat de ~cringinteeraal 

~;elijk is a.an nul. 

Voor ,Je gedeel ten langs de cirkel bo0 en icri j Gen 

,ve 
Th / 1 eH2 ( cos \D • i sin I') 2 'lie i 'I' d<p + 

t.'11'-11( 

+ L 8R2(cosq,• isin<p)'.? Rie itf> a'P \t. 
V 

(. J;~R2 cos2 I'+ ill;:sin: 'i'I\Riei'f \ dtp + 

oi. 

I 

\, 
\ 

\ 
\ 
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= .. 

Nu denken we ons ¼ o- 'fa +·"'Fa bij het aangroeien ve.n t zodanig onci!1di& 
worden dat r:J... > 45° blijft; a 

Haar dan is lir.1 i.1t'2'.-- 2~~H • ')- · = 0 
R-uo R ( sin r/-. -cos'-«) e . 

De toegepaste verschuiving is hiermee aan gerechtvaardigd. 

·.-.1e zien dus dat 

F(t,a) 

J)ifferentieren we links en rechts p x naar t zo krijgen we 

1 
sr 

J(J -t ,· 00 ') 

est sP e~as~ ds = 
q--ioo 

La ten we a ~ 0 naderen zo ontstaat het resul taa·~ \faar we reeds eerder 

,.,ee 6 ewerl{t hebben 
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71. 

Toeua.ssin~en ___ va.n __ de_~ransf ornati!L ven _ la:Qlace _ o~_pa!:tiel~-diff~r~!_!~!~al-

v~;:~~!!;i~!!!~~!!. 
!ij zullen enlrnle randwaardenprobler.'l.en behandelen ui t de theorie der 

l)artiele differentia.alvergelijkingen en v-1el van~· de ·,,armte~eleidings•· 
v :rgeli~lti.ng en vb). ... de golfvergelijking. 

1. lJe vergelijking van (le warmtegeleiding. 
1. 1 ·'ij duiden de te·, 1peratuur in het riunt x van een homobene staaf in.et 

lengte 1 op het tijdstip t aan door U(x,t) 0 ~ x ~ 1. 

Als nog in de staaf wan~tebronnen ter sterkte Q(x,t) aanwezig zijn, geldt 
voor U(xtt) de ver~elijking 

uxx - ut = -Q(x,t). 

Op het ogenblik t=O ziJ de temperatuurverdeling 

U(x,O) = Uo(x) 0 ~ x ~ 1. 

De randvoorwaarden zijn 

o<.0 U ( 0 + , t ) + /3 O U X ( 0 + , t ) = ,AO ( t ) • 

«1 U(1-,t) +~1 Ux(1-,t) = A1(t) 

Hierbij wordt de eis gesteld, dat de tempera.tuurverdeling continu aan­

eluit bij de beginvoor\,ia,arden en de rand11aarden. 

De cotifficienten ol en ~ hangen met de warmteoverdrachtscoefficienten 

aan de ui teinden sar,1en. 

Om di t alB,e'i.lJ.ene problce,a i 1et behulp van ue tra::sfor• .a tie van Laplace Ol) 

te lru.nnen lossen, moeten 11ij veronde:. stellen, dat het ui tvoeren van de 
transfor.·natie ver~~isselbd.ar is u1et ue differentiaties en 1i",et de limiet­
overgangen aan de rand. 
Voeren wij nu in 

00 oO 

J 8-at U(x,t)dt = u(x,e,) j e-stA1(t)dt = ai 
" GO V 

J 8-st l(x,t)dt = q(x,o) 
0 



cta.n gaat de vergelijking over in de volgende differentiaalverg. 

d2u dx~ - au= - q(x,s) - U0 (x). 

en de randvoorwaarden in 

o(0il(O,s) + t1o«x(O,s) = a 0 (s) 

~,«(1,s) + ~ 1bx(1,s) = a1(s) 

72. 

. 1ij zullen voorlopig di t probleem niet in zijn volle algemeenheid behan­
delen, maar eerst enkele bijzondere i.;evallen beschomien. 

1 • 2 • ~~~P~E?:!~~!:-!!!_~~~-~~~~!.~~!~2!~~!:S~'!!S~~!~~ .... !!!SS:~!eES~:~!P.· 
Denk, dat de staaf geen warmtebronnen bevat en dat de beginteroperatuur 
CJ is. 
~erder hebben de randcondities de vorm: 

U(O+,t) = 0 
U(1-,t) = 1 

ret getra.nsformeerde probleem 111or.dt 

\t(O+,s) = 0 

u.(1-,s) = ¾ 

t > o. 

De oplossing van dit };robleem is direct aan te geven 

u(x,s) = sinh xvs 
s s in1t~/s 

en de temperatuurverdeling zal gevonden worden door terug te transfor­
meren. 1.Vij kunnen di t op verschillende manieren doen en elke manier 
levert ons een oploseing 1 die bepaalde voordelen heeft. 
illereerst merken wij op dat 

u(x s) = §in~ xVa = 
' s sinh'7's 

f {e-(2n+1-x)vs 
L --·-·--·--- -

0 s 

zodat de vroeger berekende inversie-integraal juist van pas komt. ~ ., 

l f ( « ) l 1 -«Vs ( ) 2 J .. ). ,_ , L er c 2-ft 1 = 8 e , vva.arbij erfc x :::: 1/7f. e dA. 
JI( 

·rerm voor term terugtransformeren geeft -U(x,t) = 2_ (erfc 2n+1-x - erfc 2n+1+X 1 2:n" - 2.;r- = 
• 

= t [ erf. 2n+1+X - erf 2n+1-x] -2v't"- ~ • 



Het is gemakkelijk aan·te tonen, da.t deze reel:s inderda.ad 
wa..::1.rden voldoet. 
Allereerat ie de reeks 

U(x,t) 
'""'tJ; 

l. ' 

2 = .....,_ 
v-:;: 

0 

l»t!;f 

.f e->-2a A · 

sau1en met haar parti~le afgeleiden voor t) 0 gelijkmatig 
Voor t ➔ 0 nadert de soi.1 van de reeks ·tot nul, 
voor x ➔ 0 nadert e1ke term tot nul en dus oak de som, 
voor x ➔ 1 krijgen wij 

cP 

U(x,t) = .~· L 
ylt 0 

l":_rt oc> l _ ,.2 ~, '\ 2 J -rl :1 '). 
e uf\= ~ e Cl"=1. 

() 

convergent. 

:~ 1e hier .::;ei;even vori'l is uitsteltend geschikt voor de berekning van de 
tempera.tuur voor kleine t, daar de reeks d.an zeer snel convergeert. 
:f'.'.en andere voria krijgen He door de functie 

~ 
_s_inh xJi _ x_.fs + · + • • · · • 
· sinh~ - --- :T----- = 

vs+ .lW1- + ••••••• 

x3s ~_: __ ? + ..... 
s 

1 + 3T + ••••• 

te beschou.wen a.ls het quotient van twee machtreeksen ins, door in teller 
en noemer dezelfde tal<: van vs te ne11en, u(x,s) is overal regulier be­
halve in s=O en de overic;e nulpunten van sinhvs, dus s = -n2ir2 • 
. :ij pass en nu de oi.ik:eerstellin;; toe op cleze functie en krijgen: r ... .:. 

U(x t) = ~ J ~-~:~:Lz:111..J,;jj ds waarbiJ' v> O is. • 2tn. · s s1nh -./s' a 
K-tOO 

'Yij be re ken en eerst f or,.1eel de inverse functie, die hierbi j behoort en 
verifieren d~n later, dat deze inderdaad aan alle voorw-aar<len voldCHtt. 
De polen van de getransformeerde funct1e zijn s = -n2'11'2 n) 1 
en de residuen in deze polP-ri zijn 

-n211"2t 
2 e _s_i1L..n..!L 

n11' COB nt = • sin nn. 

Voor e=O vinden wij als residu x zoda.t ,.,ij for11eel ala oplossing 
vinden 

U(x,t) 



MATHEMATISCH CBNTRUM 
2e Boe:rhaavestraat 49 
AMSTERDAM (OJ 

'l'elefoon 51600 
(Adm1:mstrat1e, &~ AM. ~ 

Md. ZniVffllt Wisk~} 

Taldooo56643 
(Afd. T~te Wisk~ ~ 

.~S.1:!,1?_Jl!.~.!P..Q_Q.,~.f!..._g_~"~.:_a_tJ1.§_pd§_t i ~-SJl-~.J?hy:::!__:LS..S:; ( vervo 1 g) 
te • s--Gravenha.ge 

p 0 Voordracht: 17 Ha.art 1954 .. 
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1 • Vol gens een stelling van 'eierstras:3 is i 1edere continue fu.· ctie T'( x, Y) 

een eindi,;; gebied ,Jelijkmatit~- te a:pproxir11eren door een sod van pDl Y··· 
,. " ,.,., ,": ( ,. \ ·- ) ..J ( ~ \ .,., ( \ ' .. t .• , t .c 2( 1 j' / - ,_ I..!'- i :{ / /:J l Y} 

c,·llin:g van Stone- 'eierstras:;!; 

en volge~s een uitbreiding bekend ale de 
is iedere contim.w fun~tie F(x:,y) in e,:11 

·:i.ndit; gebied ~elijkr.,.atig ap:proxim.eerbr1.ar door co:cti1me func·ties of 

. a. rl. °' i ( x) en ;'3 1 (x) be:-ioeven niet be per kt te blij ven tot :polyno1:1.en., 

:n V€:rhand n1et deze stellingen ~rnnnen we nu tvveedi,,,fmsionale eiJen-.::r.arrn-

_f or·:a.::..~ ti.es e11 i-r1verse tr·a.x1sf or:uui ties def~inieren, v1elke eige11 zijn riar1 de 

1:oncrete systement waarop ze zullen ~orde~ toeeepast, in dien ~in, ~at 
e bij de definitie te Ge½ruiken eiJenfuncties ' "j zinvo .... d ~YI., Z • 

01:-J hand van een 'tweetal concrete voorbeelden te ontwilrkelen. 

Voor het eerste voorhee:i.d v.i,'l de 'ceu:;:;e op tle oploss.:i.ng van de differen · 

t L1al verbeli;j :ing van de zali::1dn 0 en ( x, y) van een. aan vie:::.~ zij den in-

.,eklernde :plaat, die 1n een ;mnt ( ~ t ,,../) beli:rnt is door een :pu.ntlast P" 

'.2 ~~4~ J_x..w.J 
o x,:: v v·~ 

'fla.arbij de sti~jfheidsfactor 

vnd,~r U~ l (x~ \) 1 (y- '1)_~ -:-1",r~t;:.:.a.n ~e 
·- e tweed.1:JensHmalc· 1-,uls:ru.nG Cl~! 1 (he 

operator ender het integraalteken is 

t e Ya-:; t in1 : 

U 1 { ( x- \ ) , ( y- 'j ) j dx dy = 

_ \ 'l terplaa'tf&e x~.; ! • y= '\ 
( i , 0 vo or· :x ,: i , y ;t 1 

op 

yj 
f 
l 
I 



75. 

':e defi.nieren nu 

:s2 [ · ·, ( x , y ) \ = w ( n , m ) = 
t. '~ j I { v 1 ( kn L! ) v 2 ( ~ x ) - v· 2 ( kn 1, ) v 'i ( kn x) ) 

0 
(' 

4 1 ( 1 1 'l er 1 ( kn 11) ·- (l 7 \ \)? ~- (1-::"' 11 ) C0!3l1 cos \J 3 en ... 1 1 - -- Kn.L 1 / Kn,.;_·t' 
c.. " ,, 

·i (~m12) (J3 ( ~r.1·)) ir-c.( 1\ coi::ih (~n/;~) cos (~m.12) (j- -· ,.., )(, ,, } -➔ 
iL l.. L Jri 1~: 

Voor de inverse tran:::,for,1.at:i.e volgt M.erui t 

"'( ' r,-2 ! •., x,yJ .::-, ,'., l ·,1 ( n ,. m) } 
. \ 

'f: ',,t n ,., I 
- . --•~·-.. -· .,,,_. ...... ~- . ..... .--'....l..!::...l...!. . ..;;..A.- ____ .. _____ --.-.- ....... 
-·. n ,-.. 
~ ., .• t'r ,'. ( 1 1 ') ,.... ,;.: ( '1 ' J.1 l.') v., ,{TI. 1, V ,. )E •·,1·l.,'.) / 

C I I I , ..... 

·• = I 

-- 1 

- 0-:: ( ;i.i l? ) .,_ '"1ll -

(f 1 (~My) J 
Bij ;ie deftni tie van de St(:entransfor ,~i.ttE: : i:, gebruik gei:i.aakt van de 

on...:,er10rneerde eigenf lHI ct :l.es van een aan \,eert,z. ,j den 1ngelclemde balk: 

;_.,_cuik vau de approxii:,.cerbaar}:.c,1d van :(x,y) = L -;:;{i(x)13 1 (y) t13rwijl 

.v~: in verband r,:et de geli~l<:;0 ~:1t.1,;r,heid v~.1.n dez,e a1.>proxjmatie telkem11.1le 
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, f.t,., [ ci (~\ l 
= ~ <pm< Y) f., i (y) dy [ kn2 ~·~-;/-'- l <>, ( kn 1, )~ ( knx) - G"""2 (knl1) <S'3 (~x>)l . ... 

o (l. 1 
l - kn 3 J t G"' 1 ( kr/ 1 ) er 1 ( kn x ) - 0:/ kn 11 ) o 4 ( kn x ') 1 d (I( i ( x ) j = 

( ;.. o l 
= l j 'fl m< y) fl i ( Y \ dy ! [ -k,, 3,,/i (x)l<:, 1 ( kn 11 )<r1 ( knx) - "2(knl1 l<l"'4 (knx l} t 

0 

+ }cn4 ( '} 0- ,i(1< 11) (J,)(k x) - V,:,n::, 1~)<,~(k x)\ot~ (x) axl ,_ JL r n ,_ n ,._ ,1,, n 1 .,_ J 
rt f £1. o 

,_, k,1 4 ~ } ' <p n ( x) f m ( y) d. i ( x) t9i :L ( Y) dx dy = 

€ o t a 

kn 4 f 'J tf n ( X ) f m ( y ) l. ,d. i ( X ) /3 i ( y ) dx d y = 

\ 4 j"r1f n(x) •f'i,,(y) '/(x,y) dx dy = kn 4 E2 / '(x,y) \ 
Q I} 

Bi.j de afle1.ding werd ervan 0ebruik ger.iaakt dat 

ti'. i (~_;; = o( :i ( l) = 0 en (~ii.):_) '" ~y~ )1 - 0 

1':et :,een een sevolg is van de randvoorwaarden 

:= 0 

I o•ffx ")7 l __ :!J..,,, :.1..i- • ' --
0 X 1 , , ·-

j X"'.L 

Op 6ezelf6e wijze is af te le1aen 

-. { tr , ' rr ( 1, .. ,, i 
- '"' 2' \ ,.n"'" ·1 ; "' 3 ""n"" ,. 

'(x,y) dx dy 

dx dy 

• 
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io hebben we dus 

2\ a_ 4;7_. 1 E 2 2 = 
9X 'ciy 

* 1 2 ~ 2 E 2 l ·re ) l ~en D.l · ''nm .· x 1 Y J 

ncterwer1Jen vve de diff erentiaal vergelijking aan aeze eigentransformatie 

zo ontstaat~ 

(kn 4+l\n4) w(n,m) + 2kn 2~ r/ :s;m.2 { rr(x,y) ! == i) <pnq) 'f m(1) 

Substitueren we hierin voor 

en verwisselen we 

( k 4+ ~ 4) w(n m) n m ? 

sommatie en integratieteken zo 
0 2 

+ r_ ·- 2~n.c. ~.!IL~- - . ---· -
Y,J,tl. 1 11 2CJ-/Oc 1 1 ) o-2 2 (k 1 2 ) 

krijgen vve 

*2 
:Snrn 'f" ( x ) <f ,-,.. ( Y) = 

Bj_j een zodanige api-Jroxi, 1atiegraad, dat v en fv'v van 1 tot N lopen hebben 

,✓ e dus N2 vergelijkii.1gen met N2 onbekenden w( v, r-). 
Het vraag~,tuk is hier,.u.ee dus in :,:irinci:pe als opc;elost te be schouwen. 

2. Als 2e vraagstuk beschouwen we de be1)aling van de zakkingen die ont~­

r0d;aan 9 als een plaat 9 die aan twee tegenoverliggende zijden vrij OJ\_C-::·· 

le~d j_s en aan de twee andere zijden resp. ingeklemd en v:-cij zweven(; 9 

belast wordt door een puntlast Pin het punt (f 11 ) 

De differentiaalvergelijking 

als ~n het vorige vraagstuk 

= 

= 

~e definieren nu 

is dezelfde 
1 

'1 - ----·1 
' I 

/ I /'.---- _! ___________ _ 

') 2 '-( 1 ') _r:;- ( 1 ) Cf 1 *m 2 - "' 3 '¥.m 2 -4. 

X. 
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Laar dari volgt hieruit, 

dz ... _, __ 
,.,:.n+ 1 
,1.l 

:.,ij nu t=1 

dz 
= 

z e 
-,., Ul.·'· 1 

L, 

o-i.-
vorig jaar hebben we ook de Bessel-functies 

"'O / \T'I Jnl-21" 
) : . l_ -1 •+· z ~ ,Jv,{z 1··r1-: n+r.,-,r--::-

.11..11 ' ~ &\ t' 0 
,• I 

\v e • i:·: voor 

t 1 ~ 
s e l.:· .. '.n ~.:.o v1ordt 

<::P I x\n+2r 
:; [. ,. -i..;;~---'- ~--, i 

A~O I· tn+r1 · 

( · )2r-1 r -'X ·--~--.. ·-····· 
a.:> 

-· [ r: ri 

'.:odat <1US 

In verba.11d · 1~it { 1 ) ·1, or (l t 

Jeperken we ans vocrlopi~ 

\/,..2 .2 ~ij nu x ~ ~a t -K 

(?r'l Z :: : ! ( -t·-k) -!) 

It: l 

d_! 0 (x) 
fix 

()) \ ~ ... 

. '\ ( dz ::::. d t-k.1 d J 

(5) bJ.ijft alleen ge1Jig 1 zo t > k-

:.:odat 

r et ~;eval t < le zuLl.sn ;,:e nog apart bek 1 j \en 

80., 

( 1 ) 

van de eerste soort le~~~ 

~-- d~ ---· ,,n-,.r-;. ; 
,;,; 

dz 
·~ ,_,; 

.:L~L~J_n+~­
rTTn+r .i ! 

( 2) 

(3) 

J ( ., \) .. - 1 I .\. , 



I 
_. • r .4, _ _r_ 

,,oem fi = t=k . 
Bij substitutie in (5) ontstaat: 

.--·at Io( ;a'02) = ?'it: J /3 ♦ £ OIi/i 

-~at e . 

2 

e~§(t-k)+ tr (t+k) 

~-ioo .Sij verder: 

Vf = v-;;;. +Vs -. ~ = 2s + a + 2 Vs< s+a) 

a vr =VS+a -vs a2 - T = 2s + a-2~) 

·•oar optelling en aftrekking ontstaat hieruit 
2 2 

4s + 2a = f + \ ~ -.. s = {( ~ + ~·- -
.---- . a2 5 

vs(s+a) = -.~( ~ - y> 
2a) 

► 'Jit (7) ontstaat door differentiatie 

ds , a2 -a1 = :,.( 1- ?) en ous in verband met ( 8) 

= 
ds 

Vs(s+a) 

Substitutie van (7), (8) en (9) 
in ( 6) geef t: 

e-~at Io(. aVt2-k2) 1 / est = 2iI 
-kv's( s+a) 
L---- ds 

Vs(s+a) 

Bij de eerste substitutie gaat de rechte 
4 H' ► R( z) = '( over in de rec;1te H( ~) = t-k = (3 

Bij de tweede substitutie iaat de rechte 
R f = f3 in de kroIIl.Iite ABC over. 
Zij i =f.i +ij (13 constant, '1 variclbel) en 

a = <:r +i l 

- 2a) 

waaru.it 
a2 

0- = :~ ( f6 + ~-2-;-,2 - ?.o.) 
,.., 

ac_ "1 
E = ~-{ '1 - ~-1+:;2) 

Nen zorge ervoor dat /l ) 2a 

)Jaar 1 van - OO-t + oo loopt is 

2 
.. ( ~ a 2a) + --~ -,~ 

81. 

( 7) 

(8) 

(6) 



J,e kromme li~t du.a tu.ssen de reohten 

G' = -:: ( /3 -2a) 

Hierbij is de rechte 

en 
9.2 

(J' = 0(f3 - 2a + p.> besloten. 

(f' = ~(!3 - 2a) een asymptoot , terwijl hat punt 

. a2 
Ci" = ~- ( /3 - 2a + ~ .) 

. l f3 op de reelP. as, het snijpunt voorstelt van deze as 

(et de kromme. 

De inte~rand 

es(t-k) ··----- J ___ * 
ek i \}ii"( S·!-a-)-s) 

--- - 1 ______ _ 

Vs( s+a) 

bezit als we de oorsprong uitzonderen, in het gehele rec~terhalfvlak r.een 

)Olen. De intee;;ratie langs Ge l,;:rom;·ie !can dus vervangen Hor Jen uoor die 
langs de rechte er = ~( p - 2a). 

Voor t ~ k geldt dus 

- .- at I ( \ I t2 , 2) 1 e ' .:a V -,t = -2--:-o ~1 

Beki jken 1.rn nu vaor t t. k 
de contourinte6raal 

j es(t--lr) 

43/!A 

-:-:-~1=~ --- _<Li'L__ 
0 k lVs(s+a)-s\ V' s(s+a) 

Ia.ngs de oneindige cirkel BCA is 

I J ·•(t-k) 

8C'-} 

( 

•/ ... {, .. Q.J 

J .,rcF--t¥.1t' -i-R < 
¥ {1~.L) 

t.. i j T/1. ·-2-rr:-~i-t_____ = 
_:.\~.~ R 'fl 

,X lr-•) 8 

= (k-~Tlf" l ·-nr--·tlT1--=-~1r e . 

Voor t l... k is due 1 
°21'T 

e-k Vs( s+a) 
~--------" 
Vs( s+a) 

ds (10) 

B 

ll 'ff'• 
"t- .. -.,,. l\-0'-) 

= 

0 

e-k\,3(sia) 
---·---··-·- --ys( s+a) 

ds = 0 

e-kVs{s+a.) 

-v=--;(~~~~-)- blijkt dus de l'<:!..;)lace transfer: ;a tie te zijn van L'.' 



1functie 1';\( .,,. ) 
};: ,, :. 

t ) k 

e-:~Vs( s+a) 

\pf ;~-~:;.r-

j 01>- st 
e 

k 

ff ,:rent i e er hf~t 1in\er en rechterlid van ( 11) naar k 

= 

= 
------- -k1rr:i( "'·'a\ v ( ) 1/t o-, r 1 - _ s ,s -· a _ ... e.. _. __ 

Va(s+a) 

In verband Jet (3) is dus 

;:-st 
h_ 

83 .. 

I ~ 1) 
\ I ; 

( ~' \ 
1-c 

-(s+ a)k .. e ,., is de Laplacetra.usformatie van de fU!ict::.o 

I' ( t) 

t < k F(t) = 0 

t ) k r( t) .... 



AMSJ'EllOAM-0, 

Cursus Methoden der Mathematische Physics (vervolg) 
te 1 s-Oravenhage 

13e Voordracht: 31 Maart 1954 
Spreker: Prof. Dr R.Timman. 

··8'1. 

beschouwen nogmaals de op de eerste manier verkregen oplossing van 

probleem en paseen de methode toe op een oneindig lange staaf. 

WiJ hebben dan de randcondities 
u(o·\t) -· 1 t > o U(oo) ➔ O,. 

en de b.egi nvoortu,arcte 

U(x;O) '"' 0. 
Het getransformeerde probleem 

a2u -:7! - SU := 0 
dx 

u(o+Js) "= 1 s 

U(oo ,:.1) = O 

heeft ale enige oplo~sing 

;'..ociat wij direct de omkeerformu.ie kunnen toeparrnen. 

U.(x 1 t) = erfc (-x-) = ~ (
00

e_:A2 d)\. 
2 Vt V-rr J 

"' Phys1Dch kunnen wi,i dez(:: oploss:tng inte11 preteren ols de temperatuurver', 

1lng, die behoort bij een w3rmtebron, die op het tijdstip t = O in de 

oorsprong wordt gepl2atst. 

Bet ts nu rnoge11Jk voor het vrCf$;er gevonderi resul taat voo:i:· een staaf 
van eindtge lengte, wa.rvan het ene u1te1nde een temperetuur 1 en het 
andere een temperatuur nu.l heeft .• ook t{;n;'m voor term te 1nterpreteren. 

-1 
------------·-·· _. I) ·----..... ~--~---.. ···--- ._ ___________ _ l 

U,, ( x , t } "" e r f c ( 1 - ,: ) 
I '.'. Vt. • ' 

o,n de bemperatuur voo:r x ,.., O: U ( O, t) :r- erf c ( --1._) te compensert:n een t e .. 
'2 Vt 



gengestelde 'bron in x ,,i -1 (spiegel1ng). 

Totaal 

u2(x,t) = erfc {1 -.x_) - erfc ( 1+x_). 
2'/t 2Vt 

Nu is echter in x • 1 
<') 

u2(1,t) = - erfc (___s.). 
2 vt 

85 

Dit moet weer gecompenseerd warden door een bron in 1+2 - 3 (spiegelbron 

in de tweede). Dus: 

u3(x,t) ,:: erfc ( 1-x) - erf'c ( 1+x_) + erfc {~}. 
2 Vt 2 Vt 2 Vt 

Dan moet weer de invloed van deze bron voor x "" O ongedaan gemaokt wol>· 

den en zo ontetaat de verkregen reeks door herhaalde spieg.eling van 

warmtebronnen t.o.v. de uiteinden van de steaf. 

Bewi.ls. dat de :re~ksontwikkeling e;eldig is. 
Wtj bewijzen nu, dat de reeksontw1kk.el:lng, 

voor de integraal j ~+i~ t 

U ( t ) '1 e 3 s 1 nh x Vs , 
x, · · = 2 JT i as 

inderdaad geldig 1s. 
s--e1 "' - f ... 1 ,vi ¾,,\..-J..~-5,·-iQ 

s sinh Vs 

W1,:; beschouwen eerst de inte­

ireal over een eindig segment van 

de liJn i "" '{ > 0 en c.~ompleteren 
.; 

::ii t door een parabool met top naar 

1 inks e.n brandpv.nt. in de ~prong1 

zodat de parabool tussen de op de 

negatieve \ -ao gelegen polen door­
loopt. De ve~gelijking van de para-

<'.) ., -~,:. 

- 0 n " ? 8 
l' ~= -,---- = ac cosec :::..,.;,_ 1-cos a n c: 
biJ a .~ (n - .;,.) 1t n •' . 
De snijpunten met de negst1eve es 
11 j " ( l)'? 2 ... ggen <. an in 1 "" - n--,, 11 • en ,:i 0 -"> oe::i 

f 1-) 
Als s = ~e- op de parabool ligt, ts 

0 ,,. a ( eot .;. + i) , 
n ,:. -

Nu geldt voor een complex getal a+b•: 

die wij gevonden hebben 

i > 0 



lsinh (a+b1)1 2 • ainh2 a+ s1n2 b, 
en dus is 

2 sinh2(xan cot f) +. sin2(xan) 

\ 8 •(x, 8 ) l = si~h~( en cot ~)· + sin2 an ' 

maar s1n2 an= 1 en O ( x < 1, zodat langs de parabool 
\su(x,s)\ f 1 

is. 

dan 

Gaan wij nu de integraal na langs de contou~ en en het rechte stuk, 
1s langs de parabool l't. G, 

< 

\ f.e•t x(x,s)ds I£ I J •+'I' cos Q.t 

CN -1- 0, 

j l'r-:~a2. cos(;) V 
e n 1-cos 0 2+cos G .d 0 '-

0, ~ 
waarbij 0 1 bepaald is door 

2 cos G 1 
2an. 1-co.s01 = '(, 

zodat 

ds l . 18 1 ~ 
1..,,. - e, 

f +ta2. cos 0 
e n 1-cos 0. 

e, 
d 0 

Wij splitsen nu weer de integratie weg in drie stukken van j' T tot 

cos 0- 1 <. - "'5"' 1-cos 0 :> 

en van 0 1 tot Jir, van j-1T tot 21'1' - 0 1 • 

Langs het mictdenstuk is 

jYhT 1 2 
"1 - J ta . 
J 2 <. e 0 d0( 

2 - ! ta~ 
J ir. e 

Ys" 
Lange het eerste stuk kunnen w1J de exponent majoreren. Stel 

G • f - tp , dan is voor 0 1 < G < j' ,r 

cos 0 I. sin '-1> l 1f 
1-cos e 1-sin l/> ( + ,r (2 - G+ t)., 
1' waarb1J ! = ~ • 

an 

Dan is ¼ 'IT j ti/\3 + li)-
e n ~ T 

I>. 

3-a2 0 n 

. d 0 = 
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ta2{3 + l!.) 3ta~ ~ 3ta! T 1 
1T e : t :n T • l e- 1t ~ "IT - e --,- ( ~ -q 1 

en dus gaat J 1 naar nul als n -"> eo . Evenzo bewiJat men, dat de derda 

integraal nasr nul gaat. 
Hiermede is due aengetoond, dat els n 400 ; de contourintegraal 

nadert tot de 1ntegraal over het stuk van de verticele lijn ~ = 1 en 

dus, det zij juist de omkerlngsformule levert. 
De contourintegraal is verder gelijk aan de som van de res1duen 

in de polen, die binnen de contour 11ggen. Als n toeneemt, neemt het 
;;,mtal termen van de reeks onbepaald toe, de som van de reeks z2:1l dus 

tot de integraal, uitgestr~kt vbn t - oo i tot ~- + (::IJ i naderen. 
D~t deze integraal zelf bestaat, volgt direct uit onze schattingen 

vAn de integrand en dus ls de reeks convergent. 

Deze beschouwingcn gelden alleen voor t > O. 
Ook als t = 0 1s, c0nvergeert de reeks echter en wel nadart haar som 

tot 
2 

X + -
1f 

l n sin n-ux, 

die juist op het interval Ix\< 1 de waaPde nul heeft, daar de reeks 
Juist de ontw1kkeling van x in een reeks van Fourier voorstelt. 

Oplos~,:ing voor willekeurlge begintempcr~tur_e.~. 
W1J behandelen nu het probleem van de teinperatuurverdel1ng in de 

st aaf met een willekeurige begintemperatuur., waarbij echter be1de ein:i-­

punten op de temperatuur nul warden gehouden. 

Ut = UXX O ( X ( 1 t ) 0 

:.i.et randvoorwaarden 

u ( -:-o 1 t ) ;;:,; u ( 1-0 l t ) 2 {J t) 0. 

U(x, -t-0) = g(x) O 

Het getransformeerde probleem wordt 

:.:, .. ( X, S ) - g ( X) "" tl XX ( X , 8 ) 

u(o,~) - u(1,s) so. 

De oploss1ng ,nm dc2;c~ niet•••homogene gewone <:it fferent i aa 1 verg,elijklng 

kunnen wlj vinden met tehulp van ef:m func tic van Green. 

\ 

.. a inh( 1-x} 'l-E-..: :n nh ~ v; 
G(x, ~ ;s) fs s1.nh V"s 

.sinh x\Js. ',inh(1-r}\ s 

0 ~ ~ ~ .x 

f' 

' X (. i "' ' 

I 

a(x,s} • f s(fl G(x,J;s)ct$. 

ei,, 
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Om deze oplossing terug te transf'orm1:.!ren, bepalen w1j eerst het 

rea idu van o( x, ~ ; s) als t\mct::l.e van s in de pool · 

Dit wordt 

2 2 
Su•-1in. 

2 sin 1··X »- n . sln 1r n 
cos n" 

'"I sin x ir ht. sin(1"'· S} ifn 
c 2 cos nv 

maar deze waarden zijn gelijk aan 

0 sin n 'lf x. , sin n 11 i 
C. COS n '1'T" 

zod~t wij vinden, als g( ~) continu is .., 
00 

( ) ,., z_ 
U X,S ::::: C , sin nirx .. 

(.) 

X ~ ~ L 1 

een resu1taat, ctat wtJ op een kla&s1eke rnanier dOQr c,ntwikkelen in eeti 

Fourierreeks (e1genliJk: toepassen van de eindige Fourier-transforma­

tie) ook h3dden kunnen verkrijgen. 

Variabele e1qdtemperaturen. 
Wij beschouwen weer de hnlf-oneindige staat x ) o, waarb~j voor 

x "" 0 de eindtemperatuur voorgeschreven is i:11;-:, een gegeven func tie van 
•· \.' 

( uxx :::; ut X ') 0 
X "" 0 l U(+O,t) = F(t) .. ) 0 " 
+· ·- 0 u - 0 X ) 0 X --\I oc, jJ ·--';> 0. " 

Het getran2formeerde probleem ts 
r") 

dt..,.x 

t1x 2 ,~ 

u( -.-0., 3) "-" f ( s} = J e· 8 tF(t)dt, 
0 

en w1J v1nd•n als oploss1ng 
,---

-x ~ s 
u. = sf(s) . e 5 ""sf(a) . v (x,s} 

die teruggetransfcr~eerd ~oet wcr6en. 

Nu 1s het ari2ineel be 1<1:,n:::i .• nl, ·,rt t· ) "" e 1 •tr \ > • .. .. 

-x rs e en dus ls s . 3 het beeld '\t ar1 Vt(x,t), ~l.w.z. de temperatuurverde-
ling '>nm ecn ;;taaf, w,.:.u.rbiJ op hfft tijdst.i.p t ,,. O een eenheid::wprcng 
in de oorsprong wordt aangebracht. 

W1J vinden J&n door toepasslng van de ccnvolut1e-lntegr~al 



t 
U(x,s) = J F(t-·q Vt(x,-c )ii_,'., 

0 

Ook kunnen wij met sf(s) werken, als F(t) differentieerbaar is 

dus 

en 

£ t F' ( t) 1 = sf( s) - F( +0), 

u{x,s) = F(+o) . v(x,s) + f {F(t)) . v(x,s) 

t 
u ( x, t ) = F ( +o ) . v ( x , t ) + J F 1 ( t - -c ) v ( x , ,: ) a r: . 

0 
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Dit zijn speciale gevallen van het z.g. theorema van Duhamel, dat be­
trekking heeft op variabele randtemperaturen. 
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1. In de 12e Voo1 :]racht \H:!rde;n 2 diq.ensiono.le Eigentro.neformaties ge­

construcord nut b8hulp van ongcnor1:11.;1.:rde 1 diu1.msionale Eigenf'u.ncticri 

on wt.rdon de norueringsfactoren opgunoac.n in de inverse transfor--i.J.ati1::s. 

Di t gcschiE:ddo ter .:.:.anslui ting op de }l·ouri,.:r-sinus en cosinus trans­

for1:m. th: uaar zulka is niut l)t::r se no<lig. Voor 00n v8rd0re ui tbouw io 

h:... t z1.:lfs •,-;ensolijk v~in gc:noru..;erde Gig,.mfunctios gebruik tL: aaken. 

Zij bijv. de g,.moraccrde eit-_!:enfunct ie b0hor~nd1.e bij E:H-±n balk op t,rne 

st0un:punten, di1.; a.an wc,:rszij d1.::n op eLn bepaalde wij ze is opgulcgd: 

ip n ( x ) , dan is ( ij3 n ( x ) , p t1 ( x ) ) = J' nm• 

Voor oen plaat zijn da.n de 2 dinensionolt: Eigentransfornatius te con., 
stroc.'!r,.m: 1, ii 

W(n,u) ; ii2 { W(x,y) \ = L f. if n(x) /i1 ,)'1) W(x,y) dx dy 

\!(x,y) = E-2 l w(n,:1) \ = L l w (n,:-.1) 9\/x) r 1/y) \ 

In d~ 12e voordracht hebben we aun de hand van c1.:n twcotul voorb<rnldun 

gczii;;;n hoc, de invloudafuncti0 door t:igc;nfuncties tu approxiucren is. 

Algor.~ ... ,un is hiurvoor do.n ook t,.: schri j ven 

G(x,y, ~, i> = I. r(n,u, v, f--4.-) fn(x) P\t(y) (f., (~) 'ff-A.-(1) 
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:! A l g(n,a, v, /,L) <p n(x) ff r:i(y) L z( v', ~·) d\, • ., ,~. 14- • 

= A_ '!.., [ {i(n,r.i, v , M.) z( V, t4-) t/n(X) tf m(y) • ... . ""· ... ,...,. 
Zij K = l X 
Wij hebbun dan bij 0en N-voudige approxinn.tio v = 1, ••• N 

2 p.. = 1, ••• ,N oen etulsel van N honogene vergolijkingen tldt de onbe-
kcn don z( v , p,.) 

l:, g(n,u, V, p,.) z( V , µ,) = A* z(n,w.) • 
Yi#4 

Ecn n.ndoro oplossing ~an de nuloplossing is allo~n r.iogolijk zo de 
dot1.;rr.1inant D d.:ir cot3fficiente~ nul is. 2 '\ .,_ 
De vergelijking van de graad N, D = 0 levert N eigenwaarden ~ op 
met ~ienzovele oplossinBen van z( r , µ.). 
Hiermee stellen we due N2 eigenfuncties op, welke weer te non1eren 
zijn .. 

,f-
Noen de genormeerde eiuvnfuncties behorende bij A i : '-f 1 (x,y) • 
~ 1(x,y) voldoet dus a,~ f; vergelijking 

Y 1(x,y) = A1 j f G(x,y, f ,, ) 'f 1 ( f ,, ) dj d') 

bovendien is J J O 0 

f 1 

/ y 1 ( x, y) "f' k( x, y) dx dy = 0 
0 0 

hetgeen eenlf~/v1:g is van de syru.1etrie van G(x,y, f, "')) 
en is 'f12(x,y) dx dy = 1. 

Q • 
Er bestaat dus a.lle grand voor de volgende definitie van "at we noenon 
zullen kanonieke Eigentransforn,ties 

j'•J l K2 { W{x,y) \ = w(i) = 'f 1 (x,y) W(x,y) dx dy . -
W(x,y) = IC2 {w(i) \= f w1 "f1(x,y) 

Met deze kanonieke Eigentransforuaties zijn weer vraagstukken op te 
lossen, zoala de gedwongen trilling van een plaat. De oplossing ver­
loopt geheel analoog aan het eendiuensionale probleem. 
Zij de plaat in het punt (a,b} onderworpen aan een periodieke kracht 
P sin~ t . 

Do inte6l'aalvcr?•li\:king luidt dan: 

'11(x,y,t) =, 
0 

/t~f(t,Y,! ,j) P U1(;-\ ,~b-j) sinc(t d Jd1 

_ ill G ( x, y, 1 , , ) L .!V..l.l , 1 · t} d l d ., 
• • Qt 

Voor bet goval dat do be~P,gin~ qtationair is schrijven we 
W{ x, y, t) = \if ( x, y) sin ,x t. 
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De n.v. welke aequivalent is aan de beschouwde integraalvergelijking 
luidt: 

A 2 W = t U1(x-a,y-b) + ~- Y! 

2 2 l P ac:J..2 
Ki { A W J = TI 4" i ( a, b) + ,- Ki 2 { W \ 

~ p tl~2 
~ = 15 "t'1(a,b) + -,r-- 991 

P'V1(a,b) P'f1(a,b) 

wi = )i -nd.2· = o{wi2_<(2) • 

Op klassieke r.ianior zou de oplossing verder als volgt verlopen 

Zit Ji .. p G(x,y,a, b) = l. ci 't 1 {x,y) jl, f t1. 

J p G ( X. y' a' b) 'V k ( X' y) dx dy = [ Ci Ji( X, y) 't k ( X, y) dx dy ,:: 
o () 0 0 

= [ Cit 'k • t !i . l. 

:. c1 = J f P G(x,y,a, b) '( i (x,y) dx dy = 
() 0 



P ''t\ (a, b} 
- 2 

i\. { 1- ~) 
1 w ' 

Q t.> 

d..2 Vi (x,y) + l ~ wi i (x,y) 
w 
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2. In de 12e Voordrncht werdcn cen aantal Laplace tra.nsforr.1aties afgo­
leid van Besselfuncties welke voorzien waren van een soort denpings­
factor. Door van enigszins gewijzigde substitutics gebruik te IJaken, 
kan nen dt!ze denpinesfactor veruijden. 

We gaan uit van (5) J~4-l 00 x2 
z+ --

I (x} = _l__ e 4z E 
0 21ii y . z 

We stellen x = b Vt2-k2 

z = ¼ ~ ( t-k) 

()_(._ 

b)O; t)k 

dz .!f 
~ = 5 

/31-lOO 2( ) 
\ r,;-2 l 1 J ¼ f (t-k)+ k t+k 

zodat 

Iol byt--k· J = 211· e .§ ~ 
f.,- 4 .it> 

Hierba: 
Vf = Vs+b + v;::b ➔ § = 2s + 2Vs2-b2 

2b ,r::;: \ra=i itb2 I~ ·r = y s+ b - V s-b -. !- = 2 s - 2 V a -b 

Door optelling en aftrekking ontstaat uit (13) en (14) 

~ f b2 1 + t - = 48 -, s = ¼ s + 'f 
4b2 ,r,r::,, \r2 2 b2 

~ - ! = 4 V s--b' V s -b = ¼ f - 1" 
Uit (16) door C~fferentiatie 

st - k~-b2 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 



zodat 

Zij s 

~ 
G' + it 

blffa-k2} = ,k} st e-k {a2-~2 
Io 1 e ---91a11 ,, •• 2 

11 b V a -

= ~ + 
=/3. + 

= ¼: /3 

4 ec 
i 6 

i 'l'\ 
+ ¼: i i 

b2 
+---:--.s+1.,i 

parafiletervergelijkingen 

in 1 , die van 

. 2 
:1.. '?i +-b-" ' ·, I . ., 

-o:::>-+oo 

loopt. 
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ds 

I \.c.. .t; 

'\ 
e 

- b b 

Door ¼ p looJJt 'v',eer een verticale asymptoot te~wijl het snijpunt met 

de r,- a.s rechts h·,.Grvan gelegen is in ¼ ,2 + L. 
\.,I • 1 

. I 
Als n1en er zorg voor draagt, dat ¼ /3 ::> b zal 1.n het gehele gearceerdc 

I 

gebied geen singula.ri tei t voorkonei.. De in-"7..::ecratie J.an.:__:s de kror.me ka.n 

dus vervangen worden door die langs de asymptoot 
f ~-... i. 00 

_j__ I 
211 i J 

0-- L ~ 

Om aan te to:oen dat voor t < k 
rcr-+i'l>O 

1 I -(k-tls 
) 

e , , 
2'!ii 

st 
e 

v ' ~ -b·s -b e . 
--~ de 

v ) b 

aaar nul gaat t kout het er in wez,en 021 neer dat we aantonen dat 

lin 

e 

'l \~b2 I .1:r. 1 s - Vs'--b~ 
1 ~-. ,:, ... ,--,--··-­

\ I <- .b .-:.:. Vs - . 

= ----~-· ·-~~-" 
~ b· 
)j 1 - ~ 

H 

h.,::tgeiJn inderda.ad bi j R -, <::;;t,J '.a:.u n,i.J g·\1:.1 t. 

1.m straal - R hebben we 

,,b2 , ... -·~·· .tl 
.. .::-1 .... ~ 

.. , 'V" b ti. I - ~ 
R'· 



We hebben dus 
-kV~2-b2 e . 

--v.,,·-.a2•_-b""'~ = j s-st I (b Vt2-k2) dt 
0 

Hieru.it ontstaat door links en reohts naar k te dif:ferentieren 

-k Vs2-b2 -ks __ ;-.,_-st 
C - e o 

b 

bk 

~ 
Men kan eventueel in (11) 

8 -k Vs(s+a) 

\M+~J- = 

substitueren ia=b 

e -k~) 
= 

Vs( s+2b) 

1•• -( s+ia )t Io f ½a Vt2 -k2 J dt 

f"e-( s+b) t Io Lb Vt2-k2 \ dt 

Zij nu s+b = 0-

/'{ 

s =Cf - b l 
s+2b = <r+ b J 

\ ? 2 
s( s+2b,i = (1"- - b 
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(tr) 

(18) 

Evenwel ontsna.pt ons hier de voorwaarde dat hct reele duel van Q'"" gro.i. 

clan b zijn noet. 

3. Twee diuenaionale Laplace Transfornatios. 

Op dGzelf de wijze als de 0endi1;iensionale Eigcntransforr.:iaties ui tgebr·.:i ·· 

werden tot tweedin"'msiona.le kunnen ook de Laplacetransforraaties tot tv:v:., , 

diuensionalu warden uitgebreid. 
o<> O,('; 

2"' '1 -(Ef''+<f•u·) 
i'ie definH5ren 1 J 

L l F ( x, y) j = f ( s , ,f) = 0 e ,. " F ( x , y) dx dy 

Ile ui tbruidingen van de stap en pulsfuncties zi jn df:.1 volgende 

{
O x~G im y!O 

uoo(x,y) = 1 x > O ~; y > o // 
1 

1 2 [ U ( ) ... 1, f-cJt,:1 -\' sx+o-v) d d l ,,,.,,,./·" _,,.,,.,,,·,.,, 
oo x,y, = J. ti .., :x y = I //' ;-" 

0 ! ✓ ,.,,,, 

l-1.:1 - ! ,.. ,,, r .. -sx 1• [ o....i:ry l~ 1 /" ,,, 
:::: ·-s- 0 ~ •-0-- () = S<r ('19) ! / 

--- --------,----""'""~·-'"-
Alo operator ender !1t.:t 

·< .o .. intugraaltokcn dof1nieron wo 

r 
dyl 
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~ j"" a_,,,,. 11y[r ·e-u uool"' + 
~ ® ~ 0 

u;- . 

a j e-sx U00 dx ]~ 
Q 

= _a [ f e-(sx+ry)u00 dx dy 

Evenzo: 

:ii:: .JL == .1 /'f y 
B'I" ... , ,L" 

r~ u01 (x,y) dy = dy U00 

12 { uo1 (x,y) } = ! (21) 

= dx U01 (x.y) = dx dy U00 (x,y) 
/ 

1 2 [ u11 (x,y)} c 1 (22) 
0 

I 
?fo kunnen u11 (x,y) eventueel opvatten als een Dirac functic. 

2 2 _(x-'=L, +Lr-_iJ. 
1 Zij bi.jv. 6 ( x- E , y- E: , a) = 

V!elke waarde a ook bezi t, de inhoud 

van het deol van :Let door d' weer­
gegevun klokvoruige lichaar.1 boven 

hct xy vlak, blijkt een te zijn, 

e 

Men kan dan ook u11 (x,y) opvatten els: 

a 

U.i .. (x,y) = lin 
I I 1r1 .-,. 0 

~ -'). 
( x- €. , y- t. , a) 

Bepalen we de dubbelzijdige 2 dinensionale Lapla.cetransforr.1.atio van 

t (x- E: ,y- e,a) JD!) r~- 1 ... If (x-~) 2+(y-:_~~1 

= e 

2 ( t, 1 lSX, y+ a 'r 
L lo (x-~ ,y-t ,a) :.:: -,r e ' 'a.x 

-E( a+IT} 

a ,, -
-- ~,,o 

.!(a2+ 2)ja,:,/()j) -{(x-~ s,a)2+(l=-~+~)2l 
1i <T •:) ~ + ~ ~flt r.:. J 

\"~ 

-Oil> ~ -2 

Na lir:1i1;Jtov0rgan1; krijgen w1r:, dus 

lin L'? J d' ( x- t: , y- E , a) ~ = 1 
4. ➔ Q l 
e -<I\ o• 

(20) 



Ala I fu.notie van Dire.o is U 00 
op te vatten,als 

1(/ 'I, 
U00 ::m lio J I (x-E,y-,,a) dx dy 

a..-o + 
.... o ----Inductief kunnen we bewijzen, dat 

2 f 1 p-1 L. UP0 (x,y) = 8 0"' (23) 

zo Upodx == dx u( p-i )o 
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Zij L2 [ UP0 (x,y)] = s:~ , zo is ---::,,--:::oi1~f-----------,._ 
00 

12 [ U(p+1)o(x,yl] = j j .-(sx+<Ylaxupo dy = 

• eo ~ 

= j e--<y dy [ [ .-sx Upo]"" + s / •-•x Upo 

= •a / .. /"'•-(ax+f'y) upo ~ dy • = ~ 
dx] = 

Q 0 

De stelling is waar voor p::1 , dus is ze algc1:.1een waar. 
Evenzo is te bewijzen 2 q-1 

L ( U oq ( X, y) ] = g s 

Hct inductieve bewijs voor de stelling 

12 [up4(x,y)] = aP- 1 cr4-1 

Maar nu 1s voor P.)4 

L2 [ u( p-q)o(x,y) J = 

en voor q > p 

sp-q-1 

er 

(Tq-p-1 =---s 

(24) 

(25) 

(zie 23) 

(zie 24) 



zodat de a-telling hierme& bewezen is. 

&\- .. Uitbreiding van hat oonvolutio begrip tot twee dimensiea. 
Voor het product van twee beoldfunctiea is te achrijvan 
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f( s,r)g( a, <r) = r 1:-( sx+q)F(x 1y) dx dy // :-( 8 ! + .-") )G(~ •")) d f d ') = 
.:X,. r QO 00 0 O 41 0 =iJI J .-{s(x+!)+<r(y+"j)h(x,y) G(f,1) dx dy d! d"\ . 

o o a 0 
0:r;i tot de convolutie hiervan te ko1::ien is de volg.ende hulpstelling 

benodigd 

k~ 
Ale F(x,y) = F,(x,y) + F2(x,y) 

l F1(x,y) I< M1 e,:;,1.x+rY 
,. .. , 

F.-(x,y) = J.. 
c:: 

,~1 \~I ~ 
C--( t ' j ) = G 1 ( ! ' j ) + G2 ( f ' I ) 

\ G 1< f 'I ) \ ( M3 e d i + /~ j 
"lr\_!, 'i, M~;;..t 

G2( ~ '1)'" L I. L [ <\nnr Umn l ( ~ - tr), (y-br) l 
ll'l'l•1, "l•llil/' .......,~, •'l'i;! ~ 

L L~ L \ dmnr } ( M 4 e -a' k 
'l'rl ::: i i'j·. : I f'L 



Vo1r it?t k gebied x+ J "J h , y+ j > k geldt 

\) f J J ke-fs(x+j)+<r(y+i) F(x,y)G(f,''j) dx dy did") I< 

o c <> /' j j / je-< sh+ (f k) [ I F 1 ( x , Y) / / G 1 ( J • j ) ) + 
0 'M-•'\, ~l LV ,· R ;. it.,. 

+ _I t 1_(x,y) If, f., L,, l dmnr l •11\rn+ I G 1 (S: ' "1) \ f, f,, { hjl I " 1 "" j + 

+'t y· ri r·t L hjl \I '\mr I .i+m .,..J+n dx dy d ~ d "1 ( 
vo:1 J•I ""'l .-i1:1 fl l 

( j" tJ J [ 11.1V.3 e -{ ( s-2'1.) h+ ( er -2fl) k + i Jf.1M4 a 4,r 11 + 11311.2 sP a-v ~ 
G Q O • . J ( ) Irr- .\-) , 

8 -1. S-<-l h+\"' -(3 -\I lt\. 

+ M2M4 sp+q 0-v+w e-{ ( s-2d')h+(<r -2~)k J dx dy d J d, = 

- b 2k2 [ M1lilfi M1M 4 sq..-" +li13M2 sP <r v 
- 4 8 (s-ai)h+-cr-2(3)k + 8 (s~-~)h+{<r-p-J')ic 

tenminste als e ). 1 enu- ), 1 
We zorgen er tevena vour dat 

a ) maxl ~~ J 
l 2 i 

M~4sp+q v+w ~J 
+ 8 ( s-2r)h+(o--2[)::_J 
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Laten we hen k onbe6rensd aangroeien zo nadert het rechterlid v-an de 
ongelijkheid tot nul. q.d.e. 

De viervoudige integraal waarmee f( s, u) y( s, o-) berekend moet word en 1 

kan dus beperkt blijven tot het gebied 

x+J< h 1h~ ~ 
y+ 1 <k ]k-;) ~ 

J)it deel vormen we met de volgende coordinaten transformatie om 

;::+~ jl ljX= 0 <\' 
1'3=Y+'Yj 
~=Y 

i =rJ.­
y = rv' 

1 =(~ - ~ 
met de Jacobiaan~ 

US, c) X c>x ol X 

-a-0 ocl. 0 r,j- c) r 
tl ti ot ~ 
ot 2>ot. olV' or,. 

= 
~.x ~ il £1l 
o (\' o tl<. 0 'Ii' 013 

1 0 0 0 

-1 1 0 0 

0 0 1 0 

d'Y\ 0 "'I h ~ 0 0 -1 1 
at at)( av op, 

:::: 1 

f(s,u-)g(s,rr) = ;r.-(s,,;,+rr°(3la,1_ d(3 J)1!(J,'IJ)G(.l-lff-'lr) ao d(SJ' 
0 <:, ),:J..,Ji,s O r;, 

.. F(J.,,~t·G(J,fJ = •F(<l',!Jr)G(t>Z- 0,13-1}) dJ d/0 
0 C) 

of door assenvernoeming x y 

F(x,y)*G(x 7 y) = j / F(J , 1)G(x-J,Y-1) df d'V) (26) 

zodat fo:i/i;:o o o 
f ( s ,<T) g ( s , ~) = e -( sx + er- y) F ( x , y) ~ G ( X , y) dx dy 

0 O 
Uit (26) krijgt men door te stellen: 

( x- ,S ) = d.. --;, _f = x - ol... ~ d f = - d u< 

( y- 1 ) = /3 """"' '? = y - /3 d 1 = - d f3 

F(x,y) ¥ G(x,y) = }
0]° F(x-~,y-r-,) G(o::, /3) de( d/l 

X. y 

= /1 'j F ( x-ol'., y11.?) G( d, /3 ) do( 1t3= 
0 C') 

* = G(x,y) F(x,y) (27) 



OU.&f! IP:tb94.IR dtr Math,atisch1 Pht01Rlr (vervolg) 
te 'e-Grayenhage 

15e Voord.racht: 12 Mei 1954. 
Spraker: Ir R.W.Trense. 

Gebru.ik makende van bet oonvolutie begrip en de tijdene de 14-e voorc1:r .:· t 
afgeleide stell1ng, dat 

f(s,v)g(s,cr) = L2 f F(x.yf"G(x,y)\ 
t waarb1j: x ~ 

:F(x,;y/ G(x,y) = JI F(x-l,y-7)G(c'., ~) dt'. di 

lcunnen we de fundamentele atellingen at'leiden, waarmee partiijle diffe­
rentiaalvergelij'-:ingen over te brengen zijn naar de :f'(s,oiruimte. 
Systema~isch te W'rk gaande krijgen we allereerst een stalling, welke 
ala bij de eendimensionale Laplacetransformatiea zeer goed bruikbaar is 
voor een inpase.ing ,ran, de ~we•dimensi.onale Laplacetrans!ormaties in de 
~e~t,Q,.eor1e. 

f{s,0-).1 = L2 lF(x,y)*-°u 11 (x,y)\ 

P'(i:,ytu11 (x,y) = f J't F(x-t.,y--i)u 11 (t, ,) at d-, 
• • 

= fF(:x:-t,Y-~) \.: F(x, y) ( 28) 
, .. t Yervolgens: 

s t{s,cr) :::: L2 tF(x,y,*u21 (x,y)\ 

F{x.1>1"u21 (x,y) a j rl F{x-t,y-,,)u21 (i.,~)dt. d'l::: 
,c. i • L • Jf F(x-l,1-,) 4( u11 ((, -,)d~ = 

• 
00 

rd 'l [ f .r( x~t, :v-,)U 11 ( L, 'I l): + r 1:,:.,.,( x-t, Y-'j) U 11 ct., 'I l 
0 I J 1 = ! F{O,;r-i)u11 (x,tt) + J 1c!_J:x:-t,y .... ,)u11 (t,-,) <1t«,, = 

• 0 

• F(O,y}u11 (x,y) + F{ {x,y) • 

- F(O,y)U,o(x,y) + F~ {x,y) 

s f ( a, a-) • L 2 f F ( 0, y) U 1 O { x t y) l + L 2 [ F ~ 
• Lj. l F(O,y) \ + t 2 { p~- (x,y }l 

t 2 l 1; (x,y)f = s f(a,vi - L1 ! F{O,y) \ (29) 



Zi.j sn :r(s, o-) - sn-1 L} j F( o,~) t, - s11- 2 L7 jF~ {O,.y) J -. • 
- LY f F x ( n-1 ) ( 0 'Y) } = L 2 / Fl n) ( x t ;y} ! 

dan is 

s [ snf(s,o--) .. sn-1 I,Y {1'(0,y)j - a11- 2 LY JF~ (O.,y) i - •. · . 
. . Ly{Fin-1)(0,y)fl 

(n)(O )* ( , (n+1) ) = 1x · ,Y u11 x,yJ + F.x (x:,y = 

zodat 

sn+ 1 f(a,o-) - snLY tF(O,y)J -..... LY {F~n) (O,y)~ ~ L2 {Fin+1)(x,:l)t 

In verband m.et (29) is hiermee dus inductie:f bewezen dat: 

L2{Fln) (xty)~ = sn 12jF(x,y)\ - sn-1 Ly{r'{O,y)\•·• L~ fFin- 1}(0,y)} (30) 

Evenzo is aan te tonen dat 

Verder volgt uit (29) 
'"I ,,. 

ao-t(s,u-) - a-L~ {P(O,y)\ = Lc. l F~ (x,y) u 12 (x,y)~ 

M f'ltr1' 
F~ u12 = () J F(x-t) (x-t.,y-~) U,12<l,~) d t d~ :::: 

.. , 
= J J F (x-l) (x-E,y- ~) 

liH.> 
)( 

= J [ F{x-t.) (x-!,y->t) 
0 

d, u11 (t.,i) d! = 

u11 (t,~)]: di.+ 

+ r J' r('x-t} (x-i,y-~) U 11 ( ,:,~) 
IJ • ( Y-"I) 

~' 

~ F~ (x,O) u11 (x,y) + l~ (x,y) = 

y 
a F~ (x,O) u01 (x,y) + F~ (x,y) 

y 
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ecrf(s,o-) -o-11\F(O,y)\ = L2 {F; {x,y)\ + L2 { F;(x,O} U01 (x,y}\ ~ 
y 

= L2 } F~ {x,y) \ + ~ l F~ (x,o)\ .. 
y 

lc'.Iaa.r nu is 

zodat 
sa-f(s,a-) - <:r LY i F(O,y)\ - s 1; f F(x,O)} + F(O,O) = 

= 12 l Fi (x,y)\ (32) 

y 

Als voortzetting v,c1,11 ( 32) zu.llen we door volledige inductie bewijzen, 

dat: 
12 {. -1~. 2nn ,.._, l :t (x,y) \ = sn .f":: f'(s,o-) _ L. 

2m 
...,n-m-1 n-m L' iH' (O y)l _ 
"' ' y l"' ra "' l X: ,...,_., Qt 

n y 
2m ,,.._, 4 2m 

X 

r1 
n-m s n-lll-1 "" ~ n m , 1 1 i "Ii' ( x , 0 ) + L_ ( a o-) - .- · F ( 0 , 0 ) 

x 1-xm xm 
~•0 

ym ym 

Immera als de Gtelling waar is voor n volgt uit (32) 

2 .. 2n+2 
L { F n+ 1 (x,y} \ = 

~+1 ., 

2 2n 
so-L !F n 

X 
Yn 

2n 

(33) 

F n (O,O) = 
xn 
y 

- sL' X 

'YI• I 2Dl 
( O,y) ! - L sn-m n-m+1 LylF m ( O,y)~ --o ?1 

(x,O)} - n-m+1 n-m Lt 
8 11'" X 

2m 
\Fm (x,O)} + 

? 
..... , ,,.. ,. 2m 2n 

+ L ( s o-) u-,,. F m ( 0, 0) + F ( 0 , 0) = 
-. .. ii x: xn 

ym yn 

-en+1 q-11+·1 t'(s,o-} .... L 
IW'.it,,, 

8n-m+ 1 .,......n-m 1 , 
,.. X 

2m 
tF m (x,O)\ 

.x 
yrn 

(O,O). 



Daa.r 32 een verbijzondering is van (33) is {33) bewezen. 
Su'bst.itueren we in (33):: 

- 1 2:m. 
8n-m-. n-m. L' t F 

a- yl m. 
X 

n-m.-1 n 
Ly l ~m ( 0 t y) J S- a-

ym- r,'\\\-1 

L 8 
n-m-1 a- n-k-1 ...... 

en 
n n-m-1 m 

(x,O) l = s a- L' { F 
X m y 

10.3 

-
m+k 

1i' (O,O) 
~ m 

~ 
-
m+l n-1-1 s n-m-1 

er F l (0,0) 
X 

~ zo krijgen we : 

+ 

L 2 { F 2: ( z , y) \ ::: s n a-n f ( s , r) 
X 
yn 

'"-I 
Sn L 

......... o 

--· --• 
2 ~ 

L--.. ~ .t ,.. 

,.._, 
= 1P a11 f( s,tr) - cr-n '> 

--1 n ~ n-m-1 -a L-0-
.......... o 

Subatitueren we (34) in {29): 

2 { 2n+ 1 } n+ 1 n 
L F n+ 1 (x:,,y) = e a- f(s,o-) 

X r 

n - ,.,.. 

11 

n-k n-1-1 a ,.,-

Ma.ar nu2ia 
Ly iFx~ (O,y} \ = a-n Ly f F:n 

yn 

.-...-, 1 n 
( O' Y)} - L a-n- -1 F n ( o, O) 

. .t.:. ?-
waardoo:r (35) overgaat ins 

= 

k+l 
F / 1) .-,-,\ k \" ,'I) 
xl 
y 

(3,:.). 

Fk+l(o ,-,\ 
k ' .I; 

X 
yl 

(35). 



Di t \ii' keer voortzettende i 

2 . 2n+Y t n+ ~ n 
L \ F n+., (x,y) l % s <r 

X 
yn 

~-tvl-1 

n ' - (T L.._ 
J. .. o 

(n+P)-k-1 
8 

(n+v)-k-1 s 

104 ·. 

,. ""~' l 
an+ i L<r"'·'·'L~ f F 1 (x,O) \ + -1... y 

( 36). 

f(s,.v} -

(37). 

Op ans.loge v;ijze krijgt r.1en voor een verhoging van de di:ffere11tiatj.0.: . .; 

na.ar y: 2n+ 
L2 { F n ( x,jr) \ = 'f!p rn+,P. :f( s p(T") -

X 
ynt 

,..., k 
- o-n +I"' L- sn-k-1 Ly' f F k ( 0' y) ) -

.lo• X 

n-k-1 s (n+~)-1-1 k+l 
F k (O,O) 
xl 
y 

(37) en (37a) k.unnen worden sainengevat, tot: 

m-k-1 
5 

(37a) 

n-1-1 (O,O) 

( 3f , , 
In het eendimensionale geval ward afgeleid dat de inverse La.plaoe­
·tro.nsformatie te bepalen is door: 

ito¼i eo 

L- 1 {t(s) \ .m 2~i j e8t f(s) ds J'>O 

,r-i Qt 

m.et ala voorwaarde, da.t !(e) in bet gebied Rs) i een holomor!)!;,.: 

1\lnctie 1a .. 
Bi.j de uitbraiding tot het tweedimensionale functiegebied, wordt de 
inverse traneforraatie 
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j esx+ v-:r f'( s,O"") ds d r (39) 

:Sen belangrijke voorwaa.rde is hierbij, 
dat f(s,41 in het gehele gebied 

Rs) « , Ra ) ~ holomorph ie 

We zullen het belang hiervan aan de 
hand van een voorbeeld illustreren. 

.t>O en /\> 0 

Beginnen we met de bepaling van de 2 dimenaionale Laplacetransformatic 
van de functie 

F(y - !.) a 

0 

voor 

voor 

y > !. 
a 

y <. !. 
a 

waarbij a een positief getal voorstelt en 

1 im \ f (a-) t = 0 
\<T"l""""' 

J 

Per definitie vinden we voor de Laplacetra.naformatie 

f e-sx d x t e-.-Y F(y - ~) U(y - f) dy = 
e X 

= Joo e-sx e- .,.a f(a-) dx = f(o-i 
O a~+ a 

De omkering gaat ala volgt: 

,ax 
Nu is; Res 

8 + 2:' 
a 

f.C,oj 
8 ~ !:' 

a 

ds dcr= 

,-+ieo 

-m J. 9 sx ..... 
_a 

= 21ti e a 

• ,, +' Cl() 

ds 
<r 

s + -a 

L-21 tCt:rl J== 1 1 it(y- !.) 

s + 2: ~1 
e a. f(o-) dO-= 

e. r,-, -

~r(yo- i> voor y > !. 
a 

voor y < !. 
a 

van deze fu.nctie 

(40) 



Van dit reaultaat gebruik makende zullen we een oplossing traebten te 
vinden van de d~fferent1aalvergelijkingi 

~ 2w 1 2- 2w 
dx2 -~-w = o 

die voldoet aan de randvoorwaarden: 

w(O,t) = F(t) 

w(x,O) = O 

w; (O,t) = G(t) 

wt (x,O) = 0 

en daar zulks slechte mogelijk is bij een bepaald verba.nd tussen 
G(t) en F{t) zullen we tevens proberen om dit verband op te sporen 

Door Laplace-traneformatie wordt de differentiaalvergelijking omgezet 
in: 

a2L2 { w(x,t)1 - eL1;{w(O,t)) - Lt { w~ (O,t)J -

- -½, o-212 t w ( x • t) \ + ¼ o- L~ { w( x, 0) ~ + -½, L 1 { w • ( x, 0) ) = 0 
a a a x t 

L2 l w(x, t )} 8 f(a-) + p;(o--} 
= 

( s+ 2:)( s- !:. ) a a 

In verband met de &is van holomorphie in het gebied s ) O ; CT> 0 moet 
de teller door s - 'l: dee:baar zijn, hetgeen voert tot de voorwaarde a 

i f ( er) + g ( <r) = 0 

g{o-) = - E: f( er) 
a 

g(cr) + FiO) = - ~ fo-f(cr) - F(O)t 

Lt t G( t) + Fi O) U 1 ( t) ~ = - ¾ Lt { d ~t t) J 

G(t) 1 . - -a 
d F( t) _ !.{.Ql U ( t) ---rr- a 1 

verder word.ts ( a- i:) f( <r) 

zodat: 

L2 { w(x, t) l = __ a ____ _ 
(a+ i1(s- ~ 

[ 
P(t- ~) 

w(x,t) • 0 

voor 

voor 

t > c a 

t < .!. 
a 

= !i2i. 
8+ !r 

a 



Van (12) uitgaande (zie syllabus 12e voordracht) kunnen we de twee­
dimensionale Laplace-transforuaties van enkele functies bepalen, die 
we voor een balangrijke toepassing nodig zullen hebben. 
Stelling (12) luidde; 

e-k){s(s+a)' - e-(s+½a)k is de Laplace-transformatie van de 

functie~ 

t ~ k 

t > k 

Zij nu s = u i t = y 

Hiermee wordt (12)~ 
00 

j e-<:ry ½a e -½ay 

C:x. 

0 

J. -½at 2a e 

0 

' k == bx 

bx 

= 8 -bx ✓ o-(o-+a)' -½abx -bxcr-e e 

Als nu voor: 
f¼(x,y) = 0 

( 41) 

y <.. bx 

y) bx 
-½ay bx I 2 2 0' 

G(x,y) = ½a e r 2 2--"2 ... r 1(1avy -bx,:..) 
VY-bx 

00 00 

zo is 1 2 fG{x,y)~ :::: J e-sx dx j e- o-y G{:x:,y) dy = 
0 .(/Jc. 

1 

::: s+b ✓cr(~+a)1 

Als nu f(~) = 12 {F(y) U10 \ 

zo is: 
__ f_.( ~Y-) _ 1 , ~ e -½a bx 8 - bx er f ( o-) ~ = 
s+b 1/ ·-(<T+a) x 

= L2 t G(x,y) ~ F(y) U1o(X9y) ~ == 

= __ ..flq:,t_, __ - 1 2 te-½abx F(y-bx) u00 (x,y-bx)~ 
s+ b ✓ir·( i+;f 

Maar nu is voor y ) bx: 

~ } 1 

J U ( .!- ) f f i b -·;ta "l t., = 10 x- l-.. 2a e. . ,,J-2 2 2.., 
a 14~ . V 1, - - b t. 



I 

11," . -½a '11 X 

. 2 ab e ~;? ;2 "2""' 
1%. · 11 -b X 

Voor y <.. bx 

Maar dan is 

is G(x,y}* F (y) t110 = 0 

f(a-} 

de Laplace-tranLformatie van de functie: 

y '- bx 

y ), bx 

0 

e-½abx F(y-bx) + 

108 

+ J' },·abe-½a~ x 11 {½a /-n 2-b2x2)F(y-h)d;, 
~ .~2-b2;z2, , 1 < 

,l,e 'Y 'Y) 

Zo f(s) = L }F(t) u(t-k)) 
is 

ekes f(sf = L {F{t+ok) U(t-k+ok)\ 

Pasaen we dit op (12) toe, zo zien we dat: 

ek(cs- ys{s+aJ _ e-\(1-c)s+~a)}k 

de Laplace-transfo:rmatie 1s van: 

t < (1-c)k 

t ) {1-c)k 

l Stellen we hierin 

t = y . , k = bx 

zo zien we a.ls hierboven, dat van de tunctie: 

G(x,y) = 0 

( 42) 

k 

y <. (1-c)bx 

y > (1-c)bx O{x.,y) • ½a e-½a(y+bcx) J bx~ • 
· ( y+bcx) -b J<'Z' 

• 11 (,ta/(y.ocx) 2 -b2x2 \ 

de 2 dimensiona}e Laplaoe-traneformat1e bedraagt: 
____ 1 ____ 11 I e-iab:x e-b(1-c )xq- 1 
s _ b c IT +b va---ro=-+ar x 1 j 

Zo nu weer: 
f(o-) = L2 f F(y) u,o l 

volgt op dezelfde wijze,dat: 
' ff~ __ } __ 
s-bo O' +b V<i--ra--+a)' 
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d4J Laplaoe-transtormatie 1s van de tunctiei 
y ~ (1-c)bx O 

y ) (1-o)bx e-tabx Fl y-(1-o)bx\ + 
J 1 - 2 ·2 ~-+ J ia~ 8-¼a( 'rJ +box) J · 2-2- 2.., I 1 (½a v'(>i+box) -b x ) F(y-?)d>, 

(~+bex) -b X 
(••t)f>c. ( 4 3) 

Subst1tueer in (42) 
b = o{ en b2a = 0 a = 

Zo is: 
f ( o--} 

s+/ <lr.2 u-2+ 0 <r· 

de tweedimenaionale Laplace-transformatie van: 
It. y (. ct. X G(x,y) = 0 

y ) e< x g ( x, y) = e -½ I x F ( y- ex x ) + 

J) -½ ~°7 K.~ 
+· 1 ! e·· ti.. .r=2.x 27I1(t -:"2¥'1- v- x )F(Y-)f)dlj 

Gtx 'V "r? - ot. X rJ... 

Substltueer 1n (43) 
·be af,J b2 ... (r,, 2+ ~2 ) -~ ab••( 

Dan bl1Jkt: 

ab• [. 

• 
f(a-) 

de tweedimena1onale Laplace-tra.nsformatle te z1Jn van de functie 
41 y l. ( J - p )x H(x,y) • o 

r 
- 2T X 

• e F { y - ( l - fJ )x l + y > ( ~ - /J )x H ( x, y) 

(44) 

Jt -t ~ h+/1 x) 
+ 1 X e 1 n _ 1-======:::::2===2=-2-· I,(t ¼V1+,. x)2- &2x2 j:,(y-.-,)d"? 

• (&-jl).k 'If ( 17 +f' X) - I X 
(45) 
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TELEf. 51660-56643 

Cur ~u_s,,~JIL~th..2..ti~lLjl er_. M~~~§..i ca ( vervo lg) 
te 's-Gravenhage 

16e Voordracht: 9 Juni 1954. 
Spreker: Ir R.W.Trense. 

Als toepassing van de voorgaande theorie zou ik een probleem aan 
de orde willen stellen betreffende een verschijnsel, welke bekend staat 
onder de naam hoogwatergolf. Hoe plant zich een min of meer plotseling 
optredende peilsverhoging op een rivier voort 

I/ 

- ---,.---

M 

?--------------------;> 

ky'l. / c,'l.8'11-P 

Afleiding van het stelsel differentiaalvergelijkingen der niet statio-
naire beweging. 

We gaan van de volgende veree:sivoudigende veronderstellingen uit: 
1~ In het stromingsprofiel is de snelheid constant gedacht. Bij een 
debiet tf en een gemiddelde breedte B krijgen we dan voor deze snelheic 

V. V = B1f 

2? Tie variatie van V met xis verwaarloosbaar klein of m.a.w. 

Voor de versnelling is in verband met (2°) te schrijven: 
dV ov V oV ?:JV 1 o..P r.p OH 
dt = ot + <>x = c>t = ~EH TT - BH2 ot 

oV 
-- =0 ()X 

Tie krachten die in horizontale richting werken ziJn de waterdruk en 

de wrijvingo De eerste bedraagt per breedte-eenheid H(-dH)x 
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De w:rijvings~aoht is volpna de stelli.ng van De Chthiy te berekenen 
uitt 

en wel 18 ze dan gelijk aan: 

~ H dx = ..!£.!_ dx 
CB H c2B2!i2 

Verwaarlozen we in de uitdrukking voor ,R verder nog de laatste term 
zo volgt bij toepassing van de stelling van d'Alembert: 

-f3_ H dx 1 orp 
H(-dH)x - c2B2H2 dx = ~ B1I -s-t 

Delen we linker en rechter lid door -Hdx en brengen we alle term.en 
naar het linkerlid over zo ontstaat 

o!wel 
( 46) 

De tweede vergelijking die de stroming beheerst is de continurteits­
vergelijking. 
Beschouw een elementje met de afmetingen dx,1,H. 
In dit elementje stroomt in de tijd dt naar binnen: 

{ tp - (Cf+ d f x) ] dt 

terwijl naar boven een hoeveelheid stroomt: 
W dx( dH) t 

Gelijkstelling geefts 

Delen we linker en rechterlid door -W dx dt en brengen we de term 
van het reohterlid naar het linkerlid over, zo ontstaat 

Q.li + 1 "ocp - 0 
"t)t W b X - ( 47) 

Kiezen we het tijdstip t=O zodanig, dat de beweging voor dit tijdstip 
stationair is en dat net na dit tijdstip de verstoring intreedt • 
.Us we de storing in H en <p weergeven door 'j en q hebben we dus1 

H ( :t t t) = H ( X, 0 ) + 1 ( X, t ) \ ( 48 ) 
<p(x,t) = ff(O) + q(x,t) 



Rierbij ~ijn dua "1 (x,O) en q(x,O) 
U1t ( ) volg1a 

{ ) ; 

In verband 

+ 

( ) en ( ) ermee over 

u_J!!lc~) + o + 
U :X X 

+ 
1 ~ ,, 
w = \,; 

~x 

Hierbij is t 

t zo s tevens 
wordt, 

[ X 
+ ls 1-t + 

= 0 

-· 0 

on:3 nu 

we con 

J 
naar t 

+ 

a.annul. 

= + = 

d. en met het tijd3·tip 

- 0 

= 

van ( 51), 

is r.u. a. e e co 

ieel naar x en 

,rw:, aan ( ) 

( zo 

3 
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( 50) 

tcO 

( 51) 

( ) 

( ) 

e 

( ) 



w ¢(.2 
2 \/ W 

i Net iffl = en ~ ~Q~ - = 
C :a H 

luidt deze veJ1gelijking 

~-- 2~ 0~ 
d.. - ~ 'bt = 0 ox ot 

Verwaarlozen we in de uitdrukking voor 
geheel maar zetten we hiervoor 

cp vcp 
7r1;x 

dV 
cit de term. 

11) 

(55) 

(56) 

V ~ niet ~x 

zo krijgen we inplaats van (46) de iets scherpere vergelijking 

ti + 1 .lf + If' ~.1. + (f) 2 - O ( 57) 
l) x gm! li t gB2H2 u x c2 B2H3 -

welke tezamen met de continufteitsvcrgelijking: 

""H 1 of ~+ii!T-=0 ot 11 "bx 

een aimultaan stelsel vormt. 

( 47) 

Dezelfde aubstitutics (48) tot en met (52) voeren hct stelsel over in 

b_ 1 lg_ <lo ~ ~ ~ 2 <P oq + g2 _ o 
Q x + gBff 'bt + gB2H2 ; x + ~B H2 ox + C~B2H3 c2:a2a3 -

!.:l..+ J,!.!1 ::0 o t 11 lX 

We verwaarlozen de tcrmen _g_ ~ 
gB2tr2 ax ~n krijgen hierdoor 

I .!.1 1 ~ lf>o ~ 
1> x + gffi at + gB2H2 ox + 

~ 12..g_ -
o t + Wax - 0 

{ 58) 

hetgeen tenslotte om te zetten is in: 

d ~ . W a2, </ol,'/ c)4l 2 'f2W O""\ = a b7 - iffl W - s:;.H2 ffi-t - C~:B2HJ rt 

Met: 
2 W 

<:J.. = iffl ( 59) 

wordt de vcrgolijking 

l~ 2 o~ 6 oi 
~ - oi.. ~ - 2 ~•x&t - ~~ = O (60) 

Bekijken we nu de oplossing met tweedimonsionQle Laplace-transformaties 
van de di:f'ferantiaalv~rgelijlcing (56) 



e.ls de 

11 
t 

• 

i.1(0,t)\:i:: } 

' O,t)\= b(ir) 

(O,t) = t) 

~(x( O, t) = t) 

{x,O) m 0 t(x,O) = 0 

king on in: 

Hi 

l 

re 

2 l1(x,t) l -
L' 

JC 

on invoering van 

er nu zorg voor, dat 
id. 

ons de 

is 
~ll')(x,t)\= 
l I \ 

( 

s 

1?{"1(::t,t)\ + • 
., • J 

randvo 

- b(cr) 

) r.? i (x,t) = 

een 

{x,t): 
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(x,O)~ = 0 

is va.n 

(61) 

( ) 

(x,t} = X t -ot ) + 

t- ~'C) 

( ) 

- 2 = ( 

j-



in.et dezelfde randvoorwaarden 

1 (O,t) == A{t) 

'fx(O,t) = B(t) 

'{x,O) = 0 

Lt t~{O,t)\ = a(:r-) 

L ~ l 1 ~ ( 0 , t)} = b(a-) 

1t (x,O) = 0 

115 

(60) wordt door een tweedir.:tensionale Laplace transforms.tie om.gezet ins 

s 2t 2 1 '1 ( x, t) }- sL t { "1 ( 0 , t )) - L ~ {i ~( 0 , t ) ~ - • 

- _r;,( 2 <r 212 l '1 ( x, t) ) + .._ 2 er ~ 11 ( x, o) ) + cJ.. 2 L ~ { i t ( x, o) J -

- 2r,s<rt2 l,<x,t)1 + 2/3<r'L{{'j{O,t))+2f,> s1~1,cx,o)\-2;:~1 (O,O) 

-o<rL2fi (x,t) + L~ l'l (x,O)} = 0 

Met de randvoorwaarden volgt hieru1t 

(1/-2r3 a~ - d.. 2 'J"2 -~<S") t 2 11(x,t)}= (s-2p<r) a(q-) - b(<r) 

1(s-~a-)2 - (t3 2+ol2)o-2-o\!")JL2t, (x,t)} = (s- 2/J.,-) a(o-) - b(o-) 

< s- ~ (j + V < fJ 2 + d,. 2 > c- 2 + ¥ -r H s- /3 <r - V < , ,, 2 + p. 2 > a- 2 + a rs- > L i ~ c x. t) ~ = 

= ( s- 2 f-, a- ) a. (t'f") - b( .r) 

Oll1 de holouorphie te verzekeren, Loet het rechterlid de wortel bezitten 

s = (10- +Vcp 2+"' 2>(f'2+i<:r 

hetgeen de voorwaarde oplevert 

b(<r) = (-~rr +V(p 2+o<.. 2)cr-2+ ~<r) a(c:r) 

terwijl. tevenst 

BO 

Maar da.n vinden we voor , (x,t) volgens (45h 

Voor t <. ( f - ll )x 'i ( x, t) = 0 r 

(64) 

(65) 

I - 2r X 
Voor t )(~ -'l)x It) (x,t) = e I A(t-( f-(J )x\ + 

1: r 1 -~(t:+px) 

+ ff e 2 d • ~. '2 ~ -~ r,<-'2 V<-r. +r-, x)2-l2x2) 
(t.t1.)-... V("t"+(\X) -t x 21' A(t-1' )d't' 

I 

(66) 
Voor de voortplantingssnelheid van het begin der storing vindon we in 
dit geval: 
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1 
~•••...-■---r•·-••···-~·••,-•., .... ....,. = 

f./ o we:: w o 
; 2J::0 + iffl - 2e;B~q2 

\iB Noem V W 

zo is 

1 
V = --- = 

~ -A 
' 

De andere 1ru.nten planten zich net een geringere :s11c!lheid voort .. 
•:rer illustre.tio is de vervorr".ing berekend van ei:m storing 

l t '1 l 
,,,111-(~ty)'· J 

A( t) = ~"d-61j"·- "' 

t~:i:r p.laa-tae x=18800, als de gegevens van het kanaa.lprof.iel verder 
3 2 luiden H=-5,50 t...; W:::B=1OO ni; q:1 =3500 t1 /sec C =5000. 

J 0 

Van deze barek,ming werd het resul taa:t ve2,rder opgedragen in bijgaand.e 

gro.ftek. 



• 
(t) ,.. 

22 000 
t r 

X {t~ 6-~)xl·~ .l 

t 
xe ( t "' \'I. I, ) 

"5 50 \J $ 5 100 m X ~ !8800 m C ·2 ,.. 5 0 
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Bij het behandelde probleem van de hoogwatergolf kan de bewegingsverge­
lijking nag verder verscherpt wordent terwijl bovendien de continuiteits­
vergelijking kan warden uitgebreid met een z.g. 11 regenfunctie 11 .. De ver­
scherping van de bewegingsvergelijking verkrijgen we door een nadere 
beschouwing van~~- Hierin is V = -ir. Zo B als constant wordt opgevat, 
is: 
dV ~ V 'o V o -9_ Cl 0 .,J 
dt = -~t + V c x = -o-t( BH) + BH oX( BH) = 

gesubstitueerd in: 
) H 1 dV rr 2 O 
~ + g dt + ~ = 

ontst .. at: 

(1- -~):£Ji 
gB H3 v x 

Bij de continuiteitsvergelijking kunnen we er rekening mee houden, dat 
er gedurende de voor-tschrijd.ing van een hoogwatergolf op de beschouwde 
strekking de mogelijkheid bestaat van een plaatselijke toevoer van re-

~ genwater. 1 ) De strekking is dan niet "bronvri j 11 .. Geven we di t bronde­
biet per strekkende lengte-eenheid algemeen weer door R(x,t) zo wordt 
de continuiteitsvergelijking 

ofwel 

~ H 
-( d Q ) X + R( X' t) dx = 1i'f dx c) t 9 

~ .lg_ wcH = R(x,t). ~ + dX 

We st ell en weer 
H(x,t) = H0 (x) + 11 (x,t) 

Q(x,t) ;::: Qo + q(x,t) 

waarin '1 (x,t) en q(x,t) de storingen voorstellen van Hen Q­

Na substitutie en linearisa+.ie, wordt de bewegingsvergelijking: 

1) Op dit verschijnsel werd ik attent gemaakt door Ir P.J. Wemelsfelder, 
Hoofdingenieur Rijkswaterstaat. 
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1)1 (x) Q 2 Q 2 "' 

Q. ( 0 ) 0 ~{ 
• X 1 - 2 ~ + ~ ~ 3 + dX 1 -gB H0 CB H0 

__L_._ h Q o J..g_ 2 Qo ci 
+ ~ t> t + gB2H ~ u x + c'-B2H ~ • 0 .. 

0 0 

Voor de ~venwichtstoesta.nd geldt 

) HQ ( x) Qo 2 ) O.o 2 
) x (1 - gB~H 3 + C2B2H 3 = 0 

0 0 

Na vermenigvu.ldiging met W ontstaat dan ook de vergelijking 
2 

( 1 Qo ) w.2.i Q ow .!..!1. w 2..g, Q ow ...!...9. 2 Qo w q = o. 
- gB2H j ';ix - gBH 2 )t~ + ~ o t + gB2H 2' 0 x + c2B2H j 

o o a o 
Terwijl voor de continuiteitsvergelijking te schrijven is 

W~{ + ~ ~ = R(x,t) 

Q z, 
Zij (1 - . ~ !)W = W'; 

gB H0 

2Q0 W 

c2B2H 3 = °K 
0 

Als we voorlopig R(x,t) nul stellen is dus allereerst het stelsel op te 
lossen: 

Met ale ran~voorwaa.rden 
'l ( o, t) • A( t) 

"7(x,o) = O 
q(o,t) • C(t) 
q(x,o) = O 

L't {q(o,t), = c( er) 

Passen we op het steleel een 2 dimensionale Laplace Tr8llsform.atie toe 

W I sL 2 { itt \ - Vft a ( c.r } - 2 t1 B er L 2 { '1 \ + t:1.. 2 a- L 2 ! q \ + 

2 
WcrL \'l\ 
ofwel 

+ 2 f' sL 2 { q \ - 2 ~ o { o- ) + d' L 2 l q \ = 0 

+ sL2 { q\ - c( a- ) = 0 

(W's - 2f"BO'")L2 { ,._ \ + ( c:>1. 2a- + 2~ st r)L2 { q\ • V/ta(<T) 

'R <r L 2 f "1 .\ + SL 2 i q \ = c ( 0-) , 

zodat 

+ 2 ~ c( o-) 



:a+w w 2 2 w 
Zij WI(':,• f/J c; W• tA • olc ; W• '( = J" c 

~2+~2= "2 
0 C ~ 

a a( o- ) - ol 1; 1 ,r c( a- ) 

L2 { ')J a -----=--=-==-=-==-=---.-------=======; 
<a-f>co--+v~c2 o-z+ rccr,Hs - r-,oa--1/102a-2+ J"c<,) 
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In verband met de eis van holomorfie in het gebied Rs'> O; Ro-> 0 krijgen 
we de voorwaarde 

( f.i O er + v,-~-c-2_0-_2_+_/c---.;.) a ( (7'" ) = 

zodat 

ol. 2u+ l c( o-)' 
\7 t 

L 2 i "I} • a( o- ) 

s -f,cfl"+ ,v' Ac 20-2 + Cea­

Inverse transforme.tie voe.rt tots 

+ 

2 so( O'") - \ Wo-a(o-) + 2/J ~ cro( <1") \ 
I, { q \ • .---,,,...---- ·. ' 

(s-flo'7+/sc2 0- 2 + lc;)(s- P.o(j-Vfc2 (/' 2 + (o,;.) 
met ala eia 

( (JO o- + ✓ (0 ~ v 2 + l O ~) c ( a- ) = W rr a ( o- ) + 2 /l O <re( er} , 

of'wel 

(- ~ 0 er+ ,v' &0 "'- o-2 + ( 0 cl) c( .r ) = W <ra( <r) 
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+ 

2 2 
cto a- + ( c_<r_ c( ,-r,. ). = -( '\ / , 2 2 1 

) ( ) 
- v "' o er+ if uc <r + X c(J' a <r 

w 

Dezelfde voorwaarde dus a.ls reeds werd d. 
wordt 

") 

L~ i q ) == ---·-----··--·----··--··· 

c er+ J ~ c 2 v 2 + tl c er 8 -

Transformatie terug levert: 

t <.. ( s C - /3 C )x 

t > ( S0 - r, 0 )x 

+ ("'x 
• ·.Ve 8 

)x·m 

C { 

q(xtt) = 0 

q(x,t) = 

& -
C 

(T). 

.. 

)x \ + 

Het van de storing plant zich met een snelheid voort: 



,, ... v,rtA-. en we nu. 4& regenfunot1e in 
Zij; 

t 2 {R(.:,t)~ = r(s,a-) 
Het stelael differantiaalvergelijkingen wordt l11ermee na tranaformatie 

(W•a-2t6J3a-)L2 li) +("'- 2 o-+2r-,s+t)L2 {q\ ::\"f'a.(o-)+2 ~c(cr) 

W o- L 2 1 "1 ~ + sL 2 1 q ~ = o ( <r- ) • ·+ r ( s, o- ) • 

Noeu1en we ~ 0 de lloogwatergolf zonder regen an i r de verandering hier­
ve:n door de regen, zo is 

cA. 2cr + 2 A a + y --------wr-.L:-!~ r ( s , <r } - ________ ,,.,_, __________ , _____ ~_, ___ ,,_,_.,. __ ,, ... --
( s- /lo (T + V a·o 2 (j' 2 + ro a-')( s- /3 CV - VJ~ 2-;2 + J''c CT l 

Een oploasins is alleen mogelijk ale r( s, u) deelbaar is door 
-2-2 

s- f:iocr-- Y 5c ' + fcv 

Zij bijv,,. 

z13:nu 

en zij 

Nu 1s 

2 
- 1:$. a+ 2fts ·t..J::_ ( ) , ) - tf 1 - • u s, <1" = h\ s, er-

de inverse tranaformatie van h( s, er): H(x,t) 

______ -,_ ______ de tweedimensionale Lapla.ce-Transforma.tie 

s- ,(} c rr + V 6 c 2 o- ~ + o o; 

t < ( l - 11, )x 0 ,. 0 G(x,y) = 0 

-rl-2 
G(x,y)=e c: U01 {x1t-( d 0 - flc)x i + 

- ~(t+ l~OX) 
2 ic 1 Yc~22" 

-- ------------- I ( -'""I'\' ( t+ /3 X) - 6 X2 ) i 
£ I 2 .., 2· 1 ? ' ' c o 
Y ( t+ /3 0 .x) - le .::.x · "" 0 c 

zodat due 
'tr(x,t) ::1 r, 0 (:x,t) -1- G(x,y)• H(x,y) = 

X r ~ -., 0 (x,t) + J G(&, ·t )H(x--l., t- 't)di. dT". 
0 0 


