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§1. Inlo;iding 

Colloquium 

. Gegeneraliseerde Functies (Distr-ibuties) 

o.1.v. Prof.dr. H.A. Lauwerier 

· Eer~te bijeenkomst: vrijdag 10 .. februa ri 

GF( '1961) 

De mathematische formulering van fysische begrippen en ver­

schij~selen heeft 'bij herhaling de wiskundige voor problemen gesteld. 

Vaak waren het 'natuurkundigen · die een eigen wiskundig forma:lisme 

ontwierpen ~e~einae bepaalde fys{sch~ processen op een beknopte 

manier te kunnen beschrijven. Hoewel de mathematische. fundering _va.,ak 

te wensen overliet' of afwezig was., v?erkte 11,et. formalisme . ; .mee·stal. 

Een illustratief voorbeeid is de· opeJ:'.a.tore~rekening van: Oliver 
Heaviside~., waarme-de cip e·en' verrassend eenvoudige wijze o .a. electri­

s~he sch~kelpr~biefuen opgelost konden wordenJ Eigenlijk is eerst in 

'1957 door J. Mikusinski hiervoor een elegante mathematisch strenge 

fundering gegeven. 
In 1930 voerde P.A.M. Dirac in zijn boek over de groPd.slagen. 

van de quantummechanica de naar hem genoemde delta-functie in waar­

voor hij een aantal rekenregels aangaf. Met name is J(x) overal 

gelijk aan nul behalve voor x=O terwijl 
co J J(x) ~(x)dx = 1(0) (1.'1) 

-co 
voor elke continue functie <p(x). 

Wiskundig is dit onzin, maar ook hier, het werkt! 

In zekere zin kan men zeggen, dat.het zoeken naar een recht­

vaardiging van het werken met delta-functies geleid heeft tot de 

theorie van de distributies of gegeneralisee~de functies. In '1950~5'1 

is deze rechtvaardiging gegeven door ~aurent Schwartz, die i~ zijn 

tweedelige monografie 11 Theorie des distributions II het nieuwe functie­

begrip aan een diepgaande analyse ondcrwierp. Volgens Schwartz moeteri 

we bij een gegeneraliseerde functie. f (x) den ken aan een op de X-as 

aangebrachte massaverdeling "distribution des masses". De delt.a­
functie J'( x) correspondeert aldus met een puntmassa in de o.orsprong . 

. : -. ' 

Ander~_voor de hand liggende fysische voorbeelderi van een distributie 
zijn een electrische puntlading, dipooi, purit- liJri- en vlakvormige 

warmtebron. 

Na Schwartz hebben een gro6t·aantal autetir§ in uiteenlopende 
gebieden van de klassieke analyse gegeneraliseerde functies toegepast. 
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We noemen bijvoorbeeldhet probleem van Cauchy bij partiele dif­

ferentiaalvergelijkingen, Fou~ier-transformatie, harmonische analyse, 

representaties van Lie 1 se groepen, waarsGl;lijnlijkheidsrekening. 
', ~ ... ' . 

De doelstelling van dit colloquium is ons door gemeenschappe­

lijke inspanning te orienteren in dit reeds omvangrijke., en nog 

maar ten dele ontgonnen, gebied. Naast het genoemde werk van Sch~artz 

wijzen we .op het zeer recente seriewerk van I.M. Gelfand en zijn 

medewerkers, waal",va~ in een ·Duitse vertaling het eerste deel 11Ver­

allgemeinerte Funktionenll Berlin 1960, zojuist is verschenen. 

Crider _een distributie r(x) verstaat1 we met Schwartz een .con­

tinue lineaire functionaai op een zekere ruimte van testfuncties 

. ,p(x'). Ons voorlopig l;)eperkend tot een dimensie met -co < x < co is 

een tes'cf1.inctie cen f 01:1)ti0 i•~.0Iko onl')opcrkt differentieerba,ar is en 

die in het oneindige ·11 z~e; sterk11 verdwijnt. De distributie is dan 

een functiohaal welke aan elke _te~tfunctie, een (reeel) getal (f,p) 

toevoegt. Lineair wil zeggen_ 
F .-,-• -• 

::··-~ 

! ... •·i . 

Continu-wil zeggen 

lim (f,<p) = 
n -J.- oo n 

( f ;, 1 itn · <p ) 
n ➔oo 11 

... ··i" e· .- \_ : 

voor een passende limietdefi~it!e. 

Het is duidelijk dat een grate klasse van g~wone functies 

f(x) aanleiding geeft tot een derge1ljke continue lineaitie ftinctio­

naal indien men definieert 
00 

(f~cp):c: j. f(x) ¥1(x)dx. 
-co 

Anderzijds lwn men ( 1. ·;) a1s een continue lineaire functioriaal 

zien nml_, · . def 
(~(x),?(x)) = ,(q)~ 

Aldus orn:vatte.n de gegene-raliseerde functies zowel de klassieke 

functies (althans een grote l-classe) als b. v. · de delta-functie van 

Dirac. 

Het is ae ku_nst_ de. eigenschappen van de gegeneral'iseerd·e func~ 

ties zodanig in te voer.en,. dat ~e met· die Van de' klassieke ·functies 

c onsJst.ent, zijn~ _ Hie,rb;ij._ kan men· weJ. eens bpi rifoe'ilf Jicheclen'' 1stui ten. 

Het is b.v. niet mogelijk twee distributies met elkaar te vermenig­

vuldigen of om een ~:,i..st.ribui;;ie over een eind±g lfrterval., 'te inte-

greren. Dingen als : .. ·· ; J'. 



a 2(x) /
:1 -

J'(x)dx · of 
0 

1 
j J' 1 (x)dx 
0 
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zijn dus zinloos. Aan de andere kant kan men- ·eik:e distributie on­

beperkt differenti§ren~. 
We zullen nu in·vogelvlucht een aantal probleemtypen bespre­

ken., waarbij het gebruik van distributies tot een vereenvoudiging 
of tot een soepele behandeling vanuit een algemeen gezichtspunt 
leidt. 

1. Divergente integralen 

Met behulp van distributies kan men een zin geven aan formeel 
divergente integralen als 

Jco !el.ti. dx 
X , 

-co 
j

00 
q?(~} dx , 

-CO X 
j

00 
~ dx voor , 71. > 1. 

O xi\ 

In het bijzonder is 
/00 tp( X) 

.J -x­
-oo 

dx = lim f ~dx 
X 

€. ~ 0 iX\> I:. 

in overeenstemming met de gebrui_kelijke definitie van de hoofd­
waarde van Cauchy. 

2. Gewone lineaire differentiaalvergelijkingen 
Een in rust verkerende lineaire ciscillator wordt op het tijd­

stip t=O door een stoat in beweging gebracht. Met een passende 
keuze van eenhed~n is de vergelijking 

• '. , ~ I ( 

U + u = Y( t). 

De oplossing is u = sin t e(t), waarbij e(t) de zogenaamde 
eenheidsfunctie is gedefinieerd als 

· e( t) 
\ 0 

= l 1 

voor t < O, 

voor t ?; 0. 

3~ PS~ti§le diffe0entiaalvergelijkingen 

We beschouwen algemeen 
i. 

P ( /t , a"x ) U ( X , t ) = 0 ., 

,. 
waarbij Peen polynoom van de me graad is. Als beginvoorwaarden 
nemen we (probleem van Cauchy) 

. ( ) -au . ( ) . ·. 
U = U 0 X · it 1= u1 X ••• 
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De oplossing van dit probleem kunnen we gemakkelijk afleiden, in­

dien we een zg~.'basis-oplossing kennen, d.w.z. een oplossing E(x,t) 

met d~ beginvoorwaarden 

E=O aE = O 
:0 t 

a warmtevergeTijk:i.ng 

Hierbij is 
E(x,t) = 

m-2 
cJ E = 0 
c,tm-2 

2 1 X . r.-. exp - 4t . 
2v·il::t 

J'(x). 

De oplossing van het probleem van Cauchy is de convolutie 

waa rbij 

f(x) ~" g(x) d~f j f0 )g(x-f}d) . 

b golfvergelijking 

Hierbij is 

en 

.. 

:.ii.::" 

E(x,t) = ½ { e(x+t)-e(x-t)J , 
' ' 

u 
. ... . 0 

E*u +--E·*u• -1 . c) ~ 0, 

of ( d r Alembei;>t) 

4. Fourier reeksen 

reeks 

Voor Fdurier-reeksen ~eldt de belangrijke ~igenschap, dat de 

00 

L 
n::...:-CO 

inx c e ., 1Jaa rbij n c = D(nm) voor zekere m n 

in distribut~onole zin altijd convergeert en een periodieke distri­
butie voorstelt. Als voorbeeld geldt- -

00 

L 
D=-=-CO 

(X) 

l'JX e L 

(;) 

= 2,r, L J"(x-21':m) 
Hl=···<.O, 

... L sin nx = ½ cotg ½x 
· 11=1 · 

Hierbij levert term voor term differentierien de (di_stributionele) af­
geleide van -de' ;sbm. 
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5. Fourier integralen 
Voor d istributies f( x) kan men een Fourier'7t_ransform g( w) 

definieren waa~bij ~(w) een-zo~enaamde analytische functionaal is 
. . ' 

met de complexe variabele w. Formeel ~eldt 

g(w) = /00 eixw r(x)ctx. 
-co 

Voor f(x_) -- cr(x) is g(w) = 1 ' ' . . . 
Voor f(x) = 1 .is g(w) = 2-n-; ~( w). 
Voor f(x) = eax is g(w) = 21t a{ w..,.1a) . 
Voor f(x) = sin ax is g(w) = i'TC {o(w-a)- o ( w+a)} 

6. Distributies in R --------n 
Men kan distributies van n variabele'0 f(x 1 ,x2 ., ••. ,xn) invoeren 

op geheel analoge wijze als voor ~~n variatiele~ Van bijzondere in­
teresse zijn de generalisaties van e(x)., ~(x), .J 1 (x) enz. De defi­
nitie van dist~ibuties op een m-dimensionale.vari~teit in Rn staat 
in nauw verband met die der differentiaalvormen waaraan de namen 
van o.a. E. Cartan, de Rham en Le~ay verbonden zijn. We vermelden 
hier een paar eenvoudige resultaten 

In een ruimte met .een oneven aantal dimensies n is voor k=½(n-3) de 
distri~utie 1( k \ r 2-t2 ) een oplossing van de golfvergelijking 
(6.- :½)u=O. 

at 
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§ 2. Grondbegrippen 
We beginnen met een lineaire ruimte T van te·stfuncties 50(x) 

in te voerE;n. Lineair wii riatuuriijk zeggen., dat met <jt'1(x) el)•,_ 

p
2

( J{:). e,lke. lineaire combinatie c 
1 

q,~1(x) +c 2 rp2 ( x) een testfunc tie ).s .. 
Vervolgens definieren we in T een''bonvergentiebegrip, waarbij het 

voldoende is ons te beperken tot de definitie van een tot nul con­

vergente rij fn(x). 
Distributies worden vervolgens gedefinieerd als continue 

lineaire functionalen met betrekking tot de ruimte T. 
Onder een continue lineaire functionaal f t.o.v. T verstaan 

· we een voorschrift, waa rbij aan elke <p I?. T een geta 1 ( f', <p) is toe­
gevoegd, dusdanig dat 

10 (f,c1<p1+c2<p2) = c1(f,cp1) + c2(f,'1'2) 

2° als pn~Odan(f.,rpn)~o 

(lineariteit)'~ 

(continuiteit). 

Uiteraard bestaat b{j de keuze van T enige vrijheid. Voorlopig 
maken we de volgende keuze., waarbij aan de volgende twee kenmerken 
moet zijn voldaan: 

-
a . sa(x) = O buiten een zeker interval. 
b o/(x) oneindig vaak differentieerbaar. 

Functies van het type a noemen we wel finiet. Een voorbeeld van 
een testfunctie voor het interval (-a,a) is 

2 
(2.4) rp(x) == exp 2a 2., -a~ x ~ a. 

a -x 
Functies als exp-x2 zijn geen testfunctie, maar kunneh·wel wille­
keurig dicht door testfuncties b_enaderd worden. In somm:tge beschou­
wingen (zie bijv. Lighthill, generalised functions) kan men met 
voordeel gebruik maken van de grotere ruimte van testfuncties, waar­
bij kenmerk ~ vervangen wordt door het iets zwakkere kernnerk dat 
voor lxl---r ro ~(x) en alle afgeleiden sterker tot nul convergeren 
dan welke macht van Ix I . In deze ruimere lclasse past exp-x2 wel. 
Men lette hierbij op de volgende eigenaardigheid dat verruiming van 
T verenging van de ruimte der distributies impliceert. 

Het convergentiebegrip in de door ons gekozen testruimte is 

als volgt. 

wil zeggen: 

a cpn(x) is 
buiten alle 

lim ~n(x) = 0 in T 

uniform finiet, d.w.z. er bestaat een interval waar­

~n(x) verdwijnen. 
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b 'Pn(x) en elke afgeleide van ipn(x). convergeert met betrekking 
tot x uniform tot nul., d.w.z. voor n ;,N(e.,k) is j (fi~k)(x)J_~ e.,. 

Is f(x) een locaal integreerbare fun6tie., d.w.z. Lebesgue­
integreerbaar in elk eind~g i~terval, dan wordt door 

(2.2) (f.,y) d~f j f(x) p(x)d~ 

een functionaal bepaald, waarvoor., zoals we gemakkelijk inzien, de 
eigenschappen 1° en 2° gelden. Derhalve leidt elke locaal integreer­
bare functie tot een distributie. Distribu:ties welke aldus ontstaan 
zijn noemen we regulier. Een distributie welke niet regulier is 
noemen we singulier. We zullen meteen laten zien., dater singuliere 
distributies bestaan. Definieer maar 

(2.3) (f., ~) def V' (O). 

Aan de kenmerken 1° en 2° is ten duideliJkste voldaan. Zou deze 
distributie regulier zijn., dan bestaat.,er~een ru·nctie f(x) waarvoor 

(2.4) j f(x) p(x)dx = f{O)~ 

Kies nu in het bijzonder de testfunctie (2~1) met willekeurige a. 
Dan zou • voor elke a 

a 
j f(x)exp 
-a 

2 -a 1 
2 2 _dx == -

a -x e 

gelden. 
Echter ontsta'at voor a~ O · kennelijk een tegenstrijdigheid waarmede 
de onjuistheid van ons uitgangspunt i~ aangetoqnd. 

: De door (2.3) bep:aalde distributi; d;~den we symbolisch aan 
met u(x) omdat het wel d·uidelijk is., dat h.ier de delta-functie van 
Dirac in het geding is. We kunnen nu ( 2. 2) ook geldig verkla,ren 
voor de singuliere distributie J'(x) door te sc·hrijven· 

p(O) ·::: j ,r(x) 9'(x)dx. 

Het rechterlid heeft weliswaar alleen symbplische betekenis., maar 
het zal blijken, dat het in vele opzichten zich gedraagt_al~_Een 
gewone integraal,. Uiteraard verklaren we' (2.2) niet alleen geldig 

. • . · •. I 

voor.juist J(x) ~aar voor alle sihgUliefe di~tributies. Het.~omt 
er dus op neer, dat we voor singuliere distrib~ties f(x) (2~2) rn-oe­
ten vervangen door. 

'g,' 

(2.6) 
, ;· ,.., , ,' :~ ... ~) '.,,.: 

r:s f(x) 'een locaal integreerbare functie., waarvoor de reguliere 
distributie (f.,q,)=0 voor alle <p e.T, dan kunnen we aantonen., dat 
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r(.x) b:J-JTI<'?_ovs:ral- rrn11:s; d.w.z. f(x)=O met uitzondering van een 

verz~~elin~ tan de m~a~ hul.· Het bewijs loopt als volgt. Ve kiezen 
' . 

een of ander interval (a.,b) en daarbij de volgende rij testfuncties 

(2.7) tan(x) = exp.;. ..! (L.. +'-1-) 
T n. x-a b-x 

voor a < x < b en nul er bui'.ten. 

Uit . b . -

j f(x) rpn(x)dx =. 0 
a 

voor · alle n volgt bij limietovergang n ➔ oo 
. . b . . 

j f(x)dx = 0 . 
a 

Aangezien dit voor alle a en _b geldt is f(x) bijna overal nul. 

Noemen we de distributie (f.,<p)=O voor alle rp e. T de_nul,, 

distributie dan corre:spondeert hiebrtede de klasse. vap l9ca.al~, 
• • • ~ • ', ·, • • • • ... j • ~ 

integreerbare. functies welke b1jri~;o~eral verdwijnen~ 

In de gebruikelijke notatie a1, functie schrijven we de nul­

distributie als 0, 
_Onder de Som f+g en het vers-chil f-g van twee, distr-ibuties r,:· 

verstaan we de distributies bepaald door 

(2.8) 

Twee distributies fen g heten gelij~ als hun v~rschil d~ 

nµl-dir;r~r:ibut~~,ls. 
~' . ' , . 

Onder de vermenigvuld1ging va'n eeh' Constante ,C met. een. dis-

tributie f verstaan we de distributie cf bepaald door 

( ~ .9) ( Cf., 'f) = C ( f _, rp) . 

Onder het product van een distributie f{x) met een oneindig 

vaak differentieerbare functie c(x) ·verstaan we de distributie cf· 

bepaald door 

( 2 .10} · (cf;<p) = (f.,cq.;). 

Deze laatste definitie is zinvol omdat met cp(x"). o_ok c (x) 1(:ic) 
' . . ·' 

een testfunctie is. I_s .in het, bijzonder c een constante· dan sternt 

de definitie met de vooratgaande overeen. 

-- · Men ziet g~makkelijk., dat deze definities consistent ·zijn met 

de corre'sponderende opera ties voor locaal, integreerbare functies ~ 

Distributies kan men 'aari de volgende affiene transf9r~naties 

onderwerpen: 
. . _, .. , ' 
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Uit de distributie f(x) kan men door translatie over·een af­
stand h (voor·h > 0 naar rechts) de verschoven distributie f(x-h) 

afleiden welke gedefinieerd is door 

(2.11) ( f ( x-h ) , 1 ( x ) = ( f ( x) , <p ( X +h ) ) . 

Door spiegeling t.o.v. de oorsprong kan men de gespiege1de 
distributie f(-x) afleiden welke gedefinieerd is door 

(2.12) ( f ( -X)., q> ( X ) = ( f ( X ) _, Y1 t-X ) ) • 

Door centra.1e ver,menigvuldiging vanuit de oorsprong met de 
factor c kan men de gelijkvormige distributie f( ex)· afleiden ·welke 

ged~fi~i~erd is door 

(f(cx)., f(x)) = c-1 (f(x), p·(~)). 

Uit (2.2) volgt voor reguliere distribut:ies weer gemakkelijk de 
_ ... t -

consistentie~ Vootii d~finieren we evenals bij fyncties: 

De distributie f(x) heet even als 

f(-x) = f(x). 

De distributie f{~) heet oneven alci 

f(-x) ·=-f(x). 

De distributie f(x) heet periodiek m~t de (positieve) periode h 

als f(x-h) = f(x). 

De distributie f(x) heet homogeen van de orde m als 

f (ex) = emf ( x) . 

Aan een distributie f(x) kan men geen waarde in een punt toe­
kennen ook niet als de distributie regulier is en f(x) als functie 
een locaal integreerbare functie is. We kunnen immers zonder bein­
vloeding van de functionaal (f,f) in een aantal punten x (verzame­
ling van de maat nul) willekeurige veranderingen aanbrengen. Beter 
lukt het voor een (open) interval ..n. (algemener open verzameling) 
waar we aan de distributie f(x) (bijna overal) de waarde f(x) kunnen 
toevoegen. Voor· singuliere distributies kunnen we langs een omweg 
ook tot een waarde in .Q komen. Voor het gemak voeren we het begrip 
drager in. Onder de drager van de testfunctie p(x) verstaan we de 
afsluiting van de verzameling x-waarden, waarvoor <p(x):/0. We znllen 
zeggen., dat de distributie f(x) in het open interval ..n. de waarde 
nul heeft als (f,~)=0 voor alle testfuncties, waarvan de drager in 
..n.. begrepen is. Voor reguliere distributies is dit niets nieuws maar 
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deze def1niti~,,gS:;:iot· __ ili. hef·bijzonder voor singuliere distributies. 

Twee disiu·•ibutie:s f(x) en g(x) heten gelijk in het open interval 

..n.. indien hun verschil er nul is. Het is duidelijk, dat deze 

(locale) gelijkhei?sdefini tJ-'e. aan de gepruikelijke kenmerken·., m'et 

name transitiviteit., voldoet, zo_dat we a 9n in .n. gelijke distribu­

ties; tlezelfde ·w~ard{ kunnen toekennen indien er althans reguliere 

distributies bij zijn., want alleen hiervoor was het begrip waarde 

gedefinieerd. 

Tenslotte kui;men we nu sprekeri van de drager van een distri­

butie. Deze wordt .g:edefinieerd als het complement van de open ver­

zamelin~ waar de distributie nul is. De drager van een distributie 

is dus een gesloten verzameling. 

We zullen het een en ander toelichten aan de eenvoudigste 

singuliere distributie J(x). Deze distributie he_eft de waarde 

nul in de open veriameling x/0~ De d~~ger van deze distributie be­

staat uit het enkele punt X=O. Volgens (2.1~} 1s·J(-t) identiek 

met J'( x) zodat de del ta-func tie even is~ :uit ( 2 .13) volgt dat 

l (x) homogeen is van de orde -1. Door _tranE(la•tie kan men de '<ier-
1 • ' • -~· .•• 

schoven delta-functie (x-a) afle-id-en. }!:iervoor geldt dus 

( 1 ( x-a)., <p ( x)} :"'. rp ( a ),v 
.\. \_ 

of· in de bekende symboliek 

j i:r( x~a) <p ( x)dx" ;<p.{_a) . 

,I 
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§ 3. Differentiat~e en Integratie 
- Ohde'r de dist'~ibutione_le afgeleide f '_(x) van de distributie f(x) 

, . ,. f 1 . 

"'. verstaan we cl~: ·door 

( 3 .1) ( f 1 ( X), (p ( X) ) = - (f( X), f 1 
( X) ) 

bepaa.lde func-tionaa.l. 
':' '. ! 

Om ons van de juistheid van. deze de:fini'tie te overtuigen :merken we op 
dat voor elke <p ~ T ook <p I f.. T. Voorts is het duidelijk., da t. de zo­
juist gedefinieerde functionaaL lineair ls ... D:e. continuitei t vb1gt ui t 

het feit, dat als <pn-+ O ook <p~ ➔ O voor r1 -+OO. 

Aldus bezit elke distributie een·afgeleide. Langs recursieve weg 
kan dan een afgeleide van de ke orde (k=2,J, ... ) gedefinieerd warden 
zodat elke distributie oneiridig'vaak different1eerbaar is. 

Om ons van de consistentie van de definitie-te overtuigen gaan 
we uit van een gewone functie f(x) _¼felke -bijv. een continue afgeleide 
f'(x) bezit. Dan is nml. 

(3.2) (f'.,cp) = Jr 1 (x)·<p(x)dx·= -jr{x) <p'(x)dx = -(f,f 1
). 

Deze betrekking geldt ook onder-r.uimere voorwaarden, b.v. f(x) abso..L 
luut continu. 

We ontmoeten vaak het geval' dat f(x) een reguliere distributie 
en f' (-x) een singuliere distributie is. Het eerivo·udigste voorbeeld is 
de eenheldsfunctie van Heaviside e(x) gedefinieerd als 

( 3. 3) e(x)=O voor x < o, . ie(x)=1 voor x > 1. 

Uit (3.1) volgt als distrlb~tioneieafgeleide 

(3.4) 

De functionele afgeleide bestaat ook maar met uitzondering van x=O. 
:/3uiten x=Ci ·constateren we (locale) overeenstemming van di~tributionele 
en functionele afgeleide. 

Deze overeenstemming is geen toevalmaay berust in feite op het 
principe dat uit f(x)=O in h~t open gebied .a voor de distributie 
f(x) volgt dat voor de distribµtionele at;geleid~ ook .f '(x)=O in ..n., .-: 
. . : - . : . ·:. ~ ', . . ~ . : - \ ~. '. . .• . 

:fiieruit vloei t voort., _ da t locale overeenstemming van :¢1is_tributies f(x) 
en g(xj de loc~l·e ove~eenstemming van hun afgeleiden: impl:icerert. In 
het gegeven ge;ai" is b. v. f (x) = e ( x) en we kiczen voor ..n. ( x > o) 

g(x) = 1.' 
Een interessanter geval is r(~)~lnfxl. ~e functionele afgeleid~ 

- 1 is x met dus een niet-integreerbape ~ingulariteit voor X=O. De dis-
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tributionele afgeleide welke voor x/0 met de functionele afge,leide 

locaal overeenstemt noteren we ook als x-1 . De integraal 

(3.5) j cp~x) dx 

welke formeel divergeert kan op grond van (2.6) als (x-1, <p) zinvol 

geinterpreteerd word en. Ult '( 3 .1) volgt namelijk 

f !1"}:) dx = (x-1, <p ) = - ( ln ! x /_i o/ ' ) = - j ln! x I <p' (x)dx = 

(3.6) J ~dx. = lim 
E ➔ O Ix I> &. 

X 

We zeggen dat de c]ivergente integraal (3.5) met behulp van (3.6) ge­

regulariseerd is~~We komen hier later uitvoerig op terug~ 
. ,_.. '.'', : .. . . ··.•. ,: :-:.,,_1 ·•·. ' . 

-: De· inverse beWerking van differentiatie is 

tie. Is h(x) een gegeven distributie dan kari men 

primitieve f(f) d.w.z. eerr distributie: w~ar~obi 

( 3. 7) df 
dx=h(x). 

onbep~rn lde ;Lntegra­

vragen naa r een 
' . :...: 1,;, 

We zullen laten zien., .. dat, als bij: gewone funct:tes_., er een op een 
: . . . . 

constante na eenduidig bepaalde :oplossing van "(J.'7) is;· We sc'hrijven 

hiervoor 

(3.8) f = j h(x)dx. 

De betekenis van (3. 7) is dat voor elk;e <p €..T 

(3.9) (f., cp') = -(h;f). 

De testfuncties p (x) welke de afgeleide van een of andere test-o -
functie zijn vormen een deelru?:mte T

0 
van T. Het kenmerk van <p

0 
e. T

0 
is blijkbaar 

( 3--10) 
00 ·j. ~ (~)d~ ~ 0. 

.~CD O l / 

De_gezochte functionaal (fJp) is blijkens (3.9) al bekend vo~r de 

deelruim.te T
0

• De voortzetting;--buiten T
0 

in T kan a.v._ gesohieden. 

Het is_ voldoende een vaste testfuhctie . q,
1 

¢ T
0 

te kiezen_., b.v. een 
waarvoor, 

(3.11) 

We kunnen dan namelijk elke testfurictie p e. T schrijven als 
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(3.12) 
CX) 

cp(x) = cp
0

(x) + <p1(x) J <p(z)dj • 
-oo . 

Als (f, <p 1 )=C dan is wegens de lineariteit van de functionaal 

(3.13) ( f, (f) = ( f, <po> + C J <p Cr) d l 

Door (3.13) is de distributie fop een .constante (distributie) na 
bepaald. 

Men zou kunnen denken dat gewone. differentiaalvergelijkingen 
zich voor distributies net zo gedragen als voor functies. Het volgen­
de voorbeeldje toont echter.dat zich: a'l in eenvoudige gevallen com­
plicaties kunnen voordoen~ 
De differ~ntiaalvergelijking 

(3.14) X f 1 (x) = 0 

. . . 

heeft voor fupqties\,~n op1ossing nml. f(~} = constant. Vo6r dis-
tributies zijn .er evenwel twee onafharikeaijke oplossingen., b. v. 

( 3 .15) f(x) = 1 en f(x) = e(x). · 
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§ 4. Limieten 

Men zegt dat de.rij distributies fn(x) tot de distributie f(x) 

convergeert Jndien voor alle t.estfunc.ties 

(4.1) lim. (fn., <p) = (f,f). 
n ~oo · · 

Uitenaard schrijven we als· bij functies fn(x)-+ f(x) of 

(4.2) lim , .f (x) = f(x):, .. 
n :.-+oo n. 

De discrete variabele n kan door. een continue variabele vervangen: 
worden. De defiriities zijn dan analoog. Men kan gemaltkelijk;''Iaten · 
zien dat de limiet aan de gebruikelijke line,aire· eigenschappen -vol­

doet. 
Convergeren de locaal integreerbare functies f (x) tot een 

n ..... 
locaal integreerbare limiet, f(:x;) .dan :G.onvergeii.en .:onder zeker~ ruime 

• • • _' ••• • • )'" • c' 

voorwaarden de regulier~. ftinct:i.onalen .f, (x) tot de ·regU:liere- dis-. ·.,·.· . , , . . . ·n 
tributie f'(x}. D:ft is b.v. het geval ais de functies fn(x) in elk 
( begrensd) interval uniform tot f (x) converge~en of wanneer bijna· 

overal fn(x)-+f(x) terwijl I fn(xJ \ uniform door een vaste locaal 
integreerbare functie begrensd wordt. 

In vele toepassingen is f (x) een reguliere functionaal terwijl n 
de limiet een singuliere functionaal is. Als voorbeeld heeft men 

(4.3) lim sin nx = ~(x). 
n ·-+ 00 7CX 

De gewone limiet bestaat nauwelijks (x=2~ enz. geeft op triviale 
wijze de limiet nul), de distributionele limiet is aanwezig. 

(4.4) 

Bij het volgende voorbeeld 

lim 
'i\-+ 0 

J(x) 

bestaat de gewone limiet met uitzondering van X=O en stemt locaal 
(in het open gebied x/0) met de distributionele limiet overeen. 

Voor distributies geldt 
Uit fn(x) ~ f(x) volgt f 1 (x) -+ f' (x). n 
Het bewijs van deze stelling volgt onmiddellijk uit de definitie van 
distributionele afgeleide. 

(4.5) 

Als toepassing volgt uit (4.4) 

lim 
A. -+- 0 

-2/\.X \·r() 
2 2 2 = o X 0 

n:( X + X ) 
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Hierbij bestaat de gewone limiet zelfs voor x=O; dus v;~or alle x. 

Er is slechts; weer ·locale' ·overeenstemming vcior x/0. 

Van groat belang voo~ de •:th~orie van. de distributies is de· 

eigenschap dat de ruimte van de distributies volledig is. Dit_be~e­

k~nt·; dat. uit het bestaan van~ ~m
00 

( f n., <p) voor elke. cp s T volgt dat 

. er. eenc:dist.ributie is waartoe f (x) convergeert. Het bewijs van deze n . . . . 
-~tellingtvolgt later. •· .. 

"!· .Met .o~a. topdlogische huipmiddelen·kan'ine~ bewi_jzen.,·dat elke 

E?l:nguliere ·· distr-ibutie opge\ra-b ·I-can· weir-den· als de limiet van reguliere 

. distributiE{s .• ·Het :bewi'js van deze existentiestelling stellen we voor­

... lopig µit., Voor: de prac·tijk zijn dez~ twee 'stellingen _uiteraard van 

min-der belang. 
. ' . 

Op de gebruikelijke wijze kunn.'eil we het begrip van een onein-

dige reeks invoeren. Men heeft namelijk. 
. N 

= lim L. cn(x). 
N-¼- oo n=O 

(4.6) 

Een eenvoudig voorbeeld is 

CO 00 
(4.7) 1 + 2 L cos nx = 21',; L 

n=,1 n=-co 

Term voor term differentiatie ·( in distribution~le zin.) is. toegesi:ta_an 

zodat ·. b .v. ~ ui t '( 4 .7) v.blgt clat 

co co 
(4.8) L n sin nx = -i'C 2 !' (x-2m '7C). 

n=1 n=-CO ·· 
.. 

Uit de in klassieke zin convergente reeks 

Q) 

·--; . c __ o __ s_n nx __ , .- 7 11 2 " .L. 1 · ,,_ - .. n . · Sll1,2X . ., 

11=1 

volgt door distributionele differentiatie. de ~n. d~stributionele zin 

convergente reeks 

(4.10) sin nx J. = 2 cotg 
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§ 5. Regularisatie. 
· :;rs· f{x) een reguliere distributie dan is zeals bekend 

( 5 .1) (f, <p)_ = j rc(x) rp(x}dx··~ 

·i~ ~aarente~en de functie f(~) niet locaal_integreerbaar, waarbij 
we· ens··· ter· wille va'n ·de eenvoud beperken_ tot functies met een-.niet­

iritegreerbafe singulariteit in de oorspro~g., dpl1 heeft het rechter­
lid van (5.1) voorlopig alleen betekenis voor testfuncties ~(x)~ Te 
welke. in het . interval· ( - i., 1:) nul zijn met . e > 0 willekeurig klein ., 

Lukt; het de gevormde functionaal tot een voor alle <p(x) .i. T continue 
lineaire funct:i.onaai ·uit te breiden, d.an heet de integraal (5 .1) ge­
regulariseerd. H~t voigende voorbeeld toont, dat reg~larisatie nie.t 
eenduidig is. Beschouwen we f(x)=1/x dan is 

(5.2) fa <p~x) dx + /b re(x)-x p(O) 
-oo a 

dx + J00 

~ dx 
b X ' 

voor elke a en b met a < O < b een regula risa tie van 

(5.3) j @\X) dx. 

Twee verschillend~ regrilarisaties verschillen blijkbaar in een delta­
functie (algemeen een op x=O geconcentreerde distributie). 
Onder de zogenaamde kanonische regula risa tie ( afgekort k. r.) van 1/x 
verstaan we de reeds in§ 3 besproken functionaal 

(5.4) p( x-)~ qi C-x) dx = 
X 

lim j 
E--+0 lxl>f 

p(x) dx 
X • 

Het lukt ons aan een grote klasse functies met een singulariteit in 

de oorsprong een k2nonische regularisatie toe te voegen, waarbij de 
volgende regels gelden: 

1 . k .. r. ( (X f .)_ ,;, g) 
' (" = ()(. k.r: 

2. k.r. df d k.r. f, dx = dx 

3. k.r. c(x)f = c(x) k.r. f 
ferentieerbare functie c(x). 

t· + /3 k.r. g 

voor elke oneindig vaak dif-

We beschouwen hier alleen in X=O singuliere functies welke 
lineair samengesteld zijn uit de standaard-typen 

(5.5) 
voor x > 0 

voor x~O, 
7\ /-1, -2, ... 



(5 .6-) 

(5. 7) 

7\ { O voor . :x: >.- 0 
X '' d~f ' l XI/\ < 0 

voor x,.. ., 

-n 
X , 

GF 17 

71./-1.,-·2,.~. 

p=1 ;2, 3., •••. 

±s s .(x) een. dezer st_an~aard-typen dan beperken we ons dus tot func­
J 

ties van het :type .• ... 
. \ 

(5.8) f(x) =1:.c/x)sj(x), .. 
: : ' 

waarbij c j(x) 1:;en · oneindig, vaak differentieerbare· ru:r:ictie is. Met de 

hieronder te geven kanonische regularisatie van deze ~tandaard-typen 

definieren we 

(5.9) 

Men kan vrij gemakl~elijk b~wi'jzen~ dat de definitie (5 .9) aan de ge­

stelde kenmerken voldoet en een eenduidige voorstelling geeft. 

We gaarL_nµ over tot de·i:tangekondigae regularisatie van x:. Voor 

7' > -.:1. is,.het. een re.gidiere distributie ~ Differentiatie volgens 
,.', .... ·. 

(5.10) 
.d A_ A-1 
- X :::;: /\X,• 
dx + · · + 

strekt de betelcenis van x: als distributie uit tot 71. -waarden voor..;. 

bij -1 met uitzondering van 11. =-1,-2., .... 

Voor -2 < " <. -1 is bijvoorbeeld 

(5.11) (x.', 'f) =l x" { rp(x)- 'f{D)}ak + ( xx tp(x)dx 1 £W , 
waarbij het rechterlid de kanonische regularisatie is van 

(5.12) JOOXi\ 

0 + 
<p(x)dx 

voor :>,.;, -2., A.t-1. 
Van ruimer standpunt uit kan de r-eguia'risatie van een functie 
/\ 

als x+ verkregen worden met behulp van ana.lytische voortzetting. 

Hierbij moet het begrip distribut.ie op voor de hand liggende wijze 

uitgebreid word en tot een ( complexe) ana lytische functionaa 1 f (x, 7'.), 
waa rbij A tot een zeker (complex) gebied /\ behoort. Di;t betek~nt 

niets apders dan dat voor elke testfunc~ie (r(x,-~), p(x))een ana­

lytische functie van I\. in·. A is. ~- · •· 

In dit licht bezien is (x:, ,p) eeJ:i analytisc!le r1;1nctie. di~ voor 

Rei..> -1 door (5 . .c12) gegeven is. De formule ·(5:-11) is dus de· analy-
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tische voortzetting voor Re i\ > -2 waa rbij :,.,, =-1 een gewone pool met 

res id u cp ( O ) is •. 

De algemenere formule welke de voortzetting tot Re i\ > -n-1 geeft is 

( 5 .13) 

J
OJ ). 

X . (f(X )dx = 
0 

1 ~ n-1 f x { q;i(x)- cp(O)-x ip'(o)- ••. - _x_ 
0 (n-1)r 

]
co 'X' ~ (/J(k-1)(0) 

+ X ~(x)dx + L ~ -
1 k=1 (k-1)!("+~c) 

Met behulp hiervan is de voortz~tting van de gegeneraliseerde analyti­

"' sche functie x+ bekend. Tevens vinden we het resultaat: 

i\ 
x+ is analytisch met uitzondering van ?\ =-1.,-2., ... 

. (-1)k-1 (k ) 
Het residu in A =-k is (k- 1 ) ! rJ - 1 (x) ~ 

De verificatie van (5.10) aan de hand van (5~13) zij aan de lezer 

overgelaten. 
I 

Men· zou kunnen trachten door toevoeging van een geschikte factor 

welke een _analytische functie van i\ is uit xt een gehele analytische 

distributie af te leiden. Kiezen we in (5.12) een of andere test-
-

functie dan is.het resultaat i.h.a. een analytische functie met polen 

in A=-1.,-2, ..•. De keuze <p(x)=e-x (bijna een testfunctie) leidt 

tot een zeer geschikte factor 

Joo 7\. -x 
( 5 .14) x e dx = 11. ~ 

0 

Aldus komen we tot de functionaal x://\. ! welke geheel blijkt te zijn. 

Een kleine berekening toont da t de waa rde bij !I. =-k ( k=1, 2, 3., ••• ) a. v. 

is 

(5.15) 
x; j r(k-1) 
-, == < (x). 
)\, ~ ' "- -=•-k . 

)e regularisat1-ie v~n- x~ kan analoog behandeld worden of de·sgewenat 

iit die van x: afgeleid worden a~ngezien 

5.16) 
7\ ?\ (x_., ~(x)) = (x+., o/(-x)). 

e vinden het volgende resulta8t 

x'"' ·is analytisch met ui tzondering van /\ =-1 3 -2 3 ••• 

Het residu in A =-k is 1 1 (k-1)(x). 
( k-1 ) ~ 

I\ 
rial.oog .'is x -.II\! een gehele ana ~ytische func tionaa 1., waa rbij 
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(5.17) 

UJ.·t 7'. 11, k 1 b" t· d 1 d x + en x _ unnen we a s even en oneven corn ina ie e vo gen e 

twee nieuwe distributies afleiden 

(5.18) 

en 

( 5 .19) 

1'. 

l X} 
I\, i\.. 

= X + X + 

I\.. 
\ x \ sgn x = 

A. A. 
X -X • 

+ -

Ix I
i'\. 

Uit het voorafgaande volgt_. dat polen heeft bij i\=-1,-3,-5., .••• 

Het residu bij ?\=-2k-1 is ( 2
2k) !. l( 2k) (x). 

(\ 

Voorts heeft l x I sgn x polen bij ?\ =-2., -4., -6,... . Het residu bij 
A=-2k is 2 1( 2k-1) (x). 

( 2k-1) ! 

Een rechtstreekse regularisatie kan a.v. warden verkregen. In 

de strook -n-1 < Re I\ < -n geldt 

en 

i\ oo 7. xn -1 ( n 1 ) 
(5.20) (x:, cp) = J x { <r,>(x)- <p(O)-x <p '(o)- ••• - -- <p - (o)Jax, 

0 · (n-1)! 

?\ jco I\ (-x)n-1 ( ) il 
(5.21) (x_, <p) = x { rp(-x)- cp(o) + x q>'(O)- ••• - ..,__..,__ Cf n-'1 (01ax 

O (n-1)! 

Optelling en aftrekking geeft 

i\ jco i\ 1 2 } (5,22) (!xi , cp) = 
0 

x { cp(x)+ <p(-x)-2(Cf(O)+~x cp"(O)+ ••• ) dx 

en 

( 5. 23) (\x\"- sgn x, cp) = }
00 

x7\ S cp(x)- <p(-x)-2(xp'(O)+ 
3
1, .J1 111 (0)r .•. )}c1x 

o l . J 

In het bijzonder is voor negatief gehele A 

(5.24) (x-2m,~) = 

en 
Jco 'I'\ .• ' ( (• ( --r) ' -· 0 •'- l. ( -"- ·,· 

(5.25) ( -2m-1 ) 
X , <p = 

Jco i\ x3 
= 

0 
x { cp(x)- ~(-x)-2(x<p'(O)+ TT o/r"(O)+ •.. + 

2m-1 ( 
x <p 2m-1)(o)}ax 

(2m-1)! 

De spech1le gevalJ.en x- 1 en x- 2 vermelc1en we nog even apart 

(5.26) (x-1, (f) = JOO _y( X )- :£ ( -X) d:c, 0 X 

(5.27) (x -2 _, <p ) jco ce(x)+ <p(-x)-2 cpj..Ql dx -- 2 • 
0 X 



. 71. 
Uit (5.10) en de overeenkomstige regel voor x volgt 
(5.28) d~ [ x \71.= 7\ Jx!A.- 1 sgn x, -
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en 

(5.29) 
j\ 

d~ I x I sgn x = 7\ }x r?\.- 1 

In het bijzonder geldt voor X =-n 

(5.30) d -n -n-1 - x = -nx . dx 

i. 

' -
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§ 6. Convolutie 
De definiti~ 'van ,distri'buties ih ruimtes met meer cli~ensie~:is 

volkomen ana lGog, aan ·die van dis tributies van een enkele va ria bele. -

Als_ yoor>bee},d,\w<?rde11 d,i~tributies in het (xry) -vlak•,gedefinieerd als 

contiri'ue. lin,e.atre .funct;i;o1Ja1en t .ov. testfuncties · (x,y) welke on-
'.-· ---·J -·• ',.: __ ... - . '·.. . 

eindig vaak partieel differentieerbaar en finiet zijn. De speciale ' 

testfuncties 

(6.1) 

waarbij <pj en y.r j eendimensionale testfunctie_s· zijn liggen overal 

dicht in de testruimte zoqat het yoldoende, is de functionaal te kertnen 

t. o. v. de klasse testfuncties van het type cp ( x) Y' ( y). 

Reguliere distributies van twee veranderlijken worden op de g_e­

bruikelijke wijze gedef'inieercl als 

(6.2) . Cf ; <p) = JI f ( X , y ) <p ( X .9 y) d X d y • 

Een voorbeeld van een singuliere. distributie is de delta-functie 

d(x,y) gedefinieerd als 

( 6 . 3 ) ( J\ y;) . = , q> (_ 6 ~ ,o) . 

Uit eendim2nsionale distributies f(x) en g(x) kan men d.m.v. 

het zogenaamde directe rroduct een tweedimensi6nel~ ~fleiden f(x)g(y) 

welke t.o,v. c;le ,spec;i,.a:).e testfuncties tp(x) v(y) gedefinieel'.'d als. 

( 6 .4) 

Op grond van _bovensyaande o.pmerking is hiermede ;de ·runctionaal t. o. v. 
. ' 1· : ; 

alle testfuncties vastgflegd. 

Jiet di rec te product kan t. o. v. een wi,llekeurige t.estfunctie 
' .· . ' ,' - - . . 

cp(x~ y) o.o,k. ~. v .. bepaalq word en 

(6,5) (f':(x:)g(y), ~?(x,y)) = (f(x), ry(i.}L 

waarbij 

( 6. 6)-' 

Inderdaad ,).eert een eepvoudige .beschouv,dng dat- ,r (x). een testfunctie 
!, ,.,,, 

is. 

Voor de bovenbeschquwqe s,pccialsi ':;est:t;'µnctJes zijn de definities 

.( 6 ._4} _~r1 '( 6. 5) 1)1iJkba8.r ,identiek zod.at: .ze ·,ook in de gehele test­

ruimte .identiek zijn, ;In. (6.~ 5) )rnn men ,ui te--raard oe rol van T( x) en 

g(y) verwissel.en zodat (symboli~ch) 
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(6.7) ff f(x)g(y) <p(x.,y)dx dY' ==J f(x)dx jg(y) <p(x,y)dy = 
•, • ' - J. , 

=J g(y)dy f f(x)_ rp(x,y)dx. 

Uit h:et:bovenstaa-hde v6Igf de cd:rnmutativiteit van het directe pr10:­

duct. 0 De · associatieve eigenschav kan' meri eveneeris vrij gemakkelijk 
be.wi ·jzen· .. 1ll ·:_-_ ~ .,.: r -~- .... i .. . r •. · . ' --;. ·, · 

Als voorbeeld van het directe product is 

(6.8) cJ' ( X ., y ) = d ( X ) Cl ( y") • 

:Onder de convolutie Van· twee dist~ibuti~s f(x) en g(x) verstaat 

-men. met enige nader te onischrijven beperlcingen de distributie h(x) 

bepaald door 
. - . . 

(6.9) ( h, (f) ~ JI f ( X ) g ( y ) q> ( X + y ) d X d y • 

Voor gewone functies f(x) en g(x} die we_absoluut integreerbaar in 

(-co ,co) veronderstellen stemt deze definitie met de klassieke 

(6.16) .. h(~) = j r(})g(x-,)d f 
overeen. In dat geval is ook h(x) absoluut integreerbaar in (-00,,09). 

. . 

Als bij functies schrijven we de distributionele convolutie als 

h=f *g .•. 
D~ opvatting {6.9) ~a~ h a1s direct·product'van fen g t.o.v. 

de functies •(9 (x+y} hee:f't ~lleen Zin al·s cp(x+y) 'een 'tweed:i.mensionale· 

testfunctie is. Nu is welis~aar <p(x) een .· eendimensionale testfunctie 

en dus f(x+y) onbeperkt differentieerbaar, maar f(x+y)_ is niet 

finiet in het (x,y) vlak~ Ligt de drager van· <p(x) ·bij~oo;beeld _in., 
het interval (-a, a) dan ligt die van <p (x+y) in de· schuin~' band _, 

. . . 

-a< x+y.:< a~ Alle·en w-anneer 'r en/of g zodanig zijn a·at va~ deze band 

alleen een begrensd deel in aanmerking komt heeft de definitie (6.9) 
zin. We onderscheiden daartoe de volgende twee geVa1len·: 

a. De drager van een der factoren is begrensd. 

b. De drager van elk van beide factore_n. is po,sitief (negatief) be:.. 

grensd ( bijv. f=O voor x < a e·n' g=O voor x < b). 

Alleen:" in deze twee· gevailen zullen we de. dist-ributionele 'con~ 

volutie definieren. 

Uit de eigens6happen v~ri h~~:~i~ect~ p~odurit voige;, al~ bij. 

functie.s/,de .commutativiteit ·en ·a~ associativiteit van de corivoluti~ . 
. - . . .·, ' ... , 

. ' . 

; :Iri het: :volgetYde · voorbeeld is' aan de vc\orwaa rde ·a voldaan 

(6.11) d(x) ~ f(x) = f(x). 
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Toepassing van (6.7) op de definiti~_(6.9):geeft een ,bepaling 

van de convo:lutie a1~-h~rhaaide functionaal 
• .. 

( 6 ~ 12 r· · ::'. '(r'' ~;/g, _ tp) . = , ( f ( 2t J , ( g (.y) , 'f ( y+x:) ) ) r 
.. · .. ·:' . ,'. •-- . , .. -· ' 

l\'.Iet behulp van (6 ~ 12) leiden\<1~ ;g~mc1kkeliJ.~- dy .yolgeqo~ d:i,;fferentiatie ... 

( 6. 13°) 

allereerst geldig voo~ ·P==d/dx en bij ui"tb1Je1d1n'g;· geidig voor een 
lin~ai~e diffe.re~tia~l-operator met cons"ta'nt~' coef'ftci~nt~n ... 

Zander moeit(;:) b~wij13t IJJ.en m. b_. V~' {6 .·12)~~-d$t~~-d~·:c·o~v~l,~t'i~ .9 on-

tinu is, 
-· -· . : . . . : } : ~- ... -; . ',"'f ·· 

(6.14) lim(fn ~g) = 

onder een der volgende voorwaarden 

( lim f ) * g n ... 

~ De dragers Vari!' zijn uniform begrensd • 
. n , ·-:. , ·. ·. . 

b De: drage,r, V9-n g is begr~nsa ~ · · - . ~- •, ····-' . . . . . . 

c De dragers van fn en g zijn uniform eenzijdig begrensd. 

( 
\ 

: .:· : .. '.' 

' ;· · . .1 

: --: :·:. (.'; _; 

. I 
:·-j . 

. \ 

f'>, ·, 

:1 



§ 7. Meerdimensionale distributies 

"' Ifr,Ri,;1 eetf:· riL-€1'.:.Drtensionale l"Uimte met Cartesische coordinaten 

(x
1

.,x2 ., ..• .,xn) dan kan men·;: zoals in de vorige paragraaf reeds op­
gemerkt is, distributi~s in Rn invoeren als continue lineaire func­
tionalen t.o.v. een klasse T van testfuncties f(x 1,x2 , ... ,xn) welke 

:ffri-iet en· ·onbepe'i,1:f-t ·partieel differentieerbaar zijn. In het algemeen 

zijn de bewerkingen met meerdimensionale distributies voor de hand 
liggende uitbreidingen van die met eendimensionale distributies. 
We besprek<:;n daarom hier alleen een paar bewerkingen waarbij nieuwe 
facetten aan het licht treden ... 

11.: ' 

Is u een affiene transformatie van R dan wil toepassing van ----. . . n 
u op een functie f(x) (xis nu een vector met n componenten) zeggen 
dat 

( 7 .1) u f(x) = f(u~1x). 

Geeft f(x) aanleiding tot een reguliere functionaal dan is 

(uf., cp) = (f(u- 1x), <p(x)) = l u Jj'r(y) <p(uy)dy = J u I (f(f)', f(.ux)), 
} .. ·,::<·;, 

waarbij l u ! de absolute waarde- vah de transformatiedeterminaht ··is. 
Voor distributies kunnen we dus de volgende consistente definitie 
van een affiene transformatie geven 

(7.2) ( f ( u - 1 x ) , ~ ( x ) ) = f u j ( f ( x )., r> ( ux ) ) . 

Is u een draaiing dan is bovendien I ul = 1. 

Als voorbeeld kunnen we een translatie over een vector hop de 
volgende wijze uitvoeren. 

ux = x+h, dus 

( 7. 3) (f(x-h), ~(x)) = (f(x), ~(x+h)). 

De gevolgen van het invoeren van een ander coordinatenstelsel 
bespreken we aan de hand van de overgang in R2 van Cartesische coor­
dinaten (x,y) op poolcoordinaten (r,e). De testfuncties f(x,y) gaan 
over in testfuncties -r( r, e) waarbij o ~ r < ro , O ~ e < 21e . Het is 
duidelijk dat \fin de hoekvariabele de periodiciteit 2~ bezit zodat 
bij 8=2~ de testfunctie met alle afgeleiden continu bij 8=0 aan­
sluit. 

Voor•een reguliere functionaal geldt 
co ro 2~ 

(f, rp) = ff f(x.,y) 1(x,y)dx dy = j J f -y,, r dr d8 = (rf, yr). 
-oo O 0 

In het algemeen dus voor distributies 
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(7.4) ( f, cp) = ( rf, y) . 

Is f(x,y) = cr(x-x
0

) d(y-y;(r kn correspondee·rt met (x
0

,y
0

) in Car­

tesische 90?,J:>dinat_en (r
0
,e

0
) in poolcoordinaten zodat 

f(x
0

,y
0

)= ~(r
0
,6

0
) dan volgt uit (7~4) 

( f, C'f) = Cf (XO, y O) = \V ( r
0

, 8 
0

·) ~ ( rf ,· 1f/), 

zodat in poolcoordinaten de functionaal bepaald is door 

r-1 J(r-r
0

) J(e-e
0

) d.w.z. 

'J(x-x) J(y-y) = _j_J(r-r )a(e-e ). · o o r . o o 
. 0' 

(7.5) 

In het uitzonderingsgeval x
0

=y
0

=0 is eenvoudiger 

(7.6) J(x) d(y) = - 1- d(r). 21Cr_ 

In drie dimensies is analoog 

( 7. T) cr(x) l(y) J(z) = ~ l(r). 
47Cr 

Zoals bekend is in RJ de functie r- 1 de potentiaal van een 
puntlading in de;.oorspr:ong. We.zullen inverband hiermee bewijzen 
dat in distributionele zin 

( 7 .8) A .1 = -4-n:; J'(x,y.,z)., r 
waarbij 

J2· . 02 '?>2 
.6. = -::--2 + --2 + --z 

ox "iJy oz 

· Is· f een willekeurige testfunctie dan is (7.8) aequivalent met 

(7 .9) (b. _1 , cp) =· -4-x ([J(O). r 

Voor het linkerlid van (7.9) kunnen we schrijven 

( ;., A cp) =Jfj 6.rp dv = lim ff f l>.ro/ dv. 
s..-,..o r>a. . 

Volgens de stelling van Green i3 

J!f ~ dv = 
r > is r · 

ff ~; ds + ff cpJ (1)as = 
r= 1:. r= e r r 

= 0(1) - -;. ff~ ds-+ -4-,r; <p(O)., 
e r= €. 

waaruit de bewering (7.9) onmiddellijk volgt. 
Als voorbeeld van regularisering beschouwen we de functie r 

in Rn. Voor Re " > -n geeft deze functie de reguliere functionaal 

?I. 
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·(7.10) ( r 7\, <p) = J r A <p ( X ) d X • 

. , 

Voeren we hieri~ l:)olcoordi,naten in waarbij d..O.. het oppervlakte~le-:: 

ment van de eenheidsbol is, dan fs 

(r"',cp) = J00 
rA {.f(()(x)1d..Q..} rn- 1dr. 

0 ..0. 

Schrijven we 

J <p(x)d.n = ..n. ns<p ( r), 
.Q.. 

waa rbij ..n.n de oppervlc1kte van de eenhei.dsbol en Sy, ( r) het geniiddelde 

van <p ( x) op de hoi orri de oorsprong met s traa 1 P, dan is 

(7.11) (r\<p) = .n.n J00 
v"-+n- 1s (1")dr. 

0 <p 

We kunnen vrij gemakkelijk. aantonen dat s1 (r) opgevat kan worden als 
?\ een even testfunc tie in -oo < r < oo . De regularise ring van r kan 

derhalve teruggebracht worden tot de in§ 5 besproken regularisering 
~ .• 

van x+ (zie 5.13). We vinden dus dat rA een analytische functionaal 

is met polen in ;,.. =-n-2k (k=0,1,2., ... J. Het residu in i\=-n-2k is 

daa rbij ..n. n d ( 2k) ( r) . Dqor toevoeging van een geschikte factor 
( 2k) ! - . - ';>,. 

kunnen weals in§ 5 uit r een gehele analytische functionaal af-

leiden. Daartoe kiezen we 

(7.12) 
2r ?I. 

:n.n r (-}n+½ 7\) 

De waarde van deze functionaal voor ?-. =-n is dan preqies. cr(x
1

,x2 ,. ~ . .,xn). 

Ook voor meerdimensionale dist:ribut1.es kunneri we het "direct 

product" ihvoeren en vervolgens voor twee .n-dimensionale distributies 

de 11 convolutie 11 definieren als 

( 7. 13) (f * g, p) ~ (f(x)g(y)., <p.(x+y) L 

met soortgelijke beperkingen als in het eendimensionale ~dVal. 

Als voorbeeld hiervan kunnen we de potentiaal van een massaverdeling 

;U,(x1 ,x2 ,x3 ) eenvoudig schrijven als 

(7.14) 
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., 
§ 8. Dif:ferentiaalvergeli-jkingen 

'In § 3 hebben we al gezien dat de eenvoudigste differentia:al­

vergelijking 

( 8. '1) df = O. 
dx 

als oplossing slechts de constante (distributie) toelaat. De iets 
moeilijkere 

(8.2) ~~ = J(x) 

heeft de particuliere oplossing f=9(x) en de algemene f=9(x)+c. 
. . 

Vervangen we het rechterlid van (8.2) door een willekeurige distri­

butie h(x) dan kan de oplossing met b_ehulp van die van (8.2)., nml. 

e(x), onmiddellijk neergeschreven warden als de convolutie 

( 8 . 3 ) f ( X ) = 6 ( X ) * h (x) . 

Immers is volgens (6.13) en (6.11) 

~~ == d~ ··e(x);;. h(x) == c1(x) * h(x) = h(x). 

Algemener kan de o~lo~sing van 

(8.4) p ( ddx )f - h ( x ) , 

waarbij Peen polynoom met constante co~ffici~nten is, afgeleid 

warden uit de l{e'nnis van· de oplossing g(-¼:) van de eenvoudiger ver­
gelijking 

(8.5) P(_g_)g = 5(x). ax 

Men heeft dan 

(8.6) f(x) = g(x) ¥.· h(x). 

; '. ! 

We beschouwen vervolgens ·ae linea ire wa rmtevergelijking 

(8.7) ""
2

T ""T Cl Cl = 
.. oX2 Jt 

voor -oo < x < oo, 0 < t < co . 
Het is bekend dat hieraan voor t > O de oplossing 

(8.8) 

voldoet. 

g(x,t) def _'1_· exp 
2~ 

x2 

4t 

Aangezien voor een willekeurige testfunctie 
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lim 
t-+0 

00 
j g(x.,t) ~(x)dx = lim j_ 

-oo t ➔ 0 v;;-
00 2 

j e-Y <p(2y Vt)dy = 
-oo" 

= cp(O), 
:Ls ( 8. 8) de opl,Qss ing met: de beginvoorwaa rde 

(8.9) g(x.,O) = cl(x). 

De oplossing van (8.7) met de beginvoorwaarde 

(8.10) T(x.,O) =fo(x)., 

waarbij _,M,(x) een willekeurige (finiete) distributie is., is dan 

( 8 • '1 '1 ) T ( X ., t ) = g ( X ., t ) * p,( X ) • 

Uit de continuiteit (6.14) van de convolutie volgt namelijk 

c>T .dg 
c>t = <>t * fo 

terwijl 

zodat (8.'1'1) aan (8.7) voldoet. De beginvoorwaarde (8.10) verifieert 
men gemakkelijk. 

Op een soortgelijke wijze kan-men de golfve,rgelijking 

(8.12) 
q2U 'c>2U 
dX2 = ~ ., -00 '1 X < 00, O<t<oo 

behandelen. 
De oplossing van het probleem van Cauchy., d.w.z. een oplossing te 
vinden met de beginvoorwaarde 

(8.13) voor t=O, 

kan men terugbrengen tot die van het vinden van een soort Green'se -
functie g(x.,t) met de beginvoorwaarden 

(8.14) g(x,O) = O., ;t g(x.,O) = r(x). 

Men verifieir~ gemakkelijk dat (zie figuu~) 

( 8. '15) g(x,t) = ½ { e(x+t) - e(x-t)} . 



GF 29 

De oplossing van (8.'1~} met (8.'13} is dan 

( 8 • '16) U ( X, t) = g ( X, t) * U '1 ( X }. + ,}t, g(x :it) 1.- U 0 ( X) , 

of uitgeschreven (formule van d 1Alembert) 

(8.'17) 

Tenslotte b~sc~ouwen we ee~ generalisatie van de vergelijking 

van Poisson (zie 7.8). Het probleem is een oplossing te vinden· van 

(8.'18) 

waarbij Leen homogene elliptische lineaire operator van de orde 2m 

is, d.w.z. een operator waarbij L( w
1

, w 2 , ... :;wn) een homogene veel­

term is die voor alle wac1rden van de cu j positief is, met _uitzonde­

ring slechts voor c.J -1= w 2= ... = '°n=O. 
We handelen a];s volgt. Gebruikmalrnnd van ( 7. '12) vervangen we. 

(8.'18) door 

( 8. '19) -2r~ 
Lu - ------'--.n. r (l..n+-½ 7\) , n 2 2 

waarbij achteraf weer ?\ =-n gestela zal warden. 

Het rechterlid van· ( 8. '19) kunnen we in_ v1akke. golven ontwild-celen, 

d.w.z. we stellen 

(8.20) .r>-. = cf /w
1
x1+w 2x2+ ••• +0J 11?n17\ d_.O.:,::,: 

.n. 
b . . d h · d b 1 2 2 · 2 -1 •. t -._ - d : d t. ' waaJ?: ;LJ _ oY:el:' ~. e~n e.i s o w '1 + ~ 2 + ••• + G1J h _::;:c I g~=1--n egreer wor . · 

~an~ezien het:rechterlid van (8.20) symmetrisch in de variabelen x. 
' . _. . ' ' . J 

is lrnn de constante C bepaald warden door x
1

=x2= ... =xn_
1
=0 en xn=r te 

stellen, dus 
7\ 

'1 =C]lw ! an. n . 
.n 

In hypersferische hoekvariabelen -( e1 ,e2 , .•• ,e~_·1 ) is 

en 

CV n = COS 8n_-1 ( en W_ 1=sin 8 , ,1C OS 8 .2 , 1 n- n~1 n-

.. •-• ~;: · .. 

waarbij d''.n het oppervlakteelement van de n-dimensionale eenheids-n-'1 
bol is. Dan is 

j 71. f-}-rc_ n-2-- "i\ 
_. - !wn\ dll== 2.n. ·• sin 6 cos e d8=.0.. B(Ln'.....2·- A7-.+-,l.) · n-'1 

0 
n-'1 2 2 .n 2 • 
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1 1 , 

Aangezien .nn_1=21'C 2 n-i / r (½n-½) is tenslotte · 

( 8. 21) C ·~ ~ (½~+½n) 
2 7C'2n-2 r (½?1..+½) 

Combinatie van (8.19), (8.20) en (8.21) geeft 

(8.22) 

De overeenlrnmstige vergelijking met in het rechterlid een enkele 

vlakke golf 

(8.23) 
7\ 

Lu= Ill' 
waarbij 

( 8. 24) 

kunnen we gemakkelijk oplossen. Stellen we u=v(!) dan volgt u:i,t 

(8.23) 

(8.25) 

zodat 

(8.26) 

waarbij P(f) een veelterm van hoogstens de graad 2m-1 is. 
Uit (8.22) volgt d-aarmee de algemene oplossing 

(8.27) 
, 

1
7\+2m 

r (½n+½) J { \ QJ1X:+. ~ .+ w_nxn +P( )} 
2,1:P r (½r-+½) _n. (7\VI) •• , (7'.+2m) ·· ~ 

d ..Q... 

L( w1 ., ... ., wn) 

Hierin moeten we tenslotte ce limietovergang i\ ~ -n ui tvoe ren. 
, \ 

Het is noodzakelijk verschillende i~valle~ ~e onderscheiden. 
a 2m > n en n oneven . 
Voor 71.-,.. -n volgt ui t (8. 27) 

n+1 
zonder meer de particuliere oplossing 

u = (-1):-v- J 
4 ( 2 ,c) n - 1 ( 2m-n ) ! .n 

I . 
1

2m-n .:,., ,? 1 + • • • +Q.lnXn 
d .0.. • 

b 2m ~ n , en n even . 
, , 

Teneinde de limietovergang te kunnen uitvoeren moet een passende 

term van P ( t) toegevoegd worden om de pool bij . 7\ =-n op te heffen. 
We vinden dan , .,,, 
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(8,29) 

n 

u = (-1)2 
( 2~) 2n (2m-n) ! f 

.n. . 

)2m-n l l 
( w_ ,.,,x 1+ . . _.+_w x_ ln «l-1x-1+ ... +wnxn . 

, 1 . . · n n. 1 1 d.O.. 

L(©1' ... , wn) 

c 2m < n en n oneven 

We maken gebruik y~n) het f~it dat · 

Dan is 

: I 11 7\+2m1· 
r 1

(½7\+½) .. 7\ =-n 

n+1 

n-1. 
(·-1 ).2°"(1.n~l) I , :··· ·. ·2 · 2- • 

(n,..,2m~1) ~ 

(8.30) u = 
(-1)--r f 2(2~)n-1 

J'(n:-2m-1)(w:1x.1+• .• +aJr:?n). 
d..Q 

.n. 
L(w1,···,aJn) 

d 2m < ·n en n even 

Nu is. . . 
7'.+2m l 1-n+2m I~ I l ' . ' . = , 

r (~~;..4) 71. =-n r(½-½n) 

en dus 

(8.31) d.n... 

We kunnen gemakkelijk bewijzen dat in alle gevallen de gevon­

den oplossing u(x1 ,x2, ... ,xn) een £e~bn~ funutie is met het volgend~. 
gedrag in de oorsprong 

(r2m-n) 
als n oneven is of 

{ 
0 als n even is ·en 2m < n., 

u = 
( r2m-n 1'0 0 r) als n even is en ·2m r;, n. 

Voorbeeld 

2m-n 
u = C r mn als 2m < n, 

en als 2m~·n, n oneven; 

u = C r 2m-nl I l mn n r als 2m ~ n., n ·ever.:i. 
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Bijeehkomst op_ vrijdag 24 maa rt· 
" - -

Spreker: ~.c. Baayen 

§ 9. De volledigheid van de ruimte der distributies 

Reeds in§ 4 is vermeld dat de ruimte der gegeneraliseerde 
functies volledig is. D.w.z. als een .rij fn de eigenschap·heeftJ dat 
voor iedere toetsfunctie 'P de lirn,iet lim (fn_,<p) = f(<p) bestaat., - _ n~co 
dan is ook r·een gegeneraliseerde functie, en f ~f, in distribu­n 
tionele zin. 

Van deze belangrijke stelling zullen we nu een bewijs schetsen. 
Om te beginnen is het duidelijk dat f(<p) lineair is. We behoeven dus 
alleen de continuiteit aan te tonen: als cpn-+0., dan f(<pn)--+ O. 
Welnu., neem eens aan dat er een rij (fl -;,- O in T is waarv6or niet 

n -
f(cpn) ~ 0. Het is eenvoudig in te zien dat dan voor zekere c > 0 en 
voor een geschikte deelrij van de rij <pn - die we gemakshalve maar 
weer met fn aangeven - geldt 

I f((fn)l ~ c > O; 

I Cfln (k) (x)I ~ .1n ., voor-0 ~ k ~ n. 
-- 4 . 

Als \f/n(x) = 2n. <pn(xL· dan zal ook nog "If" n(x)--? 0 in T; en dus 
geldt, voor iedere k, 

( 9 .1) 

Maar bovendien geldt nog 

(9.2) f ('If". ) -+co, n -

en ditJ gecombineerd met (9.1), maakt het mogelijk een deelrij 'f'~ 

van de rij Yn, en een deelrij f' van de rij f te kiezen, zodat n n 
voor alle n 

(9.3) 

(9.4) 

l ( f 1 ,,,. ' ) \ < - 1- a 1 s O ~ k s n-1 : k' 7 n 
2
n-k , 

n 
\ f ( 'If/- r ) ·! > L I f ( ¥1 ! ) l + n • n . 1 l 

l= 

Als tenslotte y;(x) = f'-r'(x); dan is i.p~T, en uit (9.3) en (9.4) n 
volgt dat voor alle n n= 1 

\ (f~, 'f) \ > n-1, 

zodat lim (f~,\f/) = co, in strijd met lim (f',¥") = f(¥~). Dus 
n --;. oo . n ~ co n 

f(f) is inderdaad ook continu, m.a.w. f is een gegeneraliseerde 

functie. De volledigheidsstelling is daarmee bewezen. 
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§ 10. Afhankelijkheid van een para111:eter 

Stel A is een verzameling reele of complexe getallen, en stel 

aan iedere i\ E. A is een gegeneraliseerde functie f j\ toegevoegd. Het 

ligt voor de hand om te zeggen dat f7' continu is in "'A als voor 

iedere i\ e A geldt 
0 

(10.1) lim _f1\, = f 7\ 
?,. -~ /\ 0 

0 

Dat f~ continu afhangt van~ betekent dus, dat voor iedere 

toetsfunctie f de functie (f, o/) een g~wone continue functie van~ 
I\ 

is. 

Vanneer zal het nu mogelijk zijn f~ in een verdichtingspunt 

?-.
0 

van /\ , waa r f 'i\ nog niet gedefinieerd is, c ontitm voort te zet­

ten? In ieder geval zal dan iedere,functie (f;.., <p) ((pc.T) in 71.
0 

con-

tinu voortgezet moeten kunnen worden. Uit de volledigheicJ van de · 

ruimte der distributies (§ 9) kunnen we echter afleiden dat deze 

voorwaarde ook voldoende is: 

Continue voortze.tting van fi\ in ·l\
0 

i-s precies· dan mogelijk; 

a.ls vooi-• iedere <p e: T de func ti_e ( f , <p) c ontinu voortgezet 
i\ 

kan warden in ~
0

• 

Immers, voor vaste q> bestaat dan., voor 7' ➔ 7'.
0

, de limiet van (fi\, <p ), 

en als we deze limiet aangeven met (f 7'. , <p), dan is f11. weer een ge­

generaliseerde functie, volgens de vol~edigheidsstelliRg; en boven­

dien geldt dan (10.1). 
Evenals voor riJen fn geldt voor gegeneraliseerde functies f" 

die van een continue pa~ameter A afh~ng~ri: 

(10.2) a 1 s f ii. ( x ) ·➔ f.7'. ( x: ) , d an :f 1 
( x ) ~ f r ( x ) .• 

() ',, ·, ),, ' 7\0 

Als dus f7\ continu van 7\ afh.angt, dan geldt hetzelfde voor f ~. 

Als f i\ continu afhangt van ?\ ., dan kan men naa.r i\ integreren. 

Als bijv. fl een rectificeerba re l<:romme is in /\ , dan kan men 

j f d 11. definieren dQor 
r i\ 

(10.3) ( J f d A , <p ) = J ( f , (p) d 7\ • 
_ A A 

. I' P . 
Een fandere methode, die, aanslui t bij de invoering van de inte­

graal voor gewone functies,is, de kromme rte verdelen, door deel­

punten \, 'i\1 , ..• , 7'.n, en 'te'. beschouwen 
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(10.4) 

. Dafr is sn een gegeneraliseerde functie, en voor alle <p e. T is 

n . 
· (10.5) ( sn ;i cp) =· L ( f , <p) D. "". 

j=1 7\j J 

Als nu max l 6 7\j I ~ OJI dan gaat het rechterlid van ( 10.5) over in 

1 (f , cp)di\ JI voor iedere (f • Dat betekent dat s overgaat in een ge­

lene;,a liseerde functie, die we per. defini tie 1 f: C: 7\ noernen, en die 

dan blijkbaar voldoet aan (10.3). (We gebruikeg hier weer de volledig­

heid van de verzarneling der gegeneraliseerde functies!). 

Indien voor zekere 

(10.6) 

bestaat, zullen we natuurlijk zeggen dat f~ differentieerbaar is· 

naar A voor 7' = 'i\ • Is dit het geval voor al1e 7\ .E. /\, dan krijgen 
· 0 af · · · · · 

we zo een afgeleide '21:J: . Ook diff~rentieerbaqirheid van gegenerali-

seerde functies fi\ is te herleiden tot differentieerbaarheid van ge­

wone functies: 

Dan en slechts dan is f 71. differentieerb'aar voor 7\ =7\
0

, 

als voor iedere <p e-T geldt: (f7\., (p) is differentieer­

baar voor 7\::::'i\ • 
0 

In ~~n richting is dit duidelijk: als fi\ differentieerbaar is, dan 

zijn alle (f ., <p) differentieerbaar. Is orngekee.rd het laatste het ge-
7\ . 

val JI dan bestaat voor iedere <p e T de limiet van 

(10.7) 7\ · 
0 = i\ 0 ,cp (f , ({) )-f(A ., <p) ( f -f7-. . ) 

. I\ -i\ ~.-7',. 
0 0 

voor i\ -+i\, en dus kan, volgens het voorgaande, 
O f,., -f'?\ . . .. · . 

funct~e • '· O continu voortgezet warden tot 
A-A . 

de gegeneraliseerde 

i\ = 7\
0

• D. w • z • er is 
0 

een gegeneraliseerde functie gJI die de lirniet is van 
f -f7\ 

7',; 0 

11-7'. 
, VOOl" 

A->i\. Dus f is differentieerbaar. 
0 i\ 

0 

Men kan onmiddellijk nagaan, dat met f (x) 001{ 
cJ f

71 
(x) differen-,. I\ . cJX 

tieero.a_a;r is en dat 

(10.8) cJ c1 f ( x) 
j c) 

f
7
._(x). -- = d X cJ?\ a I\ clX t\ 

'i 
' 
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Als 7'. een complexe parameter is, en f 7\ is differentieerbaar 

naar ~, dan zeggen we ook dat f~ analytisch is in~. Volgens het 

bovens.taande is f "A dan en slechts dan ana lytisch.? a ls a lle ( f , .(f) ) . . ~ 

gewone analytische functies zijn. Uit deze mogelijkheid, om het ge-

drag van f~ te herleiden tot het gedrag van gewone fu~g}ies, volgt 

onm.idd~llijk dat voor analytische f ?\ · alle afgeleiden -a,-,.._n~ bestaan, 
en dat in een omgeving van een waarde ;,,,,

0
€. /\ een T1;1ylor-ontwikke­

ling geldt: 

( 10 .9) f-x = f7\ 
0 

Ver1der,kan f?>. analytisch voortgezet worden door de (fl\., <p) afzon­
derlijl,c .analytisch voort te zetten. Op deze wijze kunnen de meeste 

klassi.e;ke resultaten uit de functietheorie overgebracht wol:'den naar 
gegeneraliseerde functies. 

Als voorb~eld van een Taylorreeks zij vermeld de ontwikkeling. 
,. I\ 

van rx I 
(10.10) log j x!+ 

In deze uitdrukking treden nieuwe gegeneraliseerde funpties op, .. 
van het type 

(10.11) l" m I j x log Ix . 

Desgewenst kan men deze beschouwen als gedefinieerd door de ontwik­
keling ( 10 .10) . 
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§ 11. Locale beschrijving van gegeneraliseerde functies 

De gegeneraliseerde functies zijn ingevoerd als continue line­
aire functionalen., d .w .z-;· zij warden peJ?aald door de waarden (f., <p) 
voor zekere toetsfuncties <p • Die toetsfuncties· zijn altijd finiet, 
ze zijn nul buiten een begrensd gebied. Maar een begrensd.gebied kan 
nog vervelend groot zijn., en in cle practijk zalmen het dan i.h.a. 
niet in zijn · geheel aanpakken., maar het. overdekl<:en met een aantal 
(kleine) waarnemingitebiedjes. 

De vraag rijst dan., of we uit dergelijke locale waarnemingen 
de gegeneraliseerde functie f wel in zijn g~heel kunnen bepalen. 
Wat voor waarde zullen we moe_ten toekennen aan (f ,'f) waarbij <p een 
heel grate drager heeft 3 als we om te beginnen .alleen waarden 
(r,,cp1 ) kennen., voor toetsfuncties <pi die elk identiek nul, zijn bui­
ten een klein waa rnemingsgebied? 

We zullen deze vraag kunnen beantwoorden als· we in staat zijn 
een willekeurige <p te schrijven als lineaire combinatie van de <pi: 

(11.1) <p ( X ) = ;"' ~ i ( X) • 
i 

En dit blijkt inderdaad mogelijk! 
Daartoe merken we eerst op., dat iedere continue functie f(x) 

benaderd kan worden door oneindig vaak differentieerbare functies 
f.r(x). Neem maar, voor iedere I> 0, een toetsfunctie Cfa-(x) met de 
eigenschappen 

(11.2) 

(11.3) 

Als dan 

(11.4) 

<p(x)=O als !x\><J; 
rJ 

I <p (x) d X = 1 . 
' cl 

fJ(x) = (f * <pJ)(x) =J f(y) <p J' (x-y)dy., 

dan zijn de functies f& oneindig vaak differentieerbaar., en 
fd° (x)-+ f(x) voor :J ...-,,- OJ zelfs uniform op ieder begrensd interval. 
Bovendien merken we op: als f(x) finiet is., dan zijn ook alle r

O
(x) 

finiet. 

Een gevolg is., dat bij een gegeven begrensde gesloten verzame­
ling F., die bevat is in een open verzameling u, altijd een toetsfunc-, 
tie f bestaat., die 1 is op Fen 0 buiten U, en die alleen waarden 
tussen Oen 1 aanneemt. 

Stel nu de ruimte overdekt door een rij waarnemingsgebieclen 
u1,u2,u3 , ... , die alle begrensd zijn, en open. Bovendien nemen we 
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aan dat dez~ overdekking van de ruimte locaal eindig is, d.w.z. dat 

. ieder punt een omgeving heeft die slechts eindig veel U snijdt. . . , . . ,n 
Dan construeren we eerst een nieuwe rij open gebi~den v1 ,v2 ,v3 ... 

die samen de r>uimte overdekken., met de eigenschap dat steeds Vnc Un. 

Volgens het voorgaande is er,dan voor iedere n een to~tsfunctie f (x), n , 
die alleen waarden tussen Oen 1 aanmeemt, en die 1 is in Vn en 0 

buiten u. De reeks 
00 

(11.5) p(xJ = L. <pn(x) 
n='I 

is dan in een omgeving 

omdat ieder punt X een 

van ieder punt x in feite een eindige som, 

omgeving bee.ft die slechts eindig veel Un 

snijdt. Dus niet alleen convergeert de reeks in (11.5) overa1, boven­

di~n is de somfunctie ~( x) weer 1•Jillekeurig vaak d ifferen£ieerbaar. 

Omdat iedere :x in een·Vn ligt,, zoday <pn(x) = 1, is ook <p(x)-/0 vooP 
alle Xj en we mogen definieren: 

(11.6.) 

De func ties 0: ( X) ZlJn dan toetsfunc ties, n met de eigenschappen, _ 

dat steeds de drager van 0( (x) bevat is 
n in U · dat ieder punt x een n; 

omgeving heeft waar slechts eindig veel ~n(x)'.niut identiek nul 
zijn; terwijl tenslotte, voor iedere x, 

(11.7) 

Men zegt wel dat de functies Ot (x) een partitie van de eenheid vormen. n 
Als onmiddellijk gevolg hebben we de volg~nde stalling: 

Als- <p(x) een willekeurige toetsfunctie is, en de begrensde 

gebi~den u1 ,u2 ,u
3

, ~-- vo~men ee~ locaal eindige overdekk1ng 
van de ruimte, clan kunnen we schrijven 

00 
( 11 . 8 )- ~p(x) = Y- (o (x)., - 'n ;, 

n=1 

waarbij voor ieoe·re n de c3.rage1" van <rr/x) bevat is in Un. 

Ten bewijze behoeft alleen opgemer>lct te vrnr>den, dat 

00 

(11.9) p(x) = L (X
11

(x)• cp(x), 
n=1 

en dat de dr>ager van ~n(x)• f(x) bevat is in Un. 
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We zijn nu ook in staat de vraag die in het be~in van deze § 

gesteld is, volledig te beantwoorden. Stel ieder punt x
0 

heeft een 

omgeving U(x
0

) waarop een c_ontinue lineaire functionaal (f, cp) be­

paald is; d.w.z. de waarden (f, f) zijn bekend voor toetsfuncties 

~f (x) die nul zijn buiten u(x
0
). Neem ook nog aan dat deze waarden 

-if, f) fii~t van het punt x
0 

afhangen: als o/(x) ook ntil is buiten 

een omgeving U(y
0

) van een ander punt y
0

, dan moeten we langs deze 

weg dezelfde waarde (f, ~) vinden, als uitgaande van x
0 

en U(x
0

). 

Onder deze voorwaarden kunnen we op een en slechts -~en wijze f 

uitbreiden tot een gegeneraliseerde functie die voor alle toetsfuncties 

gedefinieerd is. ·want het is mogelijk., gebruikmakend van de over­

dekkingsstellin.§ v_an Heine-Borel, de ruimte te overdekken m~t eindig 

veel begrensde omgevingen u(x
11

)=Un (n=1,2.,3,· ..• ) zo, dat i_eder punt 

x een omgeving heeft die slechts eindig veel Un snijdt. Bij deze over­

dekking bestaan toetsfuncties ~n(x), die een partitie van de eenheid 

vormen. Als we nu een willekeurige toetsfunctie cp (x) schrijven als 

(11.10) cp(x) = f 
11=1 

,;p (x), met 
n -

danblljkt door 
(X) 

(r, q,) = L (r,<fnY 
n=1 

(11.11) 

een continue lineaire functionaal cedefinieerd te zijn, die een voort­

zetting is van de gegeven locale functienalen; kennelijk is f door 

(11.11) oak ondubbelzinnig vastgelegd. 

Zo is het mogelijk gebleken, uit een locale beschrijving een 

gegeneraliseerde functie globaal op te bouwen. Er volgt nu bijv. on­

middellijk, dat een gegeneraliseet1de functie f met de ej,genschap dat 

ieder punt een omgeving heeft waa rin f nul is, noodzalcelijk de nul­

distributie is. En twee distributies, die overeenstemmen in een om­
geving van elk punt, moeten samenvallen. 

Uit de locale beschrijving volgt ook onmiddellijk: .als ~ een 

toetsfunctie is, die nul is in een omgeving van de drager van een 

gegeven distributief, dan is (f,~)=0. 
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§ 12. Geger1era liseerdE:_:__func tiE;s a ls limieten of a 1s· a fge leiden van 

gewone functies 

In het voorgaande zljn de distributies ingevoerd als continue 

lineaire functionalen over een ruimte van toetsfuncties. Maar de ge­

generaliseerde functies kunnen oak langs andere weg verkregen worden. 
' . 

E~n methode (uitg~werkt door Mikusinski, en ook gebruikt in het boek-

je van Lighthill) gaat uit van rijen van gewone locaal-integreerbare 

functies. Een dergelijke rij fn(x) wordt dari een fundamentaalrij ~e~ 

noemd als voor iedere toetsfunctie .. rp(x.) de getallenrij · (fn, <p) con­

vergeert; en iedere fundamentaalrij wordt geacht ee~ gegeneraliseerde 

functie te bepalen. Strikt genomen is in deze opzet een gegenerali-, 

seerde functie een klasse van aequivalente fundamentaalrijen van ge­

wone functies. Deze methode is dus Bnaloog aan de opbouw ian de re~le 

getallen volgens Cantor, waarbij ieder re~e1 getal een klasse v~n 

aequivalente fundamentaalrijen van rationale-geta1len is. 

Dat deze methode inderdaad succes heeft, wordt gewaarborgd door 
de volgende belangrijke stelling:. 

Iedere distr.ibutie f is limiet ( in Cistributionele zin) van 

een rij regu,liere distributie~ f.n(x). Zelfs kurinen voor de 

functies fn(x) toetsfuncties warden gekozen. 

Deze stelling 

Zij 'Pn(x) 
functie. Omdat 

(zie 6.14) 

(12.1) 

zullen we nu bewijzen. 

een ri'j toetsfuncties die convergeept naaP de J- · 

de d rage rs der r.p ( x) :µpiform begvensd zijn, geldt n . 

En ·volgens 6 .11 is ¥ * f = f. 

Als «(x) een toetsfunctie is, en f is een willekeurige gegene­

ralise~rde functie, dan is de distributie « *f regulier; en wel is 

Cl.* f de fu'rict;i'e (f(y)', cx(x-y)). ImmersJ als cp(x) een wj_llekeurige 
toetsfunctie is, dan is 

(12.2) (ex.¥ f, <p) - (f(y), (0<.(x), ((J(x+y) )=(f(y), j c<.(x) ~(x+y)dx) = 

= (f(y)_., jo:,(x-y) <p(x)dx)= j(r(y),oz(x-y))cp(x)dx. 
, ,,-. 

De laatste stap in (12.2) lrnnnen we' re,chtvaardige~ door de integraal 

te benaderen door Riemannse s'omm~ri->Voorts is eenvoudig in te z;len dat 

de functie ( f ( y) _., oi.(x-y}) · continu, en zelfs oneindig vaak. differentieer­
baa r is. I.h.b. zijn dus de distributies ~on *•f uit (12.1) alle regu-
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lier, en zij zijn zelfs oneindig vaak differentieerbare functies. 

Zij zijn misschien nog geen toetsfuncties., want ze behoeven niet 

finiet·te zijn. Maar dat is eenvoudig te verhelpen. 

La ten we de functie V'n *· f kortheidshalve aangeven met gn; we weten 

dat., in distributionele zin, g -,. f; ofwel - n --

(gn, <p)-;., (f ,<p), voor- alle toetsfuncties <p • 

Zij nu ~n(x), voor iedere n, een .toetsfunctie met ~n(x)=1 als 
lx\<n en 'l'n(x)=O als Jx\>211. Iedere toetsfunctie<p is finiet., en 

dus is "I' n. <p = <p zod ra n groot genoeg is. Dus geldt 

( Y-'n • gn ' <f ) = ( gn ' 'Y n • <p ) = 

(12.3) = (gn, ~) als n groot genoeg 
_,.. (f ,<p). 

M.a.w. de toetsfuncties f (x)= y (x).g (x) converg~re~, als distri-n n n 
buties beschouwd, naar f. 

Een geheel ander verband tussen gegeneraliseerde en gewone 

functies is het volgende: iedere gegeneraliseerde functie is, in 

ieder geval locaal, een distributie-afgeleide (van zekere orde) van 

een gewone functie. 
Alsvorens dit te kunnen be~ijzen moeten we eerst een paar hulp­

resultaten afleiden. Het eerste resultaat is a.h.w. een verscherping 

van de continuiteitseigenscha~penvan distributies. 

Een distributie f is per definitie continu op de ruimte T van 

alle toetsfuncties; d.w.z. als 'Pn-+'0 in T, dan zal (f,<pn) ➔ O. Maar 

het is natuurlijk denkbaar dat er riJen <pn zijn, waarvoor (f ,<pn)-?" O., 

zonder dat de rij <fn convergeert in T. De eis: <pn-+0 in T, is im­
mers nogal zwaar, eigenlijk zelfs een samenvatting van onein9ig veel 

voorwaarden: er is een begrensd interval k ~aarbuit~n alle -~ (x)=O; .- . : n ... 
de rij <pn convergeert uniform naar O; cle rij 'Pn' (x) _co11veJ:;1geert 
uniform naa r O; de rij <pnll ( x) c onvergeert uniform na~ r O; etc . Er 

blijkt nu dat we met slechts eindig veel voorwaarden kunnen volstaan 

zodra we de gegenera_liseerde functie f en het hegrens:~le interval K 

vast' houden: 

Zij f een vaste gegeneraliseerde functie, en Keen vast 

begrerisd interval. Dan bestaat er een geheel getal r;;, 0 
(dat alleen van f en ·van .K afhangt) zodanig., dat voor 

iedere rij toetsfuncties <pn met . de eigenschappen: 
'Pn(x)=O buiten K., en (()n ( r') (x)-➔ O, uniform, geldt: 

(f .,tpn) ➔ O. 
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Dit zullen we nu bewijzen. 
Stel zo 1 n _r bes ta at niet. Voor k=O., 1, 2., . . . bes ta at er dan een 

rfj w van to~tsfuncties, nul buiten K, met - 7k.,n 

(12.4)· 

(12.5) 

cp( k) (x) -~ O, voor n ~ oa.., uniform in x; 
lr.,n 

(f,cpk,n) >1., voor alle k,n. 

Uit (12.4) volgt dat ook 

als i=0,1.,2., ... ,k-1. 

,rp
1 

(i) (x)-;;, 0 voor n---'? co 7 uniform in x, 
.r,n 

We construeren nu een nieuwe rij toetsfuncties~ 'f'n(x) als 

volgt: zij 

(12.6) 'Yk(x) = <pk (xL 
.,nk. 

waa rbi j nk zo gt'iot gekozen is da t voor a lle x €. K 

(12.7) \ <p (i) (x) \ ~ 1 
k.,nk k 

( i=O , 1 ., •.. , k) • 

Dan is "Yn een_rJ.J waarvoor geldt: 'f'n(x) ➔ O in T. Dus zal, 
(f,'-Yn)•-)- O. Maar dit is in tegenspraak met (12.5). 

Het tweede resultaat dat we nodig hebben is de beroemde repre­
sentatiestelling van Riesz voor lineaire functionalen. Deze stelling 
betreft lineaire functionalen over de lineaire ruimte C van alle 

continue f'uncties op een begrensd interval, zeg het eenheidsinterval 

(0.,1]. Een dergelijke Jineaii."e functionaal F heet continu als .,, 
F(cpn)~O v·oor

1 
iedere rij rune.ties ·t,<?n(x) uit C die uniform naar 0 

convergeert. We kennen reeds vele continue functionalen op C, nl. 
de toevoegingen 

(12.8) 
✓1 

~O -:'-· ( f , <p) = J f ( X ) <p ( X ) d X ..9 

0 

waarbij f(x) een locaal inteGreerbare functie is. Andere voorbeelden 

zijn de Stieltjes-integralen 
"'1 

( 12 . 9 ) )O '--'7' J Cp ( X ) d g ( X ) .,, . 

0 

waarbij g(x) een functie va~ begrensde variatie is. De stelling ~~n 

Riesz nu zegt dat alle continue :'..ineaire functionalen op C van dit 

type zijn: 

Ied~re continue:Iin0air~ functionaal Fop C is te schrijven 

als een Stieltjes-integraal. D.w.z. er is een functie g(x), 

van begrensde va ria tie., zoda't. voqr _iedere functie op <p e C 
geld t: 
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'.1 
F(<p) = d <p(x)dg(x),' 

Een eenvoudig bewijs van deze stelling is o~a. te vinden in het 

boek van··Ljusternik en Sobolev, Elemente der Funktionalanalysis. 

Nu zijn we in stagt de aangekondigde stelling over het ver­

band tussen gegeneraliseerde functies, ~n distributie-afgeleiden 

van gewone furicties, te bewijzen: 

Als f een gegeven gek~neraliseerd~ functie is, en K is 

een vast begrensd interval, dan bestaan er een geheel 

getal s .J. O, en een continue functie g(x) ,- zodanig, dat 

voor iedere ~(x) met drager binnen K geldt 

(12.10) (f,cp) =(dsg, cp)J 
s ·; dx 

dsg de ~aarbij met distributie-afgeleide wordt bedoeld. 
dx 8 

Bewijs. 

Volgens ans eer.ste hulpresul taat is er een r ~ O zodanig dat 

voor functies <p (x) met dragers in K uit <p (r) (x)-? O, uniform 

op K, reeds 'Jolg~ (f,Pn)-+0. Alle functies ;(x)=-(p(r)Cx), met -

o/(x)=O buiten K, vormen een lineaire ruimte, en wel een deelruimte 
van de ruimte C van alle continue ftincties op K. Door 

(12.11) F(y,r) ~ (f ,cp) 

is blijkbaar op de ruimte van alle v(x)= f(r)(x) een continue 
·i1neaire functionaal gedefinieerd, die we kunnen voortzetten tot 

de hele ruicite C. M8ar volgens de stelling van Riesz is er dan 

oak een functie h(x)J van begrensde variatie, zodat voor iedere 

op K continue functie y;(x) 

(12.12) F ( y;) = j ·}1/ ( x ) d h ( x ) . 

D9or partie le j_r,ti=;gra tie volgt da t 

(12.13) F(y) = - f k(x) y,- 1 (x)dxJ 
X 

waarbij k(x) = j dhx. Als we nu voor ~(x) weer. speciaal nemen 

o/(r)(x), da~ v~nden we zo 

(f, (f) = F(y) = - {k(x) q,,(r+'1)(x)dx, 
.; 

(12.15) ·-
rVI · 

( f_ • ,
1
0,) ( d g tn ) 

- ·- \ :dx r+1 , r , 
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waarbij g(x) = (-1)rk(x). Hiermee is de stelling bewezen. 
Deze stelling toori.t dat de gegeneraliseerde functies in 

zekere zin de kleinste uttbreiding vormen van'de verzameling 

van aile,locaal integreerbare functies, z6, dat iedere functie 

oneindig vaak differentieerbaar wardt (differentiatie in de zin 

van de distributies). Hij heeft een lacaal karakter, en dat is 

essentieel; een distributie als 

I: o~(n)(x-n) 
·n=O 

(12.16) 

is zeker geen afgeleide v~n eindige arde van een gewane functie. 
Er is een belangrijke klasse van distributies die oak glabaal 

distribut10-rfc~leiden v. 7 gewone functies zijn, nl. de distribu­
ties met begrensde drager. Over deze distributies zal in de vol­

g~nde § nag het een·en ander gezegd warden. 
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§ 13. Distributies met begrensde _cJ_t_"_?_ger 

De geg'eneraliseerde :funct:.tes w2arvan de drager begrensd is hebben 

verschiilende irettige ~igenschappen. In de ~erste plaats kunnen 

we ze sa~enstellen, niet alleen met de tot nu ~oe beschouwde fi­

niete toetsfuncties, maar met willckeurige, niet noodzakelijl-c fi­

niete, oneindig v2ak differenti~erbare functi~s. 

Zij f een distributie, en ·;ij de drager K ,, n f begrensd. 

Dan is er een ( finiete) toctsfunc tie cc ( x) die op een omgeving 

van K de waarde 1 heeft {of.§ 11). ls nu r(x) een willekeurige 

oneindig vaalf d:LfferE::n':;j_e·.::r'b'.:L'~ functic, dan is 0<(x) •· <p(x) finiet, 

dus een toetsfuncti~. P2 d~f~~ier~n: 

(13.1) I .n ( ) . ( .c \ ()\ \ J. , r, ,~ .. , . ; I • 

Deze d0finitis is onafh8nk0lijk v3n de keus van· ~(x); 'want als 

fo ( x) een ttveede toetsfunc t j 2 is, met 1'2 ( x )=1 op een omgeving van 

K, dan is ~(x). 9(x)- p(x). 9(x)=O op een omgeving van K, en dus 

( z i e § 11 ) ( f , ~ . 1" ) = ( f , (3 • ~(' ) • 
Alle oneindig vaak diff-2.c'-e·ntieerbare functies 1>(x) vormen 

een linea ire ruim~e E., cHe de ruimte T van a lle toetsfunc ties om-
-

vat. He zullen zeggen: er; --;,-0 in E., als S/)n(x) en al zijn afge-, n 
leiden uniform naar O gaan . 

.A.ls <1 -> O in E, d,:L zal f''.. <? -!>- 0 in T., en dus 
· n - 'n · 

(,;3,2) 

M.a.w. de diGtributie2 f met ~~gr~nsde drager zijn continue lineaire 

funct:1.ona:1..Gn 01) c.2 ·-1.··'_ri~,,~ i:;; r ·,:_;c~=,.2r'::: l:sn ,n2n gerr.a':kelijk aantonen 

dat iedere conc:l.D":s line2:t;_"c; C' ·-:1c,~~-01,::.':~ 2) =: 1::0.11 dL:;tributie met 

begrensde drager is. 

Ir.1111.r;]."i:', ;r :i.F :::en O.C'~=-Lu:·111,c v·.n E;, en als yJn~·O in 'I', dan 

zeker r1 ---:~·O :i.n :r= Fen ..,, rt::_;:1.1.,, _::ne2:1_i:,e :':'unc:t:i.onaal /ODE is , n . 
dus zeke:r ook e-::::::. ~cntL1U.e linr• _'Y, fu~1ctionaal op T, d.w.z. is 

schappen 

(13.3) 

(13.4)' 

Deze rij conv~~geort 

tegenspraak. 

10_ 1\x) mAt c:e eigen-, 11 . 

i · { X ' •··; (I ; l c; i X '1 < D 
l r, \ I . . -·'. I '· , ;, 

i' f' (() ': -· -1 ' ~ , ·. n i --· , 

ke-c:mel:t,ik ne:n r O in E dn:-' ·nc-t- ( f ' 0 
\ ___ ,,, O · -' ., ., l ~ ,, :; I rJ, r • 
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Wij zullen nu aantonen: 

Iedere gegeneraliseerde functie f met begrensde drager 

is een distributie-afgeleide (van zekere orde) van een 

gewone continue functie. 

Het bewijs berust op de analoge locale stelling uit § 12. Zij 

oc(x) weer een toetsfunctie die 1 is op een omgeving van de drager 

K van f. Voor iedere oneindig vaak differentieerbare functie ~(x) 

is dan 
( f., (f) = ( f J~. <p ) • 

Volgens § 12 is er een index s~ 0 en een continue functie g(x), zodat 

steeds 

(13.15) 

met 

(13.6) 

(f;e<..cp) = (ds~ J CJ. .cp) = (-1)s(g.,(e<.p)(s)) = 
dx 

( s{ (s) ) ( (s-1) ') ( (s)) = -1) (g.,cx . cp + g.,s ·°' .<p + ... + g.,OL...(p . = 

= (-1 )s{(g.~(s) .,~)+(sg.«(s-1),o/')+ ... +(g.0<..,~(s)) = 

= (h,cp)., 

h= ( -1 ) s { g. Ol ( s) d ( (s-1)) ( )s ds ( )} dx sg.OI. +. · .+ - 1 s g.01. · · 
dx 

Hierbij is met £x steeds bedoeld de distributie-afgeleide; terwijl de 
gewone afgeleide aangegeven is met een accent., of, bij hogere orde., 
bijv. met ~(s). Aangezien de distributie h in (13.6) kennelijk een 

distributie-afgeleide is., van de orde s., van een gewone continue 

functie., is de stelling geheel bewezen. 

Met behulp van de theorie uit § 11 kunnen we nog een globaal 

resultaat voor willekeurige gegeneraliseerde functies verkrijgen. In 

§ 11 hebben we aangetoond., dater bij iedere locaal eindige overdek­
king van de ruimte met begrensde open verzamelingen u1 .,u

2
, ••• een 

partitie van de eenheid bestaat., toetsfuncties ~1(x), ~
2

(x)., .•. met 
00 
~ C( (x) = 1., terwijl de drager van ()( (x) steeds bevat is in U . f;;1 n n n 

Als nu f een willekeurige gegeneraliseerde functie is, dan geldt., voor 

iedere toetsfunctie ~(x): 
(X) 

~r., <p) = (r., L (>;n· ~) = 
n=1 

(13.7) 

pe drager van de gegeneraliseerdc functie fn= ~n.f is bevat in Un, 
dus is begrensd. We hebben dus bewezen: 



Iedere gegeneraliseerde functie f is te schrijven als 
co 

een convergente reeks i f , waa rbij f steeds een n n 
11= 

begrensde drager heeft. Men kan zelfs voorschrijven 

GF 46 

dat de drager van fn bevat moet zijn in de begrensde 

open verzameling U
11

, waar u1 ,u2 , .•. een locaal eindige 

overdekking van de ruimte is. 

Uit deze stelling en de voorgaande volgt nu onmiddellijk: 

Iedere gegeneraliseerde functie f is te schrijven als 
s 

co d 11g 
'\'- s n een conve~gente reeks L --- van distributie-
n='l d n 

afgeleiden van gewone conti~ue functies g (x). n 
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Cql;l_9qutum · 11Gegeneraliseerde :F~ncties ii' (Distributie~). 

6~l~v~; Prof.dr. H.A. La1.Jwerier-. 

_ BiJeenk()mst .. 27 okt.ober .1961' 

Spreker: E .M'. cf'e 'Jager:_ 

§ '14. Samenvatting van de theorie 

-14. '1 • Inleid ing 

. ;:~ ...... 
''. , , 

Bij een distributie denken 1,1e aan ee::n massaverdeling ( bijv. op 

de x-as) voorgesteld door de fu~ct;e f(x) en die gemeten wordt 

met een meetapparaa\ met karaltteristiek <p(x):; de waarnemings­

uitkomst vrnrdt gegeve.n door: 

+oo J f ( X ). <p ( X ) d X = ( f, cp) • ('14.'1) 
-oo 

Het collectief van w_aaJ:>den ( f, cp) voor aJle (p beh_orende tot een 

nader te bepalen klasse noemen _we een functionaaT. 

De ~fnheids punt-massa in de ~orsprong is de idealisering van 

een massaverd!:;ling·.fi(x):; ·die alleen ongelijk aan nul ir;i_ .. in een 

klein intervalletje (- e, + e) en waarvoor cle integraal van - t:. 

tot + E. ge lijk aan '1 _is •.. Subs ti tuerep we dJ.t in. ( 14. '1:) d~h · krij­

gen we bij benadering. 

+e f f i ( X ) <,; ( X ) d X '.~ ~ ( 0 J . 
-s 

·' ·· 'De functionaal 

('14.2) 
• ✓ A' . "·· M 

is de juiste mathematische voorstelling van de eenheidspuntmassa 

en_~eze fun~tionaal heet de 1-func~ie vab Di~ac ~(x). 

D~ functj_e f1:,(x) k:unnen we ook krijgen doord:Lfferentiatie van 

een differentieerbare-Junctte ee{~) die gelijk aan O is voor 

x < - 1:. en gelijk aan '1 voor x > + G • 

.. -~e e (x). 
fe'('x) ·= dx •. 

Gaan wo nu over tot de II limiGt II voor a~ O dan krijgen we: 

'd. ( X )· -==: de (x} 
Ci''" '" 

waarin e(x) de eenheidsstapfunctie is. 
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Het is duidelijk, dat het begrip 11 limietll en de afgeleicle van de 
! . . 

discont·itiu~- functie e eeri nadere mathematische rechtvaardiging be­

hoeft. Dit geschiedt in de· theorie van de distributies. Alvorens 

een overzicht van deze theorie te geven behandelen we enkele tot de 

verbeelding sprekende voorbeelden. 

1. De functie van Green, die voldoet aan de differentiaalvergelij-

king: 
a2y 
~ = - a'( X-X ) 3 0 < X < 1 , 
axe O 0 

met randvoorwaarden x=0 3 y=O en x=1, y=O. 

De oplossing luidt: 

y = 
+(1-x

0
)x voor x1-x

0 

+(1-x)x
0 

voor x I) x
0 

De discontinuiteit in x=x stoort niet in de differentiaalverge­o 
lijking. 

2. De Fourier getransformeerde van f(x) = 1. 
De getransformeerde van f(x) = 1 is: 

lim 
v~oo 

,..,,ixu d 
" X = 2 lim 

J,J -I>- 00 

sin uv 
u = 2~ J'( u). 

3. Zelfgeadjungeerde operator in Hilbert-ruimte. 
We beschouwen de zelfgeadjungeerde operator: 

.0.. f ( X) = Xf ( X) 

voor alle functies f(x) behorende tot L2(o,1); deze laatste vormen 

een Hilbertruimte. 

Het spectr1...1n1 is een continu spectrum nml. 0~ '!\ ~ 1, maar geen enkele 
waarde van~ levert een eigenwaarde. 

La ten we evenwel distributies toe, dan heeft de operator .n wel 

degelijk eigenwaarden in het spectrum OJ i\ ~ 1; er geldt nml.: 

x ;r (x-?i.) = 7\ a(x-?.) 

en iedei>e i\ uit het spectrum is een eigenwaarde met bijbehorende 

eigenfunctionaal J(x-~). Voor iedere f uit L 2 (0,1) is voldaan aan 
de bekende relatie: 

= f
:1 

f(x) 
0 
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14.2. De ruimte van toetsfuncties 

p zij•een verzameling·van functies p(x), die we voortaan 
toetsfuncties zullen n0emen. 
De verzameling ~ is gekenmerkt door de eis, dat peen zgn. 
rijtjes-genormeerde lineaire ruimte vormt (polynorme ruimte). 
Dit bet~kent onder meer het volgende: 

1e. Indien <p1 en ep 2 tot~ behoren., dan ook a./P 1+a 2 q, 2 .:> waarin 
a~ en a~ constanten zijn. 

I C.. . 

2e. Het is rriogelijk aan ieder element cp van peen rij normen 

ll<f'llm toe te kennen, zodanig dat iedere norm Ucpllm·voldoet 
aan de bekende eigenschappen van de norm, terwijl 

0 I II <p II m ~ II <p II m + 1 ( m= 0 , 1 , 2 , . . . ) • 

Met behulp van deze rijtjes van normen kunnen we in pals 
volgt een topologie invoeren. Een omgeving U(m,~) van het 
nulelement wordt gevormd door alle toetsfuncties ~(x), waar­
voor geldt l!(f}(x)llm < e.; doormen e- te varieren krijgen we 
een stelsel omgevingen van het nulelement. Een stelsel om-• 
gevingen van het element -~(x) wordt gevormd door alle 
toetsfuncties ~(x), die te schrijven zijn als ep

0
(x)+ ~1 (x), 

waarbij f (x) tot een of andere U(m,t) behoort. 
0 

Door de invoering van een topologie hebben we tevens een con-
vergentiebegrip in~ geintroduceerd. De rij toetsfuncties 
rp v (x) nadert tot de toetsfunctie (p (x) indien voor v >-N(m, e.) 
de functies p~(x)- ~(x) tot U(m,6) behoren; d.w.z. 

II Ip -<pll < e. voor v >N(m,e.); notatie: lim o/ (x)= <p(x). 
V m )J~OOY 

Opmerking. In ~~n van de volgende bijeenkomsten zal duidelijk 
gemaakt worden, waarom we in de theorie van de distributies niet 
met een "enkelvoudig" genormeerde ruimte kunnen volstaan. 

Voorbeelden. 

1. De ruimte K(a) 
Deze ruimte bestaat uit alle oneindig vaak differentieerbare 
functies ep(x) die buiten een gegeven int3rval -a< x < +a ge­
lijk aan nul z1Jn. 
Ve voepen de volgende rij normen in: 

ll<pll = sup l~(j)(x)j 
m !xi< a 

m=O , 1 , 2 ... (14.4) 

( . ) OiJfrn . 
waarin f J (x) de j 8 afgeleide van p(x) voorstelt. 
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Een rij toetsfuncties <j\_,{x) converg(:_;e_rt D,aar 0 da.ri en §lleen 

dan als q,)x} en al ,z'n_ afgeleiden.un.j_fori:n in (-a,_+a) tot 

nul naderen als v g~~t naar oneindig. 

2. De ruirrite·. S ·' 
. ' . . . 

. ; ,:Deze ruimte best:aat uit alle oneindig vaak differenti-eetiba:re 

functies i die tezamen met a 1 hun afgeleiden ·voor Ix I -+ co 

stevker• dan ied·e-re negatieve macht;,.van x a.fnenten; d .w .·z. 

I 1{ ( o ) ( ) I " . 
X <p - X ' ~ C kq _; k, q =0 i 1 i 2 _; ••• (14.5) 

..... ,.. 

waarin; Qkq nog wel_·, van <p afhanlrnlijk is. 

In deze ru;Lm;te wordt de volgende rij normen ingevoerd: 

ll'Pllm = supx·I xk <p(q){x)j. : (14.6) 

I k I,, I qi ~ m • · · 

E,en J:ij t oet.sfunc ties <p) x) nadert tot O dan en a lleen dan, 

a_ls in de .schattingen ( 14 .5) de c1 · onafhahkelijk van v ge­{q 
kozen.kunnen wopden en o/'P(x) tezamen met al z'n afgeleiden 

,in ie.c;!er begrensd gebied geliJlcma tig tot. nul nadert. 

3 . De' l''Uimte K 

De ruimte IC· bes ta at ui t de vereniging van a Ile ruimten K( a) 

met a willekev.1,:;ig, maar eindig. 

K = LJ I((a) (14.7) 
a 

Definitie: Een rij toetsfunctie; 'cp (x) nadert tot 0 d9n en 
V . .. . , 

alleen dan',: als de, rij naar O 'converg:eert in. cen of andere 

K(a). 

, Uij _zullen in het vervolg voornamelijk deze ruimte van ·toets­

fun.ct;Les gebruiken. De generalisatie van dcze ruimten voor · 

toetsfuncties van meerdere variabelen kan op een voor.de hand 

liggende manier geschieden. 

'. 
14.3. Het be~~i~ van een distributie 

Een distributie (of gegeneraliseerde functie) op K is een· con­

tinue ,lineaire functionaal op d0 ruimte van alle finiete oneindig 

vaak differentieerbare toetsfuncties; dat wil zeggen de distribu­

tie f(x) voegt a~n iedere toetsfu~ctie q,Cx) b~horende tot Keen 

r•eeel of eventueel complex getal ( f, q,) · t'·cre met ,de. ,:vo)J,,_gen?~ eigen­
schappen: 



keurige · reele _of complexe constanten zijn 

2e. Als <.p)x)-+<p(xL dan (f,~)--+(f, <p). 

GF 51 

(,1,4 -~) 

(14.9) 

De verzameling vanalle continue lineaire functionalen op K heet 
de met K geconjugeerde ruimte,; deze ruimte duiden-weaan met Ki. 

Ind~en f(x) een locaal integreerbare functie is, dan is 
+co . 

(f,~) = J f(x) cp(x)dx (14.10) 
-oo 

een continue lineaire functionaal op K. 

Een distributie, die voor iedere toetsfunctie in de vorm (14.10) 

geschreven kan worden heet een reguliere d~stributie. 
. . . ,_;u J. ' . 

Er zijn ook distributies, die niet voor iedere fin K,in de vorm 
(14.10) geschreven kunnen worden; bijv. 

(f ,q>) = <p(0). (14~11) 

Stel eens dat dit wel mogelijk was, dan zou gelden: 
a2 

j +a ~ ( x ) e - a 2 - _?C 2 d :x: = e -1 

-a 

waarin f(x) locaal integreerbaar is en a willekeurig klein mag 
zijn. 
Neinen we lints en rechts de limiet voor a -+- 0, dan stuiten we op 
een tegenspraa k. Dis tribut.ies', £Ue niet in -de· vorm · (14 .10) geschre­
ven kunnen worden, heten singuliere 'aistributles. 
De sii;iguliere distributie (14.11) heet de delta-,functie van Dirac, 
J(x), en we schrijven ook wel 

+oo 
(~(x), f(x)) = J · J(x) r(x)dx = p(o). {14.12) 

-oo 

Hierin heeft het integraalteken ~let de betekenis van een echt 
integraalteken. Indien f(x) een gewone'Lebes~ue integreerbare 
functie is, dan ligt het collectief van alle waarden (f,<p) = 
~- J+oo ·f(x) rp(x)dx de functie f(x) bijna overal ondubbelzinnig 

-oo, '. 
·va$t. We mogen dus de Leb~sgue-integreerbare functie identificeren 
met de rGguliere distributies en aldus,deze functics als distri-

- .. ) . ,, 
buties opvatten. Door middel van het distributiebegrip wordt dan 
het functiebegrip gegeneraliseerd. He 'kurmen aan een distributie 
niet een waarde in een zeker punt toekehnen, maar we kunnen viel 
iets locaals aangaande de dietributi~~(i} b~wer~n. 
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We zeggen f(x) is in een omgeving U van x
0 

gelijk aan.nul., indien 

(r,,) gelijk aan htil i~ ~oor ieder~ r(x) die ongelijk aan nul is 
binnen U en gelijk aan nul daarbuiten. 

Is f(x) in geen omgevingvan het punt x gelijk aan nul dan heet 
. . . - .· - . 0 

x· een wezenlijk punt van de gegeneraliseer:de functie . 
. . 0 ; .· . . . . - . . .. -··. . . . . --

De verzame.ling van a lle wezenlijke punten heet c'.!e d'rager van de 

distributies. Hanneer een verzameling F de drager van f(x) bevat, 

, dah zeggen we dat f(x) op F geconcentr~~rd is. Het is duidelijk 

dat bijv. de drager van J(x) de oorsprong is. De nul-distributie 
is de distributie, die in iedere ·omgeving van de x-as gelijk aan 

nul :l,.s:. Men kan aantonen, ·aat dan geldt (f.,<p)=O voor iedere toets-

functie. Twee distributies-heten gelijk, indien hun verschil de 
nul distributie is. Het is duidelidk, dat., ind ien twee 'gewone lo­

caa l integreerbare functies bijna overal aan elkaar gelijk zijn, 

zij ook als distributie aan elkaar gelijk zijn. 

14.4. Bewerkingen met distributies 

1. Vermenigvuldiging met een oneindige vaak differentieerbare 

functie a(x) 

Def . : ( a f ., <:p ) = ( f ., a 'P ) 
Vb, ; x d(x) = O. 

2. Affiene transformaties voor distributies 

a. Verschuiving_over_afstand h 

Def.: (f(x-h), <p(x)) = (f(x), <p(x+h)) 

b. Spiegeling 

Def.: (f(-x), <p(x-.) = -(f(x)., sa(--x)) 

c. Gelijkvormigheidstransformatie 

Def._: (r(;)., ep(x)) = <X(f(x), ((J(ixx)) 

(14.13) 
(14.-14) 

(14.15) 

(14 .17) 

We noemen de gegeneraiiseerde functie homogeen van de graad indien 
geldt,. i\ 

f((Xx) = e< f(x) (14.18) 

(f(x)., <p (~)) = « "A+ 1 ( f(x)., <p(x)) 

Dus de deltafunctie is homogeen van de graad -1. . . 

Deze definities laten zich gemaklrnlijk voor meer onafhankelijke 

variabelen genera~isere~; ;l(x1 jx2 ,~ .• ,x
11

) is homoge~n varl de graad 
-n. 
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J. Limieten van distributies 

4. 

Def.: de rij distributies fv(x) convergeert tot de distribu­

tie f(x); indien voor iedere _f(x) uit K geldt: de rij (fvJf) 

heeft een limiet eri er geldt: 

lim 
}J ~ co 

( f -; <p) = ( f:; (f) 
y 

(14.19) 

De convergentie van een reeks van distributies wordt gedefini­

eerd met behulp van de e-onvergentie van de partiele sommen. 

Het is duidelijk, dat de limiet ondubbelzinnig bepaald is en 
dat de-operatie van de limietvorming lineair is; d.w.z. als 

fv--+ f en g>-'-+g ·aan ixf)J + fog~~ 0<.f+ 13g. 

Voorbeelden 

a. Indien de rij locaal integreerbare functies f~(x) ip ieder 
begrensd gebied gelijkmatig nadert tot de 16caal i6tegreer..:. 

bare functie f(x), dan nadert de rij corresponder~nde regu­

liere distributies fy(x) ook in distributionele zin naar de 
corresponderende distributie f(x). 

b. Hetzelfde geldt, indien biJna overal fv(x)'.-?-f(x) en alle 

JfP(x)I door een vaste locaal integr~erbare functie begrensd 
zijn (m.b.v. het theorema van Osgood~Lebesgue}. 

c. Hetzelfde geldt, indien f (x) ~ f(x) monotoon en 
J,I 

f(x) is 

locaal integreerbaar. -x2 

d. lim ~ 2 £ 2 = ct'( x), lim ,;.-, e -i:rt==·"'( x), 
~ -1- +o x +a t~ +o 2nct 

1 , 1 Sin V X __ ~( X) 
llTI --· 7C Cl 

V ➔ +a:> X 

(14.20) 

, , 
In cen van de vorige voordrachten is bewezen, dat de ruimte 

van de distributies volledig is (zie § 9) en dat iedere distri­

butie is op te vatten als de distributionele limiet van een 

rij toetsfuncties (zie § 12).· -

Differentiatie van distributies 

Def.: (df(x) Ip( X) = -( f (-x).. o<p (x)) ( 1 onafh. variabele) J --.;_.. dx dx -
(14~21) 

elf I - o;e(x) ,. (3x , tp(x)) = -(f(x), 
e) X le 

(meerdere onafh. varia-
k belen) (14.22) 

Gevolgen 
. ' 

a; ·1edere di~tributie is oneindig vaak differentleerba~r. 
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b. limiet- en differentiatie-operator zijn altijd verwissel­

baar 
lim 

V-+- oo 
= ddx ( l im f v ( x ) ) 

µ ~ 00 
(14.23) 

c. bij partiele integratie is de volgorde van differentiatie 

nimmer wezenlijk. 

2>
2r a 2r =---

c)x ox 'ax ~x 
(14.24) 

p q q p 

-We vermelden nog tenslotte :1 dat iedere distributie geschreven 

kan worden als een convergente reeks van distributieafgelei­

den van gewone continue functies gv(x) (zie § 13). 

14.5. Toepassingen 
O voor x < 0 

1. e(x) = 1- voor x ~ 0 

de . 
dx = J(x) 

2 • Uit (1 ~- • 20) 

lim 2 

e. -r +O 

3 ..9-.. ln Ix\= 1 · dx · x 

(14.25) 

a 1 (x) 

(14.27) 

waarin de distributie 1 gedefinieerd wordt als de hoofdwaarde 
X 

van Cauchy van 

J+oo ~ dx. 
X -00 . . 

De distributie X 
-n wordt gedefiniee rd als: 

-n ( -1 )11-1 dn-1 1 (14.28) X . = -
( n-1) ! dxn-1 X 

Het is duidelijk dat de distributie x-n buiten de oorsprong 
met de functie x-n overeens-temt. 

·· +oo inx 
4. Iedere reeks van de gedaante · L a e , waa rin de Jan j ·· voor 

-oo n 
n-. .. oo niet sterker dan een bepaalde macht van n aangroeien, is 

fn de ruimte van de gegeneraliseerde functies ·conv.ergent, daar 

men deze reeks door differentiatie verkrijgt uit de reeks 
tJ;P 8 n_ inx · · -L e welke voor le voldqende groot gelijkmatig con-

·-oo (in/,e ' 
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vergeert. 
co sin 7t"-X 5. L nx 0~ X $ 2'11. = -r n=1 n 
(X) +oo 
L cos nx = l 

+1t L c:r(x-2-ron) -2 
n=1 -oo 

(X) +oo 
L n sin nx - L 0 1 (x-21Cn) 

n=1 -oo 
00 

L cos nx -ln}2 sin ~ \ = 
n=1 n 

(X) 

L sin nx = ½ cotg X 

n=1 

f n cos nx -1/4 1 = 2 X n=·1 sin 2 
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14 .6. Convolutie van twee distributies. 
De convolutie van twee distributies fen g wordt gedefinieerd door 

(f(x) * g(x), <p(x) )~(f(x) x g(y), p(x+y) )=(f(x)., (g(y)., <p(x+y))). 
(14.29) 

Deze defihitie is zinvol, indien aan fen g een van de volgende 
beperkingen-wordt opgelegd~ 
a. De drager van een van de dis~rib_uties _f en .g is begrensd. 
b .. De. dragers .Van beide tlistributies _z~jn aan een en dezelfde kant 

begrensd. (_bijv. f=O voor x < a en g=O voor y < b). 
Er geld~n d~ volgende relaties: 

D(f ¾--g)= Df * g = f *Dg 

(14.30) 

(14.31) 

waarin Deen willekeurige differentiaaloperator voorstelt. 

Voorbeelden: 

~ (x) *'f'(x) = f(x) 
c/ 1 

( X) -I(. f ( X) = f 1 ( X) 

Stelling. 
Indien de rij distributies f(x) nadert tot de distributie f(x) in 

. Ji 
distributionele zin dan nadert ook de rij fv(x) -~g(x) naar 
f (x) * g(x) in distributionele zin., indien een van de volgende ver­
onderstellingen vervuld zijn. 
a. Alle distributies fy(x) zijn op een en dezelfde begrensde ver­

zameling geconcentreerd. 
b. De distributie g(x) is op een begrensde verzameling geconcen­

treerd. 
c. De dragers van de distributies f~(x) en g(x) zijn aan e~n en 

·. ,dezelfde _ zijde door een van Y onafhankelijke constante • begrensd. 

De convolutie en deze stelling k~nnen op natuurlijke wijze voor meer 
dimensies gegeneraliseerd worden. 
Toepassing. 
We defini~ren de potentiaal van een 3-dimensionale distributie door 

U = f(x) * ; ., x=(x1 .,x2.,x3 )., r = Jx~+x~+x~ 

U voldoet aan de vergelijking van Poisson.,immers 
' ' 1 . 1 

A U = A ( f ( X) ~ r) = f ( X) * Ar = -4"/t" f (-x) * ci'( X) = -41\": f ( X) • 
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De Fouriertransformatie. 

1. Inleiding. 
. :.,-: i 

Indien de functie f(x) absoluut integr•eerbaar is op (-co ,+oo) dan 

heeft f(~) st~llig een Fourier>getransformeerde, die we-aanduiden 

met g(cr) ~ Als de Fouriergetransformeercle var: d2 toetsfunctie 

<p (x) ·~ I( gegeven wordt door 'lf(c,)., dan kurinen we schrijven: 

(De streep duidt complex-toegevoegd,2 aan). 

Du S ( g ( G' )., "lf' ( c,) ) = 2 7t ( f ( X ) , <p ( X ) ) • ( 1 .1) 

Indien we dus de functie f(x) opvatten als een distributie op de 

ruimte K, dan wordt zijn Fouriergetra·nsformeerde een functionaal op 

de ruimte van de Fouriergetr·ansformeer>den van de toetsfuncties <p(x) 
behorende tot K. De ruimte van de Fouriei."getransformeerden van <p(x) 
noemen we Zen de r>uimte van lineaire continue functionalen op Z., 

de zgn. duale ruimte; Z'. 
De Fourie1"getransformeerde g(G')=F[f(x)] van een distributie f(x) 

behorende tot K' defini~ren weals die distributie van Z', waar­

voov (1.1) geldt. 

Voorbeeld: 

1 • ( F [ cY ( x·)) , 1Y ( o) ) = 2 "it' ( J' ( x L <p ( x) ) =2it" cp( O) 
+oo 

= j 1V(G")d-0 = 
-00 

Dus F [ 5(x)]=1 en F-1 [1]= J(x). 
= ( 'I , 'lY ( o) ) • 

+oo 
2. (F['iL 'l}'(o)) = 2iii (1., <p(x)) = 271, J cp(x)dx=21t" 'l{l(O) = 

-co = 27C (cr(cr), ,v(€')). 

Dus:~ [1)= 2it J'(cr-) en F-1 [ cr(u)]= 
2
~ • 

De fundering van de definitie (1.1) zal in dit hoofdstuk gegeven 

warden en we zullen vele eigenschappen uit de theorie van de. 

Fouriertransformatie voor func ties genera liser'en voor distributie·s. 

2. De ruimte Z. 

We beperkcn ons tot het geval van ~~n onafhankelijke variabele; de 

theorie ,laat zich gemakkelijk :tot het gevai van· meerdere onafhanke­

lijke variabelen uitbreiden. 

o/(x) zij een toetsfunctie behorende tot de ruimte K; zijn Fourier­

getransformeerde is dan 
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j
+cn . 

. . ( ) ., . l6"X . (. · ) d · · · 'lj/· (S' . \= . · ' e · Cf X X 

-(X) 

( 2 .1) 

Dez.e functio 1/l'(rs-) duiden we ook wel aan met <p(O-). of F [ 'f''(x)]. 

Omdat ((J(x) een eindige drager heeft; stel <p(x)~ K(a), lrnn ,y(tJ") 
ook .voor c omplexe wa a rden s = <r+i 't' gedefinieerd word en: 

J+a isx ' J+cn . crx --cix . . 
. y{s) = 1V(G"'+i-r;) = e <p(x)dx = e 1 ~e- <p(x)dx. (2.2) 

-a -oo 

Uit (2~2) volgt dat -Y(s) een gehele analytische functie vans is. 

Door parti~le integratie vindt men gemakkelijk: 

F[ cp(q)(~)]= (-is)q F[ cp(x)J 

ofwel (s lql y.(s) l = ) J+a cp(q\x)eisxdx I~ c ea lt I 
. . . .. -a . . q : 

voor q=0,1,2., ••• 
,, 

(2.3) 

Dus iedere toetsfunc tie <p(x) ~ I( (a), heeft een Fourie rgetransfor..:. 

meerde y(s), die een gehele analytische ~uncti~ is vari de complexe 

:va ri;c1}bele S= Ci +i,:; en die op de wijze van ( 2. 3) begrensd is. Ook het 

Qmgeke~rde is waa r. 

Iedere gehele analytische functi~ if ( s), begr-ensd op de wijze van 

(2. 3) is· de Fouriergetransformeerde van een ·· toetsfunctii behorende 

tot K{a). De teruggetransformeerde van v(s) ii: 

+m ~oo 
<p(x) = 

2
~ j e-iox vi(c)do = 

2
~ / e-isx ,y(s)d<> = 

-m -m .:, 
1 . +en , 

= 
2

7C e i;x j e -l~f ,y(O"+i,;) d<r • 
' -co 

Op grond van de ongelijkheid (2.3) kunnen we rp(x) willeketrrig vaak 

differenticren door de ,qifferentiatie achter het integraalteken 'LI.it 

te v.oeren .. 
··• !_ -,: ·:. - +oo - . .· . 

/I j q -lSX = 
2

7t' · (-is) y-( s·)e ·· · · ds 
-00 

Dus ~(x) is oneindig vaak differentieerbaar, en er 

het finiet-zijn van ~(x) aan te tonen. 

Uit.(2.3) volgt voor q=O en q=2 
, C 
l -yr( s) i ,? I -c I min ( C , - 2-) ~ C 

o Js12 
· al~I al-ol 
e . & C _._e_--=-

J+ ls 12 1+·lo-l2 • 

··( 2)+)' 

rest ons nog 

We nem~n nu 1::: =-t sign x, waarin t een wille!ceUi.~11::,e positieve para­

me'ter '1s. He kunnen de volgende schatting mal,;:en :, 

\
:rn(x)I<: .1_€:'t'YJ_+m C ea}-c;I dB"= C'e,:-x+;a1vl -C'e-tlxl+a·t~dfl~t(a-lxt) 
't' === "it 2 - - • 

C. - 0 1 +<5" 
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La ~en we nu t tot oo naderen, ,dan blijkt cp( x )=0 voo.r l x I> a. 
De verzameling van alle gehele functies, die voldoen aan de ongelijk­

heid (2.3) noemen we de ruimte Z(a); het is duidelijk, dat Z(a) 

linealr is~ De Four:l,ertransformatie beeldt dus de ruimte K(a) omkeer­
baar '1->1 duidig ,af op de ruimte Z(.a); deze afbeelding is vanzelf­

sprekend lineair. In de ruimte Z(a) voeren we het volgende rijtje 

normen in: 

I q I -a It: I sup s w(s) e ~ max(C 3 ••• c) 
S T - 0 Q 

(2.5) 
O~q&m 

Bijgevolg is de ruimte Z(a) weep een lineaire rijtjes genormeerde 

ruimte. Een rij func ties Vy ( s) behorende tot Z (a) nade rt tot de 

functie y(s) behorende tot Z(a), indien bij iedere willekeurig 

kleine ! getallen N(m,E) bestaan, zodat voor V>N(m, ~) geldt: 

11-r-vrvllm < s, of eenvoudiger uitgedrukt: 
Een rij toetsfuncties Y/y(s) (!, Z(a) nadert tot nul, indien aan de 

ongelijkheid (2.3) voldaan is, waarbij de Cq's onafhankelijk van v 
gekozen kunnen worden, en indien de functies 'l.Jl'y(s) op ieder begrensd 

gebied van het complexe s-vlak gelijkmatig tot nul naderen. 

Uit (2.3) volgt onmiddellijk, dat 1ndien een rij toetsfuncties ~y(x) 
in K(a) tot nul nadert, dat dan ook de rij van de overeenkonistige 

-r,.,,(s) in Z(a) tot nul nadert. 
De Fouriertransformatie is dus een 1-1 duidige continue lineaire af­

beelding van de ruimte K(a) op de ruimte Z(a). Ook omgekeerd geeft 

de inverse Fouriertransformatie een 1-1 duidige continue lineaire 

afbeelding van Z(a) op K(a) (m.b.v. (2.4) of de stelling van BanachJ 
zie later). De vereniging van alle ruimten Z(a) met a eindig noemen we Z 
Convergentie in Z wordt gedefinieerd als convergentie in een of andere 

vaste Z(a). De Fourie1"transformatie is een continue lineaire afbeel­

ding van K op Zen omgekeerd. 

Men verifieert gemakkelijk de fopmules: 

F [ p ( ddx ) cp ( x ) ] = P ( - is ) F. [ <p ( X ) ] 

(2.6) 
p ( dds ) F [ <p ( x ) ] = F [ P ( ix ) <f ( X ) J 

waarin p een willekeurig polyr.oom is 

,, F [ <p(x-h)] = eish Ft <p(x)) (2.7) 

\( ( s+h) = J: yr(q)(s) 
hq 

(2.8) q! ... 
q=O 
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De Taylor-reeks (2.8) convergeert voor willekeurige vaste h in 
de topologie van de ruimte Z. Dit volgt uit de duale formule 

CD 

L 
q=O 

"hx f(x) = e1 ~(x) 

die convergeert in de zin van K. 

3. Distributies op de ruimte Z. 

(2.9) 

Op analoge manier als in 14.3 distributies (lineaire continue 

functionalen) op de ruimte K gedefinieerd zijn., kunnen we ook 

distributies op de ruimte Z definieren. 

Een distributie op de ruimte Z is een lineaire continue functi­

onaal op de ruimte Z, d.w.z. aan iedere functie v(s) b~horende 

tot Z is een getal (reeel of complex) (g., y) toegevoegd; ,dat 

voldoet .aan de volgende voorwaarden: 

(g,a y)=a(g_. \/1) met a constant. 

2. Indien 'rv(s) nadert y(s) in Z, dan geldt lim (g,.v,r
1
)=(g.,y). 

y-'?" CD 

De verzameling van alle continue lineaire functionalen op Z 
noemen we de toegevoegde ruimte Z 1

• 

I 
Die functionalen uit Z _. die door een uitdrukking van de gedaan-
te 

+CD 

(g, y)= f g(~) ,v(()")d.o- (3 .1) 
-CD 

voorgeste::i_d k'Jnner. worden., Haarin g(o-) een integreerbare functie 
is, noemen we ~Jei~r eon reguliere dist:".'ibutie. 

Omdat y( s) eeri anal~rtische functie van s is., kunnen we beschou­
wen distributies van de gedaante 

(g., y)= j g(s) y(s)<1s 

r 
(3.2) 

waarin g(s) een of andere functie van de complexe variabele s 

voorstelt en r 2en of andere geschikt gekozen contour in het 
complexe s-vlak. 

Een dergelijke distributie noemen we een analytische distributie 

Vb. J(s-s) is een analytische dist~ibutie; immers ,. 0 

( ,l(s-s )_. ,u(s))=w-(s )= __J~ j Lhl ds 
0 r r O 2,cl S-S r o 
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waarbij peen in het eindige gelegen gesloten contour om het 

punt s
0 

voorstelt. 

Voor de distributies van Z' gelden weer analoge operaties als 

voor de distributies van K', zoals bijv. optellen, verschui­

vingsregel, differentiatie en limiet-vorming. 

In het bijzonder wordt de differentiatie van de distributie 

g(s) gedefinieerd door: 

( dq )- (~ d'lf') 
ds '\/I' - - '::..'' as (3.3) 

en we zien dus, dat de distributies van Z' wederom oneindig 

vaak differentieerbaar zijn. 
De vermenigvuldiging met een oneindig vaak differentieerbare 

functie a(s) moei met enige voorzichtigheid geschieden. Op­
dat de vermenigvuld:i_ging met de functie a(s) voor iedere'dis­

tributie van Z' betekenis zal hebben, moet a(s) ;y(s) voor 

iedere y(s) wederom tot Z behoren. Dus een zgn. multiplica­

tor in zr is aan de volgende eisen onderworpen: 

1e. a(s) is analytisch in het complexe s-vlak. 
28

• {a(s)I < Ceb/t;f lslq voor s-+ m. 

We hebben zojuist gezien, dat iedere distributie op Z onein­

dig vaakdifferentieerbaar is; er geldt evenwel meer: iedere 

di~tributie op Z kan in een Taylor-reeks ontwikkeld warden: 

Bewi·Js: 

(g(s+h), 1r(s)) = 
N 

lim (g(s), L 
N-?-00 q=O 

Voorbeeld 

(3.4) , 

(g(s), v(s-h)) = (g(s), f (-1)q h; v(q)(s))= 
a=O q. 

(-1)q hq~ 'lf"(q)(s)) = lim (- f h; g(q)(s), v(s)). 
N -!a- oo q=O q · 

(3.5) 
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4. De Fouriertransformatie van distributies, behorende tot K'. 
In de inleiding 1 hebben we reeds gezien, dat voor een abso­

luut integreerbare functie f(x) geldt: 

( f ( x)., cp ( x) ) = ~7v ( g ( c;-) , v,,( u) ) = 2~ ( g ( s ) , -yr ( s ) ) ( 4 . 1 ) 

.. 
waa rin g( C5") de Fouriergetransformeerde van f ( x) en 'If/ (o) die 

van 1(x) is. De relatie (4.1) staat bekend onder de naam van 

de relatie van Parseval. 

De Fouriergetransformeerde van een willekeurige distributie 

f(x) b~horende tot K' wordi gedeiinieerd als die distributie 

g(s) behorende tot Z', waarvoor (4.1) geldt. Dat de aldus ge­
definie_erde distributie g(s) inderda_ad een linea.ire continue . 

functionaal is volgt gemakkelijk uit de continuiteit van de. 

Fourier:transformatie voor de toetsfuncties. De. F_ouriergetrans­

formeerde van de distributie f(x) duiden we aan. met F(f(x)J 
of f(s) .. Uit de definitie (4.1) volgt tensltitte nog·Jat de 

Fouriergetransformeerde van een absoluut integreerbare func,... • 

tie in distributionele zin overeenkomt met di~- in klassieke 

zin. 

Indien de distributies fv(x) in-distributionele ·zin naderen 

tot f(x), dan naderen ook·de ;Fouriergetransformeerden van 

f y(x) naar de Fouriergetransformeerde van f(x) en de Fourie'r­

transformatie is dus een continue operatie voor distributies. 

Dit is wederom een direct gevolg van definitie (4.1). 

De inverse Fouriergetransformeerde van g( s) E:- Z I wordt even­

eens gedefinieerd door (4.1) en we schrijven: 

F-
1[g(s)J= f(x) 

Dus F- 1 [F[f(x)]J= f(x) en F[F- 1[g(s)]J = g(s), (4.2) 

Met behulp van (2.6) en (3.3) laten de volgende formules zich 
snel ,verifieren: 

P(dds)F[f(x)]= F[P(ix) f(x)] 

F [ P ( ddx ) f ( x ) ] : P ( - is ) F [ f ( x ) ] 

waarbij P(x) een willekeurig polynoom is. 

(4.3) 

(4.4) 



5. Voorbeelden 

a.F[J'(x)]=1 

F-'1 (1]= cf(x) 

b. F(1]= 2'1t J(s) 

F- '1 [ o' ( s ) ] = ;it 
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(5.1) 

(5.2) 

c. F[P(x)]= 2,c P(-i dds) J(s) (m.b.v. (4.3) en (5.2)) (5.3) 

F[P(Jx) J(x)]= P(-is) (m.b.v. (4.4) en (5.1) (5.4) 

__ waarin P(x) een willekeurig polynoom van x is. 

d. F[ebx]= 2'7t" d°(s-ib). (m.b.v. (5.3) en (3.5)) (5.5) 

gevolg: 

. F [sin bx}= i ie [ J'( s-b )- o( s+b)] 

F[cos bx]= 'li::(o(s-b) + o(s+b)] 

F[sinh bx]= 7e[t(s-ib)- J(s+ib)] 

F[cosh bx]= ~[1(s-ib)+ J(s+ib)J 

(5.6) 

e. Fouriertransformatie van ecn p.eriodieke functie. 

Iedere periodieke locaal integreerbare functie met periode 

27C lrnn als een Fourierreeks 

f(x) 
+oo . 

L inx-= C e n . 
-00 

(5 .7) 

voorgesteld worden, die in distributionele zin converge~rt. 

Uit (5.5) en (5.7) en de continuiteit van de Fouriertransfbr­

matie volgt 

f. 

F [f ( X) 
+m 

= 2'!C I:c a-(s+n) 
. -OJ n 

F [ 8 ( x)] = ~ + 71:d ( c,) 

. n ..,. 1 
F[x-n]= 1 • "' n---- <:i' • sign tS; n=1:i2, ... 

(n-1)! 

.F[f (x)]= V-;.; f., 
1

(o)_. 
I\ i\ - "-

-
2 - 2 1xli\ 

met f..,. (x) ,~ -rC";1 ) 

F [g7\ ( X)] = i 0i_; g-i\-'1 ( <S") 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 
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met g.,._(x) 
= 2- 2 JxJ~sign x 

r ("+2) 
2 

Voor de afleiding van deze laatste formules wordt de lezer 

verwezen naar I.IV!. Gelfand en G.E. Schilow 11 Verallgemeiner­
te Funktionen 11 Bd I. 

6. De Fouriertransformatie van analytische distributies 

Indien de analytische distributie g(s) op de ruimte Z voor­

gesteld wordt door: 

( g , y,) = f g ( s ) V ( s ) ds ( 6 • 1 ) 
r 

waarbij de eindige of oneindige integratieweg r zodanig is, 

dat de functie g(s) e~b voor willekeurige reele bop r 
absoluut integreerbaar is, dan is de distributie g(s) ~e 

Fouriergetransformeerde van een reguliere distributie op de 

ruimte K.- Deze distributie is gedefinieerd door: 

Bewijs: 

f(x) = i~fg(s)eisxds • 

r 
(6.2) 

/ 

Krachtens de veronderstelling betreffende de kromme 11 defi­

nieert (6.2) voor iedere x een functie f(x). Drukken we in 

(6.1) -yr(s) in z 1 n Fourierteruggetransformeerde cp(x) uit, 
dan vinden we: 

J 
+oo . 

(g, y) = g(s){ j ~(x)eisxdx}ds = 
r -co 

J
+oo j _ 

= -m rp(x) { g(s)eisxds}_dx = 

r 

+co 
2~ f nxJ cp(x)dx == 

-co 

Hieruit volgt F(f(x)]~ g(s). 

Is bijvoorbeeld r een begrensde gesloten kromme, die een 

geisoleerd singulier punt s
0 

van de functie g(s) omsluit, 
dan geldt 

•s X l 0 
f{xT = i e Res [g(s)J 

S=S 
0 

( 6. 3) 
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"' +ico ~-

Toepassing: (g(s), y(s)) = J-- e 2 -']/(SJds. 
-ico 

Hieruit volgt --- --- 2 2 
X 

1 · · · 1 J. +:~co 
F- [g(s)]= 2-rc .. 

s 
C: 

e 
i 2 = - -- e 

.:..ico V2i 

en s2 
. r-1- 2 

analytis~h21t~~ributie iV 2~ e , waarbij 
.de :Lntegratie langs de imaginaire as geschiedt. 

7. Fouriertransformatie en convolutie ·· 
' Een beJ.angrijlce to2pass:.ng van de Fouriertransformatie be-

staat daarin; dat cle Fouriergetransformeerde van de vouw­

integraal van twee furicties het product is van de Fouriep-. 

getransforrneerJen der beide functies (mits natuurlijk de 

vouwintegraa 1 er'ic de resp,~c tievelijke Fouriertransformaties, 

bestaan). 

Deze stelling uit de klassieke an~lyse_geldt 90k voor dis­

tributi~s. Onder een multiplicator van K1 of Z' verstaan we 

een zodanige distr:::.bu·cie van K' resp. Z 1 , dat zij met iedere 

distributle van K' ;:•esn, Z I ve:.":nenigvuldigd kan word en. 

Ondet een convolutor van K' of Z' verstaan we een zodanige ___ ...,.. _____ . 
distributic var K' r0.sp. Z', dat zij met iedere distributie 

van K' r~sp. Z 1 een convolutie knm:en vormen. 

De Fou1"'ier-transfor-:natie transformeert een multiplicator van 

K' resp. z· in csn convolutor van Z' resp. K' en een convo­

lutor van K' :..'cGp. L,' :L:1 c en nll".l t:Lpllca tor van Z I resp. K 1 , 

waarbij de volgPn1e fo~nules g8ldPn: 
~ . . 

F[::'(::) .[;():;]= 2
1

7
~ F[f(x)] ~:- F[g(x)] } 

F[f(x)*E~(x)J= F[f(x)J. F[g(z)J. 

F- 1[11(,:;).k(<YJj= F-· 1[h(u)] *F- ✓1[k(v)] } 

1 - '1 ~ , ) ( )·~ -1 [ ( ) ~ -1 / ( )- . 
2 ~ F . ~ h ~ re- \< k 0 j = F _ h . Cf J .• F L k r.s J 

( 7. 1) 

(7.2) 

De Fouriertran3forraatie geeft dus een omkeerbare 1-1 duidige 
. ' 

afbeelding van de convolutoren resp. multiplicatoren van K' 

op de multiplJcato:.."en res9. convolutoren van Z 1 • 
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Bewijs: 

We definieren f(x)* <p(x) als (r(p, <p(~+x)) en analoog 

g(O"")* '1/'(<i) als (g(o-)., ,p(cr+w)), waarbij fen g distributies 

zijn van K 1 resp. Z' en <p en y, toetsfuncties van K resp. Z. 

Op grand van de klassieke analyse gelden toor de toetsfuncties 

<p1 en <p,z. ~ <;le. :volg~nde relaties: -
FJ ep1 (x)~ <p(x)]= y1 (1j") •. v(<r) 

- 1 en F [ <p1 ( x) . <p ( x)] = 21v . V 1 ( 0-) * y( o--) 

waarbij F[cp)='lf' en F[cp)1 ·= o/
1

. 

g(x) z~J een ¥1Ultl:plicator van Kr. Evenals iedere distributie 

van)\_.'., kunn~n_r.we. g(x), opvatten als de distributionele limtet 

van een r~j toetsfuncties; behorende tot K . 
...,; 

Stel g(x) = lim <p_ (x) en dus ook g(cr) = lim if (<i)." 
V -+ CD ).J V -:> 00 y 

Volgens ( 7. 4) kunnen we, schriJven: 

Omdat g(x) een multiplicator in K' is, behoort g(xT ep(x) 

voor iedere <p t.ot K en bijgevolg ~it' g (CS") •)y y( rs-) voor iedere 

y tot Z. 

Hieruit volgt ~(~) is een convolutor in Z 1 • 

Verder geldt: 

( F [f ( x ) . g ( x ) J _. 'If/ ( G") ) = 2 rv ( f ( x ) . g ( x ) ., cp ( x ) ) = 2 it ( f ( x L g ( x ) ep( x ) ) = 

en dus [ ] 
1 .,...,, ~ F f(x) .g(x) = 
2

1': f(G"") ~ g(rS") • · (7.5) 

Iedere multiplicator van K' wordt afgebeeld op een convolutor 

van Z' en er geldt de relatie (7.5). 
Stel g(x) is nu een convolutor van K' 

F[g(x)* (p(x)]= Fflim (f (x).i;. <p(x)]= lim F [<'f'(x)* <p(x)]. = 
\:,-+,ro Y . v- ➔ OO I-' -1 im -r ( (S"' ) • ;,v ( G"") = ~L y ( G") • 

Y-+- 00 V 
, 

Omdat g(:k) een convolutor is van K' behoort g(x)* (p(x) voor 
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iedere <f' tot Ken bijgevolg g(6"). 'f/(6") voor ieder 1f tot Z. 
Hieruit volgt g(tS) j_s een multiplicator van Z'. 

Verder.geldt weer: 

(Fff(x) *·~(x)]., v(ey-)) = 27t: .. (f(x)~g(xL (p(x)) = 
~ ~ . 

= 27t(f(x).,g(x);Hp(x)) = (f(a-),'g{ifJ"y(G'")) - (f(G'").g(o).,-yr(o-)) 

en derhalve F[f(x) * g(x)]= f(o) .g(c,;-). (7.6) 

Iedere convolutor van K' wordt derhalve afgebeeld op een 
multiplicator van Z' en daarbij geldt (7.6}. 
Het bewijs., dat iedere multiplicator resp. convolutor van zr 
door de inverse Fouriertransformatie op een convolutor resp. 
multiplicator van K' .wordt afgebeeld, terwijl daarbij de for­
mules (7.2) gelden, v~rloopt geheel analoog als boven en· 
wordt daarom weggelaten. 

8. Toepassingen op differentiaalvergelijkingen uit de mathema~ 
tische fysica. 

a. tweedimensionale diffractietheorie -------------------------- .--~----
Gegeven zij een vlakke golf, die in het boven-halfvlak y > 0 

vanui t de richting « ( O < O{ < 1<;) ,op de x-a s va 1 t en daa r gedeel­
telijk gespiegeld en gedeeltelijk geabsorbeerd wordt. 
De golffunctie van de inkomende golf wordt gegeven door: 

u = exp { i w ( x cos ex + y sin °') + t } (8.1) 

waarin t de tijd coordinaat en~ de frequentie aangeeft. 
ii.: ... . 

De golffunctie f van het totale veld voldoet voor y > 0 aan 
de differentiaalvergelijking: 

?,2f o2 f i72 f ~+:-2"=~, y>O (8.2) 
7>x ?J y clt 

met randvoorwaarde 
c,f oY +hf= 0 voor y=O 

waarin h een of andere consta~te voorstelt. 

(8.3) 

Voor de oplossing van dit randwaardeprobleem stellen we 
iwt f = e a(x,y) (8.4) 
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met a ( X., y) = exp { i w ( X COS « + y sin ~)} + b ( X., y) -(8.5) 

waarin b(x,y) dus de amplitude van de verstoring van de golf­

functie (8.1) aangeeft. 

b(x,y) voldoet aan de differentiaalvergelijking 

4 + 4 + w 
2

b = 0 ( 8. 6) 
ax "e>y 

met randvoorwaarde 

ob + hb = -(i w sin°' +h)eiw (cos 0<.)x. (8.7) 
?Jy 

Fouriertransformatie m.b.t. x levert: 
. 2~ 4 + ( w 2 - G"2) t = o 
"lJy 

met randvoorwaarde 
,., 

(8.8) 

() b -v 
rJy + hb = -27C" ( i w sin o: +h) d(c;-+ w cos ex). 

Oplossing is 
ll1I ' 

ofwel 

b(cr,y) = _21v h+i w sin o: e-i w (sin cc. )y .r(o+ w cos°'). 
h-i w sin et 

Terugtransformeren levert: 

) h+i w.- sin et { } b(x,y = - ----'"""~- exp i w (x cos« -y sin ot) 
h-i w sin°' 

(8.9) 

zodat tenslotte 

f ( X, y) = e i w t. [ exp f i w ( X COS 0( + y sin 0:.) -

h+iw sin0;. { ( )}] (8 ) exp i-tJ x cos 0( -y sin ix _ . • _ •. 10 
h-i w sin 01. 

b. eendimensionale warmtegeleiding -------------------------------
We beschouwen als tweede voorbeeld een aan twee zijden one1ndig 

lange balk., waarin de warmte zich alleen door geleiding k_an 

V:odr.tplanten ( 1 d:imensiona le wa rmtegele1ding). 
" 

We veronderstellen, dater in de balk warmtebronnen aanwezig 

zijn, waarvan de sterkte gegeven is door de distributie-functie 
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,P(x.,t). Een warmtebron heeft in een.punt x en op tijdstip 

t ( > 0) de sterkte p( x., t)., a ls de bron aan het interv_a 1 

(x-½dx.,x+½dx) gedurende de tijd (t,t+dt) eeri hoeveelheid 

war1rnt~ _afgeeft . ., die gelijk is aan _f' dx dt. Wij vragen ons 

nu af., hoe de temperatuur van de balk in __ de loop va:n de 

tijd zal veranderen bij een.gegeven-bronnenverdeling in de 

balk en een gegeven temperatuurverdeling van de balk op het 

tijdst.i.p t=O. Er dient opgemerkt te worden., dat _p (x,t) een 

gegenera liseerde functie mag zijn. (Van belang voor . 11 pulsen 11
, 

zie slot). 

De temperatuur T van de .balk voldoet na geschikte dimensione­

ring van plaats en tijd coordinaat aan de differentiaalverge­

lijking: 
oT c,2T 
~t - - 2 = p(x.,tL 
Cl c)X 

t > 0 (8.11) 

met beginvoorwaarde: 

T(x,O) = U (x) . . . o. . (8.12) 

Voor de oplossing van dit Cauchy-probleem, gaan we eerst de 

functies T en / do9r t:;=O naar het gebied t < O voortzetten. 

T-1¾-(x,t)=T(x,t) voor t ~'b en T*(x.,t)=O voor t <0; analoog voor 
J'*· (8.11) gaat nu ,over·in: . .,_, 

aT"' . ;,2T* ',l-

at - dX2 "'." f (x,tJ + Uo(x) J(t). 

F'ouriertransformatie met betrekking tot x levert: 
"' * 2~ .,....__, ,,...., !r _+ O" T*((j".,t) = p*(o-,t) +_ U

0
(5')l(t) -ofwel--

(d ~it) + ()2 J'(t)) (t) ?·cG",t)1 = ?(cr-.,t) + Uo(c;-)J"(t). (8.13) 
2 

M.b.v. ( d ~lt) + 6
2· c>(t)) !<:- e(t)e-(,; t = J'(t) 

( t) 

krijgeh we uit (8.13)~ 
rv ,.--.,, 2t ~ 2t 
T * ( {J, t) = f * ( G'"., t ) * e ( t ) e -c, + u ( c-) e ( t,) e -C> · ( t) 0. •· . . . . .. .. .. . . ....... . 

....... v. ft......._,, ..,..2(t -) . ~ ,,..2t 
ofwe 1 T ,""(.o--., t) = 

0 
j;;, ( <r,;;) e -., - 1, d-c + u 

O 
( cs-) e -... , t > o. ( 8 .14) 



Met behulp van: x2 

F [ G( t) e- "lf-E"] = 
2\[;;c 
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2 
-6" t 

e (8.15) 

kan (8.14) teruggetransformeerd worden en we vinden de ge­
zochte temperatuur T(x.,t). 
Bijzonder geval: de balk heeft temperatuur O voor t ~ 0 en 
op t=+O geeft een bron op x=O aan de balk plotseling een 

warmtepuls van de grootte 1. U
0

(x)=0 en p(x,t)= d(x) J(t+O) 

~-( 4r., t ) = ft a-' ( t' +o) e - ~ ( t - ,;) d"t' = e - a2t met t > 0 . 
0 2 

X 
1 - 1ff' 

Dus T(x.,t) = -- e (8.16) 
2\/7ct 

De warmte plant zich dus in dit model met een oneindige grote 
snelheid voort en de temperatuurverdeling heeft de vorm van 
een Gauss-verdeling, waarvan het maximum in x=O ligt. Dit 

maximum daalt met de tijd als ft . 
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