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Collogquium

,H_Gegenepa;iseerde Funecties (Distributies)
o0.1l.v, Prof.dr. H.A, Lauwerlef‘

;?'Eé?éte'EijeéﬁkomSt VPleag 10 febpuafl

-87. Inleiding -

De mathematlsche formulerlng van fy51sche begrlppen en ver-. .
SchlJnselen heeft’ le herhallng de w1skund1ge voor problemen gesteld.
Vaak waren het natuurkundlgen dle een elgen w1skund1g formalisme
ontwierpen teneinde bepaalde fy31sche orocessen op een beknopte
manier te kunnen beSChPlJVGH Hoewel de mathematlsche funderlngkvqak
te wensen overliet ‘of afwe21g was, werkte het formalisme ,..meestal.
Een illustratief voorbeeld is de’ operatorenrekenlng van, Oliver
Heav1side* waapmede op een verrassend eenvoudlge w1Jze o.a. electri-
sche’ schakelproblemen opgelost konden worden Eigenlijk 1s eerst in
1957 door J. Mikusinskl hiervoor een elegante mathematlsch strenge
fundering gegeven, ' : ' ' '

In 1930 voerde P.A, M Dlrac in zijn boek over de grordslagen. :
van de guantummechanica de naar hem genoemde delta-functie in waar-
voor hij een aantal rekenregels aangaf. Met name isv J(x) overal
gelijk aan nul behalve voor x=0 terwiji

[0¢)
(1.1 [ a(x) p(x)ax = ¢(0)
g e 2o :
voor elke continue functie ¢(x).
Wiskundig is dit onzin, maar ook hier, hetherktl

In zekere zin kan men zeggens;dat;het'zoekeninaar een recht-
vaardiging van het werken met delta—functies:geleid heeft tot de
theorie van de distributies of gegeneraliseerde functies. In 1950~ 51
is deze rvrechtvaardiging gegeven door Laurent Schwartz, die in 21Jn
tweedelige monografie "Théorie des distributions" het nieuwe functie-
begrip -aan een diepgaande analyseée onderwilerp. Volgens SChwartz‘moeten
we bij een gegeneraliseerde functie f(x) denken aan een op de X-as  |
aangebrachte massaverdeling "distribution des masses". De delta-
functie J(x) correspondeert aldus met een puntmassa in de oorsprong,
Andere voor de hand liggende fy31sche voorbeelden van een dlStPlbutle
zijn eén-electrische. puntladlng, d1pool punt- 113n- en vlakvormlge
warmtebron, P s FEa T -

Na Schwartz hebben een groot aantal auteurs in ulteenlopende

gebieden van de klassieke analyse gegeneraliseerde functies toegepast




We noemen bijvoorbeeld het probleem van Cauchy bij parti&le dif-
ferentiaalvergelijkingen, Fourier-transformatie, harmonische analyse,
representaties van Lie'se groepgn,_wgarschgjnlijkheidsrekening.

De doelstelling van dit colloguium is ons door gemeenschappe-
lijke inspanning te oriénteren in dit reeds$ omvangrijke, en nog
maar ten dele ontgonnen, gebied. Naast het genoemde werk van Schwartz
WlJZEh we .op het zeer recente seriewerk van I.M. Gelfand en zijn

medewevkeﬂs, waarvan 1n een. Dultse vertaling het eerste deel "Ver-
‘allgemelnepte Funktlonen Berlln 1960 zojuist is verschenen,

Ondec een dlstrlbutle f(x) verstaan we met Schwartz een.con-
tlnue llnealro Punctlonaal op eenvzekere;rulmte van testfuncties
‘p(x) “Ons voorloplg beperkend tot één:dimehsie“met -00'< X< 00 is
een tesvfanc 1e oon f»h tln VnTkL onhcperkt differentieerbaar is en
die in het onelndlge zeer sterk” verdwijnt. De distributie is dan
een functionaal welke aan elke testfunctie ¢ een (regel) getal (f,p)
toevoegt Llnealr w11 zeggen ' -

B o

7

(fﬁa/l(p/ﬁ—aglpg) = (f (p/])+a (f ?2)

Continu wil zeggen . .0 . oo

58S
VS

lim- (fs?n):= (f “1lim g y o A S SIS & A SR
n —+ 00 n»——;-oo -,».»_:q_ .. o N I Y o
voor een passende llmlptdeflnltﬂe : :
Het is duidelijk dat een grote klasse van gewone functies
f(x) aanleiding geeft tot een oergellgke continue Ilnealre functio~

naal indien men definieert
(£i9) = £(x) e(x)ax.
I . S ¢ o BRI TR SRR o
~ Anderzijds kan men (1.4) als een continue lineaire functionaal
zien nml : 3 . S IR T

LTI ‘ def
N (r(x),0(x)) "= p(0).

Aldus omvatten de gegeneralisecerde functies zowel de kiéésieké‘
functles,(althans een grote klasse) als b v. de delta-functie van
Dirac. L . e B ' ) o

Het 1s de kunst de eigenschappen van de gegenerallseerde func-'
tles zodanlg in te voeren,. dat ze met die van de’ klas§ieke functlesw
con31stent121gn _Hieprbij. kan men wel eens op~mee1113khedbn stulten,
Het is b.v. niet mogelijk twee distributies met elkaar te véfmehig—

vuldlgen of . om een distributie. over-een elndwg Lhterval te 1nte-

greren. Dlngen als oo tanea ey
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(%) en /1 J(x)dx of jq";x(x)dx
zijn dus zinloos. Aan de éndere kant kan men elke distributie on-
beperkt differentleren ' :

We zullen nu in. vogelvlucht een aantal probleemtypen bespre-
ken, waarbij het gebruik van distributies tot een vereenvoudiging
of tot een soepele behandeling vanult een algemeen gezichtspunt
leidt,

1. Divergente integralen

Met behulp van distribuﬁiés kan men een zin geven aan formeel
divergente integralen als ' -

ljz 1i%l.dx3 ~/ 2~§—-dx s f‘ fii%—dx voor , a>1.

-0 X

In het blgzonder is

J i’Llex:lim / —‘d—-—dx

—oo -+ 0 |xis&

in overeenstemming met de gebruikelijke-definitie van de hoofd-
waarde van Cauchy. |

2. Gewone lineaire differéhtiaa1vergelijkingen

Een in rust verkerende lineaire oscillator wordt op het tijd-
stip t=0 door een stoot in beweging gebracht. Met een passende '
keuze van eenheden is de Vergelijking

U+ u= J(t).
De oplossing is u = sin % (t), waarbij o(t) :de zogenaamde
eenheidsfunctie is gedeflnleerd als

{ O - voor £ <O,
T, 1 voor £ z O.

2 se

3. Partlele dlfferentlaalvergellgklngen

We beschouwen algemeen

P(=% )u(x 6) =

F

e

waarbij P een polynoom van de m~ graad is. Als beginvoorwaarden

nemen we (probleem van Cauchy)

: CLoomet
- 1 R TICL IT gl u
_,uo(x) =T uq(x) e ;;E:?' u 1(x) voor t=0.,




De oplossing van dit probleem kunnen we gemakkelijk afleiden, in-
dien we een zgn. basis-oplossing kennen, d.w.z. een op10331ng E(x,%)

met de. beginvoorwaarden - }
m-2 m-1 -

o E " ) S
E=0 2 =0 ... E=0 E = J(x).
_ ,ajlw__% . atm—2 . atm—j
a warmtevergelijking
23_ 3 2
2t 2 °
Hierbij is ‘ x2

E(x,% exp - .
o 2\f’7c e

De opidssing van het probleem van Cauchy is de cohvolutie

u = E(x, )« ug (%),

waarbilj

e(x) wg(x) 20 [ r(pla(x-pay .

b golfvergelijkiﬁng

I TS FRE I VIR -;b-? an. g .
Hierbij is E(x,t) = 3{ &(x+t)-6(x-t)} ,
en Lo L. ‘
it u =E # Uy, F aa";"E%uoﬁ
of (diAlembert) . o oo o !
u = F{u (x+t)+u (x-t } . 2‘/ u(5)ds .

4, Fourier reeksen

Voor-FOuPier;réeksen"géidt de beiangrijke eigenschap, dat de

reeks
&2 inx m
v c e ™ , waarbij c¢_ = O(n) voor zekere m
ne-oo 2 n

in distributionele zin altijd convergeert en een perlodieke distri-
butie voorstelt. Als vcorbeeld geldt R

o) ;. eal L
b et = om Z;_ I(x-2mm)

Nz~ 00 1’11:-»-(7();
0
) i . 1
T - n:/‘ B

Hierbij levert term voor Term différentieﬁgn de‘(distributionele) af-

geleide van.de ‘som,
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5 Fourler 1ntegralen , . .
“Voor dlstrlbutles f(x) kan men een Fourler transform glw).

definieren waavblg g(w) een zogenaamde analytische functionaal is
met de complexe varlabele W, Formeel geldt

g(w) = fQO~eiXW £(x)dx.
-0
Voor f£(x) = o(x) . . is glw) =1, |
Voor f(25‘='1 o is g(w) = 2m o(w).
Voor f(x) = % is.  g(w) = 2x §{w-1a),
Voor f(k) % sin ax.  is g(w) = iw {o(w-a)- 5(w+a)}f,

6. Distributies in R .
Men kan dlstrlbutles van n varlabelen f(xq, 2”“°’Xn) invoeren

:

op geheel analoge wijze als voor één varlabele. Van bijzondere in-
teresse zijn de generalisaties van S(X), F(x), J'(x) enz., De defi-
nitie van distributies op een m- dlmen81onale variéteit in R staat
in nauw verband met die der differentiaalvormen waaraan -de namen
van o.a. E. Cartan, de Rham en Leray verbonden 21Jn We vermelden
hier een paar eenvoudige resultaten '

o 2\ |
P ? 2 2
( 5 ?>l'n (x,70%57) = 2w o(x %) .

89X1= DX?
2 2 o2 1 i
2 2 2 2ix Cux 2y
+ + (%, "4+x,"4+%,7) 72 = U F(x,,%,,%,).
ax12 9x22 L'BXBQ 1 ,2“ 3 ‘ 17723

In een ruimte met een oneven aantal dimensies n is voor k=5(n -3) de
dlstrlbutle J<k)(

(a- Ju=0.
e

2—t?) een oplossing van de golfvergellelng




§ 2. Grondbegrlppen

We beginnen met een lineaire rulmte T van testfunctles ?(X)
in te:.voeren, Lineair: wil natuurlijk zeggen, dat met %ﬁx) en-
?2(X) elke lineaire comblnatle e, ¢1(x)+02¢2(x) een testfunctle is.
Vervolgens definieren ue in T een convergentlebegrlp, waarbl]j het
voldoende is ons te beperken tot de definitie van een tot nul con-
vergente rij @ _(x). o ‘

Distributies worden vervolgens gedefinieerd als contlnue\
lineaire functionalen met betrekking tot de ruimte T. o

Onder een continue lineaire functionaal £ t.o.v. T verstaan
"' We een voorschrift,~waérbij aan elke ¢e¢T een getal (f,¢9) is toe-
gevoegd, dusdanig dat
1° (foecq9,tC00,) = cq(f,wq) + cg(f,¢2)‘ (lineariteit).

o)

2° als ¢_-+0 dan (£,9)—>0 (continuiteit).

Uiteraard bestaat bij de keuze van T enige vrijheid’ Voorlopig
maken we de volgende keuze, waarblg aan de volgende twee kenmerken

moet z13n voldaan:

a .¢(x) = O buiten een zeker interval.
b ¢(x) oneindig vaak differentieerbaar.

Functies van het typé a noemen we wel finiet, Een voorbeeld van
een testfunctie voor het interval (-a,a) is

| 2 |
(2.1) - p(x) = exp —%—a-—-g,f -~agxzga,
. S B a

Functies als exp—x? zijn geen testfunctie, maar kunﬁéh-ﬁél Willé;
keurlg dicht door testfuncties benaderd worden. In‘Sommigé'béschdu;:
wingen (zie bijv. Lighthill, generalised functions) kan men met
voordeel gebruik maken van de grotere ruimte van testfuncties, waar-
bij kenmerk a vervangen wordt door het lets zwakkere kenmerk dat
voor [x]~+ o ¢(x) en alle afgeleiden sterker tot nul convergeren

2 wel.

dan welke macht van }x| . In deze ruimere klasse past exp-x
Men lette hierbij op de volgende eigenaardigheid dat verruiming van
T verenging van de ruimte der distributies impliceert.
Het convergentiebegrip in de door ons gekozen testruimte is
als volgt,
i lim 9 (x) = 0 in T

wil zeggen: ,
a @n(x) is uniform finiet, d.w.z. er bestaat een interval waar-

buiten alle ?n(x) verdwijnen.




b ¢, (x) en elke afgelelde van p_ (x). convergeert met betrekklng
tot % unlform tou nul d.w. z. voor n »N(&;k) is [wé )( )}<a .

Is f(x)leeh locaal integreerbare functie, d.w.z. Lebesgue-
integreerbaar in elk eindig interval, dan wordt door o
(2.2) (£,¢) 9E" [ £(x) p(x)ax
een functionaal bepaald, waarvoor, zoals we gemakkelljk inzien, de
eigenschappen 1° en 2° gelden. Derhalve leidt elke locaal integreer-
bare functie tot een distributie. Distributies welke aldus ontstaan
zijn noemen we regulier, Een diétributié welke niet regulier is
noemen we singulier, We zullen meteen laten zilen, dat er singuliere

distributies bestaan. Definieer maar
(2.3) o (f.9)

Aan de kenmerken 1° en 2 is ten duldellgkste ‘voldaan., Zeu ‘deze
distributie reguller ZlJn, dan bestaat-er-een functie f( )'waarvoor

(2.4) [ e(x) p(x)ax = p(0).

Kies nu in het bijzonder de téstfunctig (2.1) met willekeufige a,

dgf (O)‘”

Dan zou:voor elke a o
a _a°

QQ f(x)egp gﬁtgé-dx = 2
gelden.
Echter ontstaat voor a'mao ‘kennelijk een tegenstrlgdigheld waarmede
de onJulstheld van ons ultgangspunt 1s aangetoond ' :

- De door (2, 3) bepaalde dlstrlbutle duiden we symbollsch aan"

met J(x) omdat het wel duldelle 1s, dat hier de delta-functie van
Dirac in het geding is. We kunnen nu’ (2.2) ook geldlg verklaren
voor de singuliere distributie J(x) door te schrlJven

(2.5) .. p(0) = [a(x) pl(x)dx.

Het rechterlid heeft weliswaar alleen symbollsche beteken1s, maar
het zal blijken, dat het in vele ODZiChLen zich gearaagt als, een
gewone 1ntegraalﬂ Uiteraard verklaren we- (2 2) nlet alleen geldlg o
voor Julst (x) maar.voor alle singuliere’ dlstrlbutles Het . komt

er dus op neer, dat we voor singuliere dlstrlbutles f(x) (2 2) moe -~
ten vervangen door. ’

Sy

(2.6) . . - - -;:ff(x) ¢(x)ax T (£, 9.

Is f(x) eén Tocaal 1ntegreerbabe functle, waarvoor de regullere

distributie (f,¢)=0 voor alle ¢ T, dan kunnen we aantonen, dat




£(x) bijna. overal nul ds; d. w.z. £(x)=0 met ultzonderlng van een
verzamellng Van de maat nul. Het bewijs loopt als volgt Ve kilezen
een of ander 1nterval (a,b) en daarbij de volgende rij testfuncties

R A=

voor a<x<Db en nul er buiten;'

o [ £(x) g (x)ax = 0
-;voof:élle'h’vblgt’bij limietcvergang n-% 00
[ etx)yax = 0
a

Aangezien dit voor alle a en b geldt 1s f( ) bijna overal nul.
Noemen we de distributie (f,¢)=0 voor alle ¢eT de nulc

dlstrlbutle dan.correspondeert: hlermede de klasse van 1ocaa1-(«

1ntegreerbare functies welke bigna overal verdW1Jnen

| In de gebruikeliljke notatle als- functle schrijven we de nul—

e

Q-

distributie als O, ,
Onder de som f+g en het verschll f g van twee distributieés’
verstaan we de distributies bepaald door

(2.8) (f1g, ¢) = (£.9) +.(59).
Twee distributies f en g heten gelle als hun verschll de

s

nul dlstrlbutle s N EE S
o Onder de vermenigvuldiging van een constante c met -een dls—

trlbutle f verstaan we de- distributie cf bepaald door

<2“9) IR SR '(Cf,?) — C(f’(P). _ - : - s

'Oﬁdefqheﬁ product van.een distpibutie'f(x)‘met:éen»bhéindig
vaak differentieerbare functle c(x) verstagn we de distributie et
bepaald door )

(2.10) . (efg) = (£.cp).
Deze laatste deflnltle is zinvol omdat met ¢(x)‘ook c(x) ¢(x)
een testfunctle 1s. Is 1n het bijzonder c een constante dan stemt
de definitie met de voorafgaande overeen, o
“Men ziet gemakkellgk dat deze definities con81stent 21Jn met
de corresponderende operaties _voor locaal integreerbare functies.
Distributies kan men aan de volgende afflene transformatles

onderwerpen° e S ‘ AT
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Uit de distributie f(x) kan men door translatie over“een~af—
‘stand h (voor h >0 naar rechts) de verschoven distributie f(x-h)

afleiden welke gedeflnleerd is door

(2¢44)‘,‘ﬂ - (f(x-h), ¢(x) = (£(x), w(X+h)) f .
| Door spiegeling t.0.v. de oo?sprong_kan'mén de gQSpiégéldé:,

distributie f(-x) afleiden welke gedefinieerd is door

(2.12) (£(-x), (x) = (£(x), gkx)).

Door centrale vermenigvuldiging vanuilt de oorsprong met de
factor ¢ kan men de gelijkvormige distributie f(cx) aflelden welke

gedeflnleerd 1s door

(£(ex), p(x)) = o7 (2(x), p(}))-

Uit (2.2) volgt’VdOr réguliere'distributies weer gemakkelijk de
con81stent1e Voorts deflnleren we evenals bij funecties:

De dlstrlbutle f(x) heet even als

| e £(-x) = £(x).
De distributie f(x) heet oneven als
£(-x) =-£(x).
De distributie f(x) heet peplodlek met de (p081t1eve) periode h
als f(x-h) = f(x).

De distributie f(x) heet homogeen van de orde m als
fex) = cMr(x).

Aan een distributie f(x) kan men geen waarde in een punt toe-
kennen ook niet als de distributie regulier is en f(x) als functie
een locaal integreerbare functie is., We kunnen immers zonder bein-
vloeding van de functionaal (f,¢) in een aantal punten x (verzame-
ling van de maat nul) willekeurige veranderingen aanbrengen. Beter
lukt het voor een (open) interval .2 (algemener open verzameling)
waar we aan de distributie f(x) (bijna overal) de waarde f(x) kunnen
toevoegen, Voor singuliere distributies kunnen we langs een omweg
ook tot een waarde in .. komen. Voor het gemak voeren we het begrip
drager in. Onder de drager van de testfunctie ¢ (x) verstaan we de
afsluiting van de verzameling x-waarden, waarvoor ¢(x)#0. We zullen
zeggen, dat de distributie f(x) in het open interval n. de waarde
nul heeft als (f,¢)=0 voor alle testfuncties, waarvan de drager in

L. begrepen is. Voor reguliere distributies is dit niets nieuws maar
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Twee'distvlbutlesuf(x) eng(x) heten gelle in het open 1nterval
£ indien hun verschil er nul is. Het is dUldelle dat deze,
(locale) gellgkheldsdeflnltle gan de gebrulkellee kenmerken met
name transitiviteit, voldoet, zodat we aan. in £ gelijke distribu-
ties  dezelfde” waarde‘kunnen toekennen indien er althans reguliere
distributies le 21Jn3 want alleen hlervoor was ‘het begrip waarde
gedefinieerd, : N ' ' |

Tenslotte kunnen we nu spreken van dé drager van een dlStPl—
butle Deze wordt gedefinleerd als het complement van de open ver—
zamellng waar de distributie nul is. De drager van een distributie
is dus een gesloten verzameling.

We zullen het een en ander toelichten aan de eenvoudigste
singuliere distributie  J(x). Deze dlstrlbutle heeft de waarde
nul in de open:verzameling X%O ‘De drager van deze distributie be-
staat uit het enkele punt x=0, Volgens (2.12) is &(-x) identiek
met J(x) zodat de delta-functie even is. Uit (2.13) volgt dat
7 (x) homogeen is van de orde”—ﬁ Door tranglatie kan.-men de’ Xep-

schoven delta-functie (x—a) aflelden Hiervoor geldt dus

(9(x-2a), ‘P(X)) pla)s .
of in de bekende symboliek

¢[4(Xfa) (X)dX ¢(a)
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§ 3 leferentlatle en Integratle
"~ Onder de dlstrlbutlonele afgelelde f*(x) van de dlStPlbutle f(x)

igverstaan we ‘de door )
(3.1) (£1(x), ¢(x)) = =(£(x), p'(x))

bepaalde functlonaal e S T R NI LT S I R LR

Om ons van de JUlStheld van. deze deflnltle te overtuigen merken. we oOp
dat voor elke @ <T ook ¢' e T, Voorts is het duildelijk, dat de zo-
Juist gedefinieerde functionaal: lineair i1s. De. continuitelt volgt ult
‘het feit, dat als p, — 0 ook ¢A~%>Q}voor n -+,

Aldus bezit elke distributie een afgeleide. Langs recursleve weg
kan dan een afgeleide van de k€ orde (k=2, 3,;.;) gedeflnleerd worden
zodat elke distributie oneindig vdak différentiéerbaar is.

Om ons van de consisterntie:varn de definitie te overtulgen’gaan‘
we uit van een gewone functigffgx)Ewelke.bijv. een continue. afgeleilde
£r(x) bez1t Dan is nml.

(3.2) (£t,9) = [£u(x) @(X)dX Jff(X) p'(x)dx = -(f,¢').

Deze betrekking geldt ook onder -ruimere voorwaarden, b.v. F(x) abso<
luut continu. | -

_ We ontmoeten vaak het geval dat f(x) een reguliere distributie
en f'(x) een singuliere distributie is. Het eenvoudigste voorbeeld is

de eenheidsfunctie van Heaviside 6(x) gedefinieerd als

§3n3) 6(x)=0 voor x <O,U3@(X);4 voor X > 1.

Ult (3.1) volgt als distributionele’ afgelelde
(3.%) 6(x) = a‘(X)

De functionele afgeleide-” bestaat ook maar met ultzonderlng van x=0,
Buiten x=0 constateren we (locale) overeenstemmlng van dlstrlbutlonele
en functionele afgeleide.

Deze overeenstemming is geen .toeval maar berust in feite op het
principe dat uit f£(x)=0 in het open gebied £ voor de distributie
f(x) Volgt dat voor de dlstrlbutlonele afgelelde ook £1(x)=0 in £ &
Hlerult Vloe1t voort dat locale overeenstemmlng van distributies  £(x)
en g(x) de 1oca1e overeenstemmlng van hun afgeleiden, 1mpllceert - In
het gegeven geval is b.v, f( )= e(x) en we kiczen voor £ (x »>0)

g(x) =

Een interessanter geval islf(%)éihfxl,,Dg functionele afgeléidé

-1 ; . : . bt .
1s x ~ met dus een nlet-integreerbare singulariteit voor x=0. De dis-
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tributionele afgeleide welke voor x£0 met de functionele afgeleide

locaal overeenstemt noteren we ook als x 1. De integraal

(3.5) Ry

welke formeel divergeert kan op grond van (2.6) als (x
geInterpreteerd worden, Uit (3.1) volgt namelijk

1, 4) zinvol

»j’fﬂgl dx‘zl(x_qs @) =‘-(lnfxl,' 1y = -J(lnix] @' (x)dx =-“

.6 :
(3.6) 1im .[ ﬂi~l-dx
' ' g -0 }Xl>é

‘We zeggenmdat de. dlvgrgente integraal (3.5) met behulp van (3.6) ge—
regularlseerd 1s .-We komen hier later uitvoerig on*terUg"f”‘"w

: . De: knverse: bewerklng van ‘differentiatie is onbepaalde 1ntegra—
tle Is h(x) een gegeven distributie dan kan men Vragen naar een

\ux‘, , _,'

prlmltleve f(x) d.w.z. een distributie’ Waaryobr

(3.7) o . %g = h(x).

We zullen laten zien, dat, als bij géwone functies, er een op een
constante na eenduldlg ‘bepaalde : op10831ng van’ (3 7) is; We schrlgven

hiervoor : , SRR VI LR
(3.8) ‘ £ =‘j h(X)dX.
De betekenis van (3.7) is dat voor elke ¢ eT
(3.9) (£, ¢') = -(hy9p).

De testfuncties @O(x) welke de afgeleide van een of andere test-
funetie zijn vormen een deelrulmte Ty van T. Het kenmerk van ¢Oe To
is blijkbaar G

oo}

De gegzochte functionaal (f,e) is blijkens'(a 9) al bekend voor de
deelruimte T -De voortzettlng bulten Tb in T kan a.v. geschieden,

Het is. voldoende een vaste teStLUHCth @1¢ﬂ? te klezen b.v., één

waarvoor - - . eenld
oe)

Gan /2 e -

We kunnen dan namelijk elke testfunctie ’¢e.T séhrijven als
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@
(3.12) p(x) = ¢, (x) + ¢(x) -‘—jc;o p(§)aj .

F e e

Als (f, ?A)%C dan is wegens de lineariteit van de functionaal
(3.13) (£,9) = (£.9,) +C [ o(§)d}

Door (3. 13) is de dlstrlbutle f op een constante (distributie) na
bepaald. '

Men zou kunnen denken dat gewone d1fferentlaalvergellgklﬂgen
zich voor distributies net zo gedragen als voor functles Het volgen-
de VoorbeeldJe toont echter dat zich'al in eenvoudlge gevallen com-
pllcatles kunnen voordoen. S '

De d1fferent1aalvergellgk1ngﬁ

(3.14) X f'(x)wflou_ | _ 7:,

heeft voor functles één oplossing nml. f(x) = constant. Voor dls—
trlbutles 21Jn er evenwel: twee onafharkeli jke op10851ngen, b V.

(3.15)  tm =4 en () - 8(n).




8 4, Limieten

Men zegt dat de rij distributies f (x) tot de distributie f(x)
convergeert indien voor al;e»testfunqties

(4.1) lm. (£, ¢) = (f,9). =

n =00

Uiteraard sechrijven we als bij functies fn(X)+~$'f(x) of

(.2) .. lim ”ﬂfn(x) = f(x)ﬁx}

RN A n me»oo
De dlscrete varlabele n kan door.een continue variabele. vervangen
worden, De deflnltles zlJn dan analoog. Men kan-gemakkelijk?laten
zien dat de limilet aan de gebruikelijke lineaire- eigenschappen vol-
doet. , P . .

Convergeren de locaal integreerbare functies £ (x) tot een |
locaal integreerbare limiet, £(x). dan-convepgeﬁen:ondertéekeré”fﬁiﬁe‘
voorwaarden de regullere functlonalen s (x) +ot de reguliere dis-
tributie f(x) Dit is b.v. het geval als de functies f (x) in elk
(begrensd) interval uniform tot f(k) convergeren of wanneer bijﬁaﬁ
overal fn(x)-*f(x) terwijl }fn(x)\ uniform door een vaste locaal
integreerbare functie begrensd wordt.

In vele toepassingen is fn(x) een reguliere functionaal terwijl
de limiet een singuliere functionaal is. Als voorbeeld heeft men

. sin nx

(4.3) nii?oo e = y(x).
De gewone limiet bestaat nauwelijks (x=2w enz. geeft op triviale
wijze de limiet nul), de distributionele limiet is aanwezig.

Bij het volgende voorbeeld

(h.4) 1im e = I (x)
A=+ 0 w(xT+NT)
bestaat de gewone limiet met uitzondering van x=0 en stemt locaal
(in het open gebied x#0) met de distributionele limiet overeen.
Voor distributies geldt
Uit fn(x)~+—f(x) volgt fé(x)-+ rr{x).

Het bewilijs van deze stelling volgt onmiddellijk uit de definitie van
distributionele afgeleide,
Als toepassing volgt uit (4.4)

(4.5) lim  —=22 X - yi(x).
N0 wm(xT+

2 2)2
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Hierbij bestaat de gewone limiet zelfs voor x= O dus voor alle X,
Er is slechts’ weer locale’ overeenstemming voor x0. -

Van groot belang voor de theOrie van. de distributies is de
eigenschap dat de ruimte van de dlstrlbutles Volledlg is, Dit bete—
kent:; ~dat uit het bestaan van 1im ( ,@) voor elke. @saT volgt dat

- 0Q
.er. eenzdistributie is waartoe f (X) convergeert Het berJS van deze

.gtelling ivolgtilater. ‘
L~ Met o.a. topologische hulpmlddelen kan fen bew1gzen dat elke
singuliere distributie opgevat kan worden’ als de 11mlet van regullere
- distributies. ‘Het 'beéwijs van deze ex1stentlestelllng stellen we voor-
lopig uvit., Voor . de practlgk 21Jn deze twee stelllngen ulteraard van
minder belang. , ‘ o ‘ e
Op de gebru1kelijke>wij2e°kﬁhh%ﬁ We héﬁ bégrip van een onein-
dige reeks invoeren. Men heeft namelijk. '
: , : SN

(4.6) ¥ o (x) = 3 e
. c {(x) = 1lim c. {x).
n=0 " Newoo n=0
Een eenvoudlg voorbeeld is
. 'm . ‘:‘
(%.7) 1+ 2 }_ coS nx = 2% Z: :)‘x2m~r\:)
: o o= n=-c '

Term voor ﬁerm,différentiafie'(ih~di§£pibutibnélé ZiQ)UiﬁtheéeStaan
zodat.b.v., uit(4.7) vOlgt dat i RN ;

(4.8) )Z: n sin = - 7 (- 2m7c) o .
Uit de in k1a551eke zin conve“gente peeks
PR B g i : w;ﬂ.j. M o ,,‘- . ‘ |
: R

volgt door distributionele differentiatie de in.distributionele zin
convergente reeks -

) .
(4.10) > sin nx = % cotg ix.




3 5 Regularlsatle,

“Ts f(x) een regullere dlstflbutle dan is zoals bekend
(5.1) . (L, (p) ff;.(x) v (x )dx

18" daarentegen de functle f(x) nlet 1ocaal 1ntegreerbaar, waarblg

" we ons ter W111e van de eenvoud beperken tot functies met een-niet-
1ntegreerbare 51ngular1te1t in de oorsprong, dan heeft het rechter-
1id van (5. 1) voorlopig alleen betekenis voor testfuncties w(x)e.T
welke in het 1nterval (- &,e) nul ZlJn met & >0 willekeurig kleins
"Lukt het de gevormde functlonaal tot een Voor alle ¢(x)eT continue
v lineéaire- functlonaal Uit te brelden, dan heet de integraal (5.1) ge-
regularlseerd Het Volgende voorbeeld toont dat regularisatie niet
eenduldlg is. Beschouwen we f(x)=1/x dan is

5o [ s [ =20 s 7 2l o

-00 b

voor elke a en b met a <O~=b een regularisatie van

(5.3) fJ—-—————dx

Twee verschlllende regularlsatles vevschlllen bllgkbaar in een delta-
functie (algemeen een op x=0 geconcentreerde distributie).

Onder de zogenaamde kanonische fegularisatie (afgekort k.r. ) van 1/x
verstaan we de reeds in g 3 beSproken functionaal

(5.4) J[GD p(x)= 9 (=x) dx = 1im /‘ Jﬂi—l dx.

0 X £~—>-O [x]>&

Het 1lukt ons aan een grote klasse functles met een 31ngular1te1t in
de oorsprong een kgnonlsche_regularloatle toe~te voegen, waarbij de
volgende regels gelden: |

1. kor. (& f +2g) =o k.r. F+p k.r. g

ar _ 4
2., k.r. -a-sc- = ax k.r. f.
3. k.r, ¢(x)f =c(x) k.r. £ voor elke oneindig vaak dif-

ferentieerbare functie c(x).

We beschouwen hier alleen in x=0 singuliere functies welke
lineair samengesteld zijn uit de standaard-typen

»
X voor X & 0O

A 3
(5.5) =, %&f { A#e1,-2,. ..

0 voor x & 0,




. {0 voor .xx¥O0 . . oo .
Ix|" voor x320,
<5 7) § S ’ X:‘ s i . . n=/‘32.93.7 B e o .

- N IR

Is sJ(x) een. dezer standaard typen dan beperken we ons dus tot func-

ties van het type.awmﬂ."3f

(5.8) o =T (x)s. NN

waarbij Cj( ) een- onelndlg vaak differentieerbare’ functle is. Met de
hieronder te geven kanonische regularisatie van deze §tandaavd—typen

definieren we ’ L
(5.9) koo, £(x) = 7 ¢ (x) k.r. sjj<x), ‘

Men kan vrij gemakkelijk bewljzen, dat de defiﬁiﬁie (5.9) aan‘debgeel
stelde kenmerken voldoet en een eenduildige voorstelling geeft}’

) We gaan. nu over tot de. aangekondlgde vegularlsatle van x:,'quFf,
K R4 -j 1s het een regullere distributie- leferentlatle volgens

N ,
o A1
7 0 Ey

e gm0 REe by
(5.10) . &*
strekt de Bé%éﬁénis'van'ki als distributie uit tot = -waarden voor<
bij -1 met ultzondering van r=-1,-2,... .
Voor -2 < A < =1 is bijvoorbeeld

(5:11) G o) = [ - plolfax + [T plxian + HEL

wéarbij het rechterlid de kanonische regularisatie 1s van
oo = '
(5.12) S %] elx)ax
0

voor A -2, NA-1. - - B IO B
Van ruimer standpunt uit kan de regularisatie van een functle

als X: verkregen worden met behulp van analytlsche voortzettlng
HierbiJ moet het begrip distributie op voor de hand liggende wijze
uitgebreid worden tot een (complexe) analytische functionaal-f(x*x),
waarbij a tot een zeker (complex) gebled A behoort Dlt betekent
niets apders dan dat voor elke testfunctie ( (x x) ( ))een ana-

i

lytische functie van » . in A is. T -

In dit licht bezien is (xx y) een analytlsche functie die voor.
Re x> -1 door (5¢12),gegeven-1s¢ De ‘formule (5. 11) is dus de analy-
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tische voortzetting voor Re A » -2 waarblj A =-1 een gewone pool met
residu ¢(0) is.. |
De algemenere formule welke de voortzettlng tot Re A s -n-1 geeft is

S5 plx)ax - f K { o)~ @(0)x p(0) e om T - ”(o}du
0 & 1) (n- 1)
(2:18) - ) + ja) X W(x yax + i% W( (0)
1 k=] (k—1),(\+K) ;

Met behulp hiervan is de Voortzetting'van‘de'gegeneraliseerde analyti-
A : .
sche functie X, bekend., Tevens vinden,ws_het resultaat:

A

X, is analytisch met uitzondering vanm A=-1,-2,...

_ k-1
Het ‘residu in A=~k is Qj% ; J(k'q)(x),

De verificatie van (5.10) aan de hand van (5.13) zij aan de lezer
overgelaten, ' ' ’

Men zou kunnen trachten door toevoeging van een geschikte factor
welke een analytische functié van » is uit X: een gehele analytlsche
distributie af te leiden. Kiezen we in (5.12) een of andere test-
functie dan is het resultaat i.h.a. een analytlsche functie met polen
in A=-1,-2,... . De keuze m(x):e_ (bijna een testfunctie) leidt
tot een zeer geschikte factor B ’

co R
(5.14) _/ T x™ e Fax = L.

Aldus komen we tot de functionaal x /x ! welke geheel blijkt te zijn,

Een kleine berekenlng toont dat de waarde le A==k (k=1,2,3,.0.) @.V,
is ’

>

.

%
(5.15) =
: L N ==K
Je regularisatie vanka kan-analoog behandeld worden of desgewenst
11t die van x, afgeleid worden aangezien
A A A
5.16) , (=5 ¢(x)) = (x5 ¢(-x)).

‘e vinden het volgendeLresultaat

f

® & 8
- 4

LA . . : ' '
X_+ is analytisch met uitzondering van A =-1,-

Heﬁ regidu in ?xé;ﬁﬁis R J(k 1)(X)
(k-1)!

naloog is x /A' een gehele analytlsche functionaal, waarbij




(5.17) R I

A==k

. A A
Uit X+ en x_
twee nieuwe distributies afleiden

.A !
(5.18) | =] =X:+-Xf

en

(5.19) "

Ix) sgn x = x -x_

+

Uit het voorafgaande volgt, oat }
Het residu bij A=-2k-1 is T-7—»J

. h
Voorts heeft |x] sgn x polen bij A=-2,-4,-6,,..

—ok is - —2  p(Bk=T)ey

(2k-1)!
Een rechtstreekse regularisatie

de strook -n-1<¢<Re A <-n geldt
(¢'¢)

gk¥1

by
LY

?§k>

kan a.v,
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>)(XQ.

kunnen we als even en oneven combinatie de volgende

pOlel’l heeft bij 2\="/‘3-33—5;.oo ®
(%) .

., Het residu bij

worden verkregen, In

A _ A (0/ - - 1 - ( /l)
ii.zo) (x,, ¢) = g x {7\x> ¢(0)-x ¢ ' (0) (n - a1 (0)}ax,
(5.2 (2 9) = [ % fpl0- (0) & x g7 (0)-..- LELL ofo- 1)(0% ax
0 (n=-1)1!
Optelling en aftrekking geeft
(5.22)  (|x]", ¢) j x " g0+ g(-x)-2(9(0)rgrxe" (0)+...) | ax
en
(5.23) ({x\R sgn x, ¢) = éQDxR {?(x)— p(-x)-2(x0'(0)+ é%};¢'”(0ﬁn..%dx

In het bijzonder i1s voor negatief gehele %

2m-2 ’
" (0)1. ..+ ﬁm @(gm'g)(o))}dx
. 2m-
%T GU(O) 4.t z§;_1\! v<2m'1)(o)}dx

vermelden we nog even apart

0 ___&’_(X)" ff("'x) dx
b J

(5.24) (x77",¢) =
O : X'd
= f pey { ACH R —2(0(C)+ 5T
5 . :
en
(5.25) (x72"7,0) -
(0/0] A \
= g X { o(x)~ ¢(-x)-2(x¢' (0)+
De speciale gevallen x™ 1 en x”
(5.26) (x™1, ¢) = /
[e¢)
(5.27) (x7%, ¢) = J




i

Sh Ay

e SR
T SRS

Uit (5.10) en de over*eenkomg,\tlge r'egel voor xk volgt
(5.28) {x = \}Xi sgn x,
en. . . .

(5.29) agi x| sgn x =7\':}¢P\r—’l REERTE S

In het bijzonder geldt voor A =-n

(5.30) n P

H 1
- B [N ) )
4
: . . ; -
’
s .
i -
3.
[ -
; v
&
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§ 6. Convolutie L o T L I LY
De deflnltle van dlStPlbutleS 1n rulmtes met meer dlmenSLes is

volkomen analgogxaan.dlervan.dlstrlbutles van een enkele variabele, -
Als voorbeeld worden distributies in het (x;y) vlak-gedefinieerd als
contlnue 11nealre functl@nalen t.ov. bestfuncties  (x,y) welke on-
elndig vaak part1ee1 differentieerbaar en finiet zijn. De speciale

tegstfuncties

(6.1) ZcJ @3(0) wy(v)
waarblg ?j en ‘V eendimensionale testfuncties zijn: liggen overal
dicht in de testrulmte zodat het voldoende. is de functionaal te kerinen
t.0.v. de klasse testfuncties van het type o¢(x) w(y).

Reguliere distributies van twee veranderllgken worden op de ge-

.

bruikeli jke wijze gedeflnleerd als

(6.2) " (r, <p) jjf(x,y) (p( ,y}dx dy.
Een voorbeeld van een ulngullere dlStPlbutlu_lS de delta-functie

J(x,y) gedeflnleerd als
(6.3 (J <,o>~ff>(0 0) e

Uit eendimensionale dlstrlbutles f(x) en g(x) kan men d.m. vy -
het zogenaamde directe product.een tweedimensionale afleiden f£{x)g(y)
welke t 0.V. Q¢fsng%a1e,testfunct;es‘;'(x)rw(.);gedeflnleerd als .

(6.4) -~ = g (fg,fpv’) (f w)(g,w)

"\ -

Op grond van bovenstaande opmerkln is hiermede ide functlonaal t.0.Ve

alle testfunctles vastgelegd '
_Het dlrecte proauct kan .t.o0.v. een willekeurige testfunctie.

g(x ,y) ook a.v. ‘bepaald wevden

(6.5) (£lx)ely), olx,y)) = (£(x), § (%)),

waarbi j B {
(6.6)" T = s eley)).

Inderdaad,leert een eenvoudige beschouwing dat- - (x) . een testfunctie
Voor de bovenbescho&wde: pccﬁaln Sestfuncties zijn-de definities

(6. 4) en “(6.5) blijkbagr identiek zodat:;ze-ook in de gehele test-
puimte 1dent1ek zijn, In. (6.5) -kan men viteraard de rol van T(x) en

g(y) verwisselen zodat (symboliggh}
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(6.7) ,,f[f(?)g(v?»,?, <p"}(>§,y’)fix dy,=ff(x)dxjg(y> e(x,y)dy = .
S =fely dyff (x). ¢(x,y)ax..

Uit het:bovenstaande volgt de” commutat1V1te1t van het dlrecte pro— |
duct .”De- 885001at1eve elgenschap Van men eveneens VPlJ gemakkellgk
bewijzen.: ¢ .0k T ' et ‘

Als voorbeeld van het directe product is

(6.8) I(x,y) = I(x) I(y).

-Onder de convolutie van twee distfibutiés'f(x) en g(x) verStaét
—-men met enige nader te omschrlgven bepepklngen de dlstrlbutle h(x) B

bepaald door
(6.9) (n,9) —f[f x)g(y fp(Xw)dX ay.

Voor gewone functies f(x) en g(x) die we absoluut integreerbaar in "
(=00 aa) veronderstellen stemt deze deflnltle met de klaSSLeke'

6.46) 7 h(x) = ~/ f)g(x f

overeen. In dat geval is ook h(x) absoluut integreerbaar in (-00,00).
Als bilj functiles schrijven wevde distfibutionélé éonvolutie als
hf%g, . ) . ' o : ) . ’

'De opvatting (6 9) van h als direct” product van f en g t 0. v&,_
de functies @ (x+y) heeft alléen zin als @(x+y) een tweed1mens1onale
testfunctie is. Nu is weliswaar ¢(x) een eendimensionale testfunctie
en dus ¢(x+y) onbeperkt differentieerbaar, maar P(x+y) is niet _
finiet in het (%,y) vlak. Ligt de drager van m(x) levoorbeeld 1n
het interval (-a,a) dan ligt die van (X+y) in de schulne band
-8 < X+y <'a; Alléen wanneer f en/of g zddanig zlgn dat van deze band
alleen een begrensd deel in aanmerking komt heeft de definitie (6 9);
zin., We onderscheiden daartoe de volgende twee geVallen. '

a. De drager van een der factoren is begrensd.
b. De drager van elk van beide factoren is positief (negatief) be-
grensd (bijv. £=0 voor x <a en g=0 voor x <b),

“1'Alleeniin~dezeitWee"gévalleﬁ“zuilen“Wé'de'diétbibutiéﬁéléGCOﬁ; |
volutie definieren. , o
Uit .de: eigenschappen van het directe product volgen, als bij. (
functigsf.de commutativiteit -en ge ass001at1v1te1t van de convolutleo,

::In-het volgende ‘voorbeeld is aan de vooﬁwaarde a voldaan,x

(6.11) I(x) » £(x) = f(X)




oF B

T

Toepassing van (6. 7) op de deflnltle (6 9) geeft een bepallng
van de convolutie als’ herhaalde functlonaal T T W T

(6";1‘2) T "(f‘*g, 99). (f(X) ( (y), ff(3f+X)))

Met behulp van (6. 12) 1e1den we gemakkel k de volgende dlfferentiatle~
r'egel af al o ' T LA Rt LR

(6.13) (f%g) Df*g - £ wDg

1lereerst geldlg voor, D*d/dx en bij ultbreidlng geldlg voor een

tlnu isﬂ d w z 7 o
(6. 14) 1im(fn4eg) = (1lim fn)*fg ‘
onder een der volgende voorwaafden . T R TT I
a De dragers van f zign unlform begrensd i .
b De/ drager van’ g 1s begrehsd, - . \
c De dragers van fn en g 21Jn unlform eenzijdig: begrensd

(




8 7:'Méérdimensionale distributies

”IS%H%fééﬁfniéimenéionéle"%uimte met Cartesische codrdinaten
(xq,xg,...,x ) dan kan men,'zoals in de vorige paragraaf reeds op-
gemerkt is, distributies in R invoeren als continue lineaire func-
tionalen t.o.v, een klasse T van testfuncties @(x Xqs%pseoesXy ) welke
“piniét en onbeperkt partieel differentieerbaar zijn. In het algemeen
zijn de bewerkingen met meerdimensionale distributies voor de hand
liggende ulitbreidingen van die met eendimensionale distributies.

We bespreken daarom hier alleen een paar bewerkingen waarbij nieuwe
facetten aan het licht treden. .. : '

_ Is u een affiene transformatle van R dan wil toepassing van
u dp een functie f(x) (x is nu een vector met n componenten) zeggen
dat

(7.1) u f(x) = f(ugﬁx),
Geeft f(x) aanleiding tot een regullere functlonaal dan 1s:
(uf,9) = (£(u™"x),p(x)) = Ju] [2(y) p(uy)ay = Ful (£(x), plux)),

waarbij Ju| de absolute waarde'vahfae transformatiedeterminaht'is.
Voor distributies kunnen we dus de volgende consistente definitie

van een affiene transformatie geven
(7.2) (£(u™h), p(x)) = | u] (£(x), p(ux)).

Is u een draaiing dan is bovendien |ul} = 1.
Als voorbeeld kunnen we een translatie over een vector h op de

volgende wijze uitvoeren,
ux = x+h, dus

(7.3) (f(x-h), @(x)) = (£(x), e(x+h)}.

De gevolgen van het invoeren van een ander colrdinatenstelsel
bespreken we aan de hand van de overgang in Rg van Cartesische codr-~
dinaten (x,y) op poolcodrdinaten (r,8). De testfuncties ¢(x,y) gaan
over in testfuncties w(r,8) waarbij Osr<wm, 056<2x . Het is
duidelijk dat yw in de hoekvariabele de periodiciteit 2% bezit zodat
bij ©=2w de testfunctie met alle afgeleiden continu bij €=0 aan-
sluit.

Voor «een reguliere functionaal geldt

(f,9) = j}po f(x,y) p(x,y)dx dy = /QDI/ fyvrdrdd = (rf,y).
-00 0 0

In het algemeen dus voor distributies
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(7.%) (f,0) = (rfoy). _
Is f{x,y) = J(X—X ) J(y—y”w“éh dorrespondééft met (x ,yo) in Cap-
tesische coordlnaten (PO, ) in poolcodrdinaten zodat ’
p(x O,y ) 'w(ro,e ) dan volgt uit (7.4) :

(f,9) = p(x,,v,) = ‘V(PO,G ) = (Pf 8

zodat in poolcobrdinaten de functionaal bepaald is door
-1

r- ¥(r-r,) g(e-eo) d.w.z.

(7.5) 0 d(xerg) Ayy,) = o= I (r-r ) I(e-8,).

r
(O

In het uit zonderlngsgeval X =Y, O is eenvoudiger

(7.6) I(x) 7(¥) = mz J(r)

In'drieﬂaimensiesvis_analoog‘~ o

(7.7 Ca(x) A(y) I(z) = Ly I(r).
e - by

Zoals bekend is in R3 de functie r“q de potentiaal van een
puntladlng in de .00rsSprong . Ve, zullen in verband hiermee bew1gzen

dat in dlstrlbutlonele zin

(7.8) A de b (x,y,2),
waarbij o0 o o
A9 R, @
2 2

2x° 25" 2z

sIS‘¢'éeﬁ’Willekeufige testfunctie dan is (7 8) aequiVélent'met_
1 T

(7.9) ' (& P L) = =lbn 9(0).

Voor het linkerlid van (7 9) kunnen we schrlJven
1 _ A s
G en) =Jff 4 ov - n IS A2 o

Volgenu de stelllng van Green 10

JCG[ ~4£ dv ch o¢ 1 ds + Jﬂ[ §L

"sl_.x
=y
)]

i

i

r»é =g or T

o(1) - J% J6/¢ ds —+ -l ¢(0),
r==c

waaruit de bewering (7.9) onmiddellijk volgt.
Als voorbeeld van regularisering beschouwen we de functie rh
in Rn’ Voor Re A » -n geeft deze functie de reguliere functionaal
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. A oA
(7.10) o (PA,Q) =h[vr p(x)ax. B
;VOefenjwe'hieriﬁ bolcodrdinaten in waarbij d£l het oppervlakteelé-

ment van de eenheidsbol is, dan is
> 00 . _
(r ,9) = [ {kaxkdél}“Pn o,
o L 2

Schrijven we R - _ -

f¢@Q¢n n.s@(rh

waarbij JL ae oppervlakte van de eenheldsbol en SW (r) het geﬁiddélde
‘van  @(x) op de ‘bol om de oorsprong met straal r, dan is

(7.11) C(rhg) = o j"v”+““1s (r)dr.
. o) , P

We kunnen vrij gemakkelijk'éahtohen dat Sy(r)Vopgevat kanrwdrden als
een even testfunctie in -0 < r <00 . De regularisering van PZ kan

derhalve teruggebracht worden tot de in § 5 besproken regularisering
van x: (zie 5.13). We vinden dus dat r" een analytische functionaal
is met polen in » =-n-2k (%=0,1,2,...). Het residu in A=-n-2k is .
{Ln

S (er)re " ,
kunnen we als in § buit r een gehele analytische functionaal af-

daarbij —1_ Sgk)(r) Door toevoeging van een geschikte factor

leiden, Daartoe kiezen we =
2?“
(7.12) .

2, I (sn z}

De waarde van deze functionaal voor A =-n is dan precLes d(xq,xg,,,,,x ).
Ook voor meerdimensionale distributies kunnen we het "direct

product”'lnvoeren en vervolgens voor twee n- dlmen31onale distributies

de "convolutie" definié&ren als

(7.13) (feg, ) = (¢ <x>g<y> (x+y>).,

met soortgelijke beperklngen 8lo in het eendlmen81ona10 peval .
Als voorbeeld hiervan kunnen we de potentlaal van een massaverdeling
/‘(xqﬁxgsx3) eenvoudig schrijven als S ‘ ' '

(7.1%) e =

e
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8 8;’Difféfeﬁtiaalvergelijkingen

‘In § 3 hebben we al gezien dat de eenvoudigste differentiaal-

vergell jking

ar .
(8.1) = =0 | |
als oplossing slechts dé\cbhstantei(distribﬁtie) toelaat. De iets
moeili jkere o '
(802) a—i— J(X)

heeft de particuliere oplossing £=6(x) en de algemene f=6(x)+C.
Vervangen we het rechterlid van (8.2) door een willekeurige distri-
butie h(x) dan kan de oplossing met behulp van die van (8.2), nml.
©(x), onmiddellijk neergeschreven worden als de convolubie

(8.3) f(x) = 6(x) «h(x).
Immers is volgens (6.13) en (6.11) |

2L (x) wn(x) 2';(;{)“(}:) = h(x).

Algemener kan de oplossing van
d ye o e
waarbij P een polynoom met constante co&fficiénten is, afge;eid

worden uit de kennis van-de oplossing g(k) van de eenvoudiger ver-
gelljking : D P

(8.5) P(L)g = I(x).
Men -heeft dan -
(8.6) £(x) = g(x)% h(x).

We beschouwen vervolgens de lineaire warmtevergelijking
(8.7) L %% |
I o g [

VOoOr -00 <X <00, 0<¢t ebo.
Het 1is bekend dat hieraan voor t >0 de oplossing

2
8.8) - def _ 1 o xZ
(8.8) g(x,t) 2V§%»GX?,”_4t

voldoet.

Aangezien voor een willekeurige testfunctie




00 00 2
o - 1 -y I
lim g(x,t) o(x)dx = 1lim - e ” o(2y Vz)oy =
f >0 —go S R -a{:' o
‘ = ?(O)y
is (8.8) de oplossing met de beginvoorwaarde
(8.9) g(x,0) = J(x).
, De oplossing van (8.7) met de beginvoorwaarde
(8.10) - - T(x,0) =nu(x),
waarbij u(x) een willekeurige (finiete) distributie is, is dan
(8‘11) T(X:t) = g(xﬁt)* /%(X)‘

Uit de ‘continuiteit (6.14) van de convolutie volgt namelijk

2T 2g -
3t - 5t <
terwijl ' 32T 32g o
B e %/Uv
3%°  2x° |

zodat (8.11) aan (8.7) voldoet. De beginvoorwaarde (8.10) verifieert
men gemakkelijk. ‘ | '
Op een soortgelijke wijze kan men de golfvergelijking

2
(8.12) 2—%-: 2—%., -0 X<00, O<t<oo
2% 2t : s

behandelen, L .. - _
De oplOsSing'van'hét probleem van Cauchy, d.w.z. een oplossging te
vinden met de beginvoorwaarde

(8.13) u=u_(x) %% = uq(x) voor t=0,

kan men terugbrengen tot die van het vinden van een soort Greéeen'se -
functie g(x,t) met de beginvoorwaarden

(8“14) g(X,O) = 0, ii;g£X£é) = ;<¥); S S

Men verifieert gemakkelijk da

t
(8.15) g(x,6) = 4
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‘De oplossing van (8.12) met (8.13) is dan
- (8.16) u(x,t) = g(x,t)x:uq(x) t g(x t) % u (x),

of uitgeschreven (formule van d'Alembert) .
. Cox+t
(8.17) u(x,t) = %{ (x+t)+u (x- t)} + 5 “ft u1(§)d;
N K-

Tenslotte beschouwen we een generallsatle van de vergelijking
van Poisson (zie 7.8). Het probleem is een’op10831ng te vinden van

L | 2 2 2\ _
(8.18) L<5§;” 555 sevss axn)u = - J(xq,xg,...,xn),

waarbij L een homogene elliptische lineaire operator van de orde 2m
is, d.w.z. een operator waarbij L{ w 1,032,.°,,ua ) een homogene veel-
term is die voor alle waarden van de :wJ positief is, met ultzonde—
ring slechts voor W= Wy= .= wn=o, » ‘

We handelen als volgt. Gebruikmakend van (7.12) vervangen we
(8.18) door

N ) 2 7\
(8019) CLu = — el
| ST (Znikn)

waarbij achteraf weert‘h=~n,gésteld zal worden.
Het rechterlid van (8.19) kﬁnhen we in vlakke. golven ontw1kkelen,

d.w.z, we stellen .
(8.20) v ?6[‘ W, x1+-w2x2ﬁ..,+aah Lo S REE R ,

waaﬁbij-oyeg de eenheidsbol w12+ w22+..°+-w 2~1 gelntegreerd wordt
Aapgeziéﬁ-hebjrechteflid van (8.20) symmetrisch in de variabelen X

is kan de constante C bepaald worden door X =Xp=...=x, =0 en x =r te
stellen, dus__ -
Cj]w . L L E
In hypersferlsche hoekvarlabelen (6 ngﬂ}ﬁeh;ﬁ) is )
wnﬁfrc?§'6nf1’(en Cenrﬂégln'en%ﬂcos Onop2
W, = sin anjfgn.e 0208 6,3 enz.,
en ' i ‘4o =sin""% an

n--1 n-1-

waarblj dﬁQ.n_1 het oppervlakteelement van de nfdimehsionale eenheids-

bol is., Dan is

. 7" - Coa
_J[mLaJn} dia= 2.9
£

s o - e :
f sin""%& cos™ © de= . 1B(%n¢%,%i+§);

..’]O
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Aangezien 0 _ 1-21v2n—2/ r(in-3) is tenslotte

8. o L P(zh+“n>
(8.21) v 27f2n 2 P (sn+5)

Combinatie van (8.19), (8,20)'en (8.21) geeft

o PEnss) | | 2

(8.22) Lu= - - 2 - J()“HX1+“f2X2 ...+@An 0 asn .
: ont PEasd) L

De overeenkomstige vergelijking met in het rechterlid een enkele

vlakke golf ' '

(8.23) Lu=ly],
waarbij | |
(8.24) ' % = wqx1+402x2+.,,+¥w X,

kunnen we gemakkellgk oplossen,. Stellen we u=v ?) dan volgt ult
(8.23)

gm A
(8.25) L gseees @) S v(g) = 11
zodat “ '§~ . om N .
8.26 = i {%S nr m, ¢ i :
( 2v) v(%) L(cuq,,.@,wn) { (a+1)...(a+2m) ¥ P(??};

waarbij P(?) een veelterm van hoogstens de graad 2m-1 is.

Uit (8.22) volgt daarmee de algemene oplossing
A+2m

o (Ll b X +. ,,+—w ]
8.2 : 3Ky e e X)) = = I (Zn+d) ‘ 11 n’n FP(E)
‘ 7?,:_g<%1 *2 *n?¢,», o [(32+%) j’{ (n+1).,4m+2m) ‘fxg’}

. do
L( q,..,,u%)

Hierin moeten we tens1otte ce lvmletovergang h-me»—n ultvoeren.

Het is noodzakelijk verschlllende gevallen te onderschelden

a 2m>n en n oneven, : E

Voor A -+ -n volgt ult (8.27) zonder meer de particuliere oplossing

ekl ‘ 2m-n

v . s , S (_1).2 _— \wqx4+ e X

(\8,28) u = n-/l / dao .
4(2w)"" (2m-n)! g L(wq,“,,wn)

b 2mzn-<en n even. ,
Teneinde de llmletovergang te kunnen uitvoeren moet een passende
term van P( ?) toegevoegd worden om de pool bij A=-n op te heffen,

We vinden dan : . - S S
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n
(8 29) '(—1)§ j’ (w qu...+ n 2m nln}w1x1+,,,+a;xn‘d£l
° u = e i - D
(27':)2“ ("2m-n) ' Q S L( /]3 o 3'031,])

¢ 2m<n enn oneven

We maken gebrulk van hec feit-dat-

"EW'A+2m' n 1

P (2 7\+—2 ) - 7«,‘=_’_‘n‘_(, - (1’1—21’1’1—1) roo R ‘

Dan 1s

' n+1
(8.30) u: ﬁ:ﬂl_,___,][ J(n ~om- 1>(w Kb oot X ) : dSZ 0

2(27*:)ﬂ/l L(ou,]j,,_,w )

d 2m<n €n n even

Nu is M |
T{En2) "a=-n F(L-5n)
en dus |
(8.31) u = ( 1)2n+1(n 2m- 1 J/ o L i-N+2m dSL.
(EW : 2 1,,..,as)

We kunnen gemakkelijk bewijzen dat in alle gevallen de gevon-
den oplossing u(xq,xz,,.,,xn) een .gewone functie is met het volgende, -

gedrag in de oorsprong \
als n oneven is of B

0 (PEm-n) ‘ :
als n even 1s-en 2m< n,
u = ,
0 (r em- nln r) als n even is en-2mz'n.
: R - o | 52 S 2 ym
Voorbeeld . s L= (4——§-+..°+-—~—7§)
- K 9X
1 n
e r,Em-n e S als om o
u=20C . . m < n,
en-als 2mzn, - n oneven;
2m-n . L o
u=_C.r In|r| - als 2mzn, n even.
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Blgeenkomst op. vrijdag 24 maavt
Spreker P.C. Baayen

8 9. De volledigheid van de ruimte der distributies

Reeds in g 4 is vermeld dat de ruimte der gegeneraliseerde
functies volledig is. D.w.z. als een,rij f de eigenschap-heeft, dat
voor ledere toetsfunctie ¢ de limiet llmOO( s9) = f(p) bestaat,
dan is ook f een gegenerallseerde functle, en f -e»f in distribu-
tionele zin.

" Van deze belangrlgke stelllng zullen we nu een berJS schetsen,
Om te beginnen is het duldelle dat f(¢) llnealr is., We behoeven dus
alleen de continuiteit aan te tonen: als @n-9-0, dan f(@n)—~% 0.
Welnu, neem eens aan dat er een rij wnma-O in T is waarvoor niet
f(mn)’“%o. Het is eenvoudig in te zien dat dan voor zekere ¢ >0 en
voor een geschikte deelrij van de rij Py - die we gemakshalye maar
weer met ¢, aangeven - geldt ‘ ' o

‘f(@n ‘a.c >0;

f e, (k) x){ fvoor~O$LcSn, .
Als wh(x) = . (x), dan zal ook nog ¥, (X)**+ 0 in T; en dus
geldt, voor iedere k, '
(9.1 (fwy) 0.

Maar bovendien geldt nog
(9.2) f(y,)—r @,
en dit, gecombineerd met (9.1), maakt het mogelijk éen deelri] yré

van de rij 'Wn, en een deelri] fé van de rij fn te kiezen, zodat
voor alle n N

(9.3) | | (£ \/f'){‘ ;1—1-{-3150 < ksn-1;
(9:4) S dstvpds Tty e,

Als tenslotte w(x) i?'w' (x), dan is ¥ e T, en uit (9.3) en (9.%4)
volgt dat voor alle n

} ‘(fr')’ ‘}/)) > n-1,

zodat lim (fé v) = ©, in strijd met 1im (f!,w) = f(y). Dus
n —s 00 N~y -
f(¢) is inderdaad ook continu, m.a.w. £ is een gegeneraliseerde

functie. De volledigheidsstelling is daarmee bewezen,




g 10. Afhankelijkheid van een parameter

Stel A is een verzameling regle of complexe getallen, en stel
aan ledere AeA is een gegenenallseerde functie fn toegevoegd. Het
ligt voor de hand om te zeggen oat f ~continu 1s in A als voor

iedere &N\ geldt

(10.1) - K%i?x'\rxt:;'fKOf° 
'Dat fﬁ cohtinu afhangt van n betekent dus, dat voor iedere
toetsfunctie ¢ de functie (f%,v¢) een gewone continue functie van A
is, . . TR '
WVanneer zal het nu mogelijk zijn f% in een verdichtingspunt
%b van A, waar £, nog niet gedefinieerd is, continu voorﬁ te zet-
ten? In ieder geval zal dan iedere functie (f%, ¢) (peT) in A, con-
tinu voortgezet moeten kunnen worden., Uit de volledigheid van de
ruimte der distributies (§ 9) kunnen we echter afleiden dat deze
voorwaarde ook voldoende is: ' B ' .
Continue voortzetting van ﬂA*ih LN is preciésfdah'mogélijk;

‘als voor iedere ¢&T de’fuhctié'(f\;'@)'cohtinu voortgezet
kan worden in Xo’i' '

Immers, voor vaste @ bestaat dan, voor A -~>?A o2 de limiet van (fg, v),
en als we deze llmlet aangeven met (£ a3 ¢) dan is f% weer een ge-
generallseerde funotle, volgens de vol?eolgheldsstelllng, en boven-
dien geldt dan (10.1).

- Evenals voor rijen f_ geldt voor gegeneraliseerde:fﬁﬁdtiés,fh
die van een continue parameter » afhangehn;: -
(10.2) als f (x)—1f, (,;) dan f{"(x)'ﬁfg (x).

| R o . ‘”O v’

Als dus fx continu van & afhanbtj dan geldt hetzelfde voor f{,

Aks f “continu afhangt van ?x"\dan kan men naar A integreren,
Als bijv, f eén rectificeerbare kromme is in A, dan kan men
J‘f da oeflnleren door

(10.3) /f an, o) = ] (x  pan .
P r
Eeh?%hdere‘methodeg die.aansluit bij de 1nvoering van de inte-
graal voor gewone functies,is, de kromme f ue veroelen, door deel-

punten ?b’ Wq,,,., A s en ‘tel beschouwen'
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n ’ .
(10.4) | s, = ;Z; £ B2y SR

J

iDaﬁkis:sh eén'gegéheraliseerde functie, en voor alle ¢ &T is
(10.5) B I Z (f, ', p)an.

Als nu max %&'hl ~s O, dan gaat het rechterlid van (10.5) over in
(f p)da , voor iedere ¢ . Dat betekent dat 5, overgaat in een ge-
generallseerde functie, die we per definitie J[f aA noemen, en die
dan blijkbaar voldoet aan (10.3). (We gebru1keg hier weer de volledig-
heid van de verzameling der gegeneraliseerde functies!). ‘

Indien voor zekere hbef& R o
: ) ' f~ ""f:;\ ‘ : -
(10.6) - 1im =2

— AN -~RA
A >KO ’ o

bestaat"éulien'we natuurlijk zeggen dat f bdifferentieerbaar~is‘
naar A voor A= X . I% dlt het geval voor alle 7~6.A, dan krijgen

3
we zZo een afgelelde -2 0ok dlfferentleerbaarheld van gegenerali-

RN
seerde functles f“ is te herleiden tot differentieerbaarheid van ge-

wone functies:
Dan en slechts dan is f_ differentieerbaar voor ’7!~"=%~O,i
als voor iedere ¢ eT geldt: (fﬂ, @) is differéntieer—
baar voor A=A, ' R

In één rlchtlng is dlt duldellgk als. f differentieerbaar is, dan
zijn alle (fm’ ¢) 01fferent1eerbaar, Is omgekeerd het laatste het ge-
val, dan bestaat voor iedere peT de limiet van

(fis W)“f(163}W) f fﬁo

(10.7) - = : s
| . _x_mo‘; : ‘ A~m)
VOoor A ~»?A ,fenfdus kan, volgens het voorgaande, de gegeneraliseerde
functie .. —-—~Q-cont1nu voortgezet worden tot A= % . D.W.2Z, er is
o er.
o} f - ,
L%_fmo

een gegeneraliseerde functie g, die de limiet is van voor

o
7\~>AO. Dus f_ is differentieerbaar. °

Men kan onmiddellijk nagaan, dat met f (X) ook g% fﬂ(x) differen-
tieerhaar is en dat '

(10.8) 22 <x>"’.="f'—f*"—.—5% £ (x).




GF 35

Als A een dOmpieXeipabametef is, en £, is differenticerbaar
naar A , dan zeggen we ook dat f analytisch is in A . Volgens het -

bovenstaande 1sﬂf“ dan en slechts dan analytlsch ais alle (f o P )
gewone analytische functies zijn. Uit deze mogellgkhela, om het ge~
drag van f% te herleiden tot het gedrag van gewone fun%tles, volgt

f— bestaan,; .

Onmiddellijk dat voor analytische fm( alle afgelelden .
en dat in een omgeving van een waarde hoa AN een Taylof ontwikke-

ling geldt:
| o J?fag o 2° £
(10.9) = Ia, v (%) 53 4 Y _;;\_2_&1 Foee

Vendgrtkqn fﬁ, analytisch voortgezet worden door de (f N @) afzon-
derlijk analytisch voort te zetten. Op deze w1gze.kunnen de meeste
klassieke. resultaten uit de fuhotiethébfie overgebfécht'wowden naar.
gegeneraliseerde functies. ’ '

, Als voorbeeld van een Taylorreeks 213 vermeld oe ontWLKKellng
van }x] in een regulier punt AO:‘

(10.10) x| = ]x]

In deze ultdrukklng treden nieuwe gegenerallseerde functles op
van het tyoe ' ' o

(10.11) §X§7\10gm!}<l

Desgewenst kan men deze beschbuweh als gedefinieerd door de ontwik-
keling (10.10).
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§'41@ Locale beschrijving van gegeneraliseerde functies

~Dé gegenerallseerde functies zijn ingevoerd als continue line-
aire functionalen, d.w.z: z;j worden bepaald door de waarden (f, w)
voor zekere'toetsfunctles wb Die toetsfuncties zijn altijd finiet,
ze-ziljn nul buiten een begrensd gebled Maar een begrensd'gebied kan
nog vervelend groot ZlJn, en in de practijk zal men het dan 1i.h. ab
niet in zijn- geheel aanoakken maar het overdekken met een aannal
(kleine) waarnemingsgebiedjes. '

De vraag rijst dan, of we uit dergellee locale waarnemingen
de gegeneraliseerde functie £ wel in zijn geheel kunnen bepalen.
Wat voor waarde zullen we moeten toekennen aan (f,¢) waarbij ¢ een
heel grote drager heeft, als we om te beginnen alleen waarden
(f,¢i) kennen, voor toetsfuncties ¢, die elk identiek nul, zijn bui-
ten een klein waarnemingsgebied? '

We zullen deze vraag kunnen beantwoorden als we in staat zijn
een willekeurige ¢ te schrijven als lineaire combinatie van de 2

(11.1) p(x) = 0 ey(x).

En dit blijkt inderdaad mogelljk'-

Daartoe merken we eerst op, dat 1edere continue functie f(x)
benaderd kan worden door oneindig vaak differentieerbare functles‘
fJ(X)° Neem maar, voor iedere ¢ > O, een toetsfunctie ¢ (x) met de

eigenschappen

(11.2) @J(x) =0 als |x/|» J

(11.3) [ o, (x)ax = 1.

Als dan

(11.4) £o(x) = (fxg,) ) = [1(y) 9 , (x=y)ay,

dan zijn de functies f; oneindig vaak differentieerbaar, en
fg(x)~»»f(x) voor J - 0, zelfs uniform op ieder begrensd interval.
Bovendien merken we op: als f(x) finiet is, dan zijn ook alle f;(x)
finiet,.

Een gevolg is, dat blj een gegeven begrensde gesloten verzame-
ling F, die bevat is in een open verzameling U, altijd een toetsfunc-
tie ¢ beséaat, die 1 is op F en O buiten U, en die alleen waarden
tussen O en 1 aanneemt.

Stel nu de ruimte overdekt door een rij waarnemingsgebieden

Uﬂ’U2’U3”"’ die alle begrensd zijn, en open. Bovendien nemen we
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aan dat deze overdekklng van de ruimte locaal eindig is, d.w, Z, dat

- leder Dunt een omgeving heeft die slechts eindig veel U snlgdt,_b
v

/{5V2’ 3091:
die samen de Pulmte overdekken, met de elgenschap dat steeds V < U

Dan construeren we eerst een nieuwe rij open gebleden v

-Volgens het voorgaande is .erdan voor ledere n een toetsfunctlc i (x),
‘die alleen waarden tussen O en 1 aanneemt, en die 1 is in V en O
buiten U. De reeks,

W‘” o p(x) = ’}E‘f@pﬁ(x)

is dan -in een omgev1ng van 1eder ount x 1n feite een eindige som,
omdat ieder punt X een omgev1np heeft die slechts eindig veel U
snijdt. Dus niet alleen convergeert de reeks in (11.5) overal, boven-
dien is do-somfunctle ' (X) weer wlllekeurlw vaak differenticérbaar.
Omdat iedere % in een: V 11bt zodap; @n(x) = 1, is ook @ (x)#0 voopU
alle x, en we mogen deflnlereno oo '
(11.6) g <-x>-=m :

p(x)

De functies «n(x)'zijh dan toétsfﬁncﬁies, met de eigenschappen,. .
dat steeds de drager van « (x) bevat is in Un; dat leder punt xJegn
omgeving heeft waar slechts elndlg veel & (x){niut identiek nul
zijn; terwijl tenslotte, voor iedere x, : |

4 : Q0 . o

Men zegt wel dat de functies an(x) een partitie van de eenheid vormen.

Als onmiddellijk gevolg hebben we de volgewﬁe stelling:
Alsurp(x) een w111ekeur1ge coe csfunctie is, en de begrensde

gebieden Uq:UQ,UB,... vormen een locaal eindige overdekking
van de -ruimte, oan kunnen we bChPlJVGﬂ
o ' ,- . —_ 00 R
(11.8) ' ' p(x) = Z% p (x),
Ne=

waarbij voor iledere n de drager van. @ﬁ(x):bevat.is in U, .

Ten bewijze behoeft alleen opgemerkt te worden, dat
. o0

(11.9) p(x) = 7« (x) o(x),

en dat de drager van an( x)+ ¢(x) bevat is in [
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We zijn nu ook in staat de vraag die in het begin van deze §
gésteld'is, voilédig”tefbééﬁﬁwoorden, Stel ileder punt x_ heeft een
omgeving U(xO) waarop een continue lineaire functionaal (f, ¢) be-

paald is; d.w.z. de waarden (f, ¢) ziljn bekend voor toetsfunctiles
¢ (x) die hul zijnfbuiten,U(Xo), Neem ook nog aan dat deze waarden
-{f, ¢) niet van het punt x, afhangen: als @ (x) ook nul is buiten
een omgeving U(yo) van een ander punt y_, dan moeten we langs deze
weg dezelfde waarde (f, @) vinden, als uitgaande van X, en U(XO),v

Onder deze voorwaarden kunnen we op één en slechts ‘én wijze f
uitbreiden tot een gegeneraliseerde functie die voor alle toetsfuncties
gedefinieerd is. Want het is mogelijk, gebruikmakend van de over-

dekkingsstelling van Heine-Borel, de ruimte te bverdekken met eindig
veelzbegfénsde omgevingen U(x )=U_ (n=1,2,3,...) zo, dat ieder punt
X een omgeving heeft die slechts eindig veel Un snijdt,_Bij deze over-
dekking bestaan toetsfuncties mn(x), die een partitie van de eenheid
vormen. Als we nu een willekeurige toetsfunctie ¢ (x) schrijven als

(11.10) p(x) = 32 go(x), et gy(x) = e (x): plx)

dan blijkt door
(11.11) (£, ¢) = Zq (f,9,)
n= ~

een continue lineaire functionaal gedefinieerd te zijn, die een voort-
zetting is van de gegeven 1ocale-functiéﬁalen; kennelijk is f door
(11.11) ook ondubbelzinnig vastgelegd.,

7o is het mégélijk gebleken, ult een locale beschrijving een
gegeneraliseerde functie globaal op te pouwen. Er volgt nu bijv., on-
middellijk, dat een gegeneraliseerde functie f met de eigenschap dat
ieder punt een omgeving heeft waarin £ nul is, noodzakelijk de nul-
distributie is. En twee distributies, die overeenstemmen in een om-
geving van elk punt, moeten samenvallen, '

Uit de locale beschrijving volgt ook onmiddellijk: als # een
toetsfunctie is, die nul is in een omgeving van de dragef van een
gegeven distributief, dan is (f,9)=0.

&




GF 39

E

8 12°_Geééqeféiiséerde.funoties_als limieten of als afgeleiden van

gewone functies

In het voorgaande zijn de distributies‘ingevoebd als cdntinues
lineaire functionalen over een ruimte van toétsfundties,’MaaP de ge-
generaliseerde functies kunnen ook langs andere weg verkregen worden
Eén methode (uitgéWebkt door Mikusinski, en ook gebruikt in het boek-
Jje van Lighthill) gaat ult van rijen van gewone 1ocaal~ihtégreerbare
functié . Een dergelijke rij f_ (X) wordt dan een fundaméntaalrij ge-
noemd als voor iedere toetsfunctle p(x) de getallénpij‘(fn; ) con-
vergeert; en ledere fundamentaalri] wordt geacht een gegeneraliseerde
functie te bepalen. Strikt genbmeﬁ is in deze opzét een gegenerali-
seerde functie een klasse van aequivaiente fundamentaalrijen van geé
wone functies. Deze methode is dus analoog aan de opbouw van de reéle
getallen volgens Cantor, waarblj leder re€el getal een klasge van |

aequivalente fundamentaalrijen van rationale- getallen is,
Dat deze methode inderdaad succes heeft, wordt gewaarborgd door
de volgende belangrijke stelling:. o ' ‘
Iedere distributie £ is limiet (in distributionele zin) van g 
een rij regullere distributies f (x). Zelfs kunnen voor oe o

functies fn(x) toetsfuncties worden gekozen.

Deze stelling zullen we nu bewijzen.

ZiJ @n(x) een rij toetsfuhéties die convergeert naar de J-
functie. Omdat de dragers der @n(x) uniform begrensd zijn, geldt
(zie: 6,14)

(12.1) g T o 5wt

En volgens 6,11 15 &af = f. I .

'Als’: (x) een toetsfunctle 1s,:en f is een willekeurige gegene~'
rallseerde funct_;, dan is de dlstrlbutle o % regulier; en wel is’
® % I de functle (£(y), 'm(key».‘lmmersj als ¢(x) een willekeurige
toetsfunctle is, dan 1s - | '

1

(£(9), (x(2), o(x43))=(£(3), [alx) p(xey)dn) =
(£(5), f&(x-y) plx)dx)= j(f(y> x(x-3)) 9(x)ax.

A

(12,2)_- (ma«f, @)-

De laatsfe stap in (12.2) kunnen we rechtvaarulgen door de 1ncegraal

te benaderen door Riemannse sommén. Voorts is eenvoudlg in te zien.dat
de functie (f(y),a(x-y)) continu, en zelfs onelndlg vaak. differentieer-
baar is. I.h.b. zijn dus'de distributies ¢n~ef uit (12 1) alle regu-
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lier, en zij zijn zelfs oneindig vaak differentieerbare functies.
Zij zijn misschien nog geen toetsfunctiles, want ze behoeven niet
finiet te zijn. Maar dat is eenvoudig te verhelpen.

Iaten we de functie @n%'kaprtheidshalve aangeven met 8,5 we weten

dat,-in distributionele zin, g —» f; ofwel
(&, s @) = (f,9), voor alle toetsfunctlesAéi.

'Zij nu Yo (x), voor iedere n, een'toetsfunctie meb-&*(x)~1 als
Ix1 < n en y (x)=0 als | x} > 2n. Iedere toetsfunctie ¢ is finiet, en
dus is V- 9=9 zodra n groot_genoeg is. Dug geldt

(¥ -8s #) = (Bys Wy @) =
(12.3) =b(gn, @) als nAgrdot genoeg
| —> (f,0). Lo e
M.a.w. de toetsfunctles f ( )= wh(x).gn(x) convergeren, als distri-

buties beschouwd, naar f.

Een geheel ander verband tussen gegeneraliseerde en gewone
functies is het volgende: ledere gegenerallseerde functie is, in
ieder geval locaal, een distributie:afgeleide (van zekere orde) van
een gewoné functie.

Alsvorens dit te kunnen beuijzen moeten we eerst een paar hulp-
resultaten afleiden, Het eerste resultaat is a.h.w. een verscherping
van de continuiteitselgenschapen van distributies.

Een distributie f is per definitie continu op de ruimte T van
alle toetsfuncties; d.w.z. als ¢,—0 in T, dan zal (f,mn)«a-o. Maar

het is natuurlijk denkbaar dat er rijen ¢ _ zijn, waarvoor (f,wn)~+-0;

zonder dat de rij ¢, convergeert in T. DeneiS' ?y ~»0 in T, is im-
mers nogal zwaar, eigenlijk zelfs een samenvattlng van onelnd¢g veel
voorwaarden: er is een begrensd interval K waarbulten alle P (x)=0;
de rij .%n convergeert uniform naar 0; de rlJ’f@n‘(X) convergeert
uniform naar 0; de rij: @n "(x) convergeert uniform naaf O etc, Er
bllet nu dat we met slechts eindig veel voorwaarden kunnen volstaan
zodra we de gegeneraliseerde functie f en het begrensde interval K
vast houden: TS e | _ ,f:

Zij f een vaste‘gegeheraliseerde functie, en K een vast

begrensd interval. Dan bestaat er een geheel getal rx O

(dat alleen van f en ‘van K afhangu) zodanig, dat voor

iedere rij toetsfuncties ¢ met de eigenschappen:
@n(x) 0 buiten X, en ¢ (r)
(£,9,)~+0.

n
(x )~e~O uniform, geldt:




Dit zullen we nu bewijzen. o
Stel zo n r bestaat niet., Voor k=0,1,2,... bestaat er dan een

flJi?k ﬁ van uQQUSfUBCtleS}.Hul buiten K, met

2

(£

(12.4)y ék% (X)-w%O voor n -+ o0, uniform in x;
(12.5) (f’¢k,n) >, voor alle k,n.

Uit (12.4) volgt dat ook @k(
alS 12031)2;,,‘,,1’"—-1.
We construeren nu een nileuwe rij toetsfunctiesg'$%(x) als

n)(x).mﬁo VOOr N — 00, unlform in x,

volgt: zij

x = 4
(12.6) v (%) Pk,nk(X),
waarbij'hk 7o groot gekozén is dat voor alle x € K
(12.7) \ k(;) (x) | < % (1=0,1,...,k).

Dah;ié yn'eepffijfwaarvoor,geldt: ‘Fn(x)gd'o in T. Dus zal
(£,¥,) ~»0. Maar dit is in begenspraak met (12.5).

Het twecde PeSultéatrdat we nodig hebben is de beroemde repre-
sentatiestelling van Riesz voor lineaire funct ionalen, Deze stelling

betreft lineaire functionalen over de lineaire ruimte C van alle
continue functies op een begrensd interval, zeg het eenheidsinterval
[O 1:} Een dergelijke lineaire functionaal F heet continu als
(qn) » 0 voor iedere rij functies ‘mn(x) uit C die uniform naar O
convergeert. Nc kennen reeds vele continue functionalen op C, nl.

de toevoegingen
o
(12.8) 0 —(f,9) = [ £(x) e(x)dx,
. ¢ '
waarbij f(x) een locaal ihtegréérbépe functie is. Andere voorbeelden
zijn de Stieltjes-integralen e E '

-

i

(12.9) ?-4%64 w(x)dg(x),

waarbij g(x) een functie van begrensde variatie is., De stelling ivan
Riesz nu zegt dat alle continue lineaire functionalen op C van dit

tyrne 21Jn,

Iedere continue: 1u;e51re Puncc¢ondal F op C is te schrijven

als een Stieltjes-integraal, D.w.z. er is een functie g(x),

van begrensde varilatie, zodatuvogﬁ;iedere functie op el
geldt: N I
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1
P(g) = g o(x)dg(x).

Een eenvoudig bewijs van deze stelling is o.a., te vinden in het
boek~vaanjusternik'eh Soboiev, Elemente der Funktionalanalysis.

Nu zijn we in staat de\éangekondigde stelling over het ver-
band tussen gegeneraliseerde functies, en distributie-afgeleiden
van geworne functies, te bewijzen: | o

Als  een gegeven gegeneraliseefde functie is, en K 1is

een vast hegrensd interval, danvbestaanfer-éen geheel

getal $ %0, en een continue functie g(x), zodanig, dat

voor iedere @(x) met drager binnen K geldt’

o a5
(/IQ,,’IO) (f‘ﬂ(/’) :(—-—S_‘ kK CP}s
s ’ dx -/
vaarbij met d % deidistributie-afgeleide wordt bedoeld.
Bewijs.

Volgens ons eerste hulpresultaat is er éen rz O zodanig dat
voor functies ¢ (xz) met dragers in K uit @n(r)(x)éﬁ—ogyuniform
op K, reeds volgt (f,¢n)wa'0;_Alle functies y(x)=‘¢(r)(x);'met

@ (x)=0 buiten K, vormen een lineaire rulmte, en wel een deelruimte
van de ruimte C van alle continue functies'dp K. Door

(20 Rly) = (£.9)

is blijkbaar op de ruimte van alle vw(x)= y(r)(x) een continue
lineaire functionaal gedefinieerd, die we kunnen voortzetten tot
de hele ruimte C. Maar volgens de stelling van Riesz is er dan
ook een functie h(x), van begrensde variatie, zodat voor iedere

op K continue functie w(x)

(12.12) S F() =/ w(x)dh(x).
Door parti&le integratie volgt dat
(12.13) Fly) = - f k(x) y'(x)dx,
x ;
waarbij k(x) = f dhx. Als we nu voor w(x) weer speciaal nemen
O . .
@(?)(x)y dar vinden we zo
(12.14)- (£, = B(y) = - [(x) o7 (x)ax,
ofwel ' ',’
L SR dr+1g
(12.15) . -  "_ (f:%)f:QfE;FIT r@)s,




waarbilj g(x) = (-1)Tk(x). Hiermee is de stelling bewezen,
Deze stelllng toont dat de gegeneraliseerde functies in

zekere 21n de kleinste uitbreiding vormen van“de verzam611ng
van alle TOcaal integreerbare functies, zd6, dat iedere functie
'onelndlg vaak differentieerbaar wordt (differentiatie in de zin
van de dlstrlbuties) Hij heeft een locaal kaﬁakter en dat is
essentieel; een dlStPlbuLle als ' ' ‘

[00) i
(12.16) ‘ : z: ‘J(é)(x-n)

~n=0
is zeker geen afgelelue van eLndlga orde van een gcwone fdnctle,
Er is een belangrijke klasse van dlstrlbutles die ook globaal

g2 . 1, PR S SRR | e,
distributin-¢ sleiden

. v.n gewone functlies zijn, nl, de distvibu-~
ties met begrensde drager. Over deze distributies zal in de vol-

gende § nog.-het een en ander gezegd worden.




GF 44

g 13. Disg rlbutles met begrensde Geager

De gegenerallseerde fun0u1es wearvan de drager begrensd is hebben
verschillende prettlge,,ugensclappen In de eerste plaats kunnen
we ze’ samenstellen, niet alleen met de tot nu ‘toe beschouwde fi-
niete- toetsfunctleeg maar met willekeurige, niet noodzakellgk fi-
niete, oneindilg vaak differentizerbare functies.

7Zij T een distribu tley en ~ij de dragar K - n f begrensd.
Dan is er een (finiete) toctsiunctie o (x) die op een omgeving
van K de waarde 1 heeft (cf“ § 11). Is nu ¢(x) een willekeurige

oneindig vaak differen®i: : functie, dan is «(x). ¢(x) finiet,

]
.3
o
jEE]
T
{1

dus een toetsfunctie. Vo dafinieran:

(13.1) - (T,) == (f,x;@),

Deze definitic is onéfhéhkeiijk van de ksus van'wx(x);‘want’als
p (x) een tweede toetsfunctiz is, met £{x)=1 op een omgeving van
K, dan is o(x). o(x)- p3(x). ( )=0 op een omgeving van K, en dus
(zie § 11) (£, . 0) = (F p Y,

Alle oneindig vaak dlffepentleerbare functies ¢(x) vormen
een lineaire ruimte E, die de ruimte T van alle toetsfuncties om-
vat. Ve zullen zeggen: ¢z =0 in E, als wn(x) en al zijn afge-
leiden uniform naar 0 gaan.

Als ¢, 0 in B, c¢au zal @n~mwo in T, en dus

(13.2) (r, ¢ ;= (Fyo0 ) -0,

M.a.w. de digtributice T met hogrensde drager zijn continue lineaire
functionalen on de ~vimi2 B ¢ -relnz2rd ka» men gewa'tkell jk aantonen

dat ledere continr e lineesiere fomeclionzael 29 5 een distributie met

begrensde drageyr 18,

Dmopee, T if 2en denlaiuimie vin B, en als ¢, 0 1In T, dan

r
zeker mn~¢:0 in T Fen ~«poinue “ineaire Tunctionaal 7 op E is
dus zeker oolt e2n ccentinue lin~: '+~ {functionaal op T, d.w.z. 1is

een gegeneraligeerde Turactis T I ' gpagee van T moet begrensd

zijn, want eniors L er ~en »is foetsit achles Wj(x) met c¢e eigen~
AR

'

schappen
(13.3) g (%70 28 x| n;
(/'301{_)& \f ('(). . - x]ﬂ

Deze rij convargecrt kennelijk noar O in E, dus mczt (f,fn)»»k O:

tegenspraak.
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Wij zullen nu aantonen:

Iedere gegeneraliseerde functie f met begrensde drager
is een distributie-afgeleide (van zekere orde) van een
gewone continue functie.
Het bewijs berust bp de analoge locale stelling uit 8§ 12. Zij
« (x) weer een toetsfunctie die 1 is op een omgeving van de drager
K van f. Voor iedere oneindig vaak differentieerbare functie ¢(x)

is dan

(fs‘{’) = (f,"b&. (P)~

@

Volgens § 12 is er een index s O en een continue functie g(x), zodat

steeds dsg s (s)
(f,x.9) = (;—S— s e .p) = (1) (g (x.9)t77) =
x ‘
= (-ﬂs{(g,a(s).so)+(g,S-o<(S"1).<p’)+--.+(g,fx-§o(s))=
(13.15) 5 (s) (s-1) (s)
= (-1) {(g.u s @) +(sg.a s )+ (g, 0 7)) =
= (h:(P)s
met i
S
(13.6) n=(-1)%g.al®) - & (og.al3). 4(o0)® <5 (g} -
Hierbij is met fL-steeds bedoeld de distributie-afgeleide, terwijl de

dx
gewone afgeleide aangegeven is met een accent, of, bij hogere orde,

bijv. met &(S), Aangezien de distributie h in (13.6) kennelijk een
distributie-afgeleide is, van de orde s, van een gewone continue
functie, is de stelling geheel bewezen,.

Met behulp van de theorie ult § 11 kunnen we nog een globaal
resultaat voor willekeurige gegeneraliseerde functies verkrijgen. In
§ 11 hebben we aangetoond, dat er bij iedere locaal eindige overdek-
king van de ruimte met begrensde open verzamelingen Uq,Ug,,., een

partitie van de eenheid bestaat, toetsfuncties o;(x), &, (x),... met
00

z: ® (x) =1, terwljl de drager van «_(x) steeds bevat is in U_.

=4 T n n n

Als nu f een willekeurige gegeneraliseerde functie is, dan geldt, voor

iedere toetsfunctie ¢(x):
6s)

o0 00
(1307) éf,(p) = (f: 1’); (xn- <P) = n;(fsc‘n"q") = n[z_:/l(mn°fﬁ‘f7)-

De drager van de gegeneraliseerde functie fn: un,f is bevat in Un’

dus is begrensd. We hebben dus bewezen:
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Iedere gegeneraliseerdeq?unctie f is te schrijven als

een convergente reeks E fn’ waarbij fn steeds een
N=

begrensde drager heeft. Men kan zelfs voorschrijven
dat de drager van fn bevat meoet zijn in de begrensde
open verzameling Un’ waar U15U23-°- een locaal eindige
overdekking van de ruimte is.

Uit deze stelling en de voorgaande volgt nu onmiddelli jk:

Tedere gegenerallseerde fungtie £ is te schrijven als
n

c d g,

n=1 dxsn

afgeleiden van gewone contihiue functies gn(x).

een conveggente reeks van distributie-
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- Colloguium: ”Gegenerallseerde Functies” (DlSCPlquleS)
T o 1 v Prof dr. H A Lauwsrvef o e ETELL
BlJeenkomst 27 .oktober. 1961-: Sl En e

Spreker: E.M. de Jager~

S 14, Samenvatting van de theorie

14,1, Inleiding

Bij een distributie denken we- aan een masSaverdeiing (bijv. op
de x-as) voorgesteld door de functie f(x) en die”gemeten wordt
met een meetapparaaﬁ'mét’karaktéfiétiek p(x); de waarnemings-
ultkomst wordt gegeven door: = ,

+00

U e(x) plx)ax = (£.9) . (k)
2o -
Het collectief van waarden (f3W)‘VOQﬁgalle ¢ behorende tot een
nader te bepalen klésse ndemen ;we een functionaal’,
De éénheids punt-massa in de oorsprong is de 1dea11°er1ng van
een massaverdeling:f (x); die alleen ongellgk aan nul is_in een
klein intervalletje (-é,+a) en waarvoor de integraal van - &
tot +& gelijk aan 1 is, Substitueren we dit in.(14,1) ddn krij-
gen we bij benadéring,_ R :

+E

[ () gtxdoxm p(0).

"De functionaal

Af,9) = 9(0) CRR (14.2)
-is de Juwste mathematische voorsteélling van de eenheldspuntmassa
en deze functionaal heet de ¥ -functic van Dirac  J(x).

vDe functie f,(x) kunnen we ook krijgen door difreréntiatie van
een differenticerbare . functle B (X) die gelijk aan O is voor

X <-£& en gelijk aan 1 vVOoor X » +s .
deg(x) -
(X) "—““”"‘“_‘ a‘.

YX_.

Gaan we nu over tot de "limiet" voor e —»0 dan krlggen we:

" o(x) = 20

waarin ©(x) de eenheidsstapfunctie is.
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Het is duidelijk, dat het begrip "limiet" en de afgeleide van de
discontinue functie 8 een nadere mathematische rechtvaardiging be-
hoeft. Dit geschiedt in de’theorié’vah de distributies. Alvorens

. een overzicht van deze theorie fe geven behandelen we enkele tot de
verbeelding sprekende voorbeelden.

1. De functie van Green, die voldoet aan de differentiaalvergelij-

king:
2

g—% = - F(x-x_), O0<x_<1

dx e} 3 e} k)

met randvoorwaarden x=0, y=0 en x=1, y=0,

De oplossing luidt:

- +(1-Xo)x Voor X € X

+(’I—x)xo voor X® X

De discontinuiteit in X=X stoort niet in de differentiaalverge-
lijking.

2. De Fourier getransformeerde van f(x)=1.
De getransformeerde van f(x)=1 is:

TRV ~ -
lim f et dx = 2 1im  EEL Y o ox (u),
Yo O~ ¥ i CO u

3., Zelfgeadjungeerde operator in Hilbert-ruimte.
We beschouwen de zelfgeadjungeerde operator:

o f(x) = xf(x)

voor alle functies f(x) behorende tot LE(O,ﬂ); deze laatste vormen
een Hilbertruimte. |

Het spectrum is een continu spectrum nml, Og " ¢ 1, maar geen enkele
waarde van a levert een eigenwaarde.

Laten we evenwel distributles toe, dan heeft de operator . wel
degelijk eigenwaarden in het spectrum Ogn§1; er geldt nml.:

XJ(X—"A)'Z '1\.5’(}:-—?\) ‘
en iedere ™ uit het spectrum is een eigenwaarde met bijbehorende

eigenfunctionaal &(x-a). Voor iedere f uit L2(Oj1) is voldaan aan
de bekende relatie:

f(x) = ({1 (x=A)£(n)an .
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14.2, De ruimte van toetsfuncties

@ 'zij een verzameling van functies ¢(x), die we voortaan
toetsfuncties zullen noemen., ‘ L

De verzameling @ is gekenmerkt door de eis, dat @ een zgn.
rijtjes-genormeerde lineaire ruimte vormt (polynorme ruimte),

Dit befekent onder meer het volgende:
. Indien @1 en ¢2 tot @ behoren, dan ook aﬂw 1+32<‘p2, waarin
a, en a, constanten zijn.
2°. Het is mogelijk aan leder element ¢ van @ een rij normen
ﬁ@ﬂln toe te kennen, zodanig dat iedere norm HCPRm?voldoet
aan de bekende eigenschappen van de norm, terwijl

oshel, ¢llel . (m=0,1,2,...).

Met behulp van deze rijtjes van normen kunnen we in @ als

‘

volgt een topologie invoeren. Een omgeving U(m,&) van het
nulelement wordt gevormd door alle toetsfuncties ¢(x), waar-
voor geldt n$(xﬂhn< €; door m en & te vari&ren krijgen we
een stelsel omgevingen van het nulelement. Een stelsel om-
gevingen van het element ‘¢1(x) wordt gevormd door alle

toetsfuncties @(x), die te schrijven zijn als ¢ _(x)+ ¢,(x),
waarbij @O(x) tot een of andere U(m,&) behoort.

Door de invoering van een topologle hebben we tevens een con-

vergentiebegrip in @5 geintroduceerd. De rij toetsfuncties
%LI(X) nadert tot de toetsfunctie ¢ (x) indien voor ¥ s»N(m,é&)
de functies ¢ (x)- ¢(x) tot U(m,&) behoren, d.w.z.

]l@y—(p”m< ¢ voor v »N(m,&); notacle:”%i@ayqy(x)= ¢ (x).

Opmerking. In één van de volgende bijeenkomsten zal duidelijk

gemaakt worden, waarom we in de theorie van de distributies niet
met een "enkelvoudig" genormeerde ruimte kunnen volstaan.

Voorbeelden,.

1, De ruimte K(a)
Deze pruimte bestsat ult alle oneindig vaak differentieerbare

functies ¢(x) die buiten een gegeven irterval -a<x < +a ge-
lijk aan nul zijn.

Ye voeren de volgende rij normen in:

_ (4) ' W

g = sup x =0,1,2... 14 .4

!If‘hn 1512 s ‘? (_)] m _ (“;' )‘
o old) Qejen

waarin @'Y’ (x) de j~ afgeleide van ¢(x) voorstelt,




Een rij toetsfuncties @v(x)'convergeert naar O dap.en alleen

dan als ¢, (x) en al z'n ~afgeleiden uniform in (-a,+a) tot
nul naderen als » gaat naar onelndlg

2. De ruliite S~
.\ “Deze puinite bestaat uit alle onelndlg vaak dlfferentleepbafe

functies, die ftezamen met ‘al‘hun afgelelden voor Ix{*+cn -
._,stemker-dan,1edeve<megatleve macht van x afnetien: d.w.z.

R < ol )]s o

N _,k'.q

k,q%031,2,,., (14.5)

:pwﬁwaarln qu nog wel; van ¢ afhanlkelijk 1is.
In deze ruimbe wordt: de volgende rij normen 1ngevoerd

1@5\ = Sup‘} x ?( =) ] e © (14.6)
lk§ lal & |

Een PlJ toetsfunctles ¢ (x ) nadert tot O dan en alleen dan,

als in de schattingen (14.5) de qu

- kozen-kunnen worden en ng(x) tezamen met al z'n afgeleiden

onafhankelng van ¥ ge-

s

in ieder begrensd gebied gelijkmatig tot.nul nadert,

De' ruimte X

W

De ruimté K bestaat uit de verenlglng van alle riimten K(a)

met ‘a WilleCGUng, maar elndwg ; ' ‘ -
o o x- Ux(a) (1)
A : . a ) ’
Definitie: Een rij coctsfunctle ;¢V(i) nadert tot O dan en
alleen dan, als de, rij naar O convprgeert in &én of andere

K(a). o o -

.Wij zullen in het vervolg voornamelijk deze ruimte van toets-
functies gebruiken. De generalisatie van deze ruimten’ voor”
toetsfuncties van meerdere varilabelen kan op een voor.de hand
liggende manier geschieden, o o

14.3. Het begrip van een distributie

Een distributie (of gegeneraliseerde functie) op K is een con-

tinue lineaire functionaal op de. rulmte van alle finiete oneindig

vaak defePenuleepbape toetsfunccle8° dat wil zeggen de distribu-
tie f(x) voegt aan iedere toets furctie: ¢( ) behorende tot K een

re€el of evencueel comolex getal (ﬂ,q):t@e met de Wolgende eigen-
schappen: e 0 RECE -
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e ; .

1,f (aqfq+a fg, ¢) = a,(f ¥ @)+a2(f29 '){ waarin ?1 en a2 wille-
’ keurlge ceele of complexe oonsnanten 21Jn ,_'_  . (14 8)
2°. Als w(x)»«w<x), gan (£,¢)~(f, ¢). (1%4.9)

‘De verzameling: van- ‘alle continue lineaire functlonalen op K heet
de met K geconjugeerde fulmteg deze ruimte duiden-we aan met KXK',

Indien f(x) een locaal integreerbare functie is, dan is

(£, @) oe(x) p(x)ax (1%.10)

-60. . -

één continue lineaire functionaal op K. ;
Een dlStPlbutle, die voor iedere toetsfunctle in de vorm (14.10)
‘geschreven kan worden heet een regullere letrlbutlea
Er 213n ook distributies, die niet voor 1edere @ in K.in de vorm
(14 10) geschreven kunnen worden; bijv.

(f,9) = ¢(0). . - (14111)
Stel eens dat dit wel mogelijk gas,_dan zou gelden:
a T
+-a - 2.— 5) _
T f(x)e @T7ET gx = o7
Ly S 48 =8

waarin f(x) locaal integreerbaar is en a willekeurig klein mag

" zijn. . o

Nemen we links en rechts de limiet voor a-awo dan stuiten we op
een tegenspraak. Distributies, die niet 1n~de~vbrm"(14.1o) geschre-
ven kunnen worden, heten singulieve‘diétributies. :

De singulierve distributie {(14.11) heet de delta-functie van Dirac,
J(x), en we schrijven ook wel

roo , RS N
(3(x), p(x)) = [ a(x) glx)ax = p(0). (14.12)
~00
Hierin heeft het integraalteken niet de Eetékéhis van een echt -
‘integraalteken, Indien f(x)' een gewone Lebesgue integreerbare
functie is, dan ligt het collectief van alle waarden (f,¢)

= f+oo f(x) @(x)dx de functle f(x) blgna overal ondubbelzinnig
~00 .
‘vast. We mogen dus de Lebesgue 1ntegreerbare functie identificeren

met de reguliere distributies en aldus deze functies als distri-
bLtles opvatten., Door middel van het dis trlbutlebegrlp wordt dan
het functiebegrip gegeneraliseerd e ‘kunnen aan een dlStPlqule
niet een waarde in een zeker punt tockcnnenj‘maar we kunnen wel

iets locaals -aangaande de distributie’ f(x) beweren.




We 'Zeg‘geh f( ) is in een omgev]_np' U van x_ gellgk aan nul, indien

(f,9) gelijk aan nul is Voor iedere ¢(x) die ongelle aan nul is
binnen U en gelijk aan nul daarbuilten.

'Is f(x) in geen omgev1ng van het punt X, gelijk aan nul dan heet

'”x5 een wezenllgk punt van de gegenerallseerde functie.

144,

De verzamellng van alle wezenlijke punten heet de’ drager Van de
distributies. Vanneer een verzameling F de drager van f(x) bevat,

“dah zeggen we dat f£(x) op F geconcentreerd is. Het is duidelijk

dat bijv. de drager van dJ(x) de oorsprong is. De nul-distributie
is de distributie, die in iedere omgeving van de x-as gelijk aan

‘nul is. Men kan aantonen, dat dan geldt (f,¢)=0 voor iedere toets-

functie. Twee distributies-heten gelijk, indien hun verschil de

nul distributie is. Het is'duidelijk, dat, indien twee gequeflo-

caal integreerbaﬁe functies bijna overal aan elkaar gelijk zijn,

zij ook als distributie aan elkaar gelijk zijn,

Bewerkingen met distributies

1, Vermenigvuldiging met een oneindige vaak differentieerbare

functie a(x)

Def.: (af, ¢) = (f,a9) R (14.13)

Vb, ; x J(x) = 0. I - (14 14)
2. Affiene transfoﬁméties VOor distributies
a. Y?EﬁEEEEYEQi,92§E_§§§§é99~b .
Def.: (£(x-h), ¢(x)) = (£(x), w(X+h)) T (1ha5)
b. Spiegeling - |
Def.: (£(-x), @(x) = ~(£(x), p(=x)) =~ (14.16)
c. 9%%%&&292@&%@§}9§§£§Q§£92@%E}§ . e
Def.: (£(3 >, 9(x)) = «(£(x), plax)) S (k)

We noemen -de gegenerallseerde functle homopeen van de graad indien
a : } _ .
geldt Plax) =’ £(x) (1%.18)

(e(x), 0(2) =), p(x))

Dus de ﬂeltafuthie isAhomogeen.van,de.graad“~1.
Deze definities laten zich gemakkelijk voor meer onafhankeli jke
variabelen genera;isgregg:J(xq,xg,v,g,xn) is homogeen van de graad

-n,
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leleten van dlstrlbutles

Del.n de wlg dlStPlbutleS iy(i) convergeert tot de distribu-
“tie f(x), indien voor iedere @(x) uit K geldt: de rij (fv,@)

heeft een llmlet en er geldt

Lin (f.e) = (fe) 0 (14.19)

¥~ 00
De convergentie van een reeks van distributies wordt gedefini-

~eerd met behulp van de convergentie van de parti&le sommen,

Het is duidelijk, dat de limiet ondubbelzinnig bepaald is en

~dat deloperatie van de- limietvorming lineadir is; d.w.z. als
rvf et £ en By, ---;,g gan os:f tAB axf+pg.

Voorbeelden

.

a. Indien de rij locaal integreerbare functies £ (x) in ieder
begrensd gebiled gelijkmatig nadert tot de locaal integreer-
bare functie f(x), dan nadert de rij corresponderéndé regu-
‘liere distributies fy(x) ook in distributionele zin naar de
‘corresponderende distributie f(x). o

jo

Hetzelfde geldt, indien bijna overal f (x)-—»f(x) en alle
jfy(x){ door een vaste loceal integreerbare functie begrensd
zijn (m.b.v. het theorema van Osgood<Lebesgue).

¢. Hetzelfde geldt, indien f,(x)—+1(x) monotoon en f(x) is

locaal integreerbaar, -x2
o _EE“ s
d., lim ——-§ F(x), 1im rm =d(x), <
Tim 4 E&B_KE = J(x) °
kS X
Y > +C0

In één van de vorige voordrachten is bewezen, dat de ruimte
van de distributies volledig is (zie § 9) en dat ledere distri-
butie is op te vatten als de distributionele limiet van een

rij toetsfuncties (zié § 12).

Differentiatie van distributies

—(f(x),.izzé§l) (1 onafh. variabele)

df(x)
Def.: (—g5x~ (x) = Lo :
o | EEERG T (ko)
,(af , ¢(x)) = —(f(x)i —égizl (meerdere onafh, varia-
*x £ belen) (14.22)
Gévolgen | - _ .

°

a. iedere distributie is oneindig vaak differef 1eerbaar.
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b. limiet- en differentiatie—operétér Zijn'altijé“ﬁéEWissel—
b?ar ‘ :> : df‘(x), R
- - ——-( lim f,(x)) (14.23)

1im T%
Y e 00 dx M s 00

e, bij partili€le integratie. is de volgorde van differentiatie

nimmer wezenlijk,
, o P -
ef __92°f | ‘ (14 .24)

BR Ix % PX
P q g4 P

Ve vermelden nog tenslotte, dat ledere distributie geschreven

kan worden als een convergertP reekQ van distributieafgelei-
den van gewone continue functies g ( ) (zie § 13).

14,5, Toepa551ngeh~
0O voor x <40
1. 8(x) = 1.voor x 30
I% = J(x) | L . (14.25)
2. Uit (1k.20) . -
2 X '
lin - & —Eo = ¥ (x) - (14,26)
& wntO C (X2+62) ;
d 1
3. 3% 1n ]x{ =7 (14f27)
waarin de dlstrlbutle 1 gedeilnleerd worot als de hoofdwaarde
van Cauchy van f7 . ’ ’ I
+00
f - ﬁ:}_{l ax,
De distributie x™" wordt gedeflnleecd als° ) ;
| n-1 n-1 S
x0 = (-1) = 1 (1h.28)
(n-1)r ax" 7' ¢ _
Het is duidelijk dat de distributie x_n‘buiten de oorsprong .
met de functie x™ " overeenstemt. | '
N Q0 o ’
4, Iedere reeks van de gedaante“Z: a el Xﬁ waarln de }a ! voor

n-+0o0 niet sterker dan een bepaalde macht van n aangroelen, is
fn de ruimte van de gegenerallseerde functles convergent daar

'men deze reeks door differentiatile verkrijgt uit de reeks

Q0 .
il al’l inx

rele} (in)k

e ; welke voor k voldoende groot gellgkmatlg COn=-




vergeert,

® .
5, Z s:.nnnx _ T-X O¢x 2%

i
Y

n

+00
cos nx = -5 +% y  F(x-2mwn)

Ms

n="1, ~00

oo +C0

> nsinnx = - 3  ¥'(x-27n)
n="1 -00

X cos nx X

> =% - _1n]2 sin 51
n=" n

0

> sin nx = 3 cotg x
n="1,

v 1
n cos nx = -1/4 - .

4 X
n=:1 sin 5
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44,6, Convolutie van twee distributies.

De convolutie van twee distributies I en g wordt gedefinieerd door
(£(x) % glx), o(x))=(£(x)xg(y), p(x+y))=(£(x),(8(v),@(x+y))).

| | | (1%.29)
Deze definitie is zinvol, indien aan f en g één van de volgende
beperkingen wordt opgelegd:

a. De drager van één van de dlStPlbutleS £ en g is begrensd
b. De dfagefsivan beide dlstrlbutles zijn aan één en dezelfde kant

begrensd. (bijv. £=0 voor x<a en g=0 voor y<b). |

Er gelden de volgende relaties:

gt ' ~ (14.30)

Df g = fwDg | | . (14.31)

i

g

D(f %g)

waarin D een willekeurige differentiaaloperator voorstelt,
Voorbeelden: ' - | |

3(x)xf(x) = £(x)

I (x) »£(x) = £1(x)

Stelling, -

Indien de rij distributies_%ﬂx) nadert tot de distributie f(x)fin

distributionele zin dan nadert ook de rij f, (x) »g(x) naar

f(x) %= g(x) in distributionele zin, indien één van de volgende ver-

onderstellingen vervuld zijn. , E

a. Alle distributies f (x) zijn op»één en dezelfde begrensde ver-
zameling geconcentreerd.

b. De distributie g(x) is op een begrensde verzameling geconcen-

B treerd L

c. De dragers van de distributies f (x) en g(k) zijn aan één en
dezelfde zijde door een van » onafhankelijke constante:begrensd,

De convolutie en deze stelling kunnen op natuurlijke wijze voor meer

dimensies gegeneraliseerd worden,
Toepassing.

P

We definiéren de pofentiaal van een 3-dimensionale distributie door

1
U = f(x)%-— s, x=(x 1,52,x3), e

U Voldoet aan de vergelljklng van Polsson,immers

AU = a(2(x) wd) = £(x)uad o b £(x)w ) = b £(x).
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De Fouricrtransformatie.

Inleldlng v
Indien de functle f(x) absoluut 1ntegreefbaar is op (-co +oo) dan
heeft f( )>ste111g een Fourlepgetransfopmeeroe, die we aandu1den '
met g(@) Als de FourlergetransformeerueV'r de toetsfunctie

¢ (x Ve K gegeven wordt door (o), dan hunnen we schrlgven°

J.’ foi{‘f'\ ~ie% '@)dﬁ}dx—
-0 . -~00 -

[ E(6T y(c)de= ﬁ(g(e);v/(e)).
~CcOo v :

+ Q0

(£(x),0(x))= [ TIE) @(x)ax

-00 -

A~ gl

0

’ +00 ~
—;—;quc'o *l;f(a-){:o[o f(x-)<:,~16“de},c1¢,~

(De streep duldt complex-toegevoegde aan).
Dus (g(s), w(e))=2w (£(x), ¢(x)). 4 (1.1)

4

Indien we dus de functie r(x) oovatten als cen distributie op de
ruimte K, dan wordt zijn Fourlefgeuransformeerde een functionaal op
de ruimte van de Fouriergetransformeerden van de toetsfuncties ¢(x)
behorende tot K. De ruimte van de Fouriergetransformeerden van ¢(x)
noemen we Z en de ruimte van lineaire continue functionalen op Z,'
de zgn. duale ruimte, Z'. ‘ - _

De Fouriergetransformeerde g(w)zF[f(x)] van een distributie f£(x)
behorende tot XK' definiéren we als die distributie van Z!', waar-
voor (1.1) geldt. ’

Voorbeeld: 100

P [300], ¥(e)) = 27 (7(x), p(x))=2me(0) = [ vy (e)de =

- = (1, wie)).
Dus F[J(x)]=1 en P 1= o(x)
+00
2. (F[1], w(e)) = 2® (1, @(x)) = 2m‘f o X)Q& 2w y(0) =
o -0 :
| = 2w (3(c), w()).
Dus F[1]= 2w #(e¢) en F~ [a(c)]~ 4,
De'fundéring van de definitie (1.1) zal in dit hoofdstuk gegeven
worden en we zullen vele eigenschappen uit de theorie van de. ‘
Fouriertransformatie voor functies generaliseren voor distributies.

De ruimte Z.

We beperken ons tot het geval van één onafhankellee vaclabelej de

theorie .laat zich gemakkelljk-tot het geval van meerdere onafhanke-
lijke variabelen uitbreiden, - o I

¢(x) zlj een toetsfunctie behorende tot de ruimte K; zijn TFourier-

getransformeerde is dan
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vl [T e ;.<a-;ﬂii‘

Deze functic 1w (¢) duiden we ook wel aan met ¢@(&) of B‘{@ XJ]
-Omdat ¢(x) een eindige drager heeft, stel ¢(x)e L(a), kan vr(cﬁ
ook .voor compléexe waarden S= G+iv gedeflnvﬂerd worden ;
C - +a 3 : +0. _ g
*w(s)’='w(¢+it) = j' et g(x)dx = j. elﬁxe vx ?(x)dx. (2.2)
-a -00 ‘
Uit (2.2) volgt dat -w(s) een-gehele analytische functie van s is.
Door parti€le integratie vindt men gemakkeli jk:

F['@(Q)(kjjz (~is)q F[ @(x)]

ofwel»{s{”} w{s) J' ? (X)elsxd {4 qua]tl
a k .

voor q-O 1 2,...
| T (2.3)
Dus iedere toetsfunctie @(x)z -x(a), heeft een Fourlergetransfor*
meerde  y(s), die een gehele analytische functie is van de complexe
varigbele s=6+iv en die op de 'wijze van (2 3) begrensd is’ Ook het
omgekeerde is waar, - - - R
Iedere gehele analytische functice- \v(o), begre nsd‘op de'wijze van
(2 3) is de Pourilergetransformeerde van een toet functle bchorende
tot X(a). De teruggetransformecrde van - w(s) is: ’

+ +00

1 -16X ) 1 -1sx"' ‘A ‘ e
o(x) =g [T y(e)de = o [ T y(s)ae =
o) ~C0 _
) ' o E e FOO
1  TX | _=1oX s

" 0p grond van de ongeli jkheid (2 3) kunnen we ¢(x) willekeurig vaak
'”dlffeﬂentlefon door de.differentiatie achter ‘het integraalteken uit
mte voeren, S

1 ~isx. _ | gy
¢(Q)(X) = 5%,~f (- 1s)q (s)e ds e

-0 : g o
Dus @(x) is oneindig vaak dlffbfentleerbaar, en er rest ons nog
het finiet-zijn van ¢(x) aan te tonen. . . e

Uit .(2.3) volpt voor g=0 en g=2

c calv alw]
alw . 2 Rk A
lw(s) 2 @ fwl mln(Co, -—§)§ C +§_~—§ ¢ ¢ & 5 -
Is| +s | 1+ el™.
We nemen nu v =-t sign x, waarih:t eehtwillﬂkeurife positieve para-

meter is. Ve kunnen de volmende schattlng makcn,3

C.erx+aivi x)+at C ) ( )x!)

=C'e”

, P
x) g-——e g- ~—~—§~ de =
Lot T 1+6
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Laten we nu t tot oo naderen, dan blijkt ¢(x)=0 voor |x|>a.

De verzameling van alle gehele functies, die voldoen aan de ongelijk-

heid (2.3) noemen we de ruimte Z(a); het is duidelijk, dat Z(a)

lineair is. De Fourlertransformatie beeldt dus de ruimte K(a) omkeer-

baar -1 duidig af op;de rpimts Z(a); deze afbeelding is vanzelf-

sprekend lineair. In de ruimte Z(a) voeren we het volgende rijtje

normen in:

UWRm:= sUp, lsq-w(s)} e‘a;tlé max(C

Ogqgsm

3 ® 0 @
O

Cq)

&

(2.5)

Bijgevolg is de ruimte Z(a) weer een lineaire rijtjes genormeerde

ruimte., Een rij functies 'VL(S) behorende tot Z(a) nadert tot de

functie y(s) behorende tot Z(a), indien bij iedere willekeurig

kleine ¢ getallen N(m, &) bestaan, zodat voor ysN(m, &) geldt:

lw -y, ll <&, of eenvoudiger uitgedrukt:

Een rij toetsfuncties ‘Wp(s)@ z(a) nadert tot nul, indien aan de

~ongelijkheid (2.3) voldaan is, waarbij de Cq's onafhankelijk van w

gekozen kunnen worden, én indien de functies v, (s) op ieder begrensd
gebied van het complexe s-vlak gelijkmatig tot nul naderen.

Uit (2.3) volgt onmiddellijk, dat indien een rij toetsfuncties ¢V(x):

in K(a) tot nul nadert, dat dan ook de rij van de overcenkomstige

v, (s) in Z(a) tot nul nadert,

De Fouriertransformatie is dus een 1-1 duidige continue lineaire &af-

beelding van de ruimte K(a) op de ruimte Z(a). Ook omgekeerd geeft

de inverse Fourlertransformatie een 1-1 duidige continue lineaire
afbeelding van Z(a) op K(a)

zie later). De vereniging van alle ruimten Z(a) met a eindig noemen we Z
Convergentie in Z wordt gedefinieerd als convergentie in één of andere
vaste Z(a). De Fouriertransformatie is een continue lineaire afbeel-

(m.b,v. (2.4) of de stelling van Banach,

ding van X op Z en omgekeerd. -

Men verifieert gemakkelijk de formules:

Plp(d) p(x)]

P($)F [ p(x)]

= P(-is) F [ ¢(x)]
F [ P(ix) ¢(x)]

I

waarin P een willekeurig polynoom is

. Flo(x-n)] =e Flo
% |

ish

(2.6)

(2.7)

(2.8)
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De Taylor-reeks (2.8) convergeert voor willekeurige vaste h in
de topologie wvan de‘ruimte 7., Dit volgt uit de duale formule

@ ‘ q :

2: (ix)4 h- p(x) = o 1hX ¢ (x) . (2.9)
=0+

die convergeert in de zin van K.

Dlstrlbutles op de ruimte Z.
Op analoge manier als in 14.3 distributies (llnealre continue

functionalen) op de ruimte K gedefinieerd zijn, kunnen we ook
distributies op de ruimte Z definiéren.

Een distributie op de ruimte Z is een lineaire continue functi-
onaal op de ruimte Z, d.w.z. aan iedere functie w(s) behorende
tot Z is een getal (ree&l of complex) (g, w) toegevoegd; dat
voldoet aan de volgende voorwaardens

1. (89‘Fq+‘V2)=(8»“#1)+(g:‘F2)

(gsa'w)—a(g,\y) met a constant.

2. Indien w,(s) nadert *w(s) in Z, dan geldt lim (g,%,)=(8,v).
Y = 00 ¥ '

De verzameling van alle continue lineaire functionalen op Z
s ot
noemen we de toegevoegde ruimte Z .
. e . ! . . .
Die functilonalen uit Z., die door een uitdrukking van de gedaan-

te +0

(8, v)= [ a(e) w(e)as (3.1)

-0 N
voorgesteld kunner worden, waarin g(¢-) een integreerbare functie

is, noemen we weer een reguliere distributie. ‘
Omdat w(s) eer analytische Functie van s is, kunnen we beschou-

wen distributies van de gedaante

(8, )= [ &(s) w(s)as (3-2)

I o
waarin g(s) één of andere functie van de complexe variabéle s
voorstelt en ' 4én of andere geschikt gekozen contour in het
complexe s-vliak.

Een dergelijke distributie noemen ws een analytische distributie

Vb. J(g—so) is een analytische distfibutie; immers

(F(s-50)s wis)=w(s)= sz J 2L as

S—SO

i
i
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waarbij " een in het eindige gelegen gesloten contour om het
punt SO voorstelt.

Voor de distributies van Z' gelden weer analoge operaties als
voor de distributies van XK', zoals bijv. optellen, verschui-
viﬁésregel, differentiatie en limilet-vorming. ”

In het bijzonder wordt de differentiatie van de distributie
g(s) gedefinieerd door: |

(2 ,v) = -(c &) o (3.3)

en we zilen dus, dat de distributies vah Z' wederom oneindig .
vaak differentieerbaar zijn. o |

De vermenlgvuldlglng met een onelndlg vaak dlffepentleerbare
functie a(s) moet met enlge voor21cht1ghe10 geschieden, Op-
dat de vermenlgvuldlglng met de functie a(s) voor iedere dis-
tributie van Z' betekenis zal hebben, moet a(s) +w(s) voor
iedere w(s) wederom tot Z behoren. Dus een zgn, multiplica-
tor in Z' 1s aan de volgende eisen onderworpen:

1%, a(s) is analytisch in het complexe s-vlak.
[a(s)] <CebrG 1519 voor s— @ .

We hebben zojuist gezien, dat iedere distributie op Z onein-
dig vaak differentieerbaar is; er geldt evenwel meer: iedere

distributie op’Z kan in een Taylor-reeks ontwikkeld worden:

a(sth) = L gl¥(e) B (3.4)

q=0
Bewljs:-

(2(s4n), ¥(5)) = (&(s), w(s-0)) = <g(s>;"f a2 y(a)(g))-
V

N 2 a*
1im  (g(s), 2 (-1)¢

| q=
w‘q)(s)) = lim ( $_ g- (q )(S) v(s)).

N = 00 q=0 d- N —s 00 q=0

Voorbeeld

som) = 5 AV) By (3.5)
q::
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4. De Fouriertransformatie van distributies, behorende tot ng

In de inleiding 1 hebben we reeds gezien, dat voor een abso-

luut integreerbare functie f(x) geldt: .

(£(x), p(x)) = 5= (8(e), w(e)) = g (8(s), w(s)) (4.7)

waarin g(¢) de Fouriergetransformeerde van f(x) en w(e¢) die
van ¢(x) is. De relatie (4.1) staat bekend onder de naam van
de relatie van Parseval. '
De Fourlergetransformeerde van een w111ekeur1ge dlSuPlbutle

f£(x) béhorende tot K' wordt gedefinieerd als die distributie

g(s) behorende tot Z', waarvoor (4.1) geldt. Dat de aldus ge-
definieerde dlStPlbutle g(s) inderdaad een lineaire continue
functionaal is volgt gemakkelijk ult de continuiteit van de
Fouriertransformatie voor de toetsfuncties. De Fouriergetrans-
formeerde van de distributie f(x) duiden we aan‘met'F{f(x)j
of f£(s). Uit de definitie (4.1) volgt tenslotte nog dat de
Fouriergetransformeerde van een absoluut integreerbare func-:
tie in distributionele zin overeenkomt met die.in klassieke
zin, o o ‘ '
Indien de distributies fV(X) in distributionele zin naderen
tot f£(x), dan naderen ook de ’Fouriergetransformeerden van
fv(x) naar de Fourlergetransformeerde van f£(x) en de Fourier-
transformatie is dus een continue operatie voor distributiles.
Dit is wederom een direct gevolg van definitie (4.,1).

De inverse Fourlergetransformeerde van g(s) & Z' wordt even-
eens gedefinieerd door (4.1) en we schrijven: ‘
-1
F~[g(s)]= £(x) |
-1 -1 V
Dus PR [e(x)]] = £(x) en FIF [g(s)]] = a(s). (4.2)

Met behulp van (2.6) en (3.3) laten de volgende formules zich

a e

snel verlfleren°

P(§%N?ﬁ1xﬂ=:?ﬁnix)f(x)] - | (4.3)

Plp(Ee0o]: 2(-1s) Fle0] (4.1)

waarbij P(x) een willekeurig polynoom is.




5, Voorbeelden

a. F[Jx)]= 1 | | o (5.1)
P 1]= 3(x)

b. Fl1]= 2w 3(s) . (a)
e !

c. FP(x)]= 2% P(-1 L) o(s) (m.b.v. (4.3) en (5.2)) (5.3)
FlP(S) o(x)]= P(-18) (m.b.v. (4.4) en (5.1) (5.4)
_waarin P(x) een willekeurig polynoom van x is, .  “

d. Fle™]= 2r d(s-ib).  (m.b.v. (5.3) en (3.5)) (55)
gevolg:
plsin bx]= 1w [d(s=b)- d(s+Db)]

Flcos bxl= m[d(s-b) + I(s+b)] . b" (5”6)w,,
F[sinh bx]= w[¥(s-1b)- 3(s+ib)] | |
F[dosh"bx]= ﬁf?(s~ib)+ F(s+ib)]

e. Fourlertransformatie van ecn periodieke functie,
Tedere periodieke-1ocaal'integreerbafe functie met peéeriode
27 kan als een Fourierreeks ’ |
; too - o o _
'f(x) = ;%; c, e . v - (5.7)
voorgesteld woprden, die in distributionele zin convergéér%; 

Uit (5.5) en (5.7) en de continuiteit van de Fouriertransfor-

matie volgt

F[f‘(x) = 2% icn J(s+n) o L (5.8)
f. | F["G(x)].= %n+ xd () o ' ' ”(5;9)

Flx""]= ifiii— 07T, signe; n=1,2,... | (5.10)

(n-1)! ’ ’

7 (£, (x)]= \/?vc_ﬁf_n_q(f) . (5.11)

. 5, R

met £_(x) = 2 =l

Ty

Fle,()]= 1Vame_, 4(s) (5.12)




_a bk
2 Q]X)“sign X

met gm(x) =
[ (7\+2
2

Voor de afleiding van deze laatste formules wordt de lezer
verwezen naar I.M, Gelfand en G.E., Schilow "Verallgemeiner-
te Funktionen'" Bd I.

De Fouriertransformatie van analytische distributies
Indien de analytische distributie g(s) op de ruimte Z voor-
gesteld wordt door:

(g, v) = [a(s)w(s)as o (6.1)

r
waarbij de elndlge of oneindige integratieweg [' zodanig 18,

dat de functie g(s) é?b voor willekeurige re&le b op [
absoluut integreerbaar is, dan is de distributie g(s) de
Fouriergetransformeerde van een reguliere distributie op de
ruimte K, Deze distributie is gedefinieerd door:

£(x) = g fe(s)e™™as . (6.2)

/

Bewijs:

Krachtens de veronderstelllng betreffende de kromme P defi-
nieert (6.2) voor iedere x een functie f(x). Drukken we in
(6.1) w(s) in z'n Fourierteruggetransformeerde ¢(x) uit,
dan vinden we: ’ ’

(g, v) = { J' X)elsxdx}ds =
=[ {fg( e as}ax = 2”_£mﬂ3€7 p(x)dx =

7~ (f,9).

i

Hieruit volgt F[f(k)]='g(é)a
Is bijvoorbeeld " een begrensde gesloten kromme, die één
geisoleerd singulier punt s, van de functie g(s) omsluit,

dan geldt
isox :
TX) = 1 e Res [g(s)] (6.3)

O



Toepassing: (g(s), w(s)) = f?w 'eZij(s)ds{

-1
Hieruit volgt -~”‘n~w~g§_ | X2
’ T : 'f"iCO -5 vhh . ' . fisind
Lop ' 1 2 isx i D
en 52 S2 |
F[eg] = analytische. digtributie 1V 2 ,’waérbij“

de integratle langs de 1mag1na1re as geschledt

Fouriertransformatie en convolutle

Een’belangrlgke tospassing van de Fouriertrénsformatie bhe~
staat daarin, dat de FoufiefgctfanSformeerde van de vouw-
integraal van twee functies heﬁ"pﬁoduct is van de Fouriep-.
getransformeerden der beide func?les'(mlts natuurllgk de
vouwinitegraal en de raspoctleve713ke Fourlevtransformatle&
bestaan). ’ ' o

Deze stelling uit de klassileke analyse,geldt.pok voor dis-
tributiéé} Oncer een multiplicator van K' of Z' verstaan we

een zodanige distributie van K' resp. Z', dat zij met iedere
distributie van K!' resn. Z' vermenigvuldigd kan worden. '
Onder een convolutor van XK' of Z' verstaan we een zodanige

P N N

distributie var X! ?esp? 7', dat zij met iedere distributie

van K! TéSp, 71 een convolutie kunuen vormen,

De Fourier-transformatie transformeert een multiplicator van
K' resp. Z° in cen convolubor van Z! resp. K' en een convo- |
lutor van K' vesp. 7 1in cen multiplicator van 2! resp. K,

waarbij de volgende feormules gelden:

o) g ()] = 4k FLe(e)] « Pla(x)] -
Flr(x)ea(x)]= Pirix)]. Pla(x)]. “
P nis) ko)l =F ()]« 7 [kls)]

1 i, I N (7.2)
5% 7 ih{r)sk(s)]= 77 [nle); .F~ {k(o)]

De Fouriertransformatie geerl dus een omkeerbare -7 duidige"
afbeelding van de convolutoren resp. multiplicatoren van K!

op de multiplicetoren reson. convolutoren van Z'.
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Bewl js:

We defini&ren f(x)+ ¢(x\ als f(g), @(§+x)) en analoog
gle)r we) als (g(e), wlo+w)), waarbij f en g distributies

zijn van K' resp. Z' en @ en v toetsfuncties van K resp. Z.

Op grond van de klassieke analyse gelden voor de toetsfunctles
¢ en @ @K de volgende relaties: ‘ S ‘

_ F?LQH x) % @(X)]= ¥4 (¢)ewle) -~ R . (7;3)¢y
en I [zf;’](x)e X)J 27U V//I(G") '\;/((5') ‘ | ) (7‘4)

waavblg F[q] ¥ en F{W]1 Y,

g(x) 213 een mult1p11cator van K', Evenals iedere d{Sfributié -
van K! lunnen.we.g(x) opvatten als de dlstrlbutlonele 11m1et o
van een rij toetsfuncties; behorende tot K, ” ’

Stel g(x) = 1lim x) en dus ook g(o) = lim v G;:.“
g(x) VWCO%;,( ) (o) iy ()

Volgens (7 4) kunnen we SChPlJVeﬁ o _,ﬁ[  ;:;;'

Pla(x) o x)]ﬁ lim i elx). sa(x>]= gl- lim 1v, (m w G)J-
/l .
2-7\7 g(ﬁ")-}é ‘/’(5")

Omdat g(x) een. multlpllcator in K' is, béhoort *T“T ¢(x)
voor ledere ¢ tot K en bijgevolg ;W (s)a~w(¢) voor ledere
v tot Z. . : '

HlePUlt volgt g(&) is een oonvolutor in 2",

Verder geldt:

(Fle(x).£()], w(e) = 2m (£(x).8(x), ¢(x)) - 2w,<f’<’x),é""<?€>cp<x>>;

L (F(6), Elo)nwl(e)) = & (Fl6)« Ble)s wie))
4

~J

en dus | Flr(x).g(x)]= s T (¢) » g(&) (7.5)

]
Iedere multiplicator van K' wordt afgebeeld op een convolutor
van Z' en er geldt de relatie (7.5). |
Stel g(x) is nu een convolutor van X!

Flg(x)s @(x)] FL}lm ¢, (%)% p(x)]= llm F‘{¢ (x)% o(x)]. =
Jin oy, (e) - w(e) (G \;f(» ).

Omdat g{x) een convolutor is van K' behoort g(x)+ ¢(x) voor
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iedere ¢ tot K en bijgevolg g(s). w(s) voor ieder y tot Z.
Hieruit volgt g(s) is een multiplicator van:Zf,
Verder. geldt weer: -

(Plr(0) x8()], ¥(e))
- 2m(£(x),8(x)rp(x))

or (£(x)xe(x), <p(X))
(F(e) 5T ¥(e)) = (F(s) E(s) (o))

en derhalve F[f(x)« g(x)]= Fle).8(e) . - | <7f6)

I

Tedere convolutor van K' wordt derhalve afgebeeld op een
multiplicator van Z' en daarbij geldt (7.6). '

Het bewijs, dat iedere multiplicator resp. convolutor van Z!'
door de inverse Fourilertransformatie op een convolutbr resp.
multlpllcator van K' wordt afgebeeld, terwijl daarbij de for—‘
mules (7.2) gelden, verloopt geheel analoog als boven en '
wordt daarom weggelaten,

Toepassingen op dlfferentlaa1verge113k1ngen uit de mathemauk
tische fy81ca» S

a. ﬁwgﬁé}@§Q§%9§§l?-@%ii?é%?%ﬁ?@?QE%é

Gegeven zij een vlakke golf, die in het boven—halfvlak v >0
vanult de richting «(0<&<n) op de x-as valt en daar gedeel-
telijk gespiegeld en gedeeltelijk geabsorbeerd wordt. . |

De golffunctie van de inkomende golf wordt gegeven door:
u = exp{iw(x cosa+ y sin o) + t} (8.1)
waarln t de tle cobrdinaat en w de frequentie aangeeft

De golffunctle f van het totale veld voldoet voor y>~O aan
de differentiasalvergelijking:

2 2 .
2L, 208 20 yso (8.2)
X 3y 2t ‘ ’ o '
met randvoorwaarde
%§ + hf = O voor y¥O (8.3)

waarin h een of andere constante voorstelt,

Voor de oplossing van dit randwaardeprobleém’stellen we

‘ f = ei“f?;a(x,y) : . (8.4)
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met a(x,y) = exp{ iw(x cosa+ y sin a)} + b( ’Y) (8.5)

waarin b(x,y) dus de amplltude van de verstorlng van de golf-
functie (8, 1) aangeeft ‘
b(x,v) voldoet)aan de dlfferentiaa1vefgelijking
f§+-92_g+w2b=o |  (8.6)
_ 2% | | o
met randvoorwaarde

v%§-+ hb = (i w sino:+h)el“j(cos m)xa (8;7)&
Fouriertransformatie m.b.t. % levert:

2N

?~J§+( 2. 2)”5:0 (8.8)
. 2y ’
met randvoorwaarde
%§-+ hb = -27 (1 w sin a+h) J(c+w cos a),

Oplossing is

h+lw sin ~iy\/w2—-a-2
h-iVw 3—

b(6,y) =-2%x Ao +w cos &)

ofwel

P(e,y) = —omhtiw sina o~iw(sine)y o

G+ w cos &),
h-iw sin« .

Terugtransformeren levert:
h+iw: sin o

b(x,y) = - ——— exp {1w(x cos« -y sifiu)} (8.9)
h-iw sina

zodat tenslotte
£(x,y) = ei“’tj[exp{ia)(x cosw+ y sin &) -

h+l w sinea

exp{iw (x cos & -y sin.a)}],(Ssﬂo)
h-1iw ging

b. ééndimensionale warmtegeleiding

-———.—-——— . o v G G 00 wve G K8 GRA fms G S S Mo G We W

We beschouwen als tweede voorbeeld een aan twee zljden oneindig
lange balk, waarin de warmte zich alleen dbbf gelelding kan
voortplanten (-1 dimensionale warmtegeleiding). '

We veronderstellen, dat er in de balk warmtebronnen aanwezig

zijn, waarvan de sterkte gegeven 1is door de distributie-~functie
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ﬁ(x,t), Een warmtebron heeft in een._punt X en op tijdstip

t(> 0) de sterkte P(x,t), als de bron aan het interval
(x-5dx,x+5dx) gedurende de tijd (t,t+dt) een hoeveelheid
warmte afgeeft, die gelijk is aan p: dx dt. Wij vragen ons

nu af, hoe de temperatuur van de balk in de loop van de

tijd zal veranderen bilj een. gegeven bronnenverdeling in de
balk en een gegeven temperatuurverdeling van de balk op het
tijdstip t=0. Er dient opgemerkt te worden, dat _p(x t) een
gegeneraliseerde functie mag zijn. (Van belang voor, pulsen
zie slot).

De temperatuur T van de balk voldoet na geschikte dimensione-
ring van:plaats en tijd éoﬁrdinaat aan de differentiaalverge-

1lijking: - 27 _ ‘
SE - ;;§-='p(x,t),~ t>0 | (8.11)
met beginvoorwaarde:
ﬁrgxﬁo) = U (x) . , (8.12)

Voor de op10381ng van dit Cauchy-probleem, gaan we eerst de

functies T en p door t=0 naar het gebied t <O voortzetten.

T (x t)=T(x,t) voor t"O en T*(x,t)=0 voor t<0; analoog voor
. (8.11) gaat nu over’ 1n."“

,32

21" 217, “(x, t) - U(0) 3(t).

Fouvlertransformatle met betrekklng tot x levert

2% oP1%(o, ) = p(e,t) + D (c)3(t) orwel
(d cgét) - g(w)(%) T (e,t) = pie,t) + T (c-);( ). (8.13)
M.b.v. g—%%fl-+ &° a(t)> « 6(t)e -o"t _ ¥(t)

(t)

krijgen we uit (8.13).

~ o~ 2
T*(o,t) = p¥(e,t) . B(t)e™® ©
(%)

2 (bat) . 2 o
ofwel T (,€) = f“F (G,v)e (t-) gy + Uo(f)e”g t, t>0. (8.1%4)

5 (e)e(s)e™S b
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Met behulp van: x2
- P v
F{___Qlf_)_e IPE:}: e—gt (8,’15)
2Vt

kan (8.14) teruggetransformeerd worden en we vinden de ge-
zochte temperatuur T(x,t).
Bijzonder geval: de balk heeft temperatuur O voor t £0 en
op t=+0 geeft een bron op x=0 aan de balk plotseling een
warmtepuls van de grootte 1. UO(X)=O en uP(X,t)¥ J(x) J(t+0)

o~ t
T¥6,t) = [ 5(T+O)e_¢2(t”t) dt = e"azt met t >0,
0 2
X
Dus T(x,t) = — e (8.16)

= — e
2Vt
De warmte plant zich dus in dit model met cen oneindige grote
snelheid voort en de temperatuurverdeling heeft de vorm van

een Gauss-verdeling, waarvan het maximum in x=0 ligt. Dit

maximum daalt met de tijd als —=

7
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