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I Orthogonale functiesystemen

BEen functié kan beschouwd worden als een gegeneraiiseerde vector,
zodat de fundamentele eigenschappen van een verzameling,vectoren
overgebracht kunnen worden op de analoge eigenschappen van een ver-
zameling functies, |
g of g(r) stelt een vector wvoor in RB met rechthoekige componenten
g(1), g(2), g(3)., De norm N(g) is

Ng) = g2(1) + °(2) + g°(3) = f &(r) .

r=1 ;

Is N(g) = 1 (eenheidsvector), dan heet de vectbr genormaliseerd. De -
hoek © tussen twee vectoren g1Aen B is gegeven door
g,(Ney(1) + &, (2)e,(2) + &, (3)e,(3)
I , . }1/24

cos @ = "
[8emtey)

De teller heet inwendig of scalair pfoductvvan g, en gyt

3
(81s8,) = L g (rlgy(r) = VN(g1)N(g2) cos © ,

r=1
Als N(g2) = 1, dan heet (g1,g2) de projectie van g, in de richting
van g2 °

g, en g, heten orthogonaal als (g1,g2) = 0,
N(g) = (%’g) °

Door een orthogonaal stelsel van 3 vectoren e, (n=1,2,3) te normali-

seren, ontstaat een orthonormaal stelsel

(¢m,¢n) = Sm,n (myn=1,2,3) .

Elke vector f in R3 kan worden uitgedrukt als een lineaire combinatie
van de vectoren ¢1, ¢2 en ¢3,

&



e
£(r) = c,0.(r) + c ¢, (x) + c3¢3(r) (r=1,2,3) .

3
c, = (£,4) = ] flr)e (r) (n=1,2,3)
r=1

Dus 3
£(r) = § (£,0.) ¢ (r) .

n=1
Men kan deze theorie uitbreiden voor een willekeurig eindig, en zelfs

voor een oneindig aantal dimensies,

Een andere uitbreiding verkrijgt men door de lengte-eenheden langs
de coBrdinasat~assen verschillend te nemen en met "gewichtsgetallen"

p(1),p(2),0(3) te werken., Het inwendig product is dan

3

(gy585) = ) p(rlg,(rlg,(r) .
r=1

We brengen nu bovenstaande theorie over op functies.

" De functie g(r) zal een vector in R, voorstellen als deze reéle

k
waarden aanneemt voor r=1,2,...,k, Deze worden dan als componenten
van de vector beschouwd. Is g(x) een functie gedefinieerd voor alle
waarden van x in een interval a £ x £ b, dan beschouwen we deze als

een vector in R»

b
N(g) = I {g(x)}z ax
a,
b
(gm,gn) = j gm(x)gn(x) ax .
a

Twee functies g, en &, heten orthogonaal als
b
(1) (8ty) = [ Eu(0)gy0) ax =0 .
a
Fen stelsel V van functies {gn(x)} (n=1,2,°o;) heet orthogonaal op
(a4b), als (1) geldt voor m #n voor alle functies yan V. De functies

van V worden genormaliseerd door elke functie gn(x) te delen door

r3
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[N(gn)]1/29 en vormen dan een orthonormaal stelsel {¢n(x)}
(?m9¢n) = Gmgn (m,n=132,®oo)

Het interval (a,b) zullen we fundamentaal- interval noemen. We be-
schouwen alleen functies, die begrensd en integreerbaar zijn in het

fundamentaal~interval en waarvan de norm # 0 is. Functieruimte.

Gegeneraliseerde Fourierreeksen.

Gegeven is een aftelbare oneindige orthonormale rij van functies
{¢n(x)} (n=142,000). We trachten een willekeurige functie f(x) op
een fundamentaal-interval (a,b) voor te stellen als een lineaire

combinatie van de functies ¢n(x)o
f(X) = C1¢1(X) + C2¢2(X) + 000 *+ Cn¢n(X) + o000

b

c, = I f(x)¢n(x) dx (n=142,000)

a

cy heten de Fourierco&fficisnten van f(x) t.o0.v. het orthonorm:le
stelsel {<1>n(:x)}°

De formele reeks
0 oo b
£(x) ~ n?_;.!"n‘”n(") = n£1¢n(X) f £(g)e (&) at
a

heet de gegeneraliseerde Fourierreeks van f£(x)o.

Als er geen funectie uit de beschouwde functieruimte bestaat die

orthogonaal is t.o.v. elke ¢n(x), heet het systeem {¢n(x)} volledig,

Het systeem {b‘% cos 5%5} (n=142,00.) is orthonormaal op het inter-

val (0,L), maar niet volledig.

Niet elke functie kan voorgesteld worden als een linesire combinatie
van deze functies.

Het systeem {sir nwx} (n=1,2,...) is orthogonaal, masr niet

volledig op het interval (=1,1).

&
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"Approximatie in het gemiddelde" (Approximation in the mean).

Laat Kﬁ(x) voorstellen een eindige lineaire combinatie van m func.ies

van een orthonormaal systeem {¢n(x)} (n=1,25000m3 2 £ x £ b), dus

K (%) = ¥, 8,(x) + v 0,(x) + eoo v 6 (x)

We willen 'de waarden van de constanten YqsYpsooesYy 20 bepalen,

dat Km(x) de beste approximatie in het gemiddelde geeft van een ge-
geven functie f(x).

Hiermede is bedoeld de approximatie in de zin van de methode van de

kleinste kwadraten.

De waarde van de integraal
b

I= I (2(x) = K (x)° ax
a

moet zo klein mogelijk zijno.
Het resultaat is neergelegd in de volgende stelling:

De Fourier-coé&fficiénten van een functie f£(x) t.0.v. een orthonor-
maal stelsel ¢1(x),¢2(x),ooo,¢m(x) zijn die co8fficiButen waarvoor
een lineaire combinatie Km(x) van deze functies de beste approxima-

tie in het gemiddelde is van f(x) in het fundamentaal-interval (a,b).

Uit het bewijs volgt de ongelijkheid:
b
2 2 2 2
ey * eyt oos to 2 I £f7(x) dx .
a
v 2
Het rechterlid is onafhankelijk van n. De reeks E e, convergeert
. n=1
en

b
2 < 2 ‘s .
Y e, = ] £(x) ax (Ongelijkheid van Bessel) o

n=1 a
Bovendien volgt hieruit dat de Fourier-co&ffici&nt van elke functie
t.0.v. een orthonormaal systeem {¢n(x)} tot nul nadert;

lime =0 ,
n-+w
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Gesloten en volledige stelsels

Laat Sm(x) zijn de parti8le som van de gegeneraliseerde Fourier-reeks
van f(x) t.0.v. een orthonormaal stelsel functies {¢n(x)}, n=1,2,000 =

Men zegt dan dat Sm(x) "gemiddeld" convergeert tot f{x) indien

b

(1) Lim, I {F(x)-Sm(x)}edx = 0,
‘ a

Notatie: L.i.m. Sm(x) = £(x).
Als (1) geldt voor elke f(x) van de functieruimte, dan noemt men het
stelsel {¢n(x)} gesloten,
Een rij Sm(x) kan gemiddeld convergent zijn, zonder convergent te
zijn in de gewone zin. Omgekeerd is een rij Sm(x) die in (a.b) con-
vergent is in de gewone zin niet noodzakelijk gemiddeld convergent.
Echter geldt de stelling:
Als een reeks u1(x) + ue(x) + «o. in (a.b) uniform convergeert tot

f(x), dan is ook de reeks gemiddeld convergent met f(x) tot som.

Voor elk gesloten systeem geldt de gelijkheid van Parseval:

b
) cn2 = £ £2(x)dx

of ¥ (f,¢n)2 = N(f).
n=1

Stelling: Als het stelsel {¢n(x)} gesloten is, is dit ook volledig.

Ander type van orthogonaliteit

Een stelsel {gn(x)}(n=1,2,°ee) is orthogonaal op een interval (a.b)

t.0.v. een gegeven gewichtsfunctie p(x), indien

b
l p(x) gm(x) gn(x)dx = 0 voor m#Fn {(m,n=1,2,c00)0

Het linkerlid stelt in dit geval het inwendig product voor van

gm(x) en gn(X)

b
We,) = (s_.2,) = L p(x) 6 2(0)ax (n=1,2,000)
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1
Door vermenigvuldiging van g, met {Ngn}_z, kan men het orthonormale

stelsel verkrijgen.

Voorbeeld., De Tschebichef polynomen

Tn(x) = cos(n arc cos x), To(x) =1 (n=1,2,000)

1
2n-1

{Tn(x)} is orthogonasl op interval (-1,1) t.0.v. de gewichtsfunctie

p(x) = (1-x2)"2,

Een andere uitbreiding van het orthogonaliteitsbegrip vindt men bij
complexe functies van een redle veranderlijke (a <x <b). Een stelsel
{gn(x)} (n=1,2,000) met

gn(X) = un(x) + ivn(x)

heet orthogonzsal in de zin van Hermite als

J gm(x) gn(x)dx = 0 voor m#n,
waarin g _(x) = u_(x)=iv_(x).
- n n n b
Genormeerd als f gn(x) gnzx5dx = 1, doWoZo als
a
o 2 2
f {un (x) + v, (x)}dx = 1 voor elke n.
a

Voorbeeld: (e} s D¥1,2,000 o

Orthogonale functies voortgebracht docr differentiaalvergelijkingen

2 2
Vergelijking van de trillende snaar: (3{% = a2 2—%-9
dt ox

Door separatie van de veranderlijken komt men tot de gewone dif-
ferentiaalvergelijking -
"(x) +AX(x) = O met

randvoorwaarden X(0) = 0, X(L) = 0.

F3
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Men vindt X = C sin VX x. Oplossingen als

2
A =2 g (n=1,2,00.), en de oplossingen zijn
L
. nmx
Cn51n 5"

die een orthogonaal stelsel vormen.

Uitbreiding. Beschouw de d.V.
" ] =
X"+ £ ()X + [fe(x) + A3f3(x):] X =0
f1(x), fg(x) en f3(x) zijn gegeven functies, A is een constante.
Vermenigvuldigt men met
o(x) = Sfq(x)ax,
dan verkrijgt men de vorm

(2) ?1% [r(x) %X;E] + [g(x) + ap(x)] X = 0.

Verg., van Sturm-Liouville

Randvoorwaarden:

(3) a}x(a) + a2X“(a) =0, b1X(b) + b2x9(b) = 0,

al,a29b1,b zijn constanten.

2

Onder vrij algemene voorwaarden voor ¢{e functies p,q en r kan aan-

!9A2’000
bestaat, waarvoor het Sturm-Liouville probleem een oplossing Z O

getoond worden-dat er een discrete rij van eigenwsarden A

heeft. Deze oplossingen heten eigenfuncties. Men kan bewijzen dat

het stelsel van deze functies {Xn(x)} (n=1,2,0.00) orthogonaal is
op het interval (a,b) t.o.v. de gewichtsfunctie p(x). Verder kan
men santonen, dat elke functie f(x), gedefinieerd op (a.b) en vol-

doende aan bepaalde voorwaarden kan voorgesteld worden door zijn
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gegeneraliseerde Fourierreeks, behorende bij dat orthogonaal stel-
sel, DoWozo als {¢n(x)} het_orthonormale stelsel is van {Xn(x)}

dan convergeert de reeks | c, ¢n(x) met
n=1

c = iu p(x) f(x) ¢n(x)dx tot de functie f(x).

Als r(a) = r(b) zijn bovenstaande beweringen geldig als (3) wordt

vervangen door de randvoorwaarden

X(a) = X(b), X' (a) = X*(b).

de periodieke randvoorwaarden genaamd.

We bewijzen nu de volgende stellingen

Stelling. Stel de coéfficiénten p,q en r in het Sturm-Liouville
probleem zijn continu op [a,B] s en An?xn zijn twee verschillende
eigenwaarden met bijbehorende eigenfuncties Xm(x) en Xn(x), waar-
van de afgeleiden Xm”(x) en Xn“(x) continu zijn. Dan  zijn Xm(x)

en Xn(x) orthogonaal op (a.b) t.0.v. e gewichtsfunctie p(x).

i

Bovendien: als r{a) = 0 kan de voorwasrde a]Xl(a) + aQXV(a) =0

0 de voorwaarde b1X1(b) + b X" (b) = 0. In~

vervallen; als r(b) o

dien r(b) = r(a) verkrijgt men de periodieke randvoorwaarden.

Stelling. Als bovendien p(x) definiet is op (a,b), dan is elke

eigenwaarde van het St.L. probleem reéel.
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Polynomen van Legendre

Als illustratie van de volgende theorie zal ik de polynomen van
Legendre gebruiken. Daarom eerst de algemene eigenschappen van deze
polynomen.

Uit de potentisaltheorie is bekend dat de potentiaal in een punt P
met bolcodrdinaten (p,9,0) in de vrije ruimte tengevolge van een

eenheidsmassa in Qlp',0",4") gelijk is aan

= ! waarin r="PQ, ==y, cos y=u. (y= /POQ).

] b}
pf V1—2ﬁu+u2 e

2 IS

We gaan-% ontwikkelen in een machtreeks naar u. Voor l2uu-u2| <1

vinden we
1

4 1—2uu::é

103000-0(2n-1)
Znhooonoeouzn

2
= o+ a1(2uu-u2) + a2(2uu-u2) + a0

waarin o =
n

We maken hiervan een machtreeks in w. Voor |u| < v2-1 geldt dan:

3

! = P_(u) + P, (uu + Pz(u)uz + Py(ui® + s

14 1-2uu+u2

waarin Pn(u) de Legendre polynomen voorstellen

(1)

Polu) = 15 Pylu) = uy Pyu) = %(“2"%)3 Py(u) = 2(5u° - 3u);
3]
P (u) = ) 1036000 (2n=-2k=1) (_1)k B2k
n k

k=0 2" k! (n-2x)!

_ 1e36e0s(2n=1) I n n(n-1) n-2 , n{n-1)(n-2)(n-3) n-k
- nt YT 2 T Tam(ae3ak o T

. de . .
Pn(n) is een veelterm van de n graad in u, even functies voor even

graad, oneven functies voor oneven graad.
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Voor |u| < My < V2 =1, =1 <u < 1 geldt

u - |y 2
= P,(u) + 2P (wu + 3P (u)p" + ...
(1-2up+2) 372 1 2 3
Verder geldt
Sk 1/2 (u-U){Po(u) + P.‘(u)u + nae}

(1-2up+u)

maar ook (1-2uu+u2){P1(u) + 2P2(u)u.+ 3P3(u)u2-+.e.}

Gelijkstelling van de co&fficiénten van u? levert de recurrente

betrekking:

(2) (n+1)Pn+1(u) - (2n+l)uPn(u) + nPn_1(u) =0,

P (1) =1,P(-1) = (-0)%; p,_ .(0) =0, P, (0) = (-1)nan .

2n-1

Door differenti€ren kan men afleiden de betrekking
- ' - Pt

(3) nPn(u) uPn(u) Pn—l(u) )

en uit (2) en (3) de differentisalvergelijking voor de Legendre poly~

nomens.

(1-u2)1>;;(u> - 2uP!(u) + n(n+1)P_(u) =0 .

Uitdrukking van L-P als trigonomeirische veeltermen

1 1 .
V 1-oupn V (1onei) ( 1ope-i7)

(ao + a1elYu + uaezwu2 + eou)(ao + a1e_1Yu + aae_21Yu2 + oo0)
1y ~iy
+
met u = cos Yy = E___E—s-—— e

Deze reeksen convergeren voor |u| <1
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Hieruit leidt men af.

Pn(u) = 20 0 cos ny + 20,0, COS (n=2)y + 2aya, _, €OS (n=b)Y + .0,

Pn(u)l bereikt het maximum voor Y=0, dus voor redle u in het
interval (-=1,1) voor u =1,

Dit maximum is gelijk aan 1.

De reeks in (1) is convergent en gelijk aan de gegeven functie; niet

slechts voor |u] < v2 -1, maar voor alle |u|<1.

Orthogonaliteit

Elke veelterm in x kan men in polynomen van Legendre uitdrukken.

Uit de d. verg. van.Legendre kan men op eenvoudige wijze de ortho-
gonaliteit van de L.P. bewijzen met als gewichtsfunctie p(x)=1 en

interval (-1,1)

1
_{ P (u) Pn(u)du =0 (m#n).
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Iv

We wvonden

(u)

1 - 3 =
Pn(u) uPn_1(u) nPn_=1

en uit (10, (3)) met n=1 i.p.v. n

uP;_1(u) - Pﬁ_a(u) = (n—1)Pn_1(u)

zodat
P!(u) = (2n-1)P_ _,(u) + P! ,(u)
Pé_z(u) = (2n~5)Pn_3(u) + Pé_h(u) s €nz.
(1) Pé(u) = (20-1)P _;(u) + (20-5)P_ _5(u) + (2n-9)P_ ,(u) + oos o

De som breekt af met 3P1 als n =even en nmet PO als n = oneven.

1
Grootte van J Pi(u) du .
-1

4.
du

{7, (WP _(w} = P! (We (u) + P, (WP (u) =

Pn(u){(2n+1)Pn(u) + (2n-3)Pn_2(u) + ooo} +

+

Pn+1(u){(2n—1)Pn_1(u) + (2n—5)in3(u) + .00} =

(2n+1)Pi(u) + product van verschillende P's .

Na integratie
1

i 1
Pn+1(u)Pn(u) ‘ = (2n+1) I Pi(u) du , waaruit volgt
1 -1

1

2 -
I Pn(u) du = z—=—
-1
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Het systeem ¢n(x) = Vn+i Pn(x) (n=0,1,2,..,) is dus een

orthonormaal systeem op het interval (=1,1)0

Deze orthogonaliteit op het interval karakteriseert volkomen de L.p.
onder al de andere polynomia, zoals we zullen zien uit de volgende
algemene beschouwing.
We merken op dat het systeem van de machten van x: 1, x, x2, x3, seo
in geen enkel interval een orthogonaal systeem vormt, zelfs niet met
een gewichtsfunctie p{x) erbij.
We beschouwen een systeem van orthogonale polynomia op het intérval
(a,b):

' Po(x), P1(x), ves Pn(x), cse

. waarvan de graad van Pi(x) gelijk is aan i. De gewichtsfunctie

zij p(x).

Elke macht x kan lineair en eenduidig met behulp van Po(x)ouoPn(x)
uitgedrukt worden. Dus elk polynoom Hn-T(x) van een graad £ n-1 kan

eenduidig in de vorm gebracht worden:

il (x) = COP

0t (x) + c1P1(x) + ¢oo + ¢ P _(x)

0 n-1"n-1

met constante coefficiénten ¢, C,5 500 s C
-0 1 n-1

Dus voor r 2 n

b

[ p(x)1 . (x)P (x) dx =

@ v b

¢, J p(x)P(x)P (x) ax + eev + e f p(x)P,_ (x)P_(x) ax = O,
a a

Elk van de veeltermen Po(x),o.b,Pn(x) is met elke veelterm van
lagere graad orthogonaal,

Hieruit kan men de belangrijke stelling afleiden:

Stelling. Is Po(x), P1(x),.°a een systeem van orthogonale polynomen
met gewichtsfunctie p(x) op het interval (a,b), en is de graad van
Pn(x) gelijk aan n (n=0,1,2,...), dan is elke Pn(x) op een constante

factor # 0 na eenduidig bepaald.
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{Pn(x)} als een volledig orthogonaal stelsel.

Stelling. Op het interval (-1,1) is het stelsel van L.p. Pn(x)
(n=0,1,2,...) volledig t.0.v. de klasse van alle functies die
®

met hun eerste afgeleiden stuksgewijze continu zijn in (~1,1).

Hieruit leiden we af:

De enige waarden van A waarvoor de vergelijking
a 2)dy _
= {(1-x )dx} + Ay =0

een niet-triviale oplossing heeft met een continue eerste afgeleide

in het interval -1 < x £ 1, zijn:

)\ = n(n+1) (n=0,1,2,o“) °
De macht x kan men schrijven als

m:
X Aum(x) + A P _2(x) + 0eo + T

2" m

waarin T een constante AO is als m even is, en T = A1P1(x) als m
oneven is.

Om de waarden van de constanten Am te vinden, vermenigvuldigen we

2j
met Pm—2j(X) en integreren over (~-1,1). We vinden dan

i
.. 2
J memazj(X) dx = Am~25 I {Pm-2j(X)} dx

waaruit volgt
1

— . m
(2) Ay p; = (2o=bj+1) J XPoj
0

(x) ax .
Men kan nu bewijzen
1
r =
[ X Pn(x) dx =
0

r(r=1)cescococee(r=n+2)

(r+n+1) (r+n~1) . . . (r=n+3) (n=2,3,.0)

geldig voor r > -1 als n=even

r > =2 als n =oneven.
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De integraal in (2) heeft dus de waarde

9
m(m“’)eoooaaoaeoe(zj"'z) m.

(234 1) (2m-23-1) 002 (2343)

1@335&69(2m—2j+1)e2J9j:

De ontwikkeling voor x" (m geheel > 0) is dus

= 1@3.5T§°(2m+1) [(2m+1)P (x) + (33 B o (x) +
+ (2m 7\(2m+;)£2m-1) Pm_h(x) + s ] .

Voor de beginwaarden hebben we

= Po(x), X = P1(x), X = %-Pz(x) + %'PO(X)’.
3_2 L 8 b
x° = 5 (x) + = 5 P (x), X' ==z Ph(x) T P, (x) + = 5 Po(x) °
Voor =1 £ x £ 1 is reeds afgeleid |P (x)l 21,
Hieruit en uit (1) volgt dan
IP' (x)l < (4n=-1) + (kn=5) + oo + 3 = n(2n+1)

[Pr  (x)] £ (bn+1) + (Ln-3) + co. + 1 = (n+1)(2n+1)
2n+1 =

Dus IP' (x)l (2n) . iPQ +1(x)l 2 (2n+1)2 :

dus voor -1 < x < 1 geldt |P£(x)l < n® (n=0,1,2,000)0

Op dezelfde manier leidt men af: in(x)l < nh; IPﬁkzx)l <

Stelling. Voor =1 < x < 1 zijn de waarden van de functies

IP (X)], |P'(x)l, ! ]P;(x)l, sse nOOit groter dan 1.
n
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De reeks | AnPn(x),
n=0

wagrin Pn(x) de L-polynomen voorstellen, en

_ 2n+1

An 2

1 .
[ £(x)P (x)ax  (n=0,1,2,00.)
-1 n

heet de Legendre-reeks, behorende bij f(x).

Stelling Is f(x) begrensd en integreerbaar in het interval
~1<x<1, dan geldt dat voor elk punt x dat inwendig punt is van
een subinterval waarin f(x) van begrensde variatie is, de Legrendre-

reeks, behorende bij f(x), convergeert tot é[f(x+)¥f(x“)] daWaZo

1e(x+0)+2(x-0)]= | AP (x)o (-1<x<1)
n=0
Def. Een functie heet van begrensde variatie in een interval (a,b),
als er een constante A bestaat, zodanig dat voor elke willekeurige
verdeling van het interval (a,b)

a <x,<x.< <x <D
1 2 e 0@ n-‘.‘

de volgende ongelijkheid geldt:
[£(a)=f(x )|+ £{x,)=0(x,) [+e0ot|f(x_ )=F(b)] < A.
1 /= a1
Is f(x) een even functie, dan geldt

1[f(x+0)+£(x~0)]= Ag*APL(x)4A)P) (x)4c s

met 1

A=2n+1) [ £(x)P (x)ax (n=0,2,b,.0.);
n 0 n

is f(x) een oneven functie, dan geldt

3[£(x+0)+£(x~0)] =A.P, (x)+A3P3(X)+o oo
met

1
An=(2n+1) é f(x)Pn(x)dx (n=1,3,55000)
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We keren terug tot het algemene geval van orthogonale polynomen
Pn(x) op een interval (a,b) en met gewichtsfunctie p(x), en be-

wijzen de

Stelling De nulpunten van Pn(x) (n=0;1,2,000) zijn alle reedl,ver-
schillend en liggen in het inwendige van (a,b).
n
. de . u - .
Stelling De n  partiZle som Sn(x)~ ) akPk(x) van de Fourieront=-

K=0
wikkeling van een continue functie f(x) t.o0.v. het stelsel van ortho-

gonale polynomen Pn(x), heeft tenminste in (n+1) punten dezelfde waar-
de als f(x). Deze stelling vindt toepassing in de numerieke analyse,
zoals we zullen zien,

We zullen bewijzen:

Elke interpolatieveelterm met A(xi)=B(xi)=f(xi) (i=1,24000,n) van de

graad < 2n-1, geeft dezelfde approximatie integraal [ p(x)A(x)dx=
b a

] p(x)B(x)dx als de eenduidig bepaalde veelterm van de graad (n-1).
a

Recurrente betrekking voor de algemene orthogonale polynomen

Is kn de co&fficient van Pn(x)
o By 01
Pn(x) k X +knx +oo0 (kn#O)

en ké de volgende coé&fficient, en is

b o
h = £ p(x) {Pn(x)} dx (n=0,1,2,¢c00),

dan geldt de recurrente betrekking:

(x)=(A x+B ) P (x)=C P __,(x) (n=142,000)

Pn+1 1

met constanten An’ Bn en Cn gegeven door

9 ) .
A= kn+1 B =A (kn+1 kn) c = Anhn
S T = = T e
n kn nn kn+1 kn n An—1hn-1
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Voor Legendre-polynomen volgt hieruit de recurrente betrekking

(10,2).

We bewijzen de sommatieformule van Christoffel=Darpoux:

(y)

P, (x)P (y)-P (x)P

kn n+1

< (x#y)

it 113

1 1
= P, (x)P.(y)= —
1=0 hi : * hn n+1 Xy

Voor L=polynomen volgt hieruit:

s . _ n+1
) (2i+1)P, (x)P, (y)= prer {

L ()P, (y)-P_(x)P_, (1)},

n+1
Uit (1) kunnen we de ongelijkheid afleiden, door x-y=z te stellen
en daarna 2z > O te nemen:

k
n ] Pt .
K+ [Pn+1pn(x) P n(X)Pn~l-1(x)":| > 0

Met deze ongelijkheid bewijzen we de stelling:

Stelling De nulpunten van twee opvolgende orthogonale polynomen

Pn(x) en Pn+1(x) scheiden elkasr.
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. De formule van Rodriguez

We beschouwen de functies:

1 n n =
- Fn(x)— GT D" {p(x)X"} (n=1,2,00.)
Fo(x)E 1.

X is een veelterm van de graad 5 2, en in het geval van een eindig

interval (a,b) gegeven door:

- X=(b-x)(x~a) (a,b redel, a<b).

In het algemeen is voor een willekeurige p(x) de Fn(x) geen veelterm,
Is dit wel zo, bijv. als p(x) 1, en is Fn(x) zelfs een veelterm in
x van de n°® graad, dan zijn Fn(x), afgezien van een constante fac=-
tor, gelijk aan de orthogonale veeltermen Pn(x) die behoren bij de

gevichtsfunctie p(x) en het interval (a,b):

(2) P_(x)= f:: F_(x)= En—;m D" [o(x)x"} .

Dit is de algemene formule van Rodriguez.

Dat Fn(x) een'veelterm>is, geldt voor alle klassieke orthogonale po-

lynomen, d.z. de Jacobi (Legendre), Laguerre en Hermite-polynomen,

We willen eerst vaststellen onder welke veronderstellingen over de
p(x) de functies Fn(x) veeltermen zijn, en wat er voor (1) in de
plaats komt als niet beide van de uiteinden van het interval (a,b)
eindig zijn.

Is F1(x) een lineaire veelterm, dus

5(;-(7 D{p(x)X}= '5(3127 p'(x)X+X'= Ax+B, dan is

* %
b ! ( X) = Ax+B-X' = Ax * B = 2 + B en
p(x) X Tb-x) (x=2) b-x x-a °

1n p(x)=a In(b-x)+B 1ln(x=-a)+1n(C)

(3) p(x)=C(b—x)a(X—&)Bs
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waarin o,B en C re&le constanten zijn. p(x) moet integreerbaar zijn

b

doW.z. de integraal f p(x)dx moet bestaan,en dit is slechts het ge-
a

val als a> =1,8> =1,

Is omgekeerd een gegeven gewichtsfunctie p(x) van de gedaante (3)

met a> =1,8>=1, dan isyFn(x) een veelterm van de graad n, zoals men

met de formule van Leibniz gemakkelijk kan bewijzen.

Bewijs van de formule van Rodriguez

Dit berust op het feit, dat de orthogonale polynomen, op een cone-
stante factor na, eenvoudig vastgelegd zijn door p(x) en het inter-
val (a,b). We zullen bewijzen dat Fn(x) orthogonaal is met alle veel-
termen van lagere graad,

Zij nn_1(x) zulk een veelterm, dan geldt

b b
[ p(xIF ()N (ax= [ 1 (x)D"{p(x)X" }ax
a a

i

n 2 (n) 0. _
(«1)" [ 1 7 (x)X dax=0.
a

Van de polynomen van Legendre is p(x) =1, a= -1,b= +1, en vinden we de

formule van Rodriguez:

n
P (x)= ——— I {(1-x7)"}.
n («2)Pn! ax™

Zij nu b= », dan stellen we X=x-a Op analoge wijze als boven vin-
den we dan

p'(x) _ Ax+B - % O
p(x) X8, X8,

en

pl x)=eA*X( x-a)%,

waarin A” en o re&le constanten zijn en o > =1, Ock hier is gemakke~
1ijk in te zien dat Fn(x) een veelterm in x is van de graad n. Zon-

der de algemeenheid te schaden kunnen we aannemen IA*1=1, daar we

X
2%

anders de transformatie x- toepassen, en dit verandert niet

£
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essentiZel aan de vorm van p(x),Voor positieve A™ is p(x) geen ge-
, ; QS

wichtsfunctie, daar de integraal f p(x)dx dan niet bestaat. Zij
a
L3 e
dus A = -1, dan is p(x)=e *(x-a)®,

Het bewijs van de formule Rodriguez verloopt dan geheel als bij een

eindig interval,

Tenslotte zi] a==x, b=«, In dit geval stellen we X= 1, en dus is

p'(x) _ Ax+B, p(x)ze%Ax2+Bx+C
p(x)

met willekeurige C. p(x) is slechts gewichtsfunctie als A negatief

is, dus A=-1®, We hebben dan %Ax2+Bx+C=~%(hx~§)2+%(%JQ+C°
Door de substitutie (hx—~%)4-x, wordt p(x) in de vorm gebracht:

2
o "'1X
p(x)=C e 2 s

3
en we kunnen weer kiezen C =1,
Ook in dit geval is Fn(x) weer een veelterm in x van de graad n, en

is de formule van Rodriguez weer te bewijzen.

. . _ 1 n n
Samenvatting., De functie Fn(x)—-STET D {p(x)X"}

met ’
(b-x)(x-a) voor |a|< «,|b] <=
X= X=8 voor |a|< w, b=
1 voor =g=h=,

en een gewichtsfunctie p(x) in het interval (a,b), is dan en slechts
dan een veelterm in x van de graad n, als p(x), afgezien van multi-

plicatieve constanten 8f eenvoudige x-transformaties, gegeven is door

(b-x)%(x~a)" met a>=1, B>=1, voor |a|Cw, |b|cw

p(x)= eﬂx(x—a)OL met o> =1, voor Ia{cw, b=
~1x°
e N VOOr =3 = b = &,

Als dit het geval is, dan zijn de veeltermen Fn(x) t.0.V. de ge=

wichtsfunctie p(x) orthogonaal.
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De Gammafunctie

We definiéren de Gammafunctie als

®
I (z) = [ B2 lay
0

Deze oneigenlijke integraal bestaat voor Re z> 0. We zullen ons voor=
eerst met reé€le z bezighouden. De betekenis van de T=functie berust

op de eenvoudige functionaalvergelijking
I'(z+1)= 2T(z).

Wegens T'(1)=1 volgt hieruit dat de T<functie voor natuurlijke getal-

len de faculteits=-functie voorstelt
I'(n+1) = n!
Met behulp hiervan is de I functie ook voor negatieve z te definieren.

Definitie, Is z een niet-positief getal # O,=1,=2,... €n is n een

positief geheel getal met -n< z< -n+1, dan defini&ren we T'(z):

T(z+n)

z2(z+1)=(z+n=1) i

F(z) =

Ook hiervoor geldt I'(z+1)=zT(z).

Men bewijst gemakkelijk de volgende eigenschappen van de TI-functie:

1im T(z)= «, lim T(z)=z=x, lim T(z) = =,
240 ; 240 Z-+©

Voor z # 0,=14=2,0... gelden de betrekkingen

2
r(z) = 1im nn-
n-—>o Z(Z+1)oco(z+n)
Z
«=C2 §§
r(z) = £ n -
2 on=t 142
n

(¢ is de constante van Euler).
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Een generalisatie van de I'=functie voor reéle waarden van z is de
analytische voortzetting van deze functie voor complexe waarden van
z. TI(z) is een analytische functie van 2z, en heeft alleen polen
voor z=04=1,=2,=3,000

Ook hiervoor geldt de functionaalvergelijking:

I'(z+1) = zr(z)

Verder geldt de functionaalvergelijking

r(z)r(i=-z) =

sinmz

voor z=3 vindt men T(3)=/7.

Verdubbelingsformule (Legendre).

2%=

r(2z)= n-%Z TP (2)r(z+1)

De Bétafunctie

1
De integrasl [ £271(1-6)" at heeft betekenis voor Re z >0,
0
Re w >0, We definieren hiervoor

7
(1) Bz,w)= [ 27 (1-t) " at
0

(naam te danken aan Binet (1839)).

Betrekking tussen I' en B-functie:

B(z,w)= N2
T(z+w)
Uit (1) volgt:
%" 221 2w-1
| (sing) (cos¢) d¢ = 3 Blz,w),
0



! r(23)r(s) _ 8

1" )
Toepassing ? sin ¢ coss¢ a¢= iB(23,3)= =33

0 r(s1)
Van grote waarden van z heeft men de asymptotische betrekking:

1
r(z) e~ Vo zz-ze-z

of

1
- ntE -
n! = nl(n)e~v/3m" 2™

(formule van Stirling).

Hypergeometrische functies

a,b,c zijn willekeurige constanten, ¢ # O,=1,=2,000 o

De volgende reeks heet de hypergeometrische reeks (Gauss):

(2) 1+

¢ c(c+1)28 c{c+1) oo (ctn=1)nt

Veor a=1, b=c, verkrijgt men de meetkundige reeks. Voor afkorting ge=-
bruikt men de volgende notaties:

() = Llz:m)

= (z+n=1)(2+n=2) .00 (z+1)z.
n I'(z)

(n geheel positief)

De reeks (2) kan men schrijven als

© (a) () _
t n£1 :c:nn! ‘e

Met het convergentiekemmerk van d'Alembert bewijst men dat de con-
vergentiestraal van de reeks gelijk is aan 1., Convergentie voor |z|<1,
divergentie voor |z| > 1,

(2)_(v)_ ©
Stellen we A= — eny = z Az
(c) n! n=0

dan 1is

&

ab ., ala+)b(b+1) 2, alatl)...(atn=1)b(b+1)...(btn=1) n,
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n=1 _ ot n
ye= ) DAz = ) (n+1)A .27
n=1 n=0
v 2 _ v 1
n=2 _ n=-
yii= ) n(n~1)Anz = z n(n+1)An+1z N
n=2 n=1

Ane _ (a+n)(b+n)

An “ (ec+n)(nt+1)

of (a+n)(b+n) A = (c+n)(n+1)An+1°

o s n o o
Door vermenigvuldigen met z~ verkrijgen we:

abA z +z(a+b)nA zn_1+zgn2A zn~2=c(n+1)A 2P +zn(n+1)A .z
n n n n+1i

N1
n+1 '

of

o0 (-] (e

T abA z%+z(atb+1) | nA 2" +2° ] n(n-1)a 2™
n n n

n=0 n=1 n=2

2

o

- n ' n
=c J (n+1)A 274z ] n(n+1)A 1z
n=0 n=0

o1

of

aby + z(am+b+1)y“+z2y"9 = cy' + zy'' of

z(1=z)y' '+ {c=(at+b+1)z} y'=aby = 0.

Dit is de hypergeometrische differentiaalvergelijking.
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VIII Speciale functies

- Substitueert men in de differentiaalvergelijking

dan gaat deze over in

z(1=z)u' "+{2=c=(a+b+3=2¢c)zu'={(a+b=c+1) ( 1=c)+ab}u=0,
Stelt men 2-c=c’, a=c+i=a’, b=c+1=b', dan verkrijgt men
z{1-z)u' "+{c'=(a'+b'+1)z}u’'=a'b'u=0,

en dit is weer een hypergeometrische differentiaalvergelijking.

We hadden verondersteld c#0,=1,=2,... als we nu bovendien eisen dat

¢ geen natuurlijk getal is, dan is 2«c=c'#0,-1,~2,.., en is de hyper-
geometrische reeks, samengesteld met a’,b',c' een oplossing van de
vergelijking. Noemen we de functie die verkregen wordt door analytische

voortzetting van de hypergeometrische reeks de hypergeometrische funce

tie F{a,bscyz}, dan zijn de functies F{a,bic3z} en 2.1'”c F{a’,b"3¢c";2}
twee oplossingen van de hypergeometrische vergelijking, welke lineair
onafhankelijk zijn (laat z =+ 0!). De algemene oplossing heeft dus de

vorm

y= AF{a,bjc3z} + Bz1°cF{a“,bV;c";z} , of

(1) y=AF{a,bsc;z}+ Bz‘i”cF{amcH9 b=ct1y 2=c32} ,

met willekeurige constanten A en B,
Fla,bjc3z} verliest zijn betekenis als ¢ een van de getallen 0,2,

is. Dit is niet het geval met het quotient (als limiet)

M = F*{asb;cgz}a
r(e)

Stel c#l-m met m=192939009 dan is
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o (a) (b) n
. Fla,bseiz} . n ‘'n z
lim e ot %2 1 1M Z - o=
e>1=m r(c) e*l=m n=0 T(c+n) n?
} ® (a)n(b)nzn= "z" (a)m(b)nzn= ‘f I'(a+n)I(b+n)z"

" n=0 I'(n-m+1)n! n=m T(n-m+1)n! n=m TI(a)T(b)T(n-m+1)n!

o T(atmtn)l(bintm)z® ™  (a)_(b)
= 22 P {atm,btmym+isz}.
n=0 I'(a)r(v)T(n+1)(n+m)! m!

Voor gehele ¢ is (1) geen algemene oplossing meer, zelfs niet als

% 3%
men F{a,bjcsz} door F {a,bic;z} vervangt, daar F {a,bjc3z} en

" z1'cF{a-c+19b-c+1;2~c;z} niet langer lineair onafhankelijk zijn.

Nu substitueren we in de hypergeometrische differentisalvergelijking
y=( Tz ) Cﬂa-bu’
dan verkrijgen we na berekenings

z(1=z)u' '+{c~z(2c+1=a=b) }u'=(c=b)(c=a)u=0,
welke voor a'=c-a,b'=c-b,c'=c overgaat in
z(1=z)u''+{c'=(a'+b'+1)z}u'=~a’'b'u=0,
met oplossing

u=F{a’,b';c'32}= Flc=a,c=bjc;z}.

Dus (1.z)C~8=P

‘en kan dus geschreven worden als

F{c-a,e=bjc3z} is een oplossing van de hyp. geom. 4.V,

F{c=a,c-bjcsz}= AOF{a,b;c;z}+ B z1“cF{anc+1,b-c+1;2—c;z},

C=8=b,
z) 0

(1=

met geschikt gekozen constanten A0 en Boo

De functie in het linkerlid heeft in punt 2=0 de ontwikkeling

(c=a){c=b) _ 2
D'-(C'”&-b)z‘"ooj L1+ ""“’—”"E’“"—"" Ztooo —1+k1x+k2x +ooog

en de functie in het rechterlid

z1«-cD+ (a=c+1) (b=c+1) 2tees]

ab
AOD+ "'c""' Z#ooo | +B et

0
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Hieruit volgt Ay=1 en B,

voor de hypergeometrische functie

=0 en de belangrijke zelftransformatieformule

Cwg8=b

(2) Fla,bjesz}= (1-2) F{c=-a,c=bjciz} -
Om

continuiteitsredenen geldt (2) ook voor gehele c > 0o Voor c=0,=1,=2,,,
worden beide leden oneindig. .
De formule geldt als men de F vervangt door de corresponderende F*o

Nu substitueren we z=1-f, y=y3; waardoor de hyp.geom. d.v. overgaat in
E(1=E)y" '+ [atbect+i=(a+b+1)E |y' -aby=0,

Door nu te stellen a'=a,b'zb,c'=atb=c+1, is de vergelijking weer een
hyp. geom. vergelijking met oplossing Fla,bja+b=c+13l=z},

De algemene oplossing wordt door de substitutie &=z
y=A1F{a,b;a+b-c+1;1-z}+B1(1—z)c~a“bF{c~b,c—a;c-a+b+1;1-z} mits
c-a=b # geheel getal,

We substitueren eerst z=l en daarna y=€e‘u° De hyp. geom, d.v. wordt

g
dan 0
du du
£(1-¢) =5 +{a~b+1-g (2a+2~c)} I ~a(a=c+1)u=0,
ag

Door nu te stellen c'=a-b+1, a'=a,b'=a-c+! komt men tot de opléssing
2 2F{a,a=ct+1ja-b+13 %‘} en

‘de algemene oplossing wordt:

y Azz”aF{a,a-c+1;a—b+1; %J + Bez'bF{b,b-c+1;b-a+1;-%}o

Op soortgelijke wijze vindt men door te substitueren: z= 115 s 2= 551 .
- = -

7= éz—’ drie andere voorstellingen van de algemene oplossing. Dus to-
taal 6 voorstellingen met 12 particuliere oplossingen. De eerste 6
zijn bijv. F{a,bjec;z}, z1-cF{a-c+1,b-c+1;2-c;z}9

F{a,bjatb=c+i;l-z}, (Q-z)c'a”PF{c-b,c-a;c-a+b+1;1~z},

AZfaF{a,a-c+1;a-b+1y%}, z'bF{b,b-c+1;b-a+1; %%‘o

Uit deze 12 oplossingen kan men er tenslotte 24 verkrijgen door de

zelftransformatieformule toe te passen.
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IX Speciale functies

Formules wvan Bolza

C=a~=b

(1) Fla,biciz)= A1F{a,b;a+b—c+1;1~z}+B1(1~z) F{c=-b,c-a}

c~a=b+131=2},
waarin

_ Me)I{c-a=b)

g = L{c)(atb~c)
17 T{c-a)T(c=b) ?

A 1= Ty o) °

Om dit te bewijzen maken we gebruik van de vergelijking:

I'(c)T{c=-a=b)

(2) Fla,bses1} = r=F7eh)

voor Re (c-a=b) >0 c#0,=1,=2,00 o

Deze formule zullen we laten bewijzen.
Door in (1) z=1 te substitueren en Re (c-a=b)> 0 te kiezen, vindt men

onmiddellijk A1n : ’
Pas daarna op het linkerlid van (1) de zelftransformatieformule toe,

a+b-c

en vermenigvuldig met (1-z) , dan verkrijgt men:

a+b=c
-2)

‘F{c-a,c~b;c;z}=A1(1 F{a,b;a+b-c+1;1-z}+B1F{c~b9c~a;c~a-b+1,1~z}

Kies Re(a+b-c) >0 en substitueer weer z=1, dan vindt men B1o
De betekenis van de formules van Bolza berust 0.8, op het feit, dat
men met behulp daarvan de hypergeometrische reeks over de rand van

de cirkel Iz] <1 analytisch kan voortzetten,

Integraalvoorstelling

‘ ! bet c=b=-1 a
Beschouw Jt27 (1) (1=zt) at, met |z < 1.
0

Deze integraal heeft betekenis van Re ¢> Re b >0,

Ontwikkel (1-zt)™% volgens de binomiaalreeks (|z] <1).

(1-z6)™%= T (39)(2t)% = (14 2ot + 2221) 22,

o (A P

Termsgewijze integratie is geoorloofd:

ki

1 o k 1
[ tb"1(1-t)c"b—1(1-zt)"adt= ) ala+1)=(a+k=1)z [ tb+kn1(1=t)c_b“1dt
0 k=0 0
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) a(a+1)£:(a+k~1) 2% B(b+e,c-b) =
k=0 °

Fla,bsc3zl},

_ E a(a+1)..(atk=1) I(b+k)I(c=b) k_ I(c=b)I(b)
T k0 k! I(c+k) - Tle

Dus

1
. T(e) D=1 Cob=1 -2
Fla,bscszl= HONCD)] g 27 (1-%) (1-2t)"%at

De hypergeometrische reeks is convergent voor Izl <1,
Men kan nu bewijzen dat op de rand van [zl=1 een voldoende voorwaar-

de voor absolute convergentie is .
Re (c=a=b) >0,
Volgens het theorema van Abel is dan als we z -+ 1

1
_1(e) . b1 Cmbe1 -a
Fla,bse;1}= vryFromgy Lin [ £77 7 (1-t) (1=-2t)""at

z+1 0
_ r(e) . b-1 cbea-1.. _  T(c)
STEesy [P (08T 6 = ey Bbee-b-a)
I'(e) T'(b)I'(c=b=a)

= r(b)f(e=b) ° I'{c-a) » zodat

I'(c)T(c=b=a)
T{c=b)I(c=a) °

Fla,bjc31}=

waarmede (2) bewezen is.

In dit bewijé hebben we gebruik gemaakt van de veronderstellingen

Re ¢ >Re b >0 en Re{c=-a~b)> 0,

Nu kan men bewijzen dat F{a,bjc31} een analytische functie is van de
parameters a,b en ¢ als ¢ # 0y=1,=2,.., en Re (c-a=b) > 0, Beide leden
van (2) zijn analytische functies van a,b en ¢, zonder de voorwaarden
Re ¢>Re b >0, Dus geldt (2) voor Re(c=a=b)>0, ¢ # 0,=1,=2,00 o
Verder kan men bewijzen:

#
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Voor |z| <1 is de functie F{a,bjc;z} analytisch in a,b en ¢ voor

alle eindige a,b en ¢, met als enkelvoudige polen c=0,=1,=2,0.5

Speciale gevallen

Past men (2) toe met a=-n (n is een positief geheel getal) dan vindt
men

I'{(c)I(c=b+n)

Fl-n,bse3 1} F10 5 (o)

— (c“b)(c’b*'])o 0 (C’”b+n°‘°1)
- c(c+1)ooo(c+n=ﬂ1)

(gelijkheid van Vandermonde)

Voor z=-1 en bovendien a=1+b-c vindt men voor de integraal in (2):

1 b=1 2 \Cmb=1 2
f t (1=-t°)""" 'dt. Stelt men 1-t"=u, dan gaat deze integraal over in
0
1 1 1
i f (1~u)§b-1ucaba1du = 3 B(3ib,c=b)=3 I(z0)I(c=b) dus
a1 1 I(e)T(3b)
F{1+b=c,bse3=11= § FRIFIaaTT
Van a=b=3, c=3/2 vinden we:
F{3} %"§°z2}- =%4;1%1T 1 dt en hieruit met de substitutie:
329455 - 9 H
3 Mz)r1) g ;%(1»z§t)

z2t = sin2¢:

1 .
= arc sin z

2
F{a,bsbsz}= 1+ 3% +<§i§ill£_

= = eoo = (1-2)7%,

1
F{1,1;2;2}= FT%%%%TT = [ (1-zt)”lat = - iﬂ%l:El .
0

De formules van Bolza stellen eenvoudige relaties voor tussen F{a,bjc3z}

en andere hyp. geom, functies met in de plaats van z, zekere lineaire

&
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functies van z (bijv. 1=z, l@ooc)o Men noemt deze lineaire transfor=
Z

maties van de hypergeometrische functies Als er zekere beperkingen

aan a,b en ¢ opgelegd worden, bestaan er ook soortgelijke relaties

voor kwadratische transformaties,

Is bijv. c= éigilg dan hebben we de volgende formule
+b+ *
(3) F{a,b;&%*l s zl= A F{%ag%b;%;(22=1)2}
+ B (22=1)F{3(a*1), %(b+1);t§;(2Zn1)2},
met
a+b+1 atb+1
s M=) - I=3 )
A =V 9 B = 2 ™ T e LT °
a+1 b+ 84D
1"(_ém) r(=5-) I3z

Het bewijs wordt uitgevoerd door in de hypergeometrische vergelij-

king te substitueren: £=(2za=1)29 dan ontstaat er opnieuw een hyp.

geom. verg., waaruit we concluderen dat F{}a,ib3i; (22~1)2} en
(22=1)F{3(a+1), 3(b+1)3 3/2; (22-1)%)

oplossingen zijn van de hyp.geom. vergelijking.

Dus geldt (3) met geschikt gekozen co&ffici&nten A" en B,

Door te substitueren z=0 en z=1 volgen dan na wat berekening A* en B*o

L. 3. 1. 8b a(a+1)b(b+1) 2

(binnen de cirkel [z| <1), dus is in hetzelfde gebied:

1n hen.nle 80 , 2(a+1)b(b+1)
F'{a,bjc;z} — + NCDRE Z4 oo

==-==={1+

c (e+1)1? (c+1)(ect2)2!

= == Fla+1, b+1; c+i3z} o

g}F{{aibociz} = %;_b_ Fla+1 ,b¥ige+i “,Z}

(a+1)(b+1) , (a*1)(a#2)(b41) (b42) 2

Z

4000}
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X Speciale functies

Vervolg Hypergeometrische functies

De betrekkingen tussen "naburige" functies

Gauss definieerde als "naburige" functie van F{a,bjc;z} elk van de zes
functies die verkregen worden door &&n van de parameters met 1 te ver=-

meerderen of te verminderen. Gemakshalve gebruiken we de notaties:

it

F = Fla,bseszl, r(at)
F(a™)

Fla+1,bsc3zl),

F{a=1,bsc,z}t,

en op dezelfde wijze F(b+)9 F(b7), F(ct) en F(e™)o |

Gauss bewees dat er tussen F en elk tweetal van de naburige functies
een lineaire betrekking bestaat met als co&ffici&nten functies van 3
van ten hoogste de eerste graad. ‘

Er zijn 15 van dergelijke betrekkingen, We zullen er hier enkele af=-

leiden.,

(a)_(b) =" @
Stellen we § = : , dan is F= }] &

n c) _ni n
n n=0
n
en F(a+) _ z (a+1)n(b)nz ) § et
9 (e}
n=0 (c)nn° n=0 * 0
- v (a“?)nsn v a=

Evenzo Fla™) = | e = ] —— 5
. n=0 &n n=o 840-1 B

+ © btn - b=1
PR = L 8 s FO = Lo sy s
. n= n=0

+ v e = T e=i+
Fle) = 1 ctn 6n s FleT) = ] CCmﬁn S0 =

n=0 n=0
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We voeren nu in de operator O = z@%;), dan is

(1)

(2)
(3)

oo

) (a+n)§ = aF(a’),
n=0

bF(v'),

(6+a)F

(0+D)F

(B+c=1)F = (c=1)F(c™),

Uit (1), (2) en (3) volgt:

(a=b)F = aF(a’) - bF(b")
(a=c+1)F = aF(a’) = (c=1)F(c™),

n n
9z" = nz", zodat

twee van de eenvoudigste van de bedoelde betrekkingen.

Beschouw nu

waaruit

(%)

Volgens (1) is OF

n=0

op - E n(ain(zznzn ., E (a)?:;(b)§;1zn
net Gy =0 n+1
= g nZO {n + (at+b-c) + i&:%%%gzhl} 5
= z nio né_+ (a+b=c)z nio 8+ Lﬁ:ﬁ%ﬁiihl z § =5
(1_z)eF = (atbec)zF + Lez8lle=b) ooty

c

+ .
- aF + aF(a ), en dus is

(1=z)0F

- a(1=z)F + a(1-z)F(a+)9 en uit (h)

{a + (b=c)z}F = a(1nZ)F(a+) = .

(c=a)(c=Db)

2F(c™)
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Confluent hypergeometrische functie

Deze functie ontstaat uit de hypergeometrische functie
x
Fla,bjc:=}
{a, 9Cs-b

door de limietovergang b + «, indien deze limiet bestaat. We gaan uit
van de hypergeometrische differentiaalvergelijking, en vervangen x

d.oor--}E en dus dx door dx °

b b
2 x bd d2 X d;
P E(1-DEL + ple-(atb+1)) | gy = 0.
b b dx2 b dx

Na deling door b en limietovergang b =+ «, vinden we

(5) xy" + (c=x)y' - ay = 0 .

Dit is de differentiaalvergelijking van de confl. h.g. functie,

We proberen als oplossing de machtreeks

en veronderstellen ¢ # Oy=1,=2,000 o

Na invulling en nulstellen der coé&fficiénten vinden we

a {n+a)
a, = =g a = B
1 c 0 ? Tn+i n+1) (nte °
We stellen ay = 1, dan is
o = a+n-=1 atn-2 a - (a)n
n  nl(c+n=1) (n=1){c+n=2) °°° 1.c¢ (c)nng °

De oplossing is dus



- a x ala+1) x n x
A SR B eI I © B U

ook wel aangeduid door 1F1{a9c;x}o

Het kenmerk van d'Alembert wijst uit dat de convergentiestraal van deze
machtreeks oneindig groot is,

Voor a =c¢ heeft men

x
¢{ayasx} = e

Bovendien

ooy =1+ R E A £
en we zien

¢{a,esx} = lim F{agb;c;%} .

b+ w
Door te substitueren in (5} y = x‘!“cz9 gaat deze d.v. over in

xz" + 2'(2=c=x) = z{a=c+1) = 0 ,

waarvan de oplossing dus is ¢{a=c+1,2=c3x} .

De algemene oplossing van (5) is dus

y = A ¢{ayc3x} + Bxﬂzc p{a=c+1,2=c3x}

met willekeurige constanten A en B (c # geheel getal).

Substitueert men in (5) y = ez , dan gaat (5) over in
x;" + (e+x)z' + (c=a)z =0 ,

en dsarna door de substitutie x = =u over in
uz" + (c=u)z’ = (c=a)z = 0 ,

met als oplossing ¢{c=a,c3u}l.

Dus eX ¢{c-a,c3-x} is een particuliere oplossing van (5), dus geldt
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met geschikt gekozen constanten AO en BO

d{a,cix} = [Ao¢{c-a,c;-x} + Bo.(--x)h'c ¢{1—a92-c;-x}}

(c # geheel getal),

Door ontwikkeling in machtreeksen en gelijkstelling vindt men AO = 1

en Bo = 0, zodat

¢{a,c3x} = ex¢{c—a,c;-x}

(Formule van Kummer).

Vanwege de consistentie van de analytische functies geldt deze formule

ook als ¢ een natuurlijk getal is.
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XI Speciale functies

Integraalvoorstelling van de confluente h.g. functie

X.

In de integrasalvoorstelling van de h.g., functie vervangen we x door 5

: 1 -
F{a,b;c;%} = I'(e) ., JO ta”1(1-t)c'a'1(1-+%%) at
(Re ¢ > Re a > 0, |x| < |b])

en na limietovergang b + « (als dit onder het integraslteken geoor=
loofd is)

1
(1) | ¢{azeyxt = TTZ%%%%:;T J eXtta_l(i-t)c“aw1 4t
’ 0

Re ¢ >Re a > 0

De geldigheid van (1) wordt bewezen door e*% in een machtreeks te

ontwikkelen, en de uniforme convergentie te gebruiken. Het rechterlid

is dan
1 © nn : ® n
I'{c) Xt .a-1 cea=1 ., _  T(e) X )
r{a)l(c-a JO nZO Y (1=t) dat = RO nzo = B(n+a,c~a)=
© xn(a)n
= m—— = p{ajeixl} .

= 9
n=0 na(c)n

Gemakkelijk vindt men door differentiéren

¢'{ajcix} = -% ¢p{a+ 13e+ 13x}




Polynomen van Jacobi

éa,B)(x) (n=0,1,2,000), bepaald door het

interval (-1,+1) en de gewichtsfunctie

De orthogonale polynomen P

p(x) = (1x)%( 1#x)P o> =1, B> =1

noemen we polynomen ven Jacobi.

We zullen ze normaliseren door te stellen

(2) Pé“'s)( 1) = (n;“) .

De algemene formule van Rodriguez:

Pn(x) = E;éTET DM {p(x)x™} met X = (x~a)(b=-x)

wordt in dit geval

KnPI(IGQB)(x) =( 1_}()_“( 1+X)_B Dn{( 1_x)a+n( 'H-x) B+n}

= 0% an T () (3) e e

en wegens (2)

Kn(n;a) = (_1)n nl (n;a) 2n
of n
Kn = (=2)" nt dus
n
(3) Piu,ﬁ)(x) = .ﬁz kzo (n;a) ﬁts (x= 1) 28 (x4 1)




Qo

P§a°s)(x) =1,
| 1
POB ) = T (M) (MB) (o) (e )F = f [(wrpr2)xta-g]
k=0
B8 (x) = ([(0+8)2 + T(arg) + 12]x® + 2(a-8)(a+ps3)x + (a-8)%

- (a+8) - b} .

Als men in (3) =x vervangt door -x en k door n-~k verkrijgt men

P8 () = (02 plB ) |

Orthogonaliteitseigenschap:

1 ,
J (1-x)%( 1+x) P P(a’e)(X) P(G’B)(X) dx = 0 (m # n) &
-1 n m

In de algemene theorie van de orthogonale polynomen stelden we

- n e =1
Pn(x) =k x + knx + ooo (kn #0) o

We willen nu deze kn en k; in het geval van de polynomen van Jacobi
berekenen.

Daartoe leiden we eerst twee betrekkingen tussen binomisslcoéffici&nten
af

(1+x)A = hz; (A) < . (1#x)* = kzo (U) <5 3

door vermenigvuldiging

n

™ = T § ()
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en daaruit volgt door n maal te differenti8ren voor x = 0 de betrekkings

n
At A f

() ()= LG)(G5) -
n h=0 h/\ n~h

Vermenigvuldigt men de afgeleide ven de eerste ontwikkeling nl.

’ o
Azt = h(;‘l)xh-1 =1

met de tweede, dan verkrijgt men

At~ n A u
Ax( 1+x) = J ") h( )( .
n=0 h=1 h/\ n=h

en dearuit door n maal te differenti&ren voor x = 0

O (el R I TE [N

Uit (4) en (5) volgt:

(X-T)n-k(x-l"l)k = xn + (2k-n)xn-1 + ono ®

dus uit (3)

n
e S LI - 5T -
2" k=0 2

o= 5 L () () eeon -

_ '1'5 [2(n+0t) (2n+§i§'1 )_ 0 (2n+g+8)]

a=8 (2n+d+8-1)

N1
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In de algemene theorie speelt de grootheid

o 2
n= [ e e0,n2,

een rol.

Met de formule van Rodriguez verkrijgt men

b
D™ (px™) P (x) ax ,

b
2
Kh =K Ja p(x) Pn(x) dx = Ja

en met behulp van partiéle integratie vindt men hiervoor

b

b
p-?! {px"} P (x) - J Dn—1(an)P£(x) ax , zodat
a

a

b
_ ne1, _n..,
Kh =- fa D™ (px7)P (x) ax .

Na herhaalde parti&le integratie:

]
a3
i

b
= (-1 J px™ Pén)(x) dx , of
a

nik

_ n
hn = (-1 K
n

® n
J pX dx .
a

In het geval van de Jacobi polynomen is dit

n % (o) P (14x) BB g

h _ ( 1) nokn I 1
n -

1

Substitueren we Wx = 2f , dan zien we

1 1 ,
J (1_x)a+n(1+x)8+n dx = 22n+a+B+1 I £B+n(1_5)a+n At =
-] o]
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o p2ntatf+] 2n+o+B+1 T'(B+n+1)T(a+n+1)

B(g+n+ 1,cx+n+1) = 2

Ir{2n+o+p+2)
Zodat wegens K = («1)P2%1

o+p+1

n o= 2 I'(n+a+ 1) T (n+p+1)
n  (2n+a+B+1)n! T'(nto+p+l) °
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De constanten in de recurrente betrekking zijns
A - lnrd , B =A(§iﬂ=§?—> , C o fnm .
n A

n n n kn+‘1 kn n~1hn~1

In ons geval -

n

P (2n+a+8+2) 2 _ (en+a+p+1) (2n+a+p+2)
n o+l nt1 (2n+a+8) _ 2(n+1) (nt+a+p+1) *
n
B = l2ntatprl)(2nta+p+2) | a-B (2n+a+8+1) ot ! +
n 2(n+1) (nta+p+1) 2n+1 n (2n+a+8+2)
n+ 1
n
o= 2n+a+B—1) 2
T o n-1 on+o+B
2" (*2)
__ (o%-6%) (ontatpt1)
2(n+1) (n+o+p+ 1) (2n+a+B) °
¢ = tnta)(n+B)(on+a+E+o)
n  {n+1)(nto+p+1)(2n+a+B)
De recurrente betrekking
Pn+1(x) = (AnX+.Bn)Pn(x) - CnPn=1(x)
wordt dus hier
2(n+3)(n+a+B+1)(2n+a+B)P(a°B)(x) = (2n+a+B+1) { (2n+a+p+2).

n+1

(2nrarg)x +o? - 82 12(8B) (x) - 2(nva) (n+8) (2nvarer2) 2P ()
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Differentiaalvergelijking van de Jacobi polynomen

We zullen eerst eenalgemene stelling bewijzen.

Stelling. Laat p(x) aan een diff.verg.

p'ix) _ D+Ex

p(x) A+Bx+Cx2

(diff.verg. van Pearson)

voldoen, waarin A, B, C, D en E constanten zijn, en laat
(A+Bx+Cx2)p(x) nul worden in de eindpunten van het interval, dan

voldoet Pn(x) asan een diff.verg. van de gedaante:

a(x)Pg(x) + B(x)PA(x) + YnPn(x) =0,

waarin o(x) = A+Bx+Cx2, B(x) een veelterm van de eerste graad is, en

Y, Ven n afhangt.

Bewijs. Zij qm(x) een willekeurige veelterm van de graad m < n. We

passen op de integraal

b d
(1) I= J q (x)'a; {u(x)p(x)Pé(x)} ax
a

partiéle integratie toe:

b b .
I= a(x)p(x)Pg(x)qm(x) - j a(x)p(x)Pé(x)qé(x) dx =
& a
=0
' b b a
- - stz ey | ¢ [ B0 & tatalptalgg(n) ax -
&, a

L——-————‘—\,—-———————-——/
=0



B

Maar

‘%; falx)p(x)al(x)} = (B+2Cx)p(x)q)(x) + alx)p'(x)qt(x) + alx)p(x)q;(x) =

]

p(x) [ﬁB+20x)q&(x) + (D+Ex)q&(x) + a(x)q&(x)] o
De uitdrukking tussen [ | is een 'veelterm rm(x) van de graad £ m. Dus

b
J Pn(x)p(x)rm(x) dx =0, endus I =0,
a

In de oorspronkelijke uitdrukking in (1) is

%; {a(x)p(x)Pg(x)} (B+20x)p(x)P£(X) + a(X)p'(x)PQ(X) + a(X)p(X)Pg(x) =

p(x) [(B+2Cx)P£(x) + (D+Ex)P£(x) + a(x)P;(x)] °

dus van de vorm p(x)Hn(x), waarin Hn(x) van een graad < n is.

Voor een willekeurige veelterm qm(x) van de graad m < n is dus

b
J p(x)I (x)q (x) ax = 0 .
a

Hn(x) heeft dus de orthogonaliteitseigenschap met gewichtsfunctie p(x),
moet dus een constant aantal malen Pn(x) zijn. Er bestaat dus een

constante Kn z6 dat

1(x) = a(x)2"(x) + [(B+D) . (2c+E)x]Pr“1(x) - K P (x) .

Door gelijkstelling van de co&ffici&nten van x in beide leden vindt
men

Cn(n-1)kn + (20+E)nkn = Kk , of

K = Cn{n+1) + En ,

wasrmede de stelling bewezen is.
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In het geval van de Jacobi polynomen is p(x) = (1—x)a(1+x)6, en dus

p'(x) _ (B-a) - (o+B)x
pix 2 ’

t-x

die de gedaante van Pearson heeft met A=1, B=0, C=-1, D = B-a,
E = «(a+8), terwijl (1-x2)p(x) nul wordt in de eindpunten x = ¥ 1 als
@ > =1, B> =1

De differentiaalvergelijking wordt dus

(1—x2)P;(x) + [B-—a-—(a+6+2)xﬂP£(x) + n(a+B+n+1)Pn(x) =0
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Substitueert men in de d.v. van de Jacobi polynomen x = 1-2§, dan

verkrijgt men de hypergeometrische d.v.

d2
£(1-8) $L + {(o+1) = (a+8+2)e} L + n(ntatpri)y = 0
dEZ dg

waarvan een oplossing is y = F{-n,n+a+8+1;a+1;l%§} o
Dit is een veelterm, en we vinden

1w

(a B)(X) = AF{-n,nto+B+1jat+] == >

=1,

waarin de constante A bepaald wordt door x =1 te nemen,
+ +
We vinden wegens P(a B>(1) (n “) , dat A = (nna> .

(1) Pia’s)(x) = (n;a) F{-n,n+a+8+1;a+1;l%§} .

Jacobi polynomen zijn dus hypergeometrische functies.
Uit Péu’s)(—x) (-1)"p (B 0‘)(x) leidt men direct af

(1) (“ B(x) = (-1)" (n+3) Flen,nta+B+1 B+1~li§} .

Voor het geval a = B verkrijgen we de ultraspherische polynomen, die

we later zullen behandelen,

' atb+1 _ -ntnta+f+i+]
2 2

vroeger afgeleide formule gebruiken:

In dit geval is = a+1 = c, en kunnen we de

Fla,bs B0 x} = AFide,goigi(2x-1)) + B (2x-)FE5(ar1) Hor1) 535 (26-1)%)

met
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i

r( 1+a+b) F( 1+a+b)
A = e en B = 2/n —
T (==)T (=) 1’(-5)1’(5)
Is n even = 2m, dan is B =0 en
Péq’a)(x) = 2m*a) vV Llot1) F{~m,m+a
n FG——m)F(a+1+m)
1 =1
_ (2m+a) o e Dot 1) (”“'2')
em F(é—m)r(a+1+m) m
zodat
Qa)
Pé;ﬁl)(x) - (_1)m (I;-;l - 2m+Ct) P 2 (1-23{2)
of
(a,0) (m’)2 2t (a,—%O 2
Koo - I () P

Op soortgelijke wijze

leidt men af voor n = 2m+1 (dan is A

(a a)

2m+1

m!{m+1)}
2m+1

(x) =
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Differentiéren van Jacobi polynomen

Uit (1) en F'{a,bjc3x} =-%? F{a+1,b+13c+13x}, leidt men af:

9
Pé“”s) (x) = (n+“) a(ntatpt]) F{~n+1,n+a+5+2'a+2“—-}

2({a+1

waaruit volgt

P£Q°B)Q4x) (a+1 6+1)( )

o 1

—(n+0L+B+1 ) P

Er zijn vele recurrente betrekkingen tussen de Jacobi polynomen, die we

hier niet zullen afleiden. Enkele volgen hieronder:

(a+1. B)( )

'—(1-x)(2n+a+8+2)P (n+a+1)P(a’B)(x) ( +1)P(a B)( ) ,

214 (2nrarge2) B %08 V() = (nege1)pl®s ) (x) + (w1228 ()

(1-X)P§a+1’8)(X) + (1+X)P1§a98+1)(x) = -QPIga’B)(X)

(arpr2n)28 108 (x) = (arprn)B{®B) () = (Bem)pl®28)(x)
(a+8+2n)Pia’B"1)(x) = (a+6+n)P§“’B)(x) + (a+n)P(“ B)(x)

Pr(la,B-‘I)(‘)’c). - Pz(la-ue)(x) - Px(lg?s)(") .

De integraslvoorstelling van de Jacobi polynomen

De integraslvoorstelling van de hypergeometrische functie (1) geeft

geen interessant resultaat,
Een bruikbare voorstelling kan worden verkregen door de integraalfor-
mule van Cauchy voor de nde afgeleide van een analytische functie toe

te passen op de formule van Rodriguez. Volgens deze formule is
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- : () {x(E)"
P (x) = 2 IC B-?::;7H;T_ dt .

In ons geval

2 B8
@ BP0 - oy | {otE () () e

waarin C een gesloten kromme die het punt t=x omvat, maar niet de
punten % 1,

Uit deze integraalvoorstelling kan men een voortbrengende functie

afleiden, d.W.z. een in de omgeving van z =0 analytische functie met

de eigenschap

P(z) = J pl8)(x) 27
n=0

We stellen in (2):

dus

t =‘“% {1% V1—2xz+22 } .

Kiest men het negatieve teken, dan vinden we

t = J=§£i met R = V1-2x2+22 °

Ingevuld in het rechterlid van (2) geeft git

o+8 1

p—r dz .

(a,B) 1 J’ 2
P (x) = >
n aml o R(1=2+R)%( 1#2+R)® 2

waarbij ¢™ ae overeenkomstige kromme van C na de transformatie is, die
klaarblijkelijk weer gesloten is en nu om de oorsprong gaat.

Volgens de integraalformule van Cauchy is deze integraal gelijk aan

I3



=52~

de nde co8fficiént in de reeksontwikkeling van de functie

POt 8

R(1-z+R)%(1+z+R) B

F(z) =

naar machten van z (]z]| < 1),

Dus

C-+B ©
F(z) = = = 3 Pga’3>(x) 2" 5
n=0

R(1-z+R)*(1+2+R)®
R = V1-2xz+22

F(z) is de voortbrengende functie van de Jacobi polynomen.

Polynomen van Gegenbauer

Fen speciasal geval van Jacobi polynomen ontstaat als o=8, dan ver-
krijegt men de ultraspherische polynomen. Als polynomen van Gegenbauer

definieert men:

\ (20), (=)
(3) ¢ (x) = = P, (x) 5 1n=0,1,2,00. o
(A +°§)n x> o
2
Hieruit en uit (1) en (1a) leidt men af
(2a)
Mx) = PYRIAL S
Cn(x) = = F{wn,n+2A,kﬁ5, 5 }
o8 (=1)"(21)
A n N T 1+x
Cn(x) = . F{-n.n+2agxh§?j5- 0

No
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Voor A= 0 is het rechterlid van (3) identiek gelijk aan 0.

In dat geval definiéren we:

A 1,1
c (x) (A= Amez)
(x) = 1in - 1im 2($A+1)§o°(2}\+n-12 X 272
n A»0 A A0 (A=) (A+2) .00 (Abnms)
272 2
1.4 1.1
__2(n-1)} 272 _ 2 22
- 13 2n=1 Pn (x) = ng, Pn (x)
202000 2 .
_ 1.3c..2n=1 _  (2n)}. =
met g, = oo 520 11)2 » g =1 -
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XIV Speciale functies

We vinden dus

(e ymrt)
(1) cﬁ(::) = ;;:— Pn2 2
n

(x) .

Voor het vervolg veronderstellen we A#0. Voor A =0 gelden soortge=
lijke formules, die met (1) gemakkelijk zijn af te leiden.

(20),  (eph=d)
""qll' P .2 2 (5x)-=

Cg(-x)

L]
]
—
]
=]
o
™|
[AM
g
it
P
]
—
N
=]
Q
>
P
>
g
L

Evenzo

]
~~
]
ey
L —

=
Q

(=]
~~
o
~—
°

Cg(-x) =

Cgm(x) bevat dus alleen even termen en C;m*1(x) alleen oneven termen.

Verder is
(22)
A . n A -
Gl = 5 e Cg(0) =0

om c;m(o) te vinden gebruiken we de formule

- 1\ 2 (Oh-")
el « T (22) 2" )

1 1 1
A (x) = 2 (m}) 2] p 7272752 1) &
a2m (r+ _1_) 2m)! n m
2'2m



en dus
(A) (Aeomymee (2) —oh
SRR BRI YRERL TR
1
(=¥ (m--z-) R,
mlgm m n! *
(21),  (hmoky k)
Cé(x) = .._..TQ_ P, 2 (x) = 1,
(A+§)0
C?(x) = 2Ax
C;(x) = 2A(A+1)x2 - A, enz,

Recurrente betrekking

Stelt men in de recurrente betrekking tussen de Jacobi polynomen o =8,

dan vindt men

2(n+1)(n+2a+1)(2n+2a)P£i;u)(x) = (2n+2a+1)(2n+2a+2)(2n+2a)xPéa’a)(x) +
- 2(n+u)2(2n+2a+2)Péf;a)(x) .

V] I

Ne deling door 4(n+a) en o = A=

1 1

(Ao, Aorm) (Ams Aer)
(ae1)(e20)2 2 2 (x) = 2(me) (miaed)ae, 2 2 (x) 4
(A=t Ao
- (st (aeasdle, 27 2 (x)

waaruit men vindt met de definitie van Cg(x):
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(n+1)02+1(X) = 2(n+A)xC2(x) - (2A+n—1)02_1(x)

Blijkt ook geldig te zijn voor A = 0 (n 2 2).

Orthogonaliteit

Uit de orthogonaliteitsrelaties van de Jacobi polynomen

‘ 0 als n#¥nm
-
j (1ox)%(142) 8p(%08) ()p(sB) (1) gy =
] n n 2&"'8""'11.,(
n+o+1) I (n+p+1)

(2n+o+B8+1)n! T {n+g+8+1)

als n=m

leiden we af met de definitie van Cg(x):

0 als m#n

21 "2 (o))

hetiia) r20)

als m=n , A#0 .

Voor A=0 vindt men

0 =8ls m#n
1 —
J_1 (1) 2 Q(x)c2(x) ax =

-2— als m=n ,

Differentiaalvergelijking

Uit de d.v. van de Jacobi polynomen leidt men zonder moeite af, dat

de Gegenbeuer polynomen voldoen aan de d.v.:
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(1—x2)y" - (2A+1)xy" + n(n+2A)y = O .

Formule voor de afgeleide

Op analoge wijze leidt men af:

A A+1
p{c (x)} = 2xc ", (x)

Voortbrengende functie

Volgens de weg via de Jacobli polynomen vindt men de voortbrengende

functie:

1 1
p —— 1
2 2 o (A+=)
2 — (1-xz+R) = J 2xn Cz(x) z"
R n=0 (21)

R = V1—2xz+z2 .

We zullen nog de volgende voortbrengende functie afleiden:

(2) GA(Z) = ngo Cz(x)zn = (1-2xz+z2)—A (A#0) .
Bewijs: 6(z) = 1 ncA(x)22 = nzo (ne1)c}, (x)2"

en wegens de recurrente betrekking:

&
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6(z) =2x J (a2 = T (mrar-1)ct (x)2” =
A n n-1
n=0 n=1
= 2xz ) nCi\l(x)znm1 + 2Xx ) 'Ci(x)zn - 2f Y ac? (x)227 +
n=0 n=0 n=0 n
- 2Az 2 Cn(x)z .
n=0
waaruit
Gi(z) = (2xz—22)G§(z) + 2K(x-z)GA(z) R

Gi(z) 2h(x=-2)
¢, (z) .

1-2xz+z2

5 -
C(1=2xz2+2“) .

G, (z)
Wegens GA(O) =14is C = 1, waaruit (2) volgt.
Opmerking. Men kan bewijzen dat voor A=0 geldt

Go(z) = 3 Cg(x)zn = - 1n (1-2xz+z°) .
n=1



XV Speciale functies

Integraalvoorstellingen

Uit de integraalvoorstelling voor de Jacobi polynomen volgt door
omzettings:

1
n (22)_ (1__x2)"'2"A J» (1_t2)n”“'§'
j (t_x)n+‘l

A "1
) = (cd) — . a
(A +§)n 271 o

en met de ingevoerde voortbrengende functie GA(Z)° door de integraal-
voorstelling van Cauchy voor de afgeleide van analytische functies

toe te passen:

=)
CA = I (1—2xz+z2) .z"n“1 dz | .
n 2m1 c

C is een gesloten kromme in het complexe vlak om de corsprong die
niet de nulpunten van 1=~2xz+z2 omsluit,
Met behulp van Gx(z) kunnen we Cg(cos 8) als een trigonometrische

veelterm voorstellen, We veronderstellen weer A # O.

mA 3 ° "'A
(1 =22z cos 6-+z2) = (1-=e—1ez) (1-elez) =

hZO (,1)h(;?)e“ihazh kzo (-1)k(;k>eikezk =

Y ¢ cos ) 2"
n
n=0

"i o o-1h0 b Of o IO K
=0 h =0 k z i
als we stellen:

m f=XA (A)m
(" () = —R= o

m

I

Door vergelijking van de coé€fficiénten vindt men:
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Ci(cos 8) el(k'h)e =

fl
1
2]
jay
Q
W

z a,a._ cos{k=h)8 + i E a, o, sin(k=h)6 ,
htk=n B0 % htk=n 2 ¥

Het linkerlid is reel, dus

n .
)y
Cn(cos 8) = ¥ @ o 4 cos(n=2h)6 .
h=0 :
Voor X = 0 vindt men:
Co(cos 8) = g'cos né .
n n

Al de coéfficiénten o zijn positief, dus

n
A A

¢ (cos e)l < Y o a = {C"(cos 8)} , of
n : h=0 h "n=h n 8=0

(2x)

A A
cn(x)l < c () = (=1 2x <1, A >0)

n!

Polynomen van Tschebyscheff

A
(1 «2costz + z2) .

]

Uit G,(cos 8) = ) cMeos 8)z"
n=0 °

volgt voor X = 1

-
(1 =2 cosoz + z2) .

Y ¢!(cos 0)z"
n
n=0
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Nu is

n
¢! (cos 8) = § (. ) (a_ ) cos (n-2h)8 = } cos (n-2h)6 .
" h=0 A=1 BT =1 h=0

Is n even, dan is
n

) cos (n-2h)6
h=0

2(cos nd + cos (n=2)0 + ... + cos 28) + 1 =

sin (n+1)8
sin ©

]

Is n oneven, dan is

n
] cos (n=-2h)86
h=0

2(cos 6 + cos 30 + ... cOS nf) =

_ sin (n+1)0

sin 6

sin (n+1)6
sin ©

Dus C;(cos 9)

We hebben dus de ontwikkeling:

-1 . .
(1"’2Z COSe+Z2) = 1+"s—3:£1""g“e-z+'§2:£‘§_e'z2+ooc 0
sin © sin ©

) Cg(cos 8)z" = = 1n(1-2z cos 6 + z2),

Voor A =0 is G.(cos 9)
0
n=0

Co(cos 9) 2 o8 né, dus
n n

cos 26 2 + Cos 30 Z3 +oaul) .

" 2
= 1n(1 = 2z cos 6 + z°) S z 3

2{cos bz +

De polynomen van Tschebyscheff zijn nu die veeltermen in cos 8,
sin (n+1)6

- voorstellen,
sin ©

die cos nb en
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cos no = Tn(cos 8) , sin (n+1)8 = sin Un(cos 6)

Q) =21 (x),  clx)=U(x)

De relatie met de Jacobli polynomen is gegeven door

(m ok gms)
-—s——
Cg(x) = n—%- P 2" 2 (x) , en dus
. gn
(-1 ]
~_’--
P_ 2" 2%(x) = g T (x) .
Verder is
11 11
Cn(x) = (é) P (x) = T P (x) , en dus
2'n
11
P = 2gn+1 Un(x) o

In hypergeometrische functies:

;1

1 =z o d-xy J1-x

Tn(x) = ”é‘;’( n )f‘{-n n,2, ) —_} = F{-n,n,e,—-a-—} o
dus

_ 1T 1=x

Tn(x) = F{=n, S35 } o
(2) ,

Un(x) = “H_E F{-n,n+2 %-1%5 en dus

= 3 1=X
U (x) = (n+1)F{-n,n+2;55—5)




Betrekkingen tussen beide functiess

2 -
T =0 =x0 ., (1=x )Un=1 =xI =T o

Recurrente betrekkingen

Tn+1 = 2xTn = Tnm1 ® Un+1 = 2XUn - Un+1 ’
To(cos 8) =1,

Tj(cos 9) =cos 6 = x , T1(x) =X

Tz(cos 8) = cos 20 = 2 00326 - 1= 2x2 -1,
T3(cos 8) = cos 38 = hx> - 3x ,

met de recurrente betrekkingen:

L

Th = 8x = 8x2 + 1,

sin © = 1

0 sin 6 ®
sin 26

1 sin 6

o=
il
1

2 cos 6 =2x ,

_sin 36 _, 2
U, = == bx" - 1,

U, = 8x° = kx
UL'= 16xh - 12x2 + 1,

Orthogonaliteit

r 1 5 d% f0 alsm#n
(1=x") T T dx = .
J 1 5 alsm=n #0
e 1 2=% 0 alsm#n
(1=x")" U U dx =
mn T
J =1 5 alsm=n o
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Differentiaalvergelijkingen

. . . s eq s A ‘
Uit de differentiaalvergelijking voor Cn volgt voor A = 0

(1=x2)0°(c0) = xp(c0) + n%c) = 0, aus

(1-x2)’I‘i;(x) - xD'(x) +0°T (x) =0 | ,

en voor A = 1

(1-x2)D2(c;)»-3xD(c;) + n(n+2)C; =0, dus

(1-x2)Ug(x) - 3xU;(x) + n(n+2)Un(x) =0




=65=

XVI ©Speciale functies

Polynomen van Legendre

Deze polynomen zijn bijzondere gevallen van die van Jacobl met
o = B = 0, of van de Gegenbauer polynomen met A = %.,
De gewichtsfunctie is identiek 1.

i

¢2(x) = Pf1°°°)(x> = P_(x).

Enkele eigenschappen zijn vroeger reeds afgeleid of kunnen uit de

voorgaande afgeleid worden.

1 - 70 als m#n
Orthogonaliteit: I P (x)P (x) dx =
. m n 1 -
=1 n+-é- alsm=n o
Recurrente betrekking: (n+1)Pn+1(x) = (2n+1)xPn(x) - nPn_1(x) .

p?{(1-x2)"1 .

Formule van Rodriguez: Pn(x) = =
(=2)"nt

Differentiaalvergelijking: (1=x2)P;(x) - 2xP£(x) + n(n+1)Pn(x) = 0,

F{-n,n+1;1;l§§} o

Hypergeometrische functie: Pn(x)

. 2 00 1 ( 1 1 )
° ¢ ) L 4
leferentleréno P (X) 2(11 1)Pn 1 (X) 9

]
N
Camn
™
~—
]

P;(X)

1

V1-2xz+2° n=

Voortbrengende functie:




(x")
: (=1)® (1¢2)"
Integraalvoorstelling: Pn(x) = f =7 dt
(Formule van Sch&fli)
+
(0")
) .1 dz
of Pn(x) o o

271
V1~2xz+z2£zn+1

n
. A _ = J
Uit Cn(cos 8) = hzo o0 . COS (n=2n)0 ~volgt voor A = 3
1 1
% &) (E)h (E)n h
Cn(cos 8) = ] o= cos (n=2,h)d =
' h=0 h! (n=h)!
o 1030 0 02h=1
= L, G o08 (B0 als gy, = SHESSE

zodat

n
Pn(cos 8) = oA &8, ©O8 (n=2n)0 o

Substitueert men in de formule van Schafli:

x=cos 8 , t=cos 6 + sin 0 ei¢9 dan is
t-x = sin © ei¢ , At = i sin © ei¢ do

1=t = 2 sin %e(sin %(—)a cos %6 ei¢)9

1+t = 2 cos %@ (cos %ﬁ + sin %@ ei¢)g

1-t2 = - 2 sin 0 (cos 6 + 1 sin 8 sin ¢)el¢ , zodat

2%
P (cos 8) = o j (cos 8 + i sin 6 sin ¢)™ d¢
n 21 0

Formule ven Laplace .
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Polynomen van Laguerre

Gegeven is het interval (0,») en de gewichtsfunctie

X O

plx) = e x met o > =1 .

Het systeem van orthogonale polynocmen, dat hierbij behoort, is dan

volkomen bepaald (op een multiplicatieve factor na),

é )(x) ( )( )s ( )( )s ooo €NZo

(x) wordt gewoonlijk geschreven als L (x)

We zullen die aangeven door L

(0)

Om de polynomen vast te leggen, wordt de coeff1c1ent van x gegevens

(1) k = o

De formule van Rodriguez:

- 1 n n
Pn(x) = W D {p(x)X}

wordt in dit geval met X =

‘ - =x_n+
L(G)(x) = ml exx 1+ Dn\{e xxn C!} =
n K
n
n
= ?;-exxum ) (ﬁ) (=1)%e ™ (n+a) (nta=1) .o (ktot1)x" =
n k=0
_ ns g ( E)R nto xk
= cwcms = _ m-ﬂv-: o
Kn k=0 n=k/ ki
oo 30 n . . . (sﬂ)n .
De coéffici®nt van x is hierin =% , en dus in verband met (1)
n
=1 =1
(Kd) : nz = Kp ® né

n

zodat

oo

(o) néo xk
L ( ) = ( 3) ]
n x kzo ( ) ki

- =X n+
(a)(x) = ‘gT e¥x™® DR e MY
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20 is bijv. L) = 15 Lx) = () 2 x = xeaer;

L(a)(x) = ox® - (a+2)x + l{a+1)(a+2)o
2 2 2
00 » * oo 2 N ‘ﬂ . (a ) o [} = n==1 n+a
De cogffici&nt k! van x in Ly (x) is k) (=1) =T

o0

C . -x o [ (a), \]?
De normaliseringsfactor hn is hn = e X Ln (x)] dx.

0
n n"okn b
We weten hn = (=1) % I Pxn dx,
n a
TR L
zodat in ons geval h_ = (=1)% n°$ 3) I e gy = Eiﬂi%ill o
n NoNo 0 o
Orthogonaliteit
o o als m# n
I e'xxaLia)(x)Lr(la)(X) ax = I'(n+a+1) ’
0 wﬂ-;rf-'-m- als m =n

De recurrente betrekking

L(a)

n+1(x) = (AnX+Bn)L§a)(x) - CnLéz%(x)°

wordt in ons geval:

(n+1)L£:3(x) = (2n+a+1mx)L§a)(x) - (n+a)L£:%(x) o

Voor het bepalen van de differentisalvergelijking passen we de formule

- v.x) CO=X
van Pearson toe %éT=T o 20dat D = 0y E = =1, A=eC=0, B = 1,

waaruit volgt:

xy" + (ati=x)y’ +ny = 0 o
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De d.v. van de confluente hypergeometrische functie is
" + (e=x)y' ~ay =0,

zodat Laguerre polynomen confluent hypergeometrische functies zijn,

We kunnen zeggen: De functie ¢{ajcyx) wordt een veelterm als & = -n,
Als dus a een negatief geheel getal is, is de ontstane veelterm

(afgezien van een constante factor C) een Laguerre polynoom.

(=1)" n(n=1)ooo(nm+1) A

0 (o#1){a+2)0..(a+m) m?

[+

Léa)(x) = C ¢{=njo+igx) = C E
ne

o o ° a0 i 2 QO n
Vergelijking van de coefficienten van x— levert

CAN . (<1)” nd

] . of O= (a+1)ooof{otn) _ (n;a) .
s (a‘*?)(a*g)ooo(u“ﬂ'n)ng ] nqo
We vinden dus
B (x) = (%) glengorzx) |
n n 9 E]

Dasar

p§“96>(x) = (nza) F{=nan+a+3*1ga+?$l§§} .
. (ayB) X\ _ [nba v X
is p,*F (1-2%) = ( . 3 F{on,nta+B+150+155)
Uit lim F{agbgcg%} = ¢laseix) volgt

b+ -

lim F{un,n+a+8+ﬁga+1$% = ¢{-ngat+tizx) , dus
B>

1f® () = 1im {®B) (1. 2%) o

n n B
B+

Uit ¢'(ageyx) = <% o(a+izetizx) volgt

(a) _ (nto =n . v) = nto . .
DL (x) = ( n ) = ¢{=n+130+23x) = = (nzi) d(=n+i: #+23%x),

Dus Dpi“)(x) = = Lﬁzqﬂ)(x) o
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Uit de recurrente betrekking voor de Laguerre polynomen kan men de

volgende relatie afleiden

L0 = o) - 2By

Een voortbrengende functie is

Xz
et -(o+1)
1"2(1-2) ¢ s

(1) F(z) = E Lr(la)(x)zn = e
n=0

Bewijs: Uit de recurrente betrekking volgt

o o0

F'(z) = ) (n+1)L(iz(x)zn = 3 (2n+u+1-x)L(a)(x)zn +
n=0 n n=0 n .
- T @l x)z®  (als men L% (x) = 0 stelt)

n=1
= (22-22)F'(z) + {a+1-x~(a+1)z}F(z) ,
zodat
Fi(z) _ otl-x=(a+l)z _ o+1 X (z41)
F(z) 1-22+22 1=z (1-z)2 :

Hieruit leidt men gemakkelijk (1) af.

Een andere voortbrengende functie, afkomstig van Erdelyi, is

I o™ = e () (2 <) |
n=0
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Integraalvoorstelling

Uit (1) volgt

, J,(o") -EL  o(a#1) =(n+1)

(a) _
L, (%) = 5o e 1=2) z dz | .

Polynomen van Hermite

-%XQ
We kiezen nu als interval (-~,») en als gewichtsfunctie p(x) = e o

De veeltermen hierdoor (op een multiplicatieve factor na) bepsaald,

worden aangegeven door

HO(X)9 H1(X)g H2(X)9 coo °

Zij worden vastgelegd door de coéfficiénten van X" gelijk 1 te kiezen,

Volgens de formule van Rodriguez is

1.2 12
_ 3 n(“z )
(2) Kan(x) =e” D le 0
1.2
e}
2
Stellen we p(x) = e = y, dan wordt (2)
12
2% (n)
(3) KH(x)=e vy >

y' = =xy, en verder

o) o) o(aet)

9

Zodat uit (3) volgt

(v} = = -
(L) Kn+1Hn+i\x) xKan(x) nKnajﬂna1

(x) .

Vergelijking van de coéfficiénten van e in beide leden levert

&



- - n
K41 ==K, » Ky=1o Dus Kn-(a‘ﬂ) 0
12 12
(5) H (x) = (=1)7 & Dn(é 2 ) .

Uit (4) volgt de recurrente betrekking

Hn#i(x) = an(x) o= angﬂ(x) o

Hy(x) = 1, B (x) = x, By(x) = x°=1, Hy(x) = -3z, H(x) = o 6x243.

De normalizeringsfactor hn is

2 2

ngk_ . [} ,,,35_. - ] _,.l‘_ .
h = (=1)7 —= j e 2 axs= 2n} I e 2 ax = ni Vor ,
K =0 0
n
dus
Orthogonaliteit
2
- X 0 alsm#n
f e 2 ¥ (x)H (x) dx = .
0 m n
n! Vor alsm=n

Differentiaalvergelijking

-Bz—)—»p :(cX) = = X, Volgens de formule van Pearson met D=B=(C=0, E==1, A=1,

is de differentiaalvergelijking

ywwxyﬂ,,.ny=o o
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Afgeleide

Uit (5) volgt

2 2 2 2
x X X - X
H (x) = (=1)" Dn”( 2 >+( 1) xe? Dn(e 2) -
= (x) + xH (x) = nH_ ,(x)
zodat
i =
Hn(x) an_1(x) o
Voortbrengende functie
Als wij stellen F(z) = § Hn(x) =T dan is
n=0 °
¢ - r— =
F (Z) = Z H (X)(‘E"’.“'r 2 Hn+1( ) n!
I ) 3
= x H (x) —_— - nH_ . (x) = =
n=0 n=0 n-1 ne
= (x-2)F(z)
waaruit volgt
F (z) = X=Z
F(z) °
= 1,2 -
1n.F(z)—xz--2-z +C F(O)—H0=1,dusC=O°
M
xz=--1-z2
2

I
L
(]

F(z) = § H (z)
n=0
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Integraalvoorstelling

+ 1
y ) i (0) X% =52 -n-1 .
(6) Hn(x = 5T e z 2z o
. 1 2
X7 ===z
Als we e ontwikkelen in (6) vinden we door termsgewijze

integratie (dit is hier geocorloofd):

+
. o o o k (07)
___2;'01 Hn(x) = E ;%r Z (=1) f sz-Pm-n-1 dz =
° m=0 - ° k=0 2kk3
k m
. (=1) X
=2ri ] Par oo
K k12X g @

De som heeft alleen maar een waarde 2mi als m = n-2k, terwijl k loopt

van 0 tot [_néz_} o Dus

FE}-] (=1 )k xn~-=2k

o

H (x) = n!
n k=0 k125(n-2k)?

Hn(x) heeft alleen maar even of oneven machten van x, al naar gelang

n even of oneven is.

Hn(«-x) = (-1)" Hn(x) 0



XVIII Speciale functies

Er is een nauwe betrekking tussen de Laguerre polynomen en de Hermite

polynomen, Deze wordt aangegeven door de betrekkingen

(=), 2
(1) H?m(X) = (=2)® m! L, 2 C%T> en
) 2
(x) = (=2)" mg.xpm? (3%-) o

H2m+1

We zullen alleen de eerste bewijzen (de andere wordt op analoge wijze

bewezen).

(«2) 2. m n-ahy 2k n —ehy . 2me2k
L 2(3_;5_) ) (51)11( a)x = (-1)® ) (,1)k(m 2) X -

n k=0 m=k / a0k k=0 kK 7 (i) 1omk

_ (=1 )m( 2m) g m (=1 )kx2m==2k
mi2™ k=0 k125(2m-2k)1

1

m}(=2)"

Hy (x)

waaruit (1) volgt.

Deze formules laten zien dat er eigenlijk slechts twee soorten van
klassieke orthogonale polynomen zijn: de Jacobi=polynomen met zijn
speciale gevallen in een eindig interval en de Laguerre-polynomen

met zijn speciale gevallen in een oneindig interval.

De vergelijking van Laplace

Is V een functie van &én, twee of drie veranderlijken, dan verstaat
men onder de notatie V2V de volgende functies:

2
Voor &én veranderlijke x: vV = 3:% 3

ox
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2 2
voor twee veranderlijkem x en y3 V2V = 3:%- + 3:% 3
ox oy

voor drie veranderlijken x, y en z¢ V'V

L]
B
&
i
+
|
o

x>  dy° 920
N A
De operstor V™ & cooe 4 =wes 4+ =ses  heet operator van Laplace
: 2 2 2 ’
x= 3y Bz
de vergelijking V2V = 0 de vergelijking van Laplace.
De vergelijking luidt in bolcodrdinatens:
327 ] 327 1 9V 2 By cotg 6 3V
tee et e s tr Rt T 2% ¢ O

ar2 r- gin 6 3¢ r- 30

Voor het oplossen van deze vergelijking passen we de methode van het

scheiden van de veranderlijken twe,en trachten te vinden particuliere

oplossingen van de gedaante V = R¢O, waarin R, ¢ en © functies zijn
van uitsluitend r, ¢ en 8,

Na substitutie en deling door 52%- voléta

T
2 2 2
@ iR a B) (L core 0 ) s —Lpm it -0
ar ae ¢ sin“® d¢

De eerste term hangt alleen van r af en moet dus gelijk zijn.aan een

constante, bijv, = =¢,

2
(3) rzgw%+2r%+cR =0 o
dr

sy 2 - u o
Dit is een gewone dv. van Euler, We stellen r = e ;, waardoor de

vergelijking overgsat in

2
(k) S+l s cr=0,
du

De karakteristieke vergelijking van deze dv. met constante co&ffi-

ciénten is
2
t*t+@=00
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We noemen de wortels van deze vergelijking m en =(m+1). De oplossing

van (4) is dus R = Cﬁemu + Czen(mﬁﬂ)u 9
en dus die ven (3) R = Cﬁrm + Car=m=1 .

Daar C = -m(m+1) gaat (2) over in

2

2
L 5,,% + cotg @ 49 sinze + m{m+1) sin26 =442 o
6 a8 daoe [} d¢2

Stellen we de eis dat ¢ periodiek moet zijn in ¢, dan kunnen we beide
leden = n2 stellen, zodat

2
&2+n% =0,
d¢
met als oplossingen b = 03 cos n$ + Ch sin n¢ o

De vergelijking voor © wordt dan

o I

g-9=+cotg999-+ n(m+1) = z }6=09
2 dae .. 2

de sin"6

welke door de substitutie x = cos © overgaat in

2 2
(5) (1=®) &3 -2z & + [almen) - Ls]e =0 |
ax T=x

Dit is de toegevoegde vergelijking_van Legendre.,

Geeft men de oplossing van deze vergelijking aan met Pz(x)9 dan zijn
de oplossingen van de vergelijking van Laplace in bolcodrdinaten

lineaire combinaties van uwitdrukkingen van de vorm

cos n¢ cos n¢

-2

n m n =l=m
Pm(cos 8)r { en Pm(cos 8)r {

sin né sin né

Er zijn vele problemen waarvan de oplossingen gevraagd worden, welke

onafhankelijk moeten zijn van ¢, In deze gevallen moet dus n =0 zijn,

&
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en (5) gaat over in

2
(1-x2) %;% - 2x %-% +n(m1)e =0 | ,

de vergelijking van Legendre.

In cylindercodrdinaten luidt de vergelijking van Laplaces

2 2 2

Voor het oplossen van deze vergelijking passen we weer de methode
van het scheiden van de veranderlijkentoe en trachten particuliere
oplossingen te vinden ven de gedaante V = ROZ, waarin R, ¢ en 2
functies zijn van uitsluitend resp, r, ¢ en éo

Na substitutie en deling door ROZ volgt:

©  i&R, a1 db 147
R ar Rr dr‘ °r2 d¢2 Z dzZ

Elk ven beide leden moet een constante zijn. Heeft Z bijv., een expo=

nentiéle vorm, dan kunnen we die constante = = 52 stellen, zodat

2
2,% = aQZ = 0,
dz

met oplossingen

_ 8z =83
Z"C.ﬁe *Cze o
Uit (6) volgt dan
2 2
13% _ r“a“R . rdR . 22
(1) “?52 " RoB3TRTTET o

aé dr
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en weer is elk lid een constante. Eisen we nu dat ¢ periodiek moet

zijn in ¢, dan kan men die constante = m2 stellen, zodat

2
2,% & m?@ = 0
da¢

met als oplossingen

o = 03 cos mp + Ch sin m$¢ o

(7) gaat dan over in

2
2 ER B, %% = ofR .
dr2 dr

welke door de zubstitutie x = ar de vorm verkrijgt:

: 2
2 4R
(8) b

+ x %§»+ (xaum?)R =0 o
ax

Dit is de vergelijking van Bessel.

Noemen we de oplossingen ven deze vergelijking‘Jm(x) (Bessel=functies

van de orde m), dan zijn de oplossingen van de vergelijking van

Laplace in cylindercodrdinaten lineaire combinaties van uitdrukkingen

van de vorm

*az cos mo
e J'm(ar) o

sin m¢

Besselfunctie van de orde O

Stelt men in (8) m = 0 dan verkrijgt men de vergelijking:
d2 1

(9) mlu«nmﬂ#,y =0 ,
dxe x dx

We trachten een oplossing te vinden van (9) in de vorm van een

&
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-]

machtreekss y = z ckxk 0

k=0
Na substitutie vindt men voor de coéfficiénten de recurrente
betrekking

°k
(10) C 2 o o

c
Er komt echter een term voor, “ﬁ} , die niet teniet gedaan wordt

;=0 zijn. Uit (10) volgt dan

dat ¢, = 0 voor elke oneven k, Verder is

door een andere term, en dus moet ¢

k
casw%oug ch===§=-2én=-:9a2-g c6=..-c—-g-=un 2022; enz.
2 e 2P 6 2%4%

Een formele oplossing van (9) is dus c,J,(x) met

) | x2 ~xh x6 -
J (x o 1 = Gmws dp  cecemwc ' o CECMOEOND e 000
0 22 22h2 22&262

en coJo(x) met willekeurige ¢, is de meest algemene oplossing die

0
men op deze manier kan verkrijgen; d.w.z. die men als een machtreeks

in x kan uitdrukken,
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XIX ©Speciale functies .
Het punt x=0 is een regulier-singulier punt van de d.v.

Met het kenmerk van d'Alembert toont men aan dat de machtreeks

convergeert voor elke eindige waarde van X.

Jo(x) heet de Besselfunctie van de orde nul.

Orthogonaliteit

Laat A een willekeurige constante zijn en z = JO(Ax)° Stelt men

t = Ax, dus z = J‘o(t)9 dan voldoet z san de d.v.

2
gh§-+ J-Eﬁ-+ Aaz = 0,
dx x dx

Daar Jo(-Ax) = JO(Ax) mogen wij ons tot niet-negatieve waasrden van A
beperken., .
Laat A en p twee reé€le verschillende getallen zijn, en 2, = JO(Ax)

en z, = Jo(ux)° Deze functies voldoen dan aan

d'z dz
21 + L + A221 = 0,
dx dx
. )
d'z dz
dx dx

2 2
d z dz dz dz
z1""“2"2"“’22 21 +%(21—°2"22"l * (“2‘12”122:0
dx ax dx dx
dz2 dz1
of als we stellens w = Z o o Zy = %
dx dx
v ., w _ /.2 2
wry = (T-wzz

dlwx) _ 2 2
-ran;-m = (}\ = | )xz.iza °
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Integratie tussen O en 1 levert:

1
dz dz 1
(1) x(z.B — o z, =-1> = ()\z-uz) I x2,2, dx .
dx dx 0 0

Nu is z1(1) = JO(A)9 22(1) = JO(u)°
Als A en u nu verschillende positieve wortels zijn van de

vergelijking JO(x) = 0, dan geldt

_ﬁ ,
(2) IO xI,()Tg(ux) ax =0 | .

Later zullen we aantonen dat de vergelijking inderdaad wortels XA en u
bezito . | |

(2) geeft aan dat Jo(kx) en Jo(ux) orthogonaal zijn op (0,1) £.00Ve
de gewichtsfunctie x,

: dz dz
D SO = 1 3 9 ! ’
De waarden ven 3= en == voor x = 1 zijn AJO(A) en uJO(u)o

Het linkerlid van (1) wordt ook nul als X en u, i.p.v. de wortels van
Jo(x)9 6 zijn dat JS(A) Jé(u) = 0, Dit geldt dus ook voor (2).
Meer algemeen: als JO(A) # 0, Jo(u) # 0, dan is

dzg dz,a .

1™ " 2T

voor % 13

| v wigu)  ATg(R)
To(Augg(u) = 35(uAgg(A) = 3,(A)3, () [fjo(“) RSN

7
xJ _(x)
en dit is dus nul als T gelijke waarden sanneemt voor x = A en

X = |, MoBoWo &ls A en = u wortels zijn van de vergelijking

ng(x) \
= h (h = constante) .
Jozx§

(2) geldt dus als ) en u verschillende niet-negatieve wortels zijn

van de meer algemene vergelijking:

&
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(3)  wlx) -ni(x) = 0.

Het bestaan van oneindig veel wortels ven (3) voor elke waarde van
h zal later bewezen worden,

Als (3) wordt vervangen door

g(x)Jé(x) - hJ(x) =0,

dan is het vroegere geval Jo(x) = 0 als speciaal geval met gl{x) = 0
hierin begrepen.
Om de waarde van het linkerlid van (2) voor A = u te berekenen,

stellen we weer Ax = t, dus
! 2 A 2
I x{T (Ax)}" dx = s f {7, (£)1° at o
0 s

y = Jo(t) voldoet aan:

of
2t2y“y” + 2ty'2-+ 2t2yy! =0,

waaruit men afleidt:

A
I ty? at = 2253200 + TEMY,
0

dus

1
(3a) [o x{JO(Ax)}z ax = %-{Jg(A) + J62(A)} .

geldig voor elke A,

Integraslvoorstelling van Jo(x)

We zullen bewijzens



=84

(W) Jo(x) = 7 I1r cos(x cos ¢) d¢ o
0

Een oplossing van de d.v. van Bessel in de vorm van een machtreeks
in x met een constante term = 1, moet identiek zijn aan Jo(x)o

We zullen zien dat het rechterlid van (4) zulk een oplossing is.
Substitutie van de ontwikkeling van cos(x cos ¢) in

m
¥y = cos(x cos ¢) A9 en termsgewijze integratie (hetgeen geoor-

loofdois) geefts

¥ 1 u £ (T 5 %2
L = = IO d¢ = —?{ [0 cos ¢ dp + cs0 =1 = 17‘+ TR ]

. m
Het zou niet moeilijk zijn J cos2k ¢ d¢ wuit te rekenen en zo (L)

o o s . s 0
te verifiéren. Wij doen het anders:

w
(5) y' = = f cos¢ sin(x cos ¢) dp
0
T2
y'= = f cos” ¢ cos(x cos ¢) do .
0 .

Parti&le integratie in (5) geeft:

L
y' = =x I sin® ¢ cos(x cos ¢) d¢ ,
0 .

zodat
™

y" +=;1{-y° +y= J (-c052¢-sin2¢+1) cos(x cos ¢) d¢ = 0,
0

zodat y een oplossing is van de d.v.

%- is dus identiek met Jo(x).
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Nulpunten van Jo(x) en verwandte functies

Wegens symmetrie is
T
2

Jo(x) = %- [o cos(x cos ¢) do .

Stelt men t = x cos ¢, dan is

b4
f cos t it .

0 \/x2at2

De noemer van de integrand is O voor t = x, dus de integrand oneindig

3 Jolx) =

groot, terwijl de oneigenlijke integraal echter convergent is.
Is x een oneven veelvoud van«% , dan is

t+x Vx2-t2

Door de grafiek van de integrand als functie van t te beschouwen, kan

men gemakkelijk aantonen dat Jo(x) afwisselend positief en negatief is
Io3n o 2r
2% 2 9% 2
tussen de opvolgende punten van deze rij. Ook ziet men dat Jé(x) Ofe -

in de punten o €NZ,., en dus nul wordt in elk interval

eindig veel positieve wortels heeft (naast de wortel x = 0),

Jo(x) en Jé(x) kunnen niet in hetzelfde punt x gelijk aan nul worden,
want dan zou vanwege de d.v, ook alle afgeleiden van Jo(x) in dat
punt O worden, en zou Jo{x) E 0 zijn. Dit volgt ook uit (3a).

Jo(x) wisselt van teken in elk nulpunt. 2Zijn Ai» Ayp 000 de opvol-

gende positieve wortels van JO(x) = 0, dan gaat Jo(x) van positief

tot negatief over in A_, van negatief tot positief in Aps €NZoy

1
dus Jé(lﬂ) < 0, Jg(l2) > 0, In een punt waar Jo(x) = 0 (x is positief)
is het teken.van de uitdrukking ng(x) o hJO(x) dat ven Jé(x).

Het linkerlid van (3) is dus afwisselend positief en negatief in de

punten A,, A en is tenminste €&n maal nul in elk interval van
]

29 00.0
het ene punt tot het volgende,
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XX Speciale functies

Ontwikkeling van een functie naar Besselfuncties

Als X 3A,5000 de positieve wortels zijn ven de vergelijking Jo(x) =0,
gerangschikt in volgorde van grootte (of de niet-negatieve wortels

van J&(x) = 0, of de positieve wortels van xJ&(x) - hJo(x) = 0), dan
kan een willekeurige functie f(x) op het interval (0,1) formeel
ontwikkeld worden in een reeks van functies JO(AHX),JO(AZx),Ooo N
geheel analoog san een Fourierontwikkeling.

Laat de ontwikkeling de vorm hebben:

(1) f(x) = aﬂJo(Aﬂx) + ad (A x) 4 o500

dan is 1
2 .
a = f xE(x)7, (A x) ax o

2 2
JO(Ak) + J (Ak) 0

De noemer reduceert zich tot .J"7 (A ) als Ak een wortel is van
9o (x) = 0, en tot 95 (A ) als Ak een wortel is van J (x) =2 0,
We zullen hier nlet ingaan op de geldlgheldavoorwaarden voor (1),

Singuliere punten van een differentiaalvergelijking

We beschouwen de homogene lineaire d.v., van de 2% ordes
(2) a(x)y" + vlx)y® + elx)y =0 ,

waerin a(x), b(x) en c¢(x) veeltermen zijn.

Elk punt x, wasrvoor a(x) # O noemt men een gewoon punt van de d.v.
Elk punt x, waarvoor a(x) = O heet singulier punt van de d.v.

Deelt men (2) door al(x), dan verkrijgt men de dov.s

(3) y" + plx)y® + qlx)y = 0,
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waarin p(x) en q(x) rationale functies van x zijn.

Is x = x, een singulier punt, dus a(xo) = 0, dan bevat minstens &én
(misschien beide) van de co8ffici&nten p(x) en q(x) de factor X=X,
in de noemer,

We defini&ren nu:

Bevat de noemer van p(x) de factor x =X, niet in een hogere

macht dan &8n, en q(x) in een niet hogere macht dan twee,
dan noemt men x, een regulier=singulier punt van de dov. (2).

Is X, een singulier punt, maar geen regulier=singulier punt,

dan noemt men X, een irreguliermsinggiier punt van (2),

Oplossing in de omgeving van een regulier-singulier punt

Laat x = 0 een regulier=singulier punt zijn van (3). p(x) bevat x
in de noemer tot hoogstens de eerste macht, q(x) tot hoogstens de
tweede macht, zodat

(h‘) P(x) = ‘—x"*' p.ﬂ + p2x * oo
9 9

(5) q.(x)= wam of wom () +q_x+oooo
x2 % 2 3

We proberen nu een oplossing van (3) te vinden van de vorms

n+r r T+r 2+4r
(6) y f g ¢ X =X * e + e x + 000

met geschikt gekozen constanten cn en r, en ¢, # 0,
Substitueert men (4), (5) en (6) in (3), dan vinden we:

=g 1

r(ru1)c0xr + (1+r)rc1xr' + (2*r)(1+r)c2xr + o0 *
0 ~ re=1 r 1+r

+’Q1? + Pyt Px + ooo)ﬁrcox + (%+r)c@x + (2+r)02x + co0} +
q Q
0 1 r i+ 24r

+ (“"E‘"“"""" qe + ooo)(cox + C,’.!x + c2x + ooc) 2 0,

X X



Of ook geschreven:

=2 4 (14r)re =1 s (2+r)(ﬂ+r)c2xr + 500

r
r(rmﬂ}cox g

+ po.:r’cmxrm2 + {po(ﬂ+r)c1 + pﬂreg}xrmﬂ * ooo0
re2 Yo -
+ g % + (qoc1 * qqcq)x + o000 = 0,

Door de coéffici&nt van de laagste macht van x (xrﬂa) nul te stellen,

verkrijgt mens

{r(r=1) + Por * qo}co = 0 ,
of dear c, # 03

(1) r(r=1) + pyr + q; = 0o

De vergelijking (7), welke indexvergelijking genoemd wordt, is een

vierkantsvergelijking in r met twee wortels r. en r_.. In het algemeen

1 2
heeft men dus twee oplossingen van de vorm (6), voor elke wortel &én.
De coéfficiénten c, worden gevonden door de coéfficiénten van hogere
machten xr'1@ xr9 ooo Nul te stellen. Men kan bewijzen dat de

verkregen oplossingen verschillend zijn als het verschil ry=r,
)

g€én geheel getal is. We zullen dit hier niet bewijzen.

Voorbeelds: De d.v., van Bessel

xzyw + xy' + (xgmmz)y = 0,

Door weer de reeks (6) te substitueren verkrijgen we:

[ o0
Ry * -

X ) cn(n#r)(n+raﬁ)xn+r 24 x ) cn(n+r)xn =14

n=0 =0

2 2, ¢ +
+ (x“=m®) } cnxn ¥ =0, of
n=0
o + @ b2
nér n+r

(8) I e, (atr-m){ntrm)x" " + ] cx 0 »

n=0 n=0
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De lasgste macht van x in (6) x* komt alleen in de eerste reeks

voor als n = 0O, Door deze termen nul te stellen vindt men:
co(rmm)(r+m) =0, of daar c, # 0

(rem)(r+m) = 0 (indexvergelijking).

r heeft dus de waarden r = m of r = =m,

+ 1 .
De volgende macht x*"" komt ook alleen in de eerste som voor als
n =1, zodat:

(9) ¢, (14rem)(1+r+m) = 0,

n+r+2

Door de co&fficiént van x nul te stellen, vindt men uit (8)s

cn*a(n+2+rmm)(n+2+r+m) te =0,

of

¢
(10) C ., == Lt .
(n+2+r=m) (n+2+r+m)

Voor r = m vindt men uit (9) cj(ﬁ*Em) = 0, Is 2m+1 # O dan is

c, = 0, en volgt uit (10)

1

en dat de reeks alleen even machtstermen bevat,

Stellen we n = 2p (p 2 0), dan wordt (10) voor r = ms

e 2p

) L(p+1)(pt+1+m)

cép+2 =

Veronderstelt men nu dat m # negatief geheel getal, dan worden de

coéfficiénten:s
. = ‘0 el = °2 . ‘o 0
[ & o ;
2 b1, (m+1) ’ 4 b,2,{m+2) h222(m#1)(m+2)
[e] o]
&6 & o 4 B = 3 0 3 enz.
4,3, (m+3) 4238 mt 1) (m+2) (m+3)



We verkrijgen dus als oplossings:

2 L
(11) coxm{u - ——m a-g») + ! (325) +
(m+1),1¢ (m+1) (m+2) .21
o 1 (%06 + ooo} o
(m+1) (m+2) (m+3) 43¢

Voor r = =m kan men dezelfde redenering toepassen, waardoor we dan
voor m # positief geheel getal vinden:

2 N
cox'm{ﬁ N & -+ ! &+
(=m+1) .19 (=m+1) (=m+2) .28
6
m ﬂ Gg) * oo .y
(=mt 1) (=m+2) (=m+3) .31

Noemt men de reeksen tussen accoladen resp. Yqs¥50 dan is voor

m # geheel getal de algemene oplossing van de d.v. van Bessel
m =1
y=Axy, +Bx oy, ,

met willekeurige constanten,

Men kan gemakkelijk nagaan dat beide reeksen convergeren voor alle
waarden van X.

Door geschikte constanten A en B te kiezen vindt men hieruit de
bekende functies Jm(x) ven Bessel van de orde m.

Is m= 0, dan zijn de reeksen identiek, en gelijk aan Jo(x)o
1

Voor g kiest men Cp = == en men definiéert dan
2°T{m#+1)
J (X) = m 3 i = X + X = 500 ]
n Or(mb1) = 2.(2m+2) 2.4, (2m+2) (2ml)
[ (m?)j % m%Qj
= ()

j=0 FIr(m+j+1)

L (m?>5 % mm*?j

§=0 jIr(=m+j+1)



-1
Is nu m geheel = 1,2,3,..0088n is T (=mtj+1) = 0 voor j=0,1,000,m=1,

zodat
ot J =m+2j
j=m §OT (=mj+1)
\ Y
= (=1)" (=) 5™
320 (jem)ir(§+1) 2
. J m+2J
j=0 3ir(m+j+1)
Dus
Jnm(x) = (a?)m'Jm(x) voor m=1,2,3,000 o
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XXI Speciale functies

Voortbrengende functie

We veronderstellen n = 0 of geheel positief of negatief.

We zullen dan bewijzen

1 1
(tme=) = '
2, I ()t t#o0 | .

Ao n
Bewijs:
%"(t'%) S N s
R T
§=0 3129 k=0 *° 2%t :
- E £ E X (1) 7l
ns—e =0 §129(jen)y 227

I (™% (x) = I I (08" .

N=mt® NS =

Integraalvoorstelling

N CUL S
320 229510 (n+j+1)

L1
1 r(j+3) . .
=7 = . (verdubbelingsformule I'=functie)
2931 (n+j+1) (23) 1T (a+§+1) ()

1 .., .
B(n+“2-'3+5> _ 1 I‘l B =3

Cerdrasd)  (indrmed
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T :
(n > ..«-;-, jo = a;-) = ; : I sin2n¢ cosz'](b dé o
(25)tr(Pr(a+d) Jo
2 2
o J . il .
Dus I (x) =C ) "S"'-l-z""-x‘?J I sin®™ cos2I¢ as
‘ j=0 (2j)¢ 0
met R
(3)
2
(1) ¢, o

”N%ﬁm+§

. :
J : '

Voor m 2 O convergeert de reeks | L2l 23 63028 cosy

. - j=0 (2j)¢

uniform in ¢, Dus geldt

m w J .
Jn(x) =C, f sin®%¢ Y L= (x cos 03 as ,
0 j=0 (2j)!

of

P ‘"
J (x) =¢C I sin2n¢ cos (x cos ¢) d¢ | met C_ uit (1),
n nJ, n

Integraalformule van Lommel.

De afleiding geldt voor n > O, maar men kan bewijzen dat deze ook
geldt voor n > = i’o

Een andere integraalvoorstelling is

m
(2) Jn(x) = %= I cos (n¢ = x sin ¢) d¢ (n=0,1,24000)
0

Integraslformule van Bessel.

Bewijs: We moeten bewijzen:
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kil L
Jn(x) = ﬁ- I cos n¢ cos (x sin ¢) d¢ + %- I sin n¢ sin (x sin ¢) da¢,
0 0
of te bewijzen:
1 ki)
(3) Jn(x)'= - IO cos né cos (x sin ¢) 4a¢ als n=0,2,kh,.,.
1 o
(%) Jn(x) == I sin n¢ sin (x sin ¢) d¢ als n=1,3,5,000 o
0
Nu is X 1)
—(t'uﬁ - ]
e? = 3y (x) + ) Jn(x)tn + ) J‘_un(x)-t:“n o
n=1 n=1

Substitutie van ¢ = e1¢ geeft, als wve n = k en n = =k tezamen nemen:
J (x)e1¢n +J (x)e-l¢n = J (x) {e1¢n + (_1)ne-1¢n}
n -h n

= 2Jn(x) cos ¢n als n even is ,

= 2iJn(x) sin ¢n als n oneven is,

zodat we vinden

cos (x sin ¢) + i sin (x sin ¢)
o

Jo(x) + 2 n£1 J2n(x) cos 2n¢ + 2i n£1 J2n~1(x) sin (2n=1)¢ ,

waaruit

cos (x sin ¢) =2 Jan(x) cos 2n¢ + Jo(x) .

n=1

sin (x sin ¢) (x) sin(2n=1)¢

2 2 J2n—1
n=1

en dus



«95=
m
I cos n¢ cos (x sin ¢) d¢p =
0
T o U
= 2 I ) J (x) cos n¢ cos 2k¢.d¢ + I Jo(x) cos né a¢
0 k=1 °~ 0

. 1
= 2Jn(x)° 5T = ﬂJn(x) .

waarmede (3) bewezen is,

Op dezelfde wijze bewijst men (4), en dus (2),

Uit (2) volgt de eigenschap van de begrensdheid:

[Jn(x)| <1 (n=0,1,24000)

en tevens
k
d

I 3 k "n

é 1 (n==0,1,2,ooo° k=1,2°ooo) o

; ! o

In Jzn(x) = %-I cos 2n¢ cos (x sin ¢) d¢ is het rechterlid juist
1

2%2n
cosinus reeks in ¢ van de functie cos (x sin ¢). Evenzo is bn de

(n=1,2,oog9, waarin a, de coéfficiént voorstelt in de Fourier

coéfficiént in de Fourier sinus reeks in ¢ van sin (x sin ¢), en dus

(x) = %h (n=1,2,000)0

J2n-1 2n=1

Volgens het theorems van Riemenn is dus

lim J (x) =0 |
a+e 1

Wortels van Jn(x)

Op dezelfde wijze als voor Jo(x) kan men bewijzen:
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Voor elke gegeven re&€le n heeft de vergelijking Jn(x) = 0 een
oneindig aantal positieve wortels Xy9Xp00009% gooo met

xm->°° als m+ e

Orthogonaliteit

Ock bewijst men op de manier als bij Jo(x)s

Als }‘j (j=142,000) de positieve wortels zijn van de vergelijking
Jn(Ac) = 0, met vaste n 2 0, dan vormen de functies

J (A x), 3 (A x),c0. een orthogonsal stelsel op het interval (0,c)

met de gewichtsfunctie x, zodat

[+
fo K, (003, () ax = 0 k4|

Denk er om dat n dezelfde is voor al de functies van het systeem,

Er zijn dus oneindig veel systemen, voor elke n &&n,

Normalizering

We vermenigvuldigen de termen in de vergelijking van Bessel

2
[x%;Jn(Ax)] + ()\Qx -%—)Jn()\x) =0

g~

) a
met de factor 2x = Jn(}.x)o

2 2
d a 22 2,4d _
= [x = Jn()\x)] + (A% =0") 3 [Jn().x)] 0.
Na integratie en toepassing van parti&le integratie in de tweede

term vinden we:

(c x ]:Jn(xx):l? ax = 0,

! 2 22 2 27°¢ 2
[{x«a-x-Jn(Ax)} + (A% wn ){Jn()\x)} :]0 = 2X )
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Daar rJﬁ(r) = an(r) - rJn+1(r)

(dit zullen we nog bewijzen!l), volgt
c 2 2 2]¢
2 _ 22 2
)\ I x[Jn(Ax)] dx = [{an(xx) - AxJnM()\x)} + (Ax"=n ){Jn(lx)}]

0 0

of daar n 2 O

Iz x[Jn(Ax):]2 dx = 3;- {[Jn(kc)]2 * [Jnﬂ(lc)]e} . EiE, Jn()\c)JnH(}\c) ,

Dus als Aj een wortel is van Jn(Ac) =0

[: x[Jn(ij)]2 dax =:£§ [Jn+1(}\jc)]? (521,2,000) |

Recurrente betrekking

i
. 2n _
Jn(x) =c, J sin“¢ cos (x cos ¢) d¢ = c vy 0
0
%2
@
met Cp = — = Ax
T (n+ )
av m
n o_ ._2on . - X
=== !0 sin“ ¢ sin (x cos ¢) cos ¢ d¢ = =BT Voaq o
Nu i = ot v = Jn(X) = JR(X) zodat
U 18 Cpeq Bntl n * B Vy n °¢
n A x
n
?
a. Jn(x) - n Jn(x) + qn(x) . - Jﬁ+1(X) = . Jn+1(X)
dx A xn N xn+1 A xn 2n+1 Cn+1 Cn
n n n
¢ - Jn+1(x)

A x
n
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en dus

(x)

7 = =
xJn(x) an(x) 23 4

Hieruit kan men afleiden de recurrente betrekking:

() + 3 (x) =8 g (x)

1




