
Speciale functies 

door 

ProfaDro Ba Meulenbeld 

:'r::C;,, r,::d'rrf1Ut·, 
~-i 



I 

Curs us "SPECIALE FUNCTIES 1' 

door Prof.Dr, B. Me~lenbeld 

's•Gravenhage 1964 

Orthogonale functiesystemen 

Een functie kan beschouwd worden als een gegeneraliseerde vector, 

zodat de :f'u.ndamen~ele eigenschappen van een verzameling vectoren 

overgebracht kunnen worden op de analoge eigenschappen van een ver, 

zameling functies. 

g of g(r) stelt een vector voor in R
3 

met rechthoekige componenten 

g(1), g(2), g(3). De norm N(g) is 

3 
= L s2<r> • 

r=1 

Is N(g) = 1 (eenheidsvector), dan beet de vector genormaliseerd. De· 

hoek e tussen twee vectoren g 1 en g
2 

is gegeven door 

g1(1)s2(1) + s 1(2)g2(2) + g1(3)g2(3) 
I : • 112• 

[~(g1 )N(g2}] 

cos e = 

De teller heet inwe~dig of scalair ppoduct van g 1 en g2 : 

3 
(g1,s

2
) = l g1(r)g2{r} = VN(g 1)N(g2 ) cos 0. 

r=1 

Als N(g
2

) = 1, dan heet (g 1 ,s
2

) de ~roJe~tie van g1 in de richting 

van g
2

• 

g 1 en g
2 

heten orthogonaal als (g
1

,g
2

) = o. 

N(g) = (g,g) • 

Door een orthogonaal stelsel van 3 vectoren g (n=1,2.3) te normali­
n 

seren, ontstaat een orthonormaal stelsel 

0 m,n (m,n=1 ,2,3) • 

Elke vector fin R3 kan worden uitgedrukt als een lineaire combinatie 

van de vectoren $1, $2 en ~3• 
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f(r) = c
1

<1>
1
(r) + c

2
<1>

2
(r) + c

3
<1>

3
(r) (r=1,2,3) • 

3 
I 

r=1 
f(r)<j> (r) 

n 
(n=1,2,3) • 

Dus 
3 

f(r) = }: (f,<l>n) <l>n(r) • 
n=1 

Men ka.n deze theorie uitbreiden voor eeq willekeurig eindig, en zelfs 

voor een oneindig aa.ntal dimensies, 

Een a.ndere uitbreiding verkrijgt men door de lengte.eenheden la.ngs 

de coordinaat-A.ssen verschillend te nemen en m~t ''gewichtsgeta.llen" 

p(1),p(2),p(3) te werken. Het inwendig product is dan 

3 
(g

1
,g2} = l p(r)g

1
{r)g

2
(r) • 

r=1 

We brengen nu bovenstaande theorie over op functies. 

De functie g(:r} zal een vector in Rk voorstellen al(3 dez'e reele 

waarde~ a.anneemt voo~ r=1,2, ••• ,k~ Deze worden dan a.ls componenten 

van de vector beschouwd. Is g{x) een functie gedefinieerd voor alle 

waarden van x in een interval a~ x ~ b, dan beschouwen we deze als 

een vector in R~• 
b 

N(g) = r {g(x)}2 dx 
J 
a 

b 

(~,gn) = J gm(x)gn(x) dx • 

a 

Twee functies ~ en gn heten orthogonaal als 

b 

( 1) (~,gn) = f ~(x)gn(x) dx = 0 • 

a 

Een stelsel V van functies {gn(x)} (n=1,2, ••• ) heet ort~ogonaal op 

(a,b), als (1) geldt voor m¥n voor alle functies yan v. De fu.ncties 

van V warden genormaliseerd door elke functie gn(x) te delen door 
,, 
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[N(gn)] 112 , en vormen dan een orthonormaal stelsel {,n(x)} 

0 
m,n (m,n=1,2, •• o) 

Het interval (a,b) zullen we fundamentaal- interval noemeno We be= 

schouwen a~leen functies, die begrensd en integreerbaar zijn in het 

fundamentaal-interval en waarvan de norm# 0 is. Functieruimteo 

Gegeneraliseerde Fourierreeksen. 

Gegeven is een aftelbare oneindige orthonormale rij van functies 

{, (x)} (n=1,2,ooo)o We trachten een willekeurige functie f(x) op 
n 

een fundamentaal-interval (a,b) voor te stellen als een lineaire 

combinatie van de functies ~n(x). 

f(x) = c 1~1(x) + c2~2 (x) + ooo + cn~n(x} + ••• 

b 

en= J f(x)~n(x) dx (n=1,2,ooo) 

a 

en heten de Fouriercoefficienten van f(x) toOoVo het orthonorIILio..le 

stelsel {~ (x)L n 
De formele reeks 

co 

f(x) ~ l c ~ (x) 
n=1 n n 

= 

co b 

n~,~n(x) f f(t)~n(t) d~ 
a 

heet de gegeneraliseerde Fourierreeks !!!! f(x). 

Als er geen functie uit de beschouwde functieruimte bestaat die 

orthogonaal,is t.o.v. elke ~n(x), heet het systeem {~n(x)} volle~~o 

Het systeem { vr cos n~x} (n=1,2 9 o o.) is orthonormaal op het inter­

val (O,L), maar niet volledig. 

Niet elite functie kan voorgesteld worden als een lineaire combinatie 

van deze functies. 

Het systeem {sir n~x} (n=1 9 2, ••• ) is orthogonaal, maar niet 

volledig op het interval (=1,1). 
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"Approximatie ~ ~ gemiddelde" (Approximation in the mean)o 

La.at ~(x) voorstellen een eindige lineaire combinatie van m func·,ies 

van een orthonormaal systeem {$n(x)} (n=1 9 2 9 ooo 9m, a~ x ! b)i dus 

Km(x) = r 1$1(x) + r2$2(x) + ooo + ym$m(x) o 

We willen 'de waarden van de constanten r
1
,y29 ooo 9 Ym zo bepalen, 

dat K (x) de beste approximatie in het gemiddelde geeft van een ge-
m 

geven functie f(x)o 

Hiermede is bedoeld de approximatie in de zin van de methode ~~ 

kleinste kwadrateno 

De waarde van de integraal 
b 

I= J {f(x} - Km{x)}
2 

dx 

a 

moet zo klein mogelijk zijno 

Het resultaat is neergelegd in de volgende stellingi 

De Fourier-coefficienten van een functie f{x) toOoVo een orthonor­

maal stelsel $1(x),$2{x) 1 ooo,$m(x) zijn die coefficienten waarvoor 

een lineaire combine.tie K (x) van deze functies de beste approxima-
m 

tie in bet gemiddelde is van f(x) in het fundamentaal-interval (a,b)o 

Uit het bewijs volgt de ongelijkheidg 
b 

2 2 2 J 2 c1 + c2 + ooo + en ~ f (x) dx o 

a 

Het rechterlid is onafhankelijk van no De reeks l 
n=1 en 

2 c convergeert 
n 

I < - (Ongelijkheid van Bessel) o 

n=1 
a 

Bovendien volgt hieruit dat de Fourier-coefficient van elke functie 

toOoVo een orthonormaal systeem {$n(x)} tot nul nadert, 

lim en= 0 o 

n-+ co ,. 



II -5-

Gesloten en volledige stelsels 

Laat S (x) zijn de partiele som van de gegeneraliseerde Fourier-reeks 
m 

van f(x) t,o.vo een orthonormaal stelsel functies {~ (x)}, n=1,2, ••• o 
n 

Men zegt dan dat S (x) "gemiddeld" convergeert tot f(x) indien 
m 

(1} lim Jb {f(x)-S (x)}2dx = O. m + m m 

a 

Notatie: Lsi.m. S (x) = f(x). 
m 

Als (1) geldt voor elke f(x) van de functieruimte, dan noemt men het 

stelsel {~n(x)} gesloten. 

Een rij S (x) kan gemiddeld convergent zijn, zonder convergent te 
m 

zijn in de gewone zin. Omgekeerd is eEn rij S (x) die in (a.b) con-
m 

vergent is in de gewone zin niet noodzakelijk gemiddeld convergent. 

Echter geldt de stelling: 

Als een reeks u
1
(x) + u2(x) + ••• in (a.b) uniform convergeert tot 

f(x), dan is ook de reeks gemiddeld convergent met f(x) tot som. 

Voor elk gesloten systeem geldt de gelijkheid van Parseval: 
CX) 

I 
n=1 

Cn
2 = ib r2 (x)dx 

CX) 

of L (f,~n)2 = N(f). 
n=1 

Stelling: Als het stelsel {~n(x)} gesloten is, is dit ook volledig, 

Ander type van orthogonaliteit 

Een stelsel {g (x)}(n=1,2, ••• ) is orthogonaal op een interval (a,b) 
n 

t.o.v. een gegeven gewichtsfunctie p(x), indien 

(b p(x) g (x) g (x)dx = 0 voor m~n (m,n=1,2,, •• ). 
Ji. m n 

Het linkerlid stelt in dit geval het inwendig product voor van 

g (x) en g (x) 
m n 

(n=1,2, ••• ). 
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1 
Door vermenigvuldiging van g met {Ng }- 2

, kan men het orthonormale 
n n 

stelsel verkrijgenG 

Voorbeeldo De Tschebichef polynomen 

1 T (x) = --1 cos(n arc cos x), T (x) = 1 
n 2n- o (n=1,2,ooo) 

' {T (x)} is orthogonaal op interval (-1,1) t.o.v. de gewichtsfunctie 
n 

p(x) = (1-x2)-~. 

Een andere uitbreiding van het orthogonaliteitsbegrip vindt men bij 

complexe funct ies van een reele verander lij ke ( a ~ x ~ b) • Een stelsel 

{g (x)} (n=1,2pee) met 
n 

g (x) = u (x) + iv (x) 
n n n 

heet orthogonaal in de zin yan Hermite als 

f g (x) g (x)dx = 0 voor m~n, m n 

waarin g (x) = u (x)-iv (x). n n n 

Genormeerd als f
b 

g (x) g (x)dx = 
n n 

1, doWoZo als 

a 

I b 
a 

{u 2 (x) + v 2 (x) }dx = 1 
n n voor elke no 

Voorbeeld: {einx} , n=1,2,aoo o 

Orthogonale functies voortgebracht door differentiaalvergelijkingen 

a2 2 a2 
Vergelijking van de trillende snaar: .!!....Jl. = a .!!....Jl. • 

dt2 ax2 

Door separatie van de veranderlijken k.omt men tot de gewone dif-

ferentiaalvergelijking 

X"(x) + >. X(x) = 0 met 

randvoorwaarden X(O) = O, X(L) = Oo 
(, 



Men vindt X = C sin Ir.. Xa Oplossingen als 

2 2 
A= E..!_ (n=1,2,aaa), en de oplossingen zijn 

L2 

C 
. n1rx 

nsin L ; 

die een orthogonaal stelsel vormen. 

Uitbreiding. Beschouw de d.v. 

f 1(x), f 2(x) en r
3

(x) zijn gegeven functies, A is een constantea 

Vermenigvuldigt men met 

r(x) = esr1(x)dx, 

dan verkrijgt men de vorm 

(2) d~ [r(x) ~ ] + [g(x) + Ap{x)] X = Oa 

Verg. van Sturm-Liouville 

Randvoorwaarden~ 

(3) 

Onder vrij algemene voorwaarden voor ~e functies p,q en r kan aan­

getoond worden-dat er een discrete rij van eigenwaarden A1,A2 , ••• 

bestaat, waarvoor het Sturm-Liouville probleem een oplossing f 0 

heeft. Deze oplossingen heten eigenfuncties. Men kan bewijzen dat 

het stelsel van deze functies {X (x)} (n=1,2,aao) orthogonaal is n 
op het interval (a,b) t.o.va de gewichtsfunctie p{x). Verder kan 

men aantonen, dat elke functie f(x), gedefinieerd op (a.b) en vol­

doende aan bepaalde voorwaarden kan voorgesteld warden door zijn 
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gegeneraliseerde Fourierreeks, behorende bij dat orthogonaal stel­

selo DoWoZo als {~ {x)} het orthonormale stelsel is van {X (x)} 
n 00 n 

dan convergeert de reeks l c ~ (x) met 
n=1 n n 

,__ 

c = lu p(x) f(x) ~ (x)dx tot de functie f(x)o 
n n 

Als r(a) = r(b) zijn bovenstaande beweringen geldig als (3) wordt 

vervangen door de randvoorwaarden 

X(a) = X{b), X 9 (a) = X'(b)o 

de periodieke randvoorwaarden genaamd. 

We bewijzen nu de volgende stellingen 

Stellingo Stel de coefficienten p,q en r in het Sturm-Liouville 

probleem zijn continu op [a,b] , en A ,A zijn twee verschillende n. n 
eigenwaarden met bijbehorende eigenfuncties X (x) en X (x), waar-m n 
van de afgeleiden X 9 (x) en X 9 (x) continu zijno Dan zijn X (x) m n m 
en X (x) orthogonaal op (aob) toOoV• ce gewichtsfunctie p(x)o n 
Bovendien~ als r(a) = 0 kan de voorwarrde a 1x1(a) + a2x0 (a) = 0 

vervallen; als r(b) = 0 de voorwaarde b1X1(b) + b2X1 (b) = Oo In­

dien r(b) = r(a) verkrijgt men de periodieke randvoorwaarden, 

Stelling. Als bovendien p(x) definiet is op (a,b), dan is elke 

eigenwaarde van het StoLo probleem reeelo 
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III 

Polynomen van Legendre 

Als illustratie van de volgende theorie zal ik de polynomen van 

Legendre gebruiken. Daarom eerst de algemene eigenschappen van deze 

polynomen. 

Uit de potentiaaltheorie is bekend dat de potentiaal in een punt P 

met bolcoordinaten (P,~,1/) in de vrije ruimte tengevolge van een 

eenheidsmassa in Q(p',~','\1') gelijk is aan 

1 1 
- = ---;:::==:::; 
r p' v'1-2uµ+µ 2 ' 

waarin r = PQ ..E... = µ , p' ' cos y=u. (y= LPOQ). 

We gaan ..!. ontwikkelen in een machtreeks naar J.J. Voor l2uµ-µ 2 1 < 1 r 
vinden we 

waarin 

1 

{ 1-2uµ+µ 2 = 

1.3 ••••• (2n-1) a. = ....;.,.::;.;.. .................... ---­
n 2.4 •••••••• 2n ' 

a. = 1 • 
0 

We maken hiervan een machtreeks in µ. Voor Iµ I < 12- 1 geldt dan: 

( 1) 1 2 ) 3 _ = P (u) + P1(u)µ + P2(u)µ + P
3

(u µ + ••• 
/ 1-2uµ+µ 2 0 

waarin P (u) de Legendre polynomen voorstellen 
n 

= u; 

~] 
p ( u) = l _1 __ • 3 __ • _ •• _ ...... ( _2n_-_2k_-_1 .... ) ( _ 1 ) k u n-2k 

n k=O 2k k! (n-2k)! 

= 1_.3 .... (2n-1) run 
n. l 

n(n-1) n-2 
2u 

(2n-1) 

+ n(n-1 Hn-2)(n-3) n-4 J 
(2n-1)(2n-3).2.4 u -••] • 

Pn(n) is een veelterm van de nde graad in u, even functies voor even 

graad, oneven functies voor oneven graad. 
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Voor Iµ I < µ 1 < 12 - 1, - 1 ~ u ~ 1 geldt 

u - µ 

( 1-2uµ+µ2) 312 

Verder geldt 

maar ook = 

Gelijkstelling van de coefficienten van µn levert de recurrente 

betrekking: 

(2) (n+1)Pn+1(u) - (2n+1)uPn(u) + nPn_1(u) = 0. 

P (1) = 1, P (-1) = (-1)n; P2 1(o) = 0, P2 (0) = (-1)na • 
n n n- n n 

Door differentieren kan men afleiden de betrekking 

( 3) nP (u) = uP'(u) - P' 1(u) , n n n-

en uit (2) en (3) de differentiaalvergelijking voor de Legendre poly­

nomen: 

(1-u2 )P"(u) - 2uP'(u) + n{n+1)P (u) = 0 n n n 

Uitdrukking van L-P als trigonometrische veeltermen 

1 1 

I 1-2uµ+µ 2 = = 

met u =cosy= 

Deze reeksen convergeren voor lµI < 1 o 
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Hieruit leidt men af. 

lpn(u)I bereikt het maximum voor Y=O, dus voor reele u in het 

interval (-1,1) voor u =1. 

Dit maximum 1s gelijk aan 1. 

De reeks in (1) is convergent en gelijk aan de gegeven functie; niet 

slechts vo~r jµI < ✓2 -1, maar voor alle lµI < 1. 

Orthogonaliteit 

Elke veelterm in x kan men in polynomen van Legendre uitdrukken. 

Uit de d. verg. van.Legendre kan men op eenvoudige wijze de ortho­

gonaliteit van de L.P. bewijzen metals gewichtsfunctie p(x)=1 en 

interval (-1,1) 

1 
f P (u) P (u)du = 0 (m~n). _
1 

m n 
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IV 

We vonden 

P'(u) - uP' 1(u) = nP 1(u) 
n n- n-

en uit (10, (3)) met n-1 i.p.v. n 

uP~_ 1(u) - P~_2(u) = (n-1)Pn_ 1(u) 

zodat 

P' (u) = (2n-1 )P 
1
{u) + P' 2(u) n n- n-

P~_2(u) = (2n-5)Pn_3(u) + P~_4(u) , enz. 

(1) P~(u)' = (2n-1)Pn_ 1(u) + (2n-5)Pn_3{u) + (2n-9)Pn_5(u) + ••• • 

De som breekt af met 3P 1 als n = even en met PO als n = oneven. 

1 

Grootte van f P!(u) du. 

-1 

Na integratie 

= P (u){(2n+1)P {u) + (2n-3)P 2(u) + ••• } + n n n-

+ P +
1
(u){(2n-1)P 1(u) + (2n-5)P 3(u) + ••• } = n n- n-

2 = (2n+1)P (u) + product van verschillende P's • 
n 

1 

Pn+ 1(u)Pn(u) ~ = (2n+1) 

1 

I P!{u) du , waaruit volgt 
-1 -1 --,---------

I P!(u) du = 2n+1 
2 

-1 
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Het systeem cj) (x) = Vn+~ P (x) 
n n 

(n=0,1,2, ••• ) is dus een 

orthonormaal systeem op het interval (-1,1). 

Deze orthogonalitei~ op het interval karakteriseert volkomen de L.p. 

onder al de andere polynomia, zoals we zullen zien uit de volgende 

algemene beschouwing. 
2 3 We merken op dat het systeem van de machten van x: 1, x, x, x, ••• 

in geen enkel interval een orthogonaal systeem vormt, zelfs niet met 

een gewichtsfunctie p(x) erbij. 

We beschouwen een systeem van orthogonale polynomia op het interval 

( a, b): 

P0(x), P1(x), ••• , Pn(x), ••• 

waarvan de graad van P.(x) gelijk is aan i. De gewichtsfunctie 
l. 

zij p(x). 

Elke macht xn kan lineair en eenduidig met behulp van P0(x) ••• Pn(x) 

uitgedrukt worden. Dus elk polynoom TI 1(x) van een graad ~ n-1 kan n-
eenduidig in de vorm gebracht warden: 

met Constante coefficienten c0 , c 1, ••• , Cn-l• 

Dus voor r ~ n 
b 

f p(x)rrn_ 1(x)Pr(x) dx = 

a 
b b 

c0 f p(x)P0(x)Pr(x) dx + ••• + cn- 1 I p(x)Pn_1(x)Pr(x) dx = 

a a 

Elk van de veeltermen P0(x), ••• ,P
0

(x) is met elke veelterm van 

lagere graad orthogonaal. 

Hieruit kan men de belangrijke stelling afleiden: 

o. 

Stelling. Is P0(x), P1(x), ••• een systeem van orthogonale polynomen 

met gewichtsfunctie p(x) op het interval (a,b), en is de graad van 

P (x) gelijk aan n (n=0,1,2, ••• ), dan is elke P (x) op een constante 
n n 

factor~ 0 na eenduidig bepaald. 
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{P (x)} als een volledig orthogonaal stelsel. n 

Stelling. Op het interval (-1,1) is het stelsel van L.p. P (x) 
n 

(n=0,1,2, ••• ) volledig t.o.v. de klass~ van alle functies die 

met hun eerste afgeleiden stuksgewijze continu zijn in (-1,1). 

Hieruit leiden we af: 

De enige waarden van A waarvoor de vergelijking 

een niet-triviale oplossing heeft met een continue eerste afgeleide 

in het interval -1 ~ x ~ 1, zijn: 

A= n(n+1) (n=0,1,2, ••• ) • 

m De macht x kan men schrijven als 

' 
waarin Teen constante A0 is als m even is, en T = A1P1(x) als m 

oneven J.So 

Om de waarden van de constanten A 2 . te vinden, vermenigvuldigen we 
m- J 

met P 
2

. (x) en 
m- J 

integreren over (-1,1). We vinden dan 

1 1 

I x~ 
2

.(x) dx 
m= J 

= A 2· m- J f {P 
2

.(x)}
2 

dx , 
m- J _, 

-1 

waaruit volgt 
1 

(2) A 2 . = (2m-4j+1) f xmP 2 .(x) dx 
m- J m- J 

Men kan nu bewijzen 

1 

f xrP
0

(x) dx = 

0 

0 

r(r-1) •••••••• (r-n+2) 
(r+n+1)(r+n-1) ••• (r-n+3) 

geldig voor r > -1 als n = even 

r > -2 als n = oneven. 

{n=2,3, ••• ) 
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De integraal in (2) heeft dus de waarde 

' m(m-1)ooooooooeoo(2~+2) m. 
(2m-2j+1 )(2m-2j-1). 0. 2j+3) = 1 3 5 (2 2 ·+1) 2j . ' 

0 ~ 0 e 6 m- J O oJ G 

De ontwikkeling voor xm (m geheel ~ 0) is dus 

Voor de beginwaarden hebben we 
2 2 1 . 

1 = P
0

(x), x = P
1
(x), x = 3 P2(x) + 3 P

0
(x), 

3 2 3 4 8 4 1 
X = 5 P3(x) + 5 P,(x), X = 35 P4(x) + 7 P2(x) + 5 Po(x) 0 

Voor -1 < X < 1 J.S reeds afgeleid IP (x) I < 1 • = = n = 
Hieruit en uit (1) volgt dan 

jP2n (x) I ~ ( 4n-1) + (4n-5) + • 0. + 3 = n(2n+1) 9 

I p2n+1 (x) I < (4n+1) = + (4n-3) + ... + 1 = (n+1)(2n+1) 0 

Dus t 

dus voor -1 ~ x ~ 1 geldt IP~(x)I ~ n2 (n=0,1,2, •• o)a 

2k 
< n = 

Stelling. Voor -1 ~ x ~ 1 zijn de waarden van de functies 

0 

- 1 1 
!Pn(x)I, 2 IP~(x)I, 4 IP~(x)I, ••• nooit grater dan 1. 

n n 
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V 
00 

De reeks L AP (x), 
n=O n n 

waarin P (x) de L-polynomen voorstellen 9 en 
n 

2 +1 1 · 
A= -1!--2 f f(x)P (x)dx {n=o,1,2,.o.) n _

1 
n 

heet de Legendre-reeks, behorende bij f(x). 

Stelling Is f(x) begrensd en integreerbaar in het interval 

-1<x<1, dan geldt dat voor elk punt x dat inwendig punt is van 

een subinterval waarin f(x) van begrensde variatie is, de Legrendre­

reeks, behorende bij f{x), convergeert tot ~[r{x+)+f(x-)] d.w.z. 

~ [r(x+O)+f(x-0)]= l A P (x). (-1 <x<1) 
n=O n n 

Def. Een functie heet van begrensde variatie in een interval (a,b), 

als er een constante A bestaat, zodanig dat voor elke willekeurige 

verdeling van het interval (a,b) 

a < x < x <. o • <x 
1 

< b 
1 2 n-

de volgende ongelijkheid geldt: 

Is f(x) een ~ functie, dan geldt 

met 

~ [r(x+O )+f( x-0 )] = A0 +A2P 2(x)+A4P4 ( x)+ ••• 

1 
A-= 2n+1) f f(x)P (x)dx (n=0,2,4, ••• ); n O n 

is f{x) een oneven functie, dan geldt 

met 

~ [r( x+O)+f( x-0 )] =A
1
P 

1 
( x)+A

3
P 

3 
(x)+ ••• 

1 
A =(2n+1) f f(x)P (x)dx (n=1,3,5$ooo). n O n 
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We keren terug tot het algemene geval van orthogonale polynomen 

P (x) op een interval (a,b) en met gewichtsfunctie p(x), en be~ 
n 

wijzen de 

Stelling De nulpunten van Pn(x) (n=0,1,2,o •• ) zijn alle reeel7 ver­

schillend ~n liggen in het inwendige van (a 9b). 
n 

S 1 . D de t""l S ( ) t P ( ) d F ' t tel ing en par ie e som x = l a. k x van e ourieron -
n K=O K 

wikkeling van een continue functie f(x) t.o.v. het stelsel van ortho-

gonale polynomen P (x), heeft tenminste in (n+1) punten dezelfde waar-n 
deals f(x). Deze stelling vindt toepassing in de numerieke analyse, 

zeals we zullen zien. 

We zullen bewijzen: 

Elke interpolatieveelterm met A(x.)=B(x.)=f(x.) (i=1,2 1 ••• ,n) van de 
1 1 i b 

graad ~ 2n-1, geeft dezelfde approximatie integraal J p(x)A(x)dx= 
b a 
f p(x)B(x)dx als de eenduidig bepaalde veelterm van de graad (n-1). 
a 

Recurrente betrekking !22!: de algemene orthogonale polynomen 

Is k de coefficient van P (x) n n 

( ) n , n-1 
P X =k X +k X +ooo n n n 

(k :f,O) 
n 

en k' de volgende coefficient, en is n 
b . 

h = f p ( x) { P ( x Y} 2 dx ( n=O, 1 , 2, oo • ) , 
n n 

a 

dan geldt de_recurrente betrekking: 

P +1(x)=(A x+B) P (x)-C P 1(x) (n=1,2 9 ••• ), n n n n · n n-

· met constanten A 9 B en C gegeven door n n n 

k k' k' A h 
A= _.E.:.l B =A (..E.!.!. - ...!!) Cn= An nh • 

n k ' n n k k ' n n+1 n n-1 n-1 
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Voor Legendre-polynomen volgt hieruit de recurrente betrekking 

(10 92)0 

We bewijzen de sommatieformule van Christoffel-Darboux~ 

Voor L-polynomen volgt hieruit: 

n 
I (2i+1 )P. (x)P. (y)= E!.! {P +1 (x)P (y)-P (x)P +1 (y)}. 

i=O i i x-y n n n n 

o (x#y) 

Uit (1) kunnen we de ongelijkheid afleiden, door x-y=z te stellen 

en daarna z ~ 0 te nemen: 

[P'+1P (x)-P' (x)P +1 (x)] > Oo n n n n -

Met deze ongelijkheid bewijzen we de stelling: 

Stelling De nulpunten van twee opvolgende orthogonale polynomen 

P
0

(x) en P
0

+1(x) scheiden elkaaro 
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VI Speciale functies 

De formule van Rodriguez 

We beschouwen de functies: 

(n=1,2, ••• ) 
( 1 ) 

Xis een veelterm van de graad ~ 2, en in het geval van een eindig 

interval (a 9b) gegeven door: 

X=(b-x)(x-a) (a,b reeel, a< b). 

In het algemeen is voor een willekeurige p(x) de F (x) geen veelterm. 
n 

Is dit wel zo 9 bijv. als p(x) =1, en is F (x) zelfs een veelterm in 
n 

x van de nde graad, dan zijn F (x), afgezien van een constante fac­n 
tor, gelijk aan de orthogonale veeltermen P (x) die behoren bij de n 
gewichtsfunctie p(x) en het interval (a,b): 

P ( ) 1 F ( ) 1 Dn r _ ( x) Xn} • 
n x = K n x = K p(x) UJ 

n n 
(2) 

Dit is de algemene formule ~ Rodriguez. 

Dat F
0

(x) een veelterm is, geldt voor alle klassieke orthogonale po­

lynomen, d.z. de Jacobi (Legendre), La&Uerre en Hermite-polynomen. 

We willen eerst vaststellen onder welke veronderstellingen over de 

p(x) de functies F (x) veeltermen zijn 9 en water voor (1) in de n 
plaats komt als niet beide van de uiteinden van het interval (a,b) 

eindig zijn. 

Is F
1

(x) een lineaire veelterm, dus 

~ D{p(x)X}= ~ p'(x)X+X'= Ax+B 9 dan is 
P\XJ P\XJ 

~= 
p(x) 

(3) 

Ax+B-X' 
X 

* * A + B 
= X = {b-x) (x-a) 

a 13 --+- en b-x x-a' 

ln p(x)=a ln(b-x)+l3 ln(x-a)+ln(C) 

p(x)=C(b-x)a(x-a) 8, 
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waarin a,S en C reelebconstanten zijno p(x) moet integreerbaar zijn 

d.w.zo de integraal J p(x)dx moet bestaan, en dit is slechts het ge-
a 

val als a> -1,S> -1. 

Is omgekeerd een gegeven gewichtsfunctie p(x) van de gedaante (3) 

met a> -1,S>-1 9 dan is F (x) een veelterm van de graad n 1 zoals men n 
met de formule van Leibniz gemakkelijk kan bewijzen. 

Bewijs van de formule van Rodriguez 

Dit berust op het feit, dat de orthogonale polynomen 9 op een con­

stante factor na, eenvoudig vastgelegd zijn door p(x) en het inter­

val (a,b). We zullen bewijzen dat F (x) orthogonaal is met alle veel-n 
termen van lagere graad. 

Zij TI 
1
(x) zulk een veelterm, dan geldt 

n-
b b 

f p(x)F (x)TI 
1

(x)dx= J TI 1(x)Dn{p(x)Xn}dx 
n n- n-a a 

b 
= (-1)n f TI(n)(x)Xndx=O. 

n-1 
a 

Van de polynomen van Legendre is p(x) = 1 9 a= -1,b= +1 9 en vinden we de 

formule van Rodriguezg 

Zij nub= oo, dan stellen we X=x-a op analoge wijze als boven vin­

den we dan 

en 
# 

p(x)=eA x(x-a)a, 

waarin A* en a reele constanten zijn en a > -1. Ook hier is gemakke­

lijk in te zien dat F (x) een veelterm in xis van de graad n. Zon­
n 

der de algemeenheid te schaden kunnen we aannemen IA*l=1, daar we 

anders de transformatie x-+ ..2S-. toepassen, en dit verandert niet 
IA*I 
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essentieel aan de vorm van p(x).Vqorpositieve A* is p(x) geen ge­

wichtsfunctie, daar de integraal J p(x)dx dan niet bestaat. Zij 

* . a A ,= -1, dan is p(x)=e-x(x-a) 0 • dus 

Het bewijs van de formule Rodriguez verloopt dan geheel als bij een 

eindig interval. 

Tenslotte -zij 

p' (x) 

p(x) 

a=-00
9 b=00 • In dit geval stellen we X = 1, en dus is 

1 2 
( ) 2Ax +Bx+C = Ax+B, p x =e 

met willekeurige C. p(x) 
2 is, dus A=-h. We hebben 

is slechts gewichtsfunctie als A negatief 
, 2 , B 2 , B 2 

dan 2Ax +Bx+C=-2(hxh) +2(h) +c. 

. . ( B) ( ) . Door de substitutie hx- ii -+ x, wordt p x in de vorm gebracht: 

' 
* en we kunnen weer kiezen C =1. 

Ook in dit geval is F (x) weer een veelterm in x van de graad n, en n 
is de formule van Rodriguez weer te bewijzen. 

Samenvatting. 

met 

X= 

De functie F (x)= ~ Dn{p(x)Xn} 
n P\XJ 

( b-x )( x-a) voor I a I < 00 , I b I < 00 

x-a voor I a I < 00 , b= 00 

voor -a=b=00 • 

en een gewichtsfunctie p(x) in het interval {a 9b), is dan en slechts 

dan een veelterm in x van de graad n, als p{x), afgezien van multi­

plicatieve constanten 6r eenvoudige x-transformaties, gegeven is door 

p(x)= { 
a. 8 

( b-x) ( x-a) met a. > -1 , 8 > -1 , voor I a I c 00 , I b I c 00 

e -x ( x-a) a. met a. > -1 , voor I a I c 00 , b= 00 

1 2 
-2X e 

' 
voor -a= b = 00 0 

Als dit het geval is, dan z1Jn de veeltermen F {x) t.o.v. de ge­n 
wichtsfunctie p(x) orthogonaal. 
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De Ga.mmafunctie 

We definieren de Ga.mmafunctie als 

Deze oneigenlijke integraal bestaat voor Re z> 0o We zullen ons voor­

eerst met reele z bezighouden. De betekenis van de r-functie berust 

op de eenvoudige functionaalvergelijking 

r(z+1)= zr(z). 

Wegens r(1)=1 volgt hieruit dat de f-functie voor natuurlijke getal­

len de faculteits-functie voorstelt 

r(n+1) = n! 

Met behulp hiervan is de r functie ook voor negatieve z te definieren. 

Definitie. Is z een niet-positief getal ~ o,-1,-2, ••• en is n een 

positief geheel getal met -n < z < -n+1, dan definieren we r(z): 

r(z+n) r ( z) = ----------
z ( z+ 1 )-( z+n-1) 

0ok hiervoor geldt r(z+1)=zr(z). 

Men bewijst gemakkelijk de volgende eig~nschappen van de r-functie: 

~im r(z)= 00 , lim r(z)=-00 , lim r(z) = 00 • 

zi0 zt0 z-+-co 
'· 

Voor z ~ 0,-1,-2, ••• gelden de betrekkingen 

r{z) = lim 
z 

n n ! 

n-+-<x> z(z+1 L c. (z+n) 

r(z) 
-Cz m 

= !:,__ II 
z n=1' 

tc is de constante van Euler). 

~ 

}. 
,~ 

n 
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Een generalisatie van de r-runctie voor reele waarden van z is de 

analytische voortzetting van deze functie voor complexe waarden van 

Zo r(z) is een analytische functie van z, en heeft alleen polen 

voor z=0,-1,-2,-3,ooo 

Oak hiervopr geldt de functionaalvergelijking: 

/ r(z+1) = zr(z) I 
Verder geldt de functionaalvergelijking 

r(z)r(1-z) = _1r_ 
sin1rz 

voor z=~ vindt men r(~)=lrio 

Verdubbelingsformule (Legendre)o 

De Betafunctie 
1 

De integraal f tz-1 ( 1-t) w-1 dt heeft betekenis voor Re z > O, 
0 

Re w > Oo We definieren hiervoor 

( 1 ) 
1 

B(z,w)= f tz-1(1-t)w-1dt 
0 

(naam te danken aan Binet (1839))0 

Betrekking tussen r en B-functie: 

Uit ( 1 ) 

~1T 

f 
0 

,, 

volgt: 

B(z,w)= r(z)r(w) 
r(z+w) 

(sin~)2z-1(cos~)2w-1 dip = 1 B(z,w)o 2 



1 

. j1r 4 5 r(2 1 )r(3) 8 
Toepassing sin$ cos$ d$= iB(2~,3)=~ 2 = - • 

o r(5i) 315 

Van grote waarden van z heeft men de asymptotische betrekking: 

of 
- n+1 -n n! = nr{n)...., l21rn 2 e 

(formule van Stirling)o 

Hypergeometrische functies 

a 9b,c zijn willekeurige constanten 9 c ~ 0,-1,-2, •••• 

De volgende reeks heet de hypergeometrische reeks (Gauss): 

(2) 1+ .!:!:£ z+ a(a+1)b(b+1) 2 · a(a+1) ••• (a+n-1 )b(b+1) ••• (b+n-1) n 
Z + 0 0 C + ---------------------------- Z +o 0 C c(c+1)2X c(c+1) ••• (c+n-1)n? 

Vcora=1 9 b=c, verkrijgt men de meetkundige reeks. Voor afkorting ge­

bruikt men de volgende notatie~ 

r(z+n) (z) = ----~ = (z+n-1)(z+n-2) ••• (z+1)z. 
n r(z) 

(n geheel positief) 

De reeks (2) kan men schrijven als 
00 

, + l 
n=1 

( a.) (b) 
n n 

(c) n~ 
n 

n 
Z 0 

Met het convergentiekenmerk van d 9Alembert bewijst men dat de con­

vergentiestraal van de reeks gelijk is aan 1. Convergentie voor lzl<1, 

divergentie voor lzl > 1. 

Stellen we A= n 

dan is 

(a) (b) 
n n 

(c) n! 
n 

00 

en y = l 
n=O 

,, 



ClO ClO 

yV L nA z n-1 L (n+1)An+1z 
n 

= = t 

n=1 n n=O 
ClO ClO 

yV V: I n(n-1 )A z n-2 I n(n+1 )An+l z 
n-1 = i 

n=2 n n=1 

An+1 (a+n)(b+n) --r = (c+n)(n+1) of (a+n)(b+n) An= (c+n)(n+1)An+l• 
n 

n .. Door vermenigvuldigen met z verkr1Jgen we~ 

n ( ) n-1 2 2 n-2 ( ) n ( ) n-1 abA z +z a+b nA z +z n A z =c n+1 A +1z +zn n+1 A +1z . n n n n n 

of 
ClO 

I 
n=O 

of 

abA zn+z(a+b+1) 
n 

ClO 

I 
n=1 

= C 

n-1 2 
nA z +z n 

ClO 

ClO 

I 
n=2 

( ) n-2 n n-1 A z n 

ClO 

I (n+1)An+1zn+z I n(n+1)An+1z 
n=O n=O 

aby + 2 z(a+b+1)y 9+z y 99 = cy 9 + zy 9 9 of 

I z(1-z)y 9 '+ {c-(a+b+1)z} y 9-aby = Oo] 

Dit is de hypergeometrische differentiaalvergelijkingo 

n-1 
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Substitueert men in de differentiaalvergelijking 

dan gaat deze over in 

1-c y=z U 9 

z(1-z)u'v+{2-c-(a+b+3-2c)z}u 0 -{(a+b-c+1)(1-c)+ab}u=Oo 

Stelt men 2-c=c 0
9 a-c+1=a 1

9 b-c+1=b 1
9 dan verkrijgt men 

en dit is weer een hypergeometrische differentiaalvergelijkingo 

We hadden verondersteld c#0 9 =1 9-2 9 ooo als we nu bovendien eisen dat 

c geen natuurlijk get~l is 9 dan is 2-c=c 0 #0 9-1 9-2 9 oo, en is de hyper­

geometrische reeks, samengesteld met a 1
9b 1

9 c 1 een oplossing van de 

vergelijking. Noemen we de functie die verkregen wordt door analytische 

voortzetting van de hypergeometrische reeks de hypergeometrische func­

tie F{a,b;c;z}, dan zijn de functies F{a,b,c,z} en z1-c F{a 0 ,b 1 ;c 1 ,z} 

twee oplossingen van de hypergeometrische vergelijking 9 welke lineair 

onafhankelijk zijn {laat z + OZ). De algemene oplossing heeft dus de 

vorm. 

(1) y=AF{a,b;c;z}+ Bz 1-cF{a-c+1 9 b-c+1, 2-c;z} 9 

met willekeurige constanten A en B. 

F{a,b;c;z} verliest zijn betekenis als c een vanoegetallen o,-1,=21)H~ 

is. Dit is niet het geval met het quotient (als limiet) 

F{a,b;c;z} 

r(c) 

# 
= F {a 9b;c;z}. 

Stel c#1=m met m=1 9 2 0 3 9 oo, dan is 
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lim 
c-+-1-m 

F{a1b;c;z} 

r(c) 
.., (a) (b) zn 

= l n n 
n=O r(n-m+1 )n~ 

= 
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co {a) (b) n 
= lim I n n z = r(c+n) nT c-+-1-m n=O 

(a) (b) z n co r(a+n)r(b+n)zn ... 
I n n = I 

n=m r(n-m+1 )n! n=m r(a)r(b)r(n-m+l)ni 

co r(a+m+n)r(b+n+m)zn+m 
I-----= 

(a) (b) 
m m z~ {a+m 9b+m;m+1;z}. 

n=O r(a)r.(b)r(n+1)(n+m)g 

Voor gehele c is (1) geen algemene oplossing meer, zelfs niet als 
* * men F{a,b;c;z} door F {a,b;c;z} vervangt, daar F {a,b;c;z} en 

z 1-cF{a-c+1 9b-c+1;2-c;z} niet langer lineair onafhankelijk zijn. 

Nu substitueren we in de hypergeometrische differentiaalvergelijking 

( )c-a-b y= 1-z u, 

dan verkrijgen we na berekening: 

z(1-z)u''+{c-z(2c+1-a-b)}u'-(c-b)(c-a)u=O 9 

welke voor a'=c-a,b'=c-b,c'=c overgaat in 

z(1-z)u''+{c'-(a'+b'+1)z}u'-a 0b 0u=O, 

met oplossing 

u=F{a',b';c';z}= F{c-a,c-b;c;z}. 

( )c-a-b { } . Dus 1-z F c-a,c-b;c;z 1s een oplossing van de hyp. geom. d.v, 

en kan dus geschreven worden als 

c a-b 1-c { } (1-z) - F{c-a,c-b;c;z}= AOF{a,b;c;z}+ BOz F a-c+1 9b-c+1;2-c;z , 

met geschikt gekozen constanten AO en BO• 

De functie in het linkerlid heeft in punt z=O de ontwikkeling 

D-(c-a-b)z+ •• 7 [1+ (c-ac){c-b) 7 k 2 - ~ z+ •• "--'=1+k1x+ 2x + ••• 9 

en de functie in het rechterlid 

r; ab 7 1-c [ (a-c+1) (b-c+1) J AoL1+ C Z+oooJ+Boz 1+ .....,._2""'--c......, ___ z+ooo 0 
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Hieruit volgt A0=1 en B0=o en de belangrijke zelftransformatieformule 

voor de hypergeometrische functie 

(2) F{a,b;c;z}= (1-z)c-a-br{c-a,c-b;c;z}~ 
Om 
continuiteitsredenen geldt (2) ook voor gehele c > Oo Voor c=o, .. 1 ,-2, •• 

worden beide leden oneindig. 

* De formule geldt als men de F vervangt door de corresponderende F. 

Nu substitueren we z=1-~, y=y; waardoor de hypogeomo d.v. overgaat in 

t( 1-t)y' '+ [a+b-c+1-(a.+b+1) t ]y' -aby=Oo 

Door nu te stellen a•=a,b'=b,c'=a+b-c+1 9 is de vergelijking weer een 

hypo geom. vergelijking met oplossing F{a 9b;a+b-c+1;1-z}. 

De algemene oplossing wordt door de substitutie t=1-z 

y=A1F{a,b;a+b-c+1;1-z}+B1(1-z)c-a-bF{c-b 9c-a;c-a+b+1;1-z} mits 

c-a-b; geheel getal. 
1 a We substitueren eerst z=t en daarna y=~ Uo De hypo geom. d.v. wordt 

dan 
d

2 
d ~(1-~) ~ +{a-b+1-~ (2a+2-c)} cit -a(a-c+1)u=O. 

d~ 

Door nu te stellen c'=a-b+1, a'=a,b'=a-c+1 komt men tot de oplossing 

z-aF{a,a-c+1;a-b+1; l} en 
z 

de algemene oplossing wordt: 

-a { 1} y= A2z F a,a-c+1;a-b+1; z -b 1} + B2z F{b 9b-c+1;b-a+1; z o 

Op soort~elijke wijze vindt men door te substitueren: z= 1~; 9 z= ~~ 1 • 

z= ~t1 - drie andere voorstellingen van de algemene oplossing. Dus to­

taal 6 voorstellingen .met 12 particuliere oplossingen. De eerste 6 
zijn bijv. -F{a,b;.c;z}'9 z l-cF{a-c+1 9 b-c+1 ;2-c ;z} 

9 

F{a. 9 b ;a+b-c+1; 1-z} • (~1--z )c-a-~F{c-b 9c-a.;c-a+b+1; 1-z} 5 

. -a,_ 1} -b 1 z. !''{a1 a-c+1 ;a-b+1 ;- 5 z F{b,b-c+1 ;b-a.+1; -} • 
Z. Z 

Uit deze 12 oplossingen kan men er tenslotte 24 verkrijgen door de 

zelftransformatieformule toe te passen. 
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Formules van Balza 

(1) F{a,b;c;z}= A
1
F{a,b;a+b-c+1;1-z}+B

1
(1-z)c-a-bF{c-b 9 c-a; 

c-a-b+1; 1-z}, 

waarin 

I"(c)r(c-a-b) A = -,,,,.;----~-,..-~ 
1 r(c-a)r~c-b) ' 

B _ r ( c ) r (a+ b-c ) 
C r(a) r(b) 

Om dit te bewijzen maken we gebruik van de vergelijkingg 

r(c)r(c-a-b) 
(2) F{a,b;c; 1} = r(c-a)r(c-b) voor Re (c-a-b) > 0 c:#0,-1,-2,o o o 

Deze formule zullen we laten bewijzeno 

Door in (1) z=1 te substitueren en Re (c-a-b)> 0 te kiezen, vindt me.n 

onmiddellijk A
1

• 

Pas daarna op het linkerlid van (1) de zelftransformatieformule toe, 
. . ( 1 )a+b-c .. en vermen1gvuld1g met -z 9 dan verkriJgt meng 

F{c-a,c-b;c;z}=A
1
(1-z)a+b-cF{a,b;a+b-c+1;1-z}+B

1
F{c-b 9c-a;c-a-b+1,1-z} 

Kies Re(a+b-c) >Oen substitueer weer z=1, dan vindt men B
1

o 

De betekenis van de formules van Bolza berust Ooao op het feit, dat 

men met behulp daarvan de hypergeometrische reeks over de rand van 

de cirkel lzl < 1 analytisch kan voortzetteno 

Integraalvoorstelling 
1 

Beschouw J b-1( )c-b-1( )-a I I t 1-t 1 =Zt dt , met z < 1 o 
0 

Deze integraal heeft betekenis van Re c > Re b > Oo 

Ontwikkel (1-zt)-a volgens de binomiaalreeks (lzl < 1)o 
00 

I cka)(zt)k = (1+.!;z1 t + a(a+1) 
0 1.2 k= 

Termsgewijze integratie is geoorloofdg 

1 
f tb- 1(1-t)c-b-1(1-zt)-adt= 
0 

f a(a+1);ia+k-1)zk 

k=O 

2 2 
z t + 000 0 
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00 

= I 
k=O 

Dus 
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0:, 

= I 
k=O 

a(a+1)oo(a+k-1) zk B(b+k,c-b) = 
k! 

a(a+1)oo(a+k-1) r(b+k)r(c-b) 
r(c+k) 

r(c) 
F{a,b;c 9z}= r(b)r(c-b) 

k z = r(c-b) r(b) 
f( C) 

De hypergeometrische reeks is convergent voor lzl < 1o 

Men kan nu bewijzen dat op de rand van lzl=1 een voldoende voorwaar­

de voor absolute convergentie is 

Re (c-a-b) >Oo 

Volgens het theorema van Abel is dan als we z + 1 

1 
F{a,b;c;1}= r(c) 1· f tb-1(1 t)c-b-1(1 t)-adt 

r(b)f(c-b) z!~ 
0 

- -z 

r(c) 
= r(b)r(c-b) 

r(c) 
= .,.,,.r.,.,( b"'"')..,;,r..,.( c----"'!"'b""") 0 

F{a,b;c;1}= 

1 

J t b-1(1-t)c-b-a-1dt = r(c) B(b b ) 
r(b)r(c-b) ,c- -a 

0 

r(b)r(c-b-a) 
r(c-a) , zodat 

r(c)r(c-b=a) 
r(c-b)r(c-a) 9 

waarmede (2) bewezen iso 

In dit bewijs hebben we gebruik gemaakt van de veronderstellingen 

Re c >Re b > 0 en Re(c-a-b)> Do 

Nu kan men bewijzen dat F{a,b;c;1} een analytische functie is van de 

parameters a,b enc als c ':f 0 9 -1,-2 9 000 en Re (c-a-b) >Oo Beide leden 

van (2) zijn analytische functies van a,b enc, zonder de voorwaarden 

Re c>Re b>Oo Dus geldt (2) voor Re(c-a-b)>O~ c ':f 0 9-1,-2 9 00 o 

Verder kan meh bewijzen~ 
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Voor lzl < 1 is de functie F{a 9b;c;z} analytisch in a 9b enc voor 

alle eindige a,b enc, metals enkelvoudige polen c=0,-1,-2,ooo 

Speciale gevallen 

Past men (2) toe met a=-n (n is een positief geheel getal) dan vindt 

men 

r(c}r(c-b+n) 
F{-n,b;c; 1}= r(c=b)r(c+n) 

(c-b)(c-b+1)oo(c-b+n-1) ( .. ) = ...:-.....,,.....;...,....,_...;,....,.;,.,,--~.---..... gel1Jkheid van Vandermonde c(c+1)ooo(c+n-1) 

Voor z=-1 en bovendien a=1+b-c vindt men voor de integraal in (2)g 

1 
f tb-1(1-t2 )c-b-1dto Stelt men 1-t2=u 9 dan gaat deze integraal over in 
0 

1 
1 f ( )ib-1 c-b-1 
l! 1-u u du= 

0 

r(c)rOb) 
F{1+b-c~b;c;-1}= i r(b)r(c-~b) 

Van a=b=i, c=3/2 vinden weg 

1 
I dt 

0 

2 • 2 z t = sin qig 

F{-2
1 i.1.z2}= l arc sin z , "'2' z 

2 
F{a,b;b;z}= 1+ ~~ + a(;71>z 

r(2) 
F{1,1;2;z}= r(,)r(l) = 

1 

I 
0 

0 0 0 

rOb)r(c-b) 

r(c-ib) 
dus 

en hieruit met de substitutieg 

ln(1-z) 
z 

De formules van Balza stellen eenvoudige relaties voor tussen F{a,b;c;z} 

en andere hypo geomo functies met in de plaats van z, zekere lineaire 
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functies van z (bijvo 1-z, lgooo)o Men noemt deze lineaire transfor-
z 

maties van de hypergeometrische functie~ Als er zekere beperkingen 

aan a,b enc opgelegd worden~ bestaan er ook soortgelijke relaties 

voor kwadratische transformatieso 

a+b+1 Is bijvo c= 2 i dan hebben we de volgende formule 

met 

0 

Het bewijs wordt uitgevoerd door in de hypergeometrische vergelij­

king te substituereni ~={2z=1) 2 , dan ontstaat er opnieuw een hypo 

geomo vergo, waaruit we concluderen dat F{;a 9 ;b;;; (2z-1)2 } en 

(2z-1)F{;{a+1), ;(b+1); 3/2; (2z-1) 2} 

oplossingen zijn van de hypogeomo vergelijkingo 

Dus geldt (3) met geschikt gekozen coefficienten A* en B*o 
. . * * Door te subst1tueren z=O en z=1 volgen dan na wat bereken1ng A en Bo 

{ } 1+ '!!;£ z+ a(a+1 )b(b+1) z2+ 
F a 9 b ; C ; z = C C ( c+ 1 ) 2 g O O 0 

(binnen de cirkel lzl < 1), dus is in hetzelfde gebiedi 

Dus 

FV{a-b•c·z}= ab+ a(a+1}b(b+1) z+ 
' ' ' C c{c+1)o1& 0 0 0 

= ~ { 1+ (a+1 )(b+1) z+ (a+1 )(~+2)(b+1 }(b+2) 2 
{c+1)(c+2}2g z +ooo} C (c+1}°H 

ab { = - F a+1g b+1; c+l;z} o 
C 

dF{a,b;c;z} = ~ F{a+1gb+1;c+1;z} 
dx C 

0 
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X Speciale functies 

Vervolg Hypergeometrische functies 

De betrekkingen tussen 11naburige1
' functies 

Gauss definieerde als "naburige 11 functie van F{a~b;c,z} elk van de zes 

functies die verkregen worden door een van de parameters met 1 te ver­

meerderen of te vermindereno Gemakshalve gebruiken we de notatiesg 

F = F{a 9 b,c;z} 9 F(a+) = F{a+1ib;c;z}g 

F(a-) = F{a-1~b;cgZ}g 

en op dezelfde wijze F(b+) 9 F(b-) 9 F{c+) en F(c=)o 

Gauss bewees dater tussen Fen elk tweetal van de naburige functies 

een lineaire betrekking bestaat metals coefficienten functies van z 

van ten hoogste de eerste graado 

Er zijn 15 van dergelijke betrekkingena We zullen er hier enkele af­

leideno 

Stellen we 
(a) (b) z 

n 

0 n n = (c)nng g n 

en 
00 (a+1) (b) z 

F(a+) r n n = I.. ( C) n& 
n=O n 

Evenzo 
00 (a-1) o 
t n n 
l (a) 

n=O n 
= 

00 

I ~o 
b n n=O 

00 

dan is F 1 0 = g 

n 

n=O n 

00 

1 a+n 0 = 0 a n 
n=O 

00 

1 a-1 o 
a+n-1 n ° 

n=O 

00 

I b=1 0 
n=O b=1+n n 

00 

I 
n=O 

C=1+n 
0 c-1 n 

I) 

0 
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We voeren nu in de operator 0 d 
= z(rz}, dan is 0zn = nzn 

9 
zodat 

( 1 ) 

(2) 

(3) 

00 

{0+a)F = l 
n=O 

+ (a+n)o = aF(a ) 9 n 

+ (0+b)F = bF(b ) 9 

Uit (1), (2) en (3) volgtg 

+ + (a-b)F = aF(a) - bF(b) 

(a-c+1)F = aF(a+) - (c-1)F(c-) 9 

twee van de eenvoudigste van de bedoelde betrekkingeno 

Beschouw nu 

00 n(a) (b) zn 
= ~ n n 

0F l (c) ng 
n=1 n 

= z 
r (a)n+1(b)n+1zn 

n=O (c)n+1ng 

00 

( a+n) (b+n) 
= z I 0 

n=O c+n n 

00 

(c-a)(c-b)} = z I {n + (a+b-c) + 0 
n=O 

c+n n 

00 00 00 

l o + (c-a)(c-b) z l _£_, o = z I 
n=O 

no + (a+b-c)z 
n n=O n c n=O c+n n 

waaruit 

(4) (1-z)0F = {a+b-c)zF + (c-a)(c-b) zF(c+) o 
C 

Volgens (1) is 0F = - aF + aF(a+) 9 en dus is 

+ ()-z)0F = - a(1-z)F + a(1-z)F(a ) 9 en uit (4) 

{a+ (b-c)z}F = a(1-z)F(a+) = (c-a)(c-b) zF(c+) 
C 

0 
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Confluent hypergeometrische functie 

Deze functie ontstaa~uit de hypergeometrische functie 

door de limietovergang b + ~ 9 indien deze limiet bestaato We gaan uit 

van de hypergeometrische differentiaalvergelijking 9 en vervangen x 
X dx door b en dus dx door b o 

b
2 ~ ( 1- ~) ~~ + b [ c - (a+b+l) ~ 1 ~ -aby = 0 , 

Na deling door b en limietovergang b + ~, vinden we 

(5) xy" + (c-x)y 1 - ay = 0 0 

Dit is de differentiaalvergelijking van de conflo hogo functieo 

We proberen als oplossing de machtreeks 

y = I 
n=O 

n 
a X n 

en veronderstellen C ~ o,-1,-2iooo 0 

Na invulling en nulstellen der coefficienten vinden we 

We stellen a0 = 1 ' dan 

a+n-1 a = n(c+n-1) n 

De oplossing is dus 

is 

a (n+a) 
n 

= .,.,.(-n+......,..1 )~(,...n_+_c..,.) 

a+n-2 
(n-1)(c+n=2) 0 0 0 

a (a) n 
1oc = (c) n~ n 

0 



a .x a(a+1) x2 
= 1 + ~ TI + c ( c+ 1 ) 2 ~ + 0 0 0 

(a) n 
n X + 

Tcf"' nZ n 
0 0 0 S) 

ook wel aangeduid door 
1
F

1
{a 9 c,x}o 

Het kenmerk van d 9Alembert wijst uit dat de convergentiestraal van deze 

machtreeks oneindig groot iso 

Voor a = c heeft men 

Bovendien 

X = e 0 

x} = 1 + ~~ + a(a+1)b(b+1) x
2 

+ 
F{a,b;c;b c b c{c+1) 2X 1:l ooo 

en we zien 

<l>{a,c;x} = lim 
b-+oo 

Door te substitueren in (5} 1-c y = X Z9 gaat deze doVo over in 

xz" + z 0 (2-c-x) - z(a-c+1) = 0 11 

waarvan de oplossing dus is ~{a-c+1 9 2-c;x}. 

De algemene oplossing van (5) is dus 

met willekeurige constanten A en B (c ~ geheel getal). 

Substitueert men in (5) y = exz 11 dan gaat (5) over in 

xz" + (c+x)z 0 + (c-a)z = 0 9 

en daarna door de substitutie x = = u over in 

uz" + (c-u)z 0 = (c-a)z = 0 11 

metals oplossing ~{c=a 9 c;u}o 

Dus ex ~{c=a 11 c;-x} is een particuliere oplossing van (5), dus geldt 
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met geschikt gekozen constanten A en B 
0 0 

<j,{a,c;x} = ex [A
0

<P{c-a,c;-x} + B
0
(-x) 1-c <j,{1-a 9 2-c;-x}] 

(c ~ geheel getal)o 

Door ontw~kkeling in machtreeksen en gelijkstelling vindt men A = 1 
0 

en B = o, zodat 
0 

<t>{a,c ;x} X = e <j>{c-a,c ;-x} 

(Formule van Kummer)o 

Vanwege de consistentie van de analytische functies geldt deze formule 

ook als c een natuurlijk getal is. 
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XI Speciale functies 

Integraalvoorstelling van de confluente hog• functie 

X In de integraalvoorstelling van de h.go functie vervangen we x door b: 

= 
r(c) 

r(a)r(c-aj 

( Re c > Re a > 0 , I x I < I b I ) 

en na limietovergang b + 00 (als dit onder het integraalteken geoor­

loofd is) 

( 1) cp{a;c;x} = 
r(c) 

r(a)r(c-a) 

Rec >·Re a> 0 

De geldigheid van ( 1) wordt bewezen door ext in een machtreeks te 

ontwikkelen, en de uniforme convergentie te gebruikeno Het rechterlid 

is dan 

r ( C ) 

f O 

1 oo n n , 
~ ~ ta-1( 1-t)c-a-1 dt = 

r{a)r(c-a) l n1. n=O 

= r 
n=O n~(c) 

n 

= cp{a;c ;x} • 

Gemakkelijk vindt men door differentieren 

cp 9 {a;c;x} = !!:. cp{a+ 1•c+ 1•x} C , , 

r(c) ~ xn 
r(a)r(c-a) l 'B(n+a,c-a)= 

n=O n. 
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Polynomen van Jacobi 

De orthogonale polynomen P(a,S)(x) (n=O, 1,2,ooo), bepaald door het 
n 

interval (-1,+1) en de gewichtsfunctie 

a> -1, S > -1 

noemen we polynomen van Jacobi. 

We zullen ze normaliseren door te stellen 

(2) 

De algemene formule van Rodriguezg 

met X = (x-a}(b-x) 

wordt in dit geval 

en wegens (2) 

of 

(3) 

K = (-2)n n~ 
n dus 

p(a, e) (x) 
n 

n 
= ...L L (n+a) (n+S) (x- 1)n-k(x+ 1)k 

2n k=O k n-k 
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p(a,S) (x) = 1 
0 t 

P(d,s)(x) = 1 I (1k+a) (1,:ke) (x-1)1-k(x+1)k = 21 [(a+8+2)x+a-8] 
1 2 k=O 

II 

P~a.e)(x) = i {[(a+e) 2 + 7(a+8) + 12]x2 + 2(a-e)(a+8+3)x + (a-s)2 • 

- (a+e) - 4} 0 

Als men in (3) x vervangt door -x en k door n-k verkrijgt men 

0 

Orthogona.liteitseigenschap: 

(m ,f: n) o 

In de algemene theorie van de orthogonale polynomen stelden we 

( ) n 9 n-1 p X = k X + k X + 000 n n n (k ,f: 0) o 
n 

We wiilen nu deze k en k 1 in het geval van de polynomen van Jacobi n n 
berekeneno 

Daartoe leiden we eerst twee betrekkingen tussen binomiaalcoefficienten 

af 

ClO 

( 1+x) µ = l ( µ) xk 
k=O k 

; 

door vermenigvuldiging 
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en daaruit volgt door n maal te differentieren voor x = 0 de betrekking~ 

(4) 

Vermenigvuldigt men de afgeleide van de eerste ontwikkeling nlo 

• C10 CIO 

A ( x+ 1 l- 1 = l h ( A) xh- 1 = l l h ( A ) xh • 
h= 1 h x h=1 h 

met de tweede, dan verkrijgt men 

en daaruit door n maal te differentieren voor x = O: 

(5) A ( A+µ- 1 ) = I h ( A ) ( µ ) • 
n-1 h= 1 h n-h 

Uit (4) en (5) volgt: 

' 
dus uit (3) 

k = ..L ~ ( n+a)( n+a \ = ..L (2n+a+a) en 
n 2n k=O k n-k / 2n n 

k' = ..L I_ (n+a) ( n:a) (2k-n) = 
n 2n k=O k n k 

= ;n [2(n+a) ( 2n+~:~-1 )- n ( 2n+~+a) J = 

= ~ (2n+a+a-1) 0 

2n n-1 
,, 
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In de algemene theorie speelt de grootheid 

( n=O, 1, 2, •• o ) 

een rol. 

Met de formule van Rodriguez verkrijgt men 

en met behulp van partiele integratie vindt men hiervoor 

Na herhaalde partiele integratie: 

In het geval van de Jacobi polynomen is dit 

I 
1 

( 1-x)a+n(1+x)B+n dx. 
-1 

Substitueren we 1+x = 2~, dan zien we 

, 

zodat 

f 
1 

(,-x)a+n( 1+x)8+n dx = 22n+a+8+1 I 1 
~8+n(,-~)a+n d~ = 

-1 o 
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= 22n+a+B+1 B(B+n+,,a+n+,) = 22n+a+B+1 

2a+B+ 1 r(n+a+1)r(n+B+1) 
h~ = (2n+a+B+1)n! r(n+a+B+1) 0 

r(e+n+1)r(a+n+1) 
r(2n+a+B+2) 
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XII Speciale functies 

De constanten in de recurrente betrek.king zijni 

In ons geval 

A _ ....L_, ( 2n+a.+8+2) 2n = 
n - 2n+ 1 n+ 1 ( 2n:a.+8) 

Ah 
n n 

C = A h o 

n n-1 n-1 

(2n+a.+8+1)(2n+a.+8+2) 
2(n+ 1 )_(n+a+e+ 1) 

(2n+a.+8+1)(2n+a.+8+2) 
Bn = 2(n+1)(n+a.+8+1) [ 

n+1 a-8 2n+a.+8+1 2 

2n+ 1 { n ) ( 2n+a+6+2 ) + 
n+1 

= 2(n+1)(n+a+8+1)(2n+a.+8) 

(n+a)(n+8)(2n+a.+8+2) 
en= (n+1)(n+a+8+1){2n+a.+8) 

De recurrente betrek.king 

Pn+ 1(x) = (A x+B )P (x) - C P 1(x) n n n n n-

wordt dus hier 

ll 

2(n+1)(n+a+8+1)(2n+a+B)P(a. 9

1
8)(x) = (2n+a+8+1) {(2n+a.+8+2)o n+ 

o (2n+a+8)x + a2 - e2 } P~a,e) (x) - 2(n+a) (n+B) (2n+a.+8+2)P~~1
8) (x) 
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Differentiaalvergelijking van de Jacobi polynomen 

We zullen eerst eenalgemene stelling bewijzen. 

Stellingo Laat p(x) aan een diff.verg. 

~ = 
p(x} 

D+Ex 
2 A+Bx+Cx 

(diff.verg. van Pearson) 

voldoen 9 waarin A9 B, C, Den E constanten zijn, en laat 

(A+Bx+Cx2)p{x) nul worden in de eindpunten van het interval, dan 

voldoet P (x) aan een diff.verg. van de gedaante: 
n 

a(x)P"(x) + B(x)P'(x) + y P (x) = 0, 
n n n n 

2 waarin a(x) = A+Bx+Cx, B(x) een veelterm van de eerste graad is, en 

yn van n afhangt. 

Bewijs. Zij 4m(x) een willekeurige veelterm van de graad m < n. We 

passen op de integraal 

( 1) 

partiele integratie toe: 

= 0 

= - a(x)p(x)Pn(x)~(x) 

= 0 

d 4m(x) dx {a(x)p(x)P~(x)} dx 

lb + 

a 

J b a(x)p(x)P'(x)q'(x) dx = 
n m 

a 

f 
b d 

p n ( X) dx { a ( X )p ( X) ~ ( X) } dx • 
a 
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Ma.ar 

d dx {a(x)p(x)~(x)} = (B+2Cx)p(x)~(x) + a(x)pV(x)~(x) + a(x)p(x)~(x) = 

= p(x) [(B+2Cx)~(x) + (D+Ex)~(x) + a(x)~{x)] o 

De uitdrukking tussen [ J is een'veelterm r (x) van de graad ~ mo Dus 
m 

J b p (x)p(x)r (x) dx = 0 , en dus I= 0 o 
n m 

a 

In de oorspronkelijke uitdru.kking in ( 1) is 

~ fo(x)p(x)P' (x)} = (B+2Cx)p(x)P 9 (x) + a(x)p 9 (x)P 9 (x) + a(x)p(x)P"(x) = 
U..A. n n n n 

= p(x) [(B+2Cx)P 0 (x) + (D+Ex)P' (x) + a(x)P"(x)] 11 n n n 

dus van de vorm p(x)Iln(x), waarin rrn(x) van_een graad ~ n iso 

Voor een ~illekeurige veelterm ~(x) van de graad m < n is dus 

TI (x) heeft dus de orthogonaliteitseigenschap met gewichtsfunctie p(x), 
n 

meet dus een constant aantal malen P (x) zijno Er bestaat dus een . n 
constante K zo dat n 

IT (x) = a(x)P" (x) + [(B+D) + (2C+E)xl P0 (x) = K P (x) o 
n n J n n n 

Door gelijkstelling van de coefficienten van xn in beide leden vindt 

men 

Cn(n-1)k + (2C+E)nk = K k 8 of n n n n 

K = Cn(n+1) +En, 
n 

waarmede de stelling bewezen iso 
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a a In het geval van de Jacobi polynomen is p(x) = ( 1-x) ( 1+x) , en dus 

(a-a) - (a+a)x 
2 • 

1-x 

die de gedaante van Pearson heeft met A = 1, B = O, C = - 1, D = a-a, 

E = -(a+a), terwijl { 1-x2)p(x) nul wordt in de eindpunten x = ! 1 als 

a > -1, 13 > -1. 

De differentiaalvergelijking wordt dus 
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XIII Speciale functies 

Substitueert men in de dov. van de Jacobi polynomen x = 1-2~, dan 

verkrijgt men de hypergeometrische doVo 

2 
~(1-~) il+ {(a+1) - (a+B+2)~}2.ldr:- + n(n+a+B+1)y = 0 

d~2 .,, 

{ 1-x} waarvan een oplossing is y = F -n,n+a+B+1;a+1;2 . 
Dit is een veelterm, en we vinden 

P~a,B) (x) = AF{-n,n+a+f3+1 ;a+1; 1;x} , 
waarin de constante A bepaald wordt door x = 1 te nemen. 

We vinden wegens P~a,B) ( 1) = (n:a) , dat A = (n:a) • 

( 1) ( n+na) { 1-x} F -n,n+a+f3+1 ;o.+1;2 

3acobi polynomen zijn dus hypergeometrische functieso 

Uit P(a,B)(-x) = (-1)np(B,a)(x) leidt men direct af 
n n 

0 

(a B) ( n (n+B) 1+x} (1a) Pn' (x) = -1} n F{-n,n+a+B-t:1;f3+1;2 . 

Voor het geval a= f3 verkrijgen we de u.ltraspherische polynomen, die 

we later zullen behandeleno 

In dit geval is a+b+1 _ -n+n+a+f3+1+1 = 
2 - 2 a+1 = c, en kunnen we de 

vroeger afgeleide formule gebruiken: 

met 



* A = /-rr 
r( 1+a+b) 

2 

I . * s n even= 2m, dan is B = 0 en 
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r( 1+a+b) 
2 

P
2
(m~,a)(x) = (2m2m+a) ✓~ 

1 
r(a+1) 1 1 2 = .. F{-m,m+a~;2 ;x } 

r (2 m) r ( a+ 1+m) 

zodat 
. 1 

2 (-,a) 
= (-1}m (m!) (2mm+a) pm 2 ( 1-2x2). 

{2m)! • 

of 

1 
( mo' ) 2 ( a ,--) · 

= "'I"'!!"'"'"!!"':." (2mm+a) pm 2 ( 2x2_ 1) 
{2mH 0 

* Op soortgelijke wijze leidt men af voor n = 2m+1 (dan is A = 0) 

p(a 9a)() m!(m+1)~ 
2m+1 X = (2m+1 n 0 



Differentieren van Jacobi polynomen 

ab Uit (1) en Fu{a 8b;c;x} = - F{a+1,b+1;c+1;x}, leidt men af: 
C 

{ 
n+a) n(n+a+e+ 1) { 1-x} n 2(a+ 1) F -n+1,n+a+S+2;a+2;2 , 

waaruit volgt 

,I 

l2(n+a+8+1) p(a+1,S+1)(x) 
n-1 0 

Er zijn vele recurrente betrekkingen tussen de Jacobi polynomen, die we 

hier niet zullen afleideno Enkele volgen hieronder: 

l( 1-x) (2n+a+S+2)P(a+l,S) (x) = (n+a+1 )P(a ,S) (x) 
2 n n 

¾<1+x)(2n+a+S+2)P~a.s+ 1)(x) = (n+S+1)P~a,S)(x) + 

(n+1 )P~:1
13 ) (x) , 

(n+ 1 )P~:1
13 'ex) , 

( 1-x)P(a+1,s) (x) + ( 1+x)P(a,e+1) (x) = ·2P(a,S) (x) 
n n n • 

(a+S+2n)P(a-,,S)(x) = (a+S+n)P(a.s) (x) ( 8+n) P (a' 13 ) ( x) 
9 n . n n-1 

(a+S+2n)P(a,s-i)(x) = (a+S+n)P(a,S}(x) + (a+n)P(a,S)(x) , n n n-1 

P(a,S-1) (~) p(a-1,S)(x) = p(a,S) (x) 
0 n n n-1 

De integraalvoorstelling van de Jacobi polynomen 

De integraalvoorstelling van de hypergeometrische functie (1) geeft 

geen interessant resultaato 

Een bruikbare voorstelling kan worden verkregen door de integraalfor­

mule van Cauchy voor de nde afgeleide van een analytische functie toe 

te passen op de formule van Rodriguezo Volgens deze formule is 

,, 



=51= 

p (x) = n& 
Ic 

;e(t){X(t)}n 
dt o n 21riK p(x) (t-x)n+1 n 

In ons geval 

(2) p<a~s)(x) 1 I { t
2

~ 1 } n ( 1-t f ( Ht )!3 1 = 2ti C 2(t-x) k 1+x 't-x dt ' n. 

waarin C een gesloten kromme die het punt t = x omvat, maar niet de 

punten ± 1o 

Uit deze integraalvoorstelling kan men een voortbrengende functie 

afleiden, doWoZo een in de omgeving van z = 0 analytische functie met 

de eigenschap 
00 

P(a.,8) (x) F(z) L n = z 0 

n=O n 

We stellen in (2)~ 

t 2
=1 1 

2(t-x) = , 
z 

dus 

V1-2xz+z2 1 ± } t=---{1 0 z 

Kiest men het negatieve teken 9 dan vinden we 

1 -R t=­z 
met R = V 1-2xz+z2 

o 

Ingevuld in het rechterlid van (2) geeft dit 

p(a.,8) (x) 
n 

waarbij c* de overeenkomstige kromme van C na de transformatie is, die 

klaarblijkelijk weer gesloten is en nu om de oorsprong gaato 

Volgens de integraalformule van Cauchy is deze integraal gelijk aan 

,, 
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de nde coefficient in de reeksontwikk.eling van de functie 

F(z) = 

naar machten van z 

Dus 

F(z) = 

<izl < ,L 

<X) 

= 1 
n=O 

R = V 1-2xz+z
2 

F(z) is de voortbrengende functie van de Jacobi polynomen. 

Polynomen van Gegenbauer 

Een speciaal geval van Jacobi polynomen ontstaat als a=6, dan ver­

krijgt men de ultraspherische polynomen. Als polynomen van Gegenbauer 

definieert men~ 

(3) c\x) = 
n 

( 2A) 
n 

Hieruit en uit (1) en (1a) leidt men af 

" C (x) = 
n 

( 2A) 
n 

I ni 

en 

c"cx) = 
n n~ 

n=O, ·1 9 2 9 ••• 

1 
" > -2 
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Voor A= 0 is het rechterlid van (3) identiek gelijk aan Oo 

In dat geval definieren we: 

met g = 
n 

= 
2(n-1) i 

1 3 2n-1 
2 o2 o o o--r 

(-1.,..l) 
p 2 2 (x) = 

n 

' 

1 1 (-- --) 
P 2' 2 (x) 

n 

g = 1 
0 

0 
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XIV Speciale functies 

We vinden dus 

1 1 

( 1 ) C~(x) 
2 '2•2) 

= - P (x) 0 ng n n 

Voor het vervolg veronderstellen we >. ; O. Voor >. = O gelden soortge­

lijke formules, die met (1) gemakkelijk zijn af te leiden. 

Evenzo 

>. >. C2m(x) bevat dus alleen even termen en c2m+ 1(x) alleen oneven termen. 

Verder is 
( 2>.) 

C>.(1) = n • 
n n! • 

Om C~m(O) te vinden gebruiken we de formule 

) 2 (a.-1) 
P~:•a (x) = t~!~ ! {22:2) Pm 2 (2x2-1) • 
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en dus 
( A) 1 1 ( 1 1 

c~m(o) 
( A-2'2) A) (--,)po,-) m ___.!!! (-1}m P 2 2 ( 1) = = - Pm (-1) = m'g m'g m • m • m 

(A) (-1}m (m:¾) (-1)m(A) m m = = • m'g m! • m 

1 1 (2A) 0 C~(x) 
( A•-,A•-) 

= Po 2 2 (x) = 1 • 1 
(A +2)0 

C~(x) = 2AX • 
A 2A(A+1)x2 - A c2(x) = • enz • 

Recurrente betrekking 

Stelt men in de recurrente betrekking tussen de Jacobi polynomen a= a, 
dan vindt men 

2(n+1)(n+2a+1)(2n+2a)P~~1a)(x) = (2n+2a+1)(2n+2a+2}(2n+2a)xP(a,a)(x) + 
n 

- 2(n+a) 2(2n+2a+2)P(a,,a)(x) • 
n-

I~a de ling door 4 ( n+a) en a = 1 
'\ -- . /\ 2 • 

waaruit men vindt met de definitie van CA(x): n 
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A (n+1)C
0

+1(x) = 2(n+A)xCA(x) - (2).+n-1)CA 1(x) 
n n-

Blijkt ook geldig te zijn voor A= 0 (n ~ 2). 

Orthogonaliteit 

Uit de orthogonaliteitsrelaties van de Jacobi polynomen 

( 

0 als n;&m 

2a+S+1r(n+a+1)r(n+S+1) 
(2n+a+S+1)n?r(n+a+S+1) 

leiden we af met de definitie van CA(x): n 

Voor ).=O vindt men 

Differentiaalvergelijking 

0 als m~n 

1T2~-2).r(5+2).) 

h:tH~A) r 2 (A) 

{ 

0 als m~n 

21T 
2 als m=n • 
n 

als m=n , 

als n=m 

Uit de d.v. van de Jacobi polynomen leidt men zonder moeite af, dat 

de Gegenbauer polynomen voldoen aan de d.v.: 
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(1-x2 )y" - (2>.+1)xy' + n(n+2>.)y = 0 

Formule voor de afgeleide 

Op analoge wijze leidt men af: 

= 

Voortbrengende functie 

2ACA+1 (x) 
n-1 

Volgens de weg via de Jacobi polynomen vindt men de voortbrengende 

functie: 

1 1 >--- -->-
2 2 2 

( 1-xz+R) = 
R 

We zullen nog de volgende voortbrengende functie afleiden: 

(2) 

Bewijs: 

00 

= I 

G'(z) = 
A 

n=O 

00 

I 
n=1 

CA(x)zn ( 2)-A = 1-2xz+z 
n 

(>-:/:o) 

00 

l (n+1)C~+
1
(x)zn, 

n=O 

en wegens de recurrente betrekking: 
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CX) CX) 

G{(z) = 2x i: (n+A)CA(x)zn - I (n+2A-1)CA 
1
(x)zn = 

n=O n n=1 n-

00 00 00 

2xz I nCA(x)zn-1 + 2>.x I CA(x)zn - 2 I \ ) n-1 = z nC x z + 
n=O n n=O n n=O n 

CX) 

- 2>.z I CA(x)zn, 
n=O n 

waaruit 

G{(z) 2 + 2>-.(x-z)GA(z) = (2xz-z )Gi(z) 
' 

G{(z) 2A(x-z) 
GA(z) = ' . 2 

1-2xz+z 

GA(z) 
2 -A 

= C(1-2xz+z ) 0 

Wegens GA(O) = 1 is C = 1, waaruit (2) volgto 

Opmerking. Men kan bewijzen dat voor >.=O geldt 

CX) 

= i: 2 
= - ln (1-2xz+z) • 

n=1 
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XV Speciale functies 

Integraalvoorstellingen 

Uit de integraalvoorstelling voor de Jacobi polynomen volgt door 

omzetting: 

A . 
1 

n ( 2>-) 
C (x) = (--) __ n~ 

n 2 (>- +¾)n 

en met de ingevoerde voortbrengende functie GA(z) 9 door de integraal­

voorstelling van Cauchy voor de afgeleide van analytische functies 

toe te passen: 

0 

C is een gesloten kromme in het complexe vlak om de oorsprong die 

niet de nulpunten van 1-2xz+z2 omsluito 
A Met behulp van GA(z) kunnen we Cn(cos e) als een trigonometrische 

veelterm voorstelleno We veronderstellen weer A~ Do 

oo ->-
l c>-(cos e) zn = (1-2z cos e +z2) 

n=O n 

00 

= 
ik0 k I ake z 

k=O 

als we stellen: 

( A) 
m =-= a 

m 

Door vergelijking van de coefficienten vindt men: 

. e ->­
( 1 - e1 z) = 
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" C (cos e) = 
n 

= 

Het linkerlid is reeeli dus 

n 

" C (cos e) = 
n l ah an-h cos(n-2h)8 

h=0 

Voor >. = 0 vindt men: 

0 2 c (cos e) = - cos ne 
n n 

Al de coefficienten Cl zijn positief, dus m 

jc~(cos e) I n 
" < I ah an-h = {C (cos e)} - n h=0 

( 2>.) 

0 

, of 
8=0 

I C~(x) I c" ( 1) < 
n (-1 < X < 1 9 A>0)c = ... n == -nt 

Polynomen van Tschebyscheff 

Uit 
~ 2 ->. 

G,_(cos e) = l C~(cos e)zn = (1 - 2 cos e z + z ) 
n=0 

volgt voor >. = 1 

I 
n=0 

-1 
c1(cos e)zn = (1 - 2 cos e z + z2) 

n 

9 



Nu is 

c1 (cos 0) = 
n 

Is n ~ 9 dan is 

n 
I cos (n.:..2h)0 = 

h=O 

= 

Is n oneven 9 dan 

n 
I cos (n-2h) 0 = 

h=O 

= 

Dus c1(cos 0) = n 

is 
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n 
cos (n-2h) 0 = I cos (n-2h)0. 

h=O 

2(cos n0 + cos (n-2)0 + ooo + cos 20) + 1 = 

sin (n+1)0 
sin 0 0 

2(cos 0 + cos 30 + 000 cos n0) = 

sin (n+1)0 
sin 0 0 

sin (n+1)0 
sin 0 

We hebben dus de ontwikkeling~ 

-1 sin 20 sin 30 2 ( 1 - 2z cos 0 + z2) = 1 + 
sin 

z + sin z + 0 0 0 0 0 

00 

is GO(cos 0) I cO(cos 0)zn - ln( 1 - 2z cos 2 Voor A= 0 = = 0 + z ), n 

0 c (cos 0) 
n 

n=O 

2 
= - cos ne, n dus 

- ln( 1 - 2z cos 0 + z2) = 2{cos 0 z + co; 26 z2 + co; 36 z3 + •• 0 } • 

De polynomen van Tschebyscheff zijn nu die veeltermen in cos 0, 

die cos n0 en sin (n+1)0 voorstelleno 
sin 0 
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cos ne = Tn(cos e) , sin (n+1)6 =sine U (cos e) n 

0 2 C (x) = - T (x) 9 n n n 
1 

C (x) = U (x) 
n n 

De relatie met de Jacobi polynomen is gegeven door 

1 1 (-- --) 
= _g_ P 2 9 2 ( x) en dus 

ng n ' n 
c0(x) 

n 

(-..!.._..!.) 
P 2 2 (x) = g T {x) o n n n 

Verder is 
1 1 1 1 

C 
1 (x) 

( 2 )n (2'2) 1 <2•2' 
= - P {x) = P (x) 

n (d) n 2gn+1 n 
2 n 

1 1 
<2•2) 

U (x) p {x) = 2gn+1 0 n n . 

In hypergeometrische functies~ 
' . 1 

1 (n2) 1 1-x T (x) = - F{-n n·-·-} n g n 9 '2' 2 n 

dus 

0 

U (x) n-
<2 > ' 3 1 n { -x} = - F -n n+2•-·-ni 9 '2' 2 en dus 

• en dus 



,. 

Betrekkingen tussen beide functiesi 

T = U 
n n xU 1 s n-

2 (1-x )U 1 = xT - T 1 o n= n n+ 

Recurrente betrekkingen 

T0(cos 0) = 1 ii 

T1(cos 0) = cos 0 = X g T1(x) =x 9 

T2(cos 0) 20 2 = 2x2 .. 1 = cos = 2 cos 0 - 1 • 
T

3
(cos 0) = cos 30 = 4x3 - 3x, 

met de recurrente betrekkingen~ 

4 2 
T4 = Bx = Bx + 1 o 

uo 
sin 0 

1 = sin = I) 0 

u, 
sin 20 2 0 2x = sin = cos = 9 0 

u2 
sin 30 4x 2 1 = sin = - SI 0 

u = 3 4x 
3 Bx = I) 

U4-= 16x 4 12x2 + 1 = 0 

Orthogonaliteit 

t: 
1 

{ ~ 
als m 'f n -

(1=x
2) 2 TT dx = mn als m = n 'f 0 

C 
1 r als m 'f n 

( 1=x
2}2 U U dx = m n als m = n 2 0 
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Differentiaalvergelijkingen 

Uit de differentiaalvergelijking voor CA volgt voor A= 0 n 

(1-x2 )n2 (c0 ) - xD{c0 ) + n2c0 = o, dus n n n 

• 

en voor A= 1 

{ 1-x2 )u"(x) - 3xU' (x) + n(n+2)U {x) = 0 n n n 



XVI Speciale functies 

Polynomen van Legendre 

Deze polynomen zijn bijzondere gevallen van die van Jacobi met 
1 a= 8 = 0 9 of van de Gegenbauer polynomen met A= 2 • 

De gewichtsfunctie is identiek 1. 

1 -
c2 (x) = 

n 
P(o,o)(x) = P (x). 
n n 

Enkele eigenschappen zijn vroeger reeds afgeleid of kunnen uit de 

voorgaande afgeleid worden. 

Orthogonaliteit: 1 { 0 I P (x)P (x) dx = 1 -1 m n n +-
2 

als m-:/: n 

als m = n o 

Recurrente betrekking: (n+1 )Pn+ 1 (x) = (2n+1 )xP (x) - nP 
1 
(x) • n n-

Formule van Rodriguez: 
1 n 2 n 

P (x) = ---D {(1-x) } o 

n (-2)nn! 

2 Differentiaalvergelijking: ( 1-x )P"(x) - 2xPv (x) + n(n+1 )P (x) = o. 
- n n n 

( ) __ { 1-x} Hypergeometrische functie: Pn x F -n 9n+1;1;2 o 

Differentieren: 

Voortbrengende functie: 

pv (x) 
n 

pv (x) 
n 

V1-2xz+z2 

00 

= 1 
n=O 

P (x)zn. 
n 



Integraalvoorstellingg 
(=1 )n 

(x+) 
( 1=t2t P (x) = f dt n 2 . n (t=x)n+1 'll'io2 

(Formule van Schafl;i) 

of 

Uit CA(cos e) = 
n 

1 
2 C (cos e) = n 

P (x) 1 I = 2'iri' n 

n 
l a~a h cos (n=2h)8 

h=O i,. n= 

(O+) 
dz 

1-2xz+z bz 
V 2. n+1 

1 volgt voor A = 2 

0 

n 
= l ghg h cos (n=2h)0 1 1o3ooo2h-1 

as gh = 2 4 2h 9 

zodat 

h=O n= 

P (cos e) = 
n 

l1 

l ghg =h cos (n=2h)6 
h=O n 

Substitueert men in de formule van Schaflig 

x = cos e s t = cos e + 

t-x = 

1•-t = 

1+t = 

. 6 i~ d . sin e o/ 9 t = i 

2 sin le (sin le= 
- 2 2 

1 1 
2 cos 20 ( cos ~ + 

sin a ei<P~ dan is 

sine ei<P d<j> 
9 

i . ip 
cos 2 e e1 

) s 

1 i<j> sin 2a e ) , 

0 0 0 0 0 

0 

2 2 · e ( · • a • ) icp t 1-t = = sin cos a+ i sin sin cj> e 9 zoda 

P (cos S) - J_ f
0

2
'lT (cos e + i sin e sin cp}n d4! 

n - 2Tr J 

Formule van Laplace o 



Polynomen van Laguerre 

Gegeven is het interval (0 9m) en de gewichtsfunctie 

( ) 
=X a p X = e X met a > =1 o 

Het systeem van orthogonale polynomeng dat hierbij behoortg is dan 

volkomen bepaald (op een multiplicatieve factor na)o 

We zullen die aangeven door L~a)(x)i 1;a)(x) 9 L~a)(x), ooo enzo 

L(O)(x) wordt gewoonlijk geschreven als L (x)o 
n n n 

Om de polynomen vast te leggen 9 wordt de coefficient van x gegeveng 

( 1 ) k 
n 

De formule van Rodriguezg 

1 n ( ) n Pn(x) = K p(xJ D {p XX} 
n 

wordt in dit geval met X = xg 

1 X -a ~ ( n) ( )k =X( ) ( ) ( ) k+a =Ke x L k =1 e n+a n+a.=1 ooo k+a.+1 x = 
n k=O 

0 

n · · · (K= 1)n ~ en dus ~n verband met(~) De coefficient van X 16 hierin . u • i 

n 

zodat 



Zo is bijvo 

De normaliseringsfactor h 
n 

zodat in ons geval 

Orthogonaliteit 

De recurrente betrekking 

wordt in ons gevalg 

(n+1 )L~:~ (x) 

is h = J "° 
n 0 

-x a e X 

-x a+n r(n+a+1) 
e X dx = 

{ 

0 

r(n+a+1) 
ni 

als m ~ n 

als m = n 

(n+a)L~~~(x) 0 

0 

Voor het bepalen van de differentiaalvergelijking passen we de formule 
~ <l=X van Pearson toe p{x) = x II zodat D = a 11 E = -1 11 A=C=0 9 B = 19 

waaruit volgtg 

xy" + (a+1-x)y 0 + ny = 0 



De doVo van de confluente hypergeometrische functie is 

zodat Laguerre polynomen confluent hypergeometrische functies zijno 

We kunnen zeggen~ De functie t(a,cix) wordt een veelterm als a= =no 

Als dus a een negatief geheel getal is 9 is de ontstane veelterm 

(afgezien ~an een constante factor C) een Laguerre polynoomo 

= C i 1,=1)n n(n=1)ooo(n-m+1) 

n=O (a+1)(a+2)ooo(a+m) 

Vergelijking van de coefficienten van xn levert 

m 
X -m~ 

of C = (a+1)ooo(a+~) = 

n& 

We vinden dus 

Daar 

is 

P~a,iB)(x) = {n:a) F{=n 9n+a+S+1;a+1i 1;x} s 

p~a 9 B) { 1 .. 21 ) :;: (n:a) F{=n 9n+a+8+1 9a+1 ;f} o 

Uit lim F{a 9b,c~f} = ${a~c~x) volgt 
b +co . 

lim F{-n 9 n+a+S+1,a+1 »i} = $(=n,a+1,x) 9 dus 
(3+co 

Uit $ 0 (ajc;x) = ~ ,(a+1;c+1,x) volgt 

0 

0 

DL~a)(x) = (n:a) :+~ $(=n+1;a+2;x) = = (~:~) ~(=n+1ia+2,x)a 

Dus DL(a) (x) 
n 0 
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XVII Speciale functies 

Uit de recurrente betrekking voor de L~guerre polynomen kan men de 

volgende relatie afleiden 

Een voortbrengende functie is 

( 1 ) 

Bewijs: 

zodat 

F(z) = 
- ~z -(a+1) 

= e -z(1-z) 

Uit de recurrente betrekking volgt 

F'(z) = I (n+1)L~:~(x)zn = I {2n+a+1-x)L~a){x)zn + 
n=O n=O 

F 1 ( z) 

F(z) 

CIC> 

- n!, (n+a)L~:~(x)zn (als men L:~>(x) = O stelt) 

= (2z-z2)F 1 (z) + {a+1-x-(a+1)z}F(z) 9 

a+1-x-(a+1)z _ a+1 x - . ------
( 1-z )2 1-2z+z2 1-z 

{z~1) o 

Hieruit leidt men gemakkelijk (1) afo 

Een andere voortbrengende functiei afkomstig van Erdelyi, is 

<lzl < 1> 



Integraalvoorstelling 

Uit (1) volgt 

- :z -(a+1) -(n+1) 
e =Z(1-z) z dz 0 

Polynomen van Hermite 

1 2 
-"r 

We kiezen nu als interval (-00
9

00 ) en als gewichtsfunctie p(x) = e 

De veeltermen hierdoor (op een multiplicatieve factor na) bepaald, 

worden aangegeven door 

Zij warden vastgelegd door de coefficienten van xn gelijk 1 te kiezeno 

Volgens de formule van Rodriguez is 

(2) 

Stellen we p(x) 

1 2 
2x = e = y 9 dan wordt (2) 

1 2 

(3) K H (x) = e2?' y(n) 
n n ~ 

y 9 = -xy 9 en verder 

(n+1) (n) (n-1) 
Y = =XY - ny s 

Zodat uit (3) volgt 

(4) K +1H +i(x) = = xK H (x) - nK iH 1(x) o n n i n n n=a n-

Vergelijking van de coefficienten van xn+1 in beide leden levert 



(5) 

= K 11 n 

-72= 

Dus 

Uit (4) volgt de recurrente betrekking 

H +1 (x) = xH (x) = nH ~{x) n , n n=, 

De normalizeringsfactor h is n 

dus 

Orthogonaliteit 

2 
X 

=2 
e H (x)H (x) d.:lc = m n 

Differentiaalvergelijking 

0 

0 

2n& 

als m ,f: n 

0 

als m = n 

~ = = Xo Volgens de formule van Pearson met D = B = C =0 9 E = -1 9 A= 19 

is de differ~ntiaalvergelijking 

y" ~ x:r• + ny = o I , 



Afgeleide 

Uit ( 5) volgt 

H 1 (x) 
n 

zodat 
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= - H +1(x) + xH (x) = nH 1(x) , n n n-

H9 (x) = nH 
1 
(x) 

n n-

Voortbrengende functie 

Als wij stellen 

F0 ( z) 

waarui t volgt 

F 9 ( z) 
F(z) 

F(z) 
00 n 

= t H (x) .L 
l n ni ' dan is 

n=O 

00 n-1 00 n 
= r H (x)(z l)v = l H +1(x) ~ 

n=1 n n- • n=O n n. 

00 n 00 n 
I H (x) z I nH

0
_

1 
(x) z = X nT - n! n=O n n=O 

= (x-z)F(z) , 

= x-z 0 

= 

= 

1 2 ln- F( z) = xz - 2 z + C , F(O) =Ho= 1, dus C = a. 
"1\::. 

00 n 
F(z) = l H (z) ~ 

n=O n n. 
0 



Integraalvoorstelling 

(6) H (x) 
n 

n~ 
= 21Ti 

-n-1 
z dz 0 

. 1 2 xz--z 
Als we e 2 ontwikkelen in (6) vinden we door termsgewijze 

integratie (dit is hier geoorloofd}~ 

+ 
• m m ml (-1)k J(O) ~ H (x) = \" x "'""'""!'""""- z2k+m-n-1 dz = 

ni n m;O m& k=O 2~g 

m 
= 21ri I ;r o 

m 

De som heeft alleen maar een waarde 21ri als.m = n-2ki terwijl k loo~t 

van O tot [ ~] o Dus 

= n! [i] (-1~k xn-2k 

k=O k&2 (n-2k) g 
H (x) 

n 

H (x) heeft alleen maar even of oneven machten van x, al naar gelang n 
n even of oneven iso 

H (-x) = (-1)n H (x} o 
n n 
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XVIII Speciale functies 

.Er is een nauwe betrekking tussen de Laguerre polynomen en de Hermite 

polynomeno Deze wordt aangegeven door de betrekkingen 

( 1) en 

H2m+1 (x) 0 

We zul,.len alleen de eerste bewijzen (de andere wordt op analoge wijze 

bewezen) o 

<-¾>( x2) 
L - = l 
m 2 k=O 

m 

= (-1)m(2m)& f (=1~kx2m-2k 

m!2m k=O k&2 (2m=2k)g 

waaruit (1) volgto 

Deze formules laten zien dater eigenlijk slechts twee soorten van 

klassieke orthogonale polynomen zijni de Jacobi-polynomen met zijn 

speciale gevallen in een eindig interval en de Laguerre-polynomen 

met zijn speciale gevallen in een oneindig intervalo 

De vergelijking van Laplace 

Is Veen functie van een 9 twee of drie veranderlijken 9 dan verstaat 

men onder de notatie v2v de volgende functiesi 

Voor een veranderlijke xi 
2 

v2v = .U ; 
ax2 



voor twee veranderlijken x en y& 0 

' 

voor drie veranderlijken x 0 yen zg 

De operator_ 2 a2 a2 a2 
V =-+-+-

ax2 ay2 az2 heet operator van Laplace, 

de vergelijking v2v = o de vergelijking van Laplaceo 

De vergelijking luidt in bolcoordinaten& 

2 2 2 il + 1 l..! + J._ .ll + ,g_ ,!! + cotg e av = 
ar2 r2 sin2e a~2 r2 ae2 r ar r2 ae 0 0 

Voor het oplossen van deze vergelijking passen we de methode van het 

scheiden van de veranderlijke~t.ioe 9 en trachten te vinden particuliere 

oplossingen van de geda.a.nte V = Rt9 9 waarin R9 ten 9 functies zijn 

van uitsluitend r 9 , en 80 

N ° t " d l" d Rte l . a subst:i. ut:ie en e :ing oor 2 vo gti 
r 

(2) 0 0 

De eerste term hangt alleen van r af en moet dus gelijk zijn-aan een 

constante & bijv a = = c o 

2 d
2

R .,,,,, ~ -"- "'R r 2+,::;,. dr.,,."" =O a 

dr 
(3) 

Dit is een gewone dva van Eulero We stellen r 

vergelijking overgaat in 

(4) 
2 

d R + ~ + cR = 0 a 

du~ du 

u = e & waardoor de 

De karakteristieke vergelijking van deze dvo met constante coeffi= 

cienten is 
2 

t + t + C = 0 o , 
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We noemen de wortels van deze vergelijking men =(m+1)o De oplossing 

(4) . mu =(m+1)u van is dus R ~ c
1
e + c

2
e 9 

. ( ) m C =m=1 en dus die van 3. R ~ c
1
r + 

2
r o 

Daar C = =m(m+1) gaat (2) over in 

1 (d
2
e d0) • 2 2 A de2 + cotg e d8 sin e + m(m+1) sin e = 

Stellen we de eis dat t periodiek moet zijn in t 9 dan kunnen we beide 

leden = n2 stellen 9 zodat 

metals oplossingen 

De vergelijking voor 0 

2 
il + n2w = o I) 

dt
2 

wordt dan 

,, ' .• 2 ' 
d20 d0 { .n 28} -+ cotg e d8 + m(m+1) 
d8 2 sin 

e = 

Welke door de substitutie X = COS e overgaat 

(5) 

Dit is de toegevoegde vergelijking van Legendreo 

0 I) 

in 

0 

Geeft men de oplossing van deze vergelijking aan met Pn(x) 9 dan ziJn 
- m 

de oplossingen van de vergelijking van Laplace in bolcoordinaten 

lineaire combinaties van uitdrukkingen van de vorm 

n( ) =i-m l cos nt en P cos er 
m sin nt 

0 

Er zijn vele problemen waarvan de oplossingen gevraagd worden 9 welke 

onafhankelijk moeten zijn van to In deze gevallen moet dus n =O zijn 9 



en (5) gaat over in 

de vergelijking van Legendreo 

In cylindercoordinaten luidt de vergelijking van Laplace~ 

Voor het oplossen van deze vergelijking passen we weer de methode 

van het scheiden van de veranderlijkentoe en trachten particuliere 

oplossingen te vinden van de gedaante V = RtZ 9 waarin R 9 ten Z 
.! 

functies zijn van uitsluitend respo r 9 $ en Zo 

Na substitutie en deling door RtZ volgtg 

(6) 

Elk van beide led.en moet _. een constante zijno Heeft Z bijv o een expo= 

nentiele vorm 0 dan kwmen we die constante = = a2 stellen 9 zodat 

met oploss ingen 

Z = C eaz C =az 1 + 2e o 

Uit (6) volgt dan 

(7) 

,. 
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en weer is elk lid een consta.nteo Eisen we nu dat t periodiek moet 

zijn in ~ 9 dan ka.n men die constante = m2 stelleni zoda.t 

metals oplossingen 

(7) gaat dan over in 

welke door de substitutie x = ar de vorm verkrijgtg 

(8) = 0 0 

Dit is de vergelijking van Besselo 

Noemen we de oplossingen van deze vergelijking Jm{x) (Bessel-f'uncties 

van de orde m) 9 dan zijn de oplossingen van de vergelijking van 

Laplace in cylindercoordinaten lineaire combinaties van uitdrukkingen 

van de vorm 

! a.z { cos m$ 
e J (ar) 

m • "' sin m'I' 
0 

Besselfunctie van de orde 0 

Stelt men in (8) m = 0 dan verkrijgt men de vergelijking: 

(9) 
2 
il olJo .ls& -!lo V :::;: 0 o 

2 xdx " dx 

We trachten een oplossing te vinden van (9) in de vorm van een 



ClO 

machtreeksg y = L ckxk o 
k=O 

... ao .. 

Na substitutie vindt men voor de coefficienten de recurrente 

betrekking 

(10) 0 

C 

Er komt echter een term voor 9 ...l 9 die niet teniet gedaan wordt 
X 

door een a.ndere term 9 en dus moet c 1 = 0 zijno Uit (10} volgt dan 

dat ck= 0 voor elke oneven ko Verder is 

enzo 

Een formele oplossing van (9) is dus cOJO(x) met 

2 4 6 
Jo(x) 1 

X X X + = c::a~+~I-
224262 

000 

22 2242 

en c0J0(x) met willeke~ige c0 is de meest algemene oplossing die 

men op deze manier kan verkrijgen; doWoZo die men als een machtreeks 

in x kan uitdrukkeno 
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XIX Speciale functies 

Het punt x = 0 is een regu.lier-singulier punt van de d. v. 

Met het kenmerk van d 0Alembert toont men aan dat de machtreeks 

convergeert voor elke eindige waarde van Xo 

J
0

(x) heet de Besselfunctie van de orde nulo 

Orthogonaliteit 

Laat A een willekeurige constante zijn en z = J
0

(Ax). Stelt men 

t = AX 1 dus z = J 0 (t)» dan voldoet z aan de d.v. 

2 
U + l ~ + A 2z = O • 
dx2 x dx 

Daar J
0

(-Ax) = J
0

(Ax) mogen wij ons tot niet-negatieve waarden van A 

beperkeno 

Laat A enµ twee reele verschillende getallen zijn, en z
1 

= J
0

(Ax) 

en z2 = J
0

(µx)o Deze functies voldoen dan aan 

2 d z
1 1 

dz
1 2 

0 -+--+ A z1 = 9 dx2 X dx 

2 d z2 1 
dz

2 2 
0 0 -+--+ µ z2 = 

dx2 
X dx 

Hieruit leidt men af 

dz
2 

dz
1 

of als we stellen~ w = z1 - - z2 - : 
dx dx 

d(wx) 
dx 



Integratie tussen Oen 1 levert: 

( 1) 
[ ( 

dz 2 dz 1 ) ] 
1 

X z 1 --=- = z2 -
d:x: d:x: 0 

= 

Nu is z1(1) = J 0(A)j z2(1) = J 0(µ). 
Als A enµ nu verschillende positieve wortels zijn van de 

vergelijking J0 (:x:) = 0~ dan geldt 

(2) 0 

Later zullen we aantonen dat de vergelijking inderdaad wortels A enµ 

bezito ,1,.., 

(2) geeft aan dat J 0 (A:x:) en J
0

(µx) orthogonaal zijn op {0 9 1) t.o.v. 

de gewichtsfunctie Xo 

. dz
1 

dz
2 De waarden van dx en dx voor x = 1 zijn AJ0{A) en µJ~(µ)o 

Het linkerlid van (1) wordt ook nul als A en µ 9 iopoVo de wortels van 

J
0
(x) 9 ~6 zijn dat J~(A) = J~(µ) = Oo Dit geldt dus ook voor (2)o 

Meer algemeen: als J
0

(A) ~ 0 9 J
0

(µ) ~ 0 9 dan is 
dz

2 
dz

1 
.. 

z1 dx = z2 dx voor :x: = 1 g 

I µJ ~ ( µ) AJ ~ ( A) ] 
JO(A)µJ~(µ} = JO{µ)AJ~(A) = JO(A)JO(µ) [ JO(µ) - JO{A) t 

:x:J~(x) 
en dit is dus nul als JO(x} gelijke waarden aanneemt voor x = 

x = µ » moaowo als A en µ wortels zijn van de vergelijking 

xJ~(:x:) 

Jo(x) = h (h = constante) o 

A en 

(2) geldt dus als A enµ verschillende niet-negatieve wortels zijn 

van de meer algemene vergelijkingg 
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(3) xJ~(x) - hJ0(x) = 0 o 

Het bestaan van oneindig veel wortels van (3) voor elite waarde van 

h zal later bewezen wordeno 

Als (3) wordt vervangen door 

g(x)J~(x) - hJ0(x) = 0 1 

dan is het· vroegere geval J0(x) = O als speciaal geva1 met g{x) ~ O 

hierin begrepeno 

Om de waarde van het linkerlid van (2) voor A=~ te berekenen, 

stellen we weer AX= t, d~s 

y = J
0
(t) voldoet aan: 

1 
y" + t y' + y = 0 • 

of 

waaruit men afleidt: 

dus 

(3a) f 0
1 2 1 2 2 x{J

0
(Ax)} dx = - {J (A)+ J' (A)} 

2 0 0 

geldig voor elite Ao 

Integraalvoorstelling van J 0(x) 

We zullen bewijzen: 
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(4) 0 

Een oplossing van de dove van Bessel in de vorm van een machtreeks 

in x met een constante term= 1, moet identiek zijn aan J 0(x)o 

We zullen ·zien dat het rechterlid van (4) zulk een oplossing is. 

Substitutie van de ontwikkeling van cos(x cos$) in 

y = f ,r cos(x cos$) d$ en termsgewijze integratie (hetgeen geoor­

loofdois) geeft: 

2 
X 

d$ - 2'rr f 
'IT 2 
O cos $ d$ + • • o ••• 

J 
,r 2k 

Het zou niet moeilijk zijn cos $ d$ uit te rekenen en zo (4) 
te verifiereno Wij doen het a&ders; 

(5) yi = - fo'IT cos' sin{x cos $) d$ • 

y" J'IT 2 $) d$ • = - cos ♦ cos(x cos 
0 . 

Partiele integratie in (5) geeft: 

J 
'IT 2 

yv = - x 
O 

sin $ cos(x cos $) d$ 9 

zodat 

• 

- 1 f ,r 2 2 y" + -y9 + y = ( .. cos ♦ -sin $+1) cos(x cos$) d$ = o. 
X Q 

zodat y een oplossing is van de d.v. 

l.. 
'IT 

is due identiek met J0(x). 



Nulpunten van J 0(x) en verwandte functies 

Wegens symmetrie is 
1T 

;-2 f 02 J0(x) = cos(x cos~) d~ • 

Stelt men t =· x cos~. dan is 

.! J (x) = 
2 0 f X cos t dt o 

o Vx2-t2 

De noemer van de integrand is O voor t = x, dus de integrand oneindig 

groot& terwijl de oneigenlijke integraal echter convergent is. 
1T Is x een oneven veelvoud van~ il dan is· 

cost 
= 0 0 

Door de grafiek van de integrand als functie van t te beschouwen• kan 

men gemakkelijk aantonen dat J 0(x) afwisselend positief en negatief is 

in de pun ten '½ 1> ~ il .2f 1> enz o 1> en dus nul wordt in elk interval 

tussen de opvolgende punten van deze rijo Ook ziet men dat J0(x) on­

eindig veel positieve wortels heeft (naast de wortel x = O)o 

J0(x) en J~(x) kunnen niet in hetzelfde punt x gelijk aan nul warden, 

want dan zou vanwege de doVo ook alle afgeleiden van J 0(x) in dat 

punt O wordenll en zou J0(x) = 0 zijno Dit volgt ook uit (3a). 

J 0(x) wisselt van teken in elk nulpunto Zijn A19 A2 , ooo de opvol­

gende positieva wortels van J 0(x) = o. dan gaat J 0(x) van positief 

tot negatief over in A10 van negatief tot positief in A25 enz., 

dus J~(A1) < Oil J~(A2) > o. In een punt waar J0(x) = o (xis positief) 

is het teken.van de uitdrukking xJ~(x) - hJ0(x) dat van J~(x). 

Het linkerlid van (3) is dus afwisselend positief en negatief in de 

punten A~o x2 il ooo en is tenminste een maal nul in elk interval van 

het ene punt tot het volgendeo 



XX Speciale f'unaties 

~twikkeling van een f'unatie naa.r Besselfunaties ... 

Als A1&A 2 &ooo de positieve wortels ziJn van de vergelijking J 0(x) = 0 9 

gerangschikt in volgorde van grootte (or de niet-negatieve wortels 

van J0(x) = O, of de po:sitieve wortels van xJ0(x) ... hJ
0

(x) = O)e dan 

kan een willekeurige functie f(x) op het interval (0 9 1) formeel 

ontwikkeld worden in een reeks van fun~ties J
0
(l

1
x),J

0
(A

2
x),ooo 9 

geheel ana.loog aan een Fourierontwikkelingo 

Laat de ontwikkeling de vorm hebbeng 

dan is 
2 

1 

J xf(x)J0(Akx) dx o 

0 

De noemer reduceert zich tot J0
2(Ak) als Ak een wortel is van 

J0(x) = o, en tot J~{Ak) als Ak een wortel is van J~(x) = Oo 

We zullen hier niet inga.an op de geldigheidsvoorwaa.rden voor (1)o 

Singuliere punten van een differentiaalvergelijkin.s, 

We beschouwen de homogene lineaire dove van de 2e ordeg 

(2) a(x)y" + b(x)yu + a(x)y = 0 9 

waarin a(x) 9 b{x) en c(x) veeltermen zijno 

Elk punt x$ wa.arvoor a(x) ~ 0 noemt men een iewoon punt van de doVo 

Elk punt x~ wa.arvoor a(x) = 0 heet sinsulier punt van de doVo 

Deelt men (2) door a(x) 9 dan verkrijgt men de doVo8 

(3) y" + p(x)yu + q(x)y !Ill O , 



wa.arin p(x) en q(x) rationale f\mcties van x zijno 

Is x = x0 een singulier punt, dus a(x0 ) = 0 1 dan bevat minstens een 

(misschien beide) van de coeff'icienten p(x) en q(x) de factor x ... x
0 

in de noemero 

We definieren nug 

Bevat· de noemer van p(x) de factor x ... x
0 

niet in een hogere 

macht dan eene en q(x) in een niet hogere macht dan twee 9 

dan noemt men x0 een regulier-singulier ~unt van de dovo (2)o 

Is x0 een singulier punt 9 maar geen regulier-singulier punt 9 

dan noemt men x
0 

een irregulier~singuJ.ier punt van (2)o 

Qplossing in de omgeving van een regulier~singulier punt 

Laat x = 0 een regulier-singulier punt z1Jn.van (3). p(x) bevat x 

in de noemer tot hoogstens de eerste macht 9 q(x) tot hoogstens de 

tweede macht 9 zodat 

(4) p(x) 
Po 

+ P2X + 00& = -+ p 
X 1 

(5) q(x) 
qo qi 

q2 + q3:x: + 000 = -+-+ 0 
2 

X :x: 

We proberen nu een oplossing van (3) te vinden van de vormi 

(6) o o a 9 

met geschikt gekozen constanten en en r 9 en cO F Oo 

Substitueert men (4), (5) en (6) in (3) 9 dan vinden weg 

r(r-1)c
O
xr•2 + (1+r)rc

1
xr-i + (2+r){1+r)c2xr + oao + 

Po r-1 ) r ) Hr + (7 + p1 + p2x + ooo){rcOx + (1+r c1x + (2+r c2x + aoo} + 



+ 000 

+ 000 

= 0 0 

Door de coefficient van de laa.gste ma.cht van x (xr-2) nul te stellen 9 

verkrijgt meng 

of da.a.r c
0 

#i Og 

(7) 

De vergelijking (7) 8 welke indexvergelijking genoemd wordt~ is een 

vierka.ntsvergelijking in r met twee wortels r
1 

en r
2

o In het algemeen 

heeft men dus twee oplossingen va.n de vorm (6)i voor elke wortel e,no 

De coefficienten en worden gevonden door de coefficienten van hogere 
r-1 r k • • ma.chten x ix 9 ooo nul te stelleno Men an bewiJzen dat de 

verkregen oplossingen verschillend zijn a.ls het verschil r 1 ~r2 
'Ii seen ~eheel geta.l iso We zullen dit hier niet bewijzeno 

Voorbeeldg De doVo van Bessel 

Door weer de reeks (6) te substitueren verkrijgen weg 

(8) 

"° 
c (n+r)(n+r~1)xn+r-2 + x l c (n+r)xn+r-1 + 
n n=O n 

2 2 
+ (x =m) 

n+r 
C X 

, , n+r c (n+r-m,{n+r+m,x + n 

n 

n+r+2 
C X n 

:!:ll! 0 0 

= 0 8 of 



De laagste macht van x in {6) r x komt alleen in de eerste reeks 

voor als n = Oa Door deze termen nul te stellen vindt meng 

r heeft dus de waarden r = m of r = -ma 
r+1 De volgende macht x komt ook alleen in de eerste som voor als 

n = 1, zodatg 

Door de coefficient van xn+r+2 nul te stellen& vindt men uit (8)g 

of 

( 10) 
en = .,. ...,,.......,......,......,,.,.,,......,.,......, __ 

0 

(n+2+r-m){n+2+r+m) 

Voor r = m vindt men uit (9) c 1(1+2m) = Oa Is 2m+1 ~ 0 dan is 

c1 = o, en volgt uit (10) 

en dat de reeks alleen even machtstermen bevato 

Stellen wen= 2p (p ~ O)~ dan wordt (10) voor r = mg 

c2 
C - - .,1:E,._ 

2p+2 - "" 4(p+1) (p+Hm) 

Veronderstelt men nu dat Et~ ne_g_a~ief seheel getal 9 dan worden de 

coef'ficienteng 

co 
c2 = .., .... , • ..... ' 

4c 1o(m+1) 
0 

422& (m+1) (m+2) ' 

c4 
c6 = gm~ ;,: = = 

4 a3 a (m+3) 
enzo 



We verkrijgen dus als oplossingg 

( 11) 

Voor r = =m kan men dezelfde redenering toepassen 9 waardoor we dan 

voor m ~ positief geheel getal vindeng 

4 
(.!.) + 
2 

,...,..,, ____ 1 ----- Cf) 
(-m+1)(-m+2)(-m+3)o3& 

6 

Noemt men de reeksen tussen accoladen respo y 1,y2, dan is voor 

m, geheel getal de algemene oplossing van de doVo van Bessel 

met willekeurige constanteno 

Men kan gema.kkelijk nagaan dat beide reeksen convergeren voor alle 

waarden van Xo 

Door geschikte constanten A en B te kiezen vindt men hieruit de 

bekende functies J (x) van Bessel van de orde mo 
ru 

Ism= o, dan zijn de reeksen identiek& en gelijk aan J
0

(x)o 

Voor c
0 

kie~t men c
0 

= 1 en men definieert dan 

J (x) = 
m 

= 

J (x) = 
=m 

2mr(m+'l) 

= j m+2j I _ ..... c-..... 1 .... )_ <½) 
j=O j H{m+j+1) 

0 



-~ 
Is nu m geheel = 1i2 039 ooo 9dan is r (-m+j+1) = 0 voor j=0~1~ooo 0m-1, 

zodat 

Dus 

co ( )j m+2j 
( )m t ~--""'-1 __ (-.x.

2
) = -1 1/,, -

j=O (j+m) gr(j+1) 

= <-nm I -- (-1)j 

j=O j &r(m+j+1) 
0 
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XXI Speciale functies 

Voortbrengende functie 

We veronderstellen n = 0 of geheel positief of negatiefo 

We zu.llen dan bewijzen 

t 'F 0 0 

Bewijs~ 

(k = j-n) 

co co xj (-1 )j .. nxj-n 
= 1 tn 1 

n=-co j=O j!2J(j-n}t 2J-n 

co co 

= 1 ( .. 1)ntnJ (x) = 1 Jn(x)tn 0 -n n=..co n=...co 

Integraalvoorstelling 

Nu is 

1 = 
{2j)ir(n+j+1)r<i> 

(verdubbelingsformule r-functie) 

B(n +f,j +¾) 
= 

, (2j)&r(i)r(n+¾> 
= 1 

1 • 1 

f
1 n-- J ... -
0 t 

2
(1 ... t) 

2 
dt 

(t = sin2 
lj>) 



1 r~ . 
Jo sin

2
n~ cos

2
J~ d~ o 

00 ( ) j . f ~ 2. 
Dus J {x) = C ~ ·-1 x

2
J sin2n~ cos J~ d~ 

~ n j=O (2j)g O 

met 

( 1) 

Voor n ~ 0 convergeert de reeks 

uniform in ~o Dus geldt 

of 

J (x) = C Iw sin2n~ cos (x cos~) d~ 
n n 

0 

Integra.a.lformule van Lommela 

met C uit (1)o 
n 

De afleiding geldt voor n ~ 01 maar men kan bewijzen dat deze ook 
1 geldt voor n > - 2 o 

Een andere integraalvoorstelling is 

(2) 

Integraalformule van Besselo 

B~wijsg We moeten bewijzeng 

0 



Jn{x) = f J: cos n$ cos (x sin$) d$ + f I: sin n$ sin (x sin$) d$ 9 

of te bewijzeni 

{3) 

{4) 
{ 

J {x) 1 I: cos n$ cos {x sin$) d$ = -n 1T 

Jn(x) 1 J: sin n$ sin (x sin$) d$ = -1T 

Nu is 

. . i$ Substitutie van t = e geeft, ala wen= ken n = -k tezamen nemeni 

als n even is 1 

• 2iJn{x) sin $n als n oneven is 9 

zoda.t we vinden 

cos (x sin$)+ i sin (x sin$)= 

J 0 Cx> + 2 r J 2n<x> cos 2n$ + 2i I J2n_,cx> sin c2n-1)$ • 
n=1 n=1 

wa.a.ruit 

cos {x sin$)= 2 I J2n(x) cos 2n$ + J 0{x) , 
n=1 

sin (x sin$)= 2 L J 2n_ 1(x) sin(2n-1)$ 
n=1 

eii dus 
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J: cos n$ cos (x sin$) d$ = 

= 2 fn r Jk(x) cos n$ cos 2k$_d$ + fn J
0

(x) cos n$ d$ 
0 k=1 0 

=· 2J (x) o .l'lf = n J (x) 9 n 2 n 

waarmede (3) bewezen iso 

Op dezelfde wijze bewijst men (4), en dus (2)o 

Uit (2) volgt de eigenschap van de begrensdheidg 

en tevens 
dk 
k J (x) ~ 1 
dx n 

1 f1T In J 2n(x) = ir cos 2n$ cos (x sin$) d$ is het rechterlid juist 
1 ( 1 2 ° · ··rr · ·.. 1 · F • '262n n• • aooaJ 9 waarin an de coe. 1c1ent voorste tin de ourier 

cosinus reeks in$ van de functie cos (x sin $)0 Evenzo is bn de 

coefficient in de Fourier sinus reeks in$ van sin (x sin$), en dus 
1 

J2n-1(x) = ~2n-1 (n=1,2,ooo)o 

Volgens het theorema van Riemann is dus 

Wortels van Jn(x) 

lim J (x) = 0 
n-+oo n 

0 

Op dezelfde wijze als voor J
0

{x) kan men bewijzeng 



Voor elke gegeven reele n heeft de vergelijking Jn(x) = O een 

oneindig aantal positieve wortels x 11x2 ,ooo 9xm9 ooo met 

x + cio als m + cc o 
m 

Orthogonaliteit 

Ook bewijst men op de ma.nier als bij J0 (x)i 

Als Aj {j•1 92 9 ooo) de positieve wortels zijn van de vergelijking 

Jn(Ac) = 0 9 met vaste n ~ 0 9 dan vormen de functies 

Jn(A 1x) 1 Jn(A2x) 1 ooo een orthogonaal stelsel op het interval (0 1 c) 

met de gewichtsfunctie x, zodat 

Ic xJ (A.x)J (Akx) dx = 0 
0 n J n 

Denk er om dat n dezelfde is voor al de functies van het systeemo 

Er zijn dus oneindig veel systemen 0 voor elke n ,,no 

Norma.lizering 

We vermenigvuldigen de termen in de vergelijking van Bessel 

met de factor 

Na integratie en toepassing van partiele integratie in de tweede 
t; 

term vinden wet 
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(dit zullen we nog bewijzen~), volgt 

2A 
2 I: x[ Jn ( Ax)] 

2 
dx = [1nJn ( Ax) - AxJn+ 1 ( Ax) J2 + (A 2x2 -n

2
){Jn (Ax)! 2]: 

of daar n ~ 0 

J: x[Jn(Ax)J2 dx = 4 {[Jn(Ac)J2 + [Jn+1(Ac)J2} -T Jn(Ac)Jn+ 1(Ac) • 

Dus ala A. een wortel is van J (Ac)= 0 
J n 

Recurrente betrekkins 

J (x) = c f~ sin2n$ cos (x cos$) d$ n n 
0 

= 

met 

dv n ~= mi 

dx 
j~ sin2n$ sin (x cos$) cos$ d$ 
0 -

d 
dx 

J (x) 
n 

J (x) J 0 (x) = _ n n + __ n __ 

A xn+ 1 A xn 
n n 

= 

C V t n n 
n 

(:0) 
2 

C = n 
r(i)r(n+ tr) 

J (x) 
n 

A xn 
n 

i zodat 

Jn+1 (x) 
= -

n 
= Ax • 



en dus 

xJV(x) = nJ (x) - xJ +
1
(x) n n n 0 

Hieruit kan men afleiden de recurrente betrekkingg 

J + 1 {x) + J 
1 
(x) = ~ J (x) o 

n n- x n · 


