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Colloquium partiele differentiaalvergelijkingen met kleine parameter 

Inleiding 

Inleiding in de theorie van singuliere 

storings-problemen 

w. Eckhaus 

In dit colloquium zullen wij ons bezig houden met het oplossen van par­

tiele differentiaalvergelijkingen die een kleine parameter bevatten, 

waarbij wij veronderstellen dat de gegeven randvoorwaarden de oplossing 

eenduidig bepalen. In het bijzonder zullen wij ons interesseren in 

problemen waar de exacte expliciete oplossing buiten de praktische moge­

lijkheden ligt. Bij zulke problemen is het vaak mogelijk benaderings 

oplossingen te construeren in de vorm van asymptotische reeksontwikke­

lingen naar de kleine parameter. Wij bestuderen ~us de theorie van de 

asymptotische ontwikkelingen naar een parameter van functies van een of 

meerdere onafhankelijke variabelen en een para.meter, welke functies 

impliciet zijn gedefinieerd door partiele differentiaalvergelijkingen 

met randvoorwaarden, en waarbij de expliciete uitdrukking voor de 

functie niet bekend is. 

In deze inleidende voordrachten zullen wij tracrhten een overzicht te ge­

ven van de meest karakteristieke aspecten van deze problemen en tevens 

de methoden bespreken die bij de behandeling ,ervan. efficient zijn 

gebleken. Vele kwesties die wij hier slechts vluchtig zullen aanroeren, 

zullen later in dit colloquium nog nader en uitvoeriger warden 

behandelda 

Als uitgangspunt van onze beschouwingen nemen wij de welbekende defi~ 

nitie en eigenschappen van de asymptotische reeksontwikkeling van 

functies van een variabele • 

• 
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1. Definitie en eigenschappen van asym.ptotische ontwikkeling 

Wij beschouwen een functie f(x) in de omgeving van x = o. 
Veronderstel dat wij kunnen aantonen dat 

waarbij 

N 
f(x) = l anxn + FN(x) 

n=O 

< co. 

Het resultaat (1.2) duiden wij dan aan met 

De uitdrukking 

N 
r<x) = I 

n=O 

( 1o 1) 

( 102) 

(1.3) 

noemen wij de asymptotische benadering van orde N van de functie f(x) 

voor x + o. 

Geldt (1.2) voor alle N dan heet de formele reeks 

co 

r<x) ~ I 
n=O 

n a X 
n 

een oneindige asymptotische reeks. 

( 1.5) 

Een asymptotische reeks kan zowel divergent als convergent zijn. Is de 

reeks divergent dan dient verg. (1.5) te warden geinterpreteerd zoals 

in verg. (1.4) is aangegeven. Is de asymptotische reeks convergent, 

dan behoeft niet 

N 
lim l 
N+co n=O 

( 106) 
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Zo kan bijvoorbeeld 

(lC) 

r(x) - I 
n=O 

n - ...:x-p 
ax =Ae le. n , p > Oo (1o7) 

Geldt relatie (106) wel, dan gaat de asymptotische ontwikkeling over 

in een convergente reeksontwikkelingo 

Berekent men de functie f(x) uit een asymptotische benadering van 

orde N, dan kan de fout FN willekeurig klein worden gemaakt door x 

voldoende klein te kiezen. Deze formele eigenschap heeft echter weinig 

betekenis in het praktische geval 9 dat men de functie f(x) voor een 

gegeven kleine waarde van x wil bepalen. Is de asymptotische reeks 

divergent dan blijkt in het algemeen de volgende fundamentele eigen­

schap te gelden, die wij hier zonder bewijs signaleren: 

Voor iedere kleine waarde van x houdt de asymptotische benadering een 

onvermijdelijke fout in; deze kan niet willekeurig klein worden gemaakt. 

De fout FN kan wel een minimale waarde bereiken voor een optimaal aan­

_t_a_l_,..t_e_rm_en_N_=_N~o• Naarmate men kleinere waarden van x beschouwt wordt 

!.a groter en FN kleiner. 
0 

De asymptotische ontwikkeling (1o4) is bijzonder eenvoudig van vormo 

In de meeste gevallen zal de·vorm veel ingewikkelder zijn, zoals bijv.: 

f(x) 
N 

= g(x) l I 
n=O 

(1.8) 

waarbij g(x) een functie is waarvan de structuur eenvoudiger is dan die 

van f(x), en v een gegeven getal. In de volgende paragraaf zullen wij 

een meer algemene vorm van de asymptotische ontwikkeling geven. 

2. Asymptotische ontwikkeling naar een parameter 

Wij beschouwen thans een functie t van een willekeurig aantal onafhan-
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kelijke variabelen x1, x2 , ooo, xpo Deze functie bevat bovendien een 

kleine parameter Eo Symbolisch zullen wij schrijven ~(x.,e)o De asymp­
l. 

totische ontwikkelingen die in dit colloquium ter sprake zullen komen 

zijn ontwikkelingen van impliciet gedefinieerde functies ~(x.,e) voor 
l. 

€ + o. 

Om· ·tot' de meest algemene definitie van asymptotische ontwikkeling te 

komen voeren wij in een rij "orde functies" g (e). Deze bezitten de n 
eigenschap 

lim 
e+O 

De asymptotische benadering van orde N van de functie ~(x.,e) voor 
l. 

E + 0 is de uitdrukking 

indien wij 

en 

~(x. ,1::) = tjJ(x.) 
l. l. 

{ 

kunnen aantonen dat 

~(x.,E) = tjJ(x.) { 
J. l. 

lim 
e+O 

N 
I gn(E) $n(xi) + 0(~+1) } 

n=O 

N 
1 g (1::) $ (x.) + FN(x. ,£) } 

n=O n n J. J. 

(2.1) 

(2.2) 

(2o4} 

Nu is de functie ~(x.,£) gedefinieerd in een bepaald gebied D van de 
J. 

variabelen x .• Geldt (2.4) voor alle x. van D dan is de asymptotische 
J. l. 

ontwikkeling uniform geldig. Geldt (2.4) slechts in een deelgebied D* 

van D dan noemen wij D* het geldigheidsgebied van de asymptotische ·· 

ontwikkeling. 

Vaak heeft men te maken met niet uniform geldige asymptotische ontwik­

kelingen en wel op de volgende wijze: 
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De ontwikkeling 

~(x.,e:) = i/J( 1)(x.) { 
1 1 

is geldig in een deelgebied n1 van D, terwijl een andere ontvikkeling 

~(x. ,e:) = i/J( 2 ) (x.) { 
1 1 

geldig is in een deelgebied n2 van D. Buiten de gebieden D
1 

en n2 
verliezen zowel (2.5) als (2.6) hun geldigheid. ~renzen D

1 
en n2 aan 

elkaar, dan verliezen in het bijzonder (2.5) en (2.6) hun geldigheid 

op de gemeenschappelijke grens xi= xi(s) van D
1 

en n2• 

Dit niet uniform gedrag van de asymptotische ontwikkeling is een weer-

spiegeling van een niet-uniformiteit van de f'unctie ~(x.,e:). Veronder-
1 

stellen wij ~(x .• e:) continu en begrensd voor alle x. van Den voor 
1 1 

e: # O, dan kan lim ~(x.,e:) discontinu of singulier zijn. Wij zullen 
1 

veronderstellene:d~t dit geschiedt op oppervlakken x. = x.(s) indien 
1 1 

de ruimte van x. driedimensionaal is 9 of op lijnen x. = x.(s) indien 
1 1 1 

de ruimte van x. 
1 

tweedimensionaal is. Het is aldus mogelijk dat de 

functie ~(x.,e:) niet-uniformiteit 
1 

bijzonder bestuderen het geval dat 

zal vertonen; wij zullen in het 

lim [ lim ~(xi'e:)1 ,f:. lim [ lim ~(x. ,e:)]. 
x.+x.(s) e:+O J e:+O · x.-+x.(s) 1 

1 1 1 1 

Zoals wij later zullen zien, is deze niet-uniformiteit karakteristiek 

voor de zogenaamde singuliere storings-problemen. 

Wij merken nog op dat de lijn of ~e.t,i.oppervlak van' rri'et;.u.nii'o:t:m1.teit niet 

noodzakelijk in het inwendige van D behoeft te liggen, het kan ook de 

rand van D zijn, of een gedeelte ervan. 

In de omgeving van x. = x.(s) moet een andere representatie dan (2.5) 
1 1 

en (2.6) van de f'unctie ~(x.,e:) gelden; deze representatie moet de 
1 
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niet-uniformiteit (2o7) weergeveno Laten wij veronderstellen dat de 

variabele x van x. de afstand van een punt in het inwendige van D 
n J. 

tot de lijn van niet-uniformiteit meeto (Is dit niet zo, dan meet een 

coordinaten transformatie eerst worden toegepast)oWij voeren nu in de 

variabele 

;n = 
X 

n 
\) 

€ 

(2.8,) 

waarbij v > 0 nog nader te bepalen isa Het is duidelijk dat een functie 

van; het gedrag van (2.7) meet vertoneno Wij noemen; de lokale 
n n 

coordinaato In de nieuwe. variabelen hebben wij de functie ~(;n,xi,e}, 

if n; wij construeren thans een lokale asymptotische ontwikkeling 

M 
~(; ,x.,e) = 1/J( 3}(; ,x.) { l g( 3 )(e) ~( 3 )(; ,x.} + F }(2.9} 

n J. n J. m=O "1ll m n J. M 

I FM(t ,x.,e) I 
lim { n 1 

} < oo a 
e-+O gM+1 (e) 

(2.10) 

Rest nog te bewijzen dat de ontwikkeling (2.9). een gemeenschappeiijk 

geldigheidsgebied heeft zowel met (2a5) als met (2.6)0 Hiervoor is het 

nodig en voldoende dat (2.10) blijft gelden voor I; I-+ 00 a (Inmiers 
n 

ieder eindig x wordt voor e-+ 0 afgebeeld op; -+ 00 )o 
n n 

Wij zullen later zien dat het mogelijk is uit de lokale asymptotische 

ontwikkeling (2.9) tez~en met de overige ontwikkelingen (2a5) en 

(2.6) een samengestelde o~twikkeling te construeren die uniform geldig 

is. 

In enkele, eenvo~dige 9 gevallen is het mogelijk een uniforme ontwik­

keling direkt te construeren door de definitie (2.2) nog verder te 

generalise~en, dat wil zeggen vervangen door 

00 

~(x. ,e) = 1/J(x. 9 £) { 
J. J. 

(2.11) 
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waarbij ~(x. 9 E) een functie is die de niet-uniformiteit van 4l(x.,E) 
i i 

weergeeft en die voldoende eenvoudig is om expliciet te worden 

bepaald. 

Wij zullen thans het voorafgaande met een eenvoudig voorbeeld toe­

lichten. 

Wij beschouwen de functie 

4l(x,E) = tanh·,! -.cos (x + Ex2) 
E> 

op het interval - A~ x ~A; IAI < 00 • 

Deze functie heeft het niet-uniforme gedrag 

(2.12) 

lim [ lim 4l(x 9E)] = + 1 ; 
x+0 - £-+0 

lim [ lim 4i(x,~) ·1 = O. (2. 13) 
E-+0 x+0 

Gemakkelijk kunnen wij asymptotische benadering~n,van het type (a,5), 
(2.6) constrµeren. 

Voor x > 0 hebben wij bijvoorbeeld 

"'( ) 2 . 1 2 4 ( 3) ~ x,E = cos X - EX sin X - 2! EX cos X + 0 £ 0 (2. 14) 

Voor x < O volgt 

( ) 2 . 1 2 4 ( 3) 
~ x,E = - cos x + EX sin x + 2% Ex cos x + 0 E •· (2.15) 

Men overtuigt zich zonder moeite dat 

1 . 1 { "'( ) [ 2 . 1 2 4 :, } x
6 

im 3 : ~ x,E - cos x - EX sin x - 2T E x cos X.J = 31" 
E-+0 E 

(2.16} 

voor alle x > o. De asymptotische ontwikkeling (2.14) is dus geldig in 

het open interval O < x < 00 • Analoog bewijst men dat de ontwikkeling 

(2.15) geldig is in open interval - 00 < x < o. 

Wij beschouwen nu de omgeving van x = 0 en voeren in de lokale 

coordinaat 
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Vergo (2o12) gaat over in 

<flU;,e:) = tanh ~ cos e: [ ~ + e:
2

~2 ] • 

De asymptotische ontwik.keling luidt: 

Men vindt nu dat 

I lim 1-3 { <fl(~.e:) - (1 - e:21.... ~2)} I = ~3 
e:+O e: ·tanh ~ 2! 

{2o17) 

{2o 18) 

(2.19) 

(2.20) 

zodat de asymptotische ontwikkeling (2.19) geldig is in het open interval 

- = < ~ < m. Voor ieder e: # 0 is het geldigheidsgebied van (2.19) over­

lappend met die van (2.14) en die van (2.15). Immers, iedere eindige 

waarde van x wordt voor e: # 0 afgeb,eeld op een grote maar eindige 

waarde van~. 

Wij schrijven thans de asymptotische ontwikkeling (2.5), (2.6) in de 

vorm 

N 
<fl(x,e:> = r 

n=O 

n NI+1 e: cj> (x) + O(e: ); 
n 

0 < lxl < m 

en de lokale asymptotische ontwikkeling (2.19) in de vorm 

<fl(~,e:) 1~1 < m • 

{2o21) 

{2o22) 

Wij' beweren dat het mogelijk is m.b.vo de lokale ontwikkeling (2.22) 

teza.men met de andere ontwik.keling (2.21) term voor term een uniforme 

ontwikkeling te construeren. Wij zullen hier de demonstratie geven voor 

de eerste term. 

Wij veronderstellen de ontwik.keling in de vorm: 
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* waarbij 1jl O :eed .:naderl t~ bepal'.end'unctie 1sJ W;ij -beschouwenbeerst 

Aangezien lim t(x,e:) = ~0(x) voor x 1 o, moet gelden 
e:-+O 

lim ljl~(F,;) = O. 
f,;-+oo 

Wij beschouwen thans de lokale limiet 

lim t(F;,e:) 
e:-+O 

Aangezien lim t(F;,e:) = $0(F;), volgt 
e:-+-0 

Hierm.ee is de functie ljl;(F,;) eenduidig bepaald. 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

Men ziet gemakkelijk in dat aan conditie (2.25) inderdaad is voldaan. 

Expliciet hebben wij voor bijvoorbeeld x > 0 

~(x,e:) = cos x + tan h ( !. ) - 1 + O(e:). e: 

Men kan zich uiteindelijk nog overtuigen dat inderdaad 

(2.28) 

I lim .!. { ~(x,e:) - [cos x + tan h ( !. ) - 1 J}I < 00 (2.29) 
e:-+-0 e: e: 

uniform. in het half open interval O ~ x < 00 • 

In het eenvoudige voorbeeld dat wij hier beschouwen is het overigens 

ook mogelijk uniform. geldige ontwikkeling te geven van het gegenera­

liseerde type (2.11). Deze is uiteraard 

x{ 2. 1 24 3} t(x,e:) = tan h 7 cos x _, e:x sin x - 2! e: x cos x + O(e:) (2.30) 
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De eerste term van deze ontwikk.eling is asymptotisch equivalent aan de 

benadering (2a28). 

3o Asymptotische oplossingen 

Wij beschouwen thans een functie ~(x.,e) die gedefinieerd is als een 
]. 

oplossing van de partiele differentiaalvergelijking 

L (~)+EL(~)= 0 
(!) s 

(3.1) 

welke aan de randen van het. gebied D aan gegeven randvoorwaarden vol­

doet. Hierbij zijn L en L partiele differentiaaloperatoren in de 
•O s 

onafhankelijke variabelen x.; wij veronderstellen dat L
0 

en L verder 
]. s 

niet van£ afhangen. Voorts zullen wij aan de oplossing ~(x.,E) van het 
]. 

bovengestelde probleem bepaalde continuiteits- en regulariteitsvoor-

waarden opleggen. 

Wij stellen ons tot doel de asymptotische benadering voor kleine 

waarden van£ van de functie ~(x.,e) te construeren, zonder hierbij 
]. 

gebruik te maken van deze functieo Deze procedure is van zeer groot prak-

tisch belang, immers in zeer veel gevallen is het ons niet mogelijk 

de expliciete vorm van de oplossing te vindeno 

Laat de hoogste orde afgeleide van de operator L
0 

aP 

ax.P 
]. 

zijn, ter-

wijl de hoogste orde afgeleide van L 
s 

is. Twee klassen proble-

men zijn te onderscheideno 

Klasse I p .: q 

Klasse II p < q 

voor alle i; 

voor een of meerdere onafhankelij­

ke variabelen X.o 
]. 

Wij noemen voorts de limiet voor £ ~ 0 van de verg. (3.1) 
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(3o2) 

de gereduceerde vergelijkingo 

In klasse I is de gereduceerde vergelijking van dezelfde ordeals de 

complete vergelijking; in klasse II is de gereduceerde vergelijking van 

lager orde dan de complete vergelijkingo Hiermee wordt het fundamentele 

verschil tussen de klassen I en II duidelijk 9 immers: 

In klasse I is het in principe mogelijk oplossingen ~ van de geredu-
0 

ceerde vergelijking te vinden die aan alle randvoorwaarden van het 

probleem voldoen. 

In klasse II is het niet mogelijk ~ aan alle randvoorwaarden te ,o 
laten voldoena 

Men heeft de gewoonte problemen ui t de klasse II singuliere storings-. 

problemen te noemeno 

Het karakteristieke van de singuliere storings-problemen is het niet­

uniforme gedrag van de functie ~(x.,e), dus het bestaan van x. = x.(s) 
1 1 1 

waarvoor 

lim [ lim ~(xi ,e) J 'f lim [ lim ~(x. ,e) Jo 
x.➔x.(s) e➔O e➔O x.➔x.(s) 1 

1 1 1 1 

. 
Wij merken op dat probl~men waarbij dit soort niet-uniformiteit op-

·treedt ook in de klasse I aanwezig zijn, zeals wij later aan een voor­

beeld zullen zieno 

In dit colloquium. zullen wij ons hoofdzakelijk bezig houden met 

singuliere storings-problemen uit de klasse !Io Alvorens deze nader te 

beschouwen zullen wij echter aan de klasse I.een korte bespreking 

wijden. 
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4o Asymptotische ontwikkelin~en voor reguliere storings-problemen 

Wij beschouwen hier het geval van lineaire vergelijking (3o1) met 

lineaire randvoorwaarden. Wij voeren formeel in de ontwikkeling 

t(x. ,e:) = 
J. 

waarbij ~ voldoet aan 
0 

en de complete randvoorwaarden van het probleem. 

Voorts 

~n en FN moeten aan homogene randvoorwaarden voldoen. 

Wij schrijven nog 

waardoor verg. (4.4) overgaat in 

Op~at deze procedure inderdaad de asymptotische ontwikkeling zal 

leveren, moet gelden 

(4.3) 

(4.4) 

(4.6) 

a) Het probleem voor ~O is oplosbaar en de oplossing voldoet aan alle 

continuiteits- en regulariteitsvoorwaarden. 

b) ~ voor n = 1, 2, ••• , N voldoen aan de continuiteits- en regula­n 
riteitsvoorwaarden. 

c) De oplossing van verg. (4.6) met homogene randvoorwaarden is 
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uniform begrensd in Do 

In vele praktische gevallen leidt de bovenstaande procedure inder­

daad tot succesvolle ontwikkelingen, alhoewel het onder c) vereiste 

vaak moeilijk is te bewijzeno Dat de procedure echter ook mis kan 

lopen tonen wij aan aan de hand van een tweetal eenvoudige voorbeeldeno 

Beschouw de vergelijking 

d2~ 2 
- + [ 211" + e: J ~ = 0 
dx2 

met randvoorwaarden 

~(0) = 0 en ~(1) = 1o 

De oplossing van het probleem luidt 

~(x e:) = s~n(2'11" + e:} x 
' sin(2'11" + e:) 0 

Echter lim ~(x,e:) bestaat niet, en het probleem 
e:-+-0 

met randvoorwaarden ~0(o) = 0 ~0(1) = 1 heeft geen oplossing. 

(4.7) 

(4.9) 

Wij hebben hier te maken met een "resonantr.i.e storings--probleem" o Wij 

merken op dater wel een asymptotische ontwikkeling van de oplossing 

~(x,e:) bestaat. Deze is gegeven door 

~(X9e:) = sin 2'ITX + X cos 2'ITX - .!... e:x2 sin 2'ITX + O(e:2). 
e: 2~ (4.10) 

Als tweede voorbeeld beschouwen wij de vergeli~king 

d2~ + 2e: ~ -t ,w2~ = 0 
dx2 dv ,.,./ 

(4.11) 

d~ waarbij de functies ~ en ai voor x = 0 gegeven zijn. 

,. 
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Gevraagd wordt de oplossing voor alle x > O; w wordt reeel veronder­

steld. 

De exacte oplossing luidt 

- . \ / 2 
= + i V w 

(4.12) 

e: • (4.13) 

A en B zijn constanten die bepaald worden door ~oepassing van begin­

voorwaarden. Wij constateren dat 

lim ~(x,e:) = O. 
x+""' 

Tevens merken wij op het niet-uniforme gedrag t.o.v. e:, immmers 

lim [ lim ~(x,e:) ] # lim [ lim ~(x,e:} J • 
e:➔O x➔oo x➔oo e:➔O 

(4.15) 

Deze niet-uniformiteit wordt weerspiegeld in de asymptotische ontwikke­

ling. Stellen wij 

dan volgt 

Wij vinden echter 

N 
~(x,e:) = l e:n~n(x) + FN(x,e:) 

n=O 

2 w ~
0 

= o 

2 
+ w ~ 1 n+ 

d~ 
= -22 

dx 

lim ~ bestaat niet voor alle n > O • 
. x➔oo n 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

Het niet-uniforme gedrag voor x ➔ 00 wordt in dit probleem veroorzaakt 

door het feit dat wij te maken hebben met een singulier punt van de 

,, 
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_vergelijkingo Voeren wij in de coordinaten transformatie 

z=-
X 

dan gaat de vergelijking over in 

1 d~ 
E-- o 2 dz 

z 

(4o20) 

{4o21) 

Wij zien dus dat de 11kleine storings-term.11 voor z-+ 0 een singuliere 

coefficient heefto Singuliere storings-problemen van dit type spelen 

een grote rol in de theorie van de niet-lineaire trillingen, zoals 

deze bijvoorbeeld door de vergelijking van van der Pol worden be­

schreven. 

5. Singuliere storings~problemen: een eenvoudi~ voorbeeld 

Wij beschouwen nu de vergelijking 

waarbij de gereduceerde vergelijking 

van lager orde is dan de complete vergelijking (5o1)o Symboliseren wij 

de randvoorwaarde van het complete probleem met,n, dan is de vergo 

(5.2) met deze randvoorwaarden overbepaaldo Wij nemen echter aan dat 

er een splitsing van de randvoorwaarden 

mogelijk is, zodanig dat vergo (5o2) met randvoorwaarden n
0 

oplosbaar 

is. De oplossing van (5o2) met randvoorwaarden n
0 

noemen wij ~
0

• 

Indien er deelgebieden D
0 

van D bestaan waarin lim e:Ls(~) = o, dan 
e:+0 

kunnen w:ij verwachten dat inderdaad 
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lim ~(x. ,e::) = ~O voor xi E D0o 
e::-+O i 

Daar echter ~O niet aan de complete randvoorwaarden IT voldoet moeten 

ook noodzakelijk deelgebieden D van D bestaan, waarin lim e::L (~) ~ Oo 
s e::-+O s 

Onze taak is de deelgebieden n0 en D
8 

te bepalen, asymptotische benade-

ring voor ~(x.,e::} in D te construeren, en uiteindelijk de continuering 
J. s 

van de verschillende asymptotische uitdrukkingen te bestudereno Hierbij 

kunnen wij ons inspireren op de discussie van paragraaf 3; alvorens 

de algemene gedachtengang te ontwikkelen zullen wij echter een eenvou­

dig voorbeeld expliciet uitwerkeno 

Wij beschouwen de vergelijking 

met randvoorwaarden 

~(O,e::) = 0 

~(19e::)=1o 

De exacte oplossing van het probleem luidt 

1-1 ~ i, 2 = - - + - 1 - e:: 0 

' e:: e:: 

(5o5) 

Wij zullen nu trachten een asymptotische benadering van de functie 

~(x,e::) te construeren, zonder hierbij gebruik te maken van de kennis van 

de exacte oplossing (508), (5o9)o 

De gered~ceerde vergelijking luidt 
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d~O 
2 - + ~0 = o. (5.10} dx 

Met de oplossing van deze vergelijking is het ons mogelijk aan een van 

de twee randvoorwaarden te voldoen. 

Wij kiezen (5.7) en er volgt 

Zeker kunnen wij verwachten dat lim ~(x,E} # ~O in de omgeving van 
E-+-0 

x = O, aangezien ~O aan de randvoorwaarde (5.6) niet yoldoet. 

In de omgeving van x = 0 zal dus in verg. (5.5) EL(~) niet meer asymp-
s 

totisch veel kleiner zijn dan L0(~). Wij onderzoeken thans de moge-

lijkheid van het bestaan van oplossingen van verg. (5.5) die met x zo 

snel varieren, dat EL(~) van dezelfde orde van grootte (in E) is als 
s 

L
0

(~). Hiertoe voeren wij in de lokale coordinaten 

\I 
X = E ; 

waarmee verg. (5.5) overgaat in 

1-2v d
2

~ + -v d~ ~ 
E A'."f2 2E d1: + = O. 

i;" .,, 

Kiezen wij nu 

\I = 1 

(5.12) 

(5.13) 

dan zijn inderdaad ELs(~) en L0(~) in de lokale coordinaten van dezelfde 

orde van grootte en er volgt 

d
2

~ d~ 
;i r- 2 + 2 - + E~ = Oo 
dF; d; 

(5.15) 

Door limiet-,overgang E-+- 0 in verg. (5.15) verkrijgen wij de geredu-

ceerde vergelijking in lokale coordinaten; de oplossing ervan9 

1/1
0
(;), is 
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(5.16) 

waarbij cO en c1 twee nader te bepalen constanten zijn. t/1O(~) is de 

eerste term van een lokale asymptotische ontwikkeling van de functie 

~, indien geldt 

I 
lim ~(~,£) - t/10(~) I 
E-+0 E 

< 00 (5.1J) 

in een zeker gebied van de variabele ~. 

Wij veronderstellen thans dat de oplossing ~(x,E) van ons probleem een 

functie is van de klasse die wij in paragraaf 3 hebben beschouwd. Dat 

wil zeggen dater een asymptotische ontwikkeling bestaat 

~(x,E) = ~
0

(x} + O(E} voor xE. DO (5.18) 

en tevens een lokale asymptotische ontwikkeling 

· VODr ~ED 
s 

(5.19) 

waarbij D
O 

het half open interval is O < x < 1 en D
8 

het half open 

interval is O ~ ~ < 00 • 

De randvoorwaarde (5.6) kan dan aan de functie t/1O(~) worden opgelegd 

en er volgt 

(5.20) 

waarbij c
O 

een constante is die bepaald moet worden door de aanslui­

ting van de ontwikkelingen (5.18} en (5.19). 

Langs een intuitieve weg kunnen wij deze aansluiting als volgt ver­

krijgen: 

Wij gaan in verg. (5.20) over op, de coordinaat x 
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-2 .!:. 
ip(.!:.)=C(e £-1) 

0 £ 0 (5.21) 

en merken op dat de functie ip 0(:) voor kleine waarden van£ zeer snel 

tot de waarde -c0 nadert. Betrekkelijk dicht bij de rand x =Ozal 

ljJ O ( : ) reeds w.einig van c0 verschillen. In hetzelfde gebied echter zal 

de functie ~0(x) weinig van de waarde ~0(0) verschillen. Dit sugge­

reert dat wij voor de aansluiting zouden kunnen stellen 

lim ip0(~) = lim ~0(x). 
t-+00 x+O 

(5.22) 

Wij zullen thans dit intuitieve resultaat langs een meer formele weg 

afleiden. 

Als in paragraaf 3 stellen wij ons tot doel uit (5.18) en {5.19) een 

uniform geldige asymptotische benadering af te·.1eiden 

waarbij dus meet gelden 

F
1

(x,£) = 0(£) uniform in het gesloten 

·· interval .O ~ x ~ 1 • 

Verg. (5.23) in lokale coordinaten luidt 

Kiezen wij nu 

dan volgt uit verg. (5.19) dat inderdaad 

Beschouwen wij verg. (5.23) dan is, blijkens verg. (5.16), 

(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 

(5.28) 
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indien 

* X 

l/10 ( EE ) I < 00 0 {5o29) 

Aan deze laatste vergelijking wordt voldaan indien 

{5o30) 

Wij zien dat (5o26) met conditie (5.30) identiek is aan de intuitief 

afgeleide conditie (5o22). Expliciet hebben wij uit (5.26) 

tP * = ( - 2 E; - 1) - e~ o 0 CO e · (5o31) 

Conditie (5o30) bevat 

(5o32) 

Uiteindelijk volgt dus 

(5o33) 

Men kan zich nog overtuigen dat hiermee de eerste term van een uniform 

geldige benadering van de functie ~(x,E) is verkregen 9 door resultaat 

(5o33) te vergelijken met de exacte oplossing (5.8)0 

6. Singuliere storings-problemen: algemene methode 

De methode die wij in het voorgaand eenvoudig voorbeeld hebben gebruikt 

is in feite de methode die algemeen voor de constructie van asympto­

tische oplossingen van singuliere storings-problemen toegepast wordto 

Wij hebben gezien dat in deze methode een aantal hypothesen en intui­

tieve redeneringen de essentiele bouwstenen vormen; deze moeten 

a posteriori streng worden gerechtvaardigdo Beschikt men niet over de 

exacte oplossing, dan is deze rechtvaardiging, dat wiL zeggen het ,\ilit­

eindelijk bewijs dat men inderdaad een asymptotische benadering van de 
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oplossing beeft geconstrueerd, in-bet algemeen niet gemakkelijk te 

geveno Later in dit colloquium zullen wij op deze kwestie uitvoerig 

terugkomen en de resultaten die op dit punt zijn geboekt besprekeno 

Wij willen bier ecbter de gedacbtengang die wij bij bet bebandelen 

van bet eenvoudige voorbeeld van paragraaf 5 liebben .&~bruikt in meer 

algemene termen vertaleno Wij beperken ons bierbij tot de gevallen 

waarbij zowel L0(~) als L
5
(~), elk afzonderlijk, quasi-lineair zijno 

Wij bescbouwen dus bet singuliere storings-probleem 

(6.1) 

-met randvoorwaarden TI op de rand van bet gebied D. Wij splitsen de 

randvoorwaarden in 

TI=TI +TI 
0 s 

(6.2) 

en definieren de functie ~0(xi) als de oplossing van de gereduceerde 

vergelijking 

die aan de randvoorwaarde TI0 voldoet. Wij nemen aan dater deelgebie­

den D0 van D bestaan, waarin geldt 

~(x.,E) = ~
0
(x.) + O(E) 

1 · 1 
(6.4) 

Het is ecbter duidelijk dat n0 niet met bet gebeel van D kan samen­

vallen. Niet-uniform gedrag van de functie ~(x.,e) is te verwacbten 
1 

langs de randen waarop ~0(xi) niet aan alle randvoorwaarden TI voldoet; 

bet niet-uniforme gedrag kan bovendien ook nog optreden langs opper­

vlakken of lijnen in bet inwendige van D. 

Wij bescbouwen eerst de omgeving van een randkromme waarop ~0(xi) niet 

aan alle randvoorwaarden TI voldoet. 

Laat nu x de variabele zijn die de afstand vanuit een punt van D tot 
n 

de randkromme meet. Wij onderzoeken de mogelijkbeid van bet bestaan 

van oplossingen ~(x.,e) van verg. (6.1) die met x zo snel varieren 
1 n 

dat L0(~) en tL
8

(~) van dezelfde orde van grootte zijn. 

,, 
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Beschouw de som van de termen met de hoogste afgeleide naar x, voorkomen­
n 

a~(x ,x.,e:) aP4>(x ,x.,e:) 
s = e:A(x ,x.) n J + B(x ,x.) n J 

• n J ax4 n J clxp 
(6.5) 

n n 

Wij voeren in de lokale coordinaat 

X 

E; n =-n 'V e: 
(6.6) 

waarmee (6.5) overgaat in 

s 1-qv ( v ) a~ pv aP4i 
= e: A e: E; ,x . -+ e:- B(E; ,x.) - . 

n J clE;q n J aE;P 
(6.7) 

n n 

Veronderstellen wij dat de coefficienten A en B begrensd zijn, en voorts 

dat A(O,xj) ~ 0 en B(O,xj) ~ O, dan zijn de operatoren e:L
8 

en 1
0 

in de 

lokale coordinaten van dezelfde orde van grootte, indien 

1 
'V = - • 

~-p 
(6.8) 

Wij transformeren: nu de.complete vergelijking (6.l) in de lokale coordinaat 

(6.6) en vermenigvuldigen met e:pv ; er volgt 

= 0 (6.~) 

* waarbij de operator L nog vane: afhangt, en de vorm heeft e: 

(6.10) 

Wij beschouwen de oplossingen ~0(E; ,x.) van de gereduceerde vergelijking 
n J 

in lokale coordinaten 

en veronderstellen weer dat ~Ode eerste term is van de asymptotische 

benadering 

(6.11) 
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\) 
11>(~ ,x.,e:) = ij,

0
(~ ,x.) + o(e: ) 

n J n J 
voor ~ ED o n s 

De functies ij, 0(~ ,x.), 
n J 

beschouwd in de variabele x, kunnen, als in voor­
n 

beeld van paragraaf 5, voor kleine e: zeer snel afnemende functies van x 
n 

zijno In dit geval zullen wij spreken van grenslaag-karaktero In sommige 

gevallen echter kunnen ook oplossingen ij,
0

(~ ,x.) bestaan die oscillerend 
n J 

zijn. Dit betekent dat lim tt>(x.,e:) onbepaald is in een eindig deelgebied 

D d . k h e:-+-O D
1

k . • W' ' u1 1 :t b van ie oo het ge eei van an ZJ.Jno J.J z len a er pro lemen 

waarin dit soort snelle o,scillatie voorkomt nader beschouwen. 

Is het mogelijk een functie ij,
0

(~ ,x.) te bepalen die aan alle randvoorwaar-n J . 
den IT voldoet en die het grenslaag-karakter heeft, dan heet het probleem 

s 
"regulier ontaard". De functies ij,

0
(~ ,x.) zullen echter door de randvoor­

n J 
waardeh IT niet eenduidig zijn bepaald; supplementaire voorwaarden voor 

s 
ij,

0
(~ ,x.) moeten worden afgeleid uit de aansluiting van de lokale ontwik-

n J 
keling (6.12) en de overige ontwikkeling (6.4). De methode hierbij isdie wel-

dce wij in paragraaf 2 en 5 hebben gebruikt en berust op het bestuderen 

van de twee limiet-overgangen 

lim ~(x. ,e:) 
e:-+-0 J. 

en lim 11> ( ~ ,x. , e:). 
e:-+-0 n J 

Dit leidt zeer veelvoudig tot een randvoorwaarde voor de functie ij,
0

{~ ,x.) 
n J 

in de vorm 

(6. 13) 

Voor de praktische toepasbaarheid van de bovenbeschreven methode is het 

nood2akelijk dat zowel de gereduceerde vergelijking 

als de gereduceerde vergelijking in lokale coordinaten 

voldoende eenvoudig zullen zijn om expliciet geintegreerd?te worden. 
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Vooruitlopend op wat later in dit colloquium. uitvoerig ter sprake zal 

komen, signaleren wij het volgende opmerkelijke feito 

Het blijkt dat ~ 

Indien de randen van D niet samenvallen met de karakteristieken van de gere­

duceerde vergelijking LJ.!o) = 0 2 de gereduceerde vergelijking in lokale 

coordinaten.een gewone differentiaalverg:lijking iso Op randen d~e wel 

met karakter~stieken van L0(.! 0 ) = 0 samenvallen is de gereduceerde verge­

lijking in lokale coordinaten een partiele differentiaalvergelijking en wel 

van parabolisch type. 

Wij beschouwen uiteindelijk de mogelijkheid van het optreden van niet­

uniform gedrag van ~(x.,e) in het inwendige van het gebied D. Zeker zal 
1 

deze optreden indien ~0(xi) discontinu of singulier is langs lijnen of 

oppervlakken in D, terwijl wij van de oplossing ~(x.,e) continu een 
1 

regulier gedrag eisen. Echtert discontinu:i'.teiten of singulariteiten van 

~O kunnen slechts optreden lange de karakteristieken van 1
0

(~
0

) = Oo Het 

is dus langs deze karakteristieken dat wij een niet-uniform gedrag van 

~(x.,e) kunnen verwachten. Wederom moeten wij lokale coordinaten invoe-
1 -- . " .. 

ren · en ~i'Ja 1ekal,--an~,:tnptotasche;roil~wf~aj.,4~ ---~nnstruerin.:r-D.e:..ram:dvoor®aarden 

voor de lokale ontwikkeling worden weer bepaald uit de aansluiting van 

deze ontwikkeling met de asymptotische ontwikkelingen die geldig zijn in 

de twee gebieden waarin D door de karakteristiek wordt verdeeldo 

Niet-uniform gedrag in het inwendige van D treedt ook op in het geval 

dat wij tot nu toe buiten beschouwing hebben gelaten, namelijk indien 

~0(~ ,x.) een oscillerende functie van~ is, in een deelgebied D van D 
n J . n s 

dat niet met het geheel van p samenvalto Wij zullen dit geval verderop, 

aan de hand van een voorbeeld, nader bestuderen. 

Met nadruk wijzen wij nogmaals er op dat de hierboven beschreven metho­

de een formele constructie is die a posteriori dient te warden gerecht­

vaardigd met een bewijs da$ er inderdaad een asymptotieche benadering 
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is verkregen. Deze laatste en essentiele stap stuit op aanzienlijke 

moeilijkheden.en in vele praktische toepassingen van de methodei 

bekend uit de literatuur, wordt hij eenvoudig achterwege gelaten. 

Dit is vooral het geval bij niet-lineaire problemen. Voor lineaire 

problemen is de theorie van de asymptotische oplossingen in de laatste 

jaren meer gevorderd. De verkregen resultaten zullen later in dit 

colloquium uitvoerig warden bestudeerd. 

Wij zullen in het vervolg, als illustratie van de voorgaande beschou­

wingen, enige klassieke,:-,singu.1.iere ,sttJriugsproblen1en in het kort 
bespreken. 

7. Asymptotische theorie van visceuse stroming 

Als toepassing van het voorgaande beschouwen wij nu de twee-dimensionale 

stroming van onsamendrukbare vloeistof of gas. Uit de vergelijkingen 

van Navier-Stokes leidt men in dit geval af de fundamentele vergelijking 

a a a a a a2 a2 a a 
( - .. + :u: - + v - ){ ~ - ...::!., ) = e:( - + - )( ~ - ...::!., ) at PX ay ay ax ax2 ay2 ay ax ( 7 0 1 } 

waarbij e: de coefficient van viscositeit is, en waarbij de componenten 

lien v van het snelheids-veld nog aan de continuiteitsvergelijking 

(7.2) 

moeten voldoen. 

Wij beschouwen stationnaire stromingen en. voeren in de stroom-functie 

w(x ,Y, e:): 

. aw u=-. ay , 
aw 

V = - ox 

waarmee aan verg. (7.2) is voldaan. Voorts korten wij nog af 

(7.3) 
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Verg. (7.1) ga~t hiermee over in 

(7.5) 

Voor kleine waarden van£ hebben wij hier een singulier storingsprobleem 

van het type dat wij in het voorgaande hebben beschouwd. Echter, 

de vergelijking is niet lineair, en in tegensteiling met wat wij in 

paragraaf 6 hebben verondersteld, is L
0
(t) hier niet quasi-lineair. 

Zoals wij zullen zien heeft dit kleine wijzigingen in de methode ten 

gevolge. 

Laat nu een oneindig dun lichaa.m gegeven zijn, gelegen op· y = 0 9 

0 ~ x < 00 • De randvoorwaarden zijn dan 

at 
ax= O 

~= 0 
ay 

voor y = 0 , O ~ x ~ 00 

voor y = O , o ~ x ~ co .0 

Voorts schrijven wij voor dat ver van het lichaa.m 

~-+ u 
ay o als x-+ - 00 en als y-+ + 00 

waarbij u0 een gegeven constante is. 

Wij beschouwen eertt de gereduceerde vergelijking 

(
. at o !_ - at o !_ ) -.it = 

ay ax ax ay o o. 

{7.6) 

{7.8) 

Van het totaal van de randvoorwaarden moeten wij n~ randvoorwaarden 

n0 afsplitsen die t 0 zouden bepalen. Kiezen wij hiertoe de randvoor­

waarden (7.6) en (7.8), dan is de oplossing 

(7.10) 

Wij veronderstellen dat t 0 de eerste term is van een asymptotische 

ontwikkeling van t(x,y,£) 
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(7o11) 

geldig in een zeker deelgebied D
0 

van het totale definitiegebied D van 

de functie t. D0 zal echter zeker de randen y = o, 0 ~ x ~ 00 niet be­

vatten, aangezien op deze randen de asymptotische ontwikkeling (7.11) 
niet aan de randvoorwaarde (7.7) voldoet. 

Wij zoeken thans naar oplossingen van verg. (7.5) die met de variabele 

y snel varieren 9 zodat L0 en eL
8 

van dezelfde orde van grootte zijn. 

Hiertoe voeren wij in.de lokale coordinaat 

Verg. (7.5) gaat hiermee over in 

= e 1-4v ( a
2

2 
+ e2v a

2 

2 
) 2 t. 

a:n ax 
(7.13) 

Daar L0(t) niet quasi-lineair is, hangt de orde van grootte van het lin­

ker-lid van verg. (7.13) nog af van de orde van grootte van de functie 

t(x9y,e) zelf. Wat deze laatste moet zijn leert ons de volgende 

beschouwing: 

Wij wensen de asymptotische ontwikkeling in de lokale coordinaten 

te bepalen 9 die een overlappend geldigheidsgebied zal hebben met de 

asymptotische ontwikkeling (7o11). Voorts zijn wij vooral geinteres­

seerd inlde afgeleiden van t naar x en;y. Zo moet dus in het gemeen­

schappelijk geldigheidsgebied gelden: 

en tevens 

,. 

lim U(x,y,e) 
e-+O 

= lim at(x,y,~) 
ay 

e-+O 
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Nu volgt uit de ontwikkeling (7o11) dat 

0(1) (70.16) 

terwijl uit verge (7o15) volgt 

lim a~(x~y,£) = lim £-v a~(x~y,£) • 
£+0 y £+0 y 

In het geldigheidsgebied van de lokale ontwikkeling stellen wij dus 

Verg. (7.13~ gaat hiermee over in 

-V 
£ 

1-3v ( a
2 

2v a
2 

) 2 = E 2 + € 2 lJ>o 
h1 ax 

Linker en rechter lid van vergo (,7020) zijn van dezelfde orde van 

grootte als wij kiezen 

1 
V = 2 o 

De gereduceerde vergelijking in de lokale coordinaten luidt 

2 4 

( 
aljJo !.. - aljJo L J 3 ~o = a ljJo • 
a-.. ax ax a"" ~ .2 · ~ ... ,,, on a~ 

(7.19) 

(7.21) 

(7.22) 

Deze vergelijking.kan ~~n keer naar .~ worden geintegreerd, terwijl uit 

een eenvoudige beschouwing van de vergelijkingen van Navier-Stoke$ kan 
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worden afgeleid dat de integratie-constante nul is. Uiteindelijk 

volgt dan 

(7 o'23) 

Dit is de zogenaamde grenslaag vergelijking; inderdaad is de benaming 
11grenslaag", die wij reeds eerder hebben gebruikt, afkomstig uit het 

stromingsprobleem, dat wij hier beschouwen. 

Aangezien de lokale asymptotische ontwikkeling in het deelgebied D 
s 

moet gelden Aat de rand bevat, moeten wij aan ~Ode complete rand-

voorwaarden (7.6), (7.7) opleggen, d.w.z. 

voor n = 0 ; 0 
-
< X _< m (7 24) • • 

Uit de aansluiting van de lokale asymptotische ontwikkeling met de 

ontwikkeling (7.11) volgt nog de voorwaarde 

De grenslaag vergelijking is een niet-lineaire partiele differentiaal­

vergelijking. Er bestaan echter oplossingen van deze vergelijking in 

de vorm 

Door substitutie volgt dan voor de functie F(z) de gewone differen­

tiaalvergelijking 

F' 1 1 + FF'' = 0 (7.28) 

terwijl de randvoorwaarden overgaan in 
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F(O) = 0; F' (0) = 0 

} lim F' (z) = 2 U0o 
z ....... 

Het probleem voor F kan worden opgelost met reeksontwikkelingen 

volgens Blasius, of met de itteratie-methode van Ho Weylo 

(7o29) 

De grenslaagtheorie in de stromingsleer heeft opmerkelijke successen' 

geboekt en doorstaat glansrijk de vergelijking met experimentele 

resultateno Uit mathematisch oogpunt echter ontbreekt er nog het bewijs 

dat de verkregen resultaten inderdaad een asymptotische benadering zijn. 

8. Singuliere storingsproblemen met snel oscillerende oplossingen 

Tot nu toe hebben wij buiten beschouwing gelaten het geval waarbij de 

oplossing in lokale coordinaten niet het grenslaag-karakter heeft 9 

maar een snel oscillerende functie iso Laten wij als voorbeeld beschou­

wen de vergelijking 

(801) 

De algemene oplossing kan warden uitgedrukt in Bessel-functies en er 

volgt 

I 3 3 

'[ [ 2 x.
2 

] + B !:~ [ 23 xe:

2

~ 1 } . <P(x,e:) = rx_ A.i~l 3 l -
;, 3 2 

e: 

De constanten A en B kunnen zodanig gekozen warden dat voor x < 0 en 

le:I << 1, <P(x,e:) het grenslaag-karakter heeft, d.w.zo snel naar nul 

gaat voor x ~ - ~o Voor x > 0 echter is <P(x,e:) een snel oscillerende 

functie van x en 

lim <P(x,e:} is onbepaald voor alle O ~ x ~ ~. 
e:~ 
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Wij beschouwen nu een iets meer algemene vergelijking 

waarbij wij Q(x) continu en begrensd veronderstellen, en voorts 

Q(x) > 0 voor x > 0 

Q(x) < 0 voor x < o. } 

(8.4) 

(8.5) 

Dit soort singuliere storingsproblemen treedt op in de quantum-mecha­

nica waar verg. (8.4) de een-dimensionale vergelijking van Schrodinger 

is. De constructie van de asymptotische ontwikkeling van 4>(x,E) naar 

E stuit hier op moeilijkheden, wegens het oscillerend karakter van 

4>(x,E) voor x > o. Passen wij toe de methode die wij in het voorgaan,­

de hebben gebrulkt, dan volgt inderdaad voor x < 0 een oplossing met 

grenslaag karakter, maar voor x > 0 kan geen asymptotische ontwikke­

ling worden afgeleid. 

Bij singuliere storingsproblemen met snel oscillerende oplossingen 
' past men algemeen toe de zogenaamde WoK.B.J.-methode((naar We~tzel, 

Kramers, Brillouin en Jeffreys). Deze berust op de transformatie 

, 
4> ( X' E ) = exp [ E - ;:! <P ( X ' E ) J • 

Door substitutie volgt dan uit verg. (8.4) de vergelijking 

( :)
2 

+ (l(x) + a~: = o. 

Voeren wij nu in de formele asvm.ptotische reeks 

00 

ip(x,d = }: 
n=O 

E~n <P (x) 
n 

(8.6) 

(8.8) 

dan kunnen de functies <P een voor een worden bepaald en er volgt 
n 
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4> = 
0 

+ i fxvQ(x'f c1xv 

4> 1 = -
1 log Q I+ (8.9) 

etco 

Wij vinden dus 

t(x,E) = Q-a{A exp[-.k J\/Q dE;J + B exp[~ Ix~ df;} 1 { 1 + 0( fE')} 0 

(8.10) 

Wij veronderstellen deze asymptotische ontwikkeling geldig voor 

0 < x ~men _m ~ x < O. In de omgeving van x = 0 heeft ontwikkeling 

(8.10) echter een singulier gedrag, hetgeen een weer~piegeling is 

van de niet-uniformiteit van de functie t(x,E). Om deze te onderzoe­

ken passen wij wederom toe de methode van lokale coordinaten 

X 
f; = -

\/ 
€ 

waarbij wij tevens Q(x) in Tayler-reeks ontwikkelen 
' I 

Er volgt 

1-2 v d2t v v 2 
E - + E ( a 1f; + E ~ + 00000 )t = O. 

d~2 

Kiezen wij nu 

1 
\/ = -

' _3 

dan volgt de gereduceerde vergelijking in lokale coordinaten 

2 
d ipO 
- + a

1
f;ip0 = O. 

df;2 

(8.11) 

(8.12) 

(8.14) 

(8.15) 
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De oplossingen kunnen wederom worden uitgedrukt in Bessel-functies. 

Rest nog de a~nsluiting van de lokale ontwikkeling met de WoKoBoJo­

ontwikkelingen te bepa.leno Men gebruikt hierbij weer de methode die 

wij eerder hebben besprokeno 

Wij merken nog op dat de W.K.B.J.-methode ook van groot nut kan zijn 

in singuliere storingsproblem.en waarbij geen snel oscillerende 
oplossingen optreden.:Als voorbeeld beschouwen wij de vergelijking 

(8.4) in het interval - eo ! x ! - 1 en leggen de randvoorwaa~den op 

t(-1,e) =A~ 
, .. 

..,, • ., > 

lim t = o. 
x,+ ... eo 

De asymptotische oplossing volgens de methode die wij tot nu toe 

hebben gebruikt, luidt 

Volgens de W.K.B.J.-methode volgt 

.. 
Gaan wij in verg. (8.18) over op de lokaWcoordinaat 

e- x+1 .,, = 7r1" 

(8.16) 

(8.17) 

(8.18) 

en passen wij vervolgens de limiet-overgang e ~ 0 toe dan volgt weer 

verg. (8.17), zodat (8.17) en (8.18) inderdaad asymptotisch equivalent 

zijn. In sommige gevallen echter kan het nuttig zijn de benadering 

(8.18} in plaats van (8.17) te gebruiken, daar deze een betere beschrij­

ving levert van het gedrag van de funatie t(x,e) in het geheel van 

het interval - ~ ~ x ! - 1. 
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Colloquium partiele differentiaalv~rgelijkingen met kleine parameter 

1. Inleiding 

Asymptotische problemen in v~rband met 

de vergelijking van Burgers 

Jo Nuis 

De vergelijking van Burgers luidt 

( 1 • 1 ) 

Deze vergelijking kan worden opgevat ale een mathematisch model voor 

het gedrag van de turbulentie v(y,t) van een in een kanaal stromende 

vloeistof. Het kanaai is oneindig lang (-~ < x <~)en heeft een 

breedte b (0 ~ y ~ b). In dit model is Ude primaire of gemiddelde 

snelheid van de vloeistof. In het navolgende nemen we U constant. 

De kleine parameter e representeert de viscositeitscoefficient. 

De randvoorwaarden, die aan de oplossing v(y,t) worden opgelegd, 

zijn: 

v(O,t) = 0 

v(b,:t) = 0 

voor alle t; 

voor alle t. 

De vergelijking heeft een structuur, welke lijkt op die van de 

Navier-Stokes-vergelijking 

= pF. - !l?.,_ + µ 2.....2..... v + .1. µ __ a_2_v .• 
1 ax. ax. ax. i 3 ax. ax. J 

1 J J 1 J 

Schrijven we deze vergelijking op voor een dimensie: 

p 2 + v ..:;f_ = pF - !E, + - µ -( a a J a 4 a
2
v 

at ay ay 3 ay2 

( 1o2) 

(1.3) 

(1.5) 
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• ( ) an Uv . • dan zien we, dat in 1.1 pF - ~ door b vervangen is. 

Het volgende is een korte analyse van een artikel van Burgers 

( "A Mathematical Model Illustrating the Theory of Turbulence", 

Adv.Appl.Mech.,!, 1948, 171 °/. 199). Bij de beschouwing van het 
av 

stationaire geval, dus at= O, verdeelt Burgers het gebied O ~ y ~ b 

in twee soorten deelgebieden, 

a2v a) waar e: 2 kan worden verwaarloosd t.o.v. de andere termen. 
ay 

Hier heeft v(y) dus een redelijk rustig verloop; 

) Uv b waar b kan worden verwaarloosd t.o.v. de andere termen. 

Deze deelgebieden zijn zeer smal, met een sterk verloop van v(y). 

Burgers beschouwt dus respectievelijk de vergelijkingen 

en 

d
2v dv 

e: -- - 2v - = O. 
dy2 dy 

De oplossingen zijn respectievelijk 

en 

V = .!:!l. + C 
2b 

V = - A tgh { A(y - B) }. 
e: 

(1.6) 

(1.8) 

(1.9) 

De constanten A, Ben C moeten zo bepaald worden, dat de oplossingen 

(1.8) en (1.9) zonder discontinuiteiten aansluiten en dat aan de rand­

voorwaarden (1.2) en (1.3) voldaan is. Burgers geeft als belangrijke 

speciale oplossingen 

v = U ( l. - tgh Ql. ) 
2 b 2e: 

( 1. 10) 

,. 
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v = U ( l.. - 1 +th U(b - y) ) 
2 b g 2£ (1.11) 

(1.12) 

(1.10) ontstaat op de volgende manier: 

Voldoet (1.8) aan (1.2), dan C = o. In een smal gebied, dicht bij y = b, 

is de oplossing v = - A tgh { A(y£- B) }. Voor kleine £ geldt ~ichtbij 

V = Ql_ 
2b 

I 
I,, 

y = b: v =+A; deze waard~ moet juist de 
u Ql. . u 
2 waarde van v = 2b in y = b, dus v = 2 , 

.. d A U D 1·· ziJn, zo at dus = + 2 • e aans uiting 

van de beide oplossingen tot een oplossing 

is nu continu en voldoet in y = b aan de 

randvoorwaarde (1.3). 

0 y b 

v = ¥t, - ~ tgh { ~£ (y B)} voldoet aan (1.2), als B = O, zodat de 

oplossing wordt 

V = ~ ( t - tgh ~ ) • 

Op soortgelijke wiJze ontstaan de andere twee oplossingen. Burgers be­

reikt deze resultaten door, met een enorme feeling en grote intuitie, 

daarvoor in aanmerking komende termen te verwaarlozen t.o.v. de overigen. 

Wij zullen trachten in het volgende de oplossingen, die Burgers geeft, 

te bereiken via de methoden, welke eerder ontwikkeld zijn in de theorie 

van de asymptotische ontwikkeling naar een parameter. 

2. Stationaire oplossingen van de vergelijking van Burgers 

Eerder is de partiele differentiaalvergelijking in het algemeen 

genoteerd als 
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De oplossing moest voldoen aan randvoorwaarden aan de randen van een 

ge?ied D. De hoogste orde afgeleide in L0 is~, in L -2.g__. p s q ax. ax. 
]. J 

Voor de vergelijking van Burgers (1.1) betekent dit, dat 

av Uv --+--at b 
2 av 
V-ay 

p = 1, q= 2, 

waarmee dit probleem tot klasse II van singuliere storingsproblemen 

behoort. 

d 1 . ·k· . . ( av ) De gereduceer e verge J.J ing voor het stationaire geval at= 0 

wordt 

(2.2) 

met de niet-triviale oplossing 

Kiezen weals randvoorwaarde, waaraan voldaan moet worden, (1.3), dan 

volgt 

v
0

(y) = !!l. - .!! • (2.3) 
2b 2 

Zeker geldt nu lim v(y,e), v0(y) in omgeving van y = o, daar niet vol­
e-+O 

daan wordt aan de randvoorwaarde (1.2). 
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In de vergelijking van Burgers voor stationaire oplossingen 

Uv av 
-b -2v-+ ay (2.4) 

voeren we in lokale coordinaten ~='¼,met v zo te kiezen, dat de 

oplossingen van deze vergelijking zo€snel met y varieren, dat EL {v) 
s 

van dezelfde orde van grootte in€ is als L
0

(v): 

Uv -v dv 1-2v d2v 
- - 2v€ - + € - = O. 
b d~ d~2 

Kies nu v zo, dat -v = 1 - 2v ofwel v = 1. (2.5) gaat dan over in 

Uv dv d2v 
€ - - 2v - + - = o. 

b d~ d~2 
(2.6) 

De gereduceerde vergelijking in lokale coordinaten (€ ➔ 0) luidt 

de oplossang hiervan is 

ij,0{~) = - a tgh (a(~+ d) ). 

We veronderstellen 5 dater asymptotische ontwikkelingen bestaan 

v(y,E) = v0(y) + 0(€) voor o < x < b 

(2.7) 

(2.8) 

(2.10) 

De nog niet gebruikte randvoorwaarde (1.2) kan nu worden opgelegd aan 

1j, (~) = - a tgh (a(~+ d) ) 
0 

0 = - a tgh ad. 

Voor a= 0 ontstaat geen continue aansluiting met (2.3): 
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v
0

(y) = Ql. - Q , zodat d = Oo 2b 2 

We nemen nu aan, dater voor v(y,e) een uniform geldige asymptotische 

ontwikkeling bestaat: 

v(y,e) = v0(y) + $; ( f) + 0(e) • 

Gevonden moet nog worden $; ( f )~ Uit (2.9) en {2o11) volgt: 

lim v(y,e) = v0(y) 
e-+0 

. * zodat dus lim $0 (~) = Oo 
~-+oo 

(2.11), herschreven in lokale coordinaten, luidt 

terwijl uit (2o10) volgt 

lim ~(~,e) = $0(~), 
E-+0 

* zodat dus $
0 

(~) = $0(~) - v0(0)o Hier wordt dit dus 

* u $0 (~) = - a tgh a~+ 2 • 

De bepaling van a gaat als volgt: 

lim $; (~) = lim $0(~) - v0(o) = o, volgens (2.12). 
~-+00 ~➔00 

lim $
0 

{~) = v
0

(o) = lim v
0

(y) 
~-+oo y-+O 

lim - a tgh a~= - a= lim ( .!!l. - .!! ) = - U
2

• · 2b 2 ~ 
~-+oo y-+O 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 
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hieruit, uit (2.11} en (2.14) volgt 

v(y,E) = ( !&,_ U) + ( _.!!.tgh.!!z.+.!!.) + 0(e) 
2b 2 2 2E 2 

= U ( l. - tgh !&, ) + O(E) , 
2 b 2E (2.15) 

waarmee een door Burgers gegeven oplossing (1.10) gevonden is. 

Beginnen we met randvoorwaarde (1.2), v(0) = o, op te leggen aan de 

oplossing van de gereduceerde vergelijking, dan volgt voor c uit 

v 0 ( y) = ,¥t + c : c = 0, ,---~odat geldt ·v 
0
{y) = ,¥t . Nu dienen lokale 

coordinaten ~ gekozen te worden in de omgeving van y = b: 

~ = Y - b. De oplossing van de gereduceerde vergelijking in lokale 
E 

coordinaten blijft 

Ook nu wordt weer verondersteld, dater asym.ptotische ontwikkelingen 

bestaan en wel 

v(y,e) = v
0

(y) + 0(e) voor 0 < x < b 

Nu moet dus w0(~) voldoen aan (1.3), ofwel 

(2.16) 

(2.17) 

- a tgh ( a 

ting, zodat 

( E. + d) ) = 0. Voor a= 0 ontstaat geen continue aanslui­
E b 

d=-7• 

Nemen we ook hier weer aan, dater voor v(y,e) een uniform geldige 

ontwikkeling bestaat: 

(2.12): lim $; (~) = 0 wordt op dezelfde manier gevonden. 
~➔co 

(2.18), in lokaie coordinaten, luidt 

(2.18) 
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Op de manier als eerder aangegeven, volgt hier 

lim ~
0

(~) = lim v0(y) en 
~-+oo y-+b 

b U 
lim - a tgh ( a ( ~ - - ) ) = - a = - en e: 2 

* u u ~O {~) = 2 tgh ( - 2 ( ~ 

Uit (2.18) volgt nu 

v(y,e:) = ~ ( t° - 1 + tgh ( ~e: (b - y) )) + O(e:). (2.20) 

Dit is juist de oplossing (1.11) van Burgers. 

Om resultaten als (1.12) te krijgen, handelen weals volgt. 

De oplossing van de gereduceerde vergelijking is 

V (y) = !!z_ + C o 
0 2b 

(2.21) 

Gaan we over op lokale coordinaten ~,=¼in de omgeving van y = o, dan 
e: 

wordt de oplossing van de gereduceerde vergelijking in deze lokale 

coordinaat 

~,(~ 1) = - a tgh ( a (~
1 

+ d) ). 

Het overgaan op lokale coordinaten ~2 = Y: bin de omgeving van 
e: 

y = b, geeft een gereduceerde vergelijking, welke als oplossing 
l 

heeft 

,, 

(2.22) 

(2.23) 
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Verondersteld wordt het bestaan van de volgende asymptotische ont­

wikkelingen 

v(y,e) = v
0

(y) + O(e) voor O < y < b 

0 y b 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

Als,hypothese nemen we het bettaan van een uniform geldige asymptoti­

sche ontwikkeling van v(y,e): 

(2.27) 

Nu moeten dus lj,1(1;1), resp. lj,2 (1;2 ) voldoen aan de randvoorwaarden 

(1.2) 9 resp. (1.3), waaruit volgt, dat d = 0 en e = o. 

Uit (2.27),-resp. (2.24) volgt 

zodat 

lim v(y,e) = v
0

(y), 
e➔O 

lim lj,7 (1; 1) + lim ljl; (1;
2

) = o. 
1;1-+oo 1;2➔-oo 

(2.27) herschrijvend in lokale coordinaten 1; 1 =~'resp. 1;2 = Y ~ b 

levert op het respectievelijke gemeenschappelijke gebied 
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v(et2,e) = ~2(t2 ,e) = v0(b + et2 ) + $7( ~ + t 2 ) + $;(;2) + O(e). 

(2.30) 

De combinatie (2.25), (2.29) levert 

lim ~
1
(; 1,e) = $ 1(;1) 

e-+O 

lim ~1(; 1,e) 
e-+O 

(;1 vast) 

* . * b 
= vo(o) + $1 (;,) + !: $2 ( t, - 7) 

= v0(o) + $7 (;1) + lim $; (;2), 
;2-+-00 

Combinatie (2.26)_, (2.30) levert 

lim ~2(;2,e) = $2(;2) 
e-+0 

zodat 

lim ~
2
(;

2
,e) = v

0
(b) 

e-+O 

(;2 vast) 

Limietovergangen in (2.31), resp. (2.32) leveren 

lim $7 (~ 1) = lim $1(~1) - v0(o) - lim $; (t2); 
;1-+00 ;1-+co ;2-+-00 

Via (2.28) ontstaat uit (2.33) 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

lim $1(t1) = v0(o) + lim $7 (;1) + lim $; (;2) = lim v0(y); (2.35) 
~,-+co ~,-+co ;2-+-00 y-+O 



44 

en uit (2.34) 

lim tj,2(t2) = v0(b)_ + lim tj,; Ct2) + lim t/1~ (c 1) = lim v0{y). (2.36) 
E.:2+-00 E.:2+-00 E.:1-+co y+b 

Uit (2.21), (2.22) en (2.35) ontstaat, als a> o, 

lim ( - a tgh at 1 ) = - a= v
0

(o) = c. 
tf~co 

Uit (2.21), {2.23) en (2.36) ontstaat, als r > O, 

1im ( - r tgh rt2 ) = r = v
0

(b) 
t2+-co 

u u 
= - + C = - - a. 2 2 

Substitutie van deze resultaten in v
0

(y), tj,
1
(t

1
) en tj,2(t2 ) levert 

V {y) = .!!l_ - a 
0 2b 

tj, 1(E,; 1) = - a tgh at
1 

) u u 
t/12 ( t2 = ( a - 2 ) tgh ( ( 2 - a. ) t2) • 

Optelling van (2.31) en (2.32) geeft 

t/17 Ct1) + t/1; Ct2} = t/1 1(t1 } + t/12(t2) - v0 (o) - v0 (b) - lim t/1; (E,;2) 
f;2-+-oo 

zodat (2.27) overgaat in 

v{y,£) = ~ - a - a tgh a.t1 + ( 

Uv U av =~+a - - - a tgh ~ + 2b 2 £ 

,. 

-lim tj,7(t
1
)= t,-

u u a - - ) tgh (( - - a) E;) +a+ 2 2 2 

u + ( a - 2 ) + 0(£) = 
(2.37) 

( a - ¥ ) tgh ( ( ~ - a ) ( y~b ) ) + O( €}. 
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Het resultaat van Burgers (1.12) ontstaat voor a= f. Uit bovenstaande 

berekeningen volgt O <,a<~. De gevallen a= 0 en a=~ zijn juist 

de gevallen (2.20) en (2o15), waar ~~n grenslaag optreedt in tegenstel­

ling tot het optreden van twee gr;mslagen in geval ( 2. 37) • Overigens 

is hier niet mee bewezent dater inderdaad een dergelijke familie van 

oplossingen is. We zijn er immers vanuit gegaan, dater een uniform gel­

dige asymptotische ontwikkeling van de oplossing v(y.,c:) van de verge­

lijking van Burgers bestaat. Dater een dringende behoefte is aan een 

theorie, die uitsluitsel geeft, welke van die gevonden ontwikkelingen 

asymptotische ontwikkelingen zijn van de oplossingen van een partiele 

differentiaalvergelijking, is aan de hand van het voorgaande, wel dui­

delijk aangetoond. 
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3o Het gedrag van de niet-stationaire oplossingen 

Wij beschouwen de vergelijking van Burgers 

Uv av av a2v 
- - 2v-+e:-=O b - at - ay ay2 

welke, zeals we eerder gezien hebben, behoort tot klasse II van 

singuliere storingsproblemen. 

De gereduceerde vergelijking 

Uv av av 
b - at - 2v ay = o 

is een quasi-lineaire partiele differentiaalvergelijking van de 

eerste orde. De karakteristieken worden bepaald door 

~ = 12...2.Y. = dt 2v Uv ' 

zodat de karakteristieken de snijlijnen zijn van de vlakken 

Ut/b 
V = c

1 
e 

De subkarakteristieken zijn gegeven door 

Ut/b = C 
1 

e o 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.6) 

Wij schetsen een deel van de subkarakteristieken, uitgaande van een 

gedeelte van een beginkromme v = v(y,O), waarin stukken voorkomen 

t dv O dv O dv O H · b · · · · me dy > , dy = en dy < • ier lJ wordt uiteraard gebruik 

gemaakt van een van de combinaties uit (3.3) 

dy = 2v dt (3 •. 7) 
{c 
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Uv 
dv = - dt b 

de toename in v langs de subkarakteristiek voorschrijfto Hoe groter 

vis, hoe groter dv wordto 

De subkarakteristieken, behorende bij dat deel van de beginkromme 

v = v(y,O), waarvoor :; < O, neigen steeds meer naar elkaar toe, omdat, 

naarmate v kleiner wordt, ook de helling* van ~eze subkarakteristie­

ken steeds kleiner wordto Voor het stuk van v(y,O) met~;> 0 wijken 

zij steeds meer uit elkaar, de helling wordt immers groter bij toene­

mende Vo 

De subkarakteristieken, welke, in figo1, uitgaan van punten (y,O), y < p, 

snijden elkaar nieto Hetzelfde geldt voor de subkarakteristieken uit­

gaande van punten (y,O), y > qo De subkarakteristieken, welke opt= 0 

beginnen tussen Pen Q snijden elka~r tussen subkarakteristiek A en de 

omhullende B. Voor de punten (y,t) tussen A en Bis de oplossing v(y,t) 

meerwaardig en continu. In verband met de aard van het probleem willen 

we echter een eenwaardige oplossingo 

Het is wel mogelijk eenwaardige oplossingen te definieren, maar deze 

worden echter discontinu. We merken op, dat de keuze van de lijn, waar­

langs de oplossing discontinu wordt, niet eenduidig is. Een discontinui­

teitslijn van de oplossing van de gereduceerde vergelijking moet nu 

worden opgevat als een lijn van niet-uniformiteit van de oplossing 

v(y,t,E) van de vergelijking van Burgers. 

Langs de zo ontstane lijn van niet-u.niformiteit dient een lokale coordi­

naat te worden ingevoerd in een richting, welke de afstand tot die lijn 

meet. Daartoe wordt overal langs genoemde lijn een coordinatenstelsel 

(y,t) ingevoerd (zie figo2), zo dat als (y0 ,t0 ) de coordinaten zijn van 

een punt van die lijn 

y = y - C (t )(t - t ) - y 
1 0 0 0 
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dv = O __ q_ __ 
-fly----- (q,O 

dv 
dy_ 

dv) 0 
dy 

y 

V 

Yo -----------
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Fig.1 

A 

Fig.2 

0. 
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(3.10) 

De lokale coordinaat wordt ingevoerd in de richting van de y-as 

(3.11) 

Invoering van~=¾ en t = t - t 0 in de vergelijking van Burgers (3.1) 
€ 

leidt tot 

-v 
€ (3.12) 

De bijdrage van de oorspronkelijke c:L (v) in het linkerdeel is de laatste 
s 

term, de overige termen zijn afkomstig van L
0

(v). Opdat 10 en 

dezelfde orde van grootte in€ worden, dient -v = 1 - 2v of v 

dat (3.12) overgaat in 

UV av ~ a2 
c: - - + ( - 2v) ~ + _:J.. = O 

b c: 1f c 1 a~ a~2 ° 

De gereduceerde vergelijking in lokale coordinaten luidt dus 

a2v a 
- 2 = (2v - c 1) -:;f. 
C~ O<, 

De oplossing is 

1 y - Y1 
of V = - C - c0 tgh 

2 1 € 

c:L van 
s 

= 1, zo-

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

waarin c0 en ~1, respectievelijk c0 en y 1 integratieconstanten ziJn; 

y1 duidt aan een willekeurige verschuiving van de oorsprong van de 
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lokale coordinaten; daar we die oorsprong juist op de discontinuiteits­

lijn willen houden, stellen we y 1 = Oa Uit de aansluiting van deze 

oplossing (3.15) aan de oplossing van de gereduceerde vergelijking zijn 

c0 en c1 te bepalen. 

lim v 1 = lim + =-c - co V = V 

~~ 
2 1 

y+yo 

lim v 1 
+ co lim =-c = V = V • 

~~-co 
2 1 

y+yo 

Hieruit volgt • dat + 
c1 = V + V 

+ 
V - V 

co = 2 

waarmee (3.15) wordt 

V = 
+ 

V + V 

2 

+ 
V - V 

2 

+ + - (t t) 
"". ) ( y - y Q - ( V + V ). - 0 /2) 

tgh -------~2-e:--------. (3. 16) 

Deze oplossing stemt overeen met die, welke Burgers in zijn eerder genoem­

de artikel vindt na een meer intuitieve redenering. 

4. Iets over de exacte oplossing van een speciale vergelijking van 

Burgers (U = 0) 

De vergelijking van Burgers• met U = 0 9 luidt 

Na overgaan van 2u op v wordt deze vergelijking geschreven als 

!! + at 
av v-= ay 

Dez~ vergelijking is exact op te lessen. 
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Is 0(y,t) een willekeurige oplossing van de warrntevergelijking 

dan is 

a0 
at= 

a0 
v(y,t) = - 2£ a;/0 

een oplossing van (4o1)o Bewijs volgt door substitutieo 

Als voorbeeld nemen wij een oplossing van de warmtevergelijking 

( _00 < y < 00) 

0(y,t) :::: ~ J
00 

exp [- (y - ~)
2

] 00(~) d~o 
4Tist _00 

4et 

Voor de berekening van 00(~) = 0(~,0) gaan weals volgt te werko 

Integratie van (4o3) naar y levert 

1 fy 0(y,t) = C(t) exp ( - & 
0 

v(~,t) d~) 

1 J~ 00(~) = 0(~,o) = C(0) exp ( - & 
0 

v(n,0) dn) o 

{4o2) 

(4o3) 

{4o4) 

(4.5) 

Is v(n,0) = v0(n) gegeven als beginvoorwaarde voor vergelijking (4o1), 

dan is 0
0
(~), op een multiplicatieve constante na, bepaaldo 

Substitutie van (4o4) en (4o5) in (4o3) levert als oplossing van de 

speciale Burgers-vergelijking (4o1) 

fco exp [- (y - ~)2/4£t] exp [- (2£)-1 J: vO(n) a'j v
0

(1;) 

v(y,t) 
_00 

= 

exp (2£)-1 

d~ 

I00 exp 
_co 

[ - (y· - EJ
2
/4d J [- rv0(n) dn] d~ 

0 ( 406) ,, 

. 
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Nemen we ter illustratie voor de beginvoorwaarde de stapfunctie 

vo(y) = V (y 
< 0) } 1 

vo(y) = -v1 (y > 0) 

dan volgt uit (405) ~ .. 

0
0

(y) = C(0) exp ( - v1y/2e:) 

00(y) = C(0) exp ( V 1y/2e:) 

Dit resultaat,gesubstitueerd in (4o4), levert 

(y < 0) 

(y > 0) } 
2 

C(0) ( v1t ) v1y (v1y) y + v1t 
0(y,t) =~exp 4€ { 2 cosh 2€ + exp 2€ erf vtt=' + 

y - v1t 
erf ~ .. } 

4e::t ·. 

met erf • = Vrr J: e -u
2 

du " 

(4.8) 

Met behulp van deze 0 en van (4o3) ontstaat de oplossing van (4o1), met 

beginvoorwaarde (4.7): 

2 sinh (v1y/2e::) + { e;icp [ V 1y/2e:] erf C (y + v1t)!\/4'"ct ]+ 
v(y,t) = - v, 

2 cosh (v
1
y/2e:) + { exp [v1y/2e:] erf [ (y + v1t)/ ~]+. 

+ exp [ - v1y/2e: J erf [ (y - v1t)/\[4ct:J } 
Jo 

- exp [ - v1y/2e: J erf [ (y - V 1 t) /'{i;;;J } 

Dat deze oplossing aan de beginvoorwaarde (4o7) voldoet, is te controleren 

met behulp van erf (~) = 1 en erf (-00 ) = -1o 



53 

Voor grote waarden van t/£ gaat v(y,t) snel naar 

We zien dus, dat de viscositeit zelfs een scherpe discontinuiteit 

afvlakt. 
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Colloquium partiele differentiaalvergelijkingen met kleine para.meter 

Asymptotische problemen uit de ballistiek 

Jo Nuis 

1o Inleiding 

De theorie van de asymptotische ontwikkeling naar een kleine para.meter 

zal worden toegepast op het beperkte drielicha.menprobleemo Onder dit 

laatste verstaat men een drielicha.menprobleem~ waaraan de volgende 

beperkingen zijn opgelegdg 

a) de drie licha.men bewegen in een ruimtevast vlak, 

b) ~~n van de drie massa 0 s is te verwaarlozen toooVo de andere twee, 

c) de twee licha.men mei de niet=verwaarloosde massa 0 s draaien op 

cirkelbanen rond hun gemeenschappelijk zwaartepunto 

Gemakshalve worden de lichamenll bedoeld onder c) g v1aarde11 en 11maan11 

genoemdo Hun massa 0 s zijn respo m en mo Een volgende beperking is dat e m 
1 de gereduceerde massa van de maan µ = m (m + m )- << 1o (1o1) 

m e m 

Het derde lichaa.m wordt verder aangeduid met de naa.m 11satelliet11 o 

2o Formulering van het probleem 

( * *) 00 o Het Cartesisch x j) y -coordinatenstelsel met het zwaartepunt van 

aarde en maan als oorsprong is een inertiaalstelselo Introduceren 

we dimensieloze variabelen door lengten te delen door de afstand 

aarde-maan en tijden te vermenigvuldigen met de hoeksnelheid van het 

aarde-maan-systeem~ dan worden de afstanden van de aardeg respo de maan 

tot het gemeenschappelijk zwaartepunt 9 gezien eis c) van het beperkte 

drielichamenprobleemll µ rcspo 1 =µen wordt de bewegingsvergelijking ,, 
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van de satelliet 

-+ met I""'= (x*9 ~) = plaatsvector van de satelliet 9 

?"¥·= 
m 

-+ -+ 
r* - E.:* e 
-+ -l> 
r* - E.:* m 

-l> I 9 als E.:* = plaatsvector van de aarde, 
e 

I , als !* = plaatsvector van de maan. m 

(2.1) 

Gaan we over op een met de aarde meebewegendt niet-roterend Cartesisch 

coordinatenstelsel 9 dan wordt de bewegingsvergelijking 

-+ 
waarin r = 

d2; = grad (-1--...... µ + L 
dt2 r rm 

(x 9 y) = plaatsvector van de satelliet, 

(2.2) 

1
-l>-+ -+ 

r = r - E; 9 als E; = (E; 9 n) = plaatsvector van de maan. 
m m m m m 

nm 
Aardelr'"--------------------,~-----Y ____ _ 

X 

E;m 

X Figo 1 0 

Er geldt 0 0 ao E; = cos (t - T) 9 n = sin (t = T) m m 

!!ml = 1 

2 2 2 r = (x - E;} + (y = n) ~ m m m 

De phaseconstante Tis nog nader te bepalen. 

In componentvorm wordt (2.2) geschreven als 

(2.3) 

(2.4) 
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2 
~ + (1 = µ) X µf 
dt2 ; = 

{2o5} 

;m = X 
met f = - ; 9 r3 m 

m 

Als probleem stellen we ons die banen te bepaJ en 9 welke de maan passeren 

binnen een afsta d van orde £0 Daardoor worden de termen 

( e: ) -3 ( ) -3 . -2 µ.., - x r u~ µfen u n - y r uit µg van de orde µe o 
m am m m 

Voor £=µ,met a> 1/2, ontstaat een singulier storingsprobleemo 

Voor het vervolg nemen we a= 1 of£= µo Ingevoerd worden nieuwe 

afhankelijke variabelen? en n in de omgeving van de maan\) in plaats 

van de onbekende functies x en yi 

Tl = y = µn 9 m 

-2 -:::e -2 met r =; + n o 

(2o5) 9 herscpreven in deze functies 9 wordt 

(208) 

(2o9} 

; .. µf -
m ➔ ~;=• = Oo ~2o 10) 

2 2 3/2 ) 
{{; - µf) + (n - un) } m m 

Een soortgelijke vergelijking ontstaat voor (~06)0 Uit het feitll dat de 

hoogst voorkomende afgeleide als coefficient de hoogste macht van ii 

heeft 9 volgt 9 dat we te maken hebben met een singulier storingsprobleem, 

klasse IIa 
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y 

= T + 2" 

X 

In de omgeving van de maan (II) hebben we dus een singulier storings­

probleemo 

Een volgende beperking is~ dat slechts die banen beschouwd worden 9 welke 

beginnen in een omgeving van orde JJ van de aardeo Willen we het gedrag 

van de oplossing beschouwen in die omgeving 9 dan dienen nieuwe afhanke­

lijke variabelen x en y ingevoerd te worden iopoVo de onbekenden x en y: 

X = J,lX 

y = l.lY 

In deze nieuwe onbekende functies geschreven 0 wordt (2o5) 

(2.11) 

(2.12) 

Ook in de omgeving van de aarde (III) hebben we dus weer eeh singulier 

storingsprobleemo ,, 



3a Principe van de asymptotische ontwikkeling voor de maannaderingsbaan 

De complete vergelijkingen luiden 

2 :t~ + ( ~ = µ) ,. = µ (3o2) 

Door de substituties 

( 1 = µ) * X = X 

( 1 = µ) * y = y (3o3) 
( 1 = µ) * t = t 

0 * * * gaan zij over in de complete vergelijkingen in x ~ y en t ~ 

* f; = ( 1 = µ)x 
m 

* 2 * 2 3/2 
(1 - µ)x) + (n = (1 = µ)y) } 

2 * * ~ d ½ + ~ = µ( 1 = µ) 

dt r {(~ _ ( 1 
m 

n = (1 -m 

*2 .,, µ)x ) + 

m 

* j '!J)y 

* 2 3/2 = nm 
(n = (1 = µ)y) } 

m 
(3o5) 

De oplossingen van de uit (3o4) en {3a5) afgeleide gereduceerde verge= 

lijkingen 

2 * * d , 
~+.L,3=0 

*2 * dt r 

(306) 

(3o7) 

* * # * noemen we x0 (t) en y0 (t )o Wij veronderstellen$ dat voor de oplos-
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singen van {3o4) en (3o5) gelden de asymptotische ontwikkelingen 

*c * , * < t*) * , t*) c ) Y t ~ IJ = Yo + µy 1 + o IJ o {3o9) 

* * * * Over de bepaling van x1 (t ) en y1 (t) zal worden gesproken 9 nadat er 

iets over het vastleggen van de beginvoorwaarden gezegd iso 

In de omgeving van de aarde geldt~ dat f~=xi g_=y~ zodat na de 

substitutie 

* X = IJX 

* y = l-lY 

* 
3/2 

t = µ t 

(3o4) en (3o5) geschreven kunnen warden als 

De oplossingen van de gereduceerde vergelijkingen 

(3o10) 

{3o11) 

{3o12) 

{3o13) 

{3o14) 

Verondersteld wordt~ dat de asymptotische ontwikkelingen van de oplos­

singen van (3o11) en (3o12) zijn 
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{3o16) 

Uit het feit~ dat de gereduceerde vergelijkingen (306) 11 (3o7) in gebied 

I en de geredu(:eerde vergelijkingen in lok i', le coordinaten ( 3 o 13) 9 

(3o14) hetzelfde zijn 11 volgt dat x
0
(t) en x; (t-, dezelfde functies zijno 

Van het feit 11 dat x(t) = x
0
(t) = 0(µ

4) maken wij gebruik door de begin­

voorwaarden9 die eigenlijk vastgelegd zijn voor x* = O(µ) ~ voor te 

schrijven voor de oplossing van de gereduceerde vergelijk:.ng in x = Oo 

0 *(*) *t*) 0 De bepaling van x
1

. t en y
1 

\~ gaat op de volgende man1ero Dever-

onderstelde oplossingen 

# * * ( ) y = Yo + JJY1 + 0 µ 

(3017) 

(3o 18) 

worden in (3o4) en (3o5) ingev·ldo Na ontwikkeling van de t;erm r•,w,-3 
m 

vergelijkt men in de beide vergelijkingen de termen met coefficient µo 
* * Op deze wij ze ontstaan twee lineaire vergelijkingen in x
1 

en y·
1 11 welke 

op te lessen zijno 

4o Beginvoorwaarden 

Voor de bewegingsconstanten worden gekozen 

specifieke energie h = 1, f ( ~ }2 + ( ,& '1 2 } 
e 2 ' dt dt ' 

specifieke draaiimpuls 1 = x .2l. = y ~ 
e dt dt 

orientatie :3o f· = i:: sin 0 = 1 ~ + ( 'i = JJ) l. 
0 e ~ r 

qe = £ cos 0 = = 1. & + ( 1 = u) 2f 0 
0 e dt r 
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Kiezen we p = 0 9 dan is de door deze bewegingsconstanten vastgelegde 
e 

baan symmetrisch too o v o de x-as o -· 

De beginvoorwaarden worden dus vastgelegd in x = 0o We nemen daarvoor 

2 
, 

h - - p 1 = ul! A e e 
{4o5) 

Pe = 0 qe > 0o 

Hierbij zijn Pen A onafhankelijk van Uo In het volgende wordt het geval 

van de hyperbool uitgesloten~ hoewel op dezelfde manier gerekend kan wor­

den als in het geval van de ellips (p ~ 0) en de parabool (p = 0)o 

Uit (4o5) volgt voor de beginvoorwaarden van de componenten en snel­

heden 

X = 0 

5o Asymptotische ontwikkeling voor de maannaderingsbaan 

Ten behoeve van het oplossen van de voorkomende vergelijkingen gaan we 
* . . . * * .. van de van t afhankel1Jke variabelen x en y over op de onafhankel1Jk 

. * . .. . * ( *) * ( *> variabele x en de daarmede varierende functies y x en t x o 

(3o4) en (3o5) gaan over in 



62 

[ 
* ] 

~ - (1 - µ)x µ(1 - µ) _____ m _______ ....,...,,,,. - ~m 

* 2 2 3/2 
{(~ - (1 - µ)x) + (n - (1 - µ)y*) } 

m m 
(5.1) 

[ 
* ] 

n - (1 - µ)y = µ( 1 - u) _____ m _______ --
1 

- nm 

2 * 2 3 2 
{{~ - (1 - µ)x*) + (n - (1 - µ)y) } 

m m 

waarbij de accenten differentiatie naar x aanduiden. 

De gereduceerde vergelijkingen zijn 

* t*11 
X --+-= 0 

t*v3 r*3 

Na wederinvoering van x 9 yen t via (3.3) ontstaan de met de eerste termen 

uit (3.8) en (3.9) overeenkomende oplossingen y0(x, µ) en t 0(x 9 µ). 

Voor een parabool (p = 0) geldt 

1 f 2 [ 
µA 2 

.>2 Ji 1 [ 2x + 
µA 2 .,aj}) to(x, µ) - µ µA 2x 

= + +-2 (1 - µ)2 1 - µ (1 -
3 1 - µ (1 -

(5.6) 
Voor een ellips {p ~ 0) geldt 
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{5o7) 

tQ(X9 JJ) = 

= :3/❖ \ bssin [ 1 - ( < - ~P~\ )
2 

] l - • [ 1 - ( e - ~P\ )
2 

] l 5.a) 

met excentriciteit = 

e: = ( 1 

lengte halve grote as= 

Worden in de met de tweede term.en uit (3a8) en (3a9) overeenkomstige 

termen via de substitutie (3a3) xi yen tweer ingevoerd 9 dan ontstaan 

de oplossingen 

2 =3/2 
y 1(x) = (1 + U) log {1 = x) + o(p) + o(1) 

-3/2 
t 1(x) = (1 + u

2) log (1 = x) + y(p) + o(1) (5o10) 

, [ 2 "i ~ 12 , , 
waarin U = 2(1 = p )j ~ de X=component van de snelheid in x = 19 

bepaald door t 00 (x)g terwijl o en y constanten zijnv welke van de 

gekozen p afhangeno Hierbij is t 00 (x) een term uit de ontwikkeling naar 

JJ van t
0 

(x) i 

(5o11) 

met (5o12) 
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2 2 2 2 
= t ( ) 2(1 - PA )x + 3XA 

= 00 X + 1f2 
2 [2x( 1 - lx)] 

voor een ellips (p ~ 0) 9 terwijl voor een parabool (p = 0) geldt 

, 
3/2 22 

t (x) = -·X 
00 3 

(5o14) 

1 3/2 22 X 
, 

3 2 
t01 (x) :::.::.=-=-=:, X + ( 

2 
)2 (x + 2 A ) o 

3 

60 Iets over de phaseconstante T 

We veronderstelj_.en voor T een asymptotische ontwikkeling van de vorm 

Voor T0 nemen we t 00 (1) 9 de t1jd op orde µg die de satelliet nodig heeft 

om in de omgeving van de plaats van ontmoeting met de maan te komen 9 

doWoZo 
1 

22 
T =-0 3 

voor de parabool en 

voor de ellipso 

(603) 



Voor T, nemen "we 
2 
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[ 
2 ]1 T, ==A 2(1 = p) 2 

o 
2 

T
1 

kan willekeurig gekozen worden en is evenals pen A een parameter 

van dit probleemo Voor de ongestoorde Kepler-baan hadden we de x-as als 

as van symmetrie gekozeno Deze keuze koni gezien het probleem 9 slechts 

tot op orde µ bepaald zijno 

7o Lokale ontwikkeling in de omgeving van de maan en de aansluiting van 

de beide ontwikkelingen 

In de omgeving van de maan is de in het voorgaande bepaalde asymptotische 

ontwikkeling niet meer geldig, daar de aantrekkingskracht van de maan 

niet langer een storing van orde µ iso We voeren dan ook in nieuwe varia­

belen r en n g 

Yl = y = JJYl o 
m 

Als lokale coordinaat treedt opt met 

t = T = µ(t + T) 
0 

waarbij T het nieuwe nulpunt voor de tijd t vastlegto 

Met deze substituties gaan de bewegingsvergelijkingen (2o5) en (206) 

over in 

d2t "[ 
-+-= -2 -3 dt r 

µ(1 = µ) !,... + µ2~ 
3 m r 

en een analoge voor no 

De gereduceerde vergelijkingen in lokale coordinaten zijn 

(7o2) 

(7o4) 
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d2r ~ -+-= 0 
dt2 r3 

{7o5} 

d2n° n 
- +----=-0 0 

dt
2 °? 

De oplossingen hiervan stellen weer Kepler-banen vooro 
. , 

Aangezien voor willekeurig grote r ( ={1"2 + n'2) 2 
) de snelheid eindig is, 

zijn deze banen hyperboleno 

Wij nemen aan9 dater asymptotische ontwikkelingen bestaan van de verge­

lijkingen (704) voor een gebied rond de maan 9 dat met het gebied waar 

(3.17) en (3o18) gelden een deel gemeen heefto 

Ook nu weer gaan wij ten behoeve van het oplossen van de vergelijkingen 

over op de functies n([} en t(t) in plaats van t(t) en n(t), waardoor nu 

aangenomen wordt dat de asymptotische ontwikkelingen de vorm hebben: 

ri<t> = n0Cu + o{µ) 

t (t) = t O (t) + o ( \.I )o (708) 

Wat betreft de aansluiting van beide ontwikkelingen het volgendeo Veronder­

steld wordt het bestaan van een uniform geldige asymptotische ontwikkeling 

- E; - X 
Y(x, µ} = y

0
(x, µ) + µy 1(x) ( m ) + o(µ) + no µ (7.9} 

E; = X 
T(x 9 µ} t

0
(x 9 µ} + µt 1(x) - ( m ) + o(µ) = = + to µ 

E; = X 

= t QO ( X} +µ (( t O 1 ( X) + t 1 ( X) ) - ( m ) + o( µ} o + to µ (7o10) 

Nemen wij de limiet voor µ ~ 0 van de veronderstelde asymptotische ont­

wikkeling (3o17) voor de maannaderingsbaani dan ontstaat 

,. 



lim Y(x 9 µ) = lim y0(xll µ)o 
µ-+() JJ-i-0 

Uit (7o9) volgt 

' =-# ( 
~ = X 

lim Y(xj) µ) = lim y0(x 11 
µ) m ) + lim n0 lJ SI 

µ-+() µ4{) µ-+() 

zodat dus 

In lokale coordinaten 9 ingevoerd in de omgeving van de maan 11 luidt (7.9): 

In het gemeenschappelijke gebied geldt 

De asymptotische ontwikkeling (7o9) wordt dus 

Voor ontwikkeling {7o10) geldt een analoge redeneringo 
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Voor expliciete resultaten wordt verwezen naar onderstaand artikelo 
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Colloquium partiele differentia.alvergelijkingen met kleine para.meter 

1o Inleiding 

Grenslaagproblemen in de oceanografie 

HoAo Lauwerier 

Het theoretisch onderzoek van de grote oc~aanstromingen~ iohobo de 

Golfstroom en de Kuroshio~ is van betrekkelijk recehte datumo In 

1941 stelde als eerste Sverdrup een redelijk mathematisch model opo 

In dit model en in de na hem door anderen bestudeerde modellen wordt 

de oceaanstroming vergeleken met een stationnaire vlakke vloeistof­

stroming welke beweegt ender invloed van een stationnaire schuif­

kracht, het windveldo Sverdrup vond de zgno wervelvergelijking welke 

verband legt tussen de rotatie van de stroomsnelheidi die van het 

windveld en de rotatie van de aarde~ zich manifesterend in een plaats­

af'hankelijke Coriolis coefficiento Onaf'hankelijk van hem gaf Stommel 

in 1948 een veel beter uitgewerkt modelg stroming van een wrijvende 

vloeistof in een rechthoekig modelo Hier tekenen zich al grenslaag­

verschijnselen af, maa.r de oplossing ka,n nog,met eenvoudige middelen 

expliciet verkregen wordeno In 1950 behandelde Munk een soortgelijk 

model waarbij viscositeit de wrijving vervangto De schrijver komt tot 

een benaderde oplossing zij het ook met enige mathematische om.wegeno 

In feite is dit een eerste voorbeeld van een singulier storingspro= 

bleemo De hierbij gebruikelijke techniek leidt dan ook snel tot het 

doelo In een volgend artikel~ eveneens in 1950~ beschouwden Munk en 

zijn medewerker Carrier een soortgelijk model met een driehoekige of 

halfcirkelvormige begrenzingo In dit artikel passen de schrijvers ex= 

pliciet de grenslaag=methode toeo In 1954 onderzocht Fofonoff als 

eerste het effect van de niet-lineaire stromingstermo Met het door 

hem beschouwde model waarin wrijving~ viscositeit en windkracht af­

wezig waren konden desondanks interessante resuJ.taten verkregen wordeno 

In een volgend artikel (1955) werkte Charney dit model nader uit waar= 
• 

bij als resuJ.taat de Golfstroom als een grenslaagverschijnsel opgevat 
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kon worden o Een ui tvoerige en mathematiseh veel · .. betere . beha.ndeling van 

de ocea.a.nstromen wordt gegeven in het·in-1962 verschenen artikel van 

Carrier en Robinsont On the theory o:f the wind driven ocean circ~a­

tion (Jo fluid mecho ,lg,® 49-80 9 1962)0 In dit a.rtikel wordt de grens­

laagtheorie op behoorlijke wijze toegepasto 

Alle genoemde a.rtikelen zijn samengevat in,.boekvormi Wind~driven ocean 

circulationo Edo AoRo Robinson, Blaisdell Publo Co 19630 

2o Het mathematische model 

We gaan uit van de Na.vier-Stokes vergelijking voor een incompressibele 

vloeistof$ 

a + + + + 
p( at+ v o V)v = pF - Vp + µAv 0 

Riera.an kan de continu~teitsvergelijking toegevoegd worden 

(2o2) + 
Vo V = Oo 

+ 
De uitwendige kracht F kan afkomstig zijn van de rota.tie van de aa.rdeo 

Hiervoor kunnen we schrijven 

(2o3) 

waarbij 

+ + 
Q = 2w sin cp ko 

+ • • De vector k is een eenheidsvector langs de aa.rdas naa.r het noorden 

wijzend~ $ is de geografische breedte en w de omwentelingssnelheid van 

de l:l,&rdeo 

De kracht F die gewoonlijk naar Coriolis genoemd wordt doet een stroom 

op het noordelijk halfrond naar rechts en op het zuidelijk halfrond 

naar links afbuigeno Dit zgno Coriolis-effect is Ooao vera.ntwoordelijk 

voor het rondlopen van het getij langs de kusten ·van de noordzee in 

tegenwij zerzfo. o 
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Een oceaan idea1iseert men gewoonlijk a.ls een,zeer dunne vla.kke pla.a.ts 

bijvo een rechthoek met zijden van 100000 km en 60000 kmo Ten opzichte 

hiervan is de diepte zeer geringo Bovendien·beperkt men zich bij vele 

oceanografische problemen tot de bovenste laag van een 200 m diepteo 

Men neemt dan a.an dat storingen a.an het oceaanopppervlak niet verder 

dan deze diepte doordringeno 

Bij een dergelijk model= te vergelijken met een velletje dun pa.pier= 

kunnen we een twee-dimensionaal analogon van de Na.vier-Stokes toepassen 

waarbij de componenten (u®v) van; de betekenis hebben van over de 

diepte gemiddelde west-oost en zuid=noord stromingo De uitwendige kracht 

bevat nu de door de wind a.an het oceaanoppervlak uitgeoefende schuif­

kracht (U,V) en een analoge kracht bij de (fictieve) bodem, de zoge= 

naamde bodemwrijving welke e~enredig en tegengesteld a.an de vector 

(u$v) genomen wordto We beschouwen slechts stationnaire stromingen 

zodat de volgende vergelijkingen® uitgeschreven in componenten en met 

p = 1~ ons ter beschikking staano 

{ 

uu + vu + 
X y 

UV + VV + 
X y 

en 

AU= nv + p - µ6u = u 
X 

U + V = Oo 
X y 

Als gebied kunnen we de rechthoek 

(2o7) 

kiezen waarbij x = 0 en x = a kusten (meridianen) zijno De grenzen 

y = 0 en y = b zijn breedtegraden waar de ·stroming geheel oost=west 

is (bijvo de breedtegraden 13° en 50° NB}o Meestal denken we bij dit 

model a.an de noordelijke helf't van de Atlantische of Stille Oceaano 

De Coriolis coefficient is slechts een functie van Yo Men neemt 

meestal een lineaire afhank.elijkheid a.an 
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Toepassing van de rotatie-operator op (2a5) geeft de (scalaire) 

vergelijking 

{(uv + vv) = (uu +vu) } + Sv + 
X ;fX X yy 

+ A(v - u) - µ6(v - u) = Ri (= V - U) 
X y X y X ;f 

waarbij R de zogena.a:m.de rotatie van het windveld iso 

Uit de continufteitsvergelijking (206) volgt dat een stroomfunctie 

~ ingevoerd kan worden waarbij 

{2o10) U = W j V = -W o y X 

Substitutie in (2o9) levert tenslotte de fundamentele vergelijking 

welke het uitgangspunt voor alle volgende beschouwingen iso Deze 

vergelijking® in het Engels de Hvorticity equation" 21 vertoont een 

drievoudig rotationeel aspecto Er wordt namelijk verband gelegd 

tussen de rotatie van de stroming~ de rotatie van het windveld en 

de rotatie van de aarde! 

Het hier beschouwde mathematische model kan nog in velerlei opzicht 

verfijnd wordeno Men kan bijv~ de bolvorm van de aarde in aanmerking 

nemen maar kwalitatief maakt dit nauwelijks iets uito Het is overi= 

gens juist de kunst het mathematische model zozeer te vereenvoudigen 

dat kwalitatief het beeld van een oceaanstroming nog net behouden 

blijfto 

3 o Het model van S.tommel 

In een in 1948 verschenen artikel beschouwt Ho Stommel een lineair 

oceaamnodel van zeer eenvoudige aard dat desondanks een Golfstroom­

effect vertoonto In de woorden van de auteur 
,. 
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118An intense crowding of streamlines·towa.rd the western border of 

the ocean is discovered to be eaused·bythe variation of the Coriolis 

parameter with latitudeo It is suggested-,tha.t this process is the 

main reason for the formation of the intense currents (Gulf stream 

and others) observed in the actual oceans111 o 

Stommel kiest derhalve, met een geschikte keuze van eenheden© de 

rechthoek O ! x ! a, 0 ! y ! ~, verwa.arloost in (2o11) de niet= 

lineaire termen en de viscositeitsterm en·bes~houwt een oost-west 

wind van het type 

De differentiaalvergelijking {2o11) kan dus geschreven worden in de 

zeer eenvoudige vo:rm (met u
0 

= B) 

tA~ + w = - sin y, 
X 

waarbij e: = A/S de rol van de wekleine para.meter" speelto De randvoor= 

wa.a.rde is uiteraa.rd dat de begrenzing van het gebied een stroomlijn 

isg 

~ = 0 VOOI" X = 0, X = a, y = 0, y = ~o 

Dit randwaardeprobleem ka.n gemakkelijk exact opgelost worden door 

een oplossing te zoeken van de vorm 

(3o3) 

Aan (3o1) is voldaan voor 

2 
£S + S = £ = 0 

zoda.t 

=I,;+ 000 0 
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De oplossing voldoet al aan de randvoorwaarden•bij y = 0 en y = Wo 

A.an die bij x = 0 en x = a is voldaan indien 

A + A = -1 1 2 

Hieruit volgt 

Voor kleine Eis 

en 

9 

De oplossing (303) blijkt bij x = 0 een grenslaagverschijnsel te 

vertonen0 Buiten de grenslaag is blijkbaar 

ip = (a - x)sin y + O(E)0 

In de grenslaag heeft men 

( =X/£) • ip = a 1 - e sin y + 000 0 

Een grafiek van ip voor de realistische waarden a= 5 en£= 0005 

ziet men in figuur 3010 Het desbetreffende stroomlijnenpatroon wordt 

in figuur 3o2 gegeveno 

figo 3o 1 
(sin y = 

,, 
1 4 0 2 3 
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Uiteraard kan de oplossing heel eenvoudig·met grenslaagtheorie 

verkregen wordeno Als oplossing van de gereduceerde vergelijking 

1/Jx = - sin y heeft men $0 = (a -x)sin y waarbij·aan de randvobr= 

waarde bij x = a voldaan iso Voor de te ve:rwachten grensla.ag bij 

x = 0 nemen we de lokale coordinaat x = &to De grenslaagvergelij= 

king wordt 

(3o10) 

waaruit met inachtneming van de randvoorwaarde bij t = 0 

volgto 

Aanpassing van beide oplossingen geeft A= a sin y zodat in overeen­

stemming met het boven gevondene de grenslaag beschreven wordt door 

{3o12) ( =X/£) , 
1/J 1 = a 1 - e sin y + ooo o 

4o Het model van Munk 

In een in 1950 gepubliceerd artikel bouwt WoHo Munk voort op het 

werk van Stommel en andereno Deze schrijver maakt bezwaar tegen de 

door Stommel beschouwde bodemwrijving en gebruikt in plaats daarvan 

de viscositeitsterm waarbij µ als een soort effectieve viscositeit 

verantwoordelijk is voor de door turbulentie ve:rwekte wrijving tussen 

waterstromingtno Het model van Munk is in feite volkomen analoog a.an 

dat van Stommel met slechts dat verschil dat (3o1) vervangen is 

door 

waarbij £ = µ/ 6 o 



76 

Aangezien de vergelijking van de vierde orde is zijn er meer randvoor­

waarden!) towo 

(4o2) 1/J = 0 op de rand van O < x <" a 
= = ' 

0!,Y!,'lrs 

(4o3) 1/Jx = 0 voor X = 0 en X = ai, 

(4o4) 1/Jyy = 0 voor y = 0 en y = 11' 0 

Toaovo deze randvoorwaarden merken we op dat de randen x = 0 en x = a 

continenten voorstellen waarlangs de stroomvector nul is, en dat y = 0 

en y = 'IT zogenaamde vrije randen ~ijn waa.r de stroming zuiver oost­

west iso Voor 8 = 0 is (4o1) de vergelijking van een vlakke elastische 

plaat die blijkens de randvoorwaarden bij de randen x = 0 en x = a in­

gek,lemd is en die bij de randen y = 0 en y = 'IT vrij opgelegd iso Hoe­

wel hier jµist E klein ioPoVo groat is blijft een zekere analogie met 

dit elasticiteitsprobleem bestaano Doordat het rechterlid van (4o1) 

reeds aan de randvoorwaarden bij y = 0 en y = 'IT voldoet kan weer op 

gemakkelijke wijze een exacte oplossing afgeleid warden welke van 

het volgende type is 

De exponenten s. blijken de wortels te zijn van de vergelijking 
J 

2 ° 2 t(s = 1) = So 

Deze wortels zijn tamelijk gecompliceerde functies van Eo 

Voor kleine e kunnen gemakkelijk benaderingen, beginstukke~ van reeks­

ontwikkelingen® afgeleid wordeno 

Stellen we gemakshalve E = w=3 dan is 

s 1 = s"M, = =l (1 + iV°3)w + oao 
u 2 2 

S = =3 + 4 IA) 000 0 
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coefficienten A. vinden we a.ls in 
J 

a nr::{I ., =3 A =-~\y3+i,w + 
1 2'v-J 

de vorige paragraaf 

0 0 0 

A2 :::: a ( V3 . ) -3 -- 3=J.W + 000 
2'(3 

s
3

a -4 s 4a 
-1 + 000 e A

3 
= w + 000 

' 
e A4 

:::: 

-1 en natuurlijk A0 = £ sin Yo 

Uiteindelijk vinden we na enig gereken 

{ 
2a . ('IT 1 ,r-}, -~wx 1 =w(a=x) 1 ) } 

tjJ = = \/?) sin 3 + 2 wx v 3,e +; e + \a = x sin y + 

Ter beoordeling van deze benadering merken we op dat in dit model van 

Munk a= 5 en w = 20 rea.listische waarden zijno 

In het middengebied O << x << a blijft van (4o9) slechts de benadering 

overo 

We laten nu zien dat de op deze·wijze·door·Munk verkregen resultaten 

op veel eenvoudiger wijze·met behulp van de grenslaagtheorie gevonden 

kunnen wordeno Bovendien kunnen we iopoVo (4o1) ·iets algemener de verge­

lijking 

nemen~ waarbij dus de rotatie van het windveld·op algemenere wijze van 

y kan afhangeno 

De gereduceerde vergelijking levert onmiddellijk de inwendige oplossing 

(4o12) t11
0 

= (a= x) f(y)~ 

waarbij al gezorgd is voor de stroomlijnvoorwaarde bij het oostelijk 
" continento 
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Voor de grenslaag bij x = 0 moeten we x = e113t stellen waardoor de 

volgende grenslaagvergelijking ontstaat 

(4o13) a4w .ll _ 
~ - at - Oo 

Iets precieser kunnen we zeggen dat het rechterlid O(E-213 ) iso 

De algemene oplossing is 

(4o14) 

waarbij 

(4ol5) * 1 1.l/3' CJ = CJ = - - + - J. 0 1 2 2 2 

Aanpassing aan de inwendige oplossing levert vooreerst 

(4o16} 

De randvoorwaarden bij x = 0 geven vervolgens 

1 . 
B~ 

2 
= (--.t-...2:,_) a f(y), 

U9 2-2\/3 
zodat (4ot4) geschreven kan worden als 

2a • ,r t , C!, :..~wx } 1" = {- \(3 sin (3 + 2 wx v3)e + a. f(y) 

in overeenstemming met (4o9)o 

Op analoge wijze kan de grenslaag bij x = a bestu~erd wordeno Evenwel 

is hier oceanografisch gesproken niets bijzonders te verwachteno 

Ter illustratie geven we hieronder een grafiek van de uitdrukking 

tussen accolades in het rechterlid van (4o9) voor de waarden a= 5 en 

(A)= 200 
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2 

Oo1 Oo2 Oo3 Oo4 Oo Q_w;,_ _______ 11,.,... ___ .-_____ ~--=""- X 

Ter vergelijking hiermede geven we de aan het artikel van Munk ont­

leende grafiek van de overeenkom.stige functie zoals deze experimenteel 

uit oceanografische metingen volgto De overeenkomst is inderdaad 

treflf'endo 

Golfstroom 

5o Het model van Fofonoff 

In 1954 kwam deze auteur tot een andere anverklaringn van het Golf­

stroom-verschijnsel en wel door hiervoor de niet=lineaire termen van 

de hydrodynamische vergelijking (2o11) verantwoordelijk te stelleno 

Fofonoff verwaarloost wrijving en viscositeit en beschouwt voorts 

slechts het ge~al van een vrije stroming in afwezigheid van uitwen= 

dige aandrijvende krachto Aldus reduceert (2o11) zich tot 

De oceaan is wederom een rechthoek O ! x ! a 9 0 ! y ! ~o De rand is 

een stroomlijn zodat 

1jl = 0 voor x = 0~ x = a~ y = O® y = ~ 
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de bijbehorende randconditie iso 

Ter oplossing van (5o1) ma.ken we gebruik van het volgende lemmao 

Lemmao Nodig en voldoende voor de afhank.elijkheid van twee functies 

~(x~y) en ~(x~y) in de zin van F(~~~) = 0 is het identiek verdwijnen 

van de Jacobiaan 

Passen we dit toe op (5o1) dan geldt 

(5o3) 

waarin g een willekeurige functie iso 

Fofonoff onderzoekt in het bijzonder het speciale geval van een 

lineaire functie g, uiteraard omdat dan het randwaardeprobleem expli­

ciet oplosbaar iso De vergelijking (5o3) wordt dan geschreven als 

' =1 waarbij £ = B de kleine parameter iso 

Deze vergelijking kan exact opgelost wordeno We schetsen even hoe dit 

gaato We zoeken eerst een eenvoudige particuliere oplossing ~0(y) die 

slechts van y afhangt en aan de randvoorwaarden biJ y = 0 en y = ~ 
voldoeto Deze oplossing voldoet aan de gewone differentiaal~vergelijking 

Standaardmethoden leveren de oplossing 

of benaderd 



Hierbij manifesteert zich weer een grenslaag=verschijnsel en wel bij 

y = Oo De gezochte oplossing kan nu·geschreven worden als 

w<x®y> = ~o<Y> + I 
n=1 

c (x) sin nyo 
n 

De coefficienten c (x) voldoen aan de gewone differentiaal vergelijkipg 
n 

zodat 

met 

C (x) 
n 

-µ x -µ (a-x) 
= a e n + b e n 

n n 

De Fourier coefficienten a en b kunnen gemakkelijk uit de randvoor­
n n 

waarden bij x = 0 en x = a bepaald wordeno 

Onderzoeken we de grenslaag bij y = 0 rechtstreeks met behulp van de , 
grenslaagtechniek door in (5o4) de bekende substitutie y = t~n uit 

te voeren da.n geraken we meteen tot de oplossing (5o7)o De beschou~ 

wingen van Fofonoff vinden hun voortzetting en uitbreiding in het 

volgende werk van Carrier en Robinsono 

60 Het model van Carrier en Robinson 

In 1962 publiceerden deze auteurs een uitvoerige en gedetailleerde 

studie over de stroming in een aan twee zijden door continenten be­

grensde oceaan ten gevolge van een windveldo De waterbeweging wordt 

bestudeerd in een door twee breedtecirkels begrensde zone waar de 

rotatie van het windveld verdwijnt en er binnen een enkel extremum 

bereikto Als merkwaardigheid in dit model treedt een zgno vrije 

grenslaag op® een nauw begrensde krachtige stroom waarbij de as met 
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die van de maxi~e windveld-rotatie samenvalto 

Het mathematische model is nu aoVo 

£(1'1 A~ = W Aw)= W + sin y = 0 
X y y X X 

binnen de rechthoek O < x < a® 0 < y < n 

met de randvoorwaarde 

~ = 0 op X = 0~ X = a~ y = 0~ y = no 

De gereduceerde vergelijking 

~ = sin y 
X 

heeft een oplossing die of aan de randvoorwaarde bij x = 0 of aan die 

bij :x: = a ka.n woldoeno We treffen de keuze 

Voor het te verwachten grenslaagverschijnsel bij x = 0 stellen weals , 
gebruikelijk x = &

2 to Dit leidt tot de grenslaagvergelijking 

Hierop kunnen we weer het lemma van de vorige paragraaf toepasseno 

We vinden dan 

waarbij g(w) een nader te bepalen f'unctie iso Teneinde de grenslaag­

oplossing ~, van (606) aan de inwendige oplossing w
0 

aan te passen 

stellen we 

(6., 7) lim ~1(,~y) = lim ~0 (x$y) = - a sin Yo 
~......, x+O 

Aangezien ili~t + 0 voor ~ + ~ vinden we uit (606) en (607) de 

equivalente betrekkingen 

-y = g(w> ~ iii= - a sin y., 

Voor g(ili) resulteert hieruit het tweewaa.rdige resultaat (g) 
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g(tj;) = arc sin tj;/a voor O < y < }n 

g(tj;) = -arc sin tj;/a + 1r voor }n < y < no 

Substitutie van (603) in (606) geeft v~or het zuidelijk vak 

0 < y < }1r 

tj;tt - arc sin tj;/a = Yo 

Voor kleine waarden van tj;® dus dicht bij y = 0~ kunnen we deze 

differentiaal-vergelijking benaderen dqor 

Inderdaad bezit deze differentiaal~vergelijking de grenslaagoplossing 
, 

( -~ ) tj; = - ay 1 - exp - a , o 

Dicht bij de zuidelijke randy= 0 is de volledige oplossing in de 

gebruikelijke benadering 

(6012) tj; = -y { ( a - x) - a exp - _!_ } o 

~ 
Blijkens (2o10) is de stroom hoofdzakelijk gericht van oost naar westo 

Voor het noordelijke vak }n < y < n vinden we analoog 

Voor kleine waarden van tj;~ dus dicht bij y = n$ heeft de lineaire 

benadering uitsluitend oscillerende oplossingen in tegenspraak tot 

het verwachte grenslaageffecto Blijkbaar hadden we voor het noordelijke 

vak een andere inwendige oplossing moeten kiezen$ namelijk 

met een grenslaag bij x = ao Stellen we analoog x = a - £~~ dan vinden 

we wederom de vergelijkingen (605) en (606)0 In plaats van (609) voor 

het zuidelijke vak vinden we 
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(6., 15) 

voor het noordelijke Vaka 

Dicht bij de noordelijke randy= ff is analoog 

~ = (n - y) {x - a exp - a - x} v;;: 0 

Ook hier is de stroom hoofdzakelijk van oost naar westa 

We onderzoeken de stroming in het zuidelijke vak O < y < ~w nu wat 

nauwkeurigera We beschikken over de inwendige oplossing (604) en de 

grenslaagvergelijking (6a9)o Van deze vergel~jking kunnen we een 

eerste integraal vormen, namelijk 

, 2 J~ . t t ~I/It= arc sin ad = y ~0 

Bedenken we dat voor; + w enerzijds 1/1; + 0 en anderzijds 

~ + - a sin y dan volgt hieruit 

(6., 18) , ,,,2 ,,, s;n •••/a+ Va2 ,,.2' + ,,, ~ vt = v arc • v v y v = a cos Yo 

Voeren we gemakshalve even nieuwe variabelen x = tV2/; en z = - ljl/a 

in zodat z(x) een positieve :functie is dan kunnen we de vergelijking 

(6018) schrijven als 

(6019) dz ~( , dx = F z'!Jy;,, 

met 

(6020) 

Aangezien 

dF dz = arc sin z = y 

daalt F(z®y) als functie van z monotoon van F(O®y) = 1 - cosy tot 

nul voor z = sin y en stijgt vervolgens monotoon tot F( 1,y) = ~ff - y - cos y 

als geschetst in figuur 6010 ,, 
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F 

o sin y z 1 
De vergelijking (6019) heeft de oplossing 

X = 

Het hangt van het gedrag van F bij het nu.lpunt z = sin y af hoe het 

kara.kter van de grenslaagoplossing wordto In het algemeen heert F 

een tweevoudig nulpunt.voor z = sin y zodat (6019) kwalitatief van 

de vorm 

dz 
- = C = Z dx 

iso De oplossing hiervan welke verdwijnt voor x = 0 

vertoont inderdaad het gewenste grenslaagkara.ktero 

Bij y = ~~ treedt er evenwel een anomalie opo Voor z dicht bij 1 is 

namelijk 

zodat (6019} nu kwalitatief van de vorm 

iso De oplossing met z(O) = 

~ = ( 1 = z )3/4 
dx 

0 is nu ec:hter 

4 z = 1 - (1 = x/4) ~ 

waaraan het grenslaagkara.kter vreemd iso 
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De enige uitweg uit deze impasse is het aannemen van een vrije grens­

laag langs y = ~no Aangezien zowel in de ·noordelijke als in de zuide­

lijke helft de stroming hoofdzakelijk van oost naar west gericht is· zal 

langs deze grenslaag een compenserende stroming van west naar oost 

gaan optredeno 

Ter illlustratie geven we in figuur 602 een aan het artikel van Carrier 

en Robinson ontleend plaatje waarin dit fenomeen duidelijk tot uit­

drukking komto 

In het artikel van Carrier en Robinson wordt het bestaan van de grens­

laag bij y = 0 uit meer algemene en hoofdzakelijk oceanografische 

beschouwingen afgeleido De schrijvers behandelen nog het algemenere 

model waarbij de continentale grenzen kromJ.ijnig kunnen zijn en 

waarbij de rotatie van het windveld een willekeurige functie iso 

Veel verder da.n een schematische opzet komen zij evenwel nieto Een 

kenmerkende eigenschap van dit model is het gebrek aan eenduidigheido 

Pas na invoering van dissipatieve te:rmen (~enµ) kan eenduidigheid 

bereikt wordeno Voor nadere bijzonderheden zij naar het genoemde 

artikel verwezeno 

Literatuur 

Edo Allan Ro Robinson© Wind=driven ocean circulation~ Blaisdell PubloCo,19630 
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Singuliere storingsproblemen van lineaire partiele differentiaal 

vergelijkingen van elliptisch type 

D. Dunnebier 

1. Inleiding 

In een publicatie (I) heeft de Amerikaanse geleerde Norman Levinson 

een bewijs gegeven van een asymptotische ontwikkeling van functies, 

die voldoen aan de volgende vergelijking: 

( 1. 1) e6u + A(x,y)u + B(x,y)u + C(x,y)u = D(x,y); 
X y 

6u = u + u (de operator van Laplace) gedefinieerd op een verzame-xx yy 
ling van bepaalde structuur, waar de oplossing aan bepaalde gegeven 

randvoorwaarden moet voldoen. 

Onder bepaalde vo~rwaarden en hypothesen bewees hij, dat voor oplos­

singen u(x,y,e) de volgende asymptotische ontwikkeling gold: 

( 1.3) u(x,y,e) = U(x,y) + z(x,y,e) + eZ(x,y,e) + w(x,y,e), 
1 

waarbij w = O(e 2
) en Z(x,y,e) = 0(1). 

Vergelijken en klassificeren geeft het volgende resultaat 

1e) De vergelijking is van het type (Lo+ eLs)u = o. 
2e) De vergelijking behoort tot klasse II,dus een singulier sto­

ringsprobleem. 

3e) U(x,y) is de oplossing van de gereduceerde vergelijking 

Au + Bu + Cu - D = 0 •• (1.2) die voldoet aan een deel der rand-x y 
voorwaarden. 

4e) z(x,y,e) is een grenslaagterm. 

Deze asymptotische ontwikkeling vertoont grate overeenkomst met de 

ontwikkeling weergegeven in formule (5.23) blz. 19 van de inleiding 

gehouden door prof. Eckhaus,en is eveneens op een bepaalde verzameling 

uniform geldig. 
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Het bepalen van een asymptotische ontwikkeling van oplossingen van 

de vergelijking (1o1) is echter niet nieuw~ want Wo Wasow (II) heeft 

in een publicatie he, gevalg 

voor grate A 

behandeld volgens methoden ad hoco 

Opgemerkt dient te worden 9 dat dit een speciaal geval is van verge­

lijking ( 1 o 1 )o 

De beperkingen 9 die in acht genomen moeten worden 9 wil het bewijs 

geldig zijn 9 vallen in 2 delen uiteeng 

H1g De verzameling R waarop oplossingen beschouwd worden moet ten­

minste deelverzameling zijn van een compacte verzameling R0 met 

voldoende continu differentieerbare randen So 

H2g De coefficienten van {1o1) moeten zodanig zijn dat 

a) De subkarakteristieken van de gereduceerde vergelijking (1o2) 

in de beschouwde verzameling geen "limit cycles" vormeno 

b) ~r een deelverzameling van deze subkarakteristieken bestaat, 

die minstens 2 verschillende stukken uit de verzameling rand­

krommen snijden en niet raken of samenvalleno 

c) De subkarakteristieken mogen geen singulariteiten vertonen 9 

noch elkaar snijden op de v-erzameling waar de asymptotische 

ontwikkeling wordt beschouwdo 

ad H1g Deze beperking is noodzakelijk voor het bestaan van diverse 

maxima die in het bewijs voorkomen 9 bovendien wil de auteur compli­

caties op de randen 9 bijvo in de vorm van singuliere punten 9 uit­

sluiteno 

ad H2-ag Het is mogelijk, dat de subkarakteristieken 9 of een deel 

ervan 9 niet "buiten" een deelverzameling van de beschouwde verza­

meling komeno 

Voorheeldg 

e~u + {y + x(1 - x
2 

= y
2

)}ux + {=x + y(1 - x
2 

= y
2

)}uy + u = Oo 
,. 



De subkarakteristieken zijn 

cost 
X = 2t ~ 

(1 + ce- ) 
. , 
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sin t 
y - --------(1 + ce-2t)~ 

Dit zijn twee stelsels spiraleno 

Voor c > 0 blijven deze spiralen binnen een cirkel en naderen deze 

als t gaat van - 00 naar + 00 • 

Voor c < 0 blijven de spiralen buiten de cirkel en naderen eveneens 

deze cirkel. 

Voor deze vergelijking geldt de asymptotische ontwikkeling (1.3) niet 

voor Eren ringvormig gebied. 

ad H2-b: Snijden van een deel der randkrommen door subkarakteristieken 

is een conditio sine qua non voor de geldigheid van het bewijs 9 daar 

o.a. essentieel gebruik gemaakt wordt van het zgn. probleem van Cauchy 

die slechts een unieke oplossing van een lineaire 1e orde partiele 

differentiaalvergelijking toelaat als de gegeven kromme niet raakt 

of samenvalt met de subkarakteristieken. 

Het bewijs van Norman Levinson geldt niet op de gehele verzameling R 

doch op een deel ervan, nl. met uitzondering van omgevingen van raak­

punten van subkarakteristieken met randkrommen; hetgeen niet zeggen wil, 

dat daar geen asymptotische ontwikkeling mogelijk is. 

ad H2-c: Singulariteiten bij de subkarakteristieken en snijpunten van 

subkarakteristieken onderling geven aanleiding tot niet uniform gedrag 

en weer een grenslaag hetgeen we vermijden willen (zeals bij de verge­

lijking van Burgers bijv.). 

2. De Hypothesen 

Hypothese H1 • 

a) Oplossingen u(x 9y 9 E) van (1.1) warden beschouwd op de verzameling R 

met de volgende eigenschappen: 

a1) R is een gebied, enkelvoudig of meervoudig verbonden (simply 

connected en multiply connected) met een eindig dimensionale basis. 
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a2) Er is een compacte verzameling RO, RCROo 

b) De verzameling randpunten S van R bestaat uit een (uiteraard) 

eindig aantal gesloten Jordan krommeno 

c) De functies 9 die elk element Sin (boog) parameter voorstelling 

geven behoren tot CVI 0 

d) Ai Bi C en D behoren tot CVIo 

e) De gegeven randvoorwaarden waaraan oplossingen van (1o1) moeten 
VI voldoen (op S) behoren eveneens tot C o 

Hypothese H2o 

Er is een functie r(xiy) behorende tot c11 zodanig dat op R0 geldt 

Ar + Bf > Oo 
X y 

Hypothese H2 heeft de volgende consequentiesg 

1) A2 + B2 
> O, de raaklijnenvector aan elke subkarakteristiek die 

in RO ligt bestaato 

2) De subkarakteristieken bezitten in RO geen singulariteiteno 

3) De subkarakteristieken snijden elkaar niet in ROo 

4) Er zijn geen "limit cycles" in ROo 

Dit volgt uit het theorema van Poincar~-Bendixon (III)o 

Stelling 2o1o 

Een voldoende voorwaarde voor H2 is dat RO enkelvoudig verbonden iso 

(Voor R is dit niet nodig~) 

3. De hoofdstelling 

Definitie 3o 1 o 

Onder de positieve richting op een kromme van S verstaan ,.m de richting 

van de raaklijn-vector in een willekeurig punt zodanig gekozen$ dat 

een rotatie in (goniometrisch) positieve zin van;~ deze vector doet 

samenvallen met de normaal in Ro 
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De booglengte parameter neemt toe in positieve richtingo 

Definitie 3.20 

Onder een "regular quadrilateral" verstaan we een puntverzameling, 

die als volgt gevormd wordt: 

a) s
1 

is een stuk van een Jordankromme, behorende tot Smet eigen­

schappen~ 

1e Alle punten van s1 liggen op subkarakte~istieken. 

2e Geen enkele subkarakteristiek raakt s1• 

b) De verzameling van alle karakteristieken die s1 bepalen snijdt van 

een (andere) Jordankromme van Seen stuk s2 af met eigenschappen: 

1e Alle punten van s2 liggen op subkarakteristieken. 

2e Geen enkele subkarakteristiek raakt s2• 

3e De puntverzameling, die door de subkarakteristieken en s1 en s2 
bepaald is 9 is een enkelvoudig 

/ 
./ i ' 

Illustrati~ 1 / / / , I ; I , 

/ / 
//u 

/ I ! 

verbonden gebiedo 

/ 
,/ / 
, ; 

I 
I 

ABCD is een voorbeeld van een regular quadrilateral (r,qo)o 

Opmerking 3.10 

Als de subkarakteristieken een stuk s1 van een element van S snijden, 

dan volgt uit het feit dater geen "limit cycles" zijn noodzakelijk 

het bestaan van een andere doorsnijding s2 o s1 en s2 kunnen behoren 

tot een en dezelfde Jordankromme, in dit geval echter mogen de segmen­

ten s1 en s2 geen gemeenschappelijk eindpunt bezitteni daar dit punt 

een raakpunt J.So ,. 
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Uit H1 en H2 volgt echter niet, dater uberhaupt een roqo bestaato 

Opmerking 3o2o 

De fundamenteel belangrijke kenmerken van een r.q. zijn: 

A: De subkarakteristieken waaruit een roqo is opgebouwd snijden de 

randen s1 en s2 en raken deze dus niet. 

B: De subkarakteristieken van een r.q. bezitten op dit r.q. geen snij­

punten onderling en geen singulariteiten. 

Stelling 3o 1 o 

Voor s, geldt: B~-A~> 
ds ds Og 

Voor s2 geldt: B~-A~< 
ds ds 

0 of omgekeerd. 

sis de boogparameter zowel van de krommen van S als van de subkarak­

teristieken. 

Bewijs: 

Daar er geen raakpunten 

is dus B ~ - A .2l. ':/: o. ds ds 

z1Jn van de subkarakteristieken op s
1 

en s 2 
Wegens continuiteit heeft dit tot gevolg dat 

B ~: - A* tekenvast is op s1 en op s 2 • 

Gevolg is echter dat als B ~: - A f op s
1 

> 0 is, op s 2 < 0 moet zijn 

t.g.v. de definitie van positieve richting ops. 

Stelling 3o2o Lichtenstein (IV). 

Als H1 en H2 beide gelden, dan heeft (1.1) precies ~~n oplossing 

u(x,y,E), die voldoet aan de gegeven randvoorwaarden. 

Voor elke kleine E > 0 op RU S is deze oplossing 2x continu differen­
II tieerbaar, dus u behoort tot C op R. 

Norman Levinson formuleert en bewijst nu de volgende hoofdstelling: 

Stelling 3o3o 

Onder voorwaarde, dat H1 en H2 beide gelden, bestaat in elk regular 

quadrilateral van RU S de volgende asymptotische ontwikkeling: 

,, 
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u(x,y,E) = U(x,y) + z(x,y,E) + EZ(x,y,E) + w(x,y,E) 

met de eigenschappen~ , 
a) w = 0( £ 2

) E + + 0o 

b) U(x,y) is de oplossing van de gereduceerde vergelijking (1.2) die 

op s
1 

aan de op S gegeven randvoorwaarden voldoet. 

c) In een zekere omgeving van s
2 

geldt 

z = e-g(x,y)/E d h(x,y) o o • o • (3. 1) 

waarbij: 

1: g = 0 op s
2 

en g > 0 in alle andere punten van een omgeving van 

s
2

• 
II 

2: g en hE. C o 

3: 3 o > O; z = O(e-o/E) voor E + 0 voor al die punten van het r.q. 

waar (3.1) niet meer geldt. 

d) UE CII. 

e) w = 0 op s
1 

en s
2

• 

f) Z = 0(1) als E + + 0 uniform op RUS. 

4. Het maximum principe 

Stelling 4. 1 o (hulpstelling) 

Geg.: ~u + a(x,y)u + S(x,y)u + y(x,y)u = O, u(x,y) voldoet aan deze 
X y II 

vergelijking op een open verzameling R1 ; u ~ C • 

Verder a, S, y continu op R
1

; y < 0 op R
1

• 

Het is niet mogelijk, dat u hetzij een positief maximum, hetzij een 

negatief minimum op R
1 

bezit. 

Bewijs: 

Stel u(x
0
y

0
) = u

0 
(p.d.) is een positief maximum. 

Dan geldt ux(x
0
y

0
) = uy(x

0
y

0
) = Oo Dus ~u 

xoYo 
lid·> O. 

yu
0

, dus rechter-

Hieruit volgt linkerlid > O; dit is bij een maximum niet mogelijk. 

M.M. een negatief minimum. 
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Stelling 4o2o {hulpstellingj uitbreiding van de voorafgaande hulp= 

stelling) 

Gego: 8u + a(xiy)u + S(x,y)u + y(x,y)u = Po 
x y II 

u(x,y) voldoet aan deze vergelijking op een open verzameling R1 , u~C o 

Verder a, B, yj p continu op R
1

o Bovendien geldt op R
1

: 

y ! - k < 0 en IPI ! Mo 

Het is niet mogelijk, dat u een positief maximum of een negatief mini= 

mum bezit groter, respo kleiner dan M/k respo - M/k; bovendien, 

als tevens gegeven is dat lul ! M/k op S dan is lul ! M/k op R
1

o 

Bewijs: 

1e deel ongeveer analoog aan stelling 4.10 

2e deel: Stel dat in (x
0
y

0
) gold u(x y) > M/k (respo - M/k) en op de 

o o II 
rand dus I u I ! M/k dan is er een maximum van u > M/k, wegens u ~C 

tegenspraako 

Stelling 4o3o Het maximum principeo 

Onder voorwaarde dat H1 en H2 beide gelden en ID I < m op RI) S en als 

bovendien lul ! mop S dan geldt het volgende: 

3 K > 0; K onafhankelijk van £, als £ > 0 en klein is, zodanig dat op 

R geldt: lul ! Kmo 

Dit principe blijft gelden als D(x,y,E)o 

Bewijs~ 

Stel v = 
ar(x,y) 

e o u • 0 0 0 

a> 0 en zodanig gekozen, dat geldt: 

a( Af + Bf ) - C > 0 • o o • o ( 4 o 2) op R LJ So 
X y 

Dit is altijd mogelijk; immers: 

Ar + Br is continu en R\) S is compacto 
X y 

Van het feit dat c < 0 is eventueel, wordt geen gebruik gemaakto 

Substitutie van (4o1) in (1o1) levert op: 
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£b.v + (A - 2£af )v + (B - 2tal' )v + [c - a(Ar + Bf ) + £a2( r 2 + r 2 ) + 
XX yy X y X y 

ar 
= De o 

We passen nu stelling 4o3 toe. 

R is openo 

De coefficienten van V 'V 'V zijn allen continu op Ro 
X y 

Het rechterlid is continu. 

Als a voldoende groot is, is bij voldoende kleine £ onafhankelijk van 

het teken van c de coefficient van v < 0 i.v.rno (4o2)o 

Dus .3k, coefficient van v ~ -k < 0 rnits £ voldoende klein is, dusk is 

onafhankelijk van£ bij voldoende kleine £. We kiezen k ~ 1. 

I I +ar 
Stellen we D ~ m op RU S en e ~ M

1 
op RU S dan geldt voor het rech-

terlid: I rechterlidl ~ rn M1 = M (podo) 0 

M In het ge,ra1 van een positief maximum hebben we v < - • 
max - k 

m M1 rn 
Dus v < - 9 v = M

1 
u • Dus u < - voor een positief rnaximumo max k max max max - k 

Als Jul~ mop S, dan geldt ook lul 
m So nu gegeven J.S < - op 

rn M
1 

-k 

Dus lvl s, dus !vi 
M So <-op < - op 

- k -k 

Hieruit volgt lvl 
m M

1 
Ro Dus lul 

ar m M
1 R. <- op e <-op 

k - k 

Als M2 
-ar 

op RUS K = M
1
M2 , dan is op R,lul ~ Km, K onafhan-= max e en 

kelijk van t-o It 

5. De grenslaag term 

In een omgeving van s2 bepalen we nu de grenslaag term z(x,y,£). 

Men kan nu 2 methoden volgen: 

A: Overgaan op lokale coordinateno Men vindt dan, gebruik makende van 

de terminologie en methoden uit de Inleiding (V): 

S = £U (x,y,£) + B(x 9y)u (x,y,£). yy y 
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Overgang op de lokale coordinaat s(s = ¾ ), 
e: 

1-2V * -V V * s = £ uss(xDslle:) + £ O B(x~se:) O us(x9siE)o 

Dit geeft v = 1 o 

De getransformeerde vergelijking wordt~ 

De gereduceerde vergelijking in lokale coordinaten levert op 
# # 

USS+ BUS= Oo 
Deze methode wordt door Norman Levinson niet gevolgdo 

B: De WoKoBo methodeo 

Transformeer de vergelijking (1o1) domoVo de transformatie 

u(x,yge::) = exp [e:v<j>(xlly,e:)]o Dit geeft: 

Voor v = -1 geeft dit: 

Voeren we nu in de formele asymptotische reeks <J>(x,y 9 e:) = <1>
0

(x 9y) + 

+ e:<J> 1{xlly) + e:
2

<J>
2

(x,y) waarbij <1>
0

{x 9y) vol~ uit de gereduceerde 

vergelijking 

dan vinden we formeel 

Dus 

exp 

Dus 

<Po 2 
u =exp£ o exp <1>

1 
o exp e: <1>

2 
o exp e: <1>

3 
o 0000000 

-~ 
u(x 11 y 11 e:) = e e: oho 

[ <J> 
1 

{ X gy)] = h ( X 11Y) o 

u(~»y
9

e:) = e -g/e: h(1 + e: Rest 0 ), 

= e =g/e: ( ) h + E:Z X11Y»E o o o o o (5o1)1l 
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en dit is precies dezelfde vorm, die de auteur ook gebruikt. 

Substitutie van u = e-g/e h + EZ in (1.1) levert op 

-g/£ e .h 
£ 

[g2 + gy2 - Agx - Bg] + e-g/e [(A - 2g )h + (B - 2g )h + 
X y X X y y 

+ (C - &g)h] + Ee-g/E&h + e(e&Z + AZx + BZY +CZ)= Do o • o o (5.2) 

We bepalen gnu zodanig, dat 

2 2 
gx + g - Ag - Bg = 0. o • o • (5.3) y X y 

Evenzo h uit 

(A - 2g )h + (B - 2g )h + (C - &g)h = 0 ••••• (5.4) 
X X y y 

Als eerste oplossing voor g die aan (5o3) voldoet vinden we g = o. 
lim vergelijking (5.2) geeft Ah + Bh +Ch= D. Dit geeft u(x,y) 
g➔+O X y 
als oplossing. 

Voor andere oplossingen voor g kunnen we ons nu beperken tot de homo­

gene vergelijking (5.2a). 

Het probleem is nu een oplossing te vinden van de vergelijking 

p
2 

+ q
2 

- Ap - Bq = 0 ••••• (5.6), 

waarbij per definitie p = g; q = g ~metals speciale randvoorwaarde-x y -
probleem 

A. u = 0(s) op s2; 

u = 0 op S - s2 , 

0(s) is 2x differentieerbaar; 

sis de boogparameter; 

e(s)j e 0 (s), e"(s) zijn nul voor de beide eindpunten van s2 • 

B. s2 wordt gekenmerkt speciaal door het feit dat B ~ - A~> 0 is (5.5) ds ds 
(dus f~n der randen van een r.q. is). Nu is s2 een "gesloten" segment 



en (5o5) continu op S; er is dus een eveneens 11gesloten" segment s2, 
S? cs2 met de volgende eigenschappen 

f O tB ~ - A dy > 0. 
· ds ds ' 

2g e(s) = o op s2 - s2 , 

* 3g e (s) = e(s) op s2 11 - 0 op s2 ~.S
2

a 

Illustratie 5o1 

* Voor het gemak noemen we s2 voortaan s
2 

en e {s) 11 e(s)o 

Cog en h zijn oplossingen van respectievelijk (5o3) en (504) metals 

speciale randvoorwaardeprobleem g = 0 op s2 ; h = e(s) op s
2

• 

De karakteristieke strookvoorwaarden van (506) luideng 

dx 
2p - A; i!J2. = Ap + B qo -= dt dt X X , 

~= 2q - B; dq = A p + B q· dt dt y y ' 

~ = p 2 2 
dt 

+ q 0 

Het probleem van Cauchy voor g met deze speciale randvoorwaarde is op-

. dx 
losbaar mits ds dx dt ~ Oj doWoZo de subkarakteristieken van 

(506) mogen niet raken aan s
2

o 

We zullen nu bewijzeni dat dit inderdaad zo isg 

dx 
ds ~ = dx (2q - B) - ~ (2p - A) o o o o a (5o 7) dt ds ds 

Ui t hP+. fei t 11 dat g = 0 op s2 is volgt dat s
2 

ligt op bet integraal­

oppervlak 11 dus aangezien de gradientvector van g .1.. bet raakvlak is 
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~ {dx d~ d d 
( p, q) ...L ds , *) o Dus p d: + q * = o o 

We bepalen nu pen quit 

P dx+q.2l.=o 
ds ds ' 

2 2 
p + q - Ap - Bq = O, 

pen q niet = Oo 

Dit geeft 

p = -

q = 

Substitutie in (5.7) geeft 

i!!, .2l. - .2l. S = B i!!, - A ,2;l > O. 
ds dt ds dt ds ds 

Bekijken we nu het verloop van de subkarakteristieken van (506) in een 

omgeving van s
2

o 

' h f ·t d t dx dv dv dx > 0 d d . d h k Uit et ei 9 a ds ~ - ds dt volgt at e cosinus van e oe 

tussen de raaklijnenvector van s2 ( * 9 * ) en de normaal van een 

subkarakteristiek die s2 snijdt in het snijpunt nl. (t, -:; ) 
positief iso Dit heeft ten gevolge, dat de hoek tussen de vectoren 

( ~ , f) en (f , -l) scherp is o~ tot het 4e quadrant behoort. 

In beide gevallen heeft dit ten gevolge, dat bij toenemende t de raak-

· · t (dx ,2;l) liJnenvec or dt 9 dt "in R wijst" en scherpe hoeken maakt met de 

inwendige normafl van s2 in het desbetreffende punto 
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Illustratie 5o2 

( ~. c:111) 
ds 1 ds 

( Jx dy) 
dt} dt 

I 

(. ~ ~) \V 
dt'dt 

2 2 
Op s2 geldt nu~ dat p + q > Oo Irnmers {5o5)i (508) en (5o9) zou 

dx .& in het geval p = q = 0 volgen ds = ds = 0 op s2 en dit is onmbgeli,iko 

Wegens de continuiteit is p2 + q2 
> 0 in een zekere omgeving n1 van s2o 

Dach dit betekent bij toenemende t dat g monot.oon stijgend is in R(\,n1 
langs de subkarakteristiek van (506)0 

Bovendien geldt dater een unieke oplossing van het Cauchy probleem 

betreffende vergelijking (506) bestaat in een zekere omgeving n2 , waar­

bij g~IV en a(xjy)/a(s 0t) ~ Oo 

We kiezen nu een gesloten verzameling T1 met de volgende eigenschappen: 

1: T
1
c.(n

1
(ln

2
), 

2: De randkromme van T1 wordt gevormd door s2 enerzijds en door een 

krornme afed anderzijds zodanigi dat 

a) afed in boogparametervoorstelling behoort tot CIII, 

b) De uitwendige normalen toOoVo T1 in~ punten van afed "in R 

wiizen11 o 

Dit is speciaal van belang voor de beide snijpunten a en do 
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Illustratie 5 o 3 

ad l.S de "nieuwe" S 0 

2' 
be is de "oude" S 0 

2' 
ce en bf: zijn de subkarak.teristieken van (5.6). 

Conclusie: 

A: 3 o > 0 9 zodanigll dat g(x,y) > ot op T
1

, t > O; 

B: g(x~y) = 0 op s2 o 

//1 

I 

We gaan nu over tot de bepaling van de h uit (5o4) en de speciale rand­

voorwaarde h = 0(s) op s
2

o 

De vergelijkingen der subkarakteristieken van h volgen uit 

__ d_x.,...._ = __ d.._y __ 
A= 2g B - 2g 

X y 
waarbij ~~ = (C - ~g)ho 

Zij hebben dus precies dezelfde vorm als de subkarakteristieken van de 

vergelijking (506)0 
II Dus er is in T

1 
tevens een unieke oplossing van (5o4)ll zodat hEC daar 

f!:15!,IV op ba en de is 0(s) = Oo 

Langs de karakteristieken geldt 

Dush;= 

dh 
h= 

keS<c - ~g)dt 0 

(C(t) - ~g) dto 

Echter op ba en cd is h = Oo 
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Dush= 0 op alle subkarakteristieken in de cur ilineaire driehoekjes 

abf en cde, dus h = 0 in alle punten van 6abf en 6cdeo 

Stellen we nu e-g/£ oh= z (dit is niet de z(x 9yi£)~die voorkomt in 

de hoofdstelling)j dan geldt het volgende~ 
II 

1 e: z EC ; 

2e: z = 0 op af en ed; 

3e: z , z, z 9 z , z = 0 op af en ed; 
X y XX xy YY • • _ 0 /£ 

4e: z, z 'z 'z j z 'z ziJn allen O(e 1 ) voor £ ~ + 0 op efo 
X y XX xy yy 

Nu geldt speciaal op ef dater een constante o
1 

> 0 bestaat, zodanig dat 

g(xjy) ~ 20
1 

op efo Dus e-g(x,y)/£ ~ e-o,/£ voor alle £ > Oo 

Dus e-g(xiy)/£ lhl ~ e-o,/£ M, waarbij M = max lhl op ef; deze bestaat 
II want 1-i ~c o 

Dus lzl ~ M e-o,/£ voor alle £ > Oo 

Kiezen we£ binnen een zekere kleine omgeving van£= 0 dan blijft 

deze betrekking gelden voor alle £ f O, £ > Oa 

Dus op ef geldt z = O(e-
011~) voor £ ~ + Oo M.M voor alle partiele 

afgeleiden van z tot en met de 2e ordeo 

We definieren nu een nieuwe z als volgt: 

A) a is de boogparameter van afed; 

B) Beschouw een verzameling V van orthogonale trajectorien met boog­

parameter T van ado De parameter voorstelling van deze kromrnen familie 

is nu 

x = x(cr) y 0 (cr)T, 
y = y(o) + xi(o), o 

o en T worden zodanig steeds gekozen dat bij toenemende T de raaklijnen= 

vector van de orthogonale trajectorien "niet in T1 wijst" dus uitwendi­

ge normaal van T1 iso 

C) Op afed geldt a(x,y) = 
3(09-r) 

(:j*).i(*,*) 

(i, 

1 f O, imrners 

op afed 9 
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Wegens de continuiteit van deze Jacobiaan 

van afed, zodanig dat ~~~:~~ ~ 0 iso 

D) Beschouwen we een gesloten verzameling 

1eg afed; 

2eg 2 orthogonale trajectorien; 

* is er een omgeving T2 

* T2 C T2 met als randkrommen 

3eg een voldoend differentieerbare kromme ij (zie illustratie 5.3), 
corresponderend met ,

1
o 

E) * (,1 - ,)3 2 
z (,,o) = ---- (z

1
(o) + ,z2(o) +, z

3
(o)] 

'T 3 
1 

* z (,,o) = z(x,y) op T
1

• 

voor , = O; 

Eigenschappen van 

* 1) z (O,o) = z(o) 
* 2) z (.

1
,o) = o 

* Z (T,o)g 

(op ad); 

(op ij); 

voor , = O; 

+ L z
2

(o) 
'1 

voor , = Oo 

3) 

4) 
alle 1e en 2e ordepartiele afgeleiden zijn O op iJ; 
* z (,,o) = 0 op ai en djo 

Deze laatste eigenschap verdient enige aandachto 

De punten, die liggen op afed liggen ook op de orthogonale trajec­

torien 

x = x(o) - yv(o), 
y = y(o) + xv(o), 9 en corresponderen met,= O. 
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Dus voor de punten op afed geldt dus 

( *) T=O = :; ¾ + :; * = - . zx Y
0 

( cr) + zy x
1 

( cr) 

(

32
2z) = {y 1 ( o) }2 z - 2x 1 

( o) y 1 ( cr) z + {x 1 
( o) }

2 
z o 

dT T=O xx xy yy 

Gegeven is echter dat op af en cd z, en alle partiele afgeleiden = 0 

zijno 

* Dus z (o,T) = 0 op ai en dj. 

Op dezelfde manier vinden we, dat ook alle partiele afgeleiden van 

z* tot en met de 2e orde = 0 zijn op ai en djo 

Illus:tratie 5 o 4 

5) op T
2 

geldt z* = O(e-
0
1/e)o Hetzelfde voor alle partiele afgeleiden 

tot en met de 2e ordeo Dit is het gevolg van het feit 9 dat voor z(0 9 o) 

1 . .. . ( ) . ( -o / £) en ale partiele afgeleiden van z T 9o voor T = 0 geldt O e 1 o 

Dus z~(x,y) = O(e-o/e) op ((RUs) - T
1

) lJ ado Dit geldt ook voor alle 

partiele afgeleiden tot en met de 2e ordeo 

6) Z..-E CII o 
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We beschouwen nu de substitutie u * = z + e:Z op RVs voor de homogene 

vergelijking E&u + Au + B~ +Cu= Oo 
X y 

Voor T1 vinden we dus 

e:&Z + AZ + BZ -g/e: +CZ= - e &ho 
X y 

Voor ((RUS) - T
1
)Uad vinden we 

- (e:6Z + AZ + BZ + CZ) 1 * * * * * = - ( e:z + E:Z + Az + Bz + Cz). 
X y e: xx yy X y 

Dus Recht er lid = o(e=0,Je: 
0 

e: -1) voor e: -+ + o. 
Dus Linker lid = o(e-o/e: 

0 
e: - 1) voor e: -+ + o. 

Dus ILinkerlidj ~ ~ /e: Ve:# O; e: < e: 1 o 
e:. e 1 

Daar echter lim 0 / e: e: e 1 = ~ kunnen we zeggen 
e:-++O 

e:&Z + AZ + BZ +CZ= 0(1) voor e:-+ + O, 
X y 

en dit geldt ook op T1i want -e-g/e: &h = 0(1) wegens de continuiteit van 

&hop T
1

, voor e:-+ + Oo 

Resultaat e:&Z + AZ + BZ + CZ = 0( 1) voor e: -+ + 0 op RU s. 
X y 

Het speciale randvoorwaardeprobleem heeft ten gevolge, dat Z = 
. * * want op s

2 
is z = u (z = z = 0(s) en u = 0(s) op s

2
), op S 

* waren zowel z als u = O. 

We kunnen nu het maximum principe toepassen, want IRechterlidj <men 

z = 0 op S dus lzl ~ mo 

Voor R geldt dus lzl ~ Km9 moaoWo Z(x,y) = 0(1) voor e:-+ + o. 

Samenvattend resultaat. 

Voor het speciale randvoorwaardeprobleem 

u = 0(s) op s2 
u =oops - s 2 J 
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geldt voor de homogene partiele differentiaalvergelijking van 

elliptisch type £~u + Au + Bu +Cu= 0 de uniform geldige asymp-x y 
totische ontwikkeling 

De subkarakteristieken van (1o2) worden in deze § aangeduid door sub­

karakteristieken zonder meero 

We beschouwen een regular quadrilateral, sis de boogparameter van s
2

o 

Elke subkarakteristiek in het r.qo wordt eenduidig bepaald door een 

waarde van si daar de karakteristieken elkaar niet snijden op de rand. 

Stel s = s
1 

ens= s 2 de beide subkarakteristieY~n die tot de rand 

t b h W d t . ~t "t B dx Ady van he r.q. e oreno egens econ inui ei vap ds - ds op S geldt 

B ~ - Ady> 0 respo < 0 niet alleen voor s
2 

respo s
1 

doch voor een 
ds ds * * 

wat groter segment s
2 

en s
1

, 

Het nieuwe regular quadrilateral wordt gekenm.erkt door 

s 1 - 3o ~ s ~ s2 + 300 

We beschouwen nu 3 roqo 0 s, nlo 

s, < s < s 
- = 2 symbool <P 9 

s1 - 20 < s < s 
2 

+ 20 symbool 

s1 - 30 < s < s + 
2 3o symbool 

Illustratie 601 

SI 
~ 

<P t 
# 

<P 0 

J 
roq. f~ ABCD 
roqo <P,k HEFG 
roqo <Pg LIJK 

AB S 
DC s2 

-1 
HE s

2 
GF s1* 
LI s2* KJ s1 
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We beschouwen de vergelijking 

e~u + Au + Bu +Cu= D 
X y 

met gegeven randvoorwaarden u op So 

U(x 9y) is de (unieke) oplossing van de gereduceerde vergelijking 

Au + Bu + Cu = D met de gege,rpn randvoorwaarde u op S 
1 

o 
X y 

Klaarblijkelijk behoort U tot Vin ~o 

Stel nu{e(s) = u - U ops? 
continu op [s

1 
- 30 11 s

1 
- 2oJ en [ s2 + 2o, s2 + 3o] 

e(s) = 0 op [s1 - 3o, s, - 38+ o,] en [s2 + 3o - 02' 52 + 3o] 

z* + eZ is de oplossing van de homogene vergelijking met speciale 

randwaardeprobleem 

* * z + ez = e(s) op s
2 

* z + EZ = 0 

Definieer w(x~yie) nu als volgt 

* Daar zowel u, USI z en Z uniform begrensd zijn op$ is w ook uni-

form begrensd op$ als £ ➔ + Oo 

Substitutie levert op 

e~U + {AU + BU + CU - D} + {e~(z + eZ) + A(z + eZ) + B(z + eZ) + 
X y X y 

+ C(z + eZ)} + {e~w + Aw + Bw +Cw}= o. 
X y 

Daar U aan de gereduceerde vergelijking voldeed en z + eZ aan de 

homogene elliptische vergelijking vinden we 

e~w + Aw + Bw +Cw= - e~U 
X y 

metals randvoorwaarde 

w = O op s
1 

en op s 2 , 

want op s
1 

is u = U en z + eZ = o, 
en op s2 is z + EZ = u - Uo 

0 0 0 O 0 (602) 
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1 

De auteur tracht nu te bewijzen, dat w = O(E 2
) door te bewijzen, 

dat de volgende aanname tot een tegenstrijdigheid voert: 

Er is een ~unt PE~, zodanig dat voor voldoende grote k1 > 0 geldt 

lwl > k
1 

E2 voor een aantal kleine E. (6.1) 

Voor het gemak nemen we w > 0 op~. 

Het bewijs verloopt als volgt: 

Is k de constante, die een belangrijke rol speelt in het Maximum 

Principe dan geldt voor voldoende kleine E: 
1 

k €2 

El~ul < -
1 

-
k 

1 k 1 Het enige wat daarvoor nodig is, is E
2 < kM te kiezen als 

M = max l~ul op l. 

Stel nu dat op een of andere subkarakteristiek (s) 9waarvoor geldt 

s 1 - 2o ~ s ~ s 1 en evenzo op een of andere subkarakteristiek (s), 

waarvoor geldt s2 ~ s ~ s2 + 2o voor alle punten Pop deze twee 

subkarakteristieken geldt: 

voor die E, 
k 

waarvoor (6.1) geldt. , 
Dan volgt eruit, dat lwl < k1 £ 2 in het gehele r.q. dat o.a. door 

deze 2 subkarakteristieken begrensd wordt. 

Dit is in tegenspraak met de veronderstelling dat in minstens een , 
punt lwl > k1 E2 • 

De conclusie is dus, dat bijv. voor alle subkarakteristieken (s), 

waarvoor
1
geldt s 1 - 2o ~ s ~ s 1 er altijd minstens een punt is waar 

k £2 
1 w > --- voor die E's waarvoor 6.1 geldto 
k 

We gaan nu de volgende coordinaten transformatie toepassen: 

cr = cr(x,y) (deze cr en deze T hebben niets uit te staan 

T = T(x,y) met de cr en T van de grenslaag) 9 

• 
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met de volgende eigenschap: 

cr(x,y) en T(x,y) voldoen aan de respectievelijke vergelijkingen 

en 

Er bestaan oplossingen van deze twee vergelijkingen met de volgende 

eigenschappen: 

a) De oplossingen cr(x,y) en T(x,y) e c vr, 
b) cr2 + cr2 

> o, T2 + ./ > O; dus andere op1ossing dan de triviale 
X y X y 

0 oplossing; 

c) In~ geldt a(cr,T) # O; 
a(x,y) 

d) De subkarakteristieken van (1o2) gaan door deze transformatie over 

op de krommen cr = constant; 

e) De curvilineaire coordinaten zijn orthogonaal; 

f) A, + BT # O, want= 0 betekent dat de vectoren (A,B) en (T ,T ) 
X y X y 

orthogonaal waren en dit heeft ten gevolge dat 

A 

B 

T 
X 

T 
y 

# O, hetgeen een tegenstrijdigheid opleverto 

Deze transformatie voert de vergelijking (6.2) over in 

EW (cr2 + cr2 ) + EW (,2 + , 2 ) + EW Acr + w (AT + BT +EAT)+ Gw = crcr X y TT X y cr T X y 

= - EAU. 0 •• 0 • (6.3) 

Een tweede transformatie w = ek,. W voert (6.3) over in 

+ EA,] W [c + k(At + Bt) + 2 2 2 ] -kt (6.4) + Ek(, + T) W = - EAUe • 0 • t X y X y 

k is een constante die zodanig gekozen wordt 9 dat 

C + k(At + Bt ) 1 a 
Bt ) < 0 op$ (6.5) - - - (At + 

' 
0 0 0 0 0 

X y 2 dT X y 



108 

Het is altijrl mogelijk zo 9 n k te kiezen wegens het feit dat 

1e) AT + BT # 0 is op~ en 
X y 

2e) alle terrnen continu zijn op 1' o 

We delen links en rechts van (6.4) door o
2 + o

2 
en vinden 

X y 

£Woo+ £PWTT + £A2WO + (B1 + £B2)WT + (c, + £C2)W = £D2 0 0 0 0 0 (6.6) 

waarbij 
2 + T2 C + k{AT + BT) T 

X 
p = X 'i.. > o, c1 

y = 
cl+ 02 2 2 , 

o + o 
X y X y 

l'::.o 
k2(i + T2) 

A2 = c2 = X y > o, 
02 + 02 ' 02 + 02 

X y X y 

AT + BT 
k

2 
P. B1 

X y # o, c2 = = 
02 + 02 

X y 

2 T2) 2k(T + + l'::.T 
B2 

X y = 
02 + 02 ' 

X y 

Alle coefficienten zijn zeker van klasse CII; verder geldt 

We definieren nu de volgende functie 

T2(o) 

~(o)g ~(o) = I if(o,T) dT. o • o • (608) 
T1 o) 

- -langs een subkarakteristiek o = constant t~ van s1 

a) s1 correspondeert met T = T1(o); 

b) s2 correspondeert met T = T2(o); 
,, 

1 
2 2 < 0 0 0 0 

o + o 
X y {6.7) 

-+ s 
2 waarbij: 
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c) de integraal wordt zodanig genomen, dat ~(a) positief iso 

Deze integraal bestaat, want We CII is continua 

$, s
1 

en s
2 

worden hier uiteraard in de getransformeerde situatie 

beschouwdo 

Daar w = 0 op s
1 

en s
2 

volgt er uit dat W eveneens = 0 op s
1 

en s
2

0 

W 
II . . oo • Verder € C en W gedefinieerd op een compacte verzamelingo 

Men kan nu~ 2x differentiereno Langs een subkarakteristiek geldt dus: 

T 

d2~ = 2 I 2 
2 . 

dcr T
1 

II Dus ~EC o 

W 2 dr o o • o o (609) a 

Vermenigvuldig de linker en de rechterzijde van de vergelijking (606) 

met Wen integreer langs een subkarakteristieko Het resultaat is 

derhalve 

WW aa PWW 
TT 

Deze vergelijking gaan we wat eenvoudiger makeno 

PWW = ~ (PWW ) - PW 
2 

- P WW o 
, TT ch T T T T 

Substitutie geeft 

C 
1 

PW 
2 

T 

C W
2 

dT + 
1 

0 0 0(6010) 
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dT + I 
'1 
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'2 
dT = l f B 2 1 

aw2 = l B w2 
2 1 

'1 

'T 

= _ l f 2 w2 ,:::1 2 a, d, o 

'1 

'T 'T 

I 2 1 J 2 __ 2 3B1 
- 2 W~ a=r- dT = 

'1 '1 

(p'!.TT.T .... I '2 = vn•. 0 9 want W = O op S 1 en op s2 • 

'1 

Wegens de continuiteit van P,j A2 , B2 , c2 en D2 op <I>, 1S er een 

k > 0 zodanig dat ., 
2 

'2 

!JI ~ k 2 f lwl (1 + lwl + lw I + lw I) d, o 
0 'T 

'1 

k 2 = max { max IP, - B2 1, max IA2 1, max C251 max ID2 1 } ' dit alles op lo 

Uit (6.10) volgt~ 

'2 '2 
2 J WW d, = 2 J PW 

2 
aa T 

'1 '1 

'T 

2 J 2 1 oB1 _2 
d • - £ ( C 1 - 2 h ) w d, + 2J o o o ( 6 o 1 3). 

'1 

Uit (609) volgt~ 

T 

d21P I 2 _2 
= - - 2 w- dT 2 o do T 1 

• 0 0 0 0 (6.14)0 
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Uit (6013) en (6014) volgt~ 

2 T2 T2 ·2 ;m, 
~ = 2 I W 

2 
dT + 2 f Pw/ dT = f J (C 

1 )w2 d~ + 2J 0 
2 CJ e: 1 =2r 0 0 

dCJ T 1 ·, ·, 
(6015) 

aB
1 

Daar P > 0 op l en c1 
1 

< 0 4> zijn de eerste drie termen .:, Oo =2=a:r op 

1 
aB

1 Wegens de continuiteit van Pen c
1 

- 2 F op 1' geldt de volgende formule~ 

'2 
dT + m2 f w2 

dT} + 2J o o o o o (6016) 

'1 

waarbij m
1 

= minimum van Pop 1'i a 
1 B1 

Dus~ 

m
2 

= minimum van - (c 1 - -==a ) op lo 
. 2 '! 

(W 2 + W 2 ) dT + 2m2 CJ T 

·2 
f w2 a,+ 2J~ 

'1 

1, immers als m. > 

krijgen we 

1 dan kunnen we m~
1 

= 
' 

We kunnen nu de m
1 

in de noemer weglateno 

Stel nu 3k
1 

= 2m1o Dit geeft k
1 

= ~ m
1

o 

stel: en, 

d1 + 2Jo 

1 Stel vervolgens 4k
1 

= 2m
2

o Dit geeft k
1 

= 2 m
2

o 

Kies k
1 

= minimum ( f m
1

, ~ m2 ) , k
1 

< 1 zodat nu geldt ~ 

T2 4k '2 
3k1 f (wCJ

2 
+ w,2)d, + -t- f w2 d, + 2J o o o o o (6017) 

T1 '1 

Uit (6012) volgt door toepassing van de integraal ongelijkheid van 

Schwarz~ 
,. 
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1 T2 1 
T2 T2 

IJI 2. k2 (T - T1 )2 ( J if dT) 2 + k2 I if dT + k2 I lwl( lw I + 2 a 
T1 T1 T1 

+ lw I) dT •• 0 T 0 0 (6.18) 

Voor zeer kleine E geldt nu 

T 
k1 

T2 , ( I 2 if 1 I if dT + IJI < k (T - T )2 dT) 2 +-- 2 2 1 € 
T1 T1 

T2 

+ k2 J lwl(lw I+ lw I) dT 
0 T 

T1 

Voor voldoend kleine Eis de 2e term van een dusdanige grootte dat de 

andere twee termen door eventueel veel kleinere vervangen kunnen worden 

zonder dater gevaar bestaat 'voor het "omklappen" van het teken 2.• 
Dus: 

Uit (6.17) volgt nu i.v.m. (6.8) 

(W 2 + W 2) 
0 T 

+ 2 

T2 

J (W 2 + W 2 ) dT 
0 T 

T1 

, 
- T )2 

1 

(6.19) 

T2 ( I w2 
T1 

1 
dT) 2 + 

Uit (6.19) en (6.20) volgt nu dat de 2e term tussen accolades weggelaten 

kan worden, immers als J > 0 dan is dit triviaal, als J < 0 dan staat 

tussen de accolades een positief getal of nul. 

,. 
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# 1 
Is k

2 
= max (T

2
(o) - T

1
(o)) 2 en stellen we k

3 
> 

dan volgt uit (6020) 

2 T2 2k 
2:..! > k f W 

2 
dT + __l <fl 

2 - 1 T e: dO T
1 

1 

- k 1 k
3 

<fl 2 
coo (6021) 

w~2 
kan weggelaten wordeno 

Door k
3 

voldoende groot te kiezen, volgt uit (6021) 

T 

d2<fl J 2 2 
- > k W · dT 

2 - 1 T dO T
1 

k 
+ .J.. <Ii 

e: 
e: 0 0 0 0 0 (6022) 

Deze semi-ongelijkheid noemt de auteur de karakteristieke integraal 

ongelijkheid, (6022) geldt echter alleen bij voldoende kleine Eo 

De subkarakteristieken s = s
1 

ens= s
2 

in het xy-vlak corresponderen 

met respo o = o
1 

en o = o
2

o We veronderstellen o
2 

> o
1 

voor het gemako 

Het feit, dat op elke subkarakteristiek waaRvoo~ geldt s
1 

- 2o ~ s ~ s
1 

• RR • 1 t 1 2 er minstens een punt is waarvoor ge d w ~ k e: correspondeert 

in het 0 9 T -vlak met het volgendeo 

Er bestaat een o
1 

> 0 9 zodanig dat op elke getransformeerde
1
subkarak­

teristiek die voldoet aan o
1 

- 20
1 
~ o < o

1 
geldt W ~ K

2 
e: 2

o 

kT 
Immers w = ek Wo 

1 ~ Dus als w > k e: voor een of ander punt in het (xy)=vlak in 1~ dan 

is voor het corresponderende punt in het o 9 T -vlak 

Nu is 

-kT 
e 

1 

1 
e: 2 0 

e: 2 0 o o (6023) als K
2 

~kt 
e 
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T 

< J W 
2 

di: voor alle punten van <Po - ,: 
T,1 

Dus ioVom~ (6023) geldt voor het speciale punt (o,,:) 

dT o o o o o (6024) 

Uit (6022) en (6024) volgt 

o a o o • {6025) 

Dus als we K1 voldoende groot nemen 11 dan geldt 

2 
k1 

k 2 
k1 K2 3 > 1 
T - T 4 ll 

2 1 

en dus 

0 0 0 0 0 (6.26) 
(o 1 - 2o 1 ~ o ~ o

1
). 

II • d<I> 
Daar het rechterlid positief is en <I> G C is Ta monotoon stijgend. 

Stel nu o
0 

= cr
1 - 010 Indien ( 

d<I> 
) CJ > 

do = CJ -
van (Jo naar (Jo + o,o 0 

0, dan beschouwen we (6.26) 

d<I> 
- 010 Is (d(r)CJ=CJ < 0 dan van cro naar oo 

0 

In het eerste geval is dus wegens de monotonie <I> v (CJ) > 0 Vo; 
o < cr < o + o,. 

0 - 0 
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Dus we kunnen (6026) links en rechts met ~u(o) vermenigvuldigeno 

Stellen we ~(o) 

dan vinden we dat 

k
1 

2 
2 

2 
( cJ> - ke: ) - 2 d cJ>o - ke ) 0 

£ 0 1 1 

2 k1 2 2 3 3 3 3 
Dus ( cp v ) > - ( cJ> - cJ> ) - 2 £ ( cJ> - cp ) + L - L + 2 E: ( cp = cJ>o) -

2 
£ + ~ o 

- £ 0 0 k 1 k 1 k1 k 1 

Hieruit volgt~ 

k1 , 2 2 1 
> ( 7"" ) 2 ( cJ> - cJ>o ) 2 0 

2 
£ 

Dus daar cJ>o ~ k, als £ voldoende klein isj geldt nu~ 

, , 
( o_o O) ok~ /£2 

e 

als £ -+ 0, dan gaat het rechterlid naar 00 vanwege de e-macht c 

Dus cJ>(o
0 

+ o
1

) = cJ>(o
1
)-+ 00 als E ➔ + 0 0 

Dit betekent dat ~(o1) ➔ 00 als £ ➔ + Oo 

Dus w(o T £) is niet begrensd als £ ➔ + Oo 1 , , 
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Dus w(o1,.,E) is niet begrensd als E ➔ + Oo 

Dus w(x,y,E) is niet begrensd op$ en dit is in tegenspraak met het feit 

dat wop$ begrensd iso 

Conclusieg 

In elk punt van~ geldt dat voor voldoende grote k1 geldt 
1 1 

lwl ~ k1 E2
o Dus w = 0(E2 ) volgens de auteuro 

7o Opmerkingen 

1 

Ao Gaat men het bewijs dat w = O(E 2 ) na, dan doet zich het merkwaardige 

feit voor 9 nat het bewijs met kleine wijzigingen ook geldt voor 

w = O(Ev) v ~ 1o Irmners~ 

D1) Er is eel" punt P4G~, zodanigsi dat voor voldoende grote k1 geldt, dat 

in elke rechter omgeving van E = 0 9 hoe klein ook,er altijd een E > 0 

te vinden is, zodanig dat lwl > k1Evo 
k1 V 

D2) Er geldt nu op$ Ellu < k E voor voldoende grate k1o 

Hier blijkt ook dft v niet groter dan 1 kan zijn want stel v > 1, dan 
· 1-v. 1 ·t· l 00 k lk 1·· is dus E nu< k en di is onmoge 1J voor e e nu riJ E. 

Toepassing van het Maximum Principe leidt tot lwl < KE op~ hetgeen 

een tegenspraak met (D1) opleverto 

D3) Het verdere verloop van het bewijs is geheel analoog aan dat in , 
het geval O(E 2 ) tot formule 60220 

Formule (6022) wordt 

k
3 

is zo groat gekozeni dat dit blijft gelden voor elke nulrij Eo 
K 

D4) Als w ~ it9 E in het (x 9y)-vlak dan correspondeert in het (o,.)-

vlak de uitdrukking W(o,T 9 E) > K2E in een punt (a,.) waarbij K
1 
➔ 00 

dan oak K2 ➔ 
00 o 



,, 

'2 
D5) (6024) wordt~ 

d2~ 
2 2 k k1K2 E: 

D6) + ..J. ~ Dus - > 2 - E: da T - '1 2 

D7) Voor voldoende grate K2 geldt 

k1K2 
2 

'2 - '1 

DB) (6026) wordt 

k1 2 
D9) Dus ~11

~ 1 > - ~~, + e: ~9 o 
- E: 
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W2d To 
T 

2 2 
k1k3 E: 

4 0 

2 
k1k3 

> 1 0 4 

2 k1 2 2 k1 2 2 
D1O) Dus (~ 9

) > - ~ + 2e: ~ - - ~ - 2e: ~Oo -e: E: 0 

D11) Stel ~(a) 

D12) Dus oak in dit geval volgt na substitutie 

E:3 
D14) Echter ~O ~k o 

1 

exp 
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De conclusie hieruit is dus precies dezelfde, nlo w niet begrensd op~. 

Bo Kennelijk geldt dus voor w~ w = O(ev), waarbij 

Dach dit wordt een "violence" van het symbool Oo 

Definitie van het symbool Oo 

\) < 1. 

f(XO ooo n 
X ' A1 o o. Am) = O(g( A1 o o o Am)) voor ./L-+ A

0 
betekent het 

volgende in R ~ 
n 

a) Op een verzameling V geldt 

lim = L # 0 als deze limiet bestaat. 

A~ 

b) g(A) ~ 0 op een zekere omgeving Q van A
0

o 

Bestaat deze limiet niet, doch geldt dat voor alle A~ omgeving n* 
van J\. 09 n*c Q I f~(.A-')-) I < M met dien verstande, dat irt eU:e 

omgeving Q +, waarbij Q * C.. Q + C n er een .A te vinden is, waarbij deze 

ongelijkheid niet geldt 9 

• A. * bovendien als voor een aantal J L~ Q geldt 
# 

bestaat er tenminste een .A~ Q waarbij 

M < lr(Pa.l\.) I 
1 - g(A) 

Stellingg 

< Mo 

Als f(xllly~e) = O(ev) .dan geldt 

lim lr(xwYwE)j = o. 
1J , 

£-+-0 £ 

Bewijs~ 

0 < IJ < V o 

< M
1 

< M dan 

!: ( lr<:~y,El I ) = !!~ c r(:~y,El I . :: ) = L • 0 = 0 , 

,. 
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De consequentie van deze stelling is nu dat het foutief is te beweren 

dat als f(x,y,E) = O(Ev) ook zou gelden f(x,y,E) = O(Eu) waarbij 0 < u < v. 

Passen we bovenstaande uiteenzetting toe op de orde functie w(x,y,E) 

dan merken we het volgende op: 

a) Hoewel niet ex~liciet vermeld wordt voor de omkering van het symbool 0 
. lw(x.ygE)l •• • · · nl. limv = 00 essentieel gebruik gemaakt van de werkel1Jke 

£➔0 E 

definitie in het bewijs; anders zouden de "punten11 D6) en D7) niet 

gelden. 

b) Aangezien echter het bewijs geldig is voor v < 1 en v > 1 niet 
1 -

mogelijk is, is de uitspraak w = 0(£ 2 ) in dit kader niet juist. 

Hetgeen in 

De aanname 

voert,. 

wezen exact bewezen. is,is het volgende. 

dat in een punt P~ qi lim lw(P,E) I = 00 tot 
£➔0 £2 

een tegenspraak 

De conclusie is derhalve dat de volgende twee mogelijkheden kunnen 

optreden: 
1 

a: w = 0(£ 2
); 

b: lim ¥ = O. 
£➔0 £2 

Het blijkt dan dat mogelijkheid (b) zich voordoet. 

Evenzo is in dit kader z geen O(e-0
118 ) en Z geen 0(1). 

Immers bij z bijvoorbeeld 

l·¼ 1m 
- E 

£➔0 e 1 

. e-g/E~hl 
= lim ~ 

-u E 
£➔0 e 1 

= lim e(o,-g)/Elhl. 
£➔0 

E ht > o d lim I h I c erg 1 us e(g-o,)/E 
£➔0 

= Oo 
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Colloquium partiele differentiaalvergelijkingen met kleine parameter 

ERRATA DEEL I 

p.4, (2.4) 

0000000 

( e:) 
gN+1 

p.5, (2.5) 

Er staat: 

••o g (1)(e:)t(1)(x.) ••• 
n 1 

p.5, (206) 

••• g (2)(e:)t(2)(x.) ••• 
n 1 

p.7, (2.16) 

6 
X 

000 - 3T 

p.8, (2.19) 

0.. + 0( e: 3 )] • 

p.8, (2o20) 

I lim; { 000 
e:-+O e: 

P• 8, ( 2. 20) 

p.i, r0 16 v.b • 

••• (2019) 000 

Lees: 

••• g (1)(e:)t (1)(x.) ••• 
n n 1 

••• g (2)(e:)t (2)(x.) ••• 
n n 1 

6 
X • ••• = 3T sin x 

4 
• 0 0 + 0 ( e: )J 0 

I 1im; { ••• 
e:-+O e: 

••• (2.9) •• 0 





Er staat: 

0 0 0 

p.13, (4.11) 

... + 2€ -2! + 
dv 

0 0 0 

p.19, ro 2 VoOo 

••• verg. (5.16), 

p.22, (6. 7) 

°"" B(~ , x.) n J 

p.28, (7.15) 

... 

lim U(x,y,e) = lim a~(x,y,e) 
e➔O e➔O ay 

p O 28' ( 7 0 17 ) 

= 0 Q 0 

p. 28 ' ( 7 0 19 ) 

p O ~9 5 ( 7 • 26 ) 

1/Jo(x,y) = ••• 

Lees: 

• • • + 2€ -2! + 
dx 

. .. 

••• verg. {5.18), 

••• B(ev ~ , x.) ••• 
n J 

lim U(x,n,e) 
e➔O 

a~(x 2n,e) = 
an 0 0 0 





. . 

Er staat: 

po30 t ( 8. 2) 

0 0 0 AI1 + BI -3 

p O 32, ( 8. 13) 

• • • + e:" ~2 + ••• 

P• 37, r. 3 v.b. 

a 
OGO-..L 

clx.P 
J. 

f O O 0 

p. 66, r. 6 v.b • 

1 - -3 

[o o o] o o o 

••• van de vergelijkingen • 0 • 

Lees: 

[o o ,] o o o 

+ "'\) 2 
• • • , CL2 ._ ~-- -t • • • • 

••• t O O 0 

••• van de oplossingen van de verge­

lijkingen ••• 




