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Colloguium partiéle differentiaalvergelijkingen met kleine parsmeter

Parsbolische grenslagen

W. Eckhaus

1, Inleiding

Wij beschouwen singuliere storingsproblemen van: het type

eLs(¢) + LO(Q) =0 ' (1.1)

waarbi j Ls een tweede .orde operator is, terwijl Lo van de eerste orde
is, Op de rand van S van het definitiegebied leggen wij de randvoor=-

waarde op
¢ = ¢, (1.2)
Stel nu dat de gereduceerde vergelijking

Lo(<x>0) =0 (1.3)

reéle karakteristieken bezit, In de problemen die tot nu toe in dit
colloquium zijn behandeld werd steeds verondersteld dat de rand S geen
stukken bevat die met de karakteristieken van (1.3) samenvallen. In het

nu volgende onderzoeken wij problemen waarbij dit juist het geval is,

Problemen van dit type zijn behandeld door Vi¥ik en Lyusternik, en
tevens door Knowles en Messick (zie bibliografie). De behandeling die
wij hier zullen geven verschilt in vele aspecten van de theorie die door

de bovengenoemde auteurs is ontwikkeld,

2. Elementair voorbeeld van parabolische grenslagen

Wij beschouwen de vergelijking

Em 2 ) a2 =0 (2.1)
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voor x > 0 en y > O, De randvoorwaarden zijn
¢ =0 voor y=0 0<x< (2,2)

$ 0 0<y<®= (2.3)

#

¢(y) wvoor «x

Wij veronderstellen continuiteit van de randvoorwaarden, dow.z.
$(0) = 0, (2.4)

De gereduceerde vergelijking tezamen met randvoorwaarde (2.2) laat slechts
de triviale oplossing ¢ = 0 toe, Daar deze triviale oplossing niet aan

de randvoorwsarde (2.3) voldoet, ligt het voor de hand om het bestesan van
een oplossing met grenslaasg-karakter in de omgeving van x = 0 te veronder-
stellen, Wij merken op dat de lijn x = O een ka}akteristiek is van de

gereduceerde vergelijking.

Wij voeren nu in de lokale co8rdinaat

X
g = = (2.5)
€

Verg. (2.1) gaat hiermee over in

2 2
s P T (2.6)
ot oy y
De operatoren eLs en L0 zijn van dezelfde orde van grootte, indien wij
kiezen
1
V"'2"o (207)
Er volgt dan
2 2
L. 2L, (2.8)
9 y 9y

Wij merken op dat de gereduceerde vergelijking in lokale co8rdinaten

een partiéle differentisalvergelijking is.

Schrijf nu:

o(x,y) = vO(-—%;y) + ezo(xgy) (2.9)
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wearbij de functie A gedefini8erd wordt door

32v0 _ 3:2 -0
8&2 oy
met randvoorwaarden
Vo = 0 voor y = 0O 0 g <=
Vo = ¢ voor £ = 0 02yx >
De functie zq moet dan voldoen aan
) (R
ax2 3y2 9y aye
met randvoorwaarden
Zo(x90)=0 0<x <™
zo(o,y) =0 02y <

Wij bepalen eerst de functie v,

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.1k)

o Vergelijking (2.10) is de klassieke

warmte-vergelijking (en dus van parabolisch type). De oplossing , die

aan voorwaarden (2,11) en (2.12) voldoet is de volgende:

2 2 -
Vo(gg}') = v:? ng em%t 9 [Y -=-2E=;2-’] dt.
Ve

(2.15)

De functie vo(igy) is uniform begrensd indien de functie ¢(y) begrensd is.

Stel

Max |¢(y)| = M.

£ M erfe [ 5 ]o
2y

Dan volgt

lvo(ﬁgy)

(2.16)

(2.17)
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Het gedrag van de functie vo(E,y) voor grote waarden van £ volgt nu

uit de bekende asymptotiek van de complementaire error-functie,

2
|v0(Egy)’f,\\;V:§’2-~exp [n%] voor £ + ® - (2.18)

heeft dus duidelijk het grenslaag-karskter; oplossingen

Wij vinden:

De functie Yo

van het- type vo zullen wij dan ook parabolische grenslagen -noemen.

WiJj merken op dat ook de afgeleiden van Yo het grenslaag-karakter

hebben., Zo vinden wij achtereenvolgens:

ooz T2 o e ¢V y Co s dt (2019)
9y L 2t2

Vay'

o \/2 £ ) & " g2
=\3 =57 e™ 2y ¢7(0) + I e <" ¢" [y - -—-] dtp.(2.20)

Var

Deze afgeleiden zijn uniform begrensd indien de eerste en tweede afge=

leiden van de functie ¢(y) bestaan en uniform begrensd zijn.

Beschouwen wij nu het probleem voor de rest-term Zgs vergelijkingen
(2,13) en (2,14), dan is het duidelijk dat het rechterlid van verg., (2.13)
uniform is begrensd voor alle x > 0 en y > 0O, en dit onafhankelijk van €,

Om te bewijzen dat de functie v, de eerste asymptotische benadering is

van de functie $:.voor € + 0 moetoworden aangetoond dat de functie Zq
uniform is begrensd. Het is langs deze gedachtengang dat wij bewijzen
van agymptotiek zullen leveren bij randwaardeproblemen die in het nu
volgende zullen worden behandeld, en waarin parabolische grenslsgen van

het type (2.15) een belangrijke rol spelen,
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3. Een randwaarde probleem met karakteristieke. randen

Wij zullen nu het volgende randwaarde-probleem onderzoeken: de functie

¢(x,y) voldoet aan

€ [.f,g,+ .f%.‘] -.%2: To DA v (3.1)
ox Ay - v
in het gebied 0 < x £ 1, 0 < y < 1. De randvoorwaarden zijn:
f ¢(x,0) = f1(x), 0<x <1 (3.2)
' ®(x,1) = £,(x); 0 2 x 21 (3.3)
2(0,y) = g,(y), 0 2y 21 (3.4)
°(1,y) = gy(y)y O 2y 2 10 (3.5)
1 ‘ x
Wij veronderstellen continuiteit van de randvoorwaarden, doW.Zz.:
£,(0) = g, (0) 5 g(1) =1,(0) (3.6)
£,(1) = gy(1) 5 £.(1) = gy(0). "

Beschouw eerst de formele limiet € -+ 0 van verg. (3.1),

Aan de resulterende gereduceerde vergelijking wordt voldaan door een
functie ¢O(x)9 Deze functie kan aan &&n van de yier randvoorwaarden
voldoen, bijvoorbeeld aan randvoorwsarde (3.2) of (3.3). Dit suggereert
dat de asymptotische benadering van de functie ®(x,y,e) zal bestaan uit

de functie @0, plus drie grenslasg-functies, die voor het voldoen aan

de overblijvende randvoorwaarden moeten zorgen. Zoals er uit het vervolg
zal blijken, bestaan er, voor het gebied 0 < x < 13 0 <y < 1, oplossingen
van het grenslaag.type langs de randen x = 0, x = 1 eny = 1, maar EiEE
langs de rand y = O,

Het is daarom dat wij kiezen:

Qo(x) = f1(x)o (3.7)



126

Wij schrijven nu:
T=0-r(x)

en verkrijgen voor de functie 9 het volgende randwaarde-probleem:

e[§+ﬁg]m%§=mef? (3.8)
ox oy y
met randvoorwaarden
F(x,0) = 0 0<x<1 (3.9)
B(x,1) = £, (x) = £,(x) 0<x <1 (3.10)
Foy) =g (y) -£(0)  0gy< (3.11)
e(1,5) = g,(y) - £,(1) 0<y <1, (3,12)

Vergelijking (3.8) met randvoorwaarden (3.9) en (3.11) vertoont veel
analogie met het probleem dat wij in paragraaf 2 hebben beschouwd, Wij

voeren dasrom in de parabolische grenslaags

feo 2 2
T Lt G e

b4 2¢et

V2€y

waarbi j

¢(1)(y) = g, (y) = £,(0) wvoor 02y <1, (3.14)

Laten wij nu aantonen dat er langs de rand x = 1 eveneens een oplossing
ven het parabolische grenslaasg-type geconstrueerd kan worden. Wij voeren

- hiertoe in de lokale coSrdinasat

0 (3.15)

Vergelijking (3.8) gaat hiermee over in:

%% 9% " 2%
mmﬂzn u:aéﬂa 2 = £ f1 = € "-"ég" o (3016)
3L y oy
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Het is duidelijk dat de gereduceerde vergelijking in de lokale

coBrdinaten identiek is aan verg.

(2.10),

Wij defini8ren dus een tweede parabolische grenslaag:

(2) ,1 = /2 ”
- \E

2ey

waarbij x £ 1 en

(2)
o(y) = &,

Schrijf thanss

Er volgt:
%% 9% 9% |
el -w=-°¢ L5
ax oy y

met randvoorwssrden

$(x,0)

B(x,1)

0

fzwffﬂ-n

]

véj) (

éw'p)
Ve

]

%(osy) = Vée) [ “?\7:93'
' €

=y

Ve

)

T = -0 |

1 2 (= 2
@) [ 0T
2¢et

(Y) b f‘i(")o

b = [f’.ﬂ(x) + véﬂ + v(()g).] 0

2 (1) é (2)
2 2

,o
o

ia
-]

LY
-—

(2) ,1 = x
o (mg‘n)
Vo =

o
fA
<
in

wo
o

2y st

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Wij merken op dat de randwaarden door verg. (3.23) en (3.24) voorgeschre-

ven, gezien het karakter van de parabolische grenslagen, asymptotisch

zeer klein zijn.

Laten wij nu aantonen dat er langs de rand y = 1, voor y < 1 een gewone

grenslaag oplossing kan worden geconstrueerd die aan de randvoorwaarde

(3.22) voldoet, Laten wij hiertoe beschouwen het nu volgende elementaire

probleems
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€ [wl;ﬂuﬁ*m] nr_g O (3025)
3x2 3y2 v

voor ¥ £ 1, met randvoorwaarde:

 (x,1) = ¥(x), (3.26)

Wij voeren in de lokale codrdinaat

n=azX (3.27)

€

Verg. (3.25) wordt getransformeerd in

5= o (3.28)

Door limiet-overgang € + 0 verkrijgen wij de gereduceerde vergelijking
in lokale codrdinaten, door de randvoorwaarde (3.26) op te leggen

volgt de grenslasg-oplossing

u, = ¥(x) exp [- l—%-l] o (3.29)
Schrijven wij nu
o ‘oz (3.30)
uy + 2, 3.3
dan volgt
2 2 % 3% 7
37z 3%y 9z 2.
€ [ 0 + 0 = 0= o suexp -’l’_w‘z 0 (3031)
2 2 dy 2 [
- 3% dy dx

Indien de functie ¥(x) niet snel met x varigert, dan is het rechterlid
van vergelijking (3031) van orde € of kleiner, Stel echter dat ¢ lokaal

een functie is van €~ ¢

x3; dan zou het rechterlid van vergelijking (3.31)
lokaal van orde &&n zijn. Om deze mogelijkheid te ondervangen constru-

eren wij de tweede benadering voor de grenslaag. Wij schrijven

™ (x,75€) = ug(x, ) + ePu (2, SE) + o) (x,7,e) (3.32)
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waarbij wij definiéren

9 u, Bu.l .32u0
+ an e = 5 (3033)
an ox
met de randvoorwaarden
u.‘(xQO) =0 '
. (3.3h)
lim uﬂ(xgn) = 0,
n>e
Een eenvoudige berekening levert:
1 = 1 : dzw i =
u, (x=—==L) = b4 exp | = ——% | (3.35)
1 € € 2 €
dx
%
Voor z.] volgt dan
2 D s 3% .
"z 9z 9z L
1 1 1 24 1 -y
5[24. 2].:@5?.:_35 =-=E(1=y)exp|:«= = ]o (3.36)
ax oy dx ‘

Het rechterlid van vergelijking (3.36) is uniform klein, zelfs als ¥

lokasl een functie is van x/ /€. Expliciet kunnen wij stellen, voor

y £ 1
2 db'lb -
E“SF(1=y)e ° |<ec . (3.37)
ax :

wearbij c een constante is, onafhankelijk van €.

Wij keren thans terug naar het probleem voor ¢ , en definiéren, voor

¥y =2 ‘I‘9 de grenslaag-oplossing

s a®y 1 = '
u, = [w(x) + e(1 = y) mé-:[ exp [= mg-l] (3.38)
. dax
waarbij
Wx) = £,(x) - £, (x) - v{1) () - (B =X, (3.39)

€ ’ €
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Wij kunnen nu onze resultaten samenvatten door te stellen

= (1) . x (2) d-x ey
2(xyy5€) = £,(x) + v, (Vé.,.y)'r vy VE‘J) +ug(x==k) + ez (3.40)
Voor de restterm Z, verkrijgen wij dan
2 2
-y 977 37
0 o] 0
€ + = = R (30)41)
[ax2 ay2 oy 0
2 2 (1) ,2.(2) ,
dar Ty %y i
1 0 0 av 1w
R, = = + + + £(1 = y) exp [___X] «(3.42)
0 A aya ay2 E;E €
De randvoorwaarden zijn
1
2 ——
Zo(x,0) = = L [ w0 + e 4] & (3.43)
ax
Zo(xy1) = 0 (3.4Y4)
1 (2 1 1 %, 1
2,(0,¥) =-z vg ) (-—:,y) - uo(Og—fL) (3.45)
2o(1,3) = = £ vi (L) - Lurr A, (3.46)

Ve

Wij onderzoeken eerst de orde van grootte van R . Het is duidelijk dat

‘ 0
in het gehele definitie.gebied

32f1
— = o(1) (3.47)

dx

32vé1)
3 o(1) (3.48)
Y

Bzvéa)

02
o

In het bijzonder de relaties (3.48) en (3.149) volgen direct uit de

o(1) - (3.49)

eigenschappen van de parabolische grens&ageno Ten aanzien van de

laatste term van RO merken wij op dat Q;% lokaal, daft'is in de omgeving
dx
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. =2,
van x = O en x = 1, van de orde € is. Echter

1=y
l=Fe ® | ce (3.50)
€ =0
waarbi] ¢, een constante is onafhankelijk van €, Er volgt dat
' R, = 0(1) (3.51)
dat wil zeggen
' RO I im (3052)

waarbij m een constante is onafhankelijk van €,

Wij onderzoeken nu de randvoorwasrden van Z.. Uit verg. (3.43) volgt

0
z,(x,0) = o(e)) (3.53)

waarbij N een willekeurig positief getal is. Ten asanzien van de rand-

voorwaarden (3,45), (3.46) merken wij op dat

{102) (Loy) = o(e™). (3.5)

Ve

1
-
€

Rest dus te onderzoeken
L oA=Ly en L (e X

Wij schrijven

A=y

2
1 fodzy - f 1 &Py :
"e’ uo(og-"el) = . ‘1’(0) + (1!'=y) ( 2)x=0} e ° (3055)
dx
Uit de definitie van de functie ¥(x) volgt:
Ly = - L2 (==L:;,1) = ofe"). (3.56)
Voorts hebben wij
2
(&), o = o). (3.57)
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Gebruik makend van de relatie (3,50) vinden wij dus
1 s 1=y
E’uo(og = ) = 0(1), (3.58)
Op dezelfde wijze kan worden aangetoond dat
1 s Yy, _ f
< uofﬂg = ) = 0(1), (3.59)

De randvoorwaarden san Z,. opgelegd zijn dus maximaal orde &&n,
Pg {3 dJd

0
Wij kunnen, bijgevolg, de constante m uit relatie (3.52) zodanig

kiezen dat

l Zo | 2m op de rand, (3.60)

Op het probleem voor Zo is nu van toepassing het maximum-principe
dat door Levinson is bewezen. (Zie ook bijdrage van Dunnebier tot
dit colloquium). Uit (3.41), met (3.52) en (3.60) volgt dat

K

in het gehele definitie gebied, Hier is K wederom een constante die

< Km (3.61)

onafhankelijk is van €, WiJ hebben aldus bewezen dat
Zoy = 0(1) (3.62)
uniform in 0 < x € 1, 0 < y < 1, Terugkerend naar formule (3,40)

hebben wi]j

gﬂ (=) + véa) (=Z.y)

Ve Ve
2
v v et e Sl em [ 122 ] v oe). (.6

¢(x,y,€) = fﬂ(x) + v

Wij merken nog op, door inspectie van verg. (3.39), dat

a°y “L::i
e(1=y) =5e = 0(¢e) (3,6L)
dx

uniform in 0 < x < 1, 0 <y < 1,
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Er volgt dus uiteindelijk

o(x,y,8) = £,(x) + v (Zo )+ v(2) (L2

)
IE e
+ ¥ exp [ =22 4 oe) (3.65)

uniform in 0 € x £ 1, 0 <y < 1,

Hiermee is ons randwaarde-probleem opgelost.

Het is interessant om op te merken dat de constructie van de tweede
%

benadering van de grenslaag u. slechts nodig was om het bewijs van

asymptotiek met gebruikmakingovan het maximum-principe te kunnen
levéreno Naderhand kan deze tweede benadering uit de asymptotische
oplossing weer worden weggelaten., Deze opmerking werpt licht op de
moeilijkheden die andere auteurs bij het bewijs van asymptotiek hebben

ondervonden,

Vi#ik en Lyusternik bestuderen een analoog probleem zonder de tweede
<%
benadering van de grenslaag Uy

de restterm is het dan noodzakelijk de omgeving van x = 0, y = 1 en

te construeren, Bij het beschouwen van

x =1, y = 1 uit te sluiten, De asymptotiek wordt daar slechts
(schetsmatig) bewezen voor het gebied wasrin de omgeving ven deze

hoekpunten is uitgesloten,

Knowles en Messick, in een analoog maar eenvoudiger probleem, constru-
eren evenmin de tweede benadering van de grenslaag u:o Zij bewijzen de
asymptotiek door gebruik te meken van de expliciet gegeven, maar zeer
gecompliceerde, exacte oplossing van het probleem, Deze werkwijze

kan uiteraard niet worden gebruikt bij meer algemene randwaardeproblemen,

waarvan de exacte oplossing buiten de praktische mogelijkheden ligt,



134

b, Parabolische grenslagen bij algemene partiéle differentiaalvergelij-

kingen van tweede orde

Wij zullen thans beschouwen de algemene vergelijking

2 2 2
o & ) o & o0 29
e olxy) 5+ plny) gy + elny) S5 + aleay) 5+ elxay) 57+
ox oy
3o .
+ £(xyy) 4,} -2 glxy) ¢ = 0. (4.1)

De vergelijking wordt elliptisch verondersteld en a > O, In analogie
met paragraaf 2 bestuderen wij eerst een eenvoudig randvaarde<probleem

met definitie-~gebied x > O, y > O en met randvoorwaarden
q’(xo()} = 03 @(an) = ¢(Y)c (th)

Wij voeren in de lokale co8rdinaat

o (4,3)

2 2 2

K 39 L) 3P 2 0 3d
amﬁﬁﬁé‘;*gq’“m E{b—az'a'?;"'d’é?}-’E{C?"'G’é‘y‘:"‘f@}o(hoh)
Het is duidelijk dat de asymptotische ontwikkeling van de parabolische
grenslaag nu termen van de orde bﬁ? zal bevatten, In het algemeen

zouden wij kunnen stellen

. N
¢(E,y,e) & 2 E%n ’Vn(Egy)o (L4,5)
n=0
In problemen van paragraal 2 en 3 waren termen van de orde van grootte
e%9 53/2 ete, niet aanwezig.

Wij zullen ons hier beperken tot het bepalen van de eerste benadering
Voo € zullen in principe sangeven hoe de volgende term \,/«Tt-:”v,g kan worden

geconstrueerd,
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Schrijf dus nus

¢ = v (&) + Mf:\zo(ingE) : (4.6)
en bovendien
a(0;y) = ay(y); 8(0,¥7) = g,(¥)o (4,7)
Wij definiéren de functie v, 8ls oplossing van de vergelijking
3y ov
ay(y) ~=32'a —~2 + goly)vy =0 (4.8)
3 3y
met randvoorwaarden
vo(£:0) = 03 v (05y) = o(¥)s (4.9)

Voor de restterm z4 volgt dan

3220 a2zo 32z0 22, 3z 3z
€ 8 + b + ¢ + d + e + £z w om—m 7= = R
ol 33y o2 ) 3y 0 3y 0
(4.10)
met
82v0 W, a-8a,3v, &-=-g 32vo
Ro=b=§=é—am+dag % 5 4 VO+\/: c=-=-=é-==-+
y \/ei 3E \/e' Yy
avo
+ e 33@ + T AL (bo11)

en met randvoorwasrden
z2,(x,0) = 03 2,(0,¥) = 0. (ko12)

Laten wij eerst aantonen dat de functie v, zonder moeite expliciet kan

worden bepaald. Wij voeren hiertoe in de transformatie

_ ¥
vo(Egy) = vb(ggy) exp [.j go(y")dyv ] (4o13)

=70
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en vervolgens

n= [ aglrnare. (1)
0
Er volgt
32?0 v,
= o= = . (ha‘BS)
ag\2 any
met randvoorwasrden
vo(£:0) = 03 7 |
v, (0,n) = (n); g (4,16)

$(y) = ¢ly) ° exp [«= ny goly’lay’ ]

0 y

m

De functie Yo is dus de parabolische grenslaag-functie die in paragraaf
2 was bepaald. Wij herhalen hier de voornasmste eigenschappen van deze
grenslaag- functie: is de functie ¢(n) en haar eerste en tweede afgeleide

uniform begrensd, dan bestaan er constanten ¢ zodanig dat
bl

LT -
ag® o™ ©

< e erfe
= "Qym

voor n+m=0, n+m=1enn+ms=2,

} (4.17)

2 \er

Met deze eigenschappen kan het rechterlid van de vergelijking voor z
zonder moeite worden afgeschat.. Als de co&ffici&nten a(x,y) en g(x,y)
analytisch zijn in de omgeving ven x = 0, dan volgt ommiddellijk dat
R, uniform begrensd is in ieder deelgebied waarin a, b, ¢, d, e en f
upiform zijn, begrensd, Wij merken op dat Ro = O(\fzﬁ in het bijzondere
geval dat b = 0, 4 = 0 terwijl a en g niet van x afhangen,

Wij geven nog in het kort aan hoe de volgende term van de reeks (U4.5)

kan worden bepaald, Defini8er hiertoe

( %‘% Jemo = %ly) 5 %& ) o = Yo(¥) {4,18)
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en voorts
b(0,¥) = byly)s a(0,y) = a,(y). (4,19)
Er volgt dan
32*9’1 Bvﬂ ' ' 32v0 3v0 aavo
ao(y) ;§§= -5t go(y)vﬂ == {b, 3Ty ¢ 4y 55 * & o agz + & Y7,
(4.20)

met de randvoorwaarden

v (£,0) = 03 v, (05y) = 0c (k.21)
Door transformaties analoog san {L4,13), (L4.14) wordt het probleem
voor v, teruggebracht tot een inhomogene warmte=vergelijking met homo-

gene randvoorwaarden. De expliciete oplossing kan uiteraard worden

bepaald, maar is gecompliceerd en wordt hier achterwege gelaten,

5. Een algemene klasse randwaarde-problemen met parabolische grenslagen

Wij beschouwen nu de vergelijking

2 2 2
e Aaag*Bam‘b‘:*cgi’an%#E%#F@ =%+G¢=H (501)
9x x93y oy X oy oy

waarbij de coé&fficiénten Ay B, 0., H functies zijn van x en y, A > 0O,

De vergelijking wordt elliptisch verondersteld; de randvoorwaarden zijn:

_ ¢ =f (%) voor y = y,(x)
v, (x) ! _ _ j _
\*,,—-\§\~h_/xfffﬁ\\\, $ = fg(x) voor y = ya(x)
_ _ (5.2)
® = gﬂ(y) voor x = O
b = 32(§§ voor X = 1,

(
%(
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Wij veronderstellen continuiteit van de randvoorwasrden in de hoek=-

punten9 voorts voldoende dlfferentleerbaarheld van de functies

3, - - 9.
y1(x) en yz(x)s en in het bijzonder —— en ~—= begrensd in de hoek-
Bx 9%

punten, tevens y1(§) < yg(x) voor 0 < x < 1,

Vi%ik en Lyusternik wijden aan bovenstaand probleem een zeer korte
beschouwing, zonder op het bewijs van asymptotiek in te gaan. In het
nu volgende zullen wij trachten een meer complete behandeling van

het probleem te geven.-

Wij voeren eerst in de transformatie

¥ -7, _
y=m————— X=X (5.3)

Hierdoor wordt het definitie-gebied afgebeeld op het vierkant
02x21, 02y 21, Vergelijking (5.1) gaat over in

224 2% ) Y 20 50
€ a8x2+b933y+c?+d§+ '='a=§;+f¢ ﬂ“é}“"g‘b h, (Soh)

De vergelijking blijft elliptischy a > O waaruit volgt dat ook ¢ > 0O,

De randvoorwaarden zijn:

o = fi(x) voor y =0 (5.5)
% = fz(x) voor y = 1 (5.6)
¢ =g/(y) voor x=0 (5,7)
% = ge(y) voor x = 1, (5.8)

Door limiet-overgang € + O in verg. (5.l4) verkrijgen wij de gereduceer=-
de vergelijking waarvan de oplossing, die aan de randvoorwaarde (5.5)

voldoet, is:
9

0 (x,y) = § £,(x) = Y h(x,y") exp | = Y glx,y?)dy? | dy" fexp | | alx,y")dy |.
0 0 0

€ . . - ‘ ‘,0(509)
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Analobg met paragraaf 3 zullen wij de asymptotische benadering van de
functie~¢(xgy§€) cpbouwen uit de functie ¢og~p1us drie grenslaag -~
termen, Alvorens deze laatsten te construeren merken wij echter nog

op dat met ¢ als uitgangspunt hogere benaderingen kunnen worden

0
gedefini8erd door middel van de asymptotische reeks

w» N n
®(x,y,€) = ) € @n(xgy) (5.10)
n=0
T 2 2 2
n 9 9 ? ? 2
= g = a 4+ b e g o=t ] - {511
%  En ax?  0%Xdy ay2 % dy } a1 (5e11)
® (x,0) =03 0<x21, (5.12)
De functie
¥(x,y,8) = #(x,y,¢) = 2 € ¢n(xsy) (5,13)
n=0

moet dan voldoen aan de randvoorwaarden

?(XQOQE) =0 (50‘“")
. ,
Broroe) = g,(x) < L €@ (xg1) (5.15)
R n=0
o N n
B(0,7,8) = g,ly) = L e ¢ (05) (5.16)
' n=0
B(15y5e) = gyly) = I €% 0 (153). (5.17)
n=0

Wij zullen ons, in wat volgt, beperken tot de benadering N = 0, Wij
merken echter op dat de asymptotische ontwikkeling van de parabolische
grenslagen, verg, (4.5), termen van de orde €°" bevat. Wil men, bij=

0 ook de term kfzvﬂ bepa=
len, dan volgt uit het bovenstaande dat aan de functie v, homogene

voorbeeld, behalve de parabolische grenslaag v

randvoorwaarden moeten worden opgelegd, Voortgaand zouden er voor de

term eV, inhomogene randvoorwaarden van de orde & voorgeschreven wore

¢ o 2
den, terwijl er voor 53/ v3 weer homogene randvoorwaarden zouden volgen.

Wegéns de gecompliceerdheid van de uitdrukkingen beperken wij ons hier
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tot Vs de boven beschreven bijzondere verdeling van de randvoorwaarden
voor de ontwikkeling van de garabolische grenslaag leek ons echter

vermeldenswaard, -

In overeenstemming met paragrasf 4 definiBren wij nu de parabolische

grenslaag

4 G -V

€

12 2 I '
o=t ¢(‘ﬂ) [%m X 2] dt . exp [I SO(Y")dY':ls
% 2¢et Y

\/2emﬂ (5,18)

waarbi]j
goly) = &lo,y) 5 agly) = a(0,y) (5.19)
y
ng = fo a, dy’ (5.20)
en TH)(:V) = {zj(y) = fﬂ(o)] o exp [== K go(v")dy"] o (5.21)

Zonder moeite overtuigt men zich dat er langs x = 1 een analoge
parabolische grenslaag kan worden gedefinigerd,

Deze is gegeven door

/(2 (%Qy) ?_.V%:r JETLINES [”2 - Qﬁ;] at . exp [K g, (y)ay’ ]

1=% 2
2en,, (5.22)
Waarbi]j
g,(y) = gltyy) 5 a,(y) = allyy) (5.23)
y q ”
= i o
n2 f aj) dy '(50‘»’4)

0

— ¥
72y < [ gy =10 ] 2 e [ - fo g o | . (5.25)
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Rest ons nu te construeren een grenslaag-functie voor de omgeving

van y = 1 voor y 2 1, Wij beschouwen hiertoe het elementaire probleem

2 2 2 e
e ladstbatelmtditesmtr | 8 <2t gt =0
3x2 X3y 3 2 ox oy oy
y (5.26)
voor y £ 1 enmet de randvoorwaarde
5
o (xgga) = w(x)o (5027)
Wij voeren in de lokale codrdinast
n = L%Z (5.28)
en definiéren voorts
alx,1) = 2= (5.29)
Er volgt dan
12°%% a0 AN O SR L
w32 "o T = P %% - ¢ Tn € 5 T8
2 2 ™)
- € {‘a 3 ; + d %2a + 20 1o (5.30)
ox x

Door limiet=overgang € + O verkrijgen wij de gereduceerde vergelijking
in lokale co8rdinaten; de grenslaag=oplossing die aan de randvoor—
waarde (5,27) voldoet is

={)
uy = ¥(x) e (5.31)
Zoals in paragraaf 3 moeten wij echter hogere benaderingen voor de
grenslaag=functie construeren om later in staat te zijn een bewi]js
vean asymptotiek te leveren. Wij schrijven thans

%

3%
¢ (x,y,€) = uo(xgn) + suﬂ(xanae) + Ezuz(xsnoﬁ) *zg 0 (5.32)



142

En definiéren

3%, A -1 3%y
1 21 - 3,1 - + S8 5*20 + gu, (5.33)
W n € an
met randvoorwaarden
u,] =0 lim u, = 0. (5.3k)
[1]n-0 ? e 1
Voorts -
2 ' 2 2
129, . v, s ouy . du, , o= W=t Oy + gu
w 3n2 an 3xaNn an € 8n2 1
82u Ju
- {a 0 4 a2+ fu (5.35)
3 2 Ix 0
X
met randvoorwasarden
[w] =03 1limu, = 0, (5.36)
2]n—0 P e 2 ,

De functies u, en u,

uitdrukkingen zijn nogal gecompliceerd, terwijl het voor ons doel

kinnen nu expliciet worden bepaald, maar de

voldoende is een aantal eigenschappen van deze functies te kennen.
Wij volstaan dus met de algemene vorm van deze functies; deze is
als volgts

u, = Gé1)(xan95) o ¥(x) + 621)(x,nse)«%% e (5.37)
2

u, = N {Gée)(xgnﬁ) o W(x) + G$2)(x,n,e) % + Géz)(x,n,s) 9—% e "
dx

(5.38)
(1) (1)
o ¢ Gy

gebied van de variabelen x,n corresponderend met het gebied van de

waarbij de functies G etc., uniform zijn begrensd in het

variasbelen x,y waarin de co&fficiénten a, by ..o, g uniform zijn
(1) (1)

*
= 0 in het bijzone

begrensd, In het bijzonder zijn de functies G uniform bew

M
1

grensd voor € + 0 en voor n + 0, Voorts is G

dere geval dat b = 0,
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%
Met deze gegevens kunnen wij het probleem voor de restterm z, ana-

o
lyseren; deze is geformuleerd door
2 2 2 =z
3 3 3 3 ) = 3% 3¢ »
£ [ja«=== + b=t c—x3tdg=+e =+ fi] 2, ==+ gz_ = « R
3x2 ax.B*:y 3y2 9x Sy ‘ 0 3y 0 0
(5.39)
waarbij
2 2
- b} du =1 97y
2 2 2] C = W 2
Fo=¢ |L-P3smn- % Y= .Mz..”"@"’kzl+
2
2 [ 2wy ou, 3 7, 9u,
+ € §a8x2 +da§§==+fuﬂ]+e [aaxe ¢ d gz #fpz]o (5.40)

Als in paragraaf 3 moeten wij de mogelijkheid toelaten dat ¥(x), die
door de randvoorwaarde is gegeven, lokaal een functie is van de
verisbele x/ /€. Gebruik makend van resultaten (5.37), (5.38) verkrij=-

gen wij nu de volgende afschattingen:

Bl < V¥, als b #o0 (5.41)
IR§3 secC, als b= 0, (5.k2)

WiJ keren nu terug naar ons randwaarde-probleem en voeren in de

grenslaag=functie

* 2
ug = uy +oeu, + eSu. (5,43)

Waarbij Uys Uy en u, gedefini8erd zijn als hierboven aangegeven,

terwijl

Wx) = £,(x) = £,(x) = v§V(Eapt) o W {B (L) (5.4h)
€ €

Schrijf nu de oplossing van het randwaarde-probleem in de vorm

8(x,y,8) = ¢ (x) + Vé‘a)(‘zﬁ"’sy) + vgz)(kﬁey) + u:(xgl%z) * Zyo (5.,45)

Ve Ve
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Dan volgt voor de restterm Zg het volgende prébleém;-

] [ 82 a2 a2 ')A

0

] 9
am5+bm?+c—m§=+d=§£+e=5é§+f:] ZO-=§=§-+EZO

9x : oy

met de randvoorwaarden

Z4(x,0) = - u:(xy%)
Zo(x91) =0
ZO(OBY) F o= Véz)(“l‘oy) = u:(091: )

, 1 1 . 1=
Zo(15y) = = v Ly - uy(15==E),
Waarbij het rechterlid P, gegeven is door

= (1) (2)
bo = By * /e R, ' + V?’RO + R

=S IR U LONN GO T B I
0" o %oy € oy 3x 3y 0°
(1) r(2)
Ro

De termen R

o
(5.46)

(5.47)
(5.48)
(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

en R* hebben wij reeds geanalyseerd, met name is

(5.53)

0
(15,2) _
Ro =R
waarbij R, gedefini8erd is in verg. (L4.11) toegepast op vé1)9 resp.
%
véz)o R, was in (5.40) gedefini8erd en in (5.41), (5.42) afgeschat,

Ten aanzien van R, merken wij op dat, gezien de definitie van ¢

0

in

verg, (5.9), deze term onafhankelijk is van € en voorts uniform is

begrensd,

Ten aanzien van Ré1°2)

term uniform is begrensd, en dat in het bijzonder als b = 4 = 0,

hebben wij in paragraaf U gevonden dat deze

&(X-Y) = 8 (Y)a S(XQY) s (y)g geldt R(1 2) = O(VF“)O Tezamen met

de afschattlng (5.41), (5. h2) ven R hebben wij dus het volgend

resultaat:
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Is-b =d = 0, alx,¥) = a,(y), glx,y) = g,ly) (5.54)
dan is logl 2 & m (5.55)
waarbij m, een constante is, onafhankelijk van €.

1
Is san &én van de condities (5,54) niet voldaan dan is

logl < VEm, (5.56)

waarbij m, een constante is onafhankelijk van €,

2

Rest ons de voorgeschreven randvoorwasarden van Z0 af te schatten,

Gebiruik ‘mekend van de expliciete uitdrukkingen voor vé1°2) en u:

vindt men zonder moeite dat op de rand geldt:
!zol Sem; als b=0 (5.57)
|2yl < Ye'm, als b # o0, (5.58)

Door toepassing van het maximum principe (zie Levinson) en analoog

aan paragraaf 3 volgt nu:

!zoi = 0(e) (5.59)

als aan condities (5.54) is voldaan, terwijl

|z,] = otV &) (5.60)

als aan één van de condities (5,54) niet is voldaan,

Wij merken wederom op dat de hogere benaderingen van de grenslaag-=term

u: slechts nodig waren om het bewijs van asymptotiek te kunnen leveren,
Uit inspectie van formules (5.43), (5.37), (5.38) volgt immers dat

uy + o/ ) als Db#0
(5.,61)

2%

u
0
3

u u, + ole) als . b = 0,

0
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Samenvattend hebben wij dus het volgende resultaat:

De‘oplossing van het randwaarde-probleem (5.4) o.. (5.8) is gegeven

door: -
- ol
1=
oxarie) = otx) + vi (my) + DEE D sum e ¢ g
Ve Ve |
(5.62)
waarbi] QO de oplossing is van de gereducegrde vergellelngﬁv( )

(2)
(5 Lh), Voorts geldt, uniform in het definitie=gebied
= 0o( e, (5.63)

zijn parabolische grenslagen en Y(x) is gedefiniéerd in verg.

Een speciaal geval doet zich voor indien de co&ffici&nten van verg.

(5.4) voldoen asn de condities

b=03 d =0

wo

a(x,y) = ao(y) 3 glx,y) = so(y).,(506h)

In dat geval is, uniform in het definitie-gebied

ZO = 0(¢). (5.65)

6, Bewijs van de stelling van Levinson met behulp van de theorie van

parabolische grenslagen

y I2 Beschouw weer de vergelijking
M"’"l" S cmeecastsorsd 2 . 2
€ A ?.Z + 3 o2 ) + 8 Q + D 32
9x 9xdy ay ax
r
+E=?=?L +F ¢ u33+e¢_n(61)
8y 8y
B1 8 oy met randvoorwasarde

_— ®=06 op T (6.2)
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Een "regular quadrilateral” wordt gedefini&erd als het deelgebied
 begrensd door y = -1 s ¥ = _ynz ~en de karakteristieken x = B,i. en
X = 82o Levinson toonde aan dat in zulk een "regular quadrilateral”

de oplossing kan worden geschreven als volgt
O(x,y,€) =U + & + 2, (6.3)

waarbij U de oplossing is van de gereduceerde vergelijking die langs
y= ;} aan de randvoorwaarde voldoet, terwijl & een grenslaag-functie

is die langs y = ;é voldoet aan

E=0-U op y-= ;éo (6.4)

Ten aanzien van z, toonde Levinson aan dat er een constante m, kan

worden gevonden, onafhankelijk van € voor € voldoende klein, zodanig
dat

ENERTEEN (6.5)

uniform in de "regular quadrilateral".

Dunnebier (zie bijdrage tot dit colloquium) toonde aan dat de stelling
Prof, de Jager, tenslotte, in zijn bijdrage tot dit colloquium, toonde

van Levinson kan worden verscherpt en dat in werkelijkheid z

aan dat het voor de constructie van de grenslasg-term niet nodig was

de gecompliceerde methode van Levinson te volgen; deze kan worden ge=
construeerd uit de vergelijking in lokale co8rdinaten, langs de weg

die wij in het voorgaande hebben bewandeld., Prof, de Jager gaf eveneens

een bijzonder eenvoudig en elegant bewijs van asymptotiek,

Het is amusant te constateren dat ook de theorie van de parabolische
grenslagen tot een bijzonder eenvoudig bewijs van de stelling van

Levinson leidt. Beschouw hiertoe het probleem voor Zq9

Ls(zo) = = R (6.6)

0

waarbij L. de operator is in het linkerlid van vergelijking (6.1).
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Van de functies U en & weten wij dat zij uniform zijn begrensd en voorts

zodanig dat R

uniform is begrensd., Tevens zijn U en £ zodanig dat

z2,=0 op Y=y, en y=y, (6.7)

0
De wsarde van Zy Op X = 31 en x = B,
¢1 =2z = $ - U=-E& op
¢2 =2, = ?=U=£& op

X

X

B, is uiteraard onbekend., Schrijf nu

By

(6.8)

620

Uit het maximum.principe (zie colloquium-bijdrage van de Jager) volgt dat

de oplossing ¢ van het randwaarde probleem (6.1), (6.2) uniform begrensd

is in het gehele gebied omsloten door I, Er volgt dus dat ¢1 en ¢2 unie-

form zijn begrensd.

Wij kunnen nu, met behulp van de theorie van parabolische grenslagen,

het probleem voor zZ in de regular quadrilateral symbolisch gaan

oplossen,

Schrijf eerst

Z, = Zé1) + 232)

0
waarbij

L ({1

e “0 - €R

met randvoorwaarden

(1) _
0

op de randen van de regular quadrilateral,
Voorts

Le(zéz)) =0

met de randvoorwaarden

(6.9)

(6,10)

(6,11)

(6.12)



(2) _ == ==
ZO =0 ?p ¥y = ¥y en y = 2
(2) _ o T =
Zy ' = ¢, opx =8 (6,13)
(2) _ - -
2 --¢2 op X = 62 0
Toepassing van het maximum-principe op het probleem voor zé1) levert
ormiddellijk '
zé1) = 0(€),
Voor zég) hebben wij de expliciete asymptotische oplossing van para=~

graaf 53

@ [ TRy, e E TR
0 0 V*é-n -&-2_.;1 o =

Y, =y

) [vm”(e) ]_,_ - [ny_ 2
0 0 y=y £ == e
2 Yp = ¥y

] + oY), (6,14)

Waarbij de grootheid w in paragraaf 5 gedefiniéerd is.

Beschouw nu, binnen de regular quadrilateral, het gebied begrensd door
Y = 3;2, y= -371; X = 81 +6, x = 82 = 8§, Uit de eigenschappen vean de
parabolische grenslagen volgt dat in dit gebied

vé1) = o) 3 véz) = o(eV), (6.15)
Waarbij N een willekeurig positief getal is.
Wij vinden, bijgevolg, ,
2$2) = o(Y?) | - (6.16)
en dus
z, = 0( ) (6.17)

Waarmee de stelling van Levinson is bewezen.
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Om tot de verscherping van de stelling van Levinson te komen zouden
wij de theorie van de parabolische grenslagen moesten uitbreiden met

- de tweede term VE“VWD zoals in paragraaf U aangegeven, Een uitzonde=
ring dient nog te worden gemaskt voor het bijzondere geval dat aan
condities (5,6%4) is voldaan, In ait geval, zoals gemakkelijk is na
te gaan, levert de voorgasnde theorie ook het bewijs voor de ver-

scherpte stelling,
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Colloquium partiéle differentisalvergelijkingen met kleine parameter

De methode van Poincaré, Lighthill en Kuo

J.F, Frankena

1. Historische ontwikkeling

In 1892 publiceerde Henri Poincaré [?j een santal studies over hemel-
mechanica: "Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste”, waarin
hij o.a., een stelsel gewone eerste-orde differentiaalvergelijkingen

bestudeerde van het type
n
(1.1) -t = ] 85 X; + € fi(x) o 1= 1, co0y Do

Hierin zijn x,'(t)9 x2(t)9 s00p xn(t) functies van de onafhankelijk

variabele t en € een kleine parameter,

. n
De term z 8 . xj stelt het lineaire deel van de vergelijking voor,
i

fi(X) is een niet-lineaire ("storings"-)term, welke analytisch veronder-
steld wordt in het beschouwde gebied, _

Het doel van Poincaré was om een periodieke oplossing van het gestoorde,
niet=lineaire probleem te vinden., Dasartoe ging hij .uit van de perio-
dieke oplossingen van het ongestoorde probleem, de zZ.g.n. genererende
oplossingen. Deze volgen gemakkelijk mob.v, de eigenwaarde-vergelijking
van de matrix A = (aij)° en Poincaré beschouwde deze oplossingen als

de nulde orde termen van een machtreeks-ontwikkeling naar & van de ge=

stoorde oplossingen,

(1.2) x; = xgo)'+ axga) + szxge) 4 600 = xéo)'+ Bi(s)o

1
(o)

Bovendien paste hij hetzelfde procédé@ toe op de periode T van de

(0)

ongestoorde oplossing x' ‘', door ook deze aan "storingen” te onderwer-

pen in de vorm van een machtreeks naar €,

(1.3) T = T(o) + a'.r(“ + eeT(z) + 000 ® T(O) + 1{e),
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De verlangde periodiciteit van de oplossing van het gestoorde probleem
komt tot uitdrukking door de conditie

(1.4) x; (Te1oe) = x;(05¢),

In het geval van vergelijkingen van het type (1.1) leidt substitutie
van de ontwikkelingen (1,2) en (1.3) onder de periodiciteits~ en niet-
seculariteits-condities inderdaad tot de gewenste resultaten, t.w, de

periode van de gestoorde oplossingen.

Later bleek dat in sommige gevallen, wrarin de nulde-=orde oplossing ecn
singulariteit binnen het beschouwde interval bezit, deze singulariteit
in de hogrre-orde oplossingen mede van hogere orde werd, en de macht=

reeks-ontwikkeling in de buurt van de singulariteit zijn zin verloor,

In 1949 publiceerde Lighthill zijn studie over een reeks van dergelijke
vergelijkingen en gaf een methode aan, die naar hij aanvankelijk meende,
in al deze gevallen een asymptotiek met uniforme nauwkeurigheid waar-
borgde. Zijn methode bestond hieruit, dat hij naast de reeds door Poin=
caré ingevoerde machtreeks-ontwikkeling van de periode ook de pnafhanke-
1lijk variabele in andere en meer algemene vergelijkingen naar machten

van de kleine parameter & ontwikkelde,

t =1 4+ € t(ﬂ)(w) % 52 t(z)(x) + o000
(1.5)

xi = ng)(T) + € xgﬂ)(f) + ﬁ':e xgz)(f) 4+ o000 (i = 19 29 ooo)

(Wegens de onafhankelijkheid van x is invoering van een parameter nood-

zakelijk, Deze parameter wordt later ge8limineerd),

In 1953 behandelde Kuo Dﬁ een stromingsprobleem waarin echter met
Lighthill®’s recept geen uniform geldige asymptotische ontwikkeling was
te vinden. Kuo nu voegde de laatste initiaasl aan de naam van de onder=
havige techniek toe door, zoals we nog zullen zien; de nulde=orde oplos=

sing met behulp van de ons reeds bekende grenslaag-methode te construeren,

De huidige stand van zaken overziende kunnen we de volgende opmerkingen

makens
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1) De volledige PIK methode, dus ontwikkeling van afhankelijk- en
onafhankelijk variabelen naar machtreeksen van &, benevens 2o
nodig de grenslaag techniek geef% ons een methode om voor bepaalde
klagsen van gewone- en partiéle differentiaalvergelijkingen met niet-
lineaire storingstermen een uniform geldige asymptotische ontwikke-
ling te construeren, Er zijn ook klassen van problemen die niet met
de PIK methode kunnen worden behandeld, en in de gevallen waar: dit
wel mogelijk is, zijn er vaak ook nog andere methoden beschikbaar,

2) De problemen die we zullen behandelen zijn niet<lineair, zulks in
tegenstelling tot vele problemen, die hiervé8r in dit colloguium
aan de orde zijn gekomen., In verband met deze complicatie zal men
nog tevergeefs naar wiskundige strengheid zoeken; bewijzen dat de
gevonden uitdrukkingen inderdaad asymptotische oplossingen van de
differentiaalvergelijkingen zijn heeft de ontwikkeling van fle PLK
methode nog nauwelijks opgeleverd, Uiteraard is dit een probleem
dat in een later stadium de volle aandacht verdient,

3) De te behandelen vergelijkingen behoren, het geval van de Blasius-
stroming uitgezonderd, tot de klasse I van de reguliere storings-

problemen,

Tenslotte zij opgemerkt dat de meeste informatie in deze voordrachten
over de PLK methode afkomstig is uit een artikelvan H.S. Tsien:

"The Poincaré-Lighthill-Kuo Method", gepubliceerd in "Advances in
Applied Mechanies", vol IV, pp. 281=349,

2, Afbékening van het toepasbaarheidsgebied; een poging tot inventa-

risering

Afgeande op de informatie uit voornoemd artikel van Tsien zullen we in
deze paragraaf een overzicht geven van enkele van de voornaamste klas-
sen ven problemen, welke tot nu toe al dan niet met succes met de PLK

methode zijn behandeld,

[
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Gewone differentisalvergelijkingen

4

A. Eerste-orde vergelijkingen
Lighthill [3] beschouwde de volgende differentisalvergelijking
(24:1) 7 (x+en) 4 qlxdu = r(x),

Deze vergelijking, wasrin q(x) en r(x) regulier worden verondersteld
bij x = 0, is een betrekkelijk algemeen voorbeeld waarop de techniek
van Lighthill met succes kan worden toegepast. Wasow [ﬁ] heeft voor dit
eenvoudige geval de geldigheid der asymptotiek bewezen. Zoals zal blij=-
ken is het van belang de gevallen q(0) > 0, q(0) = 0 en q(0) < 0 te
onderscheiden,

Indien q(x) en/of r(x) singulier zijn in x = 0 is de Lighthill methode
onbruikbsar; de grenslaag-techniek kan dan gebruikt worden om een op=
lossing te vinden. Een voorbeeld hiervan is door Carrier [6], [}]
onderzocht:

(2,4,2) (2% + eu) %% +u= 220 4 229

of in standaardvorm (2.4.1),

zoals na substitutie van x = z° direkt blijkt, Kennelijk voldoen q(x)

en r(x) niet aan de eis van regulariteit in de oorsprong.

B, Tweede-orde vergelijkingen met een gepoon singulier punt

Als standaardtype voor deze klasse van vergelijkingen welke met de PLK

methode opgelost kunnen worden beschouwen we

(2.B.1) (x + e%% + eav) gm% + q(x) %§’+ S(x)v = »(x),
dx

Het hiermee equivalente systeem van eerste-orde vemelijkingen luidt

&
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,(x + cu *’eav)‘%%?+ a{x)u + S(x)v = r(x),
(2,B,2)

waarin we onmiddellijk het type (2.A.1) herkennen, De behandeling van
vergelijking (2.B.1) verloopt dan ook geheel analoog aan die van

(2,4A,1) door u, v en x te ontwikkelen naar machten van ¢,

Co Tweede-orde vergelijkingen met een essentiéel singulier punt

Hiervoor haalt Tsien het volgende voorbeeld aan

2
(ZoCoﬁ) "d".g +ue=eg f(ug%)o
dx

De nulde-orde vergelijking van de klassieke storingsrekening

u = u(o)(x) + € u(i)(x) + €2 u(2)(x) + o000

Juidt
“Efo)

(o)
= 09

+ u

§‘

met x = @ als essentiBel singulier punt, Het bllet dat de sto=
ringen u( )(x) u(m(x)9 ooo zich gedragen als xelx9 waardoor de

reeks van storingstermen divergeert als x + =, Met behulp van de PLK
methode is het mogelijk een oplossing met een eindige oscillatie te
vinden, de z.g.n. "limit cycle", Met t i.pov. x als {ftijd-)variabele
komt men deze vergelijking tegen bij elektrische of mechanische
trillingen met kleine niet=lineariteitens,

Een zeer bekend en belangrijk voorbeeld is de vergelijking van Van der
Pol,

% 2, .
(2.C.2) $-e(l=x")x+x=0,

welke 0.8, zowel met de methode van Lighthill als met de grenslaag-

techniek behan?eld kan worden.
i

Voorts behandelt Tsien nog het geval van de compressibele stroming

°
[
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near een put, waarbij toepassing van de grenslaasg-=techniek nodig

blijkt. Wegens de omvang van dit probleem moet de behandeling ervan

in dit verband achterwege blijven.

Partiéle differentiaalvergelijkingen

.De PLK methode is reeds veelvuldig toegepast op hyperbolische diffe=
rentiasalvergelijkingen ([8], [9]), en met minder succes in het pro-
bleem van dunne draasgvlakken., Wij zulken ons in het kader van dit
colloquium speciaal bezig houden met parabolische differentisalverge=
lijkingen, en wel uit de theorie der grenslaag-stromingen. Het gaat
hier om de reeds eerder ([}Q]) behandelde Blasius-stroming, d.i. de
stroming van een incompressibele visceuze vloeistof langs een half=
onéindige plaat, In het bijzonder zullen we hierbij dieper ingaan

op het werk -van S, Kaplun [ﬁi]o Overigens blijken de PLK methode

en de parabolische coSrdinaten van Kaplun voor een eindige plaat asan
de voorkant (leading edge) dezelfde asymptotiek, doch aan de achter-
kent (trailing edge) verschillende resultaten te geven ([13]),

3. De PIK methode voor gewone eerste-orde vergelijkingen

De techniek van Lighthill bestaat in essentie uit de ontwikkeling

der afhankelijk- en onafhankelijk variabelen in machtreeksen naar

de kleine parameter. Door substitutie van deze ontwikkelingen in

de oorspronkelijke vergelijking(en) en samennemen der co&ffici&nten
van gelijke e-machten onstaat een stelsel geneste differentisalverge=
lijkingen. Het voordeel van de Lighthill methode boven de klassieke
storingsrekening is dat men de (nog onbepaalde) co&ffici&nten in

de ontwikkeling der onafhankelijk variabelen kan gebruiken om even-
tuele singulariteiten of seculariteiten in dit stelsel differentisale

vergelijkingen onder controle te houden,

R
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We lichten dit nu eerst toe aan de hand van enkele voorbeelden met
één onafhankelijk variabele x. Meestal is men glechts gefnteresseerd
in het gebied x > 0,

De eerste=orde vergelijking

du -
(3.1) | (x + eu) FtuE 0
in een speciaal geval van het type (2.A,1). Na deling door %% kan men

(3.1) gemakkelijk integreren en verkrijgt de oplossing

xu = =~§ u2 + ¢,

of, met de randvoorwaarde u(1) = 1,

| 4
=2\ (%2.2
(3.2) LI e) *=+ 1,

Klassieke storingsrekening

u(x) = u(o)(x) + € u(l)(x) + €2 u(2)(x) + o000

toegepast op (3.1) geeft het stelsel vergelijkingen voor u(n)

[ X dELO) + u(o) = 0,

J xdu“.) (1) _ (o) au'®

+ U = = U mm— o

" (3.3) = =

dg}((a;) . u(g)'= () i%x(.:l,, ey d:;;(:O) .

X

Met de randvoorwsarde u(1) = 1 is de oplossing van de eerste verge=
lijking

u(O)(X) =“;!£ 0

Wegens de nu nodige voorwaarden u(n)(l) =0 (n=1;, 2, 000) vinden

we vervolgens voor de hogere ordes
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u(ﬂ)(x) = %?i(1 ,«15)9
x

(2) 1 i i 1
u ' (x) = ' (1 =‘=§) = 3% (1 = =E)a
x x
etcog
en we zien dat de pool x = 0 in de opvolgende termen van steeds hogere

orde wordt, Buiten een omgeving van x = 0 is

(3.1) (x) =+ + &= (1 = 1 Eim(-g 1y + o(ed)
° wmx) =¥ % =y2/ 73 =73 J
X 2x x -

maar bij x = 0 is de fout bij afkappen na de tweede orde veel groter
dan 0(e3)o |

Bij ontwikkeling van u én x naar machten van €,

u = u(o)(E) + eu“)(i) * €2 u(e)(i) + 000
(3:5)

£vexte) + @ xX2(E) + .0,

X

vinden we na substitutie van deze ontwikkelingen in

dun o dx _.
(x+€u)=a=§=+u=a=€-0

en samennemen van gelijke machten van €

(0)
£ %Em +ul® 2o,
(3.6) (1) (0) o)
. dt;g N B (x('i) R u(o)) dt;g () dﬁg 9
etco

Stellen we x(l)(1) =0 (i=1,2, co0)p, dus x =1 als £ = 1, dan is

u(1) = 1 en wordt de oplossing van de eerste vergelijking

29 ¢e) =1
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De tweede vergelijking is nu te schrijven als

(1)

1 dx 1 (1) , 1

& on e cwwarwews o o W o i
13 82 £

(3.7) & e

We benutten nu de vrijheid in de keuze van x(1>(E) door te stellen

1alD ()
- —ng
g dg E2 g3

met, zoals boven, :
x(1)(1) = 0,

De oplossing van deze differentiasalvergelijking met randvoorwaarde is

ey = £ 0 -5
(1)

voldoet hebben we tot zover

Aangezien alleen u 2 0 aan (3,7) met de randvoorwaarde u(1)(1) =0

) 1
U
(3,8)

- £ 1
x=E+ € 5 (1 = 52)o

(1)

zou hebben., Overigens levert elimina-

Door de voorgeande handelwijze is voorkomen dat u een singulariteit

(0)

tie van de parameter £ uit (3.8) precies de exacte oplossing (3.2)8

van hogere orde dan die van u

., Een meer algemene eerste-orde vergelijking

We zullen ons nu bezig houden met de iets meer algemene vergelijking
(2.801) '

du

(x + eu) =

+ q(x)u = r{x),

waarin de functies q(x) en r(x) regulier bij x = 0 worden verondersteld.

&
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Deze vergelijking is, wat de PLK methode betreft, equivalent met de
vergelijking ' ;
[p(x) + €p1(x9u) + 000 =* alx)u = r(x) + ¢ r?(xgu} + 000 o

waarin p(x) voor zekere x = x. een enkelvoudig nulpunt heeft. Deling

0
door p(x)/(x = xo) en verschuiving van de oorsprong nasr x = X,
levert een kopterm x«%%»g»en deze vergelijking blijkt van het type

(2°Ao1)‘te zijn, afgezien van termen van orde € en hoger in X en u,
In essentie levert (2,A.1) bij toepassing van de PLK methode reeds
de mogelijkheden en moeilijkheden welke eveneens optreden bij gewone
differentiaalvergelijkingen van hogere orde, en bij partile diffe-

rentiasslvergelijkingen,

De vergelijking (2.A.1) heeft een 1lijn essentiZel singuliere punten
x + gu =0 in het (u,x)-vlak. Aangezien i.h.a. r(x) = g(x)u # 0 is
op deze 1lijn zal de oplossing u(x) van (2,A.1) aldaar een vertikale
helling hebben., Aangezien in het snijpunt van deze oplossing met de
1ijn x + eu = O (dat alleen eindig is voor de onderste oplossing

in figo 1) u(x) eindig is, zal het snijpunt een vertakkingspunt zijn.

N.B. Op de betekenis van de twee in fig. 1 geschetste oplossingen
kpmen we nog nader terug. Het geval dat £ < 0 gaat door de overgang

van u op =u als afhankelijk variabele in het geval € > 0 over,
u

/ x+eu=0 (g >0)

figo 1
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Bij toepassing van klassieke storingsrekening zal de nulde-orde oplos=
sing, en dientengevolge ook de gehele gestoorde oplossing, onbegrensd
zijn voor x + 0, aangezien het singuliere gedrag 5 > ®nuop de
U=a8 1.poV. op de lijn x + eu = O plaats vindt., Deze afwijking van de
werkelijke oplossing is klassiek niet meer te corrigeren, Om deze
moeilijkheden te vermijden voeren we de Lighthill-ontwikkelingen (3.5)

in
u = u(o)(E) + € u”)(g) + 82 u(2)(5) + co0

£+ € x(n)(ﬁ) + € x(z)(e) + 500 o

X

- Vatten we de tweede reeks op als x = § + AE en ontwikkelen we q(x) en

r(x) in Taylor-reeksen nasr Af, dan gaat (2.A.1) over in

'{(E + € x(j) + 52 X(g) %+ s00 ) + (E u(O) + 52 u(1) + o000 )} o
o (u(O) ,+ € u(‘ﬂ) + Ez u(2) + ocao ) = (1 + E x(” A"’ €2 x(2) + ooo) °
2
(1) { o {(xr + ¢ x(j)r" + &2 x(a)rv + %=62 x(ﬂ) r' o coo ) =
2
- (q+ € x(1)qq + 62 x(2)qq +% 82 x(1) qn + 500 ) o

k 0 (u(o) + e u(l) + € u(z) + 000 o

De nulde=orde vergelijking

£ ul® (&) + (&) w'O(e) = x(e)

heeft als oplossing

i

| u(o)(E) = exp (= §=i%£) [ f exp (J<3%2)d€ +c ]o

Wegens de regulariteit van q(x) is qq = q(0) eindig en

q
exp I 3%5 = £ 0 R(E), waar R(£) evenals verdercp een in £ = 0 reguliere
functie voorstelt. Ook r(£) is regulier in £ = 0 en een eenvoudige beschou=
wing leert dat

&
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» =q
(4,2) W) =r(e) 406 9 als €0,

en als 4 een niet=positief geheeligefal is,

(4.3) WO (e) = R(E) + ot © log &) als £+ 0

Uit (4o1) volgt voor de eerste storing u(1)(£) de differentiasalverge-
lijking

(ko) § [u“)(‘i) exp [«9%5] =1 [<r ) S D A R C

o

-3u50®)53(1) - u(o) u(oov ] o €Xp I 3%5

Klassieke storingsrekening zou nu de volgende resultaten gewen:

[ (1) .

~q,~1 ~2q =1

= R(g) + o(g ) + o(g ) als £ >0, qy # 0, =1, =2, oo,

vy
~—r
i

J u(1)(6) = R(E) + O(& ~log £) als & -+ 0, q, niet positief geheel,

) als & -+ 0, evenals voor hogere-orde termen,

\ € ~ToT = 0(55”1) als £ > 0 enq, <0, evenals voor hogere-orde termen,
zodat de reeks divergeert voor £ - 0, De "truc" van Lighthill is nu x(1)
zo te bepalen dat

? ] ' o -+
[fr =l e L g0 (0, (1) (0) (0) ] - R(E) + oE % ),

waarbij onderscheid moet worden gemaskt tussen de gevallen a4, > 0, q = 0

en q, < 0,
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5, De drie gevallen ¢g. > 0, g. = 0O en gq. < 0

3020
Aengezien de singuliere term in u(o)(é) de vorm AZ 0 heeft, wasrbij A

aangepast is aan de randvoorwaarde, zijn de termen

=q " wg =1 . =2q =1
=qOA§ Ox(ﬂ) + q0A€ 0 x(W + A2q0€ 0

in het rechterlid van {(L.4) wvoor £ + O _het meest "storend”. Nemen we

(Vs g

voor kleine waarden van &, x -AE 0/(q0 + 1), dan is

u(j)(i) = OfE O)o Herhaling van dit procédé voor de hogere-orde verge=-

lijkingen leidt tot de volgende resultaten voor £ =+ O

=q =2q -3q =kq
u = AE 0 + € O(E 0) o+ 52 0(5 0) + 53 O(E 0) % o000
(501) =q
0 =29 =3q
x=E+e (-2t o)+ 06 O)+eS0(E O) 4 eeo s
q0+@

We beschouwen eerst het geval A > 0 (fig, 1, bovenste oplossing u(x)).

Uit de laatste ontwikkeling blijkt dat de "klassieke" singulariteit

ﬂ/(q0+1)o Bij x = 0 is de verhouding

qO/(qOM)o

x = 0 correspondeert met & = ¢
tussen opvolgende termen van de reeksen (5.1) van de orde €
Voor € voldoende klein convergeren de reeksen dus bij x = O, hetgeen
bereikt is door de coéfficiénten x(i)(g) zo aan te passen dat de

singulariteiten in de reeksen voor u en x analoog zijn.

Voor A < 0 (fig, 1, onderste oplossing) vinden we een re8el vertakkings-

punt v88r x = 0, in eerste benadering gegeven door

eAq, ﬁ/(q0+1) es (19 1 Ve eAq, : 1/(q0+1) o

02 = o e
(5 ) g ( q0+1 ] qo qo+1

95.= 0

Uitgaande van formule (4,4} vindt men voor £ + 0

23*1 aJnﬂg)o

=

. u(j) = 0{log £) en x9) o 0(log
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Het vertakkingspunt vindt men weer uit x + eu = 0,

X ==€7r log (e ro) =& B + O(@3 log3e)D

en is > 0 voor kleine & als r, z r(0) > 0, Voor r, < 0 is er geen reéel
vertakkingspunt. De convergentiestraal der reeksoplossing is ongeveer

e log e

2520
In dit geval is de oplossing volgens de PLK methode niet altijd conver=
gent bij x = O, zoals hierna zal blijken. Bij gebruik van de klassieke

¥
(O)u(o) in het rechterlid van (L4.4) de bijdrage

= 0(g (1)
te nemen kan men deze singulariteit elimineren, Speciaal kiest men
x(1) = - u(o)(o) en

methode levert de term u

=2q =1
nebl 0

) op voor £ + 0, Door x en de volgende x(1)°5wconstant

(503) x = £+ a u=v+8,

met de voorwaarden

(504) o + eB= 0, qla)oB = rla),

waaruit ¢ = a(e) en B = B(e) bepaald worden. Door deze voorwaarden
krijgt de vergelijking (2.,A.1) de vorm

(5.5) (& + ev) %% +q(E)v=2r(E) , r,=r(0)=0,

waarin de oorsprong £ = v = O een knooppunt is, Lighthill heeft bewezen

dat voor q, < =1 met klassieke storingsrekening

(5.6) vl v e v e) + 2 v By 4.
de tot dicht bij £ = O convergente ontwikkeling bestaat

. =q s
(5.7) W e) = er(e) + o(g © 10g VIMe,
waarin

Y= {‘1 als 4 negatief geheel,

0 anders,

¢ v = 2 als 9y = =1,
1 anders,
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Het blijkt dat de convergentiestraal van de reeks (5.6) van de grootte~
orde exp (= consto/e”v)-isD zodat een gebied van x = O tot iets meer
dan x = a niet bereikt kan worden, hetgeen echter in sommige gevallen
geen bezwaar is, Voor 0 > 4 > -1 is het nodig ook de onafhankelijk
variabele x in de vergelijking van de vorm (5.5) te ontwikkelen,

Voor § + 0 verkrijgt men

. . . -q .
(5.8) =3 (e) = o6 © 10e3""e) , wld(e) = o © 108E),

op de manier zoals die in het geval 4 > 0 gevolgd is, Wat de convergentie=-
streal betreft kunnen we hetzelfde opmerken als voor 99 < =1, waarbij weer
vaak een vertakkingspunt v88r £ = O er voor zorgt dat. httrpuht £==0

(of x = a) niet bereikt behdeft te worden.

6. Andere gewone differentiaalvergelijkingen

Wat de gewone eerste-=orde vergelijkingen betreft behandelt Tsien nog het

type

(6.1) (22m+‘eu)‘23 +u =220 4 zeﬁ
dz
of, met 22 = X,
(6.2) (x+en) Vo B x4+l V/%
9 - 2 )

R
Y

waar q(x) = (2‘ﬁ:)“1 en r(x) = x +=% x kennelijk niet aan de regulari-
teit-eisen voldoen., Deze en dergelijke gevallen kunnen echter met de

grenslasg-methode behandeld worden (Carrier (6], [7]).

In verband met het hiervédr behandelde is vooral de' tweéde-orde vergelij-

king ven het type

dv d2v dv
(6.3) (o4 T eav) =z + q(x) =* s(x)v = r(x)

dx
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" interessant, want deze kan geschreven worden als het simultane stelsel

(6.4) (x + en + eav) %% + q(x)u + s(x)v = r(x),
dv _
&S

waarin men het type (2,A.1) herkent. Het viek x + eu + €av = 0 in de
(xyu,v)=ruimte is singulier voor de vergelijking. De Lighthill-
ontwikkelingen '

i x=E + Ex“)(i) + 52 x(2)(€) * s00

u(O)(g) + € u“)(ﬁ) + 52 u(2)(€) + o000,

(6.5) < u

v =y e W) 4 2@y 4L,

leiden tot een behandeling welke volkomen analoog is aan die van de eerste=-

orde vergelijkingen,
Ook op vergelijkingen van het type
2

(6.6) | A8, pecr (v
dx2 P dx

kan men de Lighthill-methode toepassen. Neemt men als ongestoorde oplos-
sing u(o)(E) = A sin £ en past men op f (u,-%%) een 'Bourier —ontwikkeling

f(A sin x, A cos x) = 8y + ) (a_ cos nx + b_ sin nx)
N n n

o

toe, dan treden in de vergelijking voor u(1)(£) Zz.8.N, seculaire termen
op:

"
e

9"

(1) _ 1 (1)’ (1)

+ u =e=8_ + 8, cos € +D

5 8 1 sin £ + A x

sin £ = 2A x cos £ +

1

+ g (an cos ng + b sin n€),

welke door de keuze
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desnoods met tevens &, = 0 vervallen, Oﬁ deze wijze kan men de periode

van de stationnaire oglossing (de zo.gono "1limit cycle”) berekenen als
machtreeks naar €., Overigens zijn voor dit type problemen speciale
methoden ontwikkeld (Van der Pol, Krylow en Bogoliubow) ; welke zeer
nauw verwant zijn aan die van Lighthill., Waarschijnlijk zullen deze
problemen en hun oplossingsmethoden later in dit colloguium nog ter

sprake komen, reden waarom wij er hier niet verder op ingaan.

QBmerking

Het steeds weerkerende probleem in de vele in dit colloquium behandelde
gevallen was het vinden van een "uniforme" asymptotiek in het van belang
zijnde gebied (bij ons bijha altijd x > 0), We zagen aan de hand van b.v.

de vergelijkingen

(x + eu)x%% +us=0,

du

{ AP =
{x + eu) ==+ glx)u = r(x)
2
en gx% +u=¢ flu, %%
dx

dat de klassieke storingsrekening deze uniformiteit beslist niet ver=
schaft, Vervolgens zagen we, dat de methode van Lighthill in de drie
bovengenoemde gevallen niet alleen een constructie van de asymptotische
oplossing (temminste, dat hopen wel) gaf, maar bovendien dat deze asymp-
totische uitdrukking uniform geldig was in het hele gebied x > 0, of de
variant dasarvan welke fysisch vereist was, Vandaar het optimisme van
Lighthill, We zullen echter zien dat het in het geval van de grenslaag-
stroming nodig zal zijn de alternatieve techniek van het gebruik van
lokale coSrdinaten te hulp te roepen bij de constructie van de nulde=

orde oplossing.
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desnoods met tevens a, = 0 vervallen., Op deze wijze kan men de periode

van de stationnaire oglossing (de z.gono "limit cycle”) berekenen als
machtreeks naar €, Overigens zijn voor dit type problemen speciale
methoden ontwikkeld (Van der Pol, Krylow en Bogoliubov) ; welke zeer
nauw verwant zijn aan die van Lighthill, Waarschijnlijk zullen deze
problemen en hun oplossingsmethoden later in dit colloquium nog ter

sprake komen, reden waarom wij er hier niet verder op ingaan.

Opmerking

Het steeds weerkerende probleem in de vele in dit colloquium behandelde
gevallen was het vinden van een "uniforme" asymptotiek in het van belang
zijnde gebied (bij ons bijna altijd x > 0), We zagen aan de hand van b.v.

de vergelijkingen

(x + su)-%% +u=0,
{x + eu) %% + g(x)u = r(x)
2
en gz% +u=¢ £(u, %%
dx

dat de klassieke storingsrekening deze uniformiteit beslist niet ver-
schaft. Vervolgens zagen we, dat de methode van Lighthill in de drie
bovengenoemde gevallen niet alleen een constructie van de asymptotische
oplossing (terminste, dat hopen we!) gaf, maar bovendien dat deze asymp-
totische uitdrukking uniform geldig was in het hele gebied x > 0, of de
variant daarvan welke fysisch vereist was., Vandaar het optimisme van
Lighthill, We zullen echter zien dat het in het geval van de grenslaag-
stroming nodig zal zijn de alternatieve techniek van het gebruik van
lokale coSrdinaten te hulp te roepen bij de constructie van de nulde-

orde oplossing.
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T. Nogmaals: asymptotische theorie van visceuze stroming

Reeds eerder in dit colloquium kwsm de asymptotische theorie van vige
ceuze stroming ter sprake (p.25 e.vo). Hierbij werd m.b.v. lokale

codrdinaten een oplossing ¢. van de gereduceerde vergelijking gecon=

0
strueerd, zodanig dat de totale oplossing geschreven kon worden als

‘D(xayoﬁ) = QO(Y) + 0[31(6)]°

Er zijn echter nog vele andere methoden om grenslaagproblemen op te
lossen, We zullen hiervan twee bespreken: €&n, meer klassieke, van Kuo
Dﬂ en een moderne en zeer effectieve methode welke ontwikkeld is door
Kaplun [11],

We roepen eerst nog enige belangrijke zaken betreffende de grenslaag=-
stroming in de herinnering terug, waarbij we terwille van de aansluiting
bij het werk van Kuo een iets andere weg bewandelen dan eerder in dit
colloguium is geschied.

Het snelheidsveld van een stationaire, incompressibele en visceuze
stroming wordt beheerst door de Navier-Stokes vergelijkingen en de contie-

nuiteitsvergelijking

8
i
s

(T.1) V. Vv = WY - p Vp,

(1.2) V; = 0,

waarin g(u,v) de (twee-dimensionale) snelheidsvector is, v de kinematische
viscositeit, p de (constante) dichtheid en p de druk. Om de randvoorwaar=
den op te stellen zullen we eerst ons fysische probleem specificeren,
Beschouw een "oneindig dunne" plaat ter lengte L, welke in de lengte=
richting in een laminaire stroming is geplaatst. We brengen een recht-
hoekig codrdinatenstelsel (x,y) aan met de oorsprong in het begin van de

plaat en de positieve x-as er langs (fig. 2). Zij de snelheid van de onge=-

stoorde stroming U_, de druk p_. ¥ U s 0
Volgens de klassieke grenslaag=- _;
theorie voert men nu dimensieloze v _
grenslaasgvarisbelen in door s P l N
. ' L -



169

i
u=u/U, v= % (v/u,) = % v,
(7.3) < x=Fn,y=1Gm =1y,
P = (.5 = ;w)/aa Uio

Hierin is de kleine parameter € met het Reynoldsgetal Re verbonden door
de betrekking

2
€

e
B<l

=
" Re U

[

0

De randcondities welke we zullen stellen zijn

u(x,0) = v(x,0) = 0,
(7.4)

u* i, alsy > %

Nasr aanleiding van de continuiteitsvewplijking definiéren we de z.go

3y

] s sy s
stroomfunctie V¥ door u = By * V== 3% o De vergelijkingen (7.1) en

(7.2) zien er, in termen van grenslaagvariabelen geschreven, als volgt uit

wady oy %y s, 2 3%
oy oxdy  ¥x 5.2 5.3 x sydxS
(7.5)
2wty oty oy ap Wy
dx 39xdy 9y ax2 axay2 oy ax3

Kuo past nu op ¥ en p de klassieke ontwikkelingen naar € toe

Y(x,y) ¢(O)(xgy) + ew(1)(x,y) + eew(z)(x,y) + ooo o

(7.6)
(2)(x

1 2
6p( )(x,y) + €°p o¥) * coo

p(x,y)

waarbij de constante druk in de niet-visceuze stroming op nul gesteld

,(0)

is. De strodmfunhetie.: . van de niet=visceuze stroming volgt

ne substitutie van (7.6) in (7.5) uit de grenslaasgvergelijking

300 2,000 5(0) 2,00 ;3,(0)

- = 0,
oy x93y ox 8y2 By3

(7.7)

&
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Zoals reeds werd uiteengezet (p. 29) bestaan er oplossingen van (7.T)

van de vorm

(7.8) VO = VR 2 (0, ¢ =L,

V=
waarin fo(;? een oplossing is van de gewone differentiaalvergelijking

899 09 =
(7.9) 2£00 + £,80 0

met de randvoorwsarden

fO(O) = £1(0) = 0,

(7.10) 0

f&(g) + 1 als L + 9,
() (1)

De grootheden ¥ P blijken te moeten voldoen aan de differen-

tiaalvergelijkingen

250 22401 22,000 5, (1) 500 2,1 42y} (1)

+ L
dy 9xdy 9xdy 9y ox ?y2 ‘ ay2 ox

i, A0
9x ay3

.
B

(To.11)

1
_8.£-(-=-3==0°
L

De oplossing van (7.T) en (7.11) zullen we in de volgende paragraaf
nader uitwerken. _

Opmerking. De overgang van de Navier-Stokes vergelijkingen op de grens=
laagvérgelijking is mathematisch bezien geenszins een triviale kwestie.
Men zie b.v. P.C, Fife: "Towards the validity of Prandtl’s approximation
in & Boundary Layer" (Eﬂﬂ), lettend op de aanhef van deze titel; en ook
de opmerking aan het einde van §T op pag. 30 van deze syllabus,
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8. De nulde= en eerste-orde oplossingen

Voor de oplossing fo(;) van (7.9) heeft men de volgende uitdrukkingen
gevonden voor kleine resp. grote waarden van ¢
1)2 1105 8

g 2 1) o° 5 N
5T ¢ * (~5 =T Lo+ (,5 BT C * ooy O 0,332,

(8,1) fo(;)

en

]
= dg? Ig e‘(§"”1°73)2/h dC"o

(8.2) fo(c) Z = 1,73 + 0,231 I

(0)

dus singulier in x = O,

(1)

grensleaagtheorie mobov. (7.11) berekend mag worden., Daarvoor is een be=

Voor alle waarden ven y is ¥

Men kan aantonen dat de eerste=orde oplossing ¥ ook uit de klassieke

trekking van de snelheden nodig. Mobove (8.2) en

(0)
- (o) . 3w~ 1 0 |
Veevy, v = - 5= -TV;[C fo(C)ufb(C)]

blijkt voor £ + = en 0 < x < 1

k]

V= voexaé » Vo = 00865,

Voor x > 1 blijkt V = 0 een goede benadering te zijn, zodat

0 (x < 0),
1
(8.3) V= 'voe::;:“2 (0<x<1),
0 (x > 0)o

Deze waarden van de vertikale snelheidscomponent gebruiken we als rande
voorwaarden voor het probleem (T.11) (¢ + « voor de grenslaag correspondeert
met y + O voor de potentiaalstroming).

Na invoering ven de volgende ontwikkeling van de uitwendige stroming

u=1"’5U(1)(%9%)+000
V=€v('ﬂ)(%g%)"‘ooo
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is het probleem oplosbaar in de vorm

1 iv v
(1) .1 _Yo dw 0 0 1+ Vz
§) = 1V -

(8014) = - + lo
0 (z =w)VYw VG; 7 \z 1 = 7'

met z =x+ 1iY,
Uit de vergelijking van Bernoulli
- = 1= (2 D =P
P=DP,=5"P {U°° - (T + ¥}
volgt gemakkelijk
2v

2
(805) p(1)(x) = o U(1)(x,0) =—TTQ- (1 +3'3E+35-c=”+ ooo)g
(1)

zodat de vergelijking voor V¥ wordt

(@) 2,(1) 32(0) 5 (1) 3y(0) 2,(1) ;2,0 5, (1) a3,,,;1)

(8.6) ay 9xdy oxdy  dy 9x ay2 ay2 ox 3y

(1) 2v
_du' “(x,0) _"0 1. 2
= = = - (3+ 5x+ e00)e

(0)

Door de vorm van ¥ en U(1)(x,0) wordt gesuggereerd

2v. ® ne3
(1) _ %0 X
(8,7) v = — n§1 5—7 £ (2),

hetgeen na substitutie in (8,7) leidt tot een derde-orde gewone differen=

tiaalvergelijking voor de functies f_(Z).

(1)

ten in beider uitdrukkingen voor x = 0 van dezelfde orde zijn. Men kan

Een gedetailleerde beschouwing van ¥ 0) en ¥ leert dat de singularitei-
bewijzen dat dit met w(a) niet meer het geval is; met de voorgaande
methode zullen de singulariteiten in hogere-orde oplossingen van steeds
hogere orde worden., Nu is dit feit, wat de stedomfunctie ¢ betreft,

vaak niet van belang: men kan dan in de praktijk reeds met de oplossing
tot op orde € volstaan., Voor de berekening ven de sc¢huifspatining asn het
oppervlek van de plaat is het echter soms van belang, een goede volgende
benadering te hebben. Dit probleem nu behandelde Kuo met de techniek van

Lighthill, om zodoende de mate ven singulariteit te "bevriezen".
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9, De tweede-orde oplossing

Volgens de methode van Lighthill zullen we nu trachten, door middel

ven een geschikte codrdinatentransformatie (x,y) + (£,n) een goede

(2)

tweede=orde storingsfunctie ¢ te vinden., We weten reeds dat

(0 (1)

niet nodig een eerste<orde storing van x op te nemen. Aangezien tevens

en dezelfde mate van singulariteit bezitten; het is daarom

de singulariteit alleen m.b.t, x optreedt, behoeven we y in het geheel
niet te veranderen. De volgende coSrdinatentransformatie lijkt daarom

plausibel

E % sz(z)(E,QN) * coo0 ?

X

(9.1)
¥y = N

De differentiaties naar x en y gaan over in

2 D 2 2?3

comms W csweon o

3x BJE" % THE T IE 0

en
2. 2u® s
5% n - % TBn BEe
waarna w(z) en p(2) bepaald moeten worden uit
[ a0 52,(2) 52,00 5,(2) 5,(0) 52,(2) 52,000 5y(2) 3(2)
on 9tan 9&9n an P13 an2 8n2 & an3
_ [aw(n 22,(1) ) ay(1) azw(v)] . [= ap(2) . 33,(0) . 334(0) 5,(2) .
o9& 2 an 9gfan 3E 2 3 13
(902)4 an andg an
@, 0 5@ (0 50 2(2) 02
oan agan2 on an 13 9£3n 9E
. 3 ﬁ(o)} 52,(2) i aw(O) a3}{(2)]
] gan 3n2 3E 8n3
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en’
(9.3) a2 | gyl 20 5, (0 2,0 3,0

an 5E 3E3an ~ an 2 3

o9& an
I.vom., de singulariteiten van w(O) en w(1)

1id ven (9.2) O(£m1) is, De tweede term tussen vierkante haken blijkt echter

is toelastbaar dat het rechter=-

0(5'2) te zijn als £ + 0, Deze groep van termen moet nu op passende wijze
gecorrigeerd worden d.m.v. een geschikte keuze van x(2)o

De oplossing van (9.3) kan geschreven worden in de vorm

2@ (g,n) = p08) + 2@ (g,m),

met
0 2 (0 0 0 3.0
Do [ B o0 O 20,
terwijl p2(£) uit de tweede-orde potentiaalstroming bepa?ld wordt .
b 2)
De term~3zg kan voor £ -+ O verwaarloosd worden t.0.v. 3%E- o Uit de
(2)

vergelijking die men zodoende voor x verkrijgt blijkt m.b.v. de

2
( ) = 82(C)’
waarbij g,.(z) een oplossing is van een gewone differentiamalvergelijking.

2

aanname ¢(O) = \/E fOCT%?) dat x(z) een functie is van ¢ = nzm%, x

Voor kleine waarden van 7 kan men afleiden

2
1 2 g 5 To 8 ,
(9.4) gz(c) ¥ = 5.01 t + 73:?? " = 30.87 L % coo ¢ WaArin weer

g = 00332'

terwijl voor ¢ -+ «,

2
(9:5)  gy(2) = = gt = 2) 40+, exp - gz = 1.73)% 4

172
’ o ((e=1.T3)/¥2 .2
+ 03 exp = x(; = 1,73) I; exp = dt,
1

De integratieconstanten volgen uit de aansluiting van (9.5) met (9.L4) bij
bove L, = 3 (de "patching technique"). Met behulp van de gevonden uitdrukking
van x zZou men nu w(z)(g,n) uit (9.2) kunnen bepalen en daarmee een tweede=
orde¢ correctie aan de uitdrukking voor de weerstand op de plaat kunnen toe=
voegen,
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Van mathematisch standpunt bezien is het echter interessanter om ten volle
profijt te trekken van de transformatie (9.1): de nulde-orde oplossing

(0)
]

kah nl. nog verbeterd worden, en wel z8 dat de singulariteit in de

snelheidscomponent V voor x =+ O althans voor y # O opgeheven wordt.

10, Verbetering van de nulde-orde oplossing

De Blasius-oplossing w(o)(x,y) heeft betrekking op het gebied x > O,
¥ > 0 in het (x,y)=vlak, De lijnen { = constant zijn halve parabolen
y2 = c2 o x met de top in (0,0). Door de co8rdinatentransformatie
(9.1) wordt het eerste kwadrant van het (&,n)=vlek afgebeeld op het

bovenhalfvlak in het (x,y)=vlak. Hierbij geldt

£>0, n=0(z=0) wordt afgebeeld op x > 0, y = O3

"

E=0,n=0 (x eegz(c), ¢ wille= " " x <0,y =03

keurig)

£ 0(;+w9g2+,m)

X + w®g

it
o
»
=3
v

" " ¥ > Oo

£ >0, n>0 (£ willekeurig)

De parabolen n2 = §2 o & met r=5,2

gemeenschappelijke top € = n = 0 4.0
gean hierbij over in de para- 3.0
bolen 2,0

2 2 2
(10.1) ¥° = B(x = e%g,(2)) - - -5y

met de top in x = ezgz(;) op de
negatieve x-as (fig. 3). Wegens

ga(c) + «® gls [ + ® verschuiven

deze toppen langs de negatieve

x=88 naar == als ¢ + o(fig. b), grenslaag voor Re = 100

fig. 3
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2 L 6 8, 3t Met behulp van de transformatie van

de afgeleiden
=2
3
b | I oF
- 9
«8
3
o 22 2
= 3y  9n 5 9x\2)
1+ ¢ ag % o000
&y fig, b
verkrijgt men voor de snelheidscomponenten
2y(©) % ()
(10.2) u = = = fg(g) + 5 (qu - fo)”
Y 2¢ - "rghl(z)
(0)
__oaw? o eV ,
(10.3) V= = e=t= (zfy = fo)o

2f = ezcgg(g)

In deze vorm zijn de snelheidscomponenten slechts onbegrensd in de

oorsprong, terwijl V dit voordien overal op de y=as het geval was.

11, De stelling van Kaplun

In contrast met de enigszins moeizame en ingewikkelde manipulaties
van Kuo staat het %erk van S, Kaplun EVﬂo Deze auteur heeft een
algemene en vrij eenvoudige methode aangegeven om een uniform geldige
grenslasgoplossing te vinden van het probleem van een stationaire,
incompressibele en visceuze stroming langs of op een halfoneindig
lichaam,

Allereerst laat Kaplun zien dat de gedaante van de grenslaagoplossing

in hoge mate afhangt van de gebruikte co8rdinaten, Hieraan knoopt hij

£
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de vraag vast, of het mogelijk is dusdanige co8rdinaten ("optimale"
coSrdinaten) te vinden, dat de grenslaagoplossing in dit stelsel
ook op grote afstand van het storende lichaam geldig is. Uitgaande
van een codrdinatenstelsel ¢ = ({,n) definiéren we de grenslaag=
variabele ﬁ'door‘ﬁ =«% , en de grenslaagoplossing wc door

(11.1) 1im Y(E,M,e)o

e+>03E,n vast

-
]
]
b
=4
<
i

Bovengenoemd verlangen kunnen we dan uitdrukken door
(11.2) V= wc + o(€e), buiten de grenslasag.

Dit wil zeggen, dat de exacte- en de grenslaagoplossing tot op de eerste
orde in ¢ overeenstemmen, ook in het oneindige.

Tengevolge van de sanwezigheid van de grenslaag ondervindt de buiten-
stroming een zekere zijdelingse verplaatsing over een afstand, die de

verplaatsingsdikte genoemd wordt en gedefiniéerd is door

U

o

§ = J: (1 = S=)dn,

Wenneer we nu (11,2) als eis stellen bij de keuze van ons codrdinaten=
stelsel, kunnen we (11.2) op equivalente wijze formuleren als: de grens=
laagoplossing omvat de buitenoplossing (d.i. de oplossing "buiten" de
grenslaag) en de oplossing t.g.v. de verplaatsing door de grenslaag.
Noemen we de eerste we(g,n), de laatste w;(&,n), dan is het te verwachw
ten dat

(11.3) p = we(z.n) + ew;(zgn) + ole),
waarin
(11.4) b, = lim, ¥(E,n,e) g lim  w(E,n.e)s

e303E,n vast

De eerste=orde storing van de buitenoplossing W; kan dus gedefiniéerd
worden door herhaalde toepassing van het limiet-proces (11.4) als

| "
]

(11.5) vl = lin (n #0)
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en

(11.6) ve, & v2(g,0) = Lim yl(g,n),
n-0

waarbij de index w op het limiet=proces n + 0 slaat.
Men kan afleiden dat

! = - "y
(11.7) Vaw [o (uc u,ldn,
en dat
V=Y ¥
3 ! = 14 e==-_ T _=—£
.'L:LmC we 11,mc = wc uewn s met wc = o

Passen we de fundamentele aanname, dat voor een willekeurige stromings=
grootheid f geldt

(11,8) lim (1im_ £) = lim (1im  £),
n-e n+0

toe op £ = (Y = ‘l’e)/e9 dan is het resultaat dat

= v n 0
(11.9) by T ugn b eVl als n + =,

Analoog san (11.3) zoeken we voor W; near een uitdrukking van de vorm

(11,10) wg = w;e + ewge + ole),

Blijkbaar is het verband tussen (11.9) en (11,10)

d .. o L
(11.11) wce = lim, wc = uewn (n ¢ 0)
en
(11.12) o &4 25-:-£55 =y' (n#0)
° w;e im, € - wew n ’

wge(z,o) = ﬁiﬁ w%e(ﬁ,n)o

We zeggen nu dat de grenslaagoplossing wc de buitenoplossing wCe van

de exacte oplossing bevat indien
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(11.13) w;e = Y loeou n=v,

en dat de grenslaagoplossing WC de oplossing tgw de verplaatsing w; bevat
indien

9 oz gt 3 = gt
(1101!4) IPCe = \Peg lo€o wew ‘lle °

Indien aan de voorwaarden (11.13) en (11.14) is voldaan noemt Kaplun de
bijbehorende codrdinaten optimeal. Men kan aantonen dat bij gegeven we en

Wé voor optimale co8rdinaten x = (p,0) moet gelden
P o= gt -
We We(p), o= f(p) We,
wearin £(p) een willekeurige functie van p is.

We kunnen het voorgaande samenvatten in de

Stelling van Kaplun:

Het codrdinatenstelsel ¢ = (£,n) is optimaal in de zin dat aan (11,13)

en (11.14) voldasn is, indien

(11,15a) £ = w; s N=1 ,

Een willekeurig ander systeem x = (p,0) is optimaal dan en slechts dan als

het met { samenhangt volgens

(11,15b) p = f1(€) s 0 = f2(£)9

waarin £, en f2 willekeurige functies zijn. Het stromingsbeeld, gegeven
door de grenslaagoplossing wc is hetzelfde voor alle optimale systemen,

mear zal anders zijn voor een willekeurig niet=optimasl systeem,

Men kan nog nagaan dat de grenslaagoplossing wc aan alle randvoor=

waarden voldoet, en blijkens

v

b +oEv] + o(e),

en

wc = wCe + ewge + ofe)

tot op orde € met de exacte oplossing overeenstemt.
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Het optimale co8rdinatensysteem is i.h.&a, niet a priori bekend. Men kan
echter a.v. een optimale grenslaagoplossing construeren. Eerst bepaalt
men we uit het potentiasl=stromingsprobleem, i.e., uit de gereduceerde
vergelijking. Uit de grenslaagvergelijking met de randvoorwaarden

= 0
uC(E,O) VC(E, ) en u,

men de integrasl (11,7) voor wgw uit, en lost de potentiaalvergelijking

> U als n + = bepaalt men w;o Vervolgens rekent
voor W; op. Een optimaal systeem X(p,0) vindt men dan uit (11,15), en

WX door substitutie in wco

We lichten dit toe asan de hand van een passend voorbeeld,

12, Stroming langs een half-oneindige vlakke plaat volgens Oseen

Dit is een type stroming met een laag Reynolds~-getal. De Oseen=-
vergelijking voor ¥ is

2 2

. ,
(12,1) (W = U, 5= ) V¥ = 03

met de randvoorwaarden

(12.2) Y = %% =0 voor y = 0, x > 0,
en
(12,3) '%% + U, -%% >0 als |y| » = of als x + ==,

De stroomfunctie we is een oplossing van de gereduceerde vergelijking

9 2
(12,4) rra v, = 0
met de randvoorwaarden
b, =0 woory=0, x>0,
(12,5)
Y W
—— U —u-s--koals!y‘-)-mcfx-).,cnc

w? Jx
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De oplossing blijkt te zijn

(1206) we = Uoo o Yo

Met ¢ = |/ v/U_ wordt de vergelijking (12.1)
2 2 2 2
[‘3:-”29“‘) a]‘%*ﬂ”‘f”"”’

o e XA P ax

waarbij de overstreepte grootheden zijn gedefiniBerd door y = y/e,

V¥ = y/e, Voeren we nu het limiet=proces (11,1)

limc = lim
‘ e*03x,y vast

uit op deze vergelijking, dan verkrijgen we de grenslasgvergelijking

(12,7) (2 2, o,
8y2 9x 3-;2
en de randvoorwaarden
Lo am .
wc = f:; =0 voor y = 0, x > 03
oy

(12.8)
V= U, oy + wéwvoor?;-rw’ X oo,
In rechthoekige codrdinaten (x,y) is de grenslasgoplossing nu

- - -2
- : y
(12.9) b, =20, V= {Z;\%—; erfj—;}?+ = (exp (= H) - 1)},

waaruit i.vem. (12,8) voor w;w volgts

(12010) wv = o o

Substitutie van ¢ = Vo * ewé in de vergelijking van Oseen (12,1) en

limietovergang € » 0 levert
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en daar de stroming rotatievrij is voor x + == krijgen we de Laplace=

vergelijking voor w;

(12,11) VT Yl o= 0,
e

De oplossing met randvoorwaarde (12,10) is

r+x
o1 °

Aangezien wé constant is langs een stelsel confocale parabolen, kunnen

we als optimale {=co8rdinaten nemen

(12,12) E=Rel , §= be_I"EQ s 0 < arg(x + iy) < 2m;
en als optimale n=codrdinaten

n=r(g) oy,
of, met speciaal £(&) = %€ .
(12.13) n

Im Co

We hebben dus

x= 2 o2,

¥y = 2&n,

Volgens een hier niet behandelde stelling van Kaplun (zie [ﬁ1], p.119)

geldt voor de grenslaagvarisbelen (met index )

. _ 2
(12,14) x, llmc x = x(g,0) = £7,
v = 13 = uéx °m= ﬂo
y, = lim ¥y (5%) - n = 2En
n—
Voeren we de substitutie (12,1L4) uit in de formule (12,9) voor EE,
dan krijgen we voor de grenslaagoplossing in optimale codrdinsten

(12.15) v, =2V, ve [7ert 7+ == (exp(- W) = D},
™
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Controle leert dat de oplossing (12.15) asn de vergelijking (12,1) en

alle randvoorwaarden (12.2) en (12,3) voldoet,

Opmerking. Toegepast op het door Kuo uitgewerkte probleem leveren de
parabolische co8rdinaten dezelfde resultaten als de techniek van
Lighthill (men zie hiervoor o.a., Goldstein [12], p. 280=285), Verschil-
lende resultaten echter worden verkregen asan de achterkant van de
(eindige) plaat, vgl. [13].
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Colloquium partiéle differentiaalvergelijkingen met kleine parameter

Asymptotische oplossingen van singuliere storingsproblemen

voor differentiaalvergelijkingen van elliptisch type

E.M, de Jager

1. Inleiding

In deze verhandeling beschouwen wij het volgende randwaarde-probleem:
de functie ue(x,y) voldoet binnen een begrensd convex gebied G van het

(x,y)~vlak aan de differentiaalvergelijking

(1.1) L, ue(x,y) = €L, us(x,y) + L, uz(x,y) = h(x,y),

waarin L2 een differentisal-operator van de tweede orde en L1.een diffe-
rentiasal-operator van de eerste orde is, terwijl langs de rand T van het

gebied G de randvoorwaarde geldt

(1.2) ue(x,y)|r = 0,

Het probleem dat we hier stellen is onder zekere voorwaarden de functie
u_ voor kleine waarden van de parameter € in een asymptotische reeks
naar ¢ te ontwikkelen, ‘

Het vraagstuk, waarbij de randvoorwasarde (1.2) vervangen wordt door

(1.27) u_(x,3)| = o(x,3) [

waarin ¢(x,y) een gegeven twee maal differentieerbare functie is, kan

door middel van de substitutie
3
ue(xsy) = ug(x,y) + ¢(x,¥)

eenvoudig tot het eerstgenoemde randwaardeprobleem teruggebracht worden,
Aan bovengesteld vraagstuk is in de literatuur betreffende singuliere
storingsproblemen uitvoerige aandacht geschonken. We noemen hier de
publicaties van W, Wasow E‘ij » No Levinson [2] en van M.I, Vi¥ik en

L.A, Eyusternik Eﬂo
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Wasow beschouwt het speciale geval

Ju

£ =
(1.3) ehu_ + 5= = f£(x,y)

terwijl Levinson een veel meer algeinene differentiasalvergelijking
gebruikt, namelijk:

ou ou
(1.4) etu_ + A(x,y) %-}i + B(x,y) -é-;f- + Clx,y) u_ = Dlx,¥)0

Levinson toonde in [2] aan, dat y

in ieder deelgebied van G be-
grensd door ' en door twee

bij L1 horende subkarakteris-
tieken, die I snijden (zie fig.1),
de oplossing ue(x,y) geschreven

kan worden als

subkaraks
eristiek

subkarak=
teristiek

figuur 1
(1.5) us(st) = Wo(xsyx*' vo(xayae) + Zo(xsys€)9

vaarin wo(x,y) een oplossing is van de gereduceerde vergelijking

awo 8w0
L'ﬂ WO=A°5’;"+B~§}M+CWO=D,

en vo(x,yse) een grenslaagterm voorstelt, terwijl zo(x ¥e€) in het
bovengenoemde deelgedied van .G uniform van de orde 0(e®) is. (Zie Eﬂ
of de bijdrage van D. Dunnebier tot dit colloquium Dﬂ)o

D, Dunnebier [P] heeft er reeds op gewezen, dat de schatting voor de
restterm zo(x,y) aanzienlijk verscherpt kan worden; er geldé namelijk
zo(x,y,s) = 0(e),

Het artikel van Levinson is overbodig gecompliceerd en weinig door=
zichtig, mede doordat de grenslaagbterm vo(x,y,e) met behulp van de
W.K.B. methode geconstrueerd wordt.

Vidik en Lyusternik beschouwen in hun overzichtsartikel [31 een ellip-

tische differentiaalvergelijking van de gedaante

&
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2 2 2
9 u, ] u, 9 u, aue
(1.6) elalx,y) + 2b(x,y) + el(x,y) + d{x,y) = +
X3y ox
ax By
Bu Bu
e(x,y) + f(x,y) u€I + ~w~ - glx,¥y) u_ = h(x,¥y).

De storingsterm in de vergelijking (1.6) is veel algemener dan die

in (1.4), terwijl de bij (1.6) behorende gereduceerde vergelijking
veel eenvoudiger is dan die, welke met (1.4) correspondeert.

De subkarakteristieken van de gereduceerde vergelijking van (1.6) zijn
nu rechte lijnen en wel y = constant.

Onder zeer algemene voorwaarden kunnen de vergelijkingen (1.4) en (1.6)
door middel van een transformatie in elkaar overgevoerd worden.

Vi#ik en Lyusternik construeren een formele reeks

m+1

(1.7) ue(xsy) = .ZO € W, (ng) + EO et vi(x,y,a) + Zm(xsyas)s
i= i=

=]

m = 09 19 29 cooeg

waarin de termen LA oplossingen zijn van de gereduceerde vergelijking
en de termen v, grenslaagtermen voorstellen.

De waarde van m is afhankelijk van de orde van differentieerbaarheid
van de functies a(x,y), b(x,y), 000, h(x,y) en van de orde van differen-
tieerbaarheid van de parametervoorstelling voor de randkromme T,

Deze formele reeks (1.7) wordt alleen gedefiniferd in een deelgebied

G = V(A) = V(B) van het gebied G, waarin V(A) en V(B) willekeurige
kleine omgevingen van de punten A en B zijn, welke de punten zijn

waar de subkarakteristieken y = Yoenvy =y, de randkromme I raken

(zie figo 2)o

Kleine omgevingen V(A) en V(B) worden buiten beschouwing gelaten, omdat

de functies v singulier zijn in A en B (vergelijk hoofdstuk 2).
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In [3] wordt ondermeer aan-

getoond, dat

(1.8) ||z |5 = o(e®*)

waarbi] [lzmlla de L,~-norm

2

van z beduidt met betrek-

king tot het gebied
G =G =V(a) = V(B),

A subkaraskteristiek

x
(1.8) geeft echter een " >
. figuur 2 '
globale afschatting van
z en uit (1.8) kan geenszins zonder meer de conclusie getrokken worden,
dat ook geldt
m+1 . .
(1.9) z = 0(e" ') uniform in G = V(4) = V(B).
Schattingen van het type (1.8) kunnen in de praktijk nuttig zijn voor
bijv. energiebeschouwingen, maar zij geven geen uitsluitsel over de
asymptotische uitspraak
T i wti i m+1
(1.10) ue(x,y) - ) ¢ wi(x,y) - 20 € vi(x,y,e) = zm(xsyae) = 0fe ).
i=0 i=

Vi¥ik en Lyusternik zijn er evenwel in geslaagd ue(x,y) in het gehele

gebied G uit te drukken als

ue(xsy) = ;b(xsy) + é;b(x,y,e) + Eb(x,y,e),

waarin W, Weer een oplossing van de gereduceerde vergelijking en ;B
een grenslaagterm voorstelt. Indien de orde van raking van I' in A en B
aan de karakteristieken y = Yo ¥esp. ¥ =y, voldoende groot is, dan is
buiten willekeurige omgevingen van A en B de restterm zb(x,y,a) uniform
van de orde O(e), terwijl in de omgevingen van A en B de functie
Eb(x,yas) willekeurig klein wordt, naarmate deze omgevingen zich op

A en B samentrekken,

Het bewijs, dat de auteurs geven, is tamelijk gecompliceerd door de vele
afschattingen, die in de omgevingen van de punten A en B gemaakt moeten

.
worden,
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In dit artikel geven wij een nieuw kort en doorzichtig bewijs van

de bewering, dat inderdaad geldt

(1.11) z = o(e™* )y

uniform in ieder gebied G = V(A) =~ V(B), waarbij V(A) en V(B) wille-
keurig kleine omgevingen van A en B zijn,
In dit verband wijzen we nog op een recent resultaat van W, Eckhaus
[i], die met behulp van de theorie van de parabolische grenslagen op
eenvoudige wijze aantoonde, dat geldt

. 1
(1.12) Zg = 0(e?),
Deze auteur gaf tevensvin [i] de weg aan, hoe dit resultaat nog ver-

scherpt kan worden tot

zy = o(e)o

In hoofdstuk 2 geven wij de constructie van de reeks (1.7); wij volgen
hier Vi¥ik en Lyusternik en wij geven de preciese voorwaarden waar-
onder (1.7) geldig is.

Tenslotte geven wij in hoofdstuk 3 het bewijs van (1.11), i.e. het
bewijs' voor de asymptotiek van (1.7); hierbij wordt gebruik gemaakt

van z.go.n. "barriére-functies".

2. De formele ontwikkeling voor u

2.1, Probleemstelling

We beschouwen het volgende randwaarde-probleem:

In een begrensd convex en enkelvoudig samenhangend gebied G in R2 vol=

doet de onbekende functie ue(x,y) aan de differentiaalvergelijking

(2.1) L, ug(x,y) = €L, us(x,y) + L, ue(x,y) = hix,y),

waarin L2 een elliptische differentiaal-operator van de tweede orde en

L] een differentiaal-operator van de eerste orde is, namelijk:
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4

2° 9 22 3
(2.2) L, = a(x,y) — + 2b(x,y) Y + e(x,y) —z * d(xgy)‘gg +
ax 3y
e(x,y) %; + £(x,y), met a(x,y) > 0 in G,
en
! .
) 2 .
(2.3) Ly =37 - g(x,y), met g(x,y) > « > 0 in G,

Op de rand T van het gebied G geldt

(2.4) ue(x,y)lr = 0,

i

Indien de coéffici&nten a, b, ¢, o00, g en het rechterlid h H8lder=-
continu zijn in G + T met exponent o en indien de parametervoorstelling
ven T twee keer differentieerbaar is en de tweede afgeleiden zijn ook
HSlder-continu met exponent a, dan is het bovengestelde randwaarde=-
probleem ondubbelzinnig oplosbaar voor voldoend kleine waarden van ¢

en ueé02+a °
met exponent a(vgl. Courant-Hilbert [}J, Vol. II, pag. 336).

Het gestelde vraagstuk is nu de onbekende functie u_ voor kleine

doW.2, de tweede afgeleiden van u_ zijn H8lder-continu

waarden van € in een asymptotische reeks naar € te ontwikkelen,

In verband met de gewenste algemeenheid van de differentiaal-operator
Le maken we de volgende opmerkinge?o

1, Een willekeurige lineaire differentiaal-operator van de eerste orde

kan voorgesteld worden door:

L, = alxy) 55 + Bxy) 5=+ ¥(xy)
Onderstellen we nu, dat o(x,y) en B(x,y) beide continu en niet tege-
lijkertijd nul zijn in G, dan gaat door ieder punt van het gebied G
€én en slechts &én subkarakteriétiek, die geen dubbelpunten of
andere singulariteiten bezit.
Indien we verder aannemen, dat er in G een functie n(x,y) bestaat,

zodenig dat de uitdrukking
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%-; [n(x,y)elx,y)} + %&: In(x,y)8(x,7)}

in G positief of negatief én tekenvast is, dan kunnen de karakteris-
tieken ook geen limiet cycle zijn in G (Theorema van Bendixon).
Onder deze voorwaarden zullen de gladde subkarakteristieken de rand
I' in een even aantal punten snijden,

We nemen tenslotte aan dat G zodanig is, dat de subkarakteristieken
de rand T in slechts twee punten snijden en dat er slechts twee
subkarakteristieken zijn, die ieder aan I' raken in &&n punt.

Het gebied G wordt "overdekt" door een schaar karakteristieken

t(x,y) = ¢

en voeren we in de plaats van y de coSrdinaat ¢ als nieuwe onafhanke-

lijke variabele in, dan neemt L, de vorm (2,3) aan en we zijn in de

situatie, zoals in de probleemstelling gesteld is (vgl. ook figuur 2),
2. Omdat de operator L2

hetzij kleiner dan nul in G; zonder de algemeenheid te beperken hebben

elliptisch is in G, is a(x,y) hetzij groter,

we hier a(x,y) > 0 gekozen,
Dit heeft dan tot gevolg, dat het voor de ondubbelzinnige oplosbaar=
heid van het randwaardeprobleem noodzakelijk is dat -g(x,y) + ef(x,y) <0
moet zijn in G (vgl. Courant-Hilbert [6], Vol. II,pag. 321),
Aan deze voorwaarde is voor voldoend kleine waarden van € stellig voldaan,
indien g(x,y) > o > 0 in G.

3: In het vervolg zullen we aannemen dat € > 0 is; indien € < 0 is, dan 1is de

theorie geheel analoog.

2.2, De gereduceerde vergelijking

Voor een eerste ruwe benadering van de functie ug(xsy) voor kleine positieve
waarden van £ beschouwen we een functie wo(x,y), die voldoet azan de verge-
lijking, welke uit de oorspronkelijke differentiaalvergelijking (2.1) ver-
kregen wordt door hierin € = 0 te stellen; deze vergelijking heet de geredu-

ceerde vergelijking.
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Substitutie van ¢ = 0 in (2.1) geeft:

BWO
(2,5) Ly W = 53 = g(x,y)wo = h(x,y).
De subkarakteristieken van deze vergelijking zijn de lijnen y = con-
stant. Veronderstel dat de karakteristikken y = Yoeny =V, de
randkromme I' raken in de punten A en B, welke punten I verdelen in
twee delen, die we rr resp. I'” noemen (zie fig. 2);: I'" heeft de ver-
gelijking x = v (y) en I de vergelijking x = v (y),
De randvoorwaarde LA =t 0 kan nu alleen nog maar opgelegd worden op &&n
van de randen I'" of F+o Om redenen, die in paragrsaf 2.3 duidelijk zul-

len worden leggen we deze randvoorwaarde op langs de rand rt en er geldt

(2.6) wb(x,y)|r+ = 0,

De ffinctie Wo(x,y) kan nu eenvoudig bepaald worden en het resultaat is:

X
(2.7) Loy (xy) = fx+ exp Ef g(t,y)dr ] h(&,y)dg.

Y (y) 3
Het is duidelijk dat Wo(k,y) bij "benadering" aan de oorspronkelijke
differentiaalvergelijking (2.1) en slechts voor een deel aan de vereiste
randvoorwaarde (2.4) voldoet.
De eerste benadering van de functie ue(x,y) wordt verkregen door toevoe-
ging van een term vo(x,y,s), die nul is langs T+, die gelijk is aan
-wo(ym(y),y) langs T, en die tezamen met wb(xey) aan de differentiaal=-
vergelijking (2.1) tot op orde O(e) voldoet., Deze term heet een grens-
laagterm en zal in de volgende paragraaf geconstrueerd worden,
Alvorens echter op de constructie van een formele asymptotische reeks
nader in te gaan, zullen we eerst nog even de eerste term wo(xsy) nader
bekijken, omdat deze reeds singulariteiten introduceert din de punten
A en B, welke punten dan ook in het vervolg buiten beschouwing gelaten

dienen te worden,

+ .
Veronderstel dat het gedrag van de kromme x = y (y) in A(xogyo) beschreven

wordt door

)P

+
(208)5: Y (y) = XO wco(y - YO s P > 1
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en in B(xigy]) door
1
+
(2.9) Y (¥) =%, aCG-y)% , a> 1

(Voor p = 2 gedraagt x = Y+(y) zich in A als een kegelsnede,)

Stel verder dat g(x,y) en h(x,y) in G = G Ul continu differentieer-
baar is naar y en dat Y+(y) continu differentieerbaar is voor

Yo <V < V40 Hieruit volgt nu dat wb(x,y) continu differentieerbaar
is nasar y in G - V(A) = V(B), waarbij V(A) en V(B) willekeurige

omgevingen van A en B zijn, en er geldt in G - V(A) = V(B):

(1) 2= [, A lew ([ atrarh ntew) 1 as
2,10 o 22 z=n | XD f glt,yldr; hig,y d€ =
vy ¥ g

X
exp EIY+(y) glt,3)at ] nly' (y),7) . %; Y (¥,

1

e ]
)P

Co(y = ¥, in de omgeving van A,

a + 1
met Y (y) &3

Derhalve heeft w(x,y) een singuliere afgeleide naar y voor y = Yo

en hetzelfde geldt geheel analoog voor y = y,. Indien g(x,y) en
n(x,y) in G twee maal%aifferentieerbaar zijn naar y en y+(y) is twee
maal continu differentieerbaar voor Yo <V < ¥yo dan 1is Yo ook twee
maal continu differentieerbaar naar y in G = V(&) = V(B).

Verder geldt in de omgeving van A

2 1
, 9w 2 -_—- 2
(2.11) 2= 0 S5 v"(3)) = ol(y -y )P )
oy dy

en een analoog resultaat geldt in de omgeving van B,

2.,3. Het fundamentele iteratieproces

Voor de constructie van de z.g.n. grenslaagtermen is het noodzakelijk
een nieuw codrdinatensysteem in de omgeving van de linkerrand T in te

voeren (zie fig. 3).

%) & °
continu
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p zij de afstand langs de normaal
gemeten van een punt (x,y) & G tot
I en ¢ de afstand, gemeten langs
I", vanaf het punt A tot het punt,
r* waar de normaal uit (x,y) de kromme
I'" snijdt. De parametervoorstelling
van de randkromme I'” zij gegeven

door:

>
L1}

xr(¢)

) (2.12)
figuur 3 y

%

yr(¢)

met O < ¢ < ¢, A het punt
(xr(O),yr(O)) en B het punt (xr(Q),yr(Q))o We veronderstellen, dat de
vergelijkingen (2,12) (n+3) maal continu differentieerbaar zijn naar ¢
voor 0 < ¢ < % (n =0, 1, 2, coo )o
We beschouwen nu een rechter omgeving @ (O £P 2Py 0 <¢ <¢®) van de
randkromme I'” die voldoende klein is, dat de normalen vanuit de punten
op de rand T~ elkaar niet snijden binnen Q.
Dus in 9 bestaat er een 1=1 afbeelding van de codrdinaten (x,y) op de
co8rdinaten (p,¢) en omgekeerd; deze afbeelding wordt beschreven door

de relaties:

x = Xr(¢) +p{1 + ( Yy ‘gga )}
(2,13)
dy_ dx dy dx 2 =3
y’=yr(¢)+p(#/aﬁ){1+(3%/3%)} o

Substitueren we deze transformaties in de differentiaalvergelijking (2.1),

dan krijgen we in Q de differentisalvergelijking:

224
+ v(p, ¢) + z(p,0 )
3¢

2
{a(p,¢) + 28(p,¢) e

3 a¢
(2.14) 20

n(p,6) 5 + £(0,0)u} + o(p,9) .g% + x(p,4) %}g - g(ps)u = hip,0),
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~

geldig voor 0 < ¢ < ® en 0 € p < Pye

In deze vergelijking geldt:
ap 12 9p 3 ] 2
a(0,9) = alp,8)( 22)% + 20(,0) 2232+ c(p,0)( 32 )

Bls0) = alp,0). 22 o S 4 b(p,0)( 3232+ 22 20 ) 4 o(p,4) 22 22

( dx 3y 3y 9x dy oy
2015) = = = — e = — e — - - - - - - - - - -
)
o(p,0) = 3=
)
x(p,0) = 3%

met alp,$) = a(x,y), blp,4) = bx,y), ete
Omdat de differentiaaloperator L2 (2.,2) een elliptische operator is met

a(x,y) > 0 in G, is ook
(2.16) alp,9) > 0 in R,
Verder geldt

(2,17) 0(0,¢) = cos (p,x)l;=0 > 0 voor 0 < ¢ < &,

Indien we tenslotte veronderstellen, dat de co&fficiénten van onze
oorspronkelijke differentiasalvergelijking (2.1) in G continue parti&le
afgeleiden tot en met de orde n naar x en y bezitten, dan hebben de
co&fficisnten van de vergelijking (2.14) in @ ook continue partiZle
afgeleiden tot en met de orde n naar p en ¢5 hiervoor was het nood-
zakelijk te veronderstellen dat de parametervoorstelling (2.12) van de
randkromme I (n+3) maal continu differentieerbaar is naar ¢ met 0 < ¢ < &,
We mogen nu de co&fficiénten van (2.14) in het gebied Q" met 0 < p < Pge

0 <8 <¢ < d=8 <9 (8 willekeurig klein) in een Taylor=-reeks ontwikkelen

en we schrijven:

N+1

a(ps¢) GO(¢) + a1(¢)p + o000 * QN(¢)0N + aN+](ps¢)p

N+1

w

o~

he)

®

-

~
i

= By(0) + B,(9)0 + oou + (00" + B, (0,8)0

e e o e e e B S S e S mme Gmae s Gmee  SEe e e WEeor G dGee e
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(2.18)  0(p,8) = g,(8) + 0,(8)p * oou + g (0)0 + 6, (0s8)0 "

s mmee wme e s e s s e e B e foe i ge e S we e mmee s we e

8(028) = £y(9) + g,(8)0 + cou + gy(8)0" + gy, (p,0)0" "

nmet ao(¢) > 0, 90(¢) en N+1 < n,

We voeren nu in de variabele t, gedefinieerd door p = et en de differen=-

tisal-uitdrukking eLe u wordt:

- N N1
(2019) ELE u€ = MO u.E + £R1 ug + o000 *+ E RN ug + € RN""‘B uag
waarin
52
M, =a (¢) *+ 0, (¢)
0 3t2
32 32 3 )
Ry = a,(9)t oz + 28,(¢) 5p5 ata¢ +5(e) 5+ to, (o) 5 +
x.(6) 2 - g ()
() Y 0
(2,20)
92 )
R, = a,(9) £2 Btz + 28.(¢) t 5357 ata¢ + vo(9) a¢2 +2,(0) t 5+

9
n0(¢) + £, (¢) +0 (¢) 2 at xj(¢) t 5y - gﬂ(¢) o to
En analoog Ric

(2 < i < N) is een differentiaal-operator van de tweede orde, waarin
de t afhankelijkheid van de factoren is van de gedaante tJ met j < i.
N+1 is ook een dlfferentlaalmoperator van de tweede orde, waarvan de
coéfficiénten zijn van de vorm tJ H(p,¢) met j < N+1 en H{p,$) begrensd
in @,
Met behulp van (2.1)=(2,4) en de "lokale" ontwikkeling (2.19) kan nu
formeel een ontwikkeling van de gevraagde functie u. geconstrueerd worden,

Dit resultaat wordt geformuleerd in de volgende stelling.
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Stelling I

Indien de co&fficiénten en het rechterlid van de elliptische differen-
tisalvergelijking

(2.1) L, ue(x,y) = €L, ue(x,y) + L, ue(x,y) = h(x,y)

in een convex begrensd gesloten gebied G continu differentieerbaar zijn
nasr x en y tot en met de orde 2m+3 (m = 0, 1, 2, oo.) en indien de
parametervoorstelling van de rand I' met de booglengte als parameter
2m+6 maal continu differentieerbaar is, dan kan de oplossing ue(x,y)

van het randwaarde-probleem met

in ieder gebied G = V(A) « V(B), waarbij V(A) en V(B) willekeurige

omgevingen zijn van de punten A en B, waar de subkarakteristieken

van L1 de randkromme ' raken, geschreven worden in de gedaante:
nooy m+1 i
(2.21) u (x,y) = ) e w.x,y) + ) e ¥.(x,y,¢) + 2z (x,5,€)0
€ i=0 * i=0 * .

Hierin zijn wi(x,y) en 6i(x,y,e) functies die voor € > 0 uniform

begrensd zijn in G = V(A) = V(B); in het bijzonder zijn de functies
%i(xmyge) voor kleine waarden van € snel dalende functies, die onge=~
1ijk nul zijn in slechts een rechter omgeving van de linker rand T
(grenslasgfuncties).

De restterm zm(xay,z) voldoet in G = V(A) = V(B) aan de differentisal=

vergelijking:

&
(2,22) L, zm(x,y) = 1 gm(xsyas)s

waarbij gm(xgy,s) uniform begrensd is op G = V(A) = V() , terwijl
2, = 0 is op I'AG = V(&) = V(B).

Bewijs

Wij construeren eerst de functies wi(x,y) en vervolgens de functies
ﬁi(x,y); daarna volgt het bewijs eenvoudig uit de constructie van deze

functies.

[
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a. De constructie van de functies Wi(xsy)o

De functie wo(x,y) is een oplossing van de gereduceerde differentiaal-

vergelijking

(205) L1 Wo(xby) = h(xsy)s

met de randvoorwaarde

(2.6) wo(x,y)|r+ 0,

De functies Wi(XgY) worden bepaald door iteratie uit de vergelijkingen

(2.23) L, wi(x,y) = - L, Wimj(x,y), en

(202&) Wi(x,y)|r+ O, 1= 1, 25 ooog Mo

Hieruit volgt, dat de gevraagde functies zijn:

x PX
(2.7) wb(x,y) = I N exp | g(t,y)dt ] n(g,y)dg, en
Y (y) '

X FX
(2.25) w.(x,y) = I exp [ glt,y)at ] L, w, ag,
: Y (y) ' 2 =lity

i= 19 29 OQO, mD

In G - V(A) = V(B) bezit L continue parti8le afgeleiden tot en met
de orde (2m+3), w, tot en met de orde (2m+1), W, tot en met de orde
(2m=1), etc. en v tot en met de orde 3.

Dus we mogen de operator La op de eerste som van (2.21) toepassen.

b. De constructie van de functies Vi(x,y,e)o

We construeren eerste een rij functies vi(x,y;e), i=0, 1, cooy m+ls
De functie vo(x,y,e) wordt in @ - V(A) = V(B) gedefinigerd als oplos=

sing van de vergelijking

, 52
vo Bvo
(2.26) My vy = a0(¢) —s + eo(cb) 55 = Os

at

&
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met de randvoorwaarde

(2.27) Volr= = Volemo = Yolpmo = = ¥(0s#)-
De algemene oplossing voor de functie Yy luidt
(2.28) volts8) = vo( £ ,0) = C.(0) exp {-A(8)t} + c,(4) =
= C,(¢) exp {-A(¢) £} + c,(0),
6,(¢)

@et A(¢) = + Ezrﬁj’ en '01(¢) + C2(¢) = = W0(09¢)o

We kiezen de oplossing met C1(¢) = - wb(0,¢) en 02(¢) £ 0, en we

krijgen

(2,29)  wolt,0) = vy( £ ,4) = = w (0,4) exp {-A(¢)t]} =

- w0(09¢) exp {*X(¢)‘% 1.

We merken op, dat in 2 = V{A) = V(B) geldt GO(¢) > 0, a0(¢) >0 en
derhalve neemt Yo snel af voor toenemende waarden van p en voor
dalende €(e > 0), Voor p # O is vO( %=9¢) in 2 = V(A) = V(B) zelfs
asymptotisch gelijk aan nul voor kleine waarden van €.

Het zal in het vervolg blijken, dat deze eigenschap van essentidel
belang is voor de constructie van de formele e~reeks voor u_ en daarom
hebben we Cj(¢) en 02(¢) zoals hierboven gekozen.

Deze opmerking is ook van toepassing voor de volgende termen vi(xgy)9
waarvan we de constructie nu aangeven.

De functies vi(xgy) worden in @ = V(A) = V(B) iteratief bepaald door

middel van de differentiaalvergelijkingenz

jeg ° i=1; 25 co0y my

i
(2.,30) MO v, == zﬁ Rs v
p=1
met de randcondities

(2.31) Vilre = Vilpepmo = = ¥3(0s8) 5 i =15 25 ceoy my

£
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weaarin de differentiaal-operatoren R door (2,20) gedefini&erd zijn.
We kiezen analoog als bij de bepaling van de functie vo(xgyge) =

- vo( %=9¢) de oplossing

jo

(2.32) vi(t9¢) = Vi(

@

29) = P, (t,0) exp {=x(¢)t}

€

i

P (£ ,0) exp {-A(4) £ ]

Hierin is Pi(tg¢) een polynocom in t, terwijl de van t onafhankelijke
term in Pi(tg¢) gelijk is asn = Wi(09¢)o

De functies vi((% »9) zijn wederom asymptotisch gelijk aan nul voor
kleine waarden van €, indien o # 0 is,

Verder volgt uit (2.32), dat v,(t,¢) oneindig vaak differentieerbaar
is naar t, maar op grond van de aanwezigheid van de term wi(0,¢)
slechts (2m+3-2i) maal continu differentieerbaar met betrekking tot
¢ in @ = V(A) = V(B).

Dus de functie v is nog juist 3 mmal continu differentieerbear naar
¢ in 0 = V(A) = V(B).

De functie v wordt temslotte in @ = V(A) = V(B) vastgelegd door

m+1
de vergelijking

m+1
(2.33) Mo V1 T 7 szﬂ Ry Vmt1-s °

met de randvoorwaarde

(2,34) Vm+a§r“ = vm+mﬁt=p=o = 0,
We nemen analoog als hierboven de oplossing
(2.35) Voaq(t50) = P (t,4) exp {-a(0)t} =

Pl £ 49) exp {-A(0) £},

waarin Pm+1(t,¢) wederom een polynoom ig in t, terwijl de constante

term in Pm+§(t”¢) nu gelijk aan nul is, Derhalve is v

weer oneindi
m+1 g

vaak differentieerbaar met betrekking tot t.

&
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De functie vh+1( %=9¢) is wederom asymptotisch gelijk aan nul voor
p # 0, Op grond van de differentieerbaarheidseigenschappen van de
functies v, (i =1, 2, coo, m) en de gedaante van de operatoren

R, (vgle (2.20)) is het rechterlid van (2.33) slechts twee maal
econtinu differentieerbaar met betrekking tot ¢(let op de term Rﬂ vm)

en derhalve is ook v__ . ( %’9¢) slechts twee maal continu differen=

m+1
tieerbaar naar ¢ .
Dus kan de operator L_ toegepast worden in 2 = V(A) = V(B) op de
uitdrukking ‘ :
m+1 3
e v.(x,y.8)0
. i
1=0
Om tot dit resultaat te komen hebben we alle in de stelling genoemde
differentieerbaarheidseigenschappen van de co&ffici&nten en van het
rechterlid van de differentiaalvergelijking en die van de parameter-
voorstelling van de randkromme nodig gehad.,

De termen vi(<% ,9) zijn typisch grenslaagtermen, die gedefini&erd

zijn in de omgeving 2 = V(A) - V{(B) van de linker rand I ,

Om deze grenslaagtermen te schrijven als functies die in het gehele

gebied G = V(A) = V(B) gedefinigerd en daar twee maal continu diffe=-
rentieerbaar zijn, vermenigvuldigen we hen met een z.g.n. "smoothing

factor”; we voeren nl. in de functies

(2:36) ¥, (x,y,e) = #;(t,0) = #,( £ 4} = % ) vi( £ ,0),

1 voor & < 1/3 en ¥(E) = 0

i

waarin ¥ een ¢ functie is met (E)
voor £ > 2/3,
Nu de functies wi(xgy) en ?i(xgygs) gedefini&erd zijn, gaan we over

tot het bewijs van de stelling,

c. Het bewijs van de stelling.
We stellen zoals in (2.21)
m m¥1

(2.21) ue(xgy) = ) & wi(xgy) + ¥ & ?i(xgyae) + 2z (x,¥7,8),
‘ i=0 i=0 n
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en we zullen nu de in de stelling genoemde afschatting voor Le L
geldig in G = V(A) = V(B), bewijzen.

m i me 3
Loz, =L u = Lg(wo + o% € w,) = L ( § € vj) =
1=1 Jj=0 :
{ { Lol
=h = {L w, +L_( € w,) + €L, ( € W,)} =
(2,37) L T I 2 4= 1
= m#2 i m+l
- ﬂ(M +}, Ri)( l g’J i‘h)]}z
i=1 Jj=0 J
m+2 o+l .
4 ° &
- e Ly W, = =1 {(M + ) et Ri)( yoed w0}
i=1 §=0 J

De operator Rm*Q

De coéfficiénten zijn geen polynomen in t, maar begrensde functies
van de gedaante £ H(t,0) met § < m+2,

is iets anders gedefini€erd dan Ri met i < m+2,

We beschouwen nader de uitdrukking
n+2 q m+1 3 m+2 i m+l 0
Mg+ L e RIC L 80 =uyr Lot RIC L & w5 v
i=1 5=0 i =1 5=0 o Y
Voor p < 1/3 P mag de factor w(*%§t) weggelaten worden, voor
p > 2/3 s is de totale uitdrukking gelijk aan nul en voor
1/3 pb < p < 2/3 po geeft een willekeurig aantal malen differentiéren

near t, toegepast op ¥( & > )v .» het resultaat
0

¥( ;“’)VJ Ao 2y Dp v,

t 0 Po 3’

omdat Vs een factor exp {=A(¢) %>} beﬁat, die voor p > 1/3 P, VoOr
kleine waarden van € asymptotisch gelijk asn nul is. (zie de opmerking
betreffende de keuze van C?(¢) en 02(¢) in (2,28).)

Dus we mogen schrijven

m+2 3 miﬂ f m+2 3 m+] .
(Mo + } € Ri)( 2 ) N ¢( “m )(M * z 6 R )( E EJ Vo)
i=1 5=0 o i=1 §=0 J
41 m+1
g2 op W T . k2 T o
Wo=) L R v™e L Riyog Vi

°o i=0 ~ i=0
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Substitutie van dit resultaat in (2,37) levert tenslotte, dat in
G = V(A) = V(B) de betrekking geldt:

_ I
(2,38) Le zm = € gm
met
m+
(2.39) &y = = Lp Wy - izo Re2.i Yi°

Op grond van het gedrag van w_ en %i (vgl. (2.7), (2.25), (2.29),
(2.32), (2.35) en (2.36)) is het duidelijk, dat g, uniform begrensd

is in G = V(A) = V(B), Dus er bestaat een constante M, onafhankelijk

van €, zodat

(2.40) !Le zm! < 7 M, in G = V(A) = V(B).

Uit de randvoorwaarden, opgelegd aan de functies U, W, en %ig volgt
tevens zonder moeite dat langs het deel van de rand I'; dat buiten
V(A) en V(B) ligt, geldts

(2.41) z =0

en hiermee hebben we stelling I bewezen, go€odo

Opmerkingen

We kunnen het verkregen resultaat als volgt samenvatten,
1. We hebben geconstrueerd een reeks

m . m+] .
v 1 ~

(2,42) Voetw(x,y) + 1 €' ¥, (x,7,8) = u (x,7) = z_(x,7,€)

. i . i € m

1=0 1=0
met de eigenschappen, dat deze in G = V{A} = V(B) voldoet aan de
differentiasalvergelijking (£.1) tot op orde O(em+¥) na, terwijl de
reeks langs het deel ¥ van T', dat buiten V(A)} en V(B) ligt, voldoet
aan de randvoorwasarde opgelegd aan u_, namelijk

moo omkl )
(2.43) ( § etw, + § et 9, Mg =0
i=0 T i=0 N
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Hieruit volgt echter nog geenszins dat de reeks (2.42) de gevraagde
oplossing u_ ook op orde O(emfj) nadert, Dit is echter wel het

geval, zoals in het volgende hoofdstuk bewezen zel worden,

2, Uit de comstructie is duidelijk geworden, waarom de randvoorwaarde
voor de functies LA bij positieve waarde van € op de rechter rand rr
opgelegd moest worden. }

Hadden we deze namelijk op de linker rand I” opgelegd, dan moesten we
met behulp van de grenslasgfuncties v, er voor zorgen det aan de rand-
voorwaarde op de rechter rand;I‘+ voldaan wordt. Dit zou leiden tot
bijv. de grenslasgflinctie

vo (£ 40) = = w(0,0) exp {-A(¢) £ ],
: Vol4) .

Op de rechter rand is evenwel A(¢) =-E-TET negatief en derhalve
wordt bij positieve waarden van € de grenslaagfunctie groter dan
jedere negatievé macht van €.
Dergelijke functies zijn vanzelfsprekend niet voor ons doel geschikt.
Indien we echter hadden aangenomen, dat € < O zou zijn, den moest
de randvoorwaarde voor de functies wi op de linker ?and I'" voorge~
schreven worden, terwijl dan de grenslasgfuncties'in de omgeving

4 o
van de rechter rand I'' geconstrueerd zouden moeten worden.

3. Het bewijs voor de asymptotiek van de formele ontwikkeling van u

3.1.De asymptotiek van de formele ontwikkeling

In dit hoofdstuk zullen we bewijzen dat de in het vorige hoofdstuk
geconstrueerde formele ontwikkeling
m m+1

(2,21) ue(x,y) = J & wi(x,y) ) et ﬁi(xgyse) + zm(x,yge)
i=0 i=0

inderdaad in G = V(A) = V(B) een ASymptotische ontwikkeling van u_ levert

voor kleine positieve waerden van €,
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Dit wil zeggen, dat er een ¢, bestaat met de eigenschap dat voor

0
0 <g < €g de uitdrukking

n-1 oy w4
€ {us(xay) = Z € wi(xzy) = Z € §°(XSY»5)}
i=0 i=0 .

met betrekking tot € uniform begrensd is in G = V(A) = V(B), ofwel
korter uitgedrukt
m

° m
(3.1) u (x,y) = ] e* w.(x,y) + P e
€ N i .o
1=0 1=0

-

> ﬁi(x,y,s) + O(&:mﬂ)9 in

G - V(A) o= V(B)o

Hiertoe is het nodig te bewijzen, dat de restterm z_ van de orde
m+l, . n

O(E ) 18,

We hebben de term €m+1 §m+1(x,y) buiten beschouwing gelaten, omdat

het reeds duidelijk is dat deze‘0(§m+1) is, daar 6m+1

betrekking tot ¢) begrensd is in G = V(A) = V(B), Deze term dient

alleen maar voor de constructie van de restterm“zm, waarvoor volgens

(2.40) en (2,41) geldt

uniform (met

(3.2) Lz, = o™y  in TTVIATCWET,
en
(3.3) z =0 langs F=rnG < V(&) = V(B),

Het is te verwachten, dat we van dit resultaat gebruik kunnen maken
om san te tonen, dat z = O(em+1) in G = V(&) = V(B),

De moeilijkheid bestaat hierin, dat we vooralsnog geen geschikte

schatting van de restterm Z hebben langs de totale rand van
G =~ V(A) = V(B) (zie fig. 4). Indien we hierover wel beschikten,
dan zouden we direkt al van een "maximum-principe" gebruik kunnen

maken (zie paragraaf 3.2).
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We zullen het bewijs van de
asymptotiek eerst geven voor het

geval m = 0, d.w.2¢

(30’4) ue @ WO o '6'0 = O(E)o

Hieruit volgt dan eenvoudig het

algemene geval voor willekeurige

m, mits masr aan de voorwsarden

7 van stelling I voldaan is,.

 figuur L

3.2, Het bewijs voor de asymptotiek

3.2,1, Het maximumprincipe en toepassingen

Het bewijs voor de asymptotiek van de formele ontwikkeling van U,
steunt op het gebruik van het z.g.n. maximumprincipe voor elliptische
differentiaal-operatoren.

Dit maximumprincipe formuleren we hier in een hulpstelling en voor het

bewijs verwijzen we de lezer naar lit. Eﬂ, pag. 321,

Hulpstelling 1,

(3.5) Llu] = a.m(x,y)uxx + 2&12(x,y)uxy + a22(xgy)uyy +
ba(xgy)ux +»b2(x,y)uy - c(x,y)u =

Ml:‘i.] - c(xoy)ua

zij een differentiaal-uitdrukking, die in een begrensd gebied G

met rand T elliptisch is, terwijl de co&fficiénten in G continu

zijn met c(x,y) > O.

Indien een twee maal continu &ifferentieerbare functie u een maximum
heeft in een inwendig punt P van G, dan geldt in dit punt M[u] < 0.
Indien dit maximum positief is, dan volgt hieruit, dat in P geldt
Lul < 0.
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Gevolg

Indien binnen een begrensd gebied G voor twee maal continu

differentieerbare functies u en ¢ de ongelijkheid geldt

(3.6) |u[u] | <vl=e] ,

waarin L een differentissl-operator is met de in de hulpstelling

genoemde eigenschappen, terwijl langs de rand I van G geldt
(307 lu| <0,

den is ook

(3.8) lul <& in G,

Bewigs

Stel u~® bezat in een inwendig punt P van G een positief maximum,
dan gold volgens de hulpstelling 1

Llu = @jﬂp < o;‘

hetgeen in tegenspreak is met (3.6).
Dus u = ¢ bezit geen positief meximum binnen G en volgens (3.7) is

u e~ ¢ <0 langs de rand van G; derhalve.-
(3.9) u-9<0 inG.,

Stel = u = @ bezat in een inwendig punt P ven G een positief maximum,
dan gold volgens de hulpstelling 1

L= u "‘”"ﬂlp <0,
hetgeen wederom in strijd is met (3.6),

Dus - u = ¢ bezit geen positief maximum binnen G en volgens (3.7)

is = u = ¢ < 0 langs de rand van G; derhalve
(3.9 “u=0<0 inG.

Uit (3.9) en (3.97) volgt nu onmiddellijk de bewering (3.8). goeodo

De functie ¢ heet een barriére=functie voor de functie u.

We zullen nu een voor ons doel nuttige toepassing van het maximume-
pripcipe bewijzen.
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20
De oploésingen u_ van het in stelling I genoemde randwaarde-prcbleem

zijn voor voldoend kleine waarden van € uniform begrensd in G,

Bewijs

De differentiaalvergelijking (2.1) schrijven we in de gedaante
» 2%u_ P, P du_
(3.10) L_u_=c¢ Ea«a-:ém+2b 55t C 7 T+ (1 +ca) =+

Ju
E -
Ee“-i;mm (g = €f)u€ = h,

Langs de rand T van het begrensde convexe gebied G geldt

(3.11) Py Yeir © 0.

M
Zonder beperking van de algemeen=

heid mogen we met behulp van een
translatie in de x-richting het
gebied G rechts van de y-as nemen,
-(2zie fig. 5.)

Omdet g > 02 > 0 is ((2.3)) en de

coéfficiénten van de differentiaal-

figuur 5 X X vergelijking continu zijn 1in G,
bestaat er een €02 zodat voor
0 <eg < EO geldt:
(3.12) g=-¢€f>0 en (1 + ed) ;<% in G .

We voeren nu in de functie

(3.13) n(x) = imax |nl} (esx - esx)9
G
waarin B nog een nader te bepalen positieve constante is en X = max (x),
G
Langs de rand I' geldt op grond van (3,13} stellig
(301k) lu I 2o
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Toepassing van de operator Lg«op de functie-n levert

-1 [ = fmax (6]} [ {cas? + 801 + c)}e®™ + (5 - en)(eP* - P¥)],
G

Omdat in G de co&ffici&nt a(x,y) » 0 is, volgt wegens (3.12) voor

B22enc¢ <c¢

~1_ [] >mex | dinc

en dus
(3.15) L, [ug] <L [=n] in G

Derhalve is de functie n{x) een barriére=functie voor u_en in ¢

hebben we de mogelijkheid

u| <n=(max |h )(eBx - f%) s, E<E,enB>2,
€ =

0

waaruit onmiddellijk de uniforme begrensdheid van u_ voor e < gy

V,Olgto . ) q_oeodo

3.2.2, Het bewijs voor de asymptotiek in het geval m = 0

In deze paragraaf zullen we de volgende stelling bewijzen:

Stelling II

Indien de voorwaarden van stelling I vervuld zijn den is
(3.16) U = Wy = 60 = 0(e)

7 van G, waarbij V(A) en V(B)

in ieder deelgebied G - V(
willekeurig kleine omgevingen van de punten A en B zijn.
Dus er bestaat een €, en een positieve constante C, onafhankelijk

0
van €, met de eigenschap dat

lug =y =¥ I < ce

voor (x,y)& G = V(A} = V(B) en ¢ <« €go
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Bewijs

We kiezen een vaste willekeurig kleine. 6 -en noemen de puntverzameling
(3o # 8§ <y <y, - 8)JAC

het gebied,G*; Yo = min y en Yy = max yo
G G
In G zijn de functies wo(xgy)D ﬁo(x,y,s) en ﬁm(xgyga) gedefini&erd

en volgens de formules (2.7), {2.29), (2.35) en (2.36) geldt

X X
(2.1) Wyl = 4 vy [jg glriydar ] gy,
Y \Y

it

(2.29) Folx,y,2) = '?Oﬁpmsg) - wy(0,4) exp [=2(¢) % boow( &),

o

en

(2.357)  F,(x,7se) = ¥, (p,0,8) = {p, (630 £)% 4 b, (6)( 2]

exp {-A(8) £} . w( &),
0

waarbij p11(¢) en p12(¢) functies zijn van de boogparameter ¢, welke
functies onafhankelijk zijn van € en welke begrensd zijn langs het
deel van I dat in G ligt.
De formule (2.35) is gemakkelijk met behulp van (2.33) en (2.34) te
verifiéren.,
Uit de hulpstelling 2 en de uitdrukkingen voor Vi 60 en %“ volgt,

dat voor € voldoende klein (e < € = L ¥. = ¥%. uniform

(e < 5p) 2 0" % "%
begrensd is in het gebied G door een constante A, die onafhankelijk
van € is.
o G%B
Dus in G 1is
2] < A

en derhalve geldt langs de rand van G*

(3.17) A,

!ZOEQP =0, !ZO!§y=yO+6 <
y=y ;=8
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uit de stelling I, dat er een constante M, onafhankelijk

van €, bestaat met de eigenschap dat in G

(3.18)

e e e — —— —

e - - e e e e o

ﬂLe zoﬂ < Me,

-5 ~ We voeren nu in de volgende functie
¢(y), die behoort tot de klasse C

wet de eigenschappen

¢(y) = 0 voor y0+36 2y < y1~36

(3.19) ¢(y) =RA voor Yots 2 ¥ y,t28

-3 x : © en voor yﬂm26 <¥y < yﬁ-so

figuur 6 ‘
¢(y) is onafhankelijk van € en er bestaat dus een constante D, ook onaf’
hankelijk van e, zodat in G* geldt

(3.20)

2 ;
8 <n ;|28 <o,
dy J

In G* zijn de co8ffici&nten van de différentisal-operator Lg continu en

er bestaat een constante B onafhankelijk van €, zodat

(3.21)

Verder is in

We voeren nu

(3.22)

en we zullen

restterm Zoo

Max (lal‘a elblb Icls Id§9 lel?) lfl» !gi) < Bo
Gt

G* de co8ffici8nt g(x,y) van de benedenkant begrensd door

glx,y) > «® > 0,
tenslotte in de functie

Y(y) = ¢(y) + &n}ﬂ €

o

bewijzen dat ¢(y) in G* een barridre-functie is voor de
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L C;ﬁ] = {5(3‘23”~+ 2b cH “i‘c 2% + 4 Qb el n )+
%y &
- g} [¥] = =l o te==+ £y) + gy
dy
(3.23)
> (af = ef)y - B max (g i §>

[

(a2 = gf)Y = €BD,

fv

Er bestaat een €, < ¢, met de eigenschap, dat voor g < €4

1 0
(3.24) o wer>gd® in T,

Dus voor € < €, is in G" volgens (3.19), (3.22)=(3.2L)

(3.25) Le(mw) >=% aaw = €BD > Me.

Combinatie van (3.18) en (3.25) levert tenslotte, dat voor € < ¢
in G" geldt

19

(3.26) ]Lg zol < Lg(mw)o

Verder is volgens (3.17), (3.19) en (3.22) langs de rand van G

voldaan aan

(3027) azgﬂ < WO

. . .. .
Derhalve is ¥ voor z,. een barriére-functie in G en toepassing van

0
het gevolg van hulpstelling 1 levert de waardevolle afschatting

(3.28) lzg| < ¥  in G* voor e < Eqo

Dus wvoor y0+36 Ly L y1m36 en e < €, hebben we het resultaat

2(M + :BD)
(3.29) lzol < s
o
en er begtaat een van ¢ onafhankelijke constante C = éﬁﬁwgmggi
]

met de eigenschap, dat

F
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ﬂug - W ¥, = avml < Ce voor y0+36 £y 2 y1m36 en € < €40

0~ "0
Omdat ¥,, met betrekking tot € uniform begrensd is in G, geldt dus
ook

-V =7 ’ -
lu, = wy = 7] < C'e voor y#36 sy sy, =38 ene <¢

0 m»

waarbij C' natuurlijk wederom onafhankelijk van € is en dus

(3.30) u, =Wy o+ ¥+ o(e) voor Tpt38 £ ¥ < ¥y=36

Doordat 6 willekeurig klein genomen mag worden, is hiermee de
asymptotiek bewezen voor het geval m = 0 in G = V(A) = V(B), waarbij
V(A) en V(B) willekeurig kleine omgevingen van de punten A en B zijn,

qoeodo

3.2.3. Het bewijs voor de asymptotiek in het geval van m > 0

In deze paragraaf zullen we stelling II als volgt generalizeren,

Stelling III

Indien de voorwsarden van stelling I vervuld zijn, dan is voor alle

gehele niet negatieve waarden ven k met k < m

-

! 1. ki
et Wi(x@y) - 3 et vi(xgyge) = 0{e” ')

i=0 i=0

(303“) w e

sl

in ieder deelgebied G - V(A) = V(B) van G, waarbij V(A) en V(B) wille-

keurig kleine omgevingen van de punten A en B zijn,

Bewijs

We beschouwen wederom de restterm

(3.32) e=u - Lo ] et v,

Omdat ﬁk*3 met betrekking tot € uniform begrensd is in G = V(A) = V(B)

is het bewijs geleverd, indien we kunnen asntonen dat in G = VIA) = V(B)

de restterm z, van de orde O(sk+®) is,

Om dit laatste te bewijzen maken we gebrulk van het principe van de

volledige inductie,
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stel z,_, = 0(e"), 1 <k <m,
Hieruit volgt

k k k+i _
z, = 0{e”) = € wk(xgy) - g vk+1(x@ygs)o
Stel m =X 2" en d
el nu z, = € z_en dus
36
(3033) zk = 0(‘3) = Wk(xgy) = £ ‘kaaﬂn-ﬂ(xsysE)o

Wegens de formules (2.25), (2.32) en (2.35) is het nu evident dat
de functie zk uniform begrensd is in G = V(A) = V.
Verder geldt op grond van stelling I, dat er een constante M, onafhan=-

kelijk van e, bestaat zodat in G = V(A) = V(B) geldt

s .
(303’4) Lg z:k <€ @M9

terwijl langs het deel van de rand T dat buiten V(A) en V(B) ligt
(3.35) z. = 0,

We zijn nu in precies dezelfde situatie als in die van het geval m = 0

en zi kan dezelfde rol spelen als Zgo

Op grond van het bewijs van stelling II is het nu duidelijk, dat

(3.36) i:o@) in = V(AT = V(B
en derhalve
(3.37) 2. = o(eEThy

V(A) - V(B) geldt dat z,_y = 0(e®), dan ook 2, = o(e5*)

De inductie onderstelling is volgens stelling II waar voor k = { en der-

o

halve is zij ook waar voor alle gehele positieve waarden van k met
k < m en hiermee is de stelling bewezen,
We kunnen geen waarden voor k nemen, die groter dan m zijn, omdat vol=

gens het bewijs van stelling I de reeks

k i k+1 .
w o= § oetw, + ) "% +uz

. > . i .
F 1=0 1=0
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slechts tot en met k = m geconstrueerd kan worden. go€od,

Uit de stellingen I en III volgt tenslotte nog op zeer eenvoudige

wijze het volgende belangrijke resultaat:

Stelling IV

Indien de co&ffici&nten en het rechterlid van de elliptische diffe=

rentiaalvergelijking

L u =nh
€ €

oneindig vaak differentieerbaar zijn en indien de parametervoorstelling

van de rand T
x =x () en y=v,.(¢)

ook oneindig vaak differentieerbaar is, dan bezit de oplossing u

van het randwaarde-probleem

de asymptotische ontwikkeling

T i < i
(3.38) U o ] ¢ Wi(x,y) + ) € ﬁi(x@y,s)o
: 1:=0 1=0
Deze asymptotische ontwikkeling is geldig in ieder deelgebied
G - V(A) < V(B), waarbij V(A) en V(B) willekeurig kleine omgevingen

van de punten A en B zijn,
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Colloguium parti€le differentiamalvergelijkingen met kleine parameter

De methode van de. "multiple-time~scales” en een toepassing

op de vergelijking van Van der Pol

Jo Nuis

1o Inleiding

De differentisalvergelijkingen, welke beschouwd worden, zijn van het

Van der Pol-type

2
dy . =
dtz _+y+€f(y, %%) =0 (1.1)

met beginvoorwaarden

Y(O) =8 5 %"2':00 (102)

Passen we hierop de klassieke storingsrekening toe (Eﬂ, p. 12), dan
ontstaan seculaire termen op de volgende wijze. Stel dat de oplossing
ven (1,1) y(t, €) geschreven kan worden als

N

y(t, €) = } e yn(t) + 0(e
n=0

W, (1.3)

Substitutie van (1.3) in (1.1) levert een nest van differentisal=-

vergelijkingen
2
47, ,
7t =0 (1.4)
dt
2
a ¥y o dyo) ( |
,+y = e Vs m=m=) 105
at° 1 0° dt
dy,
2 0
a7, y. =y af(yg?”ﬁ%’)h;.d31 Bf(yoa Ez“) (1.6)
“dtz 2 1 Jy dat 8(%%0

— e e He mue e e e W e e e g e e
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waarbij de rechtertermen ontstaan door f£(y, %%) te ontwikkelen in een

Taylor-reeks in de omgeving van (yo, EEQ)° De beginvoorwaarden (1.2)

bij (1.1) gaan over in

vol0) =a  y (0) =0 (n#0) (1.72)
dy, (0)
~5—=0 (Y ~ (1.7b)

De oplossing van (1,4) wordt dan

Yo(t) = a cos to (1.8)

F
De rechterzijde van (1,.5), ~f(yo, E?g) = - f(a cos t, -a sin t), kan,

daar de argumenten van f periodiek zijn, voorgesteld worden door de

Fourierreeks
T, 2 T
~‘f(yog‘§z~) =‘§-+ 521 (an cos nt + bn sin nt)

1 2n
- ?DI f(a cos t, =a sin t)cos nt 4t

met a =
n 0
1 2n
b = - u-J f(a cos t, =a sin t)sin nt dt.
n L

De oplossing y1(t) van (1,5) is nu

% .t % . v %
y,(t) ===+t =(a, sint - b, cos t) = (m=+ | =====)cos t +
1 R A 1 2 " L T2
b] © nb o 0 n
+ (§m=~ ) -—Eﬁ)sin t+ ) ( 5 cos nt + 5 sin nt). (1.9)
n=2 l=n =2 1=n 1=n

Op een dergelijke manier kunnen alle yn'é berekend worden, Vanaf ¥y
komen, er. steeds.seculaire térmen in voor, zodat de veronderstelde
klassieke machtreeksontwikkeling van y(t, €) naar machten van e zeker
niet meer geldig is voor grote t. Voor een eindig tijdsinterval is die
machtreeksontwikkeliﬁé'echter'een'hopelijk geldige representatie van de
oplossing.

&
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Bij de grenslaag-methode, eerder in dit colloquium gefntroduceerd,
hebben we gezien, dat de problemen uit de klasse II der singuliere
storingsproblemen na transformatie van de onafhankelijk variabele,
zeg X, in de z.g. lokale cobrdinaat, zeg X, overgaan naar de klasse I
der reguliere storingsproblemen. De laatstgenoemde coBrdinaat is via

de relatie

x=g X (1.10)

verbonden met de variabele x, met een geschikt gekozen v > 0, Het is
interessant na te gaan op welke wijze de differentiaalvergelijking
(1.,1) ontstaan gedacht kan worden uit een singulier storingsprobleem,

De transformatie
T = et (1.11)

doet (1.1) overgaan in

& = o, (1.12)

2 4°
€ -% +y + ef(y, € 7

dr

Het probleem, beschreven in de "langzame tijd" 1, behoort dus tot de
klasse IT der singuliere storingsproblemen. De grenslaag-methode kan
echter, zoals uit het nu volgende blijkt, niet toegepast worden.

De gereduceerde vergelijking, behorende bij (1,12), heeft als oplossing

¢O(I) Z 0, (1.13)

De gereduceerde vergelijking in lokale co8rdinaten, welke ontstaat door
in (1.1) € = 0 te nemen, heeft als oplossing, de beginvoorwaarden (1.2)

in acht genomen,

Wo(t) = a cos to (1.14)

De aansluiting zou tot stand komen door te nemen

lim ¢0(x) = 1im wo(t)o (1.15)
70 1o

De .1lim wo(t) bestaat echter niet, daar t = = een singulier punt van de
1t 00
gereduceerde vergelijking in lokale co8rdinaten is,

&
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Indien dus op deze wijze oscillaties voorkomen in de oplossingen,

kan de grenslaag-methode niet met succes worden toegepast,

In het geval van het beschouwde type differentiaalvergelijkingen
spelen t en T = et kennelijk een verschillende rol, De variabele t

komt voor in de gereduceerde vergelijking in lokale coSrdinaten

d2
—:%-ﬂny;.'o
dt
en beschrijft het oscillerende gedrag van de oplossing., De variabele 7

uit de gereduceerde vergelijking
y(t) =0
kan in verband gebracht worden met ontwikkelingen op langere termijn,

Een methode nu om dit soort problemen op te lossen is voorgesteld door
J.D, Cole en uitgewerkt door J., Kevorkian [é]o Een oplossing, welke
alleen van t afhangt, voldoet niet. Dit suggereert, dat een ontwikkeling,
welke ook moet gelden voor grote tijden, afhangt van t én t , waarbij
men beiden als onderling onafhankelijk moet zien, Een dergelijke ziens=
wijze is ook vaak nuttig in de physica. Heeft men b.v, een kubusvormig
vat met ribben van lengte L, waarin zich een gas bevindt met een gemiddel=-
de snelheid van deeltjes v, een gemiddelde vrije weglengte 1. tussen .dé.
deeltjes en een werkzame diameter der deeltjes d, dan werkt men vaak met
drie onderling onafhankelijke tijdschalen, met eenheden in de orde van
grootte van L/v, 1/v en d/v, waarin men de gebeurtenissen beschrijft.

Als kleine parameter kan b.v. dienen € = 1/L, waarbij dan 4/L = o(e),

2, De methode van de "multiple~time-scales"

Bij deze methode, met in het algemeen n onafhankelijke tijdschalen,

gaat men formeel als volgt te werk., Men introduceert

t, = g (e)t 1=1, 2, 3, cooy N (2,1)

en een gedeeltelijke Poincaré-ontwikkeling

€
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tg = (1 + gn+1(e)wn+1 + gn+2(s)wn+2 + 500 )t (2.2)

waarbij de gi(e) orde-~functies zijn. Er geldt dus

g, ..(€)
lim §+1€ = 0, (2,3)
>0 k

Men gebruikt de vrijheid t.go.v. het optreden van de qk's om de seculari-

teiten te elimineren, Tenslotte wordt de Poisson-ontwikkeling ingevoerd:
N

. n o N+1
y(tog 'tt,], 't2, cocy €) = nio € yn('t09 t.‘s tzg ooo) + O(E )o (201‘»)

Door de introducﬁie der meersoortige tijdschalen (meersoortig, omdat

hetzelfde probleem in de éne tijdschaal regulier, in een andere

singulier kan zijn) geat %? over in

a3 GG 5 dby 4 dt
[ty + o+ * so0 (265)
@ ML a@ L a TnLw v
0 1 2 ,
ofwel
d 5 5 5
T O g (Bdugyy * oeodgp g (ehggr + gpledggs * ooo (2:6)

Past men deze methode toe op de differentiaalvergelijking (1.1)
d2

J-&-y-}-ef(y,ﬂ):o

dt2 dt

dan blijkt, dat er volstaan kan worden met de introductie van twee
tijdschalen, Men voert in |

N n N+1
Y(toa t1) = ‘),0 € Yn(toa t-‘) + 0(e ) (2.7)
n=
- 2 3
ty = (1 + ¢ w, + € Wy + o00)t (2.8)

t, = et, : (2,9)
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Dit blijkt voldoende vrijheid te verschaffen om de seculariteiten

van het probieem te elimineren,

d 2 _9_
Vla"d‘EE“— (] + € w2+ °°°)8t t )
0 1
2 2 2
ghauz (1 + sewe * oob)2 3 5 + 2e(1 + eewa + ooo)'§¥£3¥“ + €2
dt Bto 0 1
en een Taylorreeksmontwikkeling van f(y, %%0 in de omgeving van
dyo ST
(yoa Ezg)

i}
Yo (1 + ezm

d N
DAt ) € *ooo) wp

n=0

f(Y9
2 0

ontstaat een nest van parti8le differentiaalvergelijkingen

32y0
5 + yo = 0
dt,
%y %y - W
5ty = - 250 - P )
B, 0 0
oy
2 2 2 2 of
3 yz ) 5 0 yO 5 9 yl 3 yo (yo9 Sto)
+ ¥ = 20 an ae -y -
atoz 2 2 3%02 5,0t 3t12 1 5y
oy
(ay,ﬂ 27, 2(yps 557)
&
5t, = B¢, a(%%)

e e See TR TeGmR  mae e GEe GG Glbe G G G e

De algemene oplossing van (2.11) is

+ B(o)(ti) cos t

_ (0} .
yo(to9 tj) = A (tﬂ) sin to 0°

( z 8 Y ) + l en+1
n=

(2,11)

(2,12)

(2,13)

(2,14)
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dyq
Teneinde Y, te berekenen wordt f(yo, ) ontwikkeld in een Fourier-
0
reeks met betrekking tot tos
dyo a4 ©
f(yo, EE;J = Eum+~h£1-(an cos nty + b sin nto)o (2,15)

Hierin hangen a en bn af van A(o)(t1) en B(O)(t1) en dus impliciet

van t,. Substitutie van (2.14) en (2,15) in (2.12) levert

2
%y (0) (0)
1 - ! agamn : 1 ncﬂg
s+ ¥, = - (2 & =T + & )cos ty + (2 S - b})sln ty -3
ot 1
0
- nZQ (an cos nty + b sin nto)o (2,16)

De oplossing van (2,16) luidt

(0) a : . (0) b
. aa'%) ey B 1, .
Y1 == % [(‘"&"E’;‘”*'z Joos tg + ( =gp==~ == )sin to] +

1 2
0) a (0) b,
(1) 1 dA( 1y (1) 1 dB
+ (B* (t,) - 2'7'“&’1;";"7""1?")°°s ty * (A' (t)) + 5= o "E" )sin t,-
ao E 8 bn
e ( coS nt, + === gin nt_), (2.17)
2 n=2 1=n 0 1~n2 0
De seculaire termen in ¥, kunnen ge€limineerd worden door voor A(o) en
B(O) te eisen -
(0)
dA” -
2 —Esz +ta, =0 (2.18)
(0)
dB = .
2 = -b, =0, (2,19)
y 3y
Door in (2,13) y 32 en ] 0 ) 3f in een Fourierreeks te
13y T, ot &y
o 1 3(zE)

(1)

ontwikkelen, kan men op analoge wijze voorwaarden scheppen waaraan A

(1)

en B, ' moeten voldoen, opdat Yo niet~seculair is,



Schrijft men

22k

+ dn sin nto)

(p

Byo
af(yoa "5?5) .co ©
Yy TR === »rz_(en cos nt,
n=1
en
9
af(y =0 )
9y, 9y 0° 3t, ° p °
( Btl . atoi)f — 0 ;=-~é=(1~+ 5
0 1 3z % n=1
dan gaat (2,13) over in
2
s by = 2'dA(1) PN *1 - 2 B(O)
2" 92 at 2 3t 2
Bto -~ 1 : 1
- (1) da ’
dB 1 (0)
o+ - g
PTETtew, At
da,
n
1 o 2n‘dt1
-5 (eg*tpg) - 1 [ 5
n=2 {=n
dbn
&\,
+ [”’Tm'zm"" ey * Pn] cos nt,
=n

De niet=seculariteit naar t

0
2 Qéill,+'jniilim 2w B
dt, - 2 dt 2
1 -1
, dB(ﬂ *nda.,&
dt 2 dt 2

1 1

(0)

ven y, eist, dat

ey tpy

+ 2w A(O) w d, =

1

24

n

cos nto + q sin nto)

+p,ﬂ_ cos t0+
= 4 ] sin to -
+ qn] sin nt, +

(2.,20)

0, (2.21)
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Al deze vergelijkingen bepalen eenduidig, alles wat is ingevoerd,
Details komen ter sprake biji de behandeling van de vergelijking van
Van der Pol,

Overigens heeft C.H., Su [3] een probleem op het gebied van de kinetische
theorie van een gas met zwakke interactie op analoge wijze behandeld

door introductie van drie onafhankelijke tijdschalen.

3. Toepassing van de "multiple-time=-scales"-methode op de vergelijking

van Van der Pol

Deze vergelijking is in het algemeen bekend in de vorm

d2x

SE - et - x°) %% +x =0, (3.1)
dt

De transformatie x *x%%s en een integratie naar t levert de vergelijking
a2 & 1,4y ,3
Lo [F-3Er]veo (3.2)

waarvan Kevorkian uitgaat in [2]9 welke publicatie een handleiding is

bij deze voordracht,

Er geldt dus, dat

y=_8& 143
f(yg dt) dt+3(d,t)0 (303)
Vergelijking (2.11)
82y0
" ) + Yo = 0
0
heeft als oplossing
Yoltgs t9) = A(O)(tﬂ)sin ty + B(O)(tﬂ)cos oo (3.4)
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De Fourier-co&ffici&nten met betrekking tot f zijn:

an = 0 (n # 1, 3) bn =0 (n # 1, 3) (305&)
(03 ,(0).(0)2
agmho— AR L0 (3,5b)
A03,(0)(0)?
a3 = —Tﬁnm o uxnnnnnmm (3°5c)
(03 ,(0)2 (0)
bl = = B h it e hB + B(O) (305d)
203 (0)2 (0)
by = Zpm = AP (3.5e)
De voorwaarden (2,18) en (2,19) gaan over in
(0) (03 ,(0).(0)?
aat~’. A A 'B (0) _
2 at, il i n - A7 =0 : (3.6)
Lo(0) - (03 (0)2 (0
"é'dB(') + 2 ) + 2t )»n.B(O) = 0, (3.7)

d‘t:1 | N N

Wat betreft de beginvoorwaarden dient het volgende te worden opgemerkt,

¥y en NS hebben de ontwikkelingen

dt
N n
Y - ngo € yn(t0§ tj)
o N N
_dl (1 + €2w + ) ) ‘z en - (t % ) + ] z n+1
~ 600 ¥ Y - € y
at 2 5ty Lo © Ynvor Pl TET L n
o N N
k ] .n 9 n+1
=(1+ § e w)eg— ] €y (ty,t)+te— ] e y
k=2 k 3t0 n=0 n' 0 1 a‘h‘B n=0 n
= ayo + 12\:1 R [Byn + Byn_1 + E% " ayn«-k]
T, L BT, | 9t | by 'k oL



Aan de oorspronkelijke
y(0) =

is dus voldaan als
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beginvoorwaarden

&) _ g

? dt

yo(o,o) =a , yn(ogo) =0 (n#0)

3y,(0,0) ay,(0,0) 9y,(0,0)
en gt =0, - gt * gt =0

0 0 1
. sy (0,0) 3y .{0,0) =n 3y .(0,0)
(voor n > 2) gt’ + n;; 4 -+ )y n;f —=0
0 1 k=2 0

Er moet dus gelden

a0y =0 |, 5(9)(0) = a.
Uit (3.6), (3.7) en (3,9) volgt dan

A(O)(t1) =0

~t, = =3

B(O)(t]) = 2a [a2 - (a2 - h)e 1]

zodat
-t =3

yo(to, t.a) = 2a [az - (a.2 - ke 1:} cos t
en

a, = o] Vn

bn =0 (n# 1, 3)

3
b = BT, 5(0)
1 in
3
(0)
b, = B o

o

0

(3088.)

(3.8b)

(3.9)

(3,10)

(3.11)

(3.,12)
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Volgens (2‘017) geldt voor yl(to” t‘l)
( = (1) (1)
¥1ltgs ty ) = A (t )sin ty + B (t )cos ty * -——mz-m sin 3t e
(3 13)
(1) (1)

opdat Y, geen seculaire termen bevat, luiden voor dit geval

De voorwaarden (2.20) en (2.21), waaraan A en B moeten voldoen,

(1) (102 _(0)° (o)
dA (o) ~,(1) , A" ‘B B B/ _
s Tt ;i N M
(1) ‘ 2
. dB (1) , 3 _(1),(0)° =0, (3,15)

1

Uit (3.8) en (3.9) volgen de beginvoorwaarden voor A

(1) (1)

en B

3y1(0:0) ayo(oso)

o + 351-- = {-A‘J)(tl)eos ty = B(l)(tl)sin by +
(0) 3

B*(t,) -t -3/2

+—=—=-§-2-=-=L=-cos 3t0+2a @-m%[ag- (aznh)e 1]
=1 3 3
(a2 - U)e 1 cos tO} =A(1)(O) +£;.‘_.., «g-l= 0
t,=0,t,=0
v,(0,0) = B(])(O) =0
zodat
3 . .

A(1)(o) = éﬁ_gg;ﬂéi . 3(1)(0) = 0, (3.16)

De oplossingen van (3,1k4) en (3.15), met in acht neming van (3.16), zijn

(0) (o) (0)
B U(t,) B'U(t,) BY(t.)
A (4) = el 1 L b g (8(90(6.)2 4 502 - 32) 4

a

(0)(t Yt

+

L (g + 2u)) (3,17)

[31]

5(1)(t1) 0o (3.18)
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(0)

De term (3=+‘2w ) uit het rechterlid van A(l)(t ) heeft de

1 + =« nadert deze

term tot t1(%n+ 2w2)o Opdat ¥, geen seculaire termen naar tﬂ zal

2 2 =ty -3 1
vorm a [a = (a° = U)e ] t1(=E=+ 24»2)0 Voor t

bevatten, kiezen we Wy = =52 o

De verkregen oplossing van de Van der Pol-vergelijking tot op orde ¢

is dus

) 2 [ 500 g(0) (o)

_ »(0 £
Yo * €Y, = B cos(1 - = t o+ e g 1n S + o

2 2
(80007 4 542 _ 32)] sin (1.~ % t o+
5(0)°
+ g mngx— sin 3(1 wl-g )t (3:19)
=t 1
met B(O)(t1) = 2a [:ae - (a = U)e ! ] - en t, = et

Uit (3.19) blijkt, dat, onafhankelijk van de beginvoorwaarde y(0) =
er een trillingstoestand ontstaat met een bepaalde amplitude. Daardoor
heeft de oplossing een aanvaardbaar karakter. Hopelijk is de ontwikkeling

uniform geldig.

I, De toepassing van de P.L.K.-methode op de vergelijking van Van der Pol

Ingevoerd worden de transformaties (zie E@])
y =390 + ol + &@) + L., (h.1)

t

T+ st(m)(r) + set(e)(T) +* 600 o (Lo2)

Substitutie hiervan in de vergelijking van Van der Pol leidt tot
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(Y(O)" + Ey(1)" + €2y(2)" + 000)(1 + Et(1)’ + Eet(z)v + coo) =
- (y(o)’ + ey“)B + e:‘?y(g)ﬁ + oM)(e:t('s)" + ezt(a)" + o00) ¥+

+ (y(O) + SY(1) + €2y(2) + ooa)(1 + Ct(‘g)ﬁ + 8213(2)3 + 000)3 =

- e(y(o)! + ey(”q + €2y(2)' Faoa)(1+ el 4 BB L2y
+% e G N A (4,3)

Er ontstaat het volgende nest van differentiaalvergelijkingen door

co8&ffici&ntenvergelijking van e-machten:

(LN (o) R (bok)
IRCPLIIN € I () LA S RN (O LY CD L () M) R () L
(0)13
fd LT"" (’4’05)

S, (2) L () (0)"(2) (1)1 ()" (o) (2)

] 92 ? ? i
SN CD N C L R S L O ¢ LI O DR DL

] ] ’82
e (1) 00) (4.6)

De oorspronkelijke beginvoorwaarden waren

a 20) - o, (kT)

y(0)

Zij T, de waarde van T voar t = 0, dan volgt uit (L4.2)

T, = - et(])(r1) - €2t(2)(T1) = 600 o (4.8)

Substitutie van (4.8) in t(”('z‘j)9 t(z)(’t,s)9 coo en ontwikkeling naar

machten van £ levert



T, = -l (0 - et(“)(r]) - ezt(e)(rﬂ) - vee) = 2@ (0 et(1)(r1) -
- €2t(2)(11)'_ voa) = oao = = et (0) + 210 - st(ﬂ)(tj) - o00)
£00700) # we = e2@0) + 100 = = et (0) + B 026 (0) -
-+ + ... (4.9)

Uit (hoTa) volgt
o=y ) + e V) + H P 4 o,
ofwel
a =300 - etM(0) + 260161 (0) - £12(0)) + .00) +
e ey™M0 = et 0) + M0 (0) - +2(0)) + vue) + oeo
= y(0>(0) - et(])(o)y(o)a(o) + ez(t(1)(o)t(’)s(o) - t(z)(O))y(o)'(o) + so00
+ eyt0) - M0y (0) + wo + B0 4 L

= +90) + e M0y = (010 (0)) + 25 @ (0) - £ (0)r M (0) +

+ (t(l)(O)t(])ﬂ(O) - t(e)(O))y(o)v(O)) + o000

zodat een deel der beginvoorwaarden nu luidt
%0 = a (4, 10a)
7o) = 049" (0) (4,10b)

y3(0) = ¢ M0y (0) - (¢ 0yt (0) - 12 (0))y(®)"(0)
' (k,10¢)

e D e Twe @D Oae  me e cue Gmme e wmme T e

(1 2 (2)
+ g + € + 000
(%), 5 (g), - =0 wvoor T=7T,. (bot1)

+ et

y(0)"

14+ ¢t
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Onder de veronderstelling, dat
1e ety + ARG+, <o (4,12)

geldt dan

Y(O)q + ey(l)0 + gzy(z)u + (4o13) '

oos =0 woor t = 11

ofwel
70 (0 - et{M(0) + 2036 1 (0) - £B(0)) + 100) +
e ey 0 = e6M0) + M0 (0) = 2 (0)) + o) +

2@ 0 - 610y + 2016 (0) - 2 (0)) + o00) * 40 =

+

70" 0) = et{M (035" (0) + 2061 (0) -+ Py (0) + ...

el (0) = 280 " (0) + vus + B (0) 4+ .. =

+

¥

= 79" 0) + 5 " (0) = sV (6)y (" (0))

+ 232" 0) = 0y M0y + M0t (0) - £/2(0))y (9" (0)) # 10u=0

zodat
v 0) = 0 (k. 15a)
vy = £ (039" (0) (4. 14b)

7201 = M0y (0) = (6016 (0) - 612101119 (0)
(bo1le)

De oplossing van (4.4), met in acht neming van (4.10a) en (L.1ka) is

y(o)(T) = @ coS T. (4,15)
Substitutie van dit resultast in (4.5) leidt tot

(1) (1) (1)" 35in3

. a”sin”t

(1)"
¥ +y 3

= « 28 cO0S T t - a 8in Tt

3 " 3 !
= sin T(z%m -8 = at(ﬂ) ) - 2at(1)icos T = %3 sin 31, (4.16)
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(1)

De Eermen9 welke de seculariteit van y leveren, zijn

a (1)"y s (1)* ..
( T - a = at )sin T en =2at cos T. Men elimineert deze
seculariteit door te nemen
¥
a1 = o (4o17)
3 111
en (%- - g = at(]) = 0, (4,18)

De combinatie (4,1¢), (4,18) levert 2 mogelijkheden

i) a=0~> t(1)
(4, 16), met (4.10b) en (k.14b) geeft y(ﬂ(t)(i)
n

verkrijgt men voor alle hogere orde-termen y' ‘(1). De oplossing is dus

willekeurig,

03 een zelfde resultaat

de nul-oplossing.
8
ii) a # 0 » t(1) =0, t(l) = 0 en bovendien a = * 2, Voor a = 2 gaan

(4.15), (4,16), (4.10b) en (4,14b) over in

y(o)('r) =92 05 T y(‘”" +y(‘ﬂ) ==%sin 3T
y0) = 0 71" 0) = o,
Dit levert
y('ﬂ)(-() = w % sin T + ':3"'2“ sin 31, (h°]9)

Substitutie van de tot nog toe gevonden resultaten in (4.6) geeft

aanleiding tot
1t 1 18
y(2) * y(z) = cos 1(= ht(a) * %=) - Zt(g) sin 1 = %acos 3t +

* %»cos 51, (4.20)
(2)

De voorwaarde van niet-seculariteit van y naar T eist

@l w @

zodat

t(a) = 0 (k.21)

Py
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Er geldt dus (4.2)

2
t =71+ %gl + 0(ed), (4,22)

Tot op een orde van 52 levert dit
82
= (1= T3 Yo
De resultaten samenvattend, kan geschreven worden

62 1 82 1 A 62
y(t) = 2 cos (1 “TBH)*EE [mfsin(‘l “‘"’fg)t * =5 sin 3(1 w«-fg)lo
(L.23)

(4.23) is in volledige overeenstemming met (3.19), verkregen via de
meersoortige tijdschalen-methode, wanneer men ook daar neemt
a = 2 (dan B(O)(t“) £ 2),

5. Enkele slotopmerkingen

Ook bij de: methode van de meersoortige tijdschalen dient vermeld te
worden, dat er geen bewijs bestaat, dat de gevonden asymptotische
ontwikkeling de ontwikkeling is van de oplossing van de differentisal=-
vergelijking., Een aanwijzing in die richting is wellicht het feit, dat
de resultaten overeenkomen met die verkregén met andere methoden (b.v,
met de methoden van Kryloff en Bogolinboff [S] en Struble [5]9 terwijl
de uitkomst van de periodieke oplossing. in overeenstemming is met die
uit de PLK-methode),

Er is geen. criterium bekend, waardoor aan de vorm van de differentisal-
vergelijking gezien kan worden, hoeveel onafhankelijke tijdschalen
gelntroduceerd moeten worden., Vooralsnog is dit dus een kwestie van

physische intuftie,

Deze methode heeft met vele anderen gemeen, dat er veel rekenwerk verricht
moet worden., Daar staat tegenover, dat de methode der meersoortige tijd=
schalen een met de lapgzame tijd variBrende amplitude geeft, in tegen-
stelling tot de PLK-methode, die dan ook alleen de periodieke oplossing
geeft.
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Collo%uium partiéle differentiaalvergel%ékingen met kleine parameter

Constructie van uniforme benaderingen

volgens de theorie van Langer

P.J. v.d., Houwen

Te Inleidinﬁ

We beschouwen een storingsprobleem, waarven de oplossing zowel een
grenslaag- als een oscillerend karakter heeft. Dit geval werd reeds in
de inleiding tot dit colloquium aangestipt, waasr de volgende vergelij-
king ter sprake kwam:

2
e &L+ qx)e = 0
dx

Q(x) < 0 voor x < 0
Q(x) > 0 voor x > 0,

Q(x) werd verder continu en begrensd verondersteld. De laatste eis
laten we vallen en we staan ook geIsoleerde polen toe., De nulpunten
worden omkeerpunten genoemd van de vergelijking en tezamen met de
singulariteiten, overgangspunten. Zonder overgengspunten werd al af-

geleid:

d(x,e) = Q"E' {A exp ( . Jx Q% dg) + B exp ( =, jx Q% ag)}
Ve Ve

{1 +0( )} (1.1)

Voor de genormaliseerde Bessel-vergelijking werd deze benadering reeds
door Carlini in 1817 gegeven. Licuville en Green gaven onafhankelijk
van elkasr in 1837 hetzelfde voor algemene Q(x), terwijl Horn (1899)

bewees, dat er inderdasd van een asymptotische benadering sprake is,

Gans (1915) was de eerste, die tot een oplossing kwam, wanneer er een
enkelvoudig nulpunt toegelaten wordt. Daartoe benaderde hij Q(x) in
x = O lineair, zoals ook in de inleiding van dit colloquium gedaan is,

waarmee de vergelijking vaen Airy verkregen wordt:
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€ mometn o a1x¢ = 0,

De oplossingen hiervan zijn bekend en moeten voor € - O aangesloten
worden aan de juiste combinatie van Liouville-Green benaderingen,
Zonder het werk van Gans te kennen gaf Jeffreys in 1923 een analoge
methode om de aansluitingsformules te verkrijgen. Ook dit bleef voor-
lopig onbekend, want in 1926 publiceerden Wentzel, Kramers en
Brillogin nogmaals (onafhankelijk van elkaar) aansluitingsformules
voor het enkelvoudige omkeerpunt. Een alternatieve methode om aan-
sluitingsformules te vinden bestaat uit de "omzeiling" van het over-
gangspunt via het complexe vlak. Dit werd door Zwaan toegepast en

door Kemble (1935) streng geformuleerd.

Een meer fundamentele asymptotische theorie werd in 1934 door Langer
ontwikkeld. Deze komt er op neer, dat er een expliciet oplosbare
vergelijking geconstrueerd wordt, die "zo goed mogelijk" op de gegeven
vergelijking "1ijkt". In enkele belangrijke gevallen kan aangetoond
worden, dat de oplossingen inderdaad asymptotisch equivalent zijn,

in het algemene geval is dit echter op z'n minst asnnemelijk, Als

voordelen van de Langer-theorie kunnen Ye noemen:

a) De (formele) eerste termen van de asymptotische ontwikkeling zijn
in de voor de physica belangrijke gevallen eenvoudig te verkrijgen
en gelden voor het gehele interval, zodat aansluitingsformules
eenvoudig af te leiden zijn.

b) Het bewijs van de asymptotische equivalentie is voor alle gevallen
in principe hetzelfde,

c) De hoofdlijnen van de theorie zijn over te dragen op stelsels diffe-

rentiaalvergelijkingen en niet lineaire vergelijkingen.

2. Theorie van Langer

De vergelijking

&

eo" + q(x)o =0 (2.1)
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transformeren we volgens
£ = g(x,e) s o= t(x)¢(x).

Dit geeft

(1/7)!
g * (727E

£E 2

A Yo, + (=D 4 9 sl g, (2,2)
(£1)2 B (/0en? e(en)? |

Met de keuze 1 = V&' gaat deze vergelijking in normaalvorm over:

e@ag + y(E,e)d = 0 (2.3)

waarin Yy gedefinierd is als

e
-'"5 (E') 20 (20)"’)
ax -

v(E,e) = (£')2q(x) + e(g")

We willen nu de vergelijking (2.3) vergelijken met een expliciet oplosbare
vergelijking en nagaan aan welke voorwaarden voldaan moet worden, opdat

de oplossingen van (2.3) asymptotisch equivalent zijn met de oplossing
van zo'n expliciet oplogsbare vergelijking. Daartoe voeren we in een

verzameling E van functies Q(£) 26, dat als Q €E,

€00g * a(g)e, = 0 (2.5)

een bekende oplossing heeft. (In [ﬁ] vindt men een opsomming van derges-
1lijke vergelijkingen,)

Indien we £ = £{x,e) zo kunnen kiezen, dat voldaan wordt aan:
. < .
{ QeE (2.6)
Q(E(x,e)) = v(g(x,e),€)

dan is (2.3) exact opgelost. Dit mogen we echter niet verwachten en we
zullen ons er mee tevreden moeten stellen een £(x,e) en een Q&) te

vinden, die voldoen aan:

QEE (2.7)

QE(x,e)) = y(E(x,e),e) + 0(e),N > 0

d.W.z. We lossen vergelijking (2.6) in benadering op.
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Het is nu aannemelijk, dat de door (2.5) bepaalde functie ¢, de op-

0
lossing ¢ benadert, immers voor ¢ geldt:

es (5,e)0 = ed,_, + (Q(&) + O(eM)) = 0.

+ +
gg " Y EE
Alleen in de nulpunten van Q(£) zal dit .niet het geval zijn. Hier
gaan we nog op in, Het al of niet asymptotische karakter van de
benadering @0(5,8) kan onderzocht worden met de methode van de va-

ri&rende parameters en iteratie volgens Picard. Dit geeft ons de

ontwikkelings
S v n+1
o(g,e) =) I do(nye) + I #(n,e) (2.8)
0
- 2
waarin I = Integraal-operator W (<I>O) f dn K(&,n)
%
K(gan) = (v(ne) = Q(n) (85, (&) o (n) = oy (n)e,(£))
W(¢o) = Wronskiaan van (2.5).

Voor een aantal gevvallen, waarin aan (2.7) voldean kan worden, is
(2.8) geanalyseerd ([3] . [h], [5], [6:]) en dit bleek inderdaad de
asymptotische benadering voor ¢ te zijn. Op dit aspect van de theorie
(de zgn. tweede phase) zullen we niet ingaan, maar we zullen ons con-
centreren op de eerste phase d.w.z. het construeren van formele asymp-

totische benaderingen.

a) Eerste benadering

De vorm van yY(&,e) suggereert het verband:

a(e) = (£)72 q(x) (2.9)

want dan is

@ o
A8

3
2 1
MQ“Y@&)=%((Q)Td (&) (2.10)
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en voorwaarde (2,.7) luidt: & = E(x) en Q(&) 20 te bepalen, dat

(£')72 q(x) = Q(E)6E

E%—i—g—=0(1)o

We zullen laten zien, dat we aan (2.11) in een groot aantal gevallen

(2.11)

kunnen voldoen door Q(&) hetzelfde analytische karakter te geven als

alx)s

Stel dat Xy, ooos X alle overgangspunten in het beschouwde interval
ven q(x) zijn dan kiezen we:
m n,
Qe) = 1 (g=-¢,) "
j=0 !
waarin nj de orde van het overgangspunt xj is, en gj nog nader te bepa=

leng kiezen we willekeurig en we schrijven (2.9) in de vorm

%
& 1 x 3
f Q% (&) at =J q®(x) ax, (2,12)
£ X,
Blijkbaar is E(xo) = 3 we willen ook dat E(xj) = Ej Voor J = 1, cooey Mo

Daartoe vormen we de m vergelijkingen:

Ej 1 %5,
j Q%(g) ag =f q®(x) ax
& .%o

voor elk van de £,'s, Hiermee heeft Q(&) hetzelfde analytische karakter
als q(x). Wanneer we nu aantonen dat in een overgangspunt geldt
- &, . X = X, 2,13
£ - & 59 ( )

dan zijn we klaar, Nu is (2.12) in de omgeving van Ej = i(xj) te

schrijven als

& n. X n.
A I (¢ -=£.)9 ag = B I (x - x.) 9 ax
£. J X, J
J J



241

waarin A en B constanten zijn. Hieruit volgt direct (2.13).

We nemen asan dat £ = £(x) regulier is en locaal een (1-1) afbeelding

voorstelt, zodat we hebben verkregen:

:
6(x,6)  og(x),e)( LR ), (2.14)

Zoals al opgemerkt is zal dit in de omkeerpunten van ¢(x,e) geen
goede benadering meer zijn voor ¢(x,e). Toch biedt (2.1L4) twee
belangrijke voordelen boven de Licuville=-Green benaderingen nl. ten
eerste, de benadering (2.14) heeft geen singuliere punten, zodat ook
in de directe omgeving van de omkeerpunten voor € + O een correcte
benadering verkregen wordt, dit in tegenstelling tot de Lionville=-
Green benaderingen, en ten tweede, (2,1L4) benadert, met uitzondering

van de omkeerpunten uniform €&n en dezelfde integraal ¢(x,e) van (2.3).

Als eenvoudig voorbeeld om bovenstaande theorie te illustreren beschou=
wen we het geval q(x) > 0. De eenvoudigste functie met een soortgelijk

analytisch gedrag is wel

a(g) = 1,
Volgens (2.9) is dan
X 2
g(x) = f a®(x) dx
0
en de vergelijking voor @O:
Eéogg + @O =0
met oplossingen
9, = exp :_j.:,,, £(x).
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De asymptotische equivalentie van de benadering (2.14) en de exacte
oplossing ¢(x,e) werd door Langer [f] voor het geval zonder over-
gangspunten en het geval van een enkelvoudig omkeerpunt gegeven.

Bij Erdélyil?ﬂ vindt men een samenvatting hiervan.

Opmerking: In de electronentheorie van metalen blijkt het nodig te
zijn ook in de omkeerpunten over correcte benaderingen te beschike
ken Eﬂo Hierover kunnen we enkele algemene opmerkingen maken:
Schrijf y(&,e) als

v(g,e) = Q&) + eR(E)

en laten Ej en E& nulpunten zijn van Q(&) resp. y(&,¢e).
Voor € + 0 zullen Ej en Es samenvallen, Schrijf Q(£) als

n.
a(g) = £(g) T (g - &) 7

Ni
en definier
- — n,.
G(g,e) = £(&) T (§ - E.) Y
. Jd
dJd
R(E,e) = Q(£) = Qlg,e) + eR(E). (2.15)

We kunnen nu Y(&,e) schrijven als

v(£4e) = Q(E,e) + R(E,¢)

met de eigenschap dat: §Q en R dezelfde nulpunten hebben
Q en Q hetzelfde analytisch karakter hebben,

Indien nu R(g,e) = 0(e®) , o >0 (2.16)

dan wordt ¢(£,e) in alle punten benaderd door de oplossing 36 van

€¢0gg + Q(&,¢) %y = 0,

Op grond van (2,15) mag men verwachten, dat aan (2.16) voldaan wordt.
Eb(g,s) onderscheidt zich van @0(592) hierin, dat aan de omkeerpunten
correcties toegevoegd zijn, gegeven door %} - gjn E} moet men berekenen
uit

Q(g) + er(g) = 0.
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We kunnen dit schrijven in de vorm

U
n. Nne

= R(¢) ) Jd € Je

£=¢; +( o
£(g) 1 (g~ ¢)
i)

Volgens een stelling van Lagrange [10] geldt voor §

waarin

p(g) = (=Bl 3

n.
£g) T (£-¢.)"
. i ’

wertern

de correcties zijn dus O(e"j) zodat inderdaad aan (2.16) voldaan wordt.

b) Hogere orde benaderingen

Hoe meer Y(&,e) en Q(&) op elkasr zullen gelijken des te beter zal
de benadering zijn. Tot dusver zijn er drie algorithmen te onderscheiden
die co8fficisnten Q(£) leveren, welke tot op willekeurige orde van € op

v(E,e) gelijken:

1° Methode van Langer
2° Methode van Cherry

3° Methode van Moriguchi.

De constructie van Langer is in feite een generalisatie van de trans-
formatie van de afhankelijke variabele:z als nieuwe variabele wordt
ingevoerd een lineaire combinatie van @O(g,e) en %E ¢(&£,e) en wel
zodanig dat deze in hogere orde op een expliciet oplosbare vergelijking
gelijkt. Voortzetting van dit proces geeft steeds betere benaderingen.
Langer [3} behandelde hiermee zowel de eerste als de tweede phase voor
8én enkelvoudig nulpunt en enkelvoudige pool. Kazarinoff [h] en
McﬁKelvey [B] pasten deze methode toe op resp. 2 enkelvoudige nulpunten

en &&n 29 orde nulpunt.
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Cherry E6] construeerde een reeksontwikkeling naar machten van € voor
de oplossing & = &(x,e) van (2.6). Deze reeks divergeert, maar afbre-
king bij een term € geeft y = Q = 0(e™). Voor een enkelvoudig nul-
punt verkreeg Cherry aldus een asymptotische benadering van de orde
2. Moriguchi.]jj kiest voor & de eerste benadering en past op de

2
vergelijking

<1>£‘E + y(E,e)0 = 0

de gehele procedure nogmaals toe, Kiest men voor de nieuwe onafhan-
kelijke variabele weer de eerste benadering, dan wordt de correctie
op de coéffici&nt van de nieuwe afhankelijke variabele van een
hogere orde e, Voortzetting levert dus steeds betere benaderingen
voor de gegeven vergelijking.

We zullen wat nader ingaan op de methode van Cherry:

We ontwikkelen £(x,e) en Q(£(x,e)) naar machten van €

8

n

E(xye) = ) e & (x)

o

alz(e)) = ) € o_(x)
0

en merken daarbij op dat

0y (x) = Qg (x))
Q=) = &4 (&)
ap(x) = &, Q(Ey) + €5 0, (E))s

Substitutie in (2.5) en co8ffici&nten~vergelijking geeft:
2
Q) (6))2 = q(x)
1 1 n
- -3 -2y =
EQ(EO)E; + Eé Qg(ﬁo)€1 *(55) ((Eé) ) = q1(x)

: 20(80)E} + £ @ (55)E, = ay(x)

M goe @ e Ee e G dOme e e Geee  @uee  ge-  Seees Ge  OmEe mee  wee  mme
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De rechterleden van deze vergelijkingen zijn steeds uit te drukken in

de voorgaande oplossingen Ei(x), terwijl het linkerlid met uitzondering
van de eerste vergelijking lineair van de eerste orde in de onbekende is.
In go(x) herkennen we de reeds besprokeneerste.bena.dering° Voor £1

vinden we na integratie

1 algy) & algy) &

1 X 0
000 = e, 00) [ ebe g ) (g ) ) e (209)

Voor de verdere coéfficiénten £; gelden analoge uitdrukkingen, waarmee
men y(&,e) en Q(E) tot op elke orde van € met elkander kan laten

overeenstemmen.

3. Toepassingen

&, Aansluitingsformules voor de Lionville-Green benaderingen ter weers-

de

zijden van een n- orde nulpint. Formules van Jeffreys.

Stel dat x = 0 een n°° orde nulpunt voor q(x) is en dat q(x) = ax"
met a > 0 in de omgeving van x = 0, De oplossing van
e" + q(x)¢ = 0

wordt dan volgens (2.8) benaderd door

n 1
(

o, (2(x),e)( &L (3.1)
0 ’ q(x) °
waarin %, de oplossing is van
€0+ E2 b =0 (3.2)
0kE 0 °
en £(x) bepaald wordt door
1 > X 1 2/n+2
["e/?ae - | i) @) = (22 [ e an
0 0 2 o

&
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Vergelijking (3.2) is door de substituties:

-

£ = (W%gt)z/n+2 ’ <I>0 = ( )221’1#"25 ¥
-€

over te voeren in:

1
q’tt+-‘€q‘t+(1—

(1/n+2)2

't2

¥ =0

+

met oplossingen v=a, (t),

gl

o+

=]
n

dus de oplossingen van (3.2) zijn

o (6ye) = (- V2UR) 2y (27 (3.3)

Substitutie in (3.1) geeft

1 1 X 1 1
by ,2(%s8) ~ 4 () — I Q® ax)® g, (

Ve o il '§E§ IO

n+2

o ax). (3.4)

Voor x # 0 en € - 0 moeten we ¢ in de Liouville~Green benaderingen

kunnen uitdrukken, We nemen het geval n = oneven, dan geldt

(=lx]),e) - (=)™ ’t1fx()%
Pl={xl)se) ~ (=g GXPT -q)° ax
e 70

X R
x <0 » arg I g dx =
0

POl i

™

rnfw

l »
O<argt <21 = Jv(t) . e(v+2)w1 \!?EE cos (t+ivm + §w),

We proberen nu die combinaties van J+V(t) te vinden (v = ;%5), die
asymptotisch equivalent zijn met Liouville-Green benaderingen: Daartoe
stellen we

1

(-q)™* exp + it = g_"'l* VT {A s Jv(t) + B (J._V('l:)}m
+ ¥

#
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A; en B+ volgen dus uit

+ 2 sin vw

ﬂgﬂ ‘V'ﬂ'i - -g— V'ﬂ'i V-"‘Q
A+e + B+e = e 2n
A dvri + B -3yl o
+& +° -
1 (] . - 1 .
L = o e_(v-1)2n1 5 = Von e(v 1)2n1°

4+ 2 sin VT

Op grond van het feit dat (3.4) uniform geldig is op het gehele inter-
val blijft deze combinatie van Bessel-functies ook rechts van het
nulpunt gelden.

We vinden de verbindingsformule:

1 s 1 1 . , 1 .
-3 it -1 \,' Vo 3{(1=v)mi v=1)7i
(=q) e &P q t TR {e Jv(“b) + e J_v(t)}o

Nu geldt:

X

1
x>0 > arg f q® dx =0

0

2
larg(t)| <7 = Jv(t) - \/?E cos(t = 3vm - im).

Substitutie en uitwerking geeft, als we het re€le deel van de asymp=-

totische oplossing nemen:

-1 1, 3 -1 1 (* 3 .
(=a(x))™* exp( wf (~q)“dx ¢ q(x) *cos( ——f q®dx - k7).
MC? 0 € ‘0
Iets dergelijks geldt voor de andere Lionville-Green benadering
en de gevallen waarin n even is.

Voor n = 1 staan deze verbindingsformules bekend als de "Jeffreys-

Kramers connection~formulas",
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b, Het waterstof-atoom
Schrddinger's vergelijking voor het waterstof-atoom wordt gegeven door
a2 2
Py o+ (E5E)(H+ S )y = o
h
Het systeem bestaat uit een relatief zware kern met lading +e en een
electron met lading -e en massa m; de potenti&le energie bedraagt
-eg/r, h is de constante van Planck en H de totale energie. In bole

coSrdinaten zijn de variabelen te scheiden en voor de radidle golffunctie
R(r) geldt

2 2
R" +-§-R' + {____81r2m (H +-§— ) A1) ; 1) Ir = 0,
h r

waarin 1 een separatie constante is, die de waarden 0, 1, 2, ... aanneemt,

De transformatie R = S/r geeft:

2 2 2
87°m e h71(1 + 1) =
S"‘+—;’2"— {H +.;...-——-8—1:§;1-;-§-—- }S - O. (305)

We willen uit deze vergelijking de quasi-klassieke resultaten ven Bohre
Sommerfeld afleiden, De quasi-klassieke limiet ontstaat per definitie,
wenneer de Broglie-golflengte A klein is, maar de impuls p van het deeltje
willekeurig, d.W.z. niet uitzonderlijk groot. Volgens de fundamentele

relatie
A =h/p

komt dit formeel overeen met h << },We willen het electron voor die
kleine r-waarden beschouwen, waarvoor de energie nagenoeg geheel door de

centrifugale energie bepasld wordt, dus

p2 A +1) 1n%P
on

L]
~

8 e 2 v 2
T mr mr

MeBoWoe

<)
-4
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In de quasi-klassieke limiet van het H-atoom geldt dus 1 >> 1 en

vergelijking (3.5) is van de besproken vorm met

2 2 2 , 2 2 2 2
__h q(r) = 1 + g_ _ hylélt;)‘= Hr® + e’r = 2 1(1+1)/8m"m
87°m 8 mr r

q{r) heeft de enkelvoudige nulpunten

o €+ \ﬁeh + Hh21(141)/2n°n)
et |

dus

a(r) = Hr = 7,)(r = 1,)/r"

Aengezien H < 0 is, zal S tussen de omkeerpunten oscilleren en daarbuiten

~ zich exponentifiel gedragen. De .pool in r = 0 sluiten we van het te be-

schouwen interval uit en we eisen

S(r) eindig op r > o > 0.

Voor Q(£) kiezen we de functie a2(1 - 52), zodat &. gegeven wordt door

0

2 2 _
SQOEE + a°(1 - & )&0 = 0, (3.6)

R(r) wordt benaderd door

o2(1 - £2) |

R . r—1 QO(g,e)(»-ﬂﬁaz;T——— ) .

In & = g£(r) worden de constanten zo gekozen dat r, met -1 en r_ met +1

1 2
correspondeert:
£ 1 r 1 f—']~ 1 :sr‘] 9
[ ter - eta - ] o¥(r)ar en f (2(1 - £2))2ar = j oar.
1 r2 1 r2

2 .
Voor o~ vinden we dus

r

2 1
2 1 3 2 1
o = -—_{f qQ (r)dr} = :

b r, h;ﬁ
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De transformatie & = £(x) is door Kazarinoff Dﬂ onderzocht en blijkt
locaal 1-1 te zijn. : 1
Vergelijking (3.6) gaat door de substitutie n = ( %— ) £ over in

Nu geldt: o _
e+ 0 = |n] ¢‘w~¥'voogjf*%*gfr63en'€ # O

De eis dat S(r) eindig moet zijn voor alle r > Ty impliceert dat

2% eindig moet zijn voor |n| + @, hetgeen alleen dan het geval is,

wanneer

0‘2

=pon+ 1, 'n“positiefjgeheei gefa1,
> s .
€0,

De oplossingen zijn dan de zgn. Hermite functies 9, van de orde n [B]
n

_1n2 2
o, =e Hn(n) = exp (-

1 2
DLEG IR N{E-SPLES
n .

of =
e
mig

waarin Hn de Hermite polynoom voorstelt.

In de quasi-klassieke limiet vinden we de discrete toestanden:

D 2, 3 T e . _
1 a“(1 - £7) 14,2 1
R (r) 7 ( < ) exp (f (n+5)E%) B (Y +5) gl
s
Uitwerking van de relatie === 2n + 1 geeft verder:

=]

2wamehi - 2ﬂ2meu

T2, 2 °
w2((a + 3+ \[aae))? BT

P ] com

w}] =
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Colloquium parti&le differentiaalvergelijkingen met kleine parameter

ERRATA DEEL II

Er staat:
p.163, ro 15 v.bo

qo/(q_o+1)
ceo Orde € °
ps179, (11.15b)
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Er staat:
po 222, (2.12)
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po 234, (4,23)
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p.240, laatste regel

n.
d

o 00

p.2Lh3, r. b vob,

-n
coe P (Ej)

po2kl, r.16 v.b,

Q(g(e)) = oo

p.2L6, laatste regel

oo {A_J (t) +B
F U ¥

Lees:

coe = f(yo. 3;; )
1+ et(1)'(r1) + sat(z)'(11) + aeo0

o 80 2 CcOos8 (1 —-:% )t + soe

2
ese 8in 3(1 = %3-)t]

Ol
=

000 J (2x)

+n(

@00 p g,j)

Q(e(x,€)) = o0
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