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Colloquium partiele differentiaalvergelijkingen met kleine parameter 

1o Inleiding 

Parabolische grenslagen 

Wo Eckhaus 

Wij beschouwen singuliere storingsproblemen van:het type 

(1. 1) 

waarbij Ls een tweede .orde operator is, terwijl LO van de eerste orde 

iso Op de rand van S van het definitiegebied leggen_wij de randvoor

waarde op 

( 1 .2) 

Stel nu dat de gereduceerde vergelijking 

(1.3) 

reele karakteristieken bezito In de problemen die tot nu toe in dit 

colloquium zijn behandeld werd steeds verondersteld dat de rand S geen 

s~ukken bevat die met de karakteristieken van (1.3) samenvalleno In het 

nu volgende onderzoeken wij problemen waarbij dit juist het geval is. 

Problemen van dit type zijn behandeld door ViMik en Lyusternik, en 

tevens door Knowles en Messick (zie bibliografie). De behandeling die 

wij hier zullen geven verschilt in vele aspecten van de theorie die door 

de bovengenoemde auteurs is ontwikkeldo 

2. Elementair voorbeeld van parabolische grenslagen 

Wij beschouwen de vergelijking 

( 2. 1) 
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voor x ! 0 en y ! Oo De randvoorwa.arden zijn 

t = 0 voor y = 0 

t = ~(y) voor x = 0 

Wij veronderstellen continu~teit van de randvoorwaardeni doWoZo 

Ho) = Oo 

(2o2) 

(2o3) 

De gereduceerde vergelijking tezamen met randvoorwaarde (2o2) laat slechts 

de triviale oplossing t = 0 toeo Daar deze triviale oplossing niet aan 

de randvoorwaarde (2o3) voldoeti ligt het voor de hand om het bestaan van 

een oplossing met grenslaag-karakter in de omgeving van x = 0 te veronder

stelleno Wij merken op dat de lijn x = 0 een karakteristiek is van de 

gereduceerde vergelijkingo 

Wij voeren nu in de lokale coordinaat 

(2o5) 

Vergo (2o1) gaat hiermee over in 

(2.6) 

De operatoren £Ls en L
0 

zijn van dezelfde orde van grootte 9 indien wij 

kiezen 

Er volgt dan 

Wij merken op dat de gereduceerde vergelijking in lokale coordinaten 

een partiele differentiaalvergelijking iso 

Schrijf nui 

{2o7) 

(208) 

(2o9) 
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waarbij de functie v0 gedefinieerd wordt door 

met randvoorwaarden 

V = 0 
0 

V = 4, 
0 

voor y = 0 

voor E; = 0 

De functie z0 moet dan voldoen aan 

met randvoorwaarden 

z
0
(x 90) = o 

z
0
(o,y) = o } 

{2o10) 

{2o11} 

(2o12} 

(2o13) 

{2o14) 

Wij bepalen eerst de functie v0o Vergelijking (2o10) is de klassieke 

warmte-vergelijking (en dus van parabolisch type)o De oplossing 9 die 

aan voorwaarden (2o11) en (2a12) voldoet is de volgende: 

vo(~,;r) = '/¾ J .-!t2 ♦ [ ;r - ~2] dt, 

'/2y' 

(2o15) 

De functie v0(E;,y} is uniform begrensd indien de functie ~(y) begrensd iso 

Stel 

Max I 4'{y) I = Mo 

Dan volgt 
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Het gedrag van de functie v0(t 9y) voor grote waarden van t volgt nu 

uit de bekende asymptotiek van de complementaire error-functieo 

Wij vindeni 

voor t-+ qo o (2o18) 

De functie v0 heeft dus duidelijk het grenslaag.karakter; oplossingen 

van hettype v0 zullen wij-dan ook parabeli-sche g-renslagen noemeno 

Wij merken op dat ook de afgeleiden van v0 het grenslaag-karakter 

bebbeno Zo vinden wij achtereenvolgensi 

:;o =W J 
fiy 

(2.19) 

Deze afgeleiden zijn uniform begrensd indien de eerste en tweede afge

leiden van de functie ~(y) bestaan en uniform begrensd zijno 

Beschouwen wij nu het proble~ voor de rest-term z0,; vergelijkingen 

(2.13) en (2.14) 9 dan is het duidelijk dat het rechterlid van vergo {2.13) 

uniform is begrensd voor alle x ! 0 en y ! o, en dit onafhankelijk van Eo 

Om te bewijzen dat de functie v0 de eerste asymptotische benadering is 

van de functie t:voor £ + 0 moet worden aangetoond dat de functie z0 
uniform is begrensdo Het is langs deze gedachtengang dat wij bewijzen 

van asymptotiek zullen leveren bij randwaardeproblemen die in het nu 

volgende zullen worden behandeldi en waarin parabolische grenslagen van 

het type (2.15) een belangrijke rol spelen. 
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3o Een randwaarde probleem met karak.teristieke-randen 

Wij zullen nu het volgende randwaarde-probleem onderzoeken: de functie 

4>(x 9y) voldoet aan 

in het gebied O ! x ! 1 9 0 ! y ! 1. D~ randvoorwaarden zijn: 

4>(x,o) = f 
1 
(x) 1 O!X! 1 

4>(x, 1) = f2(x) a O!x! 1 

4>(0,y) = s, (y) t O!Y! 1 

4> ( 1 tY) = g2(y). D!Y! 1 • 

1 X 

Wij veronderstellen continuiteit van de randvoorwaarden, doWoZo: 

f 
1 

( 0) = s, ( 0) 

f2(1) = g2(1) 

; s, ( 1) = f2(0) 

f 1 ( 1) = 62 ( 0) 0 

Beschouw eerst_4e formele limiet £ ~ 0 van vergo (3o1). 

} 

( 3o 1) 

(3o2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

Aan de resulterende gereduceerde vergelijking wordt voldaan door een 

functie t 0(x)o Deze functie kan aan ~~n van de vier randvoorwaarden 

voldoene bijvoorbeeld aan randvoorwaarde (3.2) of (3o3). Dit suggereert 

dat de asymptotische benadering van de functie 4>(x.y 9 £) zal bestaan uit 

de functie t 0, plus drie grenslaag-functies 9 die voor het voldoen aan 

de overblijvende randvoorwaarden moeten zorgen. Zeals er uit het vervolg 

zal blijken 9 bestaan er 9 voor het gebied O ! x ! 1; O ! y ! 19 oplossingen 

van het grenslaagptype langs de randen x = 0 9 x = 1 en y = 19 maar ~ 

langs de randy= o. 

Het is daarom dat wij kiezen: 

(3.7) 



Wij scbrijven nug 

en verkrijgen voor de functie 'f'bet volgende randwa.a.rde=probleemi 

met ra.ndvoorwaarden 

'i(x 90) = O 

'i(x 9 1) = r
2

(x) - r
1
(x) 

'i(o.y) = g
1
{y) - r

1
(o) 

'i(1 9y) = g2(y) - r 1(1) 

(308) 

(309) 

{3o10) 

(3011) 

(3012) 

Vergelijking (308) met randvoorwaarden (309) en (3o11) vertoont veel 

analogie met bet probleem dat wij in paragraaf 2 bebben bescbouwdo Wij 

voeren daarom in de paraboliscbe grenslaagi 

{3o13) 

waarbij 

{3o14) 

La.ten wij nu aantonen dater langs de rand x = 1 eveneens een oplossing 

van bet paraboliscbe grenslaag-type geconstrueerd kan wordeno Wij voeren 

biertoe in de lokale coordinaat 

0 (3o15) 

Vergelijking (308) gaat biermee overing 

{3o16) 
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Het is duidelijk dat de gereduceerde vergelijking in de lokale 

coordinaten identiek is aan vergo (2o10)o 

Wij defini~ren dus een tweede parabolische grenslaagi 

v~2) <1.;j-/,y) • V( _ r 0-!t2 
~(2) [ Y _ (\:/

2 }t 
V2r.y, 

waarbij x ! 1 en 

(2) 
~(y) = g

2
(y) = r

1
(1)o 

Schrijf thansg 

i= t = [ f 
1 
(x) + (1) 

VO + vb2>] 0 

Er volgtg 

[ a2i a2i] ai 
a2 (1) 02 (2) 

£ [ f" + 
VO VO ] 

£ -+- = ay = + 2 
ax2 ay2 = 1 a/ ay 

met randvoorwaarden 

. 0 !_ X ! 1 ' . 0 !, X ! 1 
' 
; O!Y! 1 

t 0!Y!1o 

(3o17) 

(3o 18) 

(3o19) 

(3o20) 

(3o21) 

{3o22) 

(3o23) 

(3o24) 

Wij merken op dat de randwaarden door vergo (3o23) en {3a24) voorgeschre-

ven 9 gezien het karakter van de parabolische grenslagen 9 asymptotisch 

zeer klein zijno 

Laten wij nu aantonen dater langs de randy= 1& voor y ! 1 een gewone 

grenslaag oplossing kan worden geconstrueerd die aan de randvoorwaarde 

(3a22) voldoeto Laten wij hiertoe beschouwen het nu volgende elementaire 

prgbleemg 
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voor y ~ 1 9 met randvoorwaarde 

(3.26) 

Wij voeren in de lokale coordinaat 

l1 = 1 = y 
£ 0 

(3.27) 

Vergo (3o25) wordt getransformeerd in 

(3.28) 

Door limiet-overgang e: ~ 0 verkrijgen wij de gereduceerde vergelijking 

in lokale coordinaten 9 door de randvoorwaar4e (3.26) op te leggen 

volgt de grenslaag~oplossing 

u0 = 1jJ ( x) exp [ -
1 

; Y ] o (3.29) 

Schrijven wij nu 

(3.30) 

dan volgt 

(3.31) 

Indien de functie ljl(x) niet snel met x varieert 9 dan is het rechterlid 

van vergelijking (3o31) van orde e: of kleinero Stel echter dat 1jJ lokaal , 
een functie is van e:=~x, dan zou het rec~terlid van vergelijking (3.31) 
lokaal van orde ,~n zijn. Om deze mogelijkheid te ondervangen constru

eren wij de tweede benadering voor de grenslaag. Wij schrijven 

(3.32) 



wa.arbij wij definieren 

met de ra.ndvoorwaarden 
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u
1
(x 11 0) = 0 

. lim u
1 
(x 11n) = Oo 

n-

Een eenvoudige berekening leverti 

} 
u

1 
( X, l ; y) = l ; y ~~ exp [ - l ; y ] o 

(3o33) 

(3.34) 

(3o35) 

(3o36) 

Het rechterlid van vergelijking (3o36) is uniform klein 11 zelfs a.ls 1'I 

loka.a.l een functie is van x/~o Expliciet kunnen wij stellen 11 voor 

y !. 1 g 

4 = l:l 
r.2 4 { 1 = y) e £ I !, EC 

dx 
(3o37) 

wa.arbij c een consta.nte is 11 ona.fha.nkelijk van Eo 

Wij keren thans terug naar het probleem voor i 11 en definieren 11 voor 

y !, 1 9 de grenslaa.g~oplossing 

u; ~ [ ~(x) + E(1 - y) ~n exp [ - l ; y J (3o38) 

wa.a.rbij 

tll(x) = r
2

(x) = f (x) = v(1) (~ 1) = v( 2 ) ( 1 = X
11
1)

0 

1 0 ft:" . 0 V'£ (3o39) 

,. 
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Wij kunnen nu onze resultaten samenvatten door te stellen 

Voor de restterm z0 verkrijgeri wij dan 

De randvoorwaarden zijn 
1 

z0(x,O) = - ! [ ~(x) + e ~n e - € 

z
0
(x, 1) = o 

Z (o y) = - .!. v( 2) 
0 t E 0 

1 *c 1-v, - - u 1 9..;...,.&. 0 E O E 

(3o40) 

(3.41) 

(3.44) 

(3.45) 

(3.46) 

Wij onderzoeken eerst de orde van grootte van R0o Het is duidelijk dat 

in het gehele definitie..gebied 

a2r 
__l = 0(1) 
dx2 

a2 (1) 
VO 

ay2 

a2 (2) 
VO 

yj2 

= 0(1) 

= 0(1) 0 

In het bijzonder de relaties (3o48) en (3o49) volgen direct uit de 

(3.48) 

eigenschappen van de parabolische grens4ageno Ten aanzien van de 

laatste term van R0 merken wij op dat '4 lokaal 9 da.t· is in de omgeving 
dx 



=2. van x = 0 en x = 11) van de orde £ iso Echter 

(3o50) 

waarbij c0 een constante is onafhankelijk van Eo Er volgt dat 

{3o51} 

dat wil zeggen 

(3o52) 

waarbij m een constante is onafhankelijk van Eo 

Wij onderzoeken nu de randvoorwaarden van z0o Uit vergo {3o43) volgt 

(3o53} 

waarbij N een willekeurig positief getal iso Ten aanzien van de rand

voorwaarden {3o45)1l {3o46) merken wij op dat 

1 ( 1 02) 1 N £ VO ( V'20y) = o(E ) 0 {3o54) 

Rest dus te onderzoeken 

Wij schrijven 

{ 
2 1 =.l=z ~ u~(0 9

1
;l) = ¾ 1/1(0) + (1=y) {~~}x=O e £ o (3o55) 

Uit de definitie van de functie 1/l{x) volgtg 

(3o56) 

Voorts hebben wij 

(3o57} 



Gebruik makend van de relatie (3o50) vinden wij dus 

Op dezelfde wijz~ kan worden aangetoond dat 

De randvoorwaa.rden aan z0 opgelegd zijn dus maximaal orde ~~no 

Wij kunnen 0 bijgevolg0 de constante m uit relatie (3o52) zodanig 

kiezen dat 

I z0 I! m op de rando 

Op het·probleem voor z0 is nu van toepassing het maximum-principe 

dat door Levinson is bewezeno (Zie ook bijdrage van Dunnebier tot 

dit colloquium)o Uit (3o41) 0 met (3o52) en (3o60) volgt dat 

{3o58) 

(3o59) 

I z0 I! Km (3o61) 

in het gepele definitie gebiedo Hier is K wederom eep constante die 

onafhankelijk is van £0 Wij hebben aldus bewezen dat 

uniform in O ! x ! 10 0 ! y ! 1o Terttgkerend naar rormule (3o40) 

hebben wij 

Wij merken nog op 9 door inspectie van vergo (3o39) 0 dat 

2 = l:l. 
t(1 = y} d ~ e £ = 0(&) 

dx 

uniform in O ! x ! 1 i) O ! y ! 1 o 

(3o64) 
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Er volgt dus uiteindelijk 

uniform in O ! x ! 1 9 0 ! y ! 1o 

Hiermee is ons randwaarde-probleem opgelosto 

Het is interessant om op te merken dat de constructie van de tweede 
* benadering van de grenslaag u0 slechts nodig was om het bewijs van 

asymptotiek met gebruikmaking van het maximum=principe te kunnen 
' 

levereno Naderhand kan deze tweede benadering uit de asymptotische 

oplossing weer worden weggelateno Deze opmerking werpt licht op de 

moeilijkheden die andere auteurs bij het bewijs van asymptotiek hebben 

ondervondeno 

Vilik en Lyusten.1ik bestuderen een analoog probleem zonder de tweede 
~ 

benadering van de grenslaag u0 te construereno Bij het beschouwen van 

de restterm is het dan noodzakelijk de omgeving van x = 0 9 y = 1 en 

x = 19 y = 1 uit te sluiteno De asymptotiek wordt daar slechts 

(schetsmatig) bewezen voor het gebied waarin de omgeving van deze 

hoekpunten is uitgesloteno 

Knowles en Messick 9 in een analoog maar eenvoudiger probleem9 constru

eren evenmin de tweede benadering van de grenslaag u;o Zij bewijzen de 

asymptotiek door gebruik te ma.ken van de expliciet gegeven 9 maar zeer 

gecompliceerde 1 exacte oplossing van het probleemo Deze werkwijze 

kan uiteraard niet worden gebruikt bij meer algemene randwaardeproblemen 1 

waarvan de exacte oplossing buiten de praktische mogelijkheden ligto 



40 Parabolische grenslagen bij algemene partiele differentiaalvergelijF 

kingen van tweede orde 

+ f(x,y} t} { 4o 1 ) 

De vergelijking wordt elliptisch verondersteld en a> Oo In analogie 

met paragraaf 2 bestuderen wij eerst een eenvoudig randwaarde-probleem 

met definitie~gebied x ! 0 9 y ! 0 en met randvoorwaarden 

Wij voeren in de lokale coordinaat 

(4o3) 

Vergo (4o1) gaat dan over in 

Het is duidelijk dat de asymptotische ontwikkeling van de parabolische 

grenslaag nu termen van de orde v; zal bevatteno In het algemeen 

zouden wij kunnen stellen 

.. N 
ar: r 

n=O 

In problemen van paragraaf 2 en 3 waren term.en van de orde van grootte 
~ 3/2 t O 0 

E 9 £ e Co niet aanwezigo 

Wij zullen ons hier beperken tot het bepalen van de eerste benadering 

v09 en zullen in principe aangeven hoe de volgende term l/iv1 kan worden 

geconstrueerdo 
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Schrijf dus nui 

en bovendien 

Wij definieren de functie v0 als oplossing van de vergelijking 

2 a v
0 

av
0 

ao(y) ~ = ~ + go{y)vo = o 
at ay 

met randvoorwaarden 

Voor de restterm z
0 

volgt dan 

(4.9) 

azo 
= ay + g zo = - Ro 

(4.10) 

met 

(4.11) 

en met randvoorwaarden 

(4.12) 

Laten wij eerst aantonen dat de functie v0 zonder moeite expliciet kan 

worden bepa~ldo Wij voeren hiertoe in de transformatie 

( 4.13) 



en . vervolgens. 

(4o14) 

Er volgt 

met randvoorwaarden 

v
0

(~1)0) = O; 

vo(Ol)vD = T(nh (4o16) 

TCy) = ~(y) 0 exp [ = 1: g0 (y 0 )dy 0 
] o 

De functie v
0 

is dus de parabolische grenslaagQfunctie die in paragraaf 

2 was bepaalda Wij herhalen hier de voornaamste eigenschappen van deze 

grenslaag~functieg is de functie <f(n) en haar eerste en tweede afgeleide 

uniform begrensdll dan bestaan er constanten c zodanig dat 
nllm 

an am = 
-==-==-= V 
atn a:~m 0 

voor n + m = 0 9 n + m = 1 en n + m = 2o 

Met deze eigenschappen kan het rechterlid van de vergelijking voor z
0 

zonder moeite worden a:fgeschat·~ .. Als de coefficienten a(x 9y) en g(x 9y) 

analytisch zijn in de omgeving van x = Oil dan volgt onmiddellijk dat 

R0 uniform begrensd is in ieder deelgebied waarin all bl) c 9 d 0 e en :f 

uniform zijn,begrensdo Wij merken op dat R
0 

= o(V?} in het bijzondere 

geval dat b = Oil d = 0 terwijl a en g niet van x afhangeno 

Wij geven nog in het kort aan hoe de volgende term van de reeks (4a5) 

kan worden bepaaldo Definieer hiertoe 

(4o18) 
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en voorts 

(4o19) 

= = 

met de randvoorwaarden 

(4o21) 

Door transformaties analoog aan (4o13) 9 (4o14) wordt het probleem 

voor v1 teruggebracht tot een inhomogene warmte=vergelijking met homo

gene randvoorwaardeno De expliciete oplossing kan uiteraard worden 

bepaald0 maar is gecompliceerd en wordt hier achterwege gelateno 

5o Een algemene klasse randwaarde=problemen met parabolische grenslagen 

Wij beschouwen nu de vergelijking 

(5o1) 

waarbij de coefficienten A9 B9 000 9 H functies zijn van x en y 0 A~ Oo 

De vergelijking wordt elliptisch verondersteld, de randvoorwaarden zijn~ 

t = r~/x) 
(p = g/y) 

t = g2(y) 

voor 'y = 'y
2

Ci> 
= voor x = 0 

voor x = 1 o 
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Wij veronderstellen continuiteit van de randvoorwaarden in de hoek= 
• • ·-- I J ··-· ~-- , • 

punten 9 voorts voldoende differentiee.I,baarheid van de functies 
. . . . cly ..... cly 

y 1 (x) en y 2 (x) ~ en in het bij zonder _ 1 en 2 begrensd in de hoek= 
clx clx 

pun{en·9 tevens y /x'r < y 2 (x) voor () !. i' !. 1 0 

Vi~ik en Lyusternik wijden aanbovenstaand probleem een zeer korte 

beschouwingi zonder op het bewijs van asymptotiek in te gaano In het 

nu volgende zullen wij trachten een meer complete behandeling van 

het probleem te geveno 

Wij voeren eerst in de transformatie 

X = Xo 

Hierdoor wordt het definitie.gebied afgebeeld op het vierkant 

0 !, x !, 19 0 ! y !, 1o Vergelijking (5o1) gaat over in 

(5o3) 

De vergelijking blijft elliptisch, a> 0 waaruit volgt dat ook c > Oo 

De randvoorwaarden zijni 

t = f 1 (x) voor y = 0 (5o5) 

t = r2(x) voor y = 1 (506) 

t = s, (y) voor x= 0 {5o7) 

t = g2(y) voor X = 1o (508) 

Door limiet-overgang £ + 0 in vergo (5o4) verkrijgen wij de gereduceer

de vergelijking waarvan de oplossing 9 die aan de randvoorwaarde (5o5) 

voldoet 9 isg 

t 0(x,y) = { r1 (x) - fa h(x,y") exp [ - ('g{x,y' )dy' ] dy"} •xp [ fa g(x,y' )dy']. 

• • {5o9) 
a -,~ 
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Analoog met pa.ragraaf 3 zullen wij de asymptotische benadering van de 

functie t(xl)yge:} opbouwen uit de functie t 09 plus drie grenslaag -

termeno Alvorens deze laatsten te construeren merken wij echter nog 

op dat met t
0 

als uitgangspunt hogere benaderingen kunnen worden 

gedefinieerd door middel van de asymptotische reeks 

{ 
a2 a2 

= a~+_ b-~--+ 
ax 

IP (xgO) = 0 • n I) 

De functie 

T(x 0y 0 t) = t(x 9y 0 e:) = 

moet dan voldoen aan de randvoorwaarden 

'i(x 0 0\)£) = 0 
N 

t(llel)J\)e:) f',,(x) I = 
G n=O 

N 
l'( 0 0Y 0_£) g1 (y) = I = 

n=O 

N 
'f(1gygt) = g2(y} = I' 

n=O 

N 
}: 

n=O 

n 
£ 

n 
£ 

n £ 

n 
iP (x;iy) £ 
n 

t he l) n \l, 

t (Olly) 
n 

IP ( 1 9y) o 
n 

(5o10} 

(5o12} 

(5o13) 

{5o14) 

(5o15) 

(5o16) 

(5o17) 

Wij zullen onsg in wat volgt 0 beperken tot de benadering N = Oo Wij 

merken echter op dat de asymptotische ontwikkeling van de parabolische 

grenslagen;i verg 9 (4o5)1l termen van de orde £In bevato Wil men 9 bij= 

voorbeeldl) behalve de pa.rabolische grenslaag vO ook de term ~v1 bepa= 

len 9 dan volgt uit het bovenstaande dat aan de functie v1 homogene 

randvoorwaarden moeten worden opgelegdo Voortgaand zouden er voor de 

term e:v2 inhomogene randvoorwaarden van de orde e: voorgeschreven wor

den9 terwijl er voor e:312v3 weer homogene randvoorwaarden zouden volgeno 

Weg~ns de gecompliceerdheid van de uitdrukkingen beperken wij ons hier 



tot v09 de boven beschreven bijzondere verdeling van de randvoorwaarden 

voor de ontwikkeling van de fia,rabolische grenslaag leek ons echter 

vermeldenswaardo 

In overeenstemming met paragraaf 4 definieren wij nu de parabolische 

grensla.ag 

[ Jy gQ ( y O ) dy V ] j 

0 

waarbij 

s
0

(y) = g(0 9y) ~ a0(y) = a(O~y) 

n = JY a dy 0 

1 0 0 

en 7< 1
\y) = [ g 1(y) - r 1(o)] o exp [ = J: g0(y 0 )dy 0 ] o 

Zonder moeite overtuigt men zich dater langs x = 1 een analoge 

parabolische grenslaag kan worden gedefinieerdo 

Deze is gegeven door 

{ 5o 18) 

{5o19) 

(5o20) 

{5o21} 

(2) , 1-x ) 
V '\.=-v,Y 

0 V? [ 2] ( 1-x) n2 - 2 dt o exp 
2£t 

[ I: g 1 (yV )dyV ] 0 

(5o22} 

Waarbij 

{5o23} 

{5o25) 



Rest ons nu te construeren een grenslaag=functie voor de omgeving 

van y = 1 voor y ! 1o Wij beschouwen hiertoe het elements.ire probleem 

voor y !, 1 en: 0met de randvoorwa.arde 

Wij voeren in de lokale coordina.a.t 

11 = (5o28) 

en definieren voorts 

Er volgt dan 

2 
= £ (5o30) 

Door limiet=overgang £ ~ 0 verkrijgen wij de gereduceerde vergelijking 

in lokale coordinaten, de grensla.ag=oplossing die a.an de ra.ndvoor= 

waarde {5o27) voldoet is 

=lll\1 
e 0 ( 5031) 

Zoals in paragraaf 3 moeten wij echter hogere benaderingen voor de 

grenslaag=functie construeren om later in sta.at te zijn een bewijs 

van asymptotiek te levereno Wij schrijven thans 

(5o32} 



met randvoorwaarden 

met randvoorwaarden 
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2 
au0 c -1 du = w 0 

e an+ "--2 + 
" e: an 

(5o33} 

(5o34) 

(5o35) 

[u;Jn=O = o ; (5o36) 

De functies u1 en u2 kµnnen nu expliciet wor_den bepaald 9 maar de 

uitdrukkingen zijn nogal gecompliceerd 9 terwijl bet voor ons doel 

voldoende is een aantal eigenscbappen van deze functies te kenneno 

Wij volstaan dus met de algemene vorm van deze functies; deze is 

als volgti 

u 1 = n { G~1)(x,n,<) 

u2 = n { G~
2

)(x,n,<) 

• ,i,(x) + oj 1 ) (x, n,<) ¾£} e -en ( 5,37) 

(2) dl/J (2) d
2

1/J l -wn o 1/J(x} + a1 (x,n 9 e:} dx + G2 (x 11 n 9 e:) dx2 e 

(5o38) 

waarbij de functies G~1) 9 G~ 1) etco uniform zijn begrensd in bet 

gebied van de variabelen x 11 n corresponderend met bet gebied van de 

variabelen x 9y waarin de coefficienten a 9 b 9 000 9 g uniform zijn 

begrensdo In bet bijzonder zijn de functies G~
1) 9 G~l) uniform be

grensd voor e: ~ 0 en voor n ~ Oo Voorts is G~ ) = 0 in bet bijzon

dere geval dat b = Oo 



* Met deze gegevens kunnen wij het probleem voor-die- restterm z0 ana-

lyseren, deze is geformuleerd door 

[ 
a2 a2 a2 a a 

e: a -=-2 + b ~".\ + c - 2 + d "iFx + e "iF + 
* z,;,, 

* a o * * zo = ay + gzo = - Ro 
ax o~r ay O oy 

waarbij 

* 2 R = e: 
0 [-

{5o39) 

Als in paragraaf 3 moeten wij de mogelijkheid toelaten dat ~(x) 9 die 

door de randvoorwaarde is gegeven 9 lokaal een functie is van de 

variabele x/ V°£o Gebruik makend van resultaten (5o37) 9 (5o38) verkrij-

gen wij nu de volgende afschattingeng 

IR;I < Vf'c· = b als b 1F 0 

IR;I !. e: C als b = Oo a 

Wij keren nu terug naar ons randwaarde=probleem en voeren in de 

grenslaag=functie 

Waarbij u09 u1 en u2 gedefinieerd ~ijn als hierboven aangegeven 9 

terwijl 

Schrijf nu de oplossing van bet randwaarde=probleem in de vorm 

(5044) 



met de randvoorwa.arden 

* 1 z0(x 90) = = u0(xgt') 
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(5o48) 

(5o50) 

(5o51} 

- [. a2 a2 a2 a a J 
R0 = a ~ + b i3xay + c ay 2 + d 3x + e °ij'.' + f 4> O o ( 5 o 52) 

De termen Rb1) 9 R~2) en R; hebben wij reeds geanalyseerd 9 met name is 

(5o53) 

waarbij R0 gedefinieerd is in vergo (4o11) toegepast op v~1) 9 respo 

v~2). R; was in (5o40) gedefinieerd en in (5o41) 9 (5o42) afgeschato 

Ten aanzien van R0 merken wij op dat 9 gezien de definitie van 4>0 in 

vergo (5o9) 9 deze term onafhankelijk is van£ en voorts uniform is 

begrensdo 

Ten aanzien van Rb1
»
2) hebben wij in paragraaf 4 gevonden dat deze 

term uniform is begrensdg en dat in het bijzonder als b = d = 0 9 

a(x 9y) = a0(y) 9 g(x 9y) = g0(y} 9 geldt R~ 102 ) = o(re)o Tezamen met 
* de afschatting (5o41) 9 (5o42) van R hebben wij dus het volgend 

r.esultaat i 



dan is (5o55) 

waarbij m1 een constante is 9 onafhankelijk van Ea 

Is aan ~~n van de condities (5a54) niet voldaan dan is 

waarbij m
2 

een constante is ona:fhankelijk van Eo 

Rest ons de voorgeschreven randvoorwaarden van z
0 

af te schatteno 

<Tabt::u:uk ·makend van de expliciete uitdrukkingen voor v; 1 92 ) en u; 

vindt men zonder moeite dat op de rand geldti 

als b = 0 {5a57) 

(5a58) 

Door toepassing van het maximum principe (zie Levinson) en analoog 

aan paragraaf 3 volgt nug 

{5a59} 

als aan condities (5a54) is voldaan, terwijl 

lz
0
1 = o(v=;) {5.60) 

als aan ~en van de condities {5o54) niet is voldaano 

Wij merken wederom op dat de hogere benaderingen van de grenslaag=term 

u; slechts nodig waren om het bewijs van asymptotiek te kunnen leverena 

Uit inspectie van formules (5a43) 9 (5a37) 9 (5a38) volgt imzners dat 

a.ls b '# 0 

a.ls b = Oo J 
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Samenvattend hebben wij dus het volgende resultaati 

De oplossing van het randwaa.rde-probleem (5o4) 000 (508) is gegeven 

door: 

- cJ:t e: 
+ zo 

( 5op2) 

waarbij t 0 de oplossing is van de gereduce~rde vergelijkingDv~1) en 

v~2 ) zijn parabolische grenslagen en ~(x) is gedefinieerd in verg. 

(5.44)0 Voorts geldt 0 uniform in het definitie-gebied 

Een speciaal geval doet zich voor indien de coefficienten van vergo 

(5o4) voldoen aan de condities 

b = 0 , d = 0 , 

In dat geval is 0 uniform in het definitie-gebied 

60 Bewijs van de stalling van Levinson met behulp van de theorie van 

parabolische grenslagen 

y Beschouw weer de vergelijking 

{ 

2 2 2 
E: A.!..!+B.L!...+cl.!+n!! 

-2 -- -2 -ax axay ay ax 
r 

met randvoorwaarde 

t = e op ro (602) 
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Een "regular quadrilateral11 wordt gedefinieerd als bet deelgebied 

begrensd door y = y
1

; y = y
2 

~•en de karakteristieken i' = B
1 

en 

x = B2o Levinson toonde aan dat in zulk een "regular quadrilateral" 

de oplossing kan worden geschreven als volgt 

(603) 

waarbij Ude oplossing is van de gereduceerde vergelijking die langs 

y = y1 aan de randvoorwaa.rde voldoetg terwijl ~ een grenslaag-functie 
- -is die langs y = y

2 
voldoet aan 

op y = y 0 

2 
(604) 

Ten aanzien van z0 toonde Levinson a.an dater een constante m0 kan 

worden gevonden 9 onafbankelijk van£ voor £ voldoende kleing zodanig 

dat 

(605) 

uniform in de "regular quadrilateral"o 

Dunnebier (zie bijdrage tot dit colloquium) toonde a.an dat de stelling 

van Levinson kan worden verscberpt en dat in werkelijkbeid z0 = O(E)o 

Profo de Jager 9 tenslotte 0 in zijn bijdrage tot dit colloquium 9 toonde 

a.an dat bet voor de constructie van de grenslaag-term niet nodig was 

de gecompliceerde metbode van Levinson te volgen, deze kan worden ge

construeerd uit de vergelijking in lokale coordinaten 9 langs de weg 

die wij in bet voorgaande bebben bewandeldo Profo de Jager gaf eveneens 

een bijzonder eenvoudig en elegant bewijs van asymptotieko 

Het is amusant te constateren dat ook de tbeorie van de paraboliscbe 

grenslagen tot een bijzonder eenvoudig bewijs van de stelling van 

Levinson leidto Bescbouw biertoe bet probleem voor z0~ 

waarbij L£ de operator is in bet linkerlid van vergelijking {6o1)o 
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Van de functies U en t weten wij dat zij uniform zijn begrensd en voorts 

zodanig dat R0 uniform is begrensdo Tevens zijn U en t zodanig dat 

De waarde van 

z = 0 
0 op y = Y1 

z0 op x = 81 en x = 82 is uiteraard onbekendo 

cj> 1 = zo = t -,U ~ op X = a1 } cj> = z = t - u - t op X = 820 2 0 

{607) 

Schrijf nu 

(608) 

Uit het maximum.,principe (zie colloquium-bijdrage van de Jager) volgt dat 

de oplossing t van het randwaarde probleem (601) 9 (602) uniform begrensd 

is in het gehele gebied omsloten door ro Er volgt dus dat 4> 1 en 4>2 uni

form zijn begrensdo 

Wij kunnen nu, met behulp van de theorie van parabolische grenslagen 9 

het probleem voor z0 in de regular quadrilateral symbolisch gaan 

oplosseno 

Schrijf eerst 

waarbij 

met randvoorwaarden 

op de randen van de regular quadrilateralo 

Voorts 

met de randvoorwaarden 

,, 

(6010} 

(6012) 
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z(2) 
0 

= 0 op y=y 
1 

en y=y 2 

' (2) 
zo = <1>; Op X = e1 (6013) 

(2) = <1>2 op X = e2 zo 0 

Toepassing van het maximum,~principe op het probleem voor z~ 1) levert 

onmiddellijk 

z( 1 ) = O(e)o 
0 

Voor z( 2 ) hebben wij de expliciete asymptotische oplossing van para-
0 

graaf 5i 

y "'Y1 ] 
ll -

y - y 2 1 

(6.14) 

Waarbij de grootheid win paragraaf 5 gedefinieerd is. 

Beschouw nu 9 binnen de regular quadrilateral 9 het gebied begrensd door 

y = Y2a y = Y1; i = a, + 09 i = e2 - 0o Uit de eigenschappen van de 

parabolische grenslagen volgt dat in dit gebied 

(6.15) 

Waarbij N een willekeurig positief get.al iso 

Wij vinden 9 bijgevolg 9 

z~
2

) = o( ~) (6.16) 

en dus 

(6. 17) 

Waarmee de stelling van Levinson is bewezen. 



Om-tot de verscherping van de stelling van Levinson te komen zouden 

wij de theorie van de paraboli:sche gren:slagen moeten uitbreiden met 

de tweede term ~v~ll zoal:s in paragruf 4 aangegeveno Een uitzonde= 

ring dient nog te worden gemaakt voor het bijzondere geval dat aan 

condities (5o64) h: voldaa.no In dit geval 9 zoals gemakkelijk is na 

te gaanll levert de voorgaa.nde theorie ook het bewijs voor de ver= 

sch~rpte stellingo 
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Colloquium partiele differentiaalvergelijkingen met kleine parameter 

De methode van Poincar~ 0 Lighthill en Kuo 

JoFo Frankena 

1o Historische ontwikkeling 

In 1892 publiceerde Henri Poincar~ ~] een aa.ntal studies over hemel

mechanicag nLes m~thodes nouvelles de la m~canique c,lestevv 9 waarin 

hij Ooao een stelsel gewone eerste-orde differentiaalvergelijkingen 

bestudeerde van het type 

( 101) 

dx, n 

dt 
1 

= l 
j=1 

a,, x. + E f,(x) fl 
lJ J l 

i = 1 fl O O O I) no 

Hierin zijn x1(t) 9 x2(t) 9 000 9 xn(t) functies van de onafhan.kelijk 

variabele ten£ een kleine parametero 
n 

De term l a,, x. stelt het lineaire deel van de vergelijking voor 9 
j=1 lJ J , 

f, (x) is een niet-lineaire ( 11storings11=)term 9 welke analytisch veronder= 
l , 

steld wordt in het beschouwde gebiedo 

Het doel van Poincar~ was om een periodieke oplossing van het gestoorde 9 

niet-lineaire probleem te vindeno Daartoe ging hij .uit van de perio= 

dieke oplossingen van het ongestoorde probleem 9 de· Zogono genererende 

oplossingeno Deze volgen gemakkelijk moboVo de eigenwaarde=vergelijking 

van de matrix A= (a.,) 9 en Poincar, beschouwde deze oplossingen als 
lJ 

de nulde orde termen van een machtreeks=ontwikkeling naar ~ van de ge-

stoorde oplossingen 9 

{ 1 a 2} 

Bovendien paste hij hetzelfde proc~d~ toe op de periode T(o) van de 

ongestoorde oplossing x(O) fl door ook deze aan °storingen11 te onderwer= 

pen in de vorm van een machtreeks naar £ 9 

{1a3) 
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De verlangde periodiciteit van de oplossing van het gestoorde probleem 

komt tot uitdrukking door de conditie 

In het geval van vergelijkingen van het type ( 1 o 11) leidt substitutie 

van de ontwikkelingen (1o2) en (1o3) onder de periodiciteits= en niet

seculariteits-condities inderdaad tot de gewenste resultaten 9 towo de 

periode van de gestoorde oplossingeno 

Later bleek dat in sommige gevallen 9 wr.a.rin de nulde=orde oplossing e.,ein 

singulariteit binnen het beschouwde interval bezit 0 deze singulariteit 

in de hog~re-orde oplossingen mede van hogere orde werd 9 en de macht

reeks-ontwikkeling in de buurt van de singulariteit zijn zin verlooro 

In 1949 publiceerde Lighthill zijn studie over een reeks van dergelijke 

vergelijkingen en gaf een methode aan 9 die naar hij aanvankelijk meende• 

in al deze gevallen een asymptotiek met uniforme nauwkeurigheid waar

borgdeo Zijn methode bestond hieruit 9 dat hij naast de reeds door Poin

car, ingevoerde machtreeks=ontwikkeling van de periode ook de onafhanke

lijk variabele in andere en meer algemene vergelijkingen naar machten 

van de kleine parameter t ontwikkelde 9 

+ 000 

(1o5) { 
(Wegens de onafhankelijkheid van xis invoering van een parameter nood

zakelijko Deze parameter wordt later geelimineerd)o 

In 1953 behandelde Kuo [4] een stromingsprobleem waarin echter met 

Lighthill 9 s recept geen uniform geldige asymptotische ontwikkeling was 

te vindeno Kuo nu voegde de laatste initiaal aan de naam van de onder

havige techniek toe door 9 zoals we nog zullen zien 9 de nulde=orde oplos

sing met behulp van de ons reeds bekende grenslaag=methode te construereno 

De huidige stand van zaken overziende kunnen we de volgende opmerkingen 

maken& 
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1) De volledige PLK methode 9 dus ontwikkeling van afhankelijk= en 

onafhankelijk variabelen naar machtreeksen van ~9 benevens zo 

nodig de grenslaag techniek geeft ons een methode om voor bepaa.l.de 

klassen van gewone= en pa:rtiele differentiaalvergelijkingen met niet= 

lines.ire storingstennen een uniform geldige asymptotische ontwikke= 

ling te construereno Er zijn ook klassen van problem.en die niet met 

de PLK methode kunnen worden beha.ndeld 9 en in de gevallen waar:dit 

wel mogelijk is 9 zijn er va.ak ook nog andere methoden beschikbaaro 

2) De p:roblemen die we zullen beha.ndelen zijn niet=linea.ir1> zulks in 

tegenstellingtot vele problemen 0 die hierv66r in dit ic:olloquium 

a.an de orde zijn gekomeno In ve:rba.nd met deze complies.tie zal men 

nog tevergeefs na.ar wiskundige strengheid zoeken, bewijzen dat de 

gevonden uitdrukkingen inderda.ad asymptotische oplossingen van de 

differentia.alvergelijkingen zijn heeft de ontwikkeling van ae PLK 

methode nog nauwelijks opgeleverdo Uiteraa.rd is dit een probleem 

dat in een later stadium de volle aa.ndacht verdiento 

3) De te beha:ndelen vergelijkingen behoren 9 het geva.l van de Blasius= 

stroming uitgezonderd 9 tot de kla.sse I van.de reguliere storings= 

problemeno 

Tenslotte zij opgemerkt dat de meeste informatie in deze voordrachten 

over de PLK methode afkomstig is uit een artikel~a.n HoSo Tsieni 

''The Poincar~=Lighthill=Kuo Method" .i gepublfoeerd in "Advances in 

Applied Mecha.nics'\1 vol IV 9 ppo 281=3490 

2o Afba.kening van het toepasbaa.rheidsgebied9 een poging tot inventa= 

risering 

Afga.a.nde op de inform.a.tie uit voornoemd artikel van Tsien zullen we in 

deze paragra.af een overzicht geven van enkele van de voornaamste klas= 

sen van problemen 9 welke tot nu toe al dan niet met succes met de PLK 

methode zijn behandeldo 
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Gewons dif'f'erentiaalvergelijkingen 

Ao Eerste;orde vergelijkingen 
... 

Lighthill f3], .. bescliouwde de volgende dif'f'erentiaalvergelijking 

(2oAo 1) (x + £u) ~ + q(x)u = r(x)o 

Deze vergelijking 9 waarin q(x) en r(x) regulier worden verondersteld 

bij x = 0 9 is een betrekkelijk algemeen·voorbeeld waarop de techniek 

van Lighthill met succes kan worden toegepasto Wasow [5] heeft voor dit 

eenvoudige geval de geldigheid der asymptotiek bewezeno Zeals zal blij

ken is het van belang de gevallen q(O) > o. q(O) = 0 en q(O) < 0 te 

onderscheideno 

Indien q(x) en/of' r(x) singulier z1Jn in x = 0 is de Lighthill methode 

onbruikbaar; de grenslaag-techniek kan dan gebruikt worden om een op

lossing te vindeno Een voorbeeld hiervan is door Carrier [6] il [7] 
onderzocht: 

(2oAo2) 

of' in standaardvorm (2oAo1) 9 

( ) du 1 x+£u -+-u= 
dx 2 \J? 

1 \r"' 
(x + 2vx). 

zoals na substitutie van x = z2 direkt blijkto Kennelijk voldoen q(x) 

en r(x) niet aan de eis van regulariteit in de oorsprongo 

Bo Tweede-orde vergelijkingen met een gefOOn singulier punt 

Als standaardtype voor deze klasse van vergelijkingen welke met de PLK 

methode opgelost kunnen worden beschouwen we 

2 
(x + ~ + £av) ~; + q(x) * + S(x)v = r(x) o 

Het hiermee equivalente systeem van eerste-orde ve:@:!lijkingen luidt 
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[ 

(x + EU + e:av) ~ -+ q(x)u + S(x)v = r(x) l) 

(2oBo2) 
dv di= ui) 

waarin we onmiddellijk het type (2oAo1) herkenneno De behandeling van 

vergelijking (2oBo1) verloopt dan ook geheel analoog aan die van 

(2oAo1) door Ug v en x te ontwikkelen naar machten van £0 

Co Tweede=orde vergelijkingen met een essentieel singulier punt 

Hiervoor haalt Tsien het volgende voorbeeld aan 

2 
du ... -...-u 
dx2 

De nulde-orde vergelijking van de klassieke storingsrekening 

luidt 

met x = m a.ls. essentieel singulier punto Het blijkt dat de sto= 

ringen u( 1)(x)g u( 2 )(x)g ooo zich gedragen a.ls xeixl> waardoor de 

reeks van storingstermen divergeert a.ls x ~ ~o Met behulp van de PLK 

methode is het mogelijk een oplossing met een eindige oscillatie te 

vindeng de Zogono "limit cycle11 o Met t iopoVo x als {'t:ijd=)variabele 

komt men deze vergelijking tegen bij elektrische of mechanische 

trillingen met kleine niet=linea~iteiteno 

Een zeer bekend en belangrijk voorbeeld is de vergelijking van Van der 

Pol 9 

welke Ooao zowel met de methode van Lighthill a.ls met de grenslaag= 

techniek behandeld kan wordeno 
I 
I 

Voorts behandelt Tsien nog het geval van de compressibele stroming 



naar een put 0 waarbij toepasstrig van de grenslaag=techniek nodig 

blijkto Wegens de omvang van dit probleem moet de behandeling ervan 

in dit verband achterwege blijveno 

Partiele differentiaalvergelijkingen 

,De PLK methode is reeds veelvuldig toegepast op hyperbolische diffe

rentiaalvergelijkingen ( [8] 0 [9]) il en met minder succes in het pro

bleem van dunne draagvlakkeno Wij zul~en ons in het kader van dit 

colloquium speciaal bezig houden met parabolische differentiaalverge

lijkingen0 en wel uit de theorie der grenslaag-stromingeno Het gaat 

hier om de reeds eerder ( [10] ) behandelde Bla.sius-stroming 0 do io de 

stroming van een incompressibele visceuze vloeistof langs een half= 

oneindige plaato In het bijzonder zullen we hierbij dieper ingaan 

op het werkl ·van So Kaplun [11] o Overigens blijken de PLK methode 

en de parabolische coordinaten van Kaplun voor een eindige plaat a.an 

de voorkant (leading edge) dezelfde asymptotiek 0 doch aan de achter

kant (trailing edge) verschillende resultaten te geven ( [13]) o 

3o De PLK methode voor gewone eerste-orde vergelijkingen 

De techniek van Lighthill bestaat in essentie uit de ontwikkeling 

der afhankelijk= en onafhankelijk varia.belen in machtreeksen naar 

de kleine parametero Door substitutie van deze ontwikkelingen in 

de oorspronkelijke vergelijking{en) en samennemen.'der coefficienten 

van gelijke £=ma.chten onstaat een stelsel geneste differentiaalverge

lijkingeno Het voordeel van de Lighthill methode boven de klassieke 

storingsrekening is dat men de (nog onbepaalde) coefficienten in 

de ontwikkeling der onafha.nkelijk variabelen kan gebruiken om even

tuele singulariteiten of seculariteiten in dit stelsel differentiaal

vergelijkingen onder controle te houdeno 
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We lichten dit nu eerst toe aan de hand van enkele voorbeelden met 

,,n on~fhankelijk variabele Xo Meestal is men slechts geinteresseerd 

in het gebied x ~ Oo 

De eerste~orde vergelijking 

(3o1) (x + e:u) ~ + u = O 
dx 

in een speciaal geval van het type (2oAo1)o Na deling door* kan men 

(3o1) gemakkelijk integreren en verkrijgt de oplossing 

of 9 met de randvoorwaarde u(1) = 19 

(3o2) 

Klassieke storingsrekening 

toegepast op ( 3 o 1) gee ft het stelsel vergelijkingen voor u(n) 

du(O) (0) 
X dx + U = 09 

· (3o3) 
du(,_) (1) 

X dx + U 
(0) du(O) 

==U dx ll 

du( 2 ~ (2) ( 0) du ( 1 ) (1) du(O) 
X dx + U = ... u ... u 0, 

dx dx 

Met de randvoorwaarde u(1) = 1 is de oplossing van de eerste verge

lijiing 

u(O)(x) =lo 
X 

Wegens de nu nodige voorwaarden u(n)(1) = 0 (n = 1s 2 9 ooo) vinden 

we vervolgens voor de hogere ordes 

,, 
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( 1) 1 1 
u (x) = ==- < 1 = - 2 h 2x 

X 

(2) 1 1 1 1 
u (x) = - (1 ... ~

2
) = - (1 = =-r.") 0 2x 2x ~ 

X X 

etcoi) 

en we zien dat de pool x = 0 in de opvolgende termen van steeds hogere 

orde wordto Buiten een omgeving van x = 0 is 

(3o4) 1 e: 1 e:2 1 3 u(x) = - + - (1 ... - 2 ) ... -
3 

(1 = - 2 ) + O(e: ) 9 X ~ ~ 2 u 
X X A 

maar bij x = 0 is de fout bij afkappen na de tweede orde veel groter 

dan O(e:3 )o 

Bij ontwikkeling van u ~n x naar machten van e: 9 

vinden we na substitutie van deze ontwikkelingen in 

( ) du dx 
X + CU dt + U ~ = 0 

en samennemen van gelijke machten vane: 

e: du(O) + u(O) 
" d; = Og 

(306) 

etco 

Stellen we x(i)(1) = 0 (i = 19 2 9 000) 9 dus x = 1 als; = 19 dan is 

u(1) = 1 en wordt de oplossing van de eerste vergelijking 
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De tweede vergelijking is nu te schrijven als 

(3o7) 

We benutten nu de vrijheid in de keuze van x( 1)(t) door te stellen 

1 dx(1) 1 (1) 
t dt = ?' X 

met, zoals boven 9 

De oplossing van deze differentiaalvergelijking met randvoorwaarde is 

x(i)(t) = i (1 = L)o 
2 t2 

Aangezien alleen u( 1} - 0 aan (3o7) met de randvoorwaarde u( 1)(1) = 0 

voldoet hebben we tot zover 

(308) 
X = ; + e: .i ( 1 = L) 0 

2 t2 

Door de voorgaande handelwijze is voorkomen dat u( 1) een singulariteit 

van hogere orde dan die van u(O) zou hebbeno Overigens levert elimina

tie van de parameter t uit (308) preci~s de exacte oploss~ng (3o2)8 

4o Een meer algemene eerste=orde vergelijking 

We zullen ons nu bezig houden met de iets meer algemene vergelijking 

(2oAo 1) 

(x + e:u) ~ + q(x)u = r(x)i 

waarin de functies q(x} en r(x) regulier bij x = 0 worden verondersteldo 
,. 
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Dez_e vergelijking is 9 wa.t de PLK methode bet re ft 9 equi vs.lent met de 

vergelijking 

u,(x) + cp1 (x 9u) + o o o] ~ + q(x)u = r(x) + £ r 1 (x 9u} + o o o 9 

waarin p(x) voor zekere x = x0 een enkelvoudig nulpunt heefto Deling 

door p(x)/(x = x0) en verschuiving van de oorsprong na.a.r x = x0 
levert een kopterm x l ~ en deze vergelijkin~ blijkt van het type 

(2oAo \). te zijn~ a.fgezien van termen van orde £ en h(?ger in x en Uo 

In essentie levert (2oAo1) bij toepa.ssing van de PLK methode reeds 

de mogelijkheden en moeilijkheden welke eveneens optreden bij gewone 

differentiaalvergelijkingen van hogere orde 9 en bij pa.rti~le diffe

rentia.alvergelijkingeno 

De vergelijking (2oAo1) heeft een lijn essentieel singuliere punten 

x + €U = 0 in het (u 9x)=vla.ko Aangezien iohoa.o r(x) = q(x)u ~ 0 is 

op deze lijn zal de oplossing u(x) van (2oAo1) a.ldaa.r een vertikale 

helling hebbeno Aangezien in het snijpunt van deze oplossing met.de 

lijn x + e:u = 0 (dat alleen eindig is voor de onderste oplossing 

in figo 1) u(x) eindig is 9 zal het snijpunt een verta.kkingspunt zijno 
..... ·~ 
N~Bo Op de betekenis van de twee in figo 1 geschetste oplossingen 

komen we nog nader terug. Het geval dat £ < 0 gaat door de overgang 

van u op -u a.ls afhankelijk varia.bele in het geval £ > 0 overo 
u \ 

' \ u* 
\ 

0 (£ > 0) 

figo 1 



Bij toepassing van klassi~ke storingsrekening zal de nulde-orde oplos

sing1 en dientengevolge ook de gehele gestoorde pplossing 9 onbegrensd 
(0) 

• • 0 • h t . gul . dr du d ZlJn voor x + 9 aangezien e sin iere ge -ag dlit + m nu op e 

u-as iopaVa op de lijn x + £u = 0 plaats vindta Deze afwijking van de 

werkelijke oplossing is kla.ss:iek niet meer te corrigereno Om deze 

moeilijkheden te vermijden voeren we de Lighthill=ontwikkelingen (3o5) 

in 

Vatten we de tweede reeks opals x = f; + 6; en ontwikkelen we q(x) en 

r{x) in Taylor-reeksen naa.r 6f;i dan gaat (20Aa1) over in 

{(f; + £ x( 1 ) + £2 x( 2 ) + ooo ) + (£ u(O) + £2 u( 1) + ooo )} o 
0 0 0 0 0 

o {u(O) + £ u{i) + £2 u( 2 ) + 000 ) = (1 + £ x( 1) + £2 x( 2) + 000) a 

(4o 1) 
2 

a {(r + £ x( 1 )r 0 + £2 x( 2}r 0 + ½ £2 x( 1 ) r" + 000 ) -

(1) 2 (2) 1 2 (1) 2 
( q + £ X q o + £ X q o + 2 £ X q11 + o o o ) 0 

+ 000 

De nulde-orde vergelijking 
0 

t u{O} (;) + q(f;) u(O)(f;) = r('f;) 

heeft als oplossing 

Wegens de regulariteit van q(x) is q0 = q(O) eindig en 

exp J q~t = t
40 

R(t) 9 waar R(;) evenals verderop een inf;= 0 reguliere 

:f'unctie voorstelto Ook r(;) is regulier in;= 0 en een eenvoudige beschou

wing leert dat 



{4o2} 

en als q
0 

een niet-positief gehaeligetal is 9 

(4o3) u{O)(t) =· R{t) + O(t-qO log;) als t + Oo 

Uit (4o1) volgt voor de eerste storing u( 1)(t) de differentiaalverge

lijking 

(4o4) ½• [u( 1)(t) exp J q~t] = ½ [ (r .. qu(O))x(1)
9 

+ (r 9 - q'u(O) .. 

V · 9 

-.u'.(O~))x(1) - u(O) u(O~ ] o exp J q~t o 

Klassieke storingsrekening zou nu de volgende resultaten geven: 

x(1) = Oa 
( ) -q _, -2q -1 

u 1 (t) = R(t) + O{( 0 ) + O(t O ) als t + 0 9 q0 ~ o, -1. -2 9 ooo 

( ) -q -1 
u 1 (t) = R(t) + O(t O log t) als t + 0 9 q0 niet positief geheel, 

( 1) -q -1 
& =tor= 0(&; O ) als t + 0 9 evenals voor hogere-orde termen, 

u 

( 1) 1 
& =tor= O(&t-) als t + 0 en 4a ! 0 9 evenals voor hogere-orde termen, 

u 

zodat de reeks divergeert voor t + Oo De "true" van Lighthill is nu x( 1) 

zo te bepalen dat 

~ r - qu ( 0 ) ) x ( 1 ) 
9 

+ ( r 9 - q vu ( O) ... u ( 0 ) 
9 

) x ( 1 ) - u ( 0 ) u ( 0 ) ] = R ( t) + O ( t -qo + \ 
9 

waarbij onderscheid moet worden gemaakt tussen de gevallen q
0 

> 0 9 q
0 

= O 

en q
0 

< Oo 
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~...£· 
Aangezien de singuliere term in u(O)(~) de vorm A~=qo heeft 9 waarbij A 

aangepast is aan de randvoorwaardeg zijn de term.en 

in het rechterlid van (4a4) voor /;""" 0 het meest 11storend91 a Nemen we 

voor kleine waarden van ~.i x< 1 ) .~ ~A~=qo/(q
0 

+ 1)g dan is 

( ) =2q 
u 1 (~) = O(~ 0 )o Herhaling van dit proc~d~ voor de hogere-orde verge-

lijkingen leidt tot de volgende resultaten voor ~ ~ 0 

We beschouwen eerst het geval A> 0 (figo 1 0 bovenste oplossing u(x))a 

Uit de laatste ontwikkeling blijkt dat de vvklassieke" singulariteit 

x = O correspondeert met~~ e1/(qo+1)o Bij x = O is de verhouding 

tussen opvolgende termen van de reeksen (5a1) van de orde e4o/(qo+1)a 
Voor £ voldoende klein convergeren de reeksen dus bij x = 0 9 hetgeen 

bereikt is door de coefficienten x(i)(~) zo aan te passen dat de 

singulariteiten in de reeksen voor u en x analoog zijno 

Voor A< 0 (figo 1~ onderste oplossing) vinden we een reeel vertakkings= 

punt v56r x = Og in eerste benadering gegeven door 

(5a2) 

~ 
Uitgaande van formule (4a4) vindt men voor ~ ~ 0 

c·) :2'+1 u J = O(log J ~) en 
( 

0
) 2. 1 x J = O(log J- tjo 
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Het vertakkingspunt vindt men weer uit x + £u = 0 9 

en is> O voor kleine £ als r 0 = r(O) ~ Oo Voor r 0 < O is er geen reeel 

vertakkingspunto De convergentiestraal der reeksoplossing is ongeveer 
.. 1 -2 

£ log £0 

~ 
In dit geval is de oplossing volgens de PLK methode niet altijd conver

gent bij x = 0 9 zoals hierna zal blijkeno Bij gebruik van de klassieke 
methode levert de term u(O)u(o)o in het rechterlid van (4o4) de bijdrage 

(1) - 2qo-1 (1) (·) 
u , Ill O(t ) op voor t-+ Oo Door x en de volgende x 1 0 s,constant 

te nemen kan men deze singulariteit el~inereno Speciaal kiest men 
x< 1> = - u< 0 >co) en 

(5o3) u = V + Bil 

met de voorwaarden 

(5o4) a+ e:B= 0 9 

waaruit a= a(£) en B = S(t) bepaald wordeno Door deze voorwaarden 

krijgt de vergelijking (2oAo1) de vorm 

r = r(O) = 0 9 0 

waarin de oorsprong t = v = 0 een knooppunt iso Lighthill heeft bewezen 

dat voor q
0 

! =1 met klassieke storingsrekening 

+ 000 

de tot dicht bij t = 0 convergente ontwikkeling bestaat 

waarin 

µ = {: als q0 negatief geheel 0 

anders 11 
en 

V = t als q0 = =19 

anderso 



Het blijkt dat de convergentiestraal van de reeks (506) van de grootte

orde exp (- consto/E 1/v) is 9 zodat een gebied van x = 0 tot iets meer 

dan x = a niet bereikt kan worden 0 hetgeen echter in sommige gevallen 

geen bezwaar iso Voor O > q0 > -1 is het nodig ook de onafhankelijk 

variabele x in de vergelijking van de vorm (5o5) te ontwikkeleno 

Voor; + 0 verkrijgt men 

(') -qo ·, 
x J (;) = O(; logJ= ;) 9 

op de manier zoals die in het geval q
0 

> 0 gevolgd iso Wat de convergentie

straal betreft kunnen we hetzelfde opmerken als voor q0 ~ -1 9 waarbij weer 

vaak een vertakkingspunt voor; = 0 er voor zorgt dat. het~puht t~=· 0 

(of x = a) niet bereikt behoeft te worden. 

6. Andere gewone differentiaalvergelijkingen 

Wat de gewone eerste-orde vergelijkingen betreft behandelt Tsien nog het 

type 

2 of 9 met z 

(6.2) 

2 du 3 2 (z .+ Eu) - + u = 2z + z 11 dz 

( ) du . u 1 , r:: 
X + EU dx + - = X + 2 V X9 

2\P. 
waar q(x) = (2 Vi)=1 en r(x) = x + ivx kennelijk niet aan de regulari

teit-eisen voldoeno Deze en dergelijke gevallen kunnen echter met de 

grenslaag-methode behandeld worden ( Carrier [6] 9 [7] ) • 

In verband met het hiervoor behandelde is vooral de~tweede=orde vergelij

king van het type 

(6.3) 

,, 

2 
(ii€;+ ~ + EBv) d ; + q(x) ~ + s(x)v = r(x) 

dx 
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· interessant 9 want deze kan geschreven worden als het simultane stelsel 

(x +tu+ tav) ~ + q(x)u + s(x)v = r(x) 9 

dv dx = u, 

waarin men het type (2oAo1) herkento Het vlak x +tu+ tav = 0 in de 

(x 9u 9v)-ruimte is singulier voor de vergelijkingo De LigJ:rthill

ontwikkelingen 

x = t + tx( 1)(t) + t 2 x( 2)(t) + ooo 9 

u = u(O)(t) + t u( 1)(t) + t 2 u( 2)(t) + 

v = v(O)(t) + t v( 1)(t) + t 2 v( 2)(t) + 

0 0 0 9 

0 0 0 9 

leiden tot een behandeling welke volkomen analoog is aan die van de eerste

orde vergelijkingeno 

Ook op vergelijkingen van het type 

kan men de Lighthill-methode toepasseno Neemt men als ongestoorde oplos

sing u(O) (t) = A sin t en past men op f (u 9 f> een ~i1ft'·-ontwikkeling 

f(A sin x 9 A cos x) =-½ a0 + l 
1 

(a cos nx + b sin rue) 
n n 

toe• dan treden in de vergelijking voor u( 1)(t) zogono seculaire termen 

op: 
II 0 91 

( 1 ) + u(1) 1 cost + b1 sin t .., 2A x( 1) sin t + A x( 1) cost+ u = 2 ao + a1 

co 

+ r (an cos nt + b sin nt)~ 
2 n 

welke door de keuze 
b1 " ( 1 ) dus ( 1) 

0 X = - t X = ,. 2A 



desnoods met tevens a1 ~ 0 vervalleno Op deze wijze kan men de periode 

van de sta.tionnaire oplossing (de Zogono 11limit cycle00
) berekenen a.ls 

ma.chtreeks naar Eo Overigens zijn voor dit type problemen specie.le 

methoden ontwikkeld (Van der Pol 9 Krylow en Bogoliubo~,r)- ~ welke zeer 

na.uw verwant zijn a.an die van Lighthillo Waarschijnlijk zullen deze 

problemen en hun oplossingsmethoden later in dit colloquium nog ter 

spra.ke komen 0 reden waarom wij er hier niet verder op ingaano 

Opmerking 

Het steeds weerkerende probleem in de vele in dit colloquium behandelde 

gevallen was het vinden van een 11uniforme11 asymptotiek in het van bela.ng 

zijnde gebied (bij ons bijna altijd x ! O)o We zagen a.an de hand van boVo 

de vergelijkingen 

(x +Eu)~+ g(x)u = r(x) 

en 
2 

du , du) 
2 + u =. iE: r,u 9 di 
dx 

dat de klassieke storingsrekening deze uniformiteit beslist niet ver= 

schafto Vervolgens zagen we 0 dat de methode van Lighthill in de drie 

bovengenoemde gevallen niet alleen een constructie van de asymptotische 

oplossing (teminste 0 dat hopen we&~ gaf 0 maar bovendien dat deze asymp

totische uitdrukking uniform geldig was in het hele gebied x ! 0 9 of de 

variant daarvan welke fysisch vereist waso Vandaar het optimisme van 

Lighthillo We zullen echter zien dat het in het geval van de grenslaag= 

stroming nodig zal zijn de alterna.tieve techniek van het gebruik van 

lokale coordinaten te hulp te roepen bij de constructie van de nulde= 

orde oplossingo 





desnoods met tevens a1 = 0 verva.lleno Op deze wijze kan men de periode 

van de stationnaire oplossing (de zogono 11limit cyclev') berekenen als 

machtreeks naar Eo Overigens zijn voor dit type problemen Speciale 

methoden ontwikkeld (Van der Pols Krylow en Bogoliubov)· s welke zeer 

nauw verwant zijn a.an die van Lighthillo Waarschijnlijk zullen deze 

problemen en hun oplossingsmethoden later in dit colloquium nog ter 

sprake komen, reden waarom wij er hier niet verder op ingaano 

9Rmerking 

Het steeds weerkerende probleem in de vele in dit colloquium behandelde 

gevallen was het vinden van een "uniforme" asym.ptotiek in het van belang 

zijnde gebied (bij ons bijna a.ltijd x ! O)o We zagen a.an de hand van boVo 

de vergelijkingen 

(X + EU) ~ + U 0 dx = • 

{x + Eu) t + g(x)u = r(x) 

en 

dat de klassieke storingsrekening deze uniformiteit beslist niet ver

schafto Vervolgens zagen we. dat de methode van Lighthill in de drie 

bovengenoemde gevallen niet alleen een constructie van de asym.ptotische 

oplossing (temninste~ dat hopen we&) gafj maar bovendien dat deze asym.p

totische uitdrukking uniform geldig was in het hele gebied x ! 0 9 of de 

variant daarvan welke fysisch vereist waso Vandaar het optimisme van 

Lighthillo We zullen echter zien dat het in het geval van de grenslaag

stroming nodig zal zijn de alternatieve techniek van het gebruik van 

lokale coordinaten te hulp te roepen bij de constructie van de nulde

orde oplossingo 
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7o Nogmaalsg asymptotische theorie van visceuze stroming 

Reeds eerder in dit colloquium kwam de asymptotische theorie van vis

ceuze stroming ter sprake (po25 eovo)o Hierbij werd moboVo lokale 

coordinaten een oplossing i 0 van de gereduceerde vergelijking gecon

strueerd9 zodanig dat de totale oplossing geschreven kon worden als 

. 
Er zijn echter nog vele andere methoden om grenslaagproblemen op te 

losseno We zullen hiervan twee besprekeng ~~n, meer klassieke, van Kuo 

[4] en een moderne en zeer effectieve methode welke ontwikkeld is door 

Kaplun [11] o 

We roepen eerst nog enige belangrijke zaken betreffende de grenslaag

stroming in de herinnering terug, waarbij we terwille van de aansluiting 

bij het werk van Kuo een iets andere weg bewandelen dan eerder in dit 

colloquium is geschiedo 

Het snelheidsveld van een stationaire, incompressibele en visceuze 

stroming wordt beheerst door de Navier-Stokes vergelijkingen en de conti

nuiteitsvergelijking 

(7o1) 

(7 o2) 

+ + 2+ -1 
VO Vv = vV V - p Vp, 

+ 
Vv = 0 9 

+ 
waarin v(u,v) de (twee=dimensionale) snelheidsvector is, v de kinematische 

viscositeitt p de (constante) dichtheid en p de druko Om de randvoorwaar

den op te stellen zullen we eerst ons fysische probleem specificereno 

Beschouw een "oneindig dunne" plaat ter lengte L, welke in de lengte ... 

richting in een laminaire stroming is geplaatst. We brengen een recht

hoekig coordinatenstelsel (x,y) aan met de oorsprong in het begin van de 

plaat en de positieve x-as er langs (figo 2)o Zij de snelheid van de onge

stoorde stroming Um, de druk Pmo 

Volgens de klassieke grenslaag

theorie voert men nu dimensieloze 

grenslaagvariabelen in door 

y 

0 

Pi 

Ym, Pm, p 

oL 
L 

X 

figo 2 



- 1 - ) 1 u = u/U
00

0 v = - ( v /U = - V • e: 00 e:' 

(7c3) - 1 - 1 x = x/L, y = £ (y/L) = EY, 

Hierin is de kleine parameter e: met het Reynoldsgetal Re verbonden door 

de betrekking 

De randcondities welke we zullen stellen zijn 

[ 

u(x,O) = v(x,,O) = 0 9 

u ~ 1, als y ~ 000 

Naar aanleiding van de continuiteitsve]8:!lijking definieren we de Zogo 
• .,. aw aw , , , ( ) stroomfunct1e o/ door u = a'y 9 v = - ai o De vergel1Jk1ngen 7o1 en 

(7.2) zien er 1 in termen van grenslaagvariabelen geschreven, als volgt uit 

Kuo past nu op lj, en p de klassieke ontwikkelingen naar e: toe 

{ 

(o) (1) 2 (2) 
tj,(x,y) = lj, (x 9y) + e:lj, (x 9y) + e: lj, (x,y) + ooo 1 

p(x 9y) = e:p( 1 )(x,y) + e:2p( 2 )(x,y} + ooo 9 

waarbij de constante druk in de niet-visceuze stroming op nul gesteld 

is o De strG)dm:funetie, ... t . lj, ( O) van de niet-visceuze stroming volgt 

na substitutie van (706) in (7o5) uit de grenslaagvergelijking 

3/o> 32/0) 
ay axay 

03•(0) = 
-=!l3- Oo 

ay 
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Zeals reeds werd uiteengezet (po 29) bestaan er oplossingen van (7a7) 
van de vorm 

(708) 

een oplossing is van de gewone differentiaalvergelijking 

(7o9) 2f009 + f fOff: 0 
0 0 0 

met de randvoorwaarden 

= o, 
(7o10) 

De grootheden tP( 1) en p( 1) blijken te moeten voldoen aan de differen

tiaalvergelijkingen 

(7o11) = -
ap ( 1) 

+ 
a3t1i( 1) 

ax . 3 j) 

ay 

a ( 1) 
E = 0o ay 

De oplossing van (7a7) en (7o11) zullen we in de volgende paragraaf 

nader uitwerkeno 

Opmerkingo De overga.ng van de Navier-Stokes vergelijkingen op de grens

laagvergelijking is mathematisch bezien geenszins een triviale kwestieo 

Menzie boVo PoCo Fifeg "Towards the validity of Prandtl 0s approximation 

in a Boundary Layer" ( [11£)) 9 lettend op de aa.nhef van deze titel, en ook 

de opmerking aan het einde van §7 op pago 30 van deze syllabuso 
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80 De nulde- en eerste=orde oplossingen 

Voor de oplossing r0(z;) van (7o9) heeft men de volgende uitdrukkingen 

gevonden voor kleine respo grote waarden van z; 

(801) ( ) o 2 1} o
2 

5 ( 1)2 110
3 8 r O z; = TI z; + C 2 5f z; + 2 """ITT z; + o o o , a = o o 332, 

en 

(802) 

Voor alle waarden van y is ~{O} dus singulier in x = Oo 

Men kan aantonen dat de eerste-orde oplossing ~( 1) ook uit de klassieke 

grenslaagtheorie mobavo (7o11) berekend mag wordeno Daarvoor is een be

trekking van de snelheden nodigo MoboVo (802) en 

v = ev, / 0> • - •:~o) • 
2
rx [ t fi,(tl - rb(t)] 

blijkt voor z; +men O ~ x ~ 1 
, 

V = v e:x""2 
0 & 

Voor x > 1 blijkt V = 0 een goede benadering te zijn, zodat 

O (x<O), 
, 

(803) V = v
0

e:x=2 {0 ~ x ~ 1) 9 

0 (x>O)o 

Deze waarden van de vertikale snelheidscomponent gebruiken weals rand

voorwaarden voor het probleem (7o11) (z; + m voor de grenslaag correspondeert 

met y + 0 voor de potentiaalstroming)o 

Na invoering van de volge~e ontwikkeling van de uitwendige stroming 

f u = 

l V = 

1 + ,.u< 1 ) { ~ y ) 
i "" L 9 L + 000 

Ve,> c E z > + e: L • L ooo 
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is het probleem oplosbaar in de vorm 

(1) • (1) vo J1 dw ivo vo 1 + Vz' 
U .., 1V =- -----=--+-log--....... , 

1T O {z - w) 'VW \,µ, 1T \j"; 1 = \{z' 

met z = X + i Yo 

Uit de vergelijking van Bernoulli 

- - 1-{2 -2 -2} p - p~ = 2 p u~ - (u + v) 

volgt gemakkelijk 

2 
+.!+..!-+ 

3 5 

zoda.t de vergelijking voor iµ( 1 ) wordt 

aiµ<o) 021P(1) 021P{o) aiµ<1> 
ay 3xoy + axay oy 

a/o> 021P(1) 

ax ay2 

= dU(1)(x,o) = 2vo cl+ g X + 
dx 1r 3 5 

Door de vorm van iµ(O) en u< 1)(x,O) wordt gesuggereetd 

(807) 
2v ~ n-i 

iµ<1> =...,..Q I ~ r Ct> 
1T 1 2n-1 n • 

n= 

0 0 0) f 

hetgeen na. substitutie in (807) leidt tot een derde-orde gewone differen

tiaa.lvergelijking voor de functies f (l;)o 

Een gedetailleerde beschouwing van iµfo) en iµ(l) leert dat de singularitei

ten in beider uitdrukkingen voor x = 0 van dezelfde orde zijno Men kan 

bewijzen dat dit met iµ( 2) niet meer het geval is; met de voorgaande 

methode zullen de singulariteiten in hogere-o,de oplossingen van steeds 

hogere orde wordeno Nu is dit feit, wat de sm?d.omfun~ie 1jl bet.reft, 

va.ak niet van belangg men kan dan in de praktijk reeds met de oplossing 

tot op orde £ volstaa.no Voor de berekening van de schui:f'~panri.:iJng a.an. het 

oppervla.k van de pla.at is het echter soms van belang 9 een goede volgende 

benadering te hebbeno Dit probleem nu beha.ndelde Kuo met de techniek van 

Lighthill, om zodoende de mate van singula.riteit te "bevriezen",, 
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9o De tweede=orde oplossing 

Volgens de methode van Lighthill zullen we nu trachten~ door middel 

van een geschikte coordinatentransformatie (x,y) ~ (t,n) een goede 

tweede-orde storingsfunctie w( 2) te vindeno We weten reeds dat 

w(O) en ~( 1) dezelfde mate van singulariteit bezitten; het is daarom 

niet nodig een eerste=orde storing van x op te nemeno Aangezien tevens 

de singulariteit alleen moboto x optreedti behoeven we yin het geheel 

niet te verandereno De volgende coordinatentransformatie lijkt daarom 

plausibel 

(9o1) X = t + € X (ttn) + ooo t 

{ 

2 (2) 

y = no 

De differentiaties naar x en y gaan over in 

en 

l..., ;,: !.,_ = 2 ax< 2> a 
ay an e: an a€°9 

waa.rna ~( 2) en p( 2) bepaald moeten worden uit 

aw<o> a2~(2) a2w(o) a~C2) 
an atan + atan an 

aw<o) a2~(2) a2~(0) aw<2> 
at an2 an2 at 

[ aw ( 1 ) a2/ 1) = a/ 1) a2/ 1 ) ] + [= a (2) a3/0) a3/o) 
= p + + a, an2 an a tan at anat2 an3 

(9o2) 

a (2) a3w(o) ax< 2> a/o> aw<o> a2x(2) a/o> 2 
+ ( p - 2 ) an + an at atan = { ( at )' + an atan2 

a2w(o) a2x(2} a/o> a3x(2)] 
+ 3 atan} an2 at an3 

ax< 2> : 
at + 
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(9o3) 

Iovomo de singulariteiten van ~(O) ~n ~(,) is toelaatbaar dat het rechter

lid van (9o;) O(t-1) iso De tweede term tussen vierkante ha.ken blijkt echter 

O(t-2) te zijn als, + Oo Deze groep van termen moet nu op passende wijze 

gecorrigeerd worden domoVo een geschikte keuze van x( 2)o 

De oplossing van (9o3) kan geschreven worden in ~e vorm 

met 

terwijl p2(t) uit de tweede-orde potentiaalstroming bepaald wordto 
ap2 aP(2) 

De term a'f" kan voor t + 0 verwaarloosd Worden toOoVG at O Uit de 

vergelijking die men zodoende voor x( 2} verkrijgt blijkt moboVo de 

aannam.e / 0 ) = {? r0(~) dat x( 2) een functie is van r; = nf"l, x( 2) = g
2

( r;) • 

waarbij g2(r;) een oplossing is van een gewone differentiaalvergelijkingo 

Voor kleine waarden van r; kan men afleiden 

terwijl voor r; + ~, 

0 0 0 9 waarin weer 

C1 = 00332, 

De integratieconstanten volgen uit de aansluiting van (9o5) met (9o4·) bij 

bov., \~ = 3 (de "patching technique")o Met behulp van de gevonden uitdrukking 

van x( ) zou men nu ~< 2>c,,n) uit (9o2) kunnen bepalen en daarmee een tweede

orde correctie aan de uitdrukking voor de weerstand op de plaat kunnen toe

voegeno 



Van mathematisch standpunt bezien is het echter interessanter om ten volle 

profijt te trekken van de transformatie (9o1)g de nulde-orde oplossing 

~(O) kan nlo nog verbeterd worden, en wel z6 dat de singulariteit in de 

snelheidscomponent V voor x + 0 althans voor y ~ 0 opgeheven wordto 

100 Verbetering van de nulde-orde oplossing 

De Blasius-oplossing ~(O)(x,y) heeft betrekking op het gebied x ! o, 
y ! 0 in het (xiy)=vlako De lijnen t = constant zijn halve parabolen 

y2 = t 2 ox met de top in (0,0)o Door de coordinatentransformatie 

(9o1) wordt het eerste kwadrant van het (~~n)-vlak afgebeeld op het 

bovenhalfvlak in het (x,y)-vlako Hierbij geldt 

~ > o, n = o Ct= o) 

(x 2 wille-~ = o. n = 0 = € g2(t), t 

keurig) 

; = o, n > 0 (t -+- co g + 
' 2 

_co) 

; > 0 9 n > 0 (t willekeurig) 

2 2 
De parabolen n = t o ~ met 

gemeenschappelijke top~= n = 0 

gaan hierbij over in de para= 

bolen 

2 2 2 (10o1) y = t {x = € g2(t)) 0 

met de top in x = £
2g2(t) op de 

negatieve x-as (figo 3)o Wegens 

g2(t) +_coals t + co verschuiven 

deze toppen langs de negatieve 

x-as naar _coals t + co(figo 4)o 

wordt afgebeeld op x > o, y = 0; 

If ii 

II It 

II " 

II X < o, y = O; 

ii X-+- =co; 

" y > 0o 

grenslaag voor Re= 100 

figo 3 



-2 

.. 4 

--6 

.. a 

-10 

8 Met behulp van de transformatie van 

de afgeleiden 

ax< 2 ) 

a~ T 000 

axC2) 
a~ 

9 

T 000 

verkrijgt men voor de snelheidscomponenten 

( 1002) 

(10o3) V = -

£2g2( r;) 
fb(t) ... ---2--= 

2~ "" £ r;g2( r,;) 

In deze vorm ziJn de snelheidscomponenten slechts onbegrensd in de 

oorsprong, terwijl V dit voordien overal op de y-as het geval waso 

110 De stelling van Kaplun 

In contrast met de enigszins moeizame en ingewikkelde manipulaties 

van Kuo staat het ~erk van So Kaplun [11] o Deze auteur heeft een 

algemene en vrij eenvoudige methode aangegeven om een uniform geldige 

grenslaagoplossing te vinden van het probleem van een stationaire, 

incompressibele en visceuze stroming langs of op een halfoneindig 

lichaamo 

Allereerst laat Kaplun zien dat de gedaante van de grenslaagoplossing 

in hoge mate afhangt van de gebruikte coordinateno Hieraan knoopt hij 
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de vraag vas:t 5 of het mogelijk is dusdanige coordinaten ("optimale" 

coordinaten) te vinden, dat de grenslaagoplossing in dit stelsel 

ook op grote afstand van het storende lichaam geldig isa Uitgaande 

van een coordinatenstelsel t = (t,n) definieren we de grenslaag

variabele n door n = f 9 en de grenslaagoplossing Wt door 

(11o1) 

Bovengenoemd verlangen kunnen we dan uitdrukken door 

(11o2) W =Wt+ o(t) 9 buiten de grenslaag. 

Dit wil zeggen, dat de exacte- en de grenslaagoplossing tot op de eerste 

orde in & overeenstemmen, ook in het oneindige. 

Tengevolge van de aanwezigheid van de grenslaag ondervindt de buiten

stroming een zekere zijdelingse verplaatsing over een afstand 9 die de 

verplaatsingsdikte genoemd wordt en gedefinieerd is. door 

o = f00 

(1 - u-)dna 
0 00 

Wanneer we nu (11a2) a.ls eis stellen bij de keuze van ons coordinaten

stelsel, kunnen we (11.2) op equivalente wijze formuleren alsg de grens

laagoplossing omvat de buitenoplossing (doio de oplossing "buiten" de 

grenslaag) en de oplossing t.g.v. de verplaatsing door de grenslaag. 

Noemen we de eerste w (t,n), de laatste wv(t 1n), dan is het te verwach-e e 
ten dat 

(11.3) 

waarin 

We= lim1 w(t,n,t) i lim w(t 9n,t). 
t-+O;t 9 n vast 

De eerste-orde storing van de buitenoplossing w9 kan dus gedefinieerd 
e 

worden door herhaalde toepassing van het limiet-proces (11.4) a.ls 

(11.5,) 
w - we 

(n -I: o) 
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en 

(1106) 

waarbij de index wop het limiet-proces n + 0 slaato 

Men kan afleiden dat 

(11o7) 

en dat 

Passen we de fundamentele aanname 9 dat voor een willekeurige stromings

grootheid f geldt 

(1108) lim (lim f) = lim (lim
1 

r), 
n-+oo r; n+O 

toe op f • {1/1 - 1/Je)/e, dan is het resul.taat dat 

{ 11 o9) 1/1 = u n + tl/1 9 
r; ew ew 

Analoog aan (11o3) zoeken we voor 1"r; naar een uitdrukking van de vorm 

(11010) 1/J m 1/J + tl/1 9 T o{t)o 
l; z;e r;e 

Blijkbaar is het verband tussen (11o9) en (11010) 

(11011) (n r/: o) 

en 

(11012) d l' 1/1~ - 1/J~e = 1/Jo ,1, 9 = im
1 

......................... (n f' O). 
~r;e & ew • 

We zeggen nu dat de grenslaagoplossing 1"r; de buitenoplossing 1"r;e van 

de exacte oplossing bevat indien 
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(11013) 1Pr : 1P 9 ioea U n: 1P t ~e e ew e 

en dat de grenslaagoplossing 1jlr;; de oplossing t..&~ de verplaatsing 1P~ bevat 

indien 

(11014) ,I, 9 : ,I, 9 J.' 
"'i:;e - "'es oeo 

Indien aan de voorwaarden (11013) en (11014) is voldaan noemt Kaplun de 

bijbehorende coordinaten optimaalo Men ka.n aantonen dat bij gegeven 1jle en 

1jl 9 voor optimale coordinaten x = (p,a) moet gelden 
e 

waarin f(p) een willekeurige functie van p iso 

We kunnen het voorgaande samenvatten in de 

Stelling van Kaplun~ 

Het coordinatenstelsel i:; = (, 1 n) is optimaal in de zin dat aan (11013) 

en (11014) voldaan is, indien 

(11o15a) n = 1jl o 

' e 

Een willekeurig ander systeem x = (p 9a) is optimaal dan en slechts dan als 

het met r;; samenhangt volgens 

(11o15b) 

waarin r
1 

en r
2 

willekeurige functies zijno Het stromingsbeeld 9 gegeven 

door de grenslaagoplossing 1jlr;; is hetzelfde voor alle optimale systemen 9 

maar zal anders zijn voor een willekeurig niet-optimaal systeemo 

Men kan nog nagaan dat de grenslaagoplossing 1jlr;; aan alle randvoor

waarden voldoet, en blijkens 

en 

tot op orde e met de exacte oplossing overeenstemto 
' 
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Het optimale coordinatensysteem is iohoao niet a priori bekendo Men kan 

echter aoVo een optimale grenslaagoplossing construereno Eerst bepaalt 

men 1'> uit het potentiaal-stromingsprobleem, ieeo, uit de gereduceerde 
e . 

vergelijkingo Uit de grenslaagvergelijking met de randvoorwaarden 

ut(t.o) = vt(t,O) en ut + uew als ii+ m bepaalt men $to Vervolgens rekent 

men de integraal (11o7) voor $ 0 uit, en lost de potentiaalvergelijking 
ew 

voor 1'>' opQ Een optimaal systeem x(p,o) vindt men dan uit (11015), en 
e 

ll>X door substitutie in $to 

We lichten dit toe aan de hand van een passend voorbeeldo 

120 Stroming langs een half-oneindige vlakke plaat volgens Oseen 

Dit is een type stroming met een laag Reynolds-getalo De Oseen

vergelijking voor 1'> is 

(12o1) ( v'i/
2 

- U +- ) V2
$ = O• 

max ' 

met de randvoorwaarden 

( 1202) •1• = ~ = O voor y = 0 x > 0 
"' ay • ' 

en 

(12o3) 

De stroomfunctie 1'> is een oplossing van de gereduceerde vergelijking 
e 

(12o4) L v2 
11> = o ax e 

met de randvoorwaarden 

(12o5) 
1'> = 0 voor y = o, x > 0 9 e 



De oplossing blijkt te zijn 

(1206) 
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1/J = U o Yo e co 

Met & = ~ wordt de vergelijking (12o1) 

[ 
a
2 

2 a
2 

a ] a
2 

(-+& -)-- (-+ 
ay2 ax2 ax ay2 

2 a2 
-

& 2) ljJ = o. 
ax 

waarbij de overstreepte grootheden zijn gedefinieerd door y = y/& 1 

1 = 1/J/&o Voeren we nu het limiet-proces (11o1) 

lim 
&-+O;x,y vast 

uit op deze vergelijking 9 dan verkrijgen we de grenslaagvergelijking 

(12o7) 

en de randvoorwaarden 

a21 
_i; ,:, .o 
~ ' ay 

al 
1 = --5. = 0 voor y ~ o, x > 0 9 

i; ay 
{ 1208) 

In rechthoekige coordinaten (x,y) is de grenslaagoplossing nu 

(1209) 

waaruit 

( 12010) 

(1208) voor 1/J' volgti ew 

2Uco \fx 
1/Jq = -

ew '(fr' 

Substitutie van 1/J = 1/J + &I/J 1 in de vergelijking van Oseen (12o1) en e e 
limietovergang & ~ 0 levert 

,. 
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en daar de stroming rotatievrij is voor x ~ -= krijgen we de Laplace

vergelijking voor wu 
e 

(12011) 

De oplossing met randvoorwaarde (12010) is 

Aangezien w9 constant is langs een stelsel confocale parabolen, kunnen 
e 

weals optimale ~-coordinaten nemen 

(12012) ~=Re z;, V 
. ., 

l; = X + iy ii 0 ! arg(x + iy) < 21r; 

en als optimale n-coordinaten 

1 of• met speciaal f(~) = 2!', 
(12013) 

We hebben dus 

n = f( ~) o Y 1 

n = Im l;o 

X = ~2 .. n21l 

y = 2~no 

Volgens een hier niet behandelde stelling van Kaplun (zie [11], p.119) 

geldt voor de grenslaagvariabelen (met index z;) 

( 12014) x(~,o) = 

( !l ) 
an n=O 

o n -= 2F;no 

-Voeren we de substitutie (12014) uit in de formule (12o9) voor Wz;• 

dan krijgen we voor de grenslaagoplossing in optimale coordinaten 

(12015) w = 2 fu: "~ {n err n + _!_ <exp( ... ri2 > ... 1 ) } o 
£; m \/":? 
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Controle leert dat de oplossing (12015) aan de vergelijking (12o1) en 

alle randvoorwaarden (12o2) en (12o3) voldoeto -
Opmerkingo Toegepast op het door Kuo uitgewerkte probleem leveren de 

parabolische coordinaten dezelfde resultaten als de techniek van 

Lighthill (men zie hiervoor ooao Goldstein [12], po 280-285)0 Verschil

lende resultaten echter worden verkregen aan de achterkant van de 

(eindige) plaat 5 vglo [13]o 
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Colloquium partiele differentiaalvergelijkingen met kleine parameter 

Asymptotische oplossingen van singuliere storingsproblemen 

voor differentiaalvergelijkingen van elliptisch type 

EoMo de Jager 

1o Inleiding 

In deze verhandeling beschouwen wij het volgende randwaarde-probleemg 

de functie u (x,y) voldoet binnen een begrensd convex gebied G van het 
E: 

(x,y)-vlak aan de differentiaalvergelijking 

( 101) L u (x,y) = £L2 u (x,y) + L
1 

u (x,y) = h(x,y), 
E: E: E: E: 

waarin L2 een differentiaal-operator van de tweede orde en L
1 

een diffe

rentiaal-operator van de eerste orde is, terwijl langs de rand r van het 

gebied G de randvoorwaarde geldt 

( 1 o2) 

Het probleem dat we hier stellen is ender zekere voorwaarden de functie 

u voor kleine waarden van de parameter E: in een asymptotische reeks 
E: 

naar E: te ontwikkeleno 

Het vraagstuk, waarbij de randvoorwaarde (1o2) vervangen wordt door 

* (1o2 ) 

waarin $(x,y) een gegeven twee maal differentieerbare functie is, kan 

door middel van de substitutie 

eenvoudig tot het eerstgenoemde randwaardeprobleem teruggebracht wordeno 

Aan bovengesteld vraagstuk is in de literatuur betreffende singuliere 

storingsproblemen uitvoerige aandacht geschonkeno We noemen hier de 

publicaties van Wo Wasow [1], No Levinson [2] en van Moio Vi!Hk en 

L.Ao Lyusternik [3] o ,, 
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Wasow beschouwt het speciale geval 

(1o3) 
au 

e~u + __£ = f(x,y) 
£ ax 

terwijl Levinson een veel meer algemene differentiaalvergelijking 

gebruikt, namelijkg 

au au 
e6ue + A(x,y) axe+ B(x,y) aye+ C(x,y) ue = D(x,y)o 

Levinson toonde in [2] aan, dat 

in ieder deelgebied van G be

grensd door r en door twee 

bij L
1 

horende subkarakteris

tieken, die r snijden (zie fig01), 

de oplossing u (x,y) geschreven 
£ 

kan warden als 

( 105) 

y 

figuur 1 

waarin w0(x,y) een oplossing is van de gereduceerde vergelijking 

awo awo 
L1 w0 = A ax"" + B ay + C w0 = D, 

en v
0
(x 9y 9 &) een grenslaagterm voorstelt, terwijl z

0
(x,y,e) ,in het 

bovengenoemde deelgedied van G uniform van de orde O(e 2 ) is~ (Zie [2] 
of de bijdrage van Do Dunnebier tot dit colloquium [4]) o 

Do Dunnebier ~] heeft er reeds op gewezen, dat de schattin~ voor de 

restterm z
0

(x,y) aanzienlijk verscherpt kan worden; er geldt namelijk 

z
0

(x,y,e) = O(e)o 

Het artikel van Levinson is overbodig gecompliceerd en weinig door

zichtig~ mede doordat de grenslaagterm v
0

(x,y,e) met behulp van de 

WoKoBo methode geconstrueerd wordto 

Vitik en Lyusternik beschouwen in hun overzichtsartikel [3] een ellip-
' tische differentiaalvergelijking van de gedaante 
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au au 

au 
d(x,y) ~ + ax 

e(x,y) ay£ + f(x,y) uJ + axe: - g(x,y) ue: = h(x 9y)o 

De storingsterm in de vergelijking (106) is veel algemener dan die 

in {1o4), terwijl de bij (106) behorende gereduceerde vergelijking 

veel eenvoudiger is dan die, welke met (1o4) correspondeerto 

De subkarakteristieken van de gereduceerde vergelijking van (106) zijn 

nu rechte lijnen en wel y = constanto 

Onder zeer algemene voorwaarden kunnen de vergelijkingen (1o4) en (106) 

door middel van een transformatie in elkaar overgevoerd wordeno 

ViMik en Lyusternik construeren een formele reeks 

(1o7) u (x,y) = 
e; 

m 

I 
i=O 

,..i ( ) .. w. x,y + 
]. 

m+1 
I 

i=O 

waarin de termen w. oplossingen zijn van de gereduceerde vergelijking 
' ]. 

en de termen v. grenslaagtermen voorstelleno 
]. 

De waarde van mis afhankelijk van de orde van differentieerbaarheid 

van de functies a(x,y)j b(x,y), ooo, h(x,y) en van de orde van differen

tieerbaarheid van de parametervoorstelling voor de randkromme fo 

Deze formele reeks (1o7) wordt alleen gedefinieerd in een deelgebied 

G - V(A) - V(B) van het gebied G, waarin V(A) en V(B) willekeurige 

kleine omgevingen van de punten A en B zijn 5 welke de punten zijn 

waar de subkarakteristieken y = y
0 

en y = y 1 de randkromme r raken 

(zie figo 2)o 

Kleine omgevingen V(A} en V(B) worden buiten beschouwing gelaten, omdat 

de functies w. singulier zijn in A en B (vergelijk hoofdstuk 2)o 
]. 



In [3J wordt ondermeer aan

getoond, dat 

(108) I lzml lo= o<€m+1) 

waarbij j lzml la de L2-norm 

van z beduidt met betrek-
m 

king tot het gebied 

G = G - V(A) - V(B)o 

(108} geef't echter een 

globale afschatting van 
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y 

A 

B subkarakteristiek 

subkarakteristiek 

-"-------------------,x 
f"iguur 2 

z en uit (108) kan geenszins zonder meer de conclusie getrokken warden, 
m 

dat ook geldt 

0 ( m+ 1 ) • • ( ) ( ) z = £ uniform in G - VA - VB o m 

Schattingen van het type (108) kunnen in de praktijk nuttig zijn voor 

bijvo energiebeschouwingen, maar zij geven geen uitsluitsel over de 

asymptotische uitspraak 

(1o10) 

Vi~ik en Lyusternik zijn er evenwel in geslaagd u£(x,y) in het gehele 

gebied G uit te drukken als 

waarin w0 weer een oplossing van de gereduceerde vergelijking en v
0 

een grenslaagterm voorstelto Indien de orde van raking van r in A en B 

aan de karakteristieken y = y0 respo y = y 1 voldoende groot is, dan is 

buiten willekeurige omgevingen van A en B de restterm z0(x,y,e) uniform 

van de orde 0(£)j terwijl in de omgevingen van A en B de functie 

z0(x,y 9 &) willekeurig klein wordt, naarmate deze omgevingen zich op 

A en B sam.entrekkeno 

Het bewijs, dat de auteurs geven, is tamelijk gecompliceerd door de vele 

afschattingen, die in de omgevingen van de punten A en B gemaakt moeten 
,, 

wordena 
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In dit artikel geven wij een nieuw kort en doorzichtig bewijs van 

de bewering, dat inderdaad geldt 

(1o11) z = O(tm+1) 
m 

uniform in ieder gebied G - V(A) - V(B), waarbij V(A) en V(B) wille

keurig kleine omgevingen van A en B zijno 

In dit verband wijzen we nag op een recent resultaat van Wo Eckhaus 

(}], die met behulp van de theorie van de parabolische grenslagen op 

eenvoudige wijze aantoonde 9 dat geldt 

( 1o 12) 

Deze auteur gaf tevens in [?J de weg aan, hoe dit resultaat nog ver

scherpt kan worden tot 

In hoofdstuk 2 geven wij de constructie van de reeks (1o7), wij volgen 

hier ViMik en Lyusternik en wij geven de preciese voorwaarden waar

onder (1o7) geldig is. 

Tenslotte geven wij in hoofdstuk 3 het bewijs van (1o11) 9 ioeo het 

bewijs~ voor de asymptotiek van ( 1 a 7); hierbij wordt gebruik gemaakt 

van Zogono "barriere-functies"o 

2a De formele ontwikkeling voor u€ 

2o1o Probleemstelling 

We beschouwen het volgende randwaarde-probleemg 

In ee~ begrensd convex en enkelvoudig samenhangend gebied Gin R2 vol

doet de onbekende functie u (x,y) aan de differentiaalvergelijking 
€ 

L u (x,y) = EL2 u (x,y) + L1 u (x,y) = h(x,y), 
E: E E: n € 

waarin L2 een elliptische differentiaal-operator van de tweede orde en 

L1 eien differentiaal-operator van de eerste orde is, namelijkg 
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(2o2} 
a2 \2 a2 a 

L2 = a(x,y) 2 + 2b(x,y) a.xay + c(x,y) 2 + d(x®y) ax+ 
ax ay 

a 
e(x~y) ay + f(x,y), met a(x,y) > 0 in G, 

en 

(2o3) L1 
a g(x,y), met g(x,y) 2 

> 0 in G~ = ax - > a 
= 

Op de rand r van het gebied G geldt 

(2o4) 

Indien de coefficienten at b, c® ooo, gen het rechterlid h Holder

continu zijn in G + r met exponent a en indien de parametervoorstelling 

van r twee keer differentieerbaar is en de tweede afgeleiden zijn ook 

Holder-continu met exponent a, dan is het bovengestelde randwaarde

probleem ondubbelzinnig oplosbaar voor voldoend kleine waarden van£ 

en u EC2+ ~ dowozo de tweede afgeleiden van u zijn Holder-continu 
£ a £ 

met exponent a(vglo Courant-Hilbert [6], Volo IIfl page 336)0 

Het gestelde vraagstuk is nu.de onbekende functie u£ voor kleine 

waarden van£ in een asymptotische reeks naar £ te ontwikkeleno 

In verband met de gewenste algemeenheid van de differentiaal-operator 

L maken we de volgende opmerkingeno 
£ I 

1o Een willekeurige lineaire differentiaal-operator van de eerste orde 

kan voorgesteld worden door~ 

L1 = a(x®y) !x + e(x,y) ~ + y(x,y) o 

Onderstellen we nu, dat a(x,y} en e(x,y} beide continu en niet tege

lijkertijd nul zijn in G, dan gaat door ieder punt van het gebied G 
' 

~~n en slechts ,~n subkar~teristiek, die geen dubbelpunten of 

andere singulariteiten bezito 

Indien we verder aannemen» dater in Geen functie n(x,y) bestaat, 

zodan±g dat de uitdrukking 



191 

!x {n(x,y)a(x,y)} + :y {n(x,y)S(x,y)} 

in G positief of negatief ~n tekenvast is~ dan kunnen de karakteris

tieken ook geen limiet cycle zijn in G (Theorema van Bendixon)o 

Onder deze voorwaarden zullen de gladde subkarakteristieken de rand 

r in een even aantal punten snijdeno 

We nemen tenslotte aan dat G zodanig is, dat de subkarakteristieken 

de rand r in slechts twee punten snijden en dater slechts twee 

subkarakteristieken zijn, die ieder aan r raken in ~en punto 

Het gebied G wordt "overdekt" door een schaar karakteristieken 

en voeren we in de plaats van y de coordinaat, als nieuwe onafhanke

lijke variabele in, dan neemt 1 1 de vorm (2o3) aan en we zijn in de 

situatie, zoals in de probleemstelling gesteld is (vglo ook figuur 2)o 

2o Omdat de operator 12 elliptisch is in G, is a(x,y) hetzij groter, 

hetzij kleiner dan nul in G; zonder de algemeenheid te beperken hebben 

we hier a{x,y) > 0 gekozeno 

Dit heeft dan tot gevolg, dat het voor de ondubbelzinnige oplosbaar

heid van het randwaardeprobleem noodzakelijk is dat -g(x,y) + Ef(x,y) < 0 

moet zijn in G (vglo· Courant=Hilbert [6] il Volo II,pago 321 )o 

Aan deze voorwaarde is voor voldoend kleine waarden van E stellig voldaan, 

indien g(x,y) > a
2 

> 0 in Go 

3o In het vervolg zullen we aannemen dat E > 0 is; indien E < 0 is~ dan is de 

theorie geheel analoogo 

2o2o De gereduceerde vergelijkin~ 

Voor een eerste ruwe benadering van de functie u (x,y) voor kleine positieve 
E 

waarden vane beschouwen we een functie w0(x,y)i die voldoet aan de verge-

lijking, welke uit de oorspronkelijke differentiaalvergelijking (2o1) ver

kregen wordt door hierin E = 0 te stellen; deze vergelijking heet de geredu

ceerde vergelijkingo 



Substitutie vane: 

(2o5) 

192 

= 0 in (2o1) geeftg 

awo 
L w = - - g(x,y)w

0 
= h(x,y)o 

1 o ax 

De subkarakteristieken van deze vergelijking zijn de lijnen y = con

stant a Veronderstel dat de karakteristieken y = y
0 

en y = y
1 

de 

randkromme r raken in de punten A en B, welke punten r verdelen in 
. + - ('.) + twee delen, die we r respo r noemen zie fig. 2 ; r heeft de ver-

gelijking x = y+(y) en r- de vergelijking x = y-(y)o 

De randvoorwaarde WO =1 0 kan nu alleen nog maar opgelegd worden op een 
van de randen r- of r+o Om redenen, die in paragraaf 2o3 duidelijk zul-

+ len worden ~eggen we deze randvoorwaarde op langs de rand r en er geldt 

(2.6) 

De ftinctie w
0

(x,y) kan nu eenvoudig bepaald worden en het resultaat isi 

Het is duidelijk dat w
0 

Oc,y) bij 11benadering" aan de oo_rspronkelijke 

differentiaalvergelijking (2o1) en slechts voor een deel aan de vereiste 

randvoorwaarde (2.4) voldoet. 

De eerste benadering van de functie u (x,y) wordt verkregen door toevoe-e: 
ging van een term v0(x,y,e:), die nul is langs r+, die gelijk is aan 

-w0(y-(y),y) langs r-, en die tezamen met w0(xiy) aan de differentiaal

vergelijking (2o1) tot op orde 0(e:) voldoeto Deze term heet een grens

laagterm en zal in de volgende paragraaf geconstrueerd wordeno 

Alvorens echter op de constructie van een formele asymptotische reeks 

nader in te gaan, zullen we eerst nog even de eerste term w0(x,y) nader 

bekijken, omdat deze reeds singulariteiten introduceert in de punten 

A en B, welke punten dan ook in het vervolg buiten beschouwing gelaten 

dienen te wordeno 

Veronderstel dat het gedrag van de kromme x = y+(y) in A(x0 jy0 ) beschreven 

wordt door 
1 

( 2 0 8 ), y + ( y) = XO ~ CO ( y - y O ) p s p > 1 
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1 

y+(y)-x1~c,(y-y1)q, q>1o 

(Voor p = 2 gedraagt x = y+(y) zich in A als een kegelsnede:) 

Stel verder dat g(x,y) en h(xsy) in G = G ur continu differentieer

baar is naar ye~ dat y+(y) continu differentieerbaar is voor 

Yo< y < y
1

o Hieruit volgt nµ dat w
0

(x,y) continu differentieerbaar 

is naar yin G - V(A) - V(B), waarbij V(A) en V(B) willekeurige 

omgevingen van A en B zijn, en er geldt in G - V(A) - V(B)g 

1 1 

met -d y+(y) ,,,,.A,-1 C (y - y )P - . d . A ~= - in e omgeving van o 
dy """ p O 0 

Derhalve heeft w(x,y) een singuliere afgeleide naar y voor y = y
0 

en hetzelfde geldt geheel analoog voor y = y
1

o Indien g(x,y) en 

h(x,y) in G twee maa1*differentieerbaar zijn naar yen y+(y) is twee 

maal continu differentieerbaar voor y
0 

< y < Yi~ dan is w0 ook twee 

maal continu differentieerbaar naar yin G - V(A) = V(B)o 

Verder geldt in de omgeving van A 

{2o11) 
d2 + 

0(2y(y)) 
dy 

en een analoog resultaat geldt in de omgeving van Bo 

2o3o Het fundamentele iteratieproces 

Voor de constructie van de Zogono grenslaagtermen is het noodzakelijk 

een nieuw coordinatensysteem in de omgeving van de linkerrand r- in te 

voeren (zie figo 3)o 

continu 



y 

B 

r~ 

figuur 3 X 
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p zij de afstand langs de normaal 

gemeten van een punt (x,y) G G tot 

r- en$ de afstand, gemeten la.ngs 

r-, vanaf het punt A tot het punt, 

waar de normaal uit (x,y) de kromme 

r- snijdt. De parametervoorstelling 

van de randkromme r- zij gegeven 

doorg 

(2., 12) 
X = X ($) 

r 

met O.::, $ ! w, A het punt 

(x (O),y (0)) en B het punt {x (w),y (w))o We veronderstellen, dat de r r r r 
vergelijkingen· (2a12) (n+3) maal continu differentieerbaar zijn naar $ 

voor O ! $ ! w a ( n = 0, 1 ' 2;, a a O ) a 

We beschouwen nu een rechter omgeving n (0 ! p.::, p0 , 0 ! $ ! w) van de 

randkromme r- die voldoende klein is, dat de normalen vanuit de punten 

op de rand r= elkaar niet snijden binnen no 

Dus inn bestaat er een 1-1 afbeelding van de coordinaten (x,y) op de 

coordinaten (p,$) en omgekeerd; deze afbeelding wordt beschreven door 

de relatiesg 

dy dx 2 -~ 
X = X ($) + p{1 + ( ___.!. / ..2.) } 

r • d$ d$ 
(2o13) 

dy dx dy dx 2 -~ 
y = yr ( $) + p ( d$ r / d$ r ) { 1 + ( d$ r / d$ r ) } a 

Substitueren we deze transformaties in de differentiaalvergelijking (2a1)j 
dan krijgen we in Q de differentiaalvergelijkingg 

{2.14) 
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geldig voor O <$<~en O ~ ·p < Poo 

In deze vergelijking geldtg 

(2o 15) 

a(p,$) = a(p,$)( 1i )2 
+ 2b(p,$) ii:;+ c(p,$)( * )2 

13(p ."-)=a( "-)le. 11,..b( "-)(le.!!+le.li)+c( "-)le.!t ,.., P,.., · ax O a;ic ' P ,.., ax ay ay ax Pu ay ay 
. ap 

El(p,$) = -ax 

------------- -----

met a(p,$) = a(x 9y), b(P,,$) = b(x,y), etco 

Omdat de differentiaaloperator L2 (2o2) een elliptische operator is met 

a(x,y) > O in G, is ook 

{2o16) 

Verder geldt 

{2o17) 0(0,$) = cos (p,x)l~=O > 0 voor O < $ < ~o 

Indien we tenslotte veronderstellen, dat de coefficienten van onze 

oorspronkelijke differentiaalvergelijking (2o1) in G continue partiele 

afgeleiden tot en met de orde n naar x en y bezitten, dan hebben de 

coefficienten van de vergelijking (2o14) in Q ook continue partiele 

afgeleiden tot en met de orde n naar pen$~ hiervoor was het nood

zakelijk te veronderstellen dat de parametervoorstelling (2a12) van de 

randkromme r- (n+3) maal continu differentieerbaar is naar $ met O ~ $ ~ ~o 
* We mogen nu de coefficienten van (2o14) in het gebied Q met O < p < pO, 

0 < o ~ $ ~ ~-o < ~ (o willekeurig klein) in een Taylor-reeks ontwikkelen 

en we schrijveng 



{2o18) 

- - ---------------

We voeren nu in de variabele t, gedefinieerd door p = e:t en de differen

tiaal-uitdrukking e:L u wordtg e: e: 

{2o19) 

waarin 

(2o20) 

e:L u = MO u + ER 1 u + ooo + 
E E E £ 

- - - - - - - - - - - - -· - ,.,.._. - - - -
En analoog R. o 

l. 

Ri (2 < i ~ N) is een differentiaal-operator van de tweed: orde, waarin 

de t afhankelijkheid van de factoren is van de gedaante tJ met j ~ io 

RN+ 1 is ook een differentiaal-op:rator van de tweede orde~ waarvan de 

coefficienten zijn van de vorm tJ H(P,$) met j ~ N+1 en H(pi$) begrensd 

in Qo 

Met behulp van (2o1)-(2o4) en de "lokale11 ontwikkeling {2o19) kan nu 

formeel een ontwikkeling van de gevraagde functie u geconstrueerd wordeno e: 
Dit ~esultaat wordt geformuleerd in de volgende stellingo 
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Stelling 1, 
!ndien de coefficienten en het rechterlid van de elliptische differen

tiaalvergelijking 

{ 2o 1 ) L u (x,y) = &L2 u (x,y) + L1 u (x,y) = h(x,y) 
& £ £ u € 

in een convex begrensd gesloten gebied G contirru differentieerbaar zijn 

naar x en y tot en met de orde 2m+3 (m = 0 9 1 9 2 9 ooo) en indien de 

para.metervoorstelling van de rand r met de booglengte als para.meter 

2m+6 maal continu: differentieerbaar is, dan kan de oplossing u (x,y) 
& 

van het randwaarde-probleem met 

u I = o 
& r 

in ieder gebied G - V(A) = V(B) 1 waarbij V(A) en V(B) willekeurige 

omgevingen zijn van de punten A en B, waar de subkarakteristieken 

van L1 de randkromrne r raken, geschreven worden in de gedaantei 

m • m+1 
u (xiy) = r e1 w.cx.y) + I ei v.(x,y,i) + z cxiy,e)o 

£ • 0 J! • 0 l m i= i= 

(2o21) 

Hierin zijn w.(x,y) en v.(xty,e) functies die voor e > O uniform 
l l 

begrensd zijn in G - V(A) - V{BJ; in het bijzonder zijn de f'uncties 

v.(xty,e) voor kleine waarden van & snel dalende functies, die onge-
1 

lijk nul zijn in slechts een rechter omgeving van de linker rand r-
(grenslaagfuncties)o 

De restterm z (x 1y,t) voldoet in G - V(A) - V(B) aan de differentiaal
m 

vergelijkingi 

(2o22) 

waarbij g (x,y~t) uniform begrensd is op G - V(A' ~ V(BJ s terwijl 
m 

z = 0 is op r /1G - V(A) - V{B) 0 

m 

Bewijs 

Wij construeren eerst de functies w.(x,y) en vervolgens de functies 
l 

v.(x,y), daarna volgt het bewijs eenvoudig uit de constructie van deze 
l 

functieso 
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ao De constructie van de functies w.(x,y)o 
l. 

De functie w0{x,y) is een oplossing van de gereduceerde differentiaal

vergelijking 

{2o5) 

met de randvoorwaarde 

De functies w.(x,y) worden bepaald door iteratie uit de vergelijkingen 
l. 

(2e23) 

(2o24) 

Hieruit volgt, dat de gevraagde functies zijn~ 

(2o7) 

(2o25) 

In G - V(A) - V(B) bezit w
0 

continue partiele afgel~iden tot en met 

de orde (2m+3), w
1 

t9t en met de orde (2m+1), w2 tot en met de orde 

(2m-1), etco en w tot en met de orde 3o 
m 

Dus we mogen de operator L op de eerste som van (2o21) toepasseno e: 

bo De constructie van de functies v.(x,y,e:)o 
l. 

We construeren eerste een rij functies v.(x,y,e:} 9 i = o, 1, ooo, m+1o 
l. 

De functie v0(x,y,e:) wordt in Q - V(A) - V(B) gedefinieerd als oplos-

sing van de vergelijking 

(2o26} 
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met de randvoorwaarde 

(2o27) 

De algemene oplossing voor de functie v0 luidt 

{2o28) 

met >-( <P) en 

We kiezen de oplossing met c1(<P) = - w0(0i<P) en c2(<P) - o, en we 

krijgen 

{2o29) 

We merken op, dat inn= V(A) - V(B) geldt 00(<P) > 0 11 a0(<P) >Oen 

derhalve neemt v0 snel af voor toenemende waarden van pen voor 

dalende £(£ > O)o Voor p ~ 0 is v0( f ~~) inn= V(A) - V(B) zelfs 

asymptotisch gelijk aan nul voor kleine waarden van Eo 

Het zal in het vervolg blijken, dat deze eigenschap van essentieel 

belang is voor de constructie van de formele £-reeks voor u en daarom 
£ 

hebben we c1(<P) en c2(~) zoals hierboven gekozeno 

Deze opmerking is ook van t6epassing voor de volgende term.en v.(xiy)j 
J. 

waarvan we de constructie nu aangeveno 

De functies v.(xiy) worden in Q = V(A) = V(B) iteratief bepaald door 
J. 

middel van de differentiaalvergelijkingeng 

i 
(2o30} = - l R s 

v. & 

J.=S w 
i = 

met de randcondities 

(2o31} 
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vaarin de differentiaal=operatoren Rs door (2o20) gedefinieerd zijno 

We kiezen analoog als bij de bepaling van de functie v0(x 0y 9 &) = 

= v0( ~ t+) de oplossing 

{2o32) 

Hierin is Po(t, ♦) een polynoom int, terwijl de van t onafhank.elijke 
l. 

term in Po(t,~) gelijk is aan = Wo(Oi~)o 
l. l. 

De functies Vo(£,, ♦) zijn wederom asymptotisch gelijk aan nul voor 
l. £ 

kleine waarden van & 1 indien p # 0 iso 

Verder volgt uit (2o32)~ dat Vo(t 9 ♦) oneindig vaak differentieerbaar 
l. 

is naar t, maar op grond van de aanwezigheid van de term Wo(Os,> 
l. 

slechts (2m+3-2i) maal continu differentieerbaar met betrekking tot 

, in Q = V(A) - V(B)o 

D.us de functie vm is nog juist 3 :maal continu different;eerbaar naar 

, inn - V(A} - V(B)o 

De functie vm+1 wordt tenslotte inn= V(A) = V(B) vastgelegd door 

de vergelijking 

(2o33) 

met de randvoorwaarde 

{2o34) 

m+1 
= = r Rs vm+1-s t 

s::=1 

We nemen analoog als hierboven de oplossing 

{2o35) 

waarin Pm+ 1 (t 9 ♦) wederom een polynoom is int, terwijl de constante 

term in Pm+ 1 (t, ♦) nu gelijk aan nul iso Derhalve is vm+1 weer oneindig 

vaak differentieerbaar met betrekking tot to 
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De functie vm+i< ~ , ♦) is wederom asymptotisch gelijk aan nul voor 

p ~ Oo Op grond van de differentieerbaarheidseigenschappen van de 

functies v. (i = 10 2 9 oooi m) en de gedaante van de operatoren 
l. .. 

R (vglo (2o20)) is het rechterlid van (2o33) slechts twee maa.l. s . 
continu differentieerbaar met betrekking tot ♦ (let op de term R

1 
vm) 

en derhalve is ook vm+1( ft♦) slechts twee maa.l. continu differen

tieerbaar naar ♦ o 

Dus kan de operator Le toegepast worden inn= V(A) = V(B) op de 

uitdrukking 

Om tot dit resultaat te komen hebben we alle in de stelling genoemde 

differentieerbaarheidseigenschappen van de coefficienten en van het 

rechterlid van de differentiaalvergelijking en die van de parameter

voorstelling van de randkromme nqdig gehado 

De term.en v.( £. ® ♦) zijn typisch grenslaagtermeni die gedefinieerd 
l. e; 

zijn in de omgeving O = V(A) - V{B) van de linker rand r-o 

Om deze grenslaagtermen te schrijven als functies die in het gehele 

gebied G = V{A) = V(B) gedefinieerd en daar twee maal continu diffe= 

rentieerbaar zijn, vermenigvuldigen we hen met een ZoSol}o "smoothing 

factor 19
, we voeren nlo in de functies 

{2o36) 

cc 

waarin • een C functie is met•<~) - 1 voor; < 1/3 en •Ct) - 0 

voor ~ > 2/30 

Nu de functies w.(xiy) en v.(x®y®e:) gedefinieerd zijn 9 gaan we over 
l. l. 

tot het bewijs van de stellingo 

Co Het bewijs van de stelljngo 

We stellen zoals in (2o21) 

m 
(2o21) 1 

i=O 

m+1 
~i w. Cx,y) + I 

1 i=O 
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en we zullen nu de in de stelling genoemde afschatting voor L£ zm, 

geldig in G = V(A) - V(B)~ bewijzeno 

m i m i 
= h = {L1 WO+ L1( I £ w O) + e:L2 ( r £ w.)} -

(2o37) i=1 1 i=O J. 

-1 
m+2 

ti R. H 
m+l 

e:j v o)} = £ HMO+ r l = 
i=1 1 j=O J 

m+1 =1 m+2 i m+1 
e:j - e: L w - e: { (MO + . r e: R. )( t v o)} o 

2 m i=1 l. j=O J 

De operator Rm+
2 

is iets anders gedefinieerd dan Ri met i < m+2o 

De coefficienten zijn geen polyuomen int, maar begrensde functies 

van de gedaante tj H(t,1/>) met j ! m+2o 

We beschouwen nader de ui tdrukking · 

m+2 m+1 o m+2 m+1 
(Mo+ r e:i R.)( l e:J v.) ={Mo+ l e:i R.)( r £j ~( ~ )v.)o 

i=1 1 j=O J i=1 1 j=O PO J 

Voor P < 1/3 Po mag de factor it,( f-.) weggelaten worden.i voor 

P > 2/3 Po is de totale uitdrukkini gelijk aa.n nul en voor 

1/3 P~ ! P ! 2/3 Po geeft een willekeurig aantal malen differentieren 

naar t, toegepast op~( L )voi het resultaat 
Po J 

DP ~( .!:! )v o I\. 1p( .!:! ) DP v o 0 t Po J Po t J 

omdat Vo een factor exp {-A(~)£.} bevat, die voor P ! 1/3 Po voor 
J £ 

kleine waarden vane: asymptotisch geiijk aan nul iso (Zie de opmerking 

betreffende de keuze van c
1
{~) en C

2
(~) in (2o28)o) 

Dus we mogen schrijven 

m+2 • m+1 m+2 m+1 
(M0 + l e: 1 R.)( l e:j vo) ~ ~( ~ )(M0 + I e:1 R.}( I e:j vo) = 

i=1 1 j=O J ~O i=1 1 j=O J 

m.+2 m+1 m+2 m-i:1 
£ ~( £_) I R 

2 
o V, ~ £ 1 R 

2 
o Yoo 

Po i=O m+ -1 _ i i=O m+ =1 1 
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Substitutie van dit resultaat in (2o37) levert tenslotte, dat in 

G - V(A) - V(B) de betrekking geldtg 

{2o38) 

met 

{2o39) 
m+1 

~ = = 12 w = l R A2 0 -in m , 
0 

m,- -1 
1= 

Op grond van het gedrag van w en v. (vglo (2o7) 9 (2o25) 9 (2o29), 
m i 

(2o32), (2.35) en (2o36)) is het duidelijk, dat g uniform begrensd . m 

is in G = V(A) - V(B)~ Dus er bests.at een constante M, onafhankelijk 

van£, zodat 

(2o40} IL z I < £m+i M~ in G = V(A) = V(B)o 
£ m 

Uit de randvoorwaarden 9 opgelegd aan de functies u ~ w. en v,® volgt 
£ l 1 

tevens zonder moeite dat langs het deel van de rand ri dat buiten 

V(A) en V(13) ligt, geldtg 

z = 0 
m 

en hiermee hebben we stelling I bewezeno 

Opmerkingen 

We kunnen het verkregen resultaat als volgt samenvatteno 

1o We hebben geconstrueerd een reeks 

met de eigenschappen, dat deze in q ~ V(A) - V{B) voldoet aan de 

differentiaalvergelijking (~"1) tot op orde 0(£m+i) na® terwijl de 

reeks langs het deel f van r, dat buiten V(A) en V(B) ligt~ voldoet 

aan de randvoorwaarde opgelegd aan u, namelijk e: 
m • m+1 , 
f 1 t 1 . 

( l e: w. + l £ v. ) l=r = 0 
0 0 1 0 0 1 1= 1= 
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Hieruit volgt echter nog geenszins dat de reeks (2o42) de gevraagde 

1 · d ( m+l) . . h 1 h t op oss1ng u ook op ore O e: · naderto Dit is ec ter we e e: 
geval& ~oals in het volgende hoofdstuk bewezen zal wordeno 

2o Uit de constructie is duidelijk geworden,·waarom de randvoorwaarde 

voor de functies wi bij positieve waarde van£ op de rechter rand r+ 
opgelegd moest wordeno 

Hadden we deze na.melijk op de linker rand r- opgelegd 9 dan moesten we 

met behulp van de grenslaagfuncties v. er voor zorgen dat aan de rand-
. + . l • • 

voorwaarde op de rechter rand r voldaan wordto D1t zou le1den tot 

bijvo de grenslaagfunctie 

Vo ( .e., " 4> ) = - WO ( 0 ' 4> ) exp { -·). ( 4> ) .e., } 0 

€ ' e: 
vo(4>) 

Op de rechter rand is evenwel ).(qi)= a (qiJ negatief en derhalve 

wordt bij positiev~ waarden van£ de g~enslaagfunctie groter dan 

iedere negatieve macht van Eo 

Dergelijke functies zijn vanz~lfsp~ekend niet voor ons doel geschikto 

Indien we echter hadden aangenomen 0 date:< 0 zou zijn, da.n moest 

de randvoorwaarde voor de functies w. op de linker rand r- voorge-
1 .. . 

schreven worden, terwijl dan de grenslaagfunctie~ in de omgeving 
. + . . -

van de rechter rand r geconstrueerd zouden moeten wordeno 

3o Het bewijs voor de asymptotiek van de formele ontwikkeling van uE 

3o1oDe asf!1Ptotiek van de formele ontwikkeling 

In dit hoofdstuk zullen we bewijzen dat de in het vorig~ hoofdstuk 

geconstrueerde formele ontwikkeling 

{2o21) 
m • m+1 i 

U (x,y) = l £
1 W.(x 9y) + L £ V.(x,y,e:) + Z (x,y,e:) 

& i=O 1 i=O 1 m 

inderdaad in G - V(A~ - V{B) ~en asymptotische ontwikkeling van ue: levert 

voor Kleine positieve waarden van Eo 
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Dit wil zeggen, dater een &0 bestaat met de eigenschap dat voor 

0 < £ < e:0 de uitdrukking 

-m-1 { ( ) 
E U X'lJy -

£ 

m 

r 
i=O 

m+1 
i \' 

£ WO ( X ,Y) - L. 
1. i=O 

met betrekking tot£ uniform begren~d is in G - V(A} - V(B), ofwel 

korter uitgedrukt 

m m 
u (x,y) = 

E I 
i=O 

i 
£ w. (x,y) + 

l. l 
i=O 

G - V(A) - V(B} • 
Hiertoe is het nodig te bewijzen, dat de restterm z van de orde 

m 
0 ( m+1) . e: l.So 

We hebben de term e:m+1 vm+1(x,y) buiten beschouwing gelaten 9 omdat 

het reeds duidelijk is dat deze O(e:m+1
) is, daar vm+

1 
uniform (met 

betrekking tote:) begrensd is in G - V(A) - v(BTo Deze term dient 

a.lleen maar voor de constructie van de restterm z, waarvoor volgens 
m 

(2o40) en (2o41) geldt 

(3o2) 

en 

(3o3) 

L z = 0(£m+1 ) 
£ m 

z = 0 langs 
m 

in G - V(A) - V(B), 

r = r"cr - v(A) - vcBL 

Het is te verwachten, dat we ya.n dit resultaat gebruik kunnen maken 

om aan te tonen, dat z = 0( Ern+1) in G - V(A) - V(B) o 
m 

De moeilijkheid bestaat hierin_, dat we vooralsnog geen geschikte 

schatting van de restterm z hebben langs de totale rand van 
m 

G - V(A) - V(B) (zie figo 4)o Indien we hierover wel beschikteni 

dan zouden we direkt al van een nmaximum-principe" gebruik kunnen 

maken (zie paragraaf 3o2)o 

,, 



y 

z = 
m 

B 

A 

onbekend 

z = 0 
m 

.L..._;.,.;. _________ --,-.,.,,,,..,,...,,,.,,---gX 

.. _ figuur 4 
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3o2o Het bewijs voor de asymptotiek 

We zullen het bewijs van de 

asymptotiek eerst geven voor het 

geval m = o, doWozg 

Hieruit volgt dan eenvoudig het 

el.gemene geva.l. voor willeke11+ige 

m, mi ts maar aan de voorw:aarden 

va~ stelling I voldaan iso 

3o2o1o Het maximumprincipe en toepassingen 

Het bewijs voor de asymptotiek van de formele ontwikkeling van u£ 

steunt op het gebruik van het Zogono maximumprincipe voor elliptische 

dif:f'erentiaal-operatoreno 

Dit maximumprincipe f'ormuleren we hier in een hulpstelling en voor het 

bewijs verwijzen we de lezer naar lito (6], pa.go 3210 

Hu1pstelling 1o 

(3o5) L[u] = a11 {x 9y)ux.x + 2a12(x,y)uxy + a22(x,y)uyy + 

b1(x,y)ux + b2 (x,y)uy - c(x,y)u = 

M[~ - c(x,y)u, 

zij een differentiaal-uitdrukking, die in een begrensd gebied G 

met rand r elliptisch is, terwijl de coefficienten in G continu 

zijn met c(x,y) > Oo 

Indien een twee ma.al continu differentieerbare functie u een maximum 

heeft in een inwendig punt P van G, dan geldt in dit punt M[u] ~ Oo 

Indien dit maximum positief is, dan volgt hieruit, dat in P geldt 

L[u] < Oo 
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Gevolg 

Indien binnen een begrensd gebied G voor twee ma.al continu 

differentieerba.re functies u en t de ongelijkheid geldt 

(306) 

waarin Leen differentiaal-operator is met de in de hulpstelling 

g~noemde eigenschappen 9 terwijl langs de rand r van G geldt 

( 3o 7 )· 

dan is ook 

(308) in cf o 

Bewijs 

Stel u-t bezat in een inwendig punt P van Geen positief maximum, 

dan gold volgens de hulps·telling 1 

L[µ - t] Ip < o, 

hetgeen in tegenspraak is met (306)0 
Dus u - t bezit geen positief maximum binnen Gen volgens (3o7) is 

u - t ! O langs de rand v·an G, derhalve--

(3o9) u - t < o in cf o 

Stel - u - t bezat in een inwendig punt P van Geen positief maximum 9 

dan gold volgens de hulpstelling 1 
' 

L[- u - £! Ip < o, 

hetgeen wederom in strijd is met (306)0 
Dus - u - t bezit geen positief maximum binnen Gen volgens (3o7) 
is - u - ~ < 0 langs de rand van G, derhalve 

- u - ~ ! o, in cf o 

Uit (3o9) en (3o9*) volgt nu onmiddellijk de bewering (308)0 

De functie ~ heet een barriere-:f'unctie voor de functie Uo 
~~M:V?T 1 '.ll ft -ew,, C ::r:z:mr 

We zullen nu een voor ons doel nuttige toepassing van het maximum

pri~cipe bewijzeno 
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Hulpstelling 20 

De oplossingen ue: van het in stelling I genoemde randwaarde-probleem 

zijn voor voldoend kleine waarden vane: uniform begrensd in Go 

Bewijs 

De differentiaalvergelijking (2o1) schrijven we in de gedaante 

a2u a2 a2u au 
E ~ El e: 

(3o10) Le: ue: = e: [a °"'T + 2b oxo + c ~- + (1 + e:d) ax+ 
ax y 3y 

au 
e:e __,;, - (g - e:f)u = ho ay e: 

Langs de rand r van het begrensde convexe gebied G geldt 

r 
G 

figuur 5 X X 

(3o12) g = Ef > 0 

We voeren nu in de functie 

{3o13} 

Zonder beperking van de algemeen= 

heid mogen we met behulp van een 

translatie in de x=richting het 

gebied G rechts van de y-as nemeno 

(Zie figo 5o) 

Omdat g > a2 
> 0 is ((2o3)) en de 

coefficienten van de differentiaal

vergelijking continu zijn in Gt 
bestaat er een e:

0
~ zodat voor 

0 < E < e:
0 

geldtg 

en (1 + e:d) !f in Go 

waarin a nog een nader te bepalen positieve constante is en x = m~ (x)o 
G 

Langs de rand r geldt op grond van (3o13) stellig 

(3o14) 
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Toepassing van de operator L op de functie=n levert 
£ 

Om.da.t in G de coefficient a(:x~y) ::i, 0 is~ volgt wegens (3o12) voor 

B ~ 2 en e: < e:0 

= Le: [ n] > max j h ! in G 

en dus 

in Go 

Derha.lve is de functie n(x) een barri~re=functie voor u en in G 
£ 

hebben we de mogelijkheid 

waaruit onmiddellijk de unifo:rme begrensdheid van ut voor e: < e:
0 

volgto 

3o2o2o Het bewijs voor de asymptotiek in het geval m = 0 

In deze paragraaf zullen we de volgen4e stelling bewijzeng 

Stelling II 

Indien de voorwaarden van stelling I vervuld zijn dan is 

(3o16) ut - WO - Vo= O(e:) 

in ieder deelgebied G ~ V{A) - V(Bf van G® waarbij V(A) en V(B) 
wil~ekeurig kleine omgevingen van de punten A en B zijno 

Dus er bestaat een e:0 en een positieve constante C~ onafhankelijk 

vane:~ met de eigenschap dat 

!ue: =WO= vol < Ce: 
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Bewijs 

We kiezen een va.ste willekeuxig,kleine,6,en noemen.de.puntverzam.eling 

. * . het gebied G, Yo= m_;_n yen y1 = m!,X Yo 
G G 

In a* zijn de :f'uncties w0(x,y)~ v0(x~yi£) en v1(x~y,e) gedefinieerd 

en volgens de formules (2o7)~ (2o29h (2o35) en (2o36) geldt 

(2o29) 

en 

wa.a.rbij p11 (,) en p12(~) functies zijn van de boogpa.ra.meter ~~ welke 

:f'uncties ona.fha.nkelijk zijn van£ en welke begrensd zijn la.ngs het 
~ (> ~ 0 

deel van r da.t in G ligto 

De formule (2o35~ is gema.kkelijk met behulp van (2o33) en (2o34) te 

verifiereno 

Uit de hulpstelling 2 en de uitdrukkingen voor w0 ~ v0 en v1 volgt~ 

da.t voor £ voldoende klein (£ < e0 ) z0 = u£ - w0 - v0 = v1 uniform 

begrensd is in het gebied cf" door een consta.nte A, die ona.fhankelijk 

van£ iso 
. ~ . 

Dus in G is 

* en derha.lve geldt langs de rand van G 



Verder volgt uit de stelling I, dater een constante M, onafhankelijk 

van e,·bestaat met .de, eigenschap dat in G# 

{3a18) 

We voeren nu in de volgende functie 

cp (y) , die behoort tot de klasse C 
c:, 

m::t de eigenschappen 

X 
figuur 6 

cp(y) is onafhankelijk vane en er bestaat dus een constante D, ook onat-

hankelijk van£$ zodat in a:; geldt 

(3a20) 

In 0# zijn de coefficienten van de differentiaal-operator L continu en 
£ 

er bestaat een constante B onafhankelijk van Es zodat 

(3a21) 

Verder is in Q# de coefficient g(x,y) van de benedenkant begrensd door 

2 g(x,y) > a > Oa 

We voeren nu tenslotte in de functie 

(3a22) w(y) = cp(y) + 2(M; BD) e 

a 

en we zullen bewijzen dat ~(y) in Q# een barriere-functie is voor de 

restterm z0 o 
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f) + 

(3o23) 

> 

> 

Er bestaat een e
1 

< £
0 

met de eigenschap~ dat voor £ < £1 

(3o24) 2 1 2 -a - Ef > 2 a in~ o 

Dus voor £ < £ 1 is in o* volgens (3o19), (3022)-(3024) 

Combinatie van (3o18) en (3o25) levert tenslotte 8 dat voor £ < £1, 
. * in G geldt 

* Verder is volgens (3o17), (3o19) en (3o22) l~ngs de rand van G 

voldaan aan 

Derha+ve is~ voor z
0 

een barri~re-:functie in o* en toepassing van 

het gevolg van hulpstelling 1 levert de waardevolle afschatting 

(3o28) 

Dus voor y
0

+3o ! y ! y1=3o en£< £1 hebben we het resultaat 

(3o29} I I 2(M + BD) 
zo ! 2 £ 

a 

en er be~taat een van£ onafhankelijke constante C - 2CM; BD) 
a met de eigenschap~ dat 
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Omdat v1, met betrekking tot & uniform begrensd is in G#, geldt dus 

ook 

waarbij C1 natuurlijk wederom onafhankelijk van & is en dus 

(3o30) 

Doordat o willekeurig klein genomen mag worden© is hiermee de 

asymptotiek bewezen voor het geval m = 0 in G = V{A) = V(B)® waarbij 

V(A) en V(B) willekeurig kleine omgevingen van de punten A en B zijno 

3o2o3o Het bewijs voor de asymptotiek in het geva.J. van m > 0 

In deze paragraaf zullen we stelling II als volgt generalizereno 

Stelling III 

Indien de voorwaarden van stelling I vervuld zijn~ dan is voor alle 

gehele niet negatieve waarden van k met k < m 

k 

r 
i=O 

in ieder deelgebied G - V(A): V(Bf van G~ waa.rbij V(A) en V(B) wille

keurig kleine omgevingen van de punten A en B zijno 

Bewijs 

We beschouwen wederom de restterm 

(3o32) z = u -k E 

k 

r 
i=O 

i 
E W. = 

J. 

k+1 

>: 
i=O 

Omdat vk+1 met betrekking tot£ uniform begrensd is in G ~ V{A) ~ V(BJ~ 
is het bewijs geleverd~ indien we kunnen aantonen dat in G = V(A) = V(B)' 
de restterm zk van de orde O(&k+i) iso 

Om dit laatste te bewijzen maken we gebruik van het principe van de 

volledige inductieo ,, 
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k 
Stel zk=1 = 0(& )® 1 < k < mo 

Hieruit volgt 

k k k+1 
zk = 0(£) = & wk(x,y) = £ vk+l(x,y®&)o 

k * Stel nu zk = £ zk en dus 

(3o33) 

Wegens de formules (2a25)~ (2a32) en (2o35) is het nu evident dat 

de :f'unctie z; uniform begrensd is in G - V(A) = V{B) a 

Verder geldt op grond van stelling I$ dater een constante Mi> onaf'ha.n

kelijk van£, bestaat zodat in G ~ V(A} - V(B) geldt 

terwijl langs het deel van de rand r dat buiten V(A) en V(B) ligt 

(3a35) 

We zijn nu in precies dezelfde situ.a.tie als in die van het geva.l m = 0 

* en zk kan dezelfde rol spelen a.ls z
0

o 

Op grond van het bewijs van stelling II is het nu duidelijkj dat 

(3o36) in G - V(A) = V(B) 

en derhalve 

(3a37) 

in G = V(A) - V{B)o 

-..------ k k+1 Dus als in G = V(A) = V(B) geldt dat zk_1 = 0(& )j dan ook zk = 0(£ )o 

De inductie onderstelling is volgens stelling II waar voor k = 1 ender

halve is zij ook waar voor alle gehele positieve waarden van k met 

k ! men hiermee is de stelling bewezena 

We kunnen geen waarden voor k nemen~ die groter dan m zijn® omdat vol

gens het bewijs van stelling I de reeks 
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slechts tot en met k = m geconstrueerd kan wordeno 

Uit de stellingen I en III volgt tenslotte nog op zeer eenvoudige 

wijze bet volgende belangrijke resultaati 

Stelling IV 

Indien de coefficienten en het re~hterlid van de elliptische diffe

rentiaalvergelijking 

L u = h 
£ £ 

oneindig vaak differentieerbaar zijn en indien de parametervoorstelling 

van de rand r g 

X = X (ip) 
r en 

ook oneindig vaak differentieerbaar is~ dan bezit de oplossing u 
£ 

van het randwaarde-probleem 

L u = h in G 
£ £ 

u I = o la.ngs r 
i;; r 

de asymptotische ontwikkeling 

<:A 

(3o38) I 
i=O 

Deze asymptotische ontwikkeling is geldig in ieder deelgebied 

G = V{A) = V(B)~ waarbij V(A) en V(B) willekeu.rig kleine omgevingen 

van de punten A en B zijno 
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Colloquium partiele differentiaalvergelijkingen met kleine parameter 

De methode van· de.· "mult.iple-time-scales" en een toepassing 

op de vergelijking van Van der Pol 

Jo Nuis 

1o Inleiding 

De differentiaalvergelijkingen 1 welke beschouwd worden 1 zijn van het 

Van der Pol-type 

2 

:t~ + y + e:f(y9 *) = 0 ( 10 1 ) 

met beginvoorwaarden 

y(O) = a 9 
dy(O) = 0 
dt 0 {1o2) 

Passen we hierop de klassieke storingsrekening toe ([1], po 12) 9 dan 

ontsta.a.n seculaire termen op de volgende wijzeo Stel dat de oplossing 

van (1o1) y(t, e:) geschreven·kan worden als 

S~bstitutie van (1o3) in (1o1) levert een nest van differentiaal

vergelijkingen 

2 
d Yo 
-+y =O 
dt2 0 

= -

(1o3) 

(1o4) 

{1o5) 



218 

waarbij de rechtertermen ontstaan door f(y, *) te ontwikkelen in een 
dyO 

Taylor-reeks in de omgeving van (y O 9 "a_:t') o De beginvoorwaarden ( 1 o 2) 

bij (1o1) gaan over in 

dy (0) 
n -dt - O 

y (0) = 0 (n # 0) n 

De oplossing van (1o4)"wordt dan 

y
0
(t) = a cos to 

(1o7a) 

dyO 
De rechterzijde van (1o5), -f(y0 , a;-) = - f(a cos tit -a sin t) 9 kan~ 

daar de argumenten van f periodiek zijn, voorgesteld worden door de 

Fourierreeks 

(a cos nt + b sin nt) 
n n 

met - _1 f21T a = - f(a cost, -a sin t)cos nt dt 
n ,r 0 

b = - l J2
,r f(a cost, -a sin t)sin nt dto 

n ,r 0 

De oplossing y1(t) van (1o5) is nu 

~ nb ~ a b r 7)sin t + I <7 cos nt + 7 sin nt)o 
n=2 1-n n=2 1-n 1-n 

Op een dergelijke manier kunnen alle ynws berekend wordeno Vanaf y1 
komen, er. steediLseculaii-e · termen · in voor ii zodat de veronderstelde 

klassieke·machtreeksontwikkeling·van y(t, E) naar machten van E zeker 

niet meer geldig is voor grote to Voor een eindig tijdsinterval is die 

machtreeksontwikkeling echter een hopelijk geldige representatie van de 

oplossingo 
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Bij de grenslaag-methode, eerder in dit colloquium. geintroduceerd& 

hebben we gezien, dat de problemen uit de klasse II der singuliere 

storingsproblemen na transformatie van de onafhankelijk variabele, 

zeg x, in de zogo lokale coordinaat, zeg ft' overgaan naar de klasse I 

der reguliere storingsproblemeno De laatstgenoemde coordinaat is via 

de relatie 

'\) ~ 
X = e: X (1.10) 

verbonden met de variabele x, met een geschikt gekozen v > Oo Het is 

interessant na te gaan op welke wijze de differentiaalvergelijking 

(1o1) ontstaan gedacht kan warden uit een singulier storingsprobleemo 

De transformatie 

T = e:t 

doet (1o1) overgaan in 

2 
e:

2 
d ~ + y + e:f(y ~ e: *) = Oo 
dT 

(1o12) 

Het probleem 9 beschreven in de "langza.me tijd" -r, behoort dus tot de 

klasse II der singuliere storingsproblemen. De grenslaag-methode kan 

echter, zoals uit het nu volgende blijkt, niet toegepast wordeno 

De gereduceerde vergelijkingt behorende bij (1o12) 9 heeft als oplossing 

(1.13) 

De gereduceerde vergelijking in lokale coordinaten, welke ontstaat door 

in (1.1) e: = 0 te nemen, heeft als oplossing, de beginvoorwaarden (1o2) 

in acht genomen, 

ij,o(t) = a cos to 

De aansluiting zou tot stand komen door te nemen 

lim ~0(-r) = lim ij,0(t)o 
-r-+0 t-+-oo 

( 1o 14) 

(1.15) 

De.lim 1j,0(t) bestaat echter niet, daar t = ~ een singulier punt van de 
t-iOO 

gereduceerde vergelijking in lokale coordinaten ~so 

,, 
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Indien dus op deze wijze oscillaties voorkomen in de oplossingen~ 

kan de grenslaag-methode niet met succes worden toegepasto 

In het geval van het beschouwde type differentiaalvergelijkingen 

spelen tent= £t kennelijk een verschillende rolo De variabele t 

komt voor in de gereduceerde vergelijking in lokale coordinaten 

d2 
~+y = 0 
dt2 

en beschrijft het oscillerende gedrag van de oplossingo De variabele t 

uit de gereduceerde vergelijking 

y{,:) = 0 

kan in verband gebracht worden met ontwikkelingen op langere termijno 

Een methode nu om dit soort problemen op te lossen is voorgesteld door 

JoDo Cole en uitgewerkt door Jo Kevorkian [2]o Een oplossing~ welke 

alleen van t afhangt~ voldoet nieto Dit suggereert, dat een ontwikkeling, 

welke ook moet gelden voor grate tijden, afhangt van t ~n t , waarbij 

men beiden als onderling onafhankelijk moet zieno Een dergelijke ziens

wijze is ook vaak nuttig in de physicao Heeft men bovo een kubusvormig 

vat met ribben van lengte Lt waarin zich een gas bevindt met een gemiddel

de snelheid van deeltjes v, een gemiddelde vrije weglengte 1.tussen.de. 

deeltjes en een werkzame diameter der deeltjes d~ dan werkt men vaak met 

drie onderling onafhankelijke tijdschalen, met eenheden in de orde van 

grootte van L/v, 1/v en d/v 8 waarin men de gebeurtenissen beschrijfto 

Als kleine parameter kan boVo dienen f. = 1/L~ waarbij dan d/L = o(E)o 

2o De methode van de "multiple-time-scales" 

Bij deze methode~ met in het algemeen n onafhankelijke tijdschalen, 

gaat men formeel als volgt te werko Men introduceert 

t, = g,(£)t 
l. l. 

en een gedeeltelijke Poincar~-ontwikkeling 
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waarbij deg.(€) orde-functies zijno Er geldt dus 
1 

{2o2) 

{2o3) 

Men gebruikt de vrijheid togovo het optreden van de wk's om de seculari

teiten te eliminereno Tenslotte wordt de Poisson-ontwikkeling ingevoerd~ 

(2o4) 

Door de introductie de~ meersoortige tijdschalen (meersoortig, omdat 

hetzelfde probleem ind~ ,ne tijdschaal regulier 9 in een andere 

singulier kan zijn) gaat k over in 

d a dto . . i) .. ·dt1 a dt2 -+--+--•--+ dt at0 dt at1 dt at2 dt 0 0 0 

o:f'wel 

Past men deze methode toe op de differentiaalvergelijking (1o1) 

2 
i..l, + y + €f(y 9 .2:l.) = 0 
dt2 dt 

dan blijkt, dater volstaa.n kan worden met de introductie van twee 

tijdschaleno Men voert in 

{2o5) 

(2o7) 

(2o9) 
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Dit blijkt voldoende vrijheid te verschaffen om de seculariteiten 

van het probleem te eliminereno 

V. d 
ia - = dt 

( 2 )_a a 
1 + e:: w2 + o o o at + e at"" i!J 

0 1 

en een Taylorreeks-ontwikkeling van f(y® f> in de omgeving van 
dyo -

<Yo® cit'") 
0 

( .&) ( f n ( 2 ) a ( f .. n Y ) + f n+1 oy n ) 
f y, dt ,v f 1.,, e; y n ® 1 + e w2 + o o o at"" 1,, .., n 1.,, £ "at" 

n=O O n=O n=O 1 

ontstaat een nest van partiele differentiaalvergelijkingen 

2 a Yo 
-+y = 0 at 2 o 

0 

~2y ~2 
o 2 o Yo 
-+y ==2W --2 at 2 2 2 ,- 2 o to 

De algemene oplossing van (2011) is 

(2o10) 

(2o 11) 

(2o12) 

(2o13) 

(2o14) 
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dyO 
Teneinde y1 te berekenen wordt f(y0, cit"') ontwikkeld in een Fourier-

0 
reeks met betrekking tot t

0
g 

dyo ao ~ 
f(y0 , cit'"°)= 2 + , (an cos nt0 + bn sin nt0 ) 0 

0 n=1 

Hierin hangen an en bn af van A(O)(t
1

) en B(O)(t
1

) en dus impliciet 

van t 1o Substitutie van (2o14) en (2o15) in (2o12) levert 

= -

00 

De oplossing van (2o16) luidt 

{2o15) 

(2o 16) 

(0) a (0) b 
+ (B(1)(t ) _ 1 dA _ ,,J.;·}cos t + (AC 1\t ) + l dB - or.l )sin to= 

1 2 dt 
1 

· 'I- 0 1 2 dt 
1 

'I-

a0 
00 a b 

- 2 - l c;cosnt0 +;sinnt0 )o 
n=2 1-n 1-n 

{2o 17) 

De seculaire termen in y
1 

kunnen geelimineerd worden door voor A(O) en 
B(O) te eisen 

dA_(O) 
2 dt1 + a1 = 0 (2o 18) 

dB(O) 
2 dt - b, = Oe (2o19) 

1 

. . . a r . ay 1 ay o a r 
Door in -(2o 13) y 1 a'y en ( at+ at ) .&, in een Fourierreeks te 

. 0 1 a (dt) 
ontwikkelen, kan men op analoge wijze voorwaarden scheppen waaraan A( 1) 

en B ~ 1) moeten voldoen 5 opdat y 2 niet-seculair is o 
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Schrijft men 

en 

ayo 
ar(yo• "lf""""'t ) 

I) o- ~o co 

y 1 ----- = - + I . (en cos nt0 + dn sin nt0) ay 2 n=1 

dan gaat (2o13) over in 

[ 
d.A(1) ··-1 db 1 (O) 

2 dt + - ---- 2w B + c 1 

1 F dt, 2 u 

+ [ 2 dB ( 
1

) + l da1 + 2w A ( O) - d
1 

- q ] sin t -
dt 

1 
2 dt 

1 
· 2 1 0 

De niet-8:eculariteit naar t 0 van y2 eist, dat 

a.A ( 1 ) 1 db 1 ( 0 ) 
2 dt + - - · - 2w B + c + p = 0 

1 
2 dt1 2 1 1 

,. 

(2o20} 

(2o21) 
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Al deze vergelijkingen bepalen eenduidigi alles wat is ingevoerdo 

Details komen ter sprak.e bij1de behandeling van de vergelijking van 

Van der Polo 

Overigens µeeft CoHo Su [3] een probleem op het gebied van de kinetische 

theorie van een gas met zwak.ke interactie op analoge wijze behandeld 

door introductie van drie onafhankelijke tijdschaleno 

3o Toepassing van de "multiple~time-scales"-methode op de vergelijking 

van Van der Pol 

Deze vergelijking is in het algemeen bekend in de vorm 

(3o1) 

De transformatie x ~ f en een integratie naar t levert de vergelijking 

d2l, - e: [ ~ = .l, ( ~ )3] + y = 0 
dt2 dt 3 dt 

(3o2) 

waarvan Kevorkian uitgaat in [2], welke publicatie een handleiding is 

bij deze voordrachto 

Er geldt dus, dat 

(3o3) 

Vergelijking (2011) 

heeft als oplossing 

{3o4) 
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De Fourier-coefficien~en met betrekking tot f zijni 

a = 0 (n # 11 3) n 

. (0 )3 
B 

b1 = - 4 

, (0)3 
b . B 

3 = -12-,-

b = 0 {n # 1 9 3) n 

De voorwaarden (2o18) en (2o19) gaan over in 

d.A{_O):_. A(0)3 A-{O)B(0)2 (0) -
2 dt + 4 + 4 - A - O 

1 

= Oo 

(3o5a) 

{3o5b) 

(3o5c) 

(3o5d} 

(3o5e) 

(306) 

(3o7) 

Wat betreft de beginvoorwaarden- dient het volgende te worden opgemerkto 

yen,£ hebben de ontwikkelingen 

, 

N 
y :; l £n Yn (to• t1) 

n=O 

0 0 0 

00 N 
= (1 + r k 

wk) a! l 
.n £ e; 

k=2 0 n=O 

ayo N [ ayn ay 
r n n-1 =-+ £ "at" + at 1 at0 n=1 0 

N 
yn(to, t, > + a! I n+1 

£ Yn 
1 n=O 

n 
ayn-k J l wk + at 0 

k=2 0 
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Aa.n de oorspron~el~jke beginvoorwaarden 

y(O) = a ~ dy(O) = 0 
dt 

is dus voldaa.n als 

en 

(voor n ~ 2) 

Er moet dus gelden 

y (o,o) = o (n ,f: o) n 

Uit (306), (3o7) en (3o9) volgt da.n 

A(O)(t ) = 0 
1 

zodat 

en 

a = 0 n 

b = 0 
n 

(n ,f: 1 , 3) 

(3o8a) 

( 3o8b) 

{3o9) 

(3o10) 

(3o11) 

(3o12} 
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Volgens (2a17) geldt voor y1(t0~ t 1) 

(0) 3 
- (1) . (1) B (t,) . 

y
1
(t0, t

1
) - A (t

1
)sin t 0 + B (t

1
)cos t 0 + 96 sin 3t0o 

(3o13) 

De voorwaarden (2o20) en (2o21), waaraan A( 1 ) en B( 1 ) moeten voldoen 8 

opdat y2 geen seculaire term.en bevat, luiden voor dit geval 

dA( 1 ) (0) · (1) A( 1 )B(o>2 B(o)
5 

B(O) 
2 dt - 2002 B - A + 4 + 128 -~ = O 

1 
(3.14) 

2 dB( 1
) _ B(1) + 3 B(1)B(o)2 = o. 

dt
1 

4 
(3.15) 

Uit (308) en (3o9) volgen de beginvoorwaarden voor A( 1 ) en B(l) 

ay 1 ( o , o ) ay O { o • o ) ( 1 ) ( 1) -"'!""'""'- + ·-· · - = {-A (t
1
}cos t 0 - B (t

1
)sin t 0 + at

0 
at

1 

B(O)(t )3 t 3/2 
+ 32 1 cos 3to + 2a .,_ - ¾ [ a2 - (a

2 - 4)e- 1 
]- e 

2 -t 1 ( 1 ) a3 a3 a 
( a - 4) e cos t 0 } = A ( O) + 32 - 8 + 2 = O 

t 0=o,,t
1
=o 

zodat 

3 3a -16-a =------32 {3o16) 

De oplossingen van (3o14} en (3o15), met in acht neming van (3o16)~ zijn 

ln 
B(_O) (t

1
) 

---+ a 

B(O}(t"-;)t1 1 

+ 2 ('S' + 2w2) (3o 17) 

~(1)(t
1

) = Oo 
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B(O)t 
De term 

2 
1 <¾ + 2w

2
) uit het rechterlid van A ( 1) ( t 1) heeft de 

[ 
2 2 -t1 1=~ 1 vorm a a - (a - 4)e t

1
('B" + 2w2)o Voor t 1 + ~ nadert deze 

term tot t
1

(1r + 2w2 )o Opdat y2 geen seculaire termen naar t
1 

zal 
1 - . 

bevatten, kiezen we w2 = - 1b o 

De verkregen oplossing van de Van der Pol-vergelijking tot op orde e 

is dus 

sin 
e2 

( 1 - 1b )t + 

B(o)3 e~ 
+ e 96 sin 3(1 = ¾ )t (3.19) 

met B (t
1

) = 2a a - (a - 4)e en t1 = e:to 
( 0) [ 2 2 -t 1 ]-~ 

Uit {3o19) blijkt, dat, onafhankelijk van de beginvoorwaarde y(O} = a® 

er een trillingstoestand ontstaat met een bepaalde amplitudeo Daardoor 

heeft de oplossing een aanvaardbaar karaktero Hopelijk is de ontwikkeling 

uniform geldigo 

4o De toepassing van de PoLoKo-methode op de vergelijking van Van der Pol 

Ingevoerd worden de transformaties (zie [1!}) 

+ 000 

(1) 2 {2) 
t = T + Et (T) +et (t) + ooo o 

Substitutie hiervan in de vergelijking van Van der Pol leidt tot 
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(0)" (1)" 2 (2)" (1)' 2 (2)u (y + ey + E y + 000)(1 + et +Et + ooo) -

(0) 1 (1)' 2 (2)i (1)" 2 (2)" 
- (y + EY + E y + ooo)(et +Et + ooo) + 

2 
0 0 0) + 

+ E ( (0)' + (1) 9 + 2 (2)' + )3 
3 Y ey e Y ooo o 

Er ontstaat het volgende nest van dif:ferentiaalvergelijkingen door 

coefficientenvergelijking van e-machten~ 

(0)" (0) 0 
y + y = 0 

(1)" (1) (0) 11 (1)' (m)' (1)" y +y =-y t + y t 3 (0)t(1)u + (o)u 
- y y -

(2) 11 (2) (1)" (1)w (0)" (2)' (1)' (1)" (0) 0 (2)" y +y =-y t -y t +y t +y t -

(4o3) 

~ 3y(1)t(1)' - 3y(O)t(1)92 = 3y(0)t(2)' + 2y(0)'t(1)0 + 

(1)' (1)' (0)' 2 
+ y - y y 

De oorspronkelijke beginvoorwaarden waren 

y(0) = a ~) = 0 
dt 0 

Zij T1 de waarde van T voar t = 0, dan volgt uit (4o2) 

(1) 2 (2) 
T1 = - £t (T1) =Et (T 1) - ooo o (4 0 8) 

Substitutie van (408) in t( 1)(T) t( 2)(T) ooo en ontwikkeling naar 1 t 1 19 

machten vane levert 
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2 {2) . (1) 2 (1) (1) 
- € t (,

1
) - ooo) - ooo = - Et {0) + € t (0 = Et (, 1) - ooo) 

t< 1>'co) + 000 - £
2t< 2>co) + 000 = - et< 1>co) + £

2(t< 1>(o)t( 1)'(0) -

(2) 
- t (0)) + 000 0 

Uit (4o7a) volgt 

a= y(O)(,,) + £Y(1)(,1) + £2y(2)(,,) + ooo 

ofwel 

a= y(O)(O - £t( 1)(0) + t 2(t( 1)(0)t( 1)'(o) - t( 2)(0)) + oao) + 

+ ty( 1)(0 - Et( 1)(0) + t 2(t( 1)(0)t( 1)'(0) - t( 2 )(0)) + ooo) + ooo 

= y(o)(o) - et( 1)(o)y(o) 0 (o) + e2(t( 1)(o)t( 1)'(o) - t( 2)(o))y(O)'(o) + ooo 

+ ey< 1>co) - e
2t< 1>co)y< 1>'co) + 000 + t 2y< 2>(o) + ooo 

= ,<o>(o) + t(y< 1>co) - t< 1>co)y(o)'(o)) + t 2(y< 2>co) - t< 1>co)y< 1>
0 (0} + 

+ (t< 1>co)t( 1)'(0) - t< 2>co))y(O)'(o)) + 000 

zodat een deel der beginvoorwaarden nu luidt 

y(O)(O) = a 

y( 1)(0) = t( 1)(0)y(O)'(o) 

(4o 10a) 

(4o 10b) 

y< 2>co) = t< 1>co)y< 1>'co) - (t< 1>co)t< 1>'(0) - t< 2>co))y(O)ff(o) 

(4o 10c) 

De and:r;- ~g~n~oo~:a;de~ ~~ O) -;:- ~ 9 ~e:ft aanleiding tot het volgende o 

voor {4o11) 
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Onder de veronderstelling 9 dat 

geldt dan 

( o)u (1)' 2 (2)' y + ey + E y + ooo = 0 voor T = T . 1 

o:f'wel 

y(O)'(o - et( 1)(0} + e2(t( 1)(0)t( 1)'(o) - t( 2)(0)) + ooo) + 

+ EY( 1 )'(0 - Et( 1)(0) + e2(t( 1 )(0)t( 1)'(0) - t( 2)(0)) + ooo) + 

(4o 12) 

{4o 13) I 

+ e2/ 2),
3
(0 - Et< 1>(0) + e2(t( 1 \o)t{1)'(o) - t< 2>co)) + ooo} + 000 = 

= y(O}'(o) - Et( 1 )(0)y(O)"(o) + e2(t( 1 )(0)t(1)'(o} - t(2)(0))y(O)"(o) + ooc 

+ Ey(,}ff (0) - e2t(1)(0)y(1)"(o) + ooo + e2y( 2)' (0) + 
000 = 

= y(o)'<o> + E(y< 1>'co) - t< 1>cd)y(o)"co)) + 

+ e2(y( 2)'(o) - t( 1)(0)y(i)"(o) + (t( 1 )(0)t( 1 )
9 (0) - t( 2)(0))y(O)"(o)) + ooo=0 

zodat 

( 4o 14a) 

y(,)i(O) = t( 1 ){0)y(O)"(o) (4o14b) 

y< 2>'co> = t< 1 >co)y< 1 >"co) - Ct< 1>co)t< 1 >'co) - t< 2>co))y<o>"co) 

(4o14c) 

De oplossing van (4o4)~ met in acht neming van (4o10a} en (4o14a) is 

Substitutie van dit resultaat in (4o5) leidt tot 

(1)" (1) (1)' (1)" . a3sin3
T y + y = - 2a cos T t - a sin T t - a sin T + 3 = 

. a3 (1)" (1)' a3 . = sin T( ,-- - a - at ) - 2at cos T - - sin 3To (4a16) 
LI- 12 
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De germen, welke de seculariteit van y( 1) leveren® zijn 
a (1)" . (1)ij ( 4 - a - at )sin ten -2at cos To Men elimineert deze 

seculariteit door te nemen 

en 

De combinatie (4o1~)~ (4o18) levert 2 mogelijkheden 

i) a= 0 + t( 1) willekeurigo 

(4o 17) 

(4o18) 

(4o16), met (4o10b) en (4o14b) geeft y( 1)(t) = O, een zelfde resultaat 

verkrijgt men voor alle hogere orde-termen y(n)(t)o De oplossing is dus 

de nul-oplossingo 

ii) a f O + t( 1 )w = 0 9 t( 1 ) = 0 en bovendien a=:!:, 2o Voor a= 2 gaan 

(4o 15), (4o 16) ® (4.10b) en (4a 14b) over in 

y(O)(T) = 2 cos T 

y(1)(0) = 0 

Dit levert 

Y( 1)(T) - 1 si·n ~ + 1 s·1•n 3T • -=4 • "f2 •a 

Substitutie van de tot nog toe gevonden resultaten in (4a6) geeft 

aanleiding tot 

(2)" (2) (2)' 1 (2)" 
y + y = cos r(- 4t + 4 ) - 2t sin r 1 

- - cos 2 
3T + 

1 + 4 COS 5To 

De voorwaarde van niet-seculariteit van y( 2 ) naar t eist 

-4 t ( 2 ) ' + t = 0 en ( 2 )" 
t = 0 

zodat 

{4o19) 

(4a20) 
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Er geldt dus (4.2) 

2 
t = t + e: t + O(e:3) w 0 

Tot op een orde van e:2 levert dit 

2 
1" = ( 1 - ~ )to 

De resultaten samenvattendii kan geschreven warden 

(4o22) 

y(t) = 2 cos ( 1 - ' ) + e: [ - ¾ sin{ 1 - ' )t + 12 sin 3( 1 - ' ) lo 
d~o23) 

(4o23) is in volledige overeenstemming met (3o19)ii verkregen via de 

meersoortige tijdschalen-methode~ wanneer men ook daar neemt 

a= 2 (dan B(O)(t) = 2)o 
1 

5o Enkele slotopmerkingen 

Ook bij de:methode·v:a.n de meersoortige tijdschalen dient vermeld te 

warden, dater geen bewijs bestaatii dat de gevonden asymptotische 

ontwikkeling de ontwikkeling is van de oplossing van de differentiaal

vergelijking0 Een aanwijzing in die richting is wellicht het feitii dat 

de resultaten overeenkomen met die verkregen met andere methoden (boVo 

met de methoden van Kryloff en Bogolinboff [5] en Struble [6] ll terwijl 

de uitkomst van de periodieke oplossing.in overeenstemming is met die 

uit de PLK-methode)o 

Er is geen. criterium bekend, waardoor aan de vorm van de differentiaal

vergelijking gezien kan worden, hoeveel onafhankelijke tijdschalen 

geintroduceerd moeten wordeno Vooralsnog is dit dus een kwestie van 

physische intuitieo 

Deze methode heeft met vele anderen gemeen, dater veel rekenwerk verricht 

moet wordeno Daar staat tegenover~ dat de methode der meersoortige tijd

scnalen een met de langzame tijd varierende amplitude geeftii in tegen

stelling tot de PLK-methode, die dan ook alleen de periodieke oplossing 

geef'to 
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Colloquium partiele differentiaalvergelijkingen met kleine para.meter 

1 • Inlei~ip.g 

Constructie van uniforme benaderinge~ 

volgens de theorie van Langer 

P.J. v.d. Houwen 

We beschouwen een storingsprobleem, waarvan de oplossing zowel een 

grenslaag- als een oscillerend karakter heeft. Dit geval werd reeds in 

de inleiding tot dit colloquium aangestipt, waar de volgende vergelij

king ter sprake kwam: 

d24> 
Q(x)cj> = 0 e: - + 

dx2 

Q(x) < 0 voor x < 0 

Q(x) > 0 voor x > o. 

Q(x) werd verder continu en begrensd verondersteld. De laatste eis 

laten we vallen en we staan ook geisoleerde polen toe. De nulpunten 

worden omkeerpunten genoemd van de vergelijking en tezamen met de 

singulariteiten, overgangspunten. Zonder overgangspunten werd al af

geleid: 

~(x,<) = ,.-~ \A exp ( - if r Q! d~) + B exp ( ~ r 0.1 de) l 

{1 + 0( e:)}. (1.1) 

Voor de genormaliseerde Bessel-vergelijking werd deze benadering reeds 

door Carlini in 1817 gegeven. ticuville en Green gaven onafhankelijk 

van elkaar in 1837 hetzelfde voor algemene Q(x), terwijl Horn (1899) 

bewees, dater inderdaad van een asymptotische benadering sprake is. 

Gans (1915) was de eerste, die tot een oplossing kwa.m, wanneer er een 

enkelvoudig nulpunt toegelaten wordt. Daartoe benaderde hij Q(x) in 

x = Q lineair 9 zoals ook in de inleiding van dit colloquium gedaan is, 

waarinee de vergelijking van Airy verkregen wordt: 
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De oplossingen hiervan zijn bekend en moeten voor E + 0 aangesloten 

worden aan de juiste combinatie van Ld..ou·1ille-Green benaderingen. 

Zender het werk van Gans te kennen gaf Jeffreys in 1923 een analoge 

methode om de aansluitingsformules te verkrijgen. Ook dit bleef voor

lopig onbekend 9 want in 1926 publiceerden Wentzel, Kramers en 

Brillo~in nogmaals (onafhankelijk van elkaar) aansluitingsformules 

voor het enkelvoudige omkeerpunt. Een alternatieve methode om aan

sluitingsformules te vinden bestaat uit de "omz·eiling" van het over

gangspunt via het complexe vlak. Dit werd door Zwaan toegepast en 

door Kemble (1935) streng geformuleerd. 

Een meer fundamentele asymptotische theorie werd in 1934 door Langer 

ontwikkeld. Deze komt er op neer, dater een expliciet oplosbare 

vergelijking geconstrueerd wordt, die "zo goed mogelijk" op de gegeven 

vergelijking 11lijkt". In enkele belangrijke gevallen kan aangetoond 

worden, dat de oplossingen inderdaad asymptotisch equivalent zijn, 

in het algemene geval is dit echter op z'n minst aannemelijk. Als 

voordelen van de Langer-theorie kunnen w.e noemen~ 
I 

a) De (formele) eerste term.en van de asymptotische ontwikkeling zijn 

in de voor de physica belangrijke gevallen eenvoudig te verkrijgen 

en gelden voor het gehele interval, zodat aansluitingsformules 

eenvoudig af te leiden zijn. 

b) Het bewijs van de asymptotische equivalentie is voor alle gevallen 

in principe hetzelfde. 

c) De hoofdlijnen van de theorie zijn over te dragen op stelsels diffe

rentiaalvergelijkingen en niet lineaire vergelijkingen. 

2. Theorie van Langer 

De vergelijking 

E$ 11 + q(x)$ = 0 ( 2 0 1 ) 
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transformeren we volgens 

~ = ~(x,e:) IP·= .-(x)qi(x). 

Dit geeft 

Met de keuze .- = ~ gaat deze ~ergelijking in normaalvorm over: 

(2o3) 

waarin y gedefinieerd is als 

We willen nu de vergelijking (2.3) vergelijken met een expliciet oplosbare 

vergelijking en nagaan aan welke voorwaarden voldaan moet worden 5 opdat 

de oplossingen van (2.3) asymptotisch equivalent zijn met de oplossing 

van zo'n expliciet oplosbare vergelijking. Daartoe voeren we in een 

verzameling E van functies Q(~) zc5, dat als Q !GE, 

(2.5) 

een bekende oplossing heeft. (In [9] vindt men een opsomrning van derge;.. 

lijke vergelijkingen.) 

Indien we~= ~(x,e:) zo kunnen kiezen, dat voldaan wordt aan: 

(2.6) 

dan is (2.3) exact opgelost. Dit mogen we echter niet verwachten en we 

zullen ons er mee tevreden moeten stellen een ~(x,e:) en een Q(~) te 

vinden, die voldoen aan: 

I QcE 

Q(t(x,e:)) = y(t(x,e:),e:) + O(e:N),N > 0 

(2o7) 

" d.w.z. we lossen vergelijking (206) in benadering op. 
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Het is nu aannemelijk 9 dat de door (2o5) b~paalde functie ~Ode op

lossing ~ benadert, immers voor ~ geldtg 

Alleen in de nulpunten van Q(;) zal dit.niet het geval zijno Hier 

gaan we nog op in. Het al of niet asymptotische karakter van de 

benadering ~0 (;,e:) kan onderzocht worden met de methode van de va

rierende parameters en iteratie volgens Picardo Dit geeft ons de 

ontwikkelingi 

~ V n+1 ( ) ~(;,e:) =LI ~
0

(n,e:) + I ~ n,e: 
0 

waarin I= Integraal-operator w-1 (~0 ) f; dn K(~,n) 
;o 

W(~0) = Wronskiaan van (2.5). 

(208) 

Voor een aantal gevallen, waarin aan (2o7) voldaan kan worden 9 is 

( 2 o 8) geanalyseerd ( [3] 9 [4] , [5] , [6] ) en di t bl eek inderdaad de 

asymptotische benadering voor ~ te zijn. Op dit aspect van de theorie 

(de zgno· tweede phase) zullen we niet ingaan 9 maar we zullen ons con

centreren op de eerste phase dow.z. het construeren van formele asymp

totische benaderingeno 

a) Eerste benadering 

De vorm van y(;,e:) suggereert het verband: 

Q( ;) = ( ;' )-2 g_(x) 

want dan is 

(2.10) 
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en voorwaarde (2o7) luidti s = s(x) en Q(s) zo te bepalen, dat 

{ 

(s')-2 q(x) = Q(s)~E 

Q(s) - 0(1)o q(xj-

(2o11) 

We zullen laten zien, dat we aan (2o11) in een groat aantal gevallen 

kunnen voldoen door Q(s) hetzelfde analytische karakter te geven als 

q(x) g 

Stel dat x0 , 000 9 xm alle overgangspunten in het beschouwde interval 

van q(x) zijn dan kiezen we: 

m 
Q(s) = II 

j=O 

n. 
(s-s,)J 

J 

waarin n. de orde van het overgangspunt x. is, ens. nog nader te bepa~ 
J J J 

len; s0 kiezen we willekeurig en we schrijven (2o9) in de vorm 

Blijkbaar is ~(x0 ) = s0; we willen ook dat s(xj) = 

Daartoe vormen we de m vergelijkingeng 

s. voor j = 
J 

(2o12) 

1 t O O O , mo 

voor elk van de s. 0 so Hiermee heeft Q(s) hetzelfde analytische karakter 
J 

als q(x)o Wanneer we nu aantonen dat in een overgangspunt geldt 

s-s,NX-X,9 
J J 

(2o13) 

dan zijn we klaaro Nu is (2o12) in de omgeving vans,= s(x.) te 
J J 

schrijven als 

I
~ n. Ix n. 

A ( ~ - ~.) J d~ = B (x - x.) J dx 
~- J x. J 

J J 
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waarin A en B constanten zijn. Hieruit volgt direct (2.13)o 

We nemen aan dat ~ = ~(x) regulier is en locaal een (1-1) afbeelding 

voorstelt, zodat we hebben verkregen: 

l 
${x €) ~ ~ (~(x) €)( Q(~(x)) ) o 

9 0 • q(x) 

Zeals al opgemerkt is zal dit in de omkeerpunten van $(x,€) geen 

{2o14) 

goede benadering meer zijn voor $(x,E). Toch biedt (2.14) twee 

belangrijke voordelen boven de Licuville-Green benaderingen nl. ten 

eerste 5 de benadering (2.14) heeft geen singuliere punten, zodat ook 

in de directe omgeving van de omkeerpunten voor € + 0 een correcte 

benadering verkregen wordt, dit in tegenstelling tot de Lionville

Green benaderingen, en ten tweede, (2.14) benadert, met uitzondering 

van de omkeerpunten uniform een en dezelfde integraal $(x 9 E) van (2.3). 

Als eenvoudig voorbeeld om bovenstaande theorie te illustreren beschou

wen we het geval q(x) > O. De eenvoudigste functie met een soortgelijk 

analytisch gedrag is wel 

Q(~) - 1. 

Volgens (2o9) is dan 

~(x) 
1 

q 2 (x) dx 

en de vergelijking voor ~0 : 

= 0 

met oplossingen 

~o =exp+ ....i... ~(x)o -~ 
Substitutie in (2.14) geeft 

~(x,E) • q-l(x) \Ae h I: ql(x)dx +Be~ I: qj(x)dx}, 
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De asymptotische equivalentie van de benadering (2o14) en de exacte 

oplossing ~(x,e:) we:rd door Langer [1] voor het geval zonder over

gangs.punten en het geval van een enkel voudig omkeerpunt gegeven o 

Bij Er~lyi [2] vindt men een samenvatting hiervano 

Opmerkingg In de electronentheorie van metalen blijkt het nodig te 

zijn ook in de omkeerpunten over correcte benaderingen te beschik

ken [7]o Hierover kunnen we enkele algemene opmerkingen maken~ 

Schrijf y(,,e:) als 

y(,,e:) = Q(') + e:R(') 

en laten ,. en 1°. nulpunten zijn van Q(,) respo y(,,e:)o 
J J 

Voor e: + 0 zullen ,. en 1°. samenvalleno Schrijf Q(~) als 
J J 

n. 
= r(,) rr <, - ~.) J 

j J 

en definieer 

n. 
= r(,) rr (, - t.) J 

j J 

We kunnen nu y(,,e:) schrijven als 

met de eigenschap dat~ Q en R dezelfde nulpunten hebben 

(2.15) 

Q en Q hetzelfde analytisch karakter hebben. 

Indien nu 

dan wordt ${,,e:) in~ punten benaderd door de oplossing $
0 

van 

e:i0,; + Q(~ 5 e:) $O = Oo 

{2o16) 

Op grond van (2o15) mag men verwachten 9 dat aan (2.16) voldaan wordt. 

i 0 (F;,e:) onderscheidt zich van $
0

(;,e:) hierin, dat aan de omkeerpunten 

cm-recties toegevoegd zijn, gegeven door 1°. - t; •• 1°. moet men berekenen 
J J J 

uit 

Q(t;) + e:R(t;) = 0. 



We kunnen dit schrijven in de vorm 

1 1 

~ = ~. + ( - R(~) )nj n• 
J n. e: J 0 

f(~) IT ( ~ - t,;. ) J. 
ifj 

J. 

Volgens een stelling van Lagrange [10] geldt voor ~ 

n -
00 

n. n-1 
~ = t. t,;. + l 

e: J d p-nc ~j) = n! J J n=1 d~ _n-1 

waarin 

J 

p(~) = ( _.......,. .... - ..... R .... ( .... ~) __ _ 
n. 

f(~) 
1 -

IT 
i#j 

(t,;-t,;.)J. 
J 

1 

)n. 
J; 

de correcties zijn dus O(e:nj) zodat inderdaad aan (2.16) voldaan wordt. 

b) Hogere orde benaderingen 

Hoe meer y(~,e:) en Q(~) op elkaar zullen gelijken des te beter zal 

de benadering zijno Tot dusver zijn er drie algorithmen te onderscheiden 

die coefficienten Q(~) leveren 9 welke tot op willekeurige orde vane: op 

y(~,e:) gelijken~ 

1° Methode van Langer 

2° Methode van Cherry 

3° Methode van Moriguchi. 

De constructie van Langer is in feite een generalisatie van de trans

formatie van de afhankelijke variabele~ als nieuwe variabele wordt 

ingevoerd een lineaire combinatie van ~0 (t,;,e:) en~ ~(~,e:) en wel 

zodanig dat deze in hogere orde op een expliciet oplosbare vergelijking 

gelijkto Voortzetting van dit proces geeft steeds betere benaderingeno 

Langer [3j behandelde hiermee zowel de eerste als de tweede phase voor 

een enkelvoudig nulpunt en enkelvoudige poolo Kazarinoff [4j en 

Mc'Kelvey IJJ pasten deze methode toe op resp. 2 enkelvoudige nulpunten 
,,,,,, de 

en een 2 orde nulpunt. 
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Cherry [6] construeerde een reeksontwikkeling naar machten van E voor 

de oplossing ~ = ~(xtE) van (206)0 Deze reeks divergeert, maar afbre

king bij een term En geeft y - Q = O(En)0 Voor een enkelvoudig nul

punt verkreeg Cherry aldus een asymptotische benadering van de orde 

% 0 Moriguchi [7] kiest voor s de eerste benadering en past op de 

vergelijking 

de gehele procedure nogrnaals toe0 Kiest men voor de nieuwe onafhan

kelijke variabele weer de eerste benadering, dan wordt de correctie 

op de coefficient van de nieuwe afhankelijke variabele van een 

hogere orde E0 Voortzetting levert dus steeds betere benaderingen 

voor de gegeven vergelijking. 

We zullen wat nader ingaan op de methode van Cherry: 

We ontwikkelen t(x,E) en Q(,(x,E)) naar machten van E 

' (x) n 

Q (x) 
n 

en merken daarbij op dat 

Qo(x) = Q( tO (x)) 

Q1 (x) = '1 Q,<,o} 

Q2(x) '2 Qt(to) 
2 = + t2 Qst(,0) 0 

Substitutie in (205) en coefficienten-vergelijking geeft: 

Q(' )(,')2 = q(x) 
0 0 
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De rechterleden van deze vergelijkingen z1Jn steeds uit te drukken in 

de voorgaande oplossingen ~.(x), terwijl het linkerlid met uitzondering 
J. 

van de eerste vergelijking lineair van de eerste orde in de onbekende is. 

In ~0 (x) herkennen we de reeds bespr.oken .eer.ste .benadering. Voor ~, 

vinden we na integratie 

{2.9) 

Voor de verdere coefficienten t. gelden analoge uitdrukkingen, waarmee 
J. 

men y(t,e:) en Q(t) tot op elke orde vane: met elkander kan laten 

overeenstemmeno 

3o Toepassingen 

!:.• Aansluitingsformules voor de Lionville-Green benaderingen ter weers
de zijden van een n orde nulpimt. Formules van Jeffreys. 

Stel dat x = 0 een nde orde nulpunt voor q(x) is en dat q(x) = axn 

met a> 0 in de omgeving van x = o. De oplossing van 

e:q, 11 + q(x)<j> = 0 

wordt dan volgens (2.8) benaderd door 

n , 

<P (;(x) e:)( t(x) / 
0 t 'qTxT 

waarin <Po de oplossing is van 

<P + i:-n <P = 0 e: 0~; ., 0 

en t(x) bepaald wordt door 

f
t 12 fx , 
0 ~n d~ = 0 q2{x) dx ➔ ;(x) = ( ~ g_2 (x) ax) • I

x , 2/n+2 

2 0 

(3o1) 

(3.2) 
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Vergelijking (3o2) is door de substitutiesg 

f; = ( re n;2 t )2/n+2 
1 

~2 

~o = (-e)~(n+2) w 

over te voeren ing 

1 (1/n+2) 2 
1¥tt + - 1¥ + ( 1 - --- ) 1¥ = 0 t t t2 

met oplossingen 1¥=J+ 1 (t), -
dus de oplossingen van (3e2) zijn 

~O(F;,e) = (-e)-1/2(n+2) ~~ J+ 1 ( 

n+2 

Substitutie in (3o1) geeft 

1 , 
q2 ax) 2 

Voor x ~ 0 en e ~ 0 moeten we~ in de Liouville-Green benaderingen 

kunnen uitdrukkeno We nemen het geval n = oneven 9 dan geldt 

, 
~(-Ix! ),e) ~ (-q)-4 +, Ix 

exp~ 
ye 0 

<h=l1r 
2 

, 
(-q)2 dx 

0 < arg t < 21T ~ Jv(t) ~ e(v+~)1ri ~ cos (t+~v1T + a1r). 

(3o3} 

( 3.4) 

We p~oberen nu die combinaties van J+v(t) te vinden (v = n:2), die 

asymptotisch equivalent zijn met Liouville-Green benaderingen: Daartoe 

stellen we 

,, 1 

(-q)-4 exp.:!:, it= q-a \{;,{A· J (t) + B (J (t)}. 
- V - -V + + 



A en 
+ 

B+ volgen dus uit 

.lv'lri 
2 

A+e 

A= @ 
+ 2 Sln V'll' 

= - v;: 

-(v-1 )hi 
e B = v;:;' e(v-1 H'll'i 

+ 2 sin V'll' • 

Op grond van het feit dat (3.4) uniform geldig is op het gehele inter

val blijft deze combinatie van Bessel-functies ook rechts van het 

nulpunt gelden. 

We vinden de verbihdingsformule: 

Nu geldt: 

x > 0 ➔ arg q 2 dx = 0 Ixo 1 

Substitutie en uitwerking geeft 9 als we het reele deel van de asymp

totische oplossing nemen: 

Iets dergelijks geldt voor de andere Lionville-Green benadering 

en de gevallen waarin n even is. 

Voor n = 1 staan deze verbindingsformules bekend als de "Jeffreys

Kra.mers connection-formulas"o 
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bo Het waterstof-atoom -
Schrodinger's vergelijking voor het waterstof-atoom wordt gegeven door 

2 
+ ~ )l/1 = o. r 

Het systeem bestaat uit een relatief zware kern met lading +e en een 

electron met lading -e en massa m; de potentiele energie bedraagt 

-e2/r, his de constante van Planck en H de totale energie. In bol

coordinaten zijn de variabelen te scheiden en voor de radieae golffunctie 

R(r) geldt 

2 2 
R" + _g R' + {.§!..! (H + ~ ) - l(l ~ 1) }R = O, 

r h2 r r 

waarin l een separatie constante is, die de waarden O, 19 2, ••• aanneemt. 

De transformatie R = S/r geeft: 

2 2 2 
s" + ~ {H + ~ - h 1(1 + 1) }s = o. 

h2 r a~2mr2 
(3.5) 

We willen uit deze vergelijking de quasi-klassieke resultaten van Bohr

Sommerfeld afleiden. De quasi-klassieke limiet ontstaat per definitie, 

wanneer de Broglie-golflengte A klein is, maar de impuls p van het deeltje 

willekeurig, d.w.z., niet uitzonderlijk groot. Volgens de fundamentele 

relatie 

A= h/p 

komt di t formeel overeen met h « . l • We willen het electron voor die 

kleine r-waarden beschouwen 1 waarvoor de energie nagenoeg geheel door de 

centrifugale energie bepaald wordt 9 dus 

m.a.w. 

1 .. ~. 



In de quasi-klassieke limiet va.n het H-a.toom geldt dus l » 1 en 

vergelijking (3.5) is van de besproken vorm met 

h2 
e: =-

2 
Bir m 

q(r) heeft de enkelvoudige nulpunteu 

e2 ! {te4 + Hh21(1+1 )/2ir
2m} 

i' 1 ;2 = f I ..:.aif 

dus 

Aangezien H < 0 is. zal S tuss~I\ de omkeerpunten oscille-ren en daarbuiten 

zich exponentieel gedragen. De .. pool· in r = 0 sluiten we van het te be

schouwen interval uit en we eisen 

S(r) eindig op r ! r
0 

> o. 

Voor Q(~) kiezen we de functie a2(1. t2). zodat t 0 gegeven wordt door 

(3.6) 

R(r) wordt benaderd door 

In~= ~(r) worden de constanten zo gekozen dat r
1 

met -1 en r
2 

met +1 

correspondeert: 

r 
2 1 I 2 , 2 1 

2 
a = 2 { q~(r)dr} = ~· { e. -

4ir r 1 41r 2 \[-H
6 

12 2 
f 1T • 

•· 
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De transformatie ~ = ~(x) is door ·Kazarinoff [4] oriderzocht en blijkt 

locaal 1-1 te zijno J 
0.2 .. 

Vergelijking (3.6) gaat door de substitutie n = ( ....... ) ~ over in 
€ 

Nu geldt: 

to + ( nn 

. . ,, 

e + o ~ In I + co voor·: __ ~--- i--~ r0-'--'.en -~ :J: o. 

De eis dat S(r) eindig meet zijn voor alle r ~ r
0 

impliceert dat 

t
0 

eindig meet zijn voor I n'I + co, lle~ge~n alleen dan het geval is, 

wanneer 

0.2 
= 2n + 1 

v:;l 
, h positief· geheel getai. 

. ' 

De oplossingen zijn dan de zgn. Hermite f'uncties t
0 

van de orde n (8] 
n 

waarin H de Hermite polynoom voorstelt. 
n 

In de quasi-klassieke limiet vinden we de discrete toestanden: 

R (r) .. 1 ( 'o.2(1 - ~2) )i exp (- (n +~21H;2) Hn ( ~ +-21•) ~). 
n r q(r) 

Uitwerking van de relatie v?~ 2n + 1 geeft verder: 

, ........... 1..,;,..,. 

,, 
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Colloquimn partiele differentiaalvergelijkingen met kleine para.meter 

ERRATA DEEL II 

Er staat: 

••• orde e: 
<lo/(<lo+1) 

P• 179, ( 11 • 15b) 

•• ., (1 = f2(E;) 

p. 181, r. 7 v.b. 

P• 181, (12.7) 

a~ 
0 0 0 ..........i = 0 

-2 ay 

P• 181, (12.8) 

1\ 
a7p r; 

=- 0 0 0 

a'y 

1\ ,:::: 
0 0 O 

P• 181, (12.9) 

7/71;; = 0 0 0 

P• 182, ( 12. 14) 

0 0 0 = lim y = ooo 
i;; 

Lees: 

••• orde e: 
1/(<1o+1) 

lim 
z • 0 • 

0 0 0 

0 0 0 

:\/\THfrM"1,:JISC1", 
14<,TfOf' 

a~ 
z - 0 ""::2 -

ay 

- a7p 
z 

ljiz =-
a'y 

-
ljiz 

,:::: 
•• 0 

Uf'l 

0 0 0 

0 •• 





Er staat: 

Po 222, {2o 12) 

Po 232, (4.12) 

1 + et( 1)(T
1

) + e2t( 2 )(T
1

) + ••• 

p O 234 , ( 4 0 23) 

• • • 
£2 

2 eos (1 - 1b) + ••• 

... sin 3(1 - ~- )] 

po240, laatste regel 

n. 
J 

0 0 0 

po 244, r o 16 v ob o 

Q(~(d) = 000 

po246, laatste regel 

ooo {A J (t) + B (J (t)} + V + -V, . 

.. 

Lees: 

2 . .. 2 cos ( 1 - '1b )t + ••• 

. .. 2 
sin 3( 1 - 1'b )t] 

0 0 0 

}n. 
J (2x) 

+n ) 
000 p (~. 

J 

Q(~(x,£)) = 0 0 0 




