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Definitie. 

dX 
dt 

Hoofdstuk I. Algemene Stellingen 

. . . , 

= f(t;X). 

X ) 
n 

i = 1,2, ••• ,n • 

X( t) = vector met n componenten x 1 ( t) ••• xn ( t). 

t = reele variabele (meestal de tijd). 

f = vector met n componenten f .• 
1 

n ~1 
( , (n-1)) ~ + ( , <n-1)) d y + Voorbeelden. g t, y, y , ••• , y gn_ 1 t, y, y , ... , y , 

n dtn dtn-1 

+ ••• = F. 

Stel 
n-1 

Y =x · y' - x y" - x d Y = 1' - 2' - 3 ••• dtn-1 x, dus equi­
n 

valent met systeem van• n,,v,er.ge1ijk_ingen 

dx n 
-- = f • dt n 

(k :/: n), 

d2 2 dv 
Vergelijking van Van der Pol:~+ µ(y -1) -=-dt + y = O. 

dt2 

Vergelijking van Duffing: 
2 
~ + y + µy 3 = µh cos wt. 
dt2 

Definitie. Als fi niet van t afhangt, dus fi = fi(x1, ••• , xn), dan 

heet het systeem autonoom. Bijv. vergelijking van Van der Pol. 
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Definitie lineariteit. Systeem is lineair, als f. een lineaire functie 
1 

is van de variabelen x1 • • • X • n 

Homogeen lineair Sfsteem. fi = 0 als = o. 

~ * ~ * Eig. homogeen lineair systeem. f. ( t, >..i) + f. ( t, µl ) = f. ( t, AX + µX ) 
- 1 1 1 

f. ( t , A;K) = Af. ( t , X:) • 
1 1 

Conclusie. Als I een oplossing is, dan is A}{ ook een oplossing. 

Al.s i: en .::f'" oplossingen zijn, dan is >..1- + µ'_~ ook een 

oplossing. Het su~erpositie ~rincipe. Mt geldt niet bij 

niet-lineaire systemen. 

Berekening superpositie principe. l = f(t, t). 

* ~ * at""= f(t, X ). 

~ * ii-¥ dJl ~ J':- ~ .zli-
>,. ~+ µ .....,_;...= Af(t ~) + µf(t, z) = f(t, UC) + f(t, µ;a ) = dt dt ~ . 

Voorbeeld. 3t1t + J--x = Q X = cos wt, x = sin wt 

X = A cos 4llt + B sin at. 

,1'._er herinneri~g. Lineaire vergelijking van den-de orde (~ systeem 

van n vrijheidsgraden) bezit n lineair onafha.nkelij~e 

oplossingen. Hierop wordt nog nader teruggekomen. 

Continuiteit van f .• ---------1 (Nem.ytskii en Stepanov) 

Neem t = x0• Bij veronderstelling is fi Lipschitz­

continu in de variabelen x0 ••• xn. D.w.z. 
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... ' 
veer Ix - x*I < o. 

p p 

* X , 
p 

••• , X ) I < k j X - X *I 
n - P P 

Hieruit volgt: 

n 
I * * I * , f.(x0 ••• x) - f.(x0 ••• x) < k l 

i n i n 
m=O 

Ix - x*I, Ix - x*I < o*. m m m · m 

Opmerking. Existentie van oplossingen kan worden bewezen ender zwakkere 

condities, maar existentie en eenduidigheid vereisen Lipschitz­

continuiteit. 

Normen. 

,, 

(Roseau) 

Wij hebben te maken met vectoren met n componenten. De grootte 

meten wij met een norm, per definitie 

n 
I Ix 11 = I lxn 1. 

m=1 

(Merk op dat dit niet de gebruikelijke vectornorm Vl xi is. 

Deze is hier eenvoudiger en handiger). 

Eig. 

Ook: 

I lxl I = o ~ X = 0. 
n 

llx( 1) + x( 2 )11 ~ llx( 1)11 + llx(2 >11 

llaxll = lal llxll a€C. 

I I J X dt 11 ~ J 11 X 11 dt. 

fi(t, x1, ••• , xn), i = 1, ••• ,n, ziJn weer op te vatten als 

n componenten van een vector f, elke component is functie van 

n+1 variabelen. 

n 
11 f 11 = 2 If. I • Dus, de continuitei ts condi tie is als volgt: 

• 1 1 i= 
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I lr(t,x) - r(t,x*>l 1 .::. ii IX - x*I I 
voor I IX - i*I I < 6 

I jr(t0,I) - f(t0+T,1) I I < kT 

voor ITI < 5. 

Existentie stelling. (Roseau) 

(t.a.v. x.) 
l. 

(t.a.v. t) 

N • k . 11 ·" (0) t {O), ... A,,..,. • ) eem wille eurig pu¥Jit :it ' ,,gi · $,illJ~ ~~s canst. beginwaarden • 

Definieer een rij als volgt: 

( 1) 
ax = r(t x< 0 )) 
dt ' 

m.b.v. 

• 

Dit is equivalent aan: 

• 
• 
x<n+1)(t) = x< 0 ) + ft f(t, x<n)(,))d, 

to 

Beschouw X( 1 ): 

Wij voeren in 

M = Sup I I f ( t ~) I I • 
t E: (~Q,t0+T) 

I I X-X ( O) 11 < d 

methode van 

successieve 

approximaties. 
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Dan is llx(1) - x(o)II .:_M(t - ta). 

Kies nu lt-t I < d < T dan geldt 
0 -M -

I lx( 1 ) - x(o)I I.:. d. 

Wij zullen eerst aantonen dat dit ook geldt voor willekeurige i(n). 

t . 
11 X ( n+ 1 ) - X ( O ) 11 .:. J f' ( T , X ( n ) ( T ) ) d T • 

to 

Stel I lx{n) - X(O) 11 .:. d, dan volgt 

I lx(n+1) - x(O) 11 .:. M(t-t
0

) .:. d als lt-t
0 

I .:. ! . 
Dus(met volledige inductie)is deze eigenschap geldig voor iedeJe n. 

Er bestaat dus een tijdsinterval, zodanig dat X(n) binnen de bql met 

straal d blijf't. 

Beschouw nu: 

11x(n+1) - x(n)11.:. r llf(T,X(n)(T)) - f'(T,X(n- 1)(T))lldT 

to 

I lx{n) - X(n- 1)1 I.:. 2d; als nu 2d < 6, dan volgt 

I IX ( n+ 1 ) - X ( n) I I .:. k r 11 X ( n) - X ( n-1 ) I Id T • 

ta 

Wij hadden al 

dus 

I lx< 1) - x(o)I I .:_M(t - t
0

) 

(t - to)2 
I lx( 2 ) - x( 1 ) 11 <Mk -....,

2
!,---

• (t - t )n+1 

I lx(n+1) - x<n) 11 < M kn o 
(n+1) t (met . volledige 

inductie). 



6 

De reeks rechts wordt term voor term gemajoreerd door een uniform 

convergente reeks, dus 

l .;.,, x<n) b t ( ) ....,. estaa , = X t • 

Mt zijn dus n reeksen voor 3- componenten. Elke component wordt gemajo­

reerd door de vectornorm. 

Door limietovergang (en wegens de uniforme convergentie) 

Dit is equivalent met 

dX ),,, dt = f(t,X, x(t ) = x< 0>. 
0 

Existentie is aldus (constructief) bewezen. 

Eenduidigheid. (Roseau) 

Stel Y(t) een andere oplossing 

Voor t-t0 voldoende klein 

Nu: 

daar 

IIY(t) - x< 0
>11 < d. 

I 1x<n+1) - Yj I.::.. r I lr(.,x(n)(-r)) - f(-r,-Y(t)}tl<11: 

to 



Dus 
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I lx(n) - Y 11 2. 2d. Er volgt voor 2d < o 

llx(1) - Yll 2.k d(t - t
0

) 

(t-t )2 
I 1x< 2) - YI I 2. R2 :d 2! 

0 

• (t-t )n 
I Jx(n) - YI I 2. d kn (n)'! • .. 

lim I lx(n) - Y 11 = O 
n~ 

dus X = Y. 

Autonoom systeem. 

Laat nu f = f(X). 

(Minorsky) 

= x(O) + f(X{O)) • (t-t ) = x< 1>ct-t ). 
0 0 

Voer in ; = t - t
0

; dan geldt dus x< 1) = x< 1){;). 

Stel dat x(n) = x(n)(;) 

x(n+1 ) = x(o) + Jt r(x{n){,-t )}d, 
t 0 

0 

T - t
0 

= ~• 

x(n+1) = x(o) + J: r(x(n)(<'))d<' = x(n+1)(<), 

Dus X(n) = X(n){;) voor alle n, en bijgevolg 

lim x<n) = X = X(;) = X(t - to). 
n-+oo 



Ba.ankromm.e • X = X(~,x(O)) met 

Immers, wij hebben 

8 

~ en x<o) als 

x.(~, x< 0)), i 
1 

para.meters. 

= 1 , ••• , n. 

Door~ te elimineren verkrijgen wij in de n-dimensionale 

X-ruimte een para.metrische verzameling (X(O)) van n-1-di­

mensionale oppervlak.ken. Gegeven X(O) - fi:il is zulk een 

oppervla.k, de volledige verza.meling van alle toestanden 

die het systeem ooit kan aannemen, als het eens door X(O) 

gaat. Uiteraard is de zaak slechts overzichtelijk in 2 

dimensies. 

-
Het is een gevolg van de eenduidigheidsstelling, dat door 

elk punt X(O) een en sl~!!:ts een baanoppervlak gaat. 

Verg. systeem van baanoppervlak. 

Kies bijv. 

Er volgt: 

dx. dx. dx
1 1 1 

dt = dx
1 
dt 

dx. 
f

1
(x

1 
••• x) --2:. = f.(x 

n dx1 1 1 X ), i = 2, •••, n. n 

Er volgt dat inderdaad de oplossing eenduidig is voor elk gegeven 

x~o), xiO). (Wij veronderstellen hier niet alle fi gelijk aan nul. Deel 

door r1, voor r1 ¥ O. Als r1 = O, dan moeten wij een andere variabele 

kiezen.) 
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Reguliere en singuliere punten. 

In de X-ruimte noemen wij het punt X(s) singulier als 

f.(x
1
(s), ••• , x(s)) = 0 voor alle i = 1,2, ••• ,n. 

i n 

Anders is het punt regulier. 
dx. 

1 In een singulier punt hebben wij dt = O, voorts is 

X(t) = X(s) een oplossing. 

Uit de eenduidigheidsstelling volgt dat X(t) = X(s) de enige oplossing 

is die ooit door het singuliere punt gaat. 

Dus: singuliere punten zijn stationnaire punten. 

Conclusie. Een singulier punt is een baanoppervlak dat tot een punt is 

gedegenereerd. 

Daar door elk punt van de X-ruimte een en slechts een baan­

oppervlak gaat, gaat door het singuliere punt slechts het 

oppervlak dat uit dit pu~t zelf bestaat. 

Opl. X(t) met een beginwaarde die niet-singulier is kan in 

eindige tijd het singuliere punt niet willekeurig dicht 

naderen. 

Echter, voor elk punt van de X-ruimte (binnen het continui­

teits-gebied) bestaat een eenduidige oplossing, dus door elk 

punt gaat een baanoppervlak. Dus ook willekeurig dicht bij 

singulier punt. Het kan dus gebeuren dat 

limX(t) =X(s) 
t-+oo 

of lim X(t) = X(s). 
t-+--oo 

In het eerste geval spreken wij van stabiel singulier punt, 

in het tweede geval van instabiel singulier punt. 

Het is overigens niet noodzakelijk dat lim X(t) een singulier punt is. 
t++oo 

Een andere belangrijke klasse van limieten is die van de periodieke 

oplossingen (zie later). 

Sam~µvattend. Singuliere punten zijn mogelijke evenwichtstoestanden. 
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Hoofdstuk II. Baankrommen in x2 • Singuliere punten 

Definitie. Voor een autonoom systeem met n = 2 hebben wij: 

dx1 dx1 dx2 
-+ --=----dt dx2 dt 

Verg. van de baankrommen: 
r

1
(x

1
,x

2
) 

r
2
(x

1 
,x

2
) 

Lineaire differentiaalverselijkingen. 

r
1

(x1,x
2

) = ax 1 + bx
2 

f2(x1,x2) = ex 1 + dx2 

Singulier punt is x1 = o, X = 2 o. 

Transformatie: ~ = CI.X 1 
+ Sx2 

n = yx 
1 + ox2 

d~ 
dt = a(ax1 + bx

2
) + S(cx1 + dx2) = 11. 1(ax1 + sx2) 

dn ( 
dt = Y ax, + bx

2
) + o(cx1 + dx2) = A2(yx1 + ox

2
) 

a.a+ Sc - CI.A.1 = 0 ya+ oc - YA = 0 2 

ab+ Sd - 811. 1 = 0 yb + od - 011.2 = 0 

(a - 11. 1 )a + cs = 0 (a - A2 }y + (Jo = 

ba. + (d - 11. 1 )8 = 0 by+ (d 11.2)0 = 

a - A.1 ,2 C 

b d - 11.1,2 ,, 

0 

0 

= o. 



(a - A)(d - A) - be= 0 + A2 - (a+ d)A + (ad - be)= 0 

Karak.teristieke vergelijking 

Wij veronderstellen D = I ae .~ O, want als D = 0 dan is 

r
1 

= µf
2 

en zijn de vergelijkingen niet onafhankelijk. 

A1 , 2 = ~ [a + d .:!. • V(a+d)
2 

- 4(ad-be )] • 

Er voigt een eanonische vorm: 

1 • KnoopPunt , node. 
:\ 

(a+d/ > 4(ad"":bc) +-:-A zijn reeel'; -x1- > o 
1,2 

2 

gelijk van teken) 

~ = ~i + ~ = clnlµ 
dn A2 n 

met µ 

t 

0 < µ < 1 

-----------n 

(a.) (b) 

{c) 
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Richtingsveld. 

(a) 

A 
1 

> 0 

A1t 
uit l; = e , 

>,.
2

t 
n = e < 0 

Analoog bij (b) en (c). 

(a), (b) Ontaarde knoop, improper node. 

Karakteristiek voor deze singuliere punten is: alle baankrommen 

(behalve een gedegenereerde as) naderen de oorsprong met een wel 

gedefinieerde richting (voor t + +00 oft+ - 00 ). 

n 

(c) Proper node. Elke kromme heeft een eigen wel gedefinieerde richtinr,. 

Gegeven een richting, dan hoort er een kromme bij. 

Opmerking. Gaan wij nu terug naar x
1

, x
2 

dan worden de baankrommen iets 

vervormd, maar behouden de bovenstaande karakteristieke 

eigenschappen. Het kan echter gebeuren, dat wij van een 

"proper" op een 11 improper" type overgaan. 

Voorbeeld. Beschouw b = o, a = d. 

dx1 dx2 
+ ax

2
• = ax1 --= cx1 dt dt 

Dan 1S >,.1 = >,.2 en µ = 1 • 

at 
(C2 

at 
x1 = C e x2 = + cc 1t)e • 1 

Neem bijv. a < o. x1 + 0 als t + +oo. 
,, 
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dx2 c x2 c c2 - = - + - = - + - + ct ....+- ,:!:. 00 , afhankelijk van teken van c. dx1 a x1 a c 1 

Neem bijv. c > O. X = 0 
2 

als t = 

Dus een improper node 

van een vervorm.d (nieuw) 

type. 

Samenvattend. Voor een knooppunt naderen de baankrommen de oorsprong 

voor t + + 00 met een wel gedefinieerde richting. 

2. Zadelpunt, saddle. 

"1 
11. 1, 2 zijn reeel; "

2 
< O (dus verschillend van teken) 

"1 
µ = - < 0 

"2 

n 

Pijltjes corresponderen met 

11. 
1 

> 0, 11.
2 

< 0. 

In het andere geval pijlen 

omkeren. 

Kenmerk: Gegeven een omgeving 

van singulier punt S. Met uit­

zondering van de gedegen.krommen 

verlaat elke baankromme deze om-. 

geving in eindige tijd. 
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3. Spiraalpunt 1, l>randpunt, spiral, focus •. 

* * A 
1

•
2 

zijn complex geconjugeerd: A 
1 

,
2 

= A + iw; A i: O. 

Aangezien ~ en n dan complex zijn, is het prettiger terug te gaan naar 

x
1 

en x
2

• Beschouw: 

Veer in: 

dx 
. 1 dr 
....... = - cos dt dt 

dx2 dr sin -=-dt dt 

• * * 
lt1 = A x1 + wx2 

a = A b ·= w 

• * * x2 = -wx1 
+ A x2 C = -w d = A 

_21 j,2,* .:!:. \ !.4,*2 - 4('*2 2)7 * . . 
- ~A vi A A + w ~=A .:!:. J.W inderdaad. 

2 x
1 

= r cos cp; x
2 

=~sin cp; r 

ct> - :r sin ct>~= dt 

ct> + r cos ct>~= dt 

dr * cit°= Ar ; 

* 
C 

A t r = 1e 

* A r 

-wr 

cos ct>+ wr sin ct> cos ct> sin ct> 

+ 

* sin sin cos ct> + A r ct> ct> cos ct> 

r de/>= -w r 
dt 

Pijlrichting correspondeert 
* * met A < O. Voor A > 0 pijl-

richting omkeren. 

Kenmerk: Elke baankromme 

nadert oorsprong voor t ➔ 00 of 

t ➔ - 00
, maar zonder gedefini­

eerde richting. 
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4. Centrum,,: wervelpunt, center, vortex point• 

A 1,
2 

= + iw 

volgt onmiddellijk uit voorgaande. 

cp = -wt. 

Kenmerk: Elke o:mgeving van oor­

sprong bevat oneindig veel ge­

sloten baankrommen. 

Stelling. Singulier punt is limiet voor alle baankrommen voor t + 00 

dan en alleen dan, als de reeie-delen van de wortels van de 

karakteristieke vergelijking negatief zijn. 

Stabiel singulier punt. 

Niet-lineaire differentiaalvergelijkingen. 

* 
f 1 2 

lim --'- = 0 
r+O r 

D ,/: 0 

* * Stel r 1 = r2 = 0 + per definitie gelineariseerd systeem. 

Vraag: Is karakter van singulier punt van gelineariseerd systeem het­

zelfde als dat van niet-lineairr systeem? 
,. • • I * * • • Intu1.t1.ef: Ja. want f 1 en r2 zeer kle1.n. In fe1.te zijn er in sommige 

gevallen moeilijkheden. 
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Defini tie. Singulier, punt, w~lke limiet is van een ( niet gedegen,) 

familie baankrommen voor t + 00 oft+ - 00 noemen wij een 

limiet-1;>unt. 

Knooppunten en spiraalpunten zijn limietpunten, zadelpunten en centra 

zijn het niet. 

Definitie. Stabiel limietpunt is een limietpunt voor t + 00 • 

Instabiel limietpunt is een limietpunt voor t + - 00 • 

Stelling. Als x1 = x2 = 0 limietpunt is voor gelineariseerde verge­

lijkingen, dan is het ook limietpunt voor niet-lineaire 

vergelijkingen. 

Opmerking: De meer algemene venie van deze stelling zullen wij later 

ontmoeten in het Poincare-Liapounoff theorema. 

Be'W\.JS,• Beschouw eerst Re (;x. 1, ;x.2 ) < O. (Stabiel knooppunt of spiraal­

punt). 

Noem ~ = ~1, n = ~2, dan volgt in vectorvorm: 

Aangezien Re(;x.i) < O, bestaan er reele getallen k > 0 en o > O 

zodanig dat 

A.t 
le J. I < k e-ot t > o. 
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Er volgt: 

Gegeven E > O, dan bestaat er o > 0 zodanig dat 

11 r*I I :.. 11 ~ I I voor 11 ~ 11 ~ o (uit fund. hypothese 

blz. 15). 

Stel I l~(e)I I~ o. Wegens continuiteit bestaat er een interval (O,t) 

zodanig dat I I ~ 11 ~ o • 
Er volgt: 

Bewering: 

11<11 :,.kll<(O)ll•-at + • J: •-(t-,)all<lld• 

e0 tll<II :,_kll<(o)II + • J: •0"ll<lld,, 

Demonstratie: 

Dus 

k II ~ ( 0 ) II eat I I ~ 11 = 1/> ( t ) 

~(t) :,_ 1 + E J: ~(,)d, 

f
t * 
0 1/J(,)d, = 1/> + 

* dEl/> 
--d:t d * * ---* :_ E 'dt ln( 1 + El/> ) :._ E ,ln( 1 + El/> ) ~ Et 
1 + El/J 

* Et 1 + El/J < e • 

Et 
1/>(t)~e. 



Wij hebben dus: 

Wij kunnen E zodanig kiezen dat o - E > O. Dus: 

Als in den beginne I IE; 11 S. o/k zodanig dat 11 r*I I 2,. f 11 E; I I en 

o > E, dan blijft I lt;I I < o te allen tijde en 

A.ls nu 

* t = ... t, ! 

lim 11 f; II = 0 • 
t-+oo 

(Instabiel knooppunt of 

spiraalpunt) 

dt;. 
d
-ti = + I i\ . I~. + r~ 

1 l. J. 

Ii\. It;. - r'7 
1 1 J. 

en dit is juist het geval, dat 

wij hiervoor hebben onderzocht. 

In feite hebben wij dus het volgende bewezen: 

Als O stabiel limietEun~ is van gelineariseerde vergelijking, dan bestaat 

er een orngeving S(0) zodanig dat voor E;(0)E. S(O), lim f; = 0. 
t-+oo 

Als O instabiel limietpunt is, dan geldt het bovenstaande t.a.v. 

lim f;. 
t-+-oo 

Voor instabieibe limietpunten is formele resultaat als volgt: 

11 t 11 .:. k 11 ~ ( O) 11 e ... ( o-e: ) (-t ) 

g~ldig voor alle t < O, onder de veronderstelling dat bij gekozen 

E < o 11 f; ( 0) 11 < ! Zoda.nip: dat 11 r",...1 I 2-. i I I~ I I • 
Wij hadden uiteraard een andere tijdsoorsprong kunnen kiezen 



Veronderstel nu 
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ll~(t0 )1 I < o* en beschouw t 1 < t 0 

ll~(t 1 )11 < ll~(t0 )II• 

M.a.w. Er bestaat een kleine omgeving van de oorsprong I l~I I < o* 
zodanig dat indien voor twee tijdstippen t

0 
en t

1
, t

0 
> t

1 
geldt 

dan geldt tevens 

Conclusie: Karakter van limietpunten t.a.v. stab. wordt weergegeven 

door gelineariseerde vergelijking. 

Het enige dat dus zou kunnen gebeuren is dat gelineariseerd knooppunt 

overgaat in spiraalpunt en vice versa. 

StelliE-,g. Als O een spiraalpunt is voor gelineariseerde vergelijking, 

dan is O ook spiraalpunt voor niet-lineaire vergelijking. 

Opmerking: Wij weten reeds dat O een limietpunt is. Dus r + 0 voor 

t + + oo. 

Wij gaan nu over op polaire coordinaten, als op blz. 14. 

X = r COS q> 
1 

r~ = 
dt - <4:lr - sin 

x = r sin 4> 
2 

* 4> f 1 + cos 4> 

* * 
~= 

f f2 
- to - sin 4> ...l + cos 4> -dt r r 

* 
Neem stabiel limietpunt: r + 0 

r, 2 
.......!.1.:. + 0 als t + oo. 

r 

Dus lim. ~ = -l.o. 
t➔oo dt 

q> = - oot + Eo 

* f2 

• 

Qpmerking. Knooppunt voor gelineariseerde vergelijking kan een spiraal­

punt blijken voor niet-lineaire vergelijking. 



Voorbeeld: 

ds = 
dt 
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n - s - ------
log Vs2 + n

2 

Gelineariseerde vergelijking geeft een "proper node". Niet-lineaire 

termen voldoen aan de veronderstellingen. 

Ga nu over op polaire coordinaten. 

s = r cos <P ; n = r sin <P 

dr d<j> r sin <P 
dt cos <P - r sin <P dt = - r cos <P - log r cos <P 

+ 

sin <P 

4 

E = ... r; 
dt 

r M = r 
dt log r 

d<P 
dt = log c 1 - t 

sin <P cos <P 

Dus een spiraal die almn.aa;r snelleir draai t. 

Resum.€. Indien gelineairiseerde vergelijking limietpunt oplevert, 

dan is dit inderdaad een limietpunt voor niet-lineaire 

vergelijking met korrekt karakter t.a.v. stiab~ Slechta 

in geval van knoop voor gelineariseerde vergelijking kan een 

type-verschuiving naar spiraalpunt optreden. 

Zadelpunt. Kenmerk van zadelpunt was, dat met uitzondering van n-as, 

geen enkele kromme O tot limietpunt had. 

ar. 
Stelling. Als ax~ bestaan en continu zijn in O 2,. r .::_ r 0 , en O een 

,, 

J 
zadelpunt is voor de gelineat±seerde vergelijking, dan 

bestaan er voor de niet-lineaire vergelijking, behalve de ge­

~enaereerde~ geen baankrommen, die O tot limietpunt hebben. 
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>. > O. 

(I) 

(II) 

Veronderst el 11~11 < 0 

Besch. II. 

Kies e: < >. en 11 ~ ( t
0

) I I ~ o* < o 

dan geldt 

dus O kan geen limietpunt zijn voor t-+ - 00 • 

Besch. I. 

* Door in te voeren t = -t volgt 

en dus 

en uiteindelijk 
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Kies£<:\ en 11 ~, t
0

) I I < 0* < 0 

1~1<t1)I <lt~(to)I 

Pus O kan geen limietpunt ziJn voor t ➔ +00 • 

Maar er kunnen gedegenereerde gevallen voorkomen met ~
1
(t

0
) = 0 of 

~2<to) = o~ 

Dus: Ook het zadelpunt wordt door gelineariseerde vergelijking juist 

weergegeven. In feite doen de enige moeilijkheden zich voor bij het centrum, 

Centrum. Dit is het enige geval waarbij een p;elineali'i:f!!.e~.rule,:, v~r@:elijking een 

niet-limietpunt singulariteit heeft, terwijl niet-lineaire 

vergelijkingreen limietpunt kan hebben. 

Voorbeeld. 

Gelineariseerd: 

X = r COS <j> 
1 

x
2 

= r sin <j>. 

!~ cos <j> - r sin <j> * = - r sin <j> • r
2 

cos$ 

: sin$+ r cos <j> * = r cos$ - r
2 

sin <j> 

-9-!.= ... r2 
dt 

l=t+.L r r 0 
cf> = t + const. 

(t + .L)-1 
ro 

r = J 

cos <P 

+ 

sin$ 

spiraalpunt 

sin$ 

cos cf> 



Verklaring: 
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Er is niet veel voor 

nodig om van eon­

centrische cirke1s een 

spiraal te maken. 

Er bestaan analytische criteria waarmee men in sormnige gevallen kan 

beslissen of een centrum een spiraalpunt wordt of niet. 

Wij zullen bier echter zonder bewijs vermelden: , ~:r 

Stelling. Als O een centrum is voor gelineariseerde vergelijkingen 

dan is O of een centrum of een spiraalpunt voor de niet­

lineaire vergelijkingen. 

Voorbeeld complete configuratie 

Uiteraard kan een niet-lineaire differentiaalvergelijking meerdere 

singuliere punten bezitten. Voorbeeld: 

dx1 2 2 + 1 --- = - x1 - X dt 2 

dx2 
-= - X dt 2 

Singuliere punten: x2 = 0 x1 = + 1 • 

a) x, = 1 , X = 0 transf. X = n x, - 1 = ~ 2 2 



.91 ~ -2C - C2 ~ 2 dt ~ ~ n 

dn 
~ = -n dt 

b) x1 • -1; x2 • 0 

2 • 1 - 1 = ,ct - 2> 

~ = + 2t - 'f,2 - n 2 
dt 

24 

geass. lin. syst. 

>.. 1 = -2 

>..
2 

= -1 

Dus knooppunt ( sta;biel}" · 

geass. lin. syst~ 

>.. = +2' 1 . 

>.. = -1 
2 

Dus za.d.elpunt. 
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Merk op 

2 2 a.x 1 1 - x
1 

- x2 -=------=O 
dx2 

Meer algemeen: voor 

d.w.z. 1 2 
+ iiC • 

Dit is de methode van de isoclinen. 

-- ----.is de eeparatrice. 

Voorbeeld-hogere orde singulier punt 

d~ = - ~ 
dt 

-(t ... t
0

) 

~ = ~o e , 

~ = L . ~ = dn ; 
dn 2 ' ~ 2 

n i 1 n 
-('i'I' - -) 

c- c- ri no 
"' = "'O e 

2 2 als x
2 

+ x1 = 

. dn 2 a:r=-n 

n = 1 + n
0
(t - t

0
) 

ln ~ = _ l + L + ln ~
0 n n0 

n 

Half knooppunt 

half zadelpunt 



1 dan is voor t ... t 
O 

+ Tn-;r n + -«> 

en a.ls t ... t 0 > f~ol da.n 'l'l ;;,, fl,,. tu,u 

"Sne.p" naar de :reebterk!Ult"' 

Dit m.erltwaard.ig gedra,; ontsta.e.t ~teen physisch systeem.we,llicht 

ae geda.ante zou betibe,n 

a > 0 

. 1 t' 0 b. 1· . ..:a • en da.n 1s n ~ ... -, .,, = een sta. 1el 1m1etpunt . ep ~e ne~a:tiave n•tt.s 
Cl, 

tq:e,:af fut op.lesiing• ~av toe ge;'llt .. Ala l~t << 1 dan lit,t;t dit punt ver 

links, m.a.a.r llla,@; nooit vel!'~eten word.en. 

yidere Iii i!JSU;l ~~re ~un~pp 

Singw.iere punten op het oneindi~e hebben weinig 'PRetiscbe betekenis. 
Meeste difterentie.al verp:elijking·en :representeren een mathema.tisch 

model, we.aria eventueel xi eindi.g (en vaak zelfa klein) zijn veronder­

steld. 
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Hoofdstuk III. Periodieke Oplossingen 

Limietgedra.p: van t -+- .!,<•000 behoeft niet door een singulier punt te 

worden gepresenteerd. Men kan ook periodieke oplossingen hebben. 

Voorbeeld I. 

x
1 

= r cos ct>; x
2 

= r sin cj>. 

* cos ct> - r sin ct>*= r sin ct>+ cos ct> (1 - r
2

) 

!~ sin ct>+ r cos ct>*= - r cos ct>+ sin ct> (1 - r
2

) 

§!.. = 1 - r 2 
dt .2!=-1. dt 

cos ct> 

+ 

sin ct> 

sin ct> 

cos ct> 

Merk op: gelineariseerd een spiraal om nulpunt. Dus niet-lineair ook. 

Echter: wij kunnen exact integreren. 

ct>= - t + cp
0

• De oplossing is periodiek, 

periode T = 2'1r. 

.J!!:....=dt 
2 1-r 

➔ ~ log 11.:!:£.l = t + c 1-r 

jj:Mr=1. 
t-+oo 

Limit :: cycle, grenskringloop. 
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Merk op: eind-a.m.plitude ona.fha.nkelijk van begincondities. 

t ➔ co x
1 

+ cos t 

x
2 

+ - sin t. 

Dit is wezenlijk verschil met lineaire trilli~en. 

Voorbeeld van stabiele limit cycle, grenskrinp;loop. 

Voorbeeld II. 

d.r 2 - = r(r - 1) dt 
d<P dt = ... 1. 

Wij kunnen uite:re.ard exact integreren, ma.e.r ook zonder da.t: 

r = r 0 = 1 is een oplossing (limit cycle) • 

.9£. > 0 
dt voor r > 1; .9£. < 0 

dt voor r < 1 .. 

Dus instabiele Eeriodieke oplossing (spiraal pijltje omdraaien). 

Voorbeeld !IL, 
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dr 2 2 2 dqi dt = r ( r - 1 ) ; dt = - 1 • 

r = r
0 

= 1 is een oplossing • 

.9£. > 0 
dt voor r > 1 en r < 1. 

Semi-stabiele periodieke oplossingc 

Voorbeeld rv. 

Et= -dt 1 • 
dr .. 2 1 
dt = µr(r - 1 )sin( 2 ). 

r - 1 

1 
Dus: Limit cycles voor - 2-- = nn 

r - 1 

2 1 r = 1 + -n nn om de beurt 

stabiel en instabiel (enigszins ziekelijk voorbeeld). 

Voorbeeld V. 

El.=- 1; dt 
dr 2 2 2 2 2 dt = r(1 - r )(2 - r )(3 - r ). 

Drie period~eke oplossingen 

dr 
dt 

ins ab. 
I !,\tab. 

I 
• I 1-. 1:t\Stai,,. stab. 

I 

I 

3 limit cye-les 



30 

Hoofdstuk IV. Existentie stellingen, Limit c1cles 

Theorie van Poincare-Bendixson. 

Laat gegeven zijn een gesloten ring-vormig gebied D, begrensd door 

twee gesloten krommen c
1 

en c
2

, zodanig dat binnen D zich geen 

singulier punt bevindt • 

.Als ~ baankrommen die c
1 

en c
2 

snijden met to,enamende (of met af­

nemende) t gebied D binnenkomen, dan bevat Deen limit cycle. 

Aanschouwelijk is dit zonder meer duiuelijk: de baankromrne kan nergens 

naar toe. Maar er zou nog een random beweging binnen D mogelijk zijn. 

Dit is een praktische formulering. De abstracte komt later. 

Voor het bewijs is het nodig eerst een stuk theorie te ontwikkelen. 

Definitie. Halve baankromm.e C+: verzameling punten P(t) van x1$x2-vlak 

zodanig dat hun coordinaten $
1

, $
2 

oplossingen zijn van de 

vergelijking voor t _::. t
0

• 

Halve baankro:mme C-: analoog gedefinieerd voor t .::_ t 0• 

Limietpunt: Q is een limietpunt van c+ als er een rij reele 

getallen t bestaat met lim t = ~ f.Odani~ dat 
n n-+oo n 

lim P(t ) = Q. 
n-+oo n 

Analoog voor limietpunt van C~. 



31 

Verzameling van alle limietpunten van C+ is L(C+), die van 

C- is L(C-). 

Complete baankro:mme: vereniging van C+ en C-. 

Laat Deen open, begrensde verzameling van x
1

, x
2 

zijn, zodanig·dat 

oplossingen van vergelijkingen ~.(t, ~-) continu zijn t.a.v. ten van de 
1 1 

beginvoorwaarde ~1, ~
2

, mits ~i $D. Bestaan van zulk gebied volgt uit 

existentie- en eenduidigheidsstellinp:en. 

Stellinp: I. AJ..s C+ bevat is in een gesloten subset K van D, dan is 

L(C+) 

1) niet leeg 

2) gesloten 

3) samenhangend. 

+ Bewijs. 1) Daar alle punten van C tot een begrensde verzameling K 

behoren, kan men altijd een rij t + 00 construeren, zodanig n 
dat P(t ) in K blijft en convergeert naar een punt van K n 
(daar K gesloten is). Dus L(C+) is niet leeg. 

Bolzano-Weierstrass. 

Veer in een rij tn met eigenschap t + 00 als n + 00 ,{P(t )} is begrensde 
n n 

oneindige verzameling, en bevat dus een convergerende oneindige rij. 

Rest te bewijzen, dat deze convergerende rij de eigenschap bezit, dat 

t + 00 voor m + 00 • 
m 

Neem een willekeurig voorschrift n + m. Zij Q het limietpunt, dan 

m > M 

( d afstand) • 

AJ..s de kro:mme zichzelf een keer of oneindig vaak snijdt, kan men Manaf 

het laatste snijpunt redeneren. 

Werkelijk uitgesloten is, dat de kromme zichzelf oneindig vele keren snijdt. 

AJ..s geen van de sn:i'jpunten oneindig vaak optreedt voor t + 00 , dan nemen we 

t > t;, waarbij t; een moment is, waarna geen snijpunten meer optreden. 
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Voor eindige n1, n2 kan nu dU'(t ), P(t )] niet meer willekeurig 
n

1 
n

2 
klein worden (dan immers weer een snijpunt). 

Bijgevolg kan de tm-rij niet worden opgebouwd uit tn, n .::_ N eindig 

(kenmerk van Cauchy zou niet opgaan). tm~rij is dus opgebouwd uit 

aftelbaar oneindig veel elementen van t -riJ' - n 

Daar wederom voor eindige tijden d niet willekeurig klein kan worden 

gemaakt, moet gelden: t ➔ 00 voor m ➔ 00 • 
m 

2) Te bewijzen: ieder,-verdichtingspunt van L(C+) behoort tot 

L(C+). 

Zij Q een verdichtingspunt, d.w.z. Qn€ L(C+), n = O, 1., 

zodanig dat lim Q = Q, d.w.z. d[Q , Q} ➔ 0 als n-+ 00
• 

n➔oo n n 

... 

Nu bestaat er voor elke € > 0 een getal N > 0 zodanig dat 

d(!>(tn)' Qn] < i€ als n > N, want ~ is een limietpunt 

van P(t). 

Wij kunnen N zodanig kiezen dat tevens 

d[Qn' Q] < i€ als n > N. 

Maar dan 

3) Men redeneert uit het ongerijmde. 

Stel dater bestaan twee onsamenhangertde gesloten verzamelingen 

M en N, zodanig dat L(C+) = MUN. 

Daar Men N begrensd zijn en gesloten, liggen zij op een af­

stand o van elkaar. 
+ Beide verzamelingen Men N bevatten punten van L(C ). Dus: 

Er bestaan willekeurig grote waarden van t zodanig dat 

d[P(t), M] < f (als P(t) naar een punt van M convergeert), 

en willekeurig grote waarden van t zodanig dat 

d [P( t), M] > ! (als P( t) naar een punt van N convergeert). 
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Maar dan kunnen wij een rij t + 00 construeren zodanig dat 
n 

d [!>(t ) , M} = o/2 voor alle n. 
n 

Deze rij P(t ) is begrensd, wij kunnen dus een convergente subrij n 
maken P(t ) + Q. 

n 

0 
d(Q, M) = 2 . 

+ Maar Q E' L ( C ) en behoort noch tot M noch tot N: Contradict ie ! 

Stelling II. Als C+ bevat is in een gesloten deelverzameling van D 
+ en L(C) bevat een regulier punt Q, dan bestaat de baan-

+ kromme CQ door Q als complete baankromme en CQ C:: L( C. ) • 

y 

Zij C+ gegeven door 

X = </>(t; ~, n) ; 

Er bestaat een riJ. t zodanig dat n . 

~ = qi(t ; ~, n); n n 

~n + XQ 

Zij nu c0 gedefinieerd door 

y = 1/l(t; ~, n) 

n = 1/l(t
0

; ~, n) 

n + y als n + 00 • n Q 

X 

gedefinieerd voor O:., t':.,. zodanig dat ten n binnen de compacte deel­

verzameling van D blijif't. 
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Beschouw nu X = cj>(t'+tn; F;, n) = q>(t'; F;n' nn) 

y = tji(t'+tn; F;, n) = tjl(t I; F;n' nn) 

+ Voor een vaste t' ga.an cp, ljJ naar een punt van L( C ) , want deze is de 

volledige verzameling van limietpunten. 

Maar anderzijds Ht'; F;n, nn) ➔ ·<P(t'; XQ' yQ) } als n -+ QO 

tji( t I, i;n' nn) ➔ .'ip(t'; XQ' yQ) 

Deze limiet bestaat voor voldoende kleine t' en t, nEL(C+). 

Men kan nu voortzetten met de stlll;ri.daard: procedure in p6,sitieve 'en 

negatieve t'-richting (telkens bij intervallen) waaruit het beweerde 

volgt. 

Stelling van Poincare-Bendixson. (Coddington & Levinson) 

Laat C+ bevat zijn in een gesloten deelverzameling van D. Als L(C+) 

geen singuliere pun.ten bevat dan is: 

1) of C+ = L(c+) een periodieke baankromme; 

2) of L(C+) is een periodieke baankromme. 

Onder periodieke baankromrne vew,staanwij een puntverzameling zodanig 

dater voor elk punt een rij tn-+ QO bestaat zodanig dat 

Een periodieke baankromme is dan ook noodzakelijk een verzameling van 

limietpunten. 

Hieruit volgt onmiddellijk de eerder gegeven versie van de stelling. 

Voor bewijs hebben wij nog nodig een aantal nieuwe be~rippen en een 

aantal lemma's. 

dx f 
. . . h t f 1 1 Def1n1t1e.Besc ouw vec or f met componenten r1 , 2• d = f • 

X2 2 
Aldus definieert f in elk punt (x

1
, x2) een richting. 

Een gesloten recht lijnstuk l noemen we een tra.nsversaal als 

1 geen singuliere punten bevat en de richting ervan niet 

samenvalt met die van f. 
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Eigenschappen. a) elk punt van Dis een inwendig punt van een transversal. 

t=O 

b) iedere baankromme, die een transversaal ontmoet, snijdt 

deze, en alle doen dit in dezelfde richting. 

Als er omkering van richting plaats zou vinden, dan zou 

een baankromme de transversaal raken! Dit is dan tegen 

de afspraak. Voorbeeld: 

c) neem P 
0
e 1 als inwendig punt. Voor alle £ > O bestaat 

er een cirkel C£ met P0 als middelpunt, zodanig dat 

een baankromme, die opt= 0 door een punt binnen C 
£ 

gaat, 1 snijdt opt met ltl < £. 

Lemma I. Als een eindige gesloten boog A van baankromme C de transver­

saal 1 snijdt, dan is het aantal snijpunten eindig en de 

volgorde op A is dezelfde als op 1. Als C periodiek is dan 

is er ten hoogste een snijpunt. (En vice versa: als er maar 

een snijpunt is in elk punt van de baankromme, dan is de 

kromme periodiek). 

Bewijs. 1) eindig aantal snijpunten. 

Boog A: P(t) met coordinaten ~
1
(t), ~2(t), 

Stel aantal snijpunten Pn = P(tn) oneindig. 
1/:: * 1/:: ~ rij vormen tn + " als n + 00, t .:. l, .:. t • 

* -- .. t < t .:_ t e1nd1g. 

Dan kunnen wij een 



lim 4>2(tn) - 4>2(t) = 

n-+oo t - t n 
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zodat ook 

4>,(tn) - 4>1(t) 

4>2(tn) - 4>2(t) 

Maar links staat de constante richting van de transversaal 1, die per 

definitie ongelijk is aan de richting van f. Dus een contradictie! 

2) Volgorde van snijpunten. 

*) 

P1 = P(t 1 ); P2 = P(t2 ); t 2 > t 1• 

~ 2 boog op A; P1P2 lijnstuk van 1. 

J = P
1
P2 + P,P2 is een (Jordan) kromme *) die het stuk in twee 

gebieden deel t. 

Q op A voor t < t 1 en R op A voor t > t 2 ligp.en ter weerszijden van J. 
. /"""\ 

Stel dat C voor t > t 2 buiten J zou komen, dan zou deze of P1P
2 

snijden in strijd met eenduidigheid, of P1P
2 

snijden in verkeerde 

richting (zie eig. b). Dus C blijft binnen J van t > t 2 en bijgevolg 

is volgende snijpunt op 1 zodanig dat P2 tussen P1 en P
3

• 

Jordan kromme is topologisch beeld van de cirkel. Jordan Theorema: 

J op x1,x2-vlak TI. Complement van J is TI - J, is de vereniging van 

twee onsamenhangende openverzamelingen S. en S , beide begrensd door J. 
- 1 e 

s. = interieur van J, is begrensd, S = exterieur van J, is onbegrensd. 
1 e 

(c 



37 

3) Periodiek gev. Als P
1 

en P2 samenvallen dan is duidelijk C periodiek. 

Stel dat C periodiek is en P
1

, P2 vallen niet samen. Dan zou de 

boog van R naar Q terug m.oeten doqr~J te snijden, en dat kan niet, 

zoals bewezen is. Dus P
1 

en P2 moeten samenvallen. 

Lemma II. Als C+ en L(C+) (welke uitsluitend niet-singuliere punten 

bevat) een g'emeenschappelijk punt hebben, dan is C+ periodiek. 

(Zij maakt deel uit van L(C+), _zie opm. op blz. 34 ). 

B L t P P(t ) h 1 , 'k + ( +) , , ew. aa 
1 

= 
1 

gemeensc appe 1J punt van C en LC ziJn. 

Dit is een regulier punt, dus er bestaat een transversaU1 door't
1

; 

P
1 

is een inwendig punt van 1. 

Wij gebruiken nu eig. c). Neem een cirkel met P1 als middelpunt (E = 1). 

Laat bijv. voor 't > t 1 + 2, Q = P(t) binnen de cirkel liggen. Dan zal 

er een t bestaan, Ii - ti~< 1, zodanig dat P = P(t) een snijpunt van 1 
+ ... ~ 

en C zal zijn. Stel nu P niet samenvallend met P
1

, dan zou boog PP
1 

1 in een eindig aantal punten snijden en de snijpunten zullen zich van 

P
1 

verwijderen (lemma I, 2)).Maar dan is P
1 

geen limietpunt van C+ 

en ligt niet op L(C+). Dus C+ en 1 kunnen maar een snijpunt hebben en 

bijgevolg is C+ periodiek. 

Opm. Op dezelfde wijze toont men aan dat transversaal L(C+) in slechts 

een punt kan snijden. 

+ Lemma III. Als L(C ) (welke uit reguliere punten bestaat) een 

periodieke baankromme bevat, dan is L(C+) met deze baan­

kromme identiek. 

Bew. Laat c0 de periodieke baankromme zijn. Stel 

( +) ' . LC - c0 is niet leeg. 

Daar L(C+) samenhangend is (st. I, 3)), bevat c0 een verdichtingspunt 

( +) • ' van LC - c0• Laat deze Q0 ziJn, en neem transversaal 1 door Q0 • 

Uit eigenschap 3) volgt dat baankromme CQ door Q voldoende dichtbij Q0 
1 zal snijden. Uit St. II volgt, dat CQ een limietkromme is. 
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CQ is verschillend van c0, want zij behoort tot L{C+) - c0• Ma.ar nu zo• 
1 twee snijpunten met L(C+) hebben (~a.m.elijk Q0 en snijpunt met CQ). 

Dus contra.dictie in het licht van de opmerking hierboven. 

Bewijs stelling Poincar,-Bendixson. 

Beschouw een gesloten gebied, dat p:een singuliere punt en bevat, we.arin 

C+ ligt. Dan bestaat (st. I) L(C+), niet leeg, gesloten en sa.menha.ngend. 

Als c+ periodiek is (dan is zij een deel van L(C+)), dan is L(C+) 

periodiek t.p;.v. lemma IIL. 

Beschouw nu c+ niet periodiek. Er bestaat nu (stalling II) een volledige 

ba.a.nkromme c0 c.t(C+}CK. Beschouw c~. Een limietpunt P0 van C~ meet 

noodzakelijk E L{C+), want L(C+) is een gesloten verzameling. 

Laat 1 transverse.al door P0 zijn. Deze snijdt L(C+) slechts in P0 
( opm. bij lemma II), en tevens C~ in PO• 

I:mmers: 
♦ 

1) l snijdt c0: 

P
0 

is een limietpunt van c~, dus willekeurige c: ... omgeving van P0 + beva.t punten van c0• 

T.g.v,. eig .. c) van de transversal.en moet C~ 1 snijden. 

2) 1 snijdt C~ in P0 : 

C+CL(C+) 
0 

+ en L{C} wordt slechts in P0 gesneden. 

. + + + + + 3) Nu 1s P
0 

EL(C
0

)cL{C ) .. c
0 

en 1(c
0

) hebben een punt gemeen. Dus c
0 

is periodiek. T.g.v. lemma III is L(C~) periodiek en opnieuw via 

lemma III is L(C+) periodiek. 

+ + Dus c0 en L(C0) hebben een ~emeenscha.ppelijk punt (P0). T.g.v. lemma. II 

is C~ periodiek en t.g.v. lemma III is L(C+) = c;. 
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Practische toepassingen. 

De moeilijkheid is een gebied D van reguliere punten te construeren 

zodanig dat alle baankrommen naar binnen (of naar buiten) gaan. 

Vergelijking van Lienard. 

Constructie van Stoker. 

2 
!...!. + X = ""(dx) 2 .1. dt • 
dt 

Schrijf: dx - = V ; dt 
dv 
dt = f(v) - x. 

Deze formulering is meer algemeen dan men zou denken. 

Beschouw: 

a2z dz 
2 + g(z) dt + z = 0 
dt 

zoals bijv. verg. v.d. Pol g(z) 2 = µ(z - 1). 

Schrijf nu 

Stel nu 

!t ~: + G( z ~ + z = 0 

dG dz= g(z). 

~ + G(z) = 
dt 

dx dt = z. 

- X 

Wij hebben dan het systeem van Lienard. ,, 
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Stel: f(v) cont. afg. t.o.v. v en voorts 

f(v) = g(v) - av a = pos. const. 

!!a > O· (~) > a; g(-v) = -g(v) dv ' dv 
0 v= 

lg(v) I < c c = Constante. 

Singu.lier punt: x = 0 en v = 0 (g(O) = 0) 

Wij gaan construeren: c
1 

en c
2 

om oorsprong zodanig dat de richting van 

de vector (v, f(v) - x) naar binnen toe is gericht. 

dv f(v) - x - = ___,__,_ __ 
dX v 

dX 
dt = v. 

Analyse van de singu.lariteit: 

* (df. ) O b (-df) > estaat, laat 
dv v=O dv v=O 

= S > 0 en beschouw f = f - Sv, 

dan bestaat 
* * . f 0 llill - = 

v-rO V 
( di t is immers (~) = 0). 

dv v=O 

Dus gelineariseerd systeem is: 

dx0 dv0 
dt = v O ; dt = Sv O - xo • 

X = AeHs-~)t + BeHs+~)t • 
0 

Dus oorsprong is een limietpunt voor t + -~ voor gelineariseerd systeem 

en bijgevolg (zie stellingen) ook voor niet-lineair systeem. 

Dus er bestaa.t een r 0 > 0 zodanig dat de kromme 

x2 + v2 == r2 r < ro 
door alle baankrommen wordt gesneden, en wel van binnen naar buiten toe. 

Elk van deze cirkels kan dienen als c1• 

Nu C2 : symm.etrie...ov~giimgetn stel v = -v; X = -x; f(-v) = -f(v) 

dus er volgt 

dx dv a:r= v; ar= f(v) - X ( invariantie). 
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Dus baankrommen voor v < 0 kunnen warden verkregen uit baankrornmen 

van v > 0 door spiegeling. 

/ 
/ 

./ 

/ 
/ 

V 

---

X 

Stel dat wij voor v > 0 een krornme hebben geconstrueerd zodanig dat 
~ * alle baankrommen naar binnen toe ~aan, en voorts x0 = - x0 • Dan kunnen 

wij spiegelen volgens x = -x, v =_-:;;en verkrijgen een krornme voor 

v < 0 met dezelfde eigenschap. 

Dus het is voldoende het geval v > 0 te beschouwen. 

V > 0: ~ > 0 
dt 

dv = _f __ (_v __ )_-_x ___ .... <:~ c - av - :x 
dx V V 

Dus_ alle baankrommen zullen, naar binnen toe gaand, snijden de inte­

graal-kromme van 

Immers v0 is een transversaal, dus alle baankrommen snijden v0 in 

dezelfde richting. 

Het naar binnen toe gaan volgt uit 

dv dvo -<--dx dx 

Beschouw omgeving van x 

alleen als v0 ➔ o. Volgt: 
,, 

. , 
dat 

dv o. -> d::>e dv0 is een extreem punt want -- = 00 

dx , 
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XO 

Wij veronderstellen nu a< 2 en voeren in q2 

Elementaire integratie levert op 

a --t 
2 

v = - Ae 
0 

-~t 
x = c + Ae 2 

sin qt 

(a . ) 
2 sin qt+ q eos qt 

waarbij A een nog vrije inte~ratieconstante is, terwijl willekeurig 

is gesteld v0 = O voor t = o. 

Immers, in parametervorm: 

dx 
VO= dt 

d
2x dx -+x+a--c=O 

dt2 dt 

X C = ~ 

~ = 
A 1 2 e , 

A 
2 + aA + 1 = O; 

Laat nu "Ir - 4 ::, t < O. Dan is v0 .:. O als A> Oen er volgt 

Stel nu 

mr -* - Aqe2q XO :;: C 

.:g. ~ XO =- XO 
a1r --

C. '""'Aqe2q = ... 

1 A=­ 2c 

0 

q a1r 

[~2i - ,] 

~ 

XO = C + Aq. 

d.w.z. 

- Aq 

> o. 
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Dus de constructie is voltooid. Door spiegeling volgt c2 voor v < o. 

Hiermee is het bestaan van limit cycle bewezen. 

Opm. Er is een uitvoerige literatuur met variaht~n, en toepassingen 

van dit type ex. stell. en constructmes. Zie voor overzicht Cesari: 

"Asymptotic behavior and stability problems in ordinarv differential 

equations", Springer. 

Stelling van Dragilev-Ivanov. 

Laat dx dt = V ; 
dv dt = - f(x)v - g(x). 

Als: 1) xg(x} > 0 voor x :f,. O 

Jcoo g dx = co. 

2) F(x) = J: f(x)dx is een eenwaardige functie voor -co< x < +co, 

Lipschitz continu en voorts-zodanig dat xF(x) < 0 voor x :f,. 0 

en lxl voldoende klein. 

3) Er bestaan constanten N, K, K' (K' < K) zodanig dat 

F(x) .:_ K voor x > N; F(x) < K' voor x < -N. 

Dan bestaat er op zijn minst een limit cycle. 

Bewijs bijv. in Nemytskii en Stepanov: " Qualitative theory of 

Differential Equations", Princeton, p. 141. 

Stelling van Levinson-Smith. 

1 ) als hierboven, bovendien Lipschitz continu. 

2) als hierboven, maar: 

f(x} even functie van x zodanig dat 

F(x) < 0 voor O < x < x
0 

F(x) > 0 en monotoon stijgend VOOr X > x
0

. 

3) ka.n nu vervallen. 
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Dan bestaat er een en slechts een periodieke oplossing. 

Bew. bijv. in Nemytskii en Stepanov, als uitbreiding van st. Dr.-Iv. 

Toepassing. Vergelijking van van der Pol. 

Dus: 

d2x 2 d - µ(1-x)~+x=O 
dt2 - dt 

dx d . 2 
- = V ; dt _::!.. = µ ( 1 - X )v - X. dt 

p:(x) = X ; 
2 f(x) = -µ(1 - X) 

g(x) voldoet evident aan de eisen. 

~"{x) = -µx(1 - ~ x3 ) < 0 voor x < x0 = V3 
> 0 voor x > V3 

en monotoon stijgend. 

Bijg.: De vergelijking van van der Pol bezit een en slechts een 

Eeriodieke oElossing. 

,. 
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Hoofdstuk v. Stabiliteit 

Inleidi9!• Permanente oplossingen-+ limietpunten of limietkrommen, 

d.w.z. singuliere limietpunten (stationaire) 

limit cycles (periodieke oplossingen). 

Probleemstelling: a) gegeven beginvoorwaarden 11dichtbijlt een limiet­

oplossing. Gaat de oplossing naar de limiet­

oplossing? 

Definitie. 

b) Gegeven systeem in statisch of dynamisch even­

wicht (permanente oplossing). Maar stoort het 

systeem. Gaat het terug naar evenwicht? 

we. 
l 

a) en b) nagenoeg equivalent. Bij studie van 

singuliere punten in x2 hebben wij r,eeds de 

stabiliteit bestudeerd: stabiele en instabiele 

limietpunten, knooppunten en spiraalpunten. 

Nu meer algemeen. 

-= ••• 1,2, ••• ,n. dt 

Opm.: a. o kunnen functies van t zijn. 
1J 

In vectorvorm 

dX dt = .AX + f(X,t). 

A is een matrix van n-de orde. f zijn niet-lineaire termen. 

n 11 f(X() II I lxl I = I Ix. I ; lim = o. 
i=1 l X-+O I Ix I 

voor t > O. 

Dit is equivalent met:lim 
lti(~1,•••,xn,t)I 

= o. . ' I lxlT ' .. 
X-+O 
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Def. stabiliteit. Oplossing X(O) is stabiel als voor alle E > 0 er een 

o(E) > 0 bestaat, zodanig dat indien een andere op-
'" 

lessing. X voor t = t
0 

voldoet aan 

11x< 0 > - xii< o 

I lx(O) - xii 2. E voor t > to· 

Dit is stab~liteit in de zin van Liapounoff. 

Indien initieel verschil klein, dan blijft deze k.lein. 

Opm.: evident o(E) < E. 

Als geldt: 

lim llx(O) - ill= o 
t-+oo 

dan spreken wij van asymptotische stabiliteit. 

Stabiliteit van baankrommen (orbitale stabiliteit). 

Zij C een baankromme. Indien er voor elke E > 0 een o(E) bestaat, 

zodanig dat gegeven 

geldt 

dan is C stabiel. 

Opm.: 

d [x( t), c) ..::. o ( E) 

d[x(t), C] < E 

In alle andere gevallen instabiliteit. 

voor t = to 

voor t > to 

Orbitale stabilitedt gaat 

over in stabiliteit in de zin 

van Liapounoff, indien de bewe­

gingen synchroon zijn. 
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Voorbeelden: Centrum is stabiel in de zin van Liapounoff. 

Stabiel spiraal- of knooppunt is asymptotisch stabiel. 

Overzicht van de problematiek. 

Problemen: I. Stabiliteit van stationaire oplossingen (singuliere 

punten). 

II. Stabiliteit van periodieke oplossingen (limit cycles). 

Methoden: A. Storingsrekenang (local.e analyse) 

B. Directe methode van Liapounoff (globale analyse). 

Problematiek I A. Door een~oudige transformatie kan singulier ~unt 

in de oorsprong warden geplaatst. 

Zij dus X(O) = o. Zij voorts o << 1. Dan zijn, al­

thans initieel, de niet-lineaire termen klein t.o.v. 

lineaire termen. 

Gelineariseerde vergelijking: 

a) analyse van gedrag voor t + 00 van oplossing van 

gelineariseerde vergelijking. 

b) theorie, die in staat stelt uit a) conclusies te 

trekken t.a.v. gedrag voor t + 00 van oplossing van 

niet-lineaire vergelijking. (Vergelijk de studie 
. • . 2 ) van singuliere punten in X. 

Problematiek II A. Zij X(O)(t) een periodieke oplossing. 

Schri,if 
· x(t) = x(o)(t) + x(t) 

X(t) heet storingsterm. 

I lxl I = I lx(t) - x<
0
\t) 11 « 1 althans initieel. 
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dX(O) + ~ = AX(O) +AX+ f(X(O) + X t) 
dt dt ' 

(0) 
dX = AX(O) + f(X(O) t\ 
dt ' 1 

* = A{t)X + l\x, x< 0), t) (r* niet-lineair). 

Gelinea.riseerde vergelijki~: 

~- = A(t)x (A(t) zal in het a.lgemeen 

periodiek zijn). 

a) onderzoek gelineariseerde vergelijking. 

b) theorie van niet-linea.ire vergelijkingen. 

Voorbeeld storinssrekening. Verg .v .v .d. Pol. 

Zij x<o)(t) de periodieke oplossing. 

x(t) = x< 0 >(t) + x(t). 

-µ(1 - x(0)2)(x(O)) 
1 2 

~ 
- X 1 

= µ(1 - x(0)2 - 2x(O)x~ x~2}(x(O) + x~ ) 
1 1 ,- 1 2 2 

-µ( 1 (0)2) {O) 
... x1 x2 - x1. 
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Gelineariseerde vergelijkingi: 

Opm. Er zijn betere methoden voor vergY.v.d. Pol. Dit is slechts een 

illustratie van de storingsrekening. 

Problematiek I Ben II B. 

De directe methode van Liapounoff berust op de constructie van een 

functie V(x
1
,x

2
,t), die globaal iets zegt over gedrag van het systeem. 

Later zullen wij dit uitvoerig behandelen. Wij geven hier slechts 

een voorbeeld. 

Voorb. 
dx1 -=-dt 

dx2 
d't= x1 

V > 0 

2 
x2+x1(x1 

2 
+ x2 - 1) 

2 
+ x2(x1 

2 
+ x2 - 1 ) • 

!! = 2V(2V - 1) 

El,> O als V > ~ 
dt 

!! < 0 als V < ~. 

Stabiliteit als V < ~, instabiliteit als V > ~-

Later: algemene; stellingen en voorbeelden van constructie in minder 

triviale gevallen. 

Plan de campagne. 

1) Asymptotisch gedrag van lineaire system.en t.b.v. A a) 

2) Theorie van niet-lineaire vergelijkingen in verband met lineaire 

resultaten. 

3) Directe methode van Liapounoff. 
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Hoofdstuk VI. Weeaire slstemen met constante coefficienten 

De strenge theorie is eigenlijk matrix-rekening en lineaire algebra. 

Wij schetsen hier·wat wij nodig hebben. 

Transformatie. 
dx. n 
dt1 = I 

j=1 
a .. x. 
lJ J 

1 = 1,2, ••• ,n. 

Uit de matrix~theorie volgt, dater een transformatie 

bestaat 

n 
E; = I 
p i=1 

wa.ardoor de vergelijking overgaat in 

p = 1,2, ••• ,n. 

Eigenwaarden. A, zijnde de wortels van Det(a .. - AO .. )= o. 
p 1J lJ 

Wij zullen dit op elementaire wijze afleiden: 

Vermenigvuldig met nog-onbekende coefficienten o. en 
1 

sommeer 

d -dt [ I O • X .J = r LI O • 9. • .Jx • ,. 
. 1 l. 1 ' 1 . 1 l l.J J i= J= = 

Wij Willen dit zoda.nig hebben da.t 

n 
l a.a .. = AO, 

i=1 1 J.J J 

n to a.ls i #, j l o.(a .. - Ao .. )= o,o .. = 
l.
·-1 J. l.J J.J J.J 1 -"t • • 

- iu.S J. = J • 

Homogeen systeem voor n onbekenden oi. Oplossing bestaat als 

Det(a .. - AO .. )= O. 
J.J J.J 



51 

Dit is een algemene vergelijking van n-de orde in A, dus n wortels 

A = A ·p 

Bij elke wortel A hoort de oplossing p 

p = 1,2, ••• ,n. 

cr~p) i = 1,2, ••• ,n. 
l. 

Dus wij kunnen onze manipulaties op n verschillende manieren uitvoeren. 

n (p) Noem nu: ~ = I a. x. 
p i=1 l. l. 

p = 1,2, ••• ,n. 

Er volgt: 

d~ 
__J2, = A ~p dt p 

Det(a .. - AO .. ) = 0 
l.J l.J 

karakteristieke vergelijking. 

a 11 -A a12 a13 

a21 a22-A a23 ............. 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

De oplossingen zijn dus: 

an2 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

A t 
e p 

Wij moeten nu alleen neg x. terugvinden. 
l. 

a -A nn 

= o • 

Stel eerst alle AP verschillend. (Dan zijn ~p (p = 1,2, ••• ,n) lineair 

onafhankelijk). 

n 
cr~P) ~p = I x. 

i=1 l. l. 

n 
Stel: x. = I y .. ~-l. j=1 l.J J 

n 
cr~p) 

n n n 
cr~p) 

~p = I I y. -~. = I ( I y .. )~. 
i=1 l. j=1 l.J J j=1 i=1 l. l.J J 

,, 
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n (p) l a. y .. = o. 
i=1 l l.J JP 

p = 1,2, .... ,n. 

Voor elke j = 1,2, •• .,,n is dit een stelsel van n vergelijkingen met 
n onbekenden y ..• Stelsel. is inhomogeen. Voort& is ht(o~p}) :). o. 

lJ 1 
Immers, zou deze determinant gelijk nul zijn, da.n zou bet mogelijk 

zijn y .. zodanig te bepalen1 dat I y. -~- = o. en dit ka.n niet, want 
l.J l.J J 

tj zijn linea.ir ona:f'hanltelijk. 

Dus y .. zijn eend.uidig bepaald, en d.aa.rmee x~, in het geval A 
lJ ... p 

al.le verschillend zijn. 

Samenvallende wortels. 

Er zijn geen n lineair onafhankelijke ~p's. Het valt buiten het 

kader van deze cursus de afleiding te geven. Volstaa.n bier met het 

geven van het algemene resultaat: 

~ - {vp;1 (m) m 
xi= l Y . l a. t }~ 

p=1 pl. m=O lp p 
wa.a.rbij: 

k aantal verschillende wortels A p 
vp natuurlijk ~etal, hoogsten.s gelijk aan orde van multipliciteit 

van A • p 

Gedrag van t ~ ®: wordt dus in a.lie gevallen bepaald door de wortels A 
van de ka.rakteristieke vergelijking. Deze is een 

algebraische vergelijking met reele coefficienten 

p 

A , de wortels zijn dus reeel of toegevoegd complexe p 
paren. 

Stellil;lS• De triviale oplossing is: 

a) asymptotisch stabiel, als Re(AP) < 0 voor al.le P• 

b) stabiel in de zin van Lia.pounof'f, a.ls 

Re(A 1}: Re(A2) = O; Re(AP) < O voor p > 2 met v1,v2 = 1i 
c) Instabiel in alle a.ndere gevallen. 
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Naar aanleiding van de lineaire analyse spreekt men ook van: 

Stabiliteit, als Re(Ap) < 0 

Neutrale stabiliteit, als er wortels zijn met Re(A ) = O, 
p 

terwijl alle andere Re(A ) < o. 
p 

· l'.nfi,&.biY:,~:t,,,iia als er AP zijn met Re(AP) > o. 

Ve:r~elijlt; met de resultaten voor si~uliere punten in x2• 

Onafhank•~~jke oplossipgen en fundamentele matrix. 

Wij hebben uiteraard oneindig veel oplossingen, want a zijn nog vrij 
p 

en te bepalen uit de beginwaarden. Beschouw bijv. bet geval van niet-

samenvallende wortels. Dan volgt: 

n 
x.(O) = I y. ,a. 

1 j=1 1J J 

zodat bij iedere ge~even xi(O) men aj kan bepalen. 

Elke oplossing, met willekeurige beginvoorwaa.rden, noemen wij X(O). 

Wij construeren nu een systeem van n vectoren ~- = {</> •• }, zodanig 
J 1J 

dat voor t = 0 ~- = {o .. }. Dit noemen wij een fundamenteel sisteem. 
J 1J 

De matrix t(t) = {<t>ijt waarbij in de j-de kolom de componenten van Xj 

zijn geschreven, ft0ftl9n wij de fundamentele matrix. De matrix 

{o .. } noemen wij I, de identiteitsmatrix. lJ 

lt X X. X 
1 2 J n 

4> 11 •12 ----- •1j - - - - - - 4>1n 

<1>21 •22 --- -- •2j -- - -- - <l>2n 

t(t) = 4>31 4>32 - - - - - <l>3j -- ---- 4>3n 

• • • 
• " .. • 
" • • • 

<l>n1 'n2 •nj 'nn 
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Zij 
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0 
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O O O ..... 0) 
0 ••••••••••••••••••••• 

1 ••••••••••••••••••••• 
1 

a31 ••••••••••••• 

••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

Wij hebben de matrix-relatie 

d.w.z. 

(-0) 
X(t) = iP(t) • IJ! 

(O} x. = 
l 

n r 
j=1 

De fundamentele matrix voldoet a.an 

dm dm d$, • 
"' A m b. • "' d . . ..2sl dt = • "', wa.a.r lJ dt e matrix is van dt , 

terwijl dus \t>(O) = I~ 

d.w. z. 
dip.. n 
~ l <P dt = p=1 a.ip pj 

i = 1, ••• ,n 

j = 1 , ••• ,n. 

= I 

Dit is de normale definitie van matrixvermenigvuldiging. Bovendien 

kunnen wij dit als volp:t interpreteren: voor elke j staan in de i-rij 

veelvouden van x. zodat voor elke j dit de ver~elijking van het uit-
1 

ganp:spunt is. 
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Inhomogene vergelijking en fundamentele matrix 

dx. n 

dt
1 = I a .. x. + r. (t) 

j=1 l.J J ]. 

~ = A • X + F( t). 

Oplossing is: 

X(t) = O(t) • f + 1: O(t-T) • F(T)dT. 

Substitueer: 

- = - • 'i' + F(t) ------- • F(.)d. dX d~ + fto d~d(tt-.) 
dt dt 

= A • O(t) • f + A • 1: •(t-T) • F(T)dT + F(t) 

fo 1d•&:-T) - AO(t-T)\ • F(T)dT = o, inderdaad. 

Wij kunnen dit ook uitwerken in component-vorm: 

(0) ft n x.(t) = x. (t) + l f.(.) • <P• .(t--r)d,. 
1 1 0 j = 1 J l.J 

Substitueer in vergelijking: a. X + f. 
l.p p ]. 

Substitutie in rechterlid van vergelijking: 

n {O) ft n n l a. x + f. + l f.(,) l 
p=1 l.p p 1 0 j=1 J p=1 

Linkerlid = rechterlid, want 

n 
I 

p=1 
a. <P • ( t-. ) . 

ip PJ 

a. <P .(t-,)d,. 
ip PJ 



Inhomogene vergelijking. Expliciete constructie 

Wij gaan het voorgaande illustreren op een meer vertrouwde wij'ze. 

Stel alle A verschillend. De transformatie p 

n 
~p = I 

i=1 
o. x. ip 1 

levert 

d~ n 
_J2. =A~ + I o. f,(t), 
dt pp i=1 ip 1 

waarbij de laatste som de projectie van F op de p-e component van de 

~-ruimte weergeeft. 

Integratie levert: 

Dit is reeds een illustratie van de boven verkregen algemene formule. 

Immers, in de ~-ruimte is de fundamentele matrix 

A ( t ... r l -
{~ }= e P {o ). 

pq pq 

Nu x. ter~vinden: 
J 

n 
xj • I yjptp 

p•1 

n A t n n 

fa 
A (t ... r) 

x. = I y. a e P + I :f'i ( 't) f I o. y. e P }dr, 
J JP P ip JP p=1 

n 
waarbij dus l 

p=1 

i=1 p=1 

A (t-r) 
o. y. e P voor dit ~eval expliciet de componenten 
ip JP 

zijn van de fundamentele matrix. 
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Hoofdstuk VII. Lineaire systemen met variabele coefficienten 

dx. n 
dt 

1 
= l a .. ( t )x oe 

j=1 J.J J 

Uit het oogpunt van de stabiliteitstheorie gaat het ons om het gedrag 

van x. als t + 00 • Enorme literatuur. Wij volstaan hier met enkele 
J. 

fundamentele resultaten. 

Stel dat a .. (t) =a .. + a .. (t), 
J.J J.J J.J 

waarbij a .. + 0 als t + 00 • Dan is het niet uitgesloten dat het gedrag 
J.J 

van xi voor t + 00 gerepresenteerd wordt door de oplossingen van de 

vergelijking met constante coefficienten. 

Pefinitie. 

Stelling A. 

n n 
I IAI I = l 

i=1 
l la .. I. 

j=1 J.J 

Zij x:- gedefinieerd door 
J. 

(I) 
dx. n 

1 - \ it"° - l 
j=1 

.-
a,.. •• x. 

J.J J 

en x. gedefinieerd door 
1 dx. n n 

(II) dt 1 = l a .. x. + l a .. (t)x .• 
j=1 l.J J j=1 l.J J 

Als lim x. = 0 of x. begrensd en J+oo 11 a I ldt < 00 

t+oo J. J. 

dan is ook lim x. = 0 of x. begrensd. 
t+oo J. J. 

Bewijs: Wij behandelen (II) als een inhomogene vergelijking: 

J
t n n 

x. = x. + ' {. ' 1 $ ·.(t)x.(t)L$. (t ... -r)d-r 
1 J. l ., t. PJ J · ·· J l'D 

0 p=1 j=1 · -· 

met{$. } fundamentele matrix van (I). 
ip t ' 

llx(t>ll 2. ll"x<t>II + f
0 

lla<dll • llx<.)11 • ll<P(t--r)lld-r. 



Daar x. begrensd zijn, kunnen wij stellen 
l. 

I lw(t .... ) I I .::. c
0 

I Ii< t) I I .::. c0 I Ii< o) I I. 

Er volgt d.us: 

llxll ~c011X(o)II + c0 J: lla<,>11 • llx<,)11 • dt, 

Lemme. (Gronwa.11)., 

(Hebben wij in iets andere vorm reeds gebruikt). 

Zij u(t) en v(t) positieve continue :functies en k > o. 

Als u(t) ~lt + J: u(s)v(s)ds 

d.8.n is u(t) .::_ k exp {jt v(s)dst• 
0 - . 

Bewijs: , " uis);v{s}, ' < v(s)., 

J
a -

k + 
0 

u(t.)v(1:)d-r 

Integratie t.o.v. s tussen Oen t levert 

log(k + J: u(t}v(<)dt) - log k ~ J: v(s)ds, 

Dus k + ft u(t)v(1:)dt ::_k exp Jt v(s)ds 
O 0 

en dus u(t) ~ k exp 1: v(s)ds, 

,. 
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Vertaal: u + I !xi I 

Volgt door toepassing van lemma: 

llx(tlll :s_c0 llx(olll exp /c0 J: IIB(T)ilat}. 

Dus: ala 1: I I B ( T )11 dT begrensd is, dan is ook I IX( t) I I begrensd. 

In het geval xi+ 0 kunnen wij verfijnen door te stellen 

* C > 0, j.t > 0. 

Er volgt dan op dezelfde wijze dat 1 lx(t) I I + o. 

Stellinp; B. Zij i. en x. gedefinieerd als in stelling A. Indien 
l 1 

en 

dan is 

lim x. = 0 
t-+0 1 

llall + o voor 

lim x. = O. 
t+O 1 

I Jal I behoeft dus niet integreerbaar te zijn. 

Bewij s : I I IP I I ..:. c * e -µ t. 

t + 00 

flx(tll I :s_ c*l lx(o)l l•-µt + c*•-µt J: •µ~I IBI I I lxl ldT, 

Voor elke & > O bestaat er een t 0 , zodanig dat voor t.:. t 0 
11 a 11 < e. 

to . 
llx(t) II .::_ c*I l'x(o) lle-µt + c*e-µt IO ewr I !all _I lxl jdt + 

,, 
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to 
Bestaan van de integraal J

0 
eµ'I Isl I I lxl Id, volgt uit de grovere 

afschatting 

volgt 

Definitie. 

11 B I I < c 1 voor alle O .::. t !_ <», 

* - •{µ-c )t 
11 X I I .::. c 11 X ( 0 ) I I e, 

1 
• 

~ * C > C 

Pas nu toe het lemma van Gronwall met 

Volgt: 

* -e:c t ( * 
IIX(t)II .::,c~e 0 !1i(o)II • e- µ-e:c )t_ 

Daar wij e: willekeurig klein kunnen kiezen volgt 

l!x<t> 11 -+ o. 

Stelling c. Zij X en X gedefinieerd als in stelling A, met I Isl I+ O 

voor t + 00 • Als er een A bestaat met Re(A ) > O, dan bestaat 
p p 

er op zijn minst een oplossing X met lim X = 00 • 

t-+oo 

Bewijs: (zie bijv. Roseau). 
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Men kan na transformatie de differentiaalver~elijking schrijven als 

di; n 
~ = 1 I; + \ 8. I;. 
dt pp i~1 1p 1 

Vermenigvuldig voor p .:;_ k met 'fp, voor p ~ k+1 met - l;p en tel op 

(neem hierbij reele delen): 

n k n n 
l Re(A i]t 12 ♦ ReLI r 2 e. f,;. - l rp 

p=k+1 P' p p=1 p i•1 ip 1 p=k+1 

n 
I e. E.:. r. 

i=1 lp 1 

Aangezien aip willekeuri~ klein worden, kunnen wij stellen dat voor 

t > t
0 

1 d k 
2rt I I 

p=1 

, lmme-i'S eerste groep is positief, Re { } is willekeurig klein. 

Als nu de vorm tussen {} op het begintijdstip t
0 

positief is, dan 

k n 
I IE.:Pl

2
- I 

p=1 k+1 

Opnierking. Er bestaan vele verscherpingen, raffinementen en speciale 

gevallen van bovenstaande stelling. Zie bijv. L. Cesari. 

Vergelijkinp; met perio~ieke coefficienten (stabiliteit van periodieke 

oplossinp;en). 

Van de zeer uitvoerige theorie vermelden wij hier zonder bewijs de 
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Stelling van Floquet. Z1.J. dX A( ) dt = t • X 

A( t+T) = A( t) continu. 

Er bestaat op zijn minst eeh niet-triviale oplossing 

met de eigenschap 

X(t+T) = :\ X(t), 

:\ ~ 0 een constante. 

Enige resultaten van de Floquet-theorie: 

Analoog aan het geval van constante coefficienten kan er een matrix 

gedefinieerd warden, waarvan de n-eigenwaarden "n de multiplicati~ve 

constanten bepalen. 

Wij hebben: asymptotische stabiliteit als j:\. I < 1 
1 

stabiliteit in de zin van Liapounoff als 

instabiliteit als I" I > 1. 

Merk op dat indien wij eenro~lossing X(t+T) = :\ X(t) hebben, dit 
- p 

equivalent is met X(t) = e P P(t); P(t) = P(t+T). ~n de 

karakteristieke exponenten, gedefinieerd door:\ = e 
p 

Irnmers: 
r (t+T) 

X(t+T) = e p P(t+T) = 
r~ 

e P X(t), inderdaad. 

Moeilijkheid in praktijk is het construeren van de basisvectoren 

waaruit de karakteristieke matrix kan worden bepaald. 

Voorbeeld. 

Verg. van Mathieu cos 2t]x = o. 

--- stabiliteits----~ zones 

0 
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Hoofdstuk VIII. Staoiliteit van niet-lineaire system.en 

dX 
dt =AX+ F(X,t). 

Wij beschouwen eerst A als een constante matrix. Voorts 

lim Llil_L = O, uniform voor t .::_ O. 
x+ollxTT 

Stelling van Poincare-Liapounoff. 

Als de eigenwaarden A van A voldoen aan p 

Re(A ) < o p = 1, ••• ,n 
p 

dan is X = 0 een asymptotisch stabiele oplossing, d.w.z. er bestaat 

een verzamelinp; D
0

, de oorsprong bevattend, zodanig dat indien 

X(O)E D
0

, dan geldt 

Bewijs. 

lim X = O. 
t-+oo 

Definieer de fundamentele matrix w. 

_g! = A~ 
dt w(O) = l 

X(t) = 0 • f + fa O(t-T) • F(X(T),T)dT. 

Wegens w + 0 als t + ~ kunnen wij stellen 

11 w 11 2. k e -µt µ > O, k > O. 

Daar +rx# + 0 als I Ix 11 + O kunnen wij stellen: 

gegeven € > O, dan bestaat er een o > 0 zodanig dat 

€ 
<-
-k als llxll2.o. 



Stel d.us nu I lw! I < o,, d.an kunnen wij, rtolang I I.xi I _:_ o (en er is zeker 

een tijdsinti\frval waarin dit wa.ar is, wegens continuiteit) sehrijven: 

Met het lemma van Gronwall voigt 

I !xi l :.. 1tl !If I \e""(µ ... ~ )t .. 

Als wij dan f.: < µ hebben gekozen en 11111 It < ~ • dan blijf't I IX! i < o 
voor alle t > 0 en 

lim Hxll • o .. 
t-+<» 

Opmerki~. Wij kunnen zelfs een beschrijving van n0 geven. µ is de 
kleinste eigenwa.a.rde. k is een constante die slechts van 

matrix A afbe.ngt,, Gegeven de eis e: < 1.1$ dan vol,;t uit de 

wm va.n II' de ws.a.rde van o,. en daaruit i I 11 j I < f .. 
Voorbeeld. 

gelineariseerd: 

.g.. µ ! + .. i~, •-f(N, I> , 
at 

jJ > 0 

A 1,2 =t ~(-µ !,. \fµ2 - 4w2) 

Re(11.) < O. 

d.x1 . dx2 2 
dt = x2; d't = -1,1"2 ... w x1 + f(xl ,x2>• 

Als , ,~ti➔o .. I 1ir1 = 0 dan is xl = ¥2 QI O etabiel. 

G;egener,.iise'!rie ~t,ell,i,¥, .~ .. ?oi~a,' ::I.r.l-f!iR\'!lQt+.• 

Zij * = [A+ 'B(t)]X + F(X,t) 11 met B(t) + 0 ala t-+ 5 en tltl+ ~ 0 

als I !xi I + o .. 
P.ls de eigenwaa.rden van A al.le negatiet reile delen bezitten, dan bests.at 

er ee~ n0, de oorspronp; omvattend, zodl!l.nig dat indien X(O)e.D0 er ~eldt 
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lim X = O. 
t-+« 

Bewijs: X(t) = Ht) • f + I: O(t-T) • B(T) • X(T)dT + J: O(t-T) • F ds 

llc1?(t)II ~k e-µt 

IIFII ~:k llxll voor 

voor 

I !xi I < o 

t > t 
- 0 I IBI I~ ~t 

+ k .-•t J
0
° •"TIIB(T)II llxh)lldT + 

Volgt met lemma van Gronwall 

-(µ-e:) (t-t ) . . 0 
e 

Het bestaan van de integralen tussen de accoladen volgt weer uit 
c1 

grovere afschatting I IBI I ~ k O ~ t < 00,1evert 

-(µ-c -e:)t 
llxll ~kll'l'lle 1 

als bij lineaire systemen met variabele coefficienten. 

Opmerking. Als men in plaats van de gestelde eisen slechts stelt dat 

oplossingen van gelineariseerde vergelijkingen naar nul 

,. 

gaan als t + 00 , dan is niet-lineair de stabiliteit niet 

verzekerd. Dit demonstreren wij aan een voorbeeld van Perron: 
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Men ziet dat B(t)~ o. Toch gaan de oplossingen van de gelineari­

seerde vergelijking + o. Men vindt: 

Gelineariseerd: 

Niet-lineai!\& 

oplossing: 

-at x
1 

= c
1
e 

_ et sin ln t - 2at 
x2 - c2 

x
1 

= c
1
e -at 

t sin ln t x2 = e 

} + 0 ale a > l. 

Als nu 1 < 2a < 1 + ie~n en c
1 

i O da.n is lim x = ~. 
t-)-(11) 2 

(2n + Immers neem rij getallen tn = e 

t; t e ... (2/1" 
f n e-1 sin ln rd1 > f n -1r 

"0 Jt e n 

-r e sin ln rdT 

t - (2/3}rr 21rn ... (1 /~ t ... 1T 2'1Tn - (1 /~ e = e , e = e • n n 

In het interva1(tne-1r, tne-(2/ 3)r)is sift ln r <Oen lsin ln rl,:. ~, 
zodat dus 

Dus 

Nu is sin ln t = 1 n 

-1T) 
- e • 



Wij geven nog zonder bewijs een tweetal uitbreidingen: 

Stelling. Zij ~ = A(t) • X + F(X,t) 

A(t) periodiek; ta#-+ O als I lxl I -+ o. 
Als alle oplossingen x

0 
van 

dX 
......Q.. == A(t) • X 
dt 0 

naar nul ge.a.n voor t-+ 00 , dan gaan ook alle oplossingen 

X -+ 0 voor t -+ 00 • 

Het bewijs berust op constructie van funda.mentele matrix voor 

periodieke gevallen. 

Stl1· z··dX A•X+F. e ing. 1J dt == 

Als A tenminste een positieve eigenwaarde bezit en ta#-+ 0 

als I lxl I -+ O, dan bestaat er een oplossing X -+ 00 als t -+ 00. 

Bewijs zie b.v. Roseau. 

Qpmerking. Wij hebben niet ~esproken over het geval, waarin A een 

eigenwaarde heeft met het reele deel O. Dit is zeer 

delicaat. Zie bijv. Roseau. 
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Hoofdstuk IX. Directe methode van Liapounoff 

dx. 
Liapounoff-functie. Zij dt 1 = f 1(t, x1, •••, xn). 

Def'. s0 verzameling 

f1 zijn reeel en continu in s0, voorts is aan al.le existentie- en 

eenduidigheidseisen veld.a.an. 

f.(t,O) = 0 zodat X = 0 singulier punt is. 
J. 

V(t,X) reeel en continu in scs0 • S: 

av av . 
V(t,X) bezit continue eerste a.fgeleiden, d.w.z. at; ai':'°' i = 191 ... ,n. 

J. 

V(t,O) = 0 voor t _:. T. 

Vis positief semidefiniet in Sa.ls V > 0 ins. 

W(X) (dus een V~functie, onafhlil.nk.elijk van t) is positief definie\ 

als W > 0 voor alle X r/4 O en IIXI I .:. B. 
-

V(t,X) is positief definiet, a.ls er een positief de:f'iniete functie 

W(X) bestaat, zed.a.nip: da.t V _::.Wins. 

Analoge definitie voor n~ti•f semidefiniat en definiet. 

Vis begrensd a.ls IV! < M, M > O, ins. 

Begrensde V heeft een infinitesima.le bovenp:rens als er bij gegeven 

E > o een h > O bestaat, zodat IVI < e voor I lxl I <hen t > T. Dit 

betekent da.t v--,.o a.ls X...-+O uniform t.o .. v. de tijd. 

v• = ~ = IJ... + ~ av dxi = !Y + I av t . • 
dt ot i=1 axi dt at i=1 axi 1 

V' is dus de afgeleide la.ngs een ba.ankromme, a.ls wij voor X de oplos­

singen invullen .. 



Stelling van Liapounoff I. Als er een definiete functie V bestaat 

met de afgeleide V' semidefiniet en het 

teken van V' ongelijk aan het teken van V, 

dan is X = 0 een stabiele oplossing (in de 

zin van Liapounoff). 

Bewijs: Neem V positief definiet. Dus er bestaat een W(X) zodanig dat 

V(X,t) .:_ W(X) > 0 

V'(X,t)2_0 

inf 11 X 11 :5.. B; 0 < B 2. b ; 

l T 2. t < 00
; t 0 2. T 

in hetzelfde gebied. 

Beschouw een oplossing X(t) met I lx(t0 ) 11 < Ben laat [T,t) een 

interval zijn, waarin I lx(t)I I < B. Wij kunnen hebben of t 1 = +00 

of T 2. t 1 < 00 • 

Nu J: v• lx(,),,ja, = v(jc(t),t} - v[x(T),T] < o, 

Dus 0 < V [x( t) 't] .::. V [x(T) ~T 1. 

Neem nu e > O; 0 < e 2. B, laat I de verzameling zijn van X zodanig dat 

e 2. I Ix 11 2- B. Min lw(x) I = µ > o. Definieer een gebied van beginwaarden 

zodanig dat voorLI IX(T) 11 .::_ ;>.., V(X(T), T) < µ er volgt 

W ( X) _<5. V ( X ( t) , t ) .'.:. V ( X ( T) , T) < 11 • 

V(X(T), T) < µ kan altijd wegens continuiteit van Ven V(t,O) = O. 

Noodzakelijk moet ;>.. < e, want W < V < 11 voor t = T, zodat het niet kan, 

dat µ < W. 

Stel nu dat initieel I IX(T) 11 < ;>.., dan kan het niet p;ebeuren dat 

I IX(T) 11 > e voor t > t 2 > T, want dan zou gelden 

µ > vlx(t),t I > W(X) > Min w(x) > µ, 

dus contradictie. 

Bijp;evolg I lxl I < e voor alle t en dus stabiliteit in de zin van 

Liapounoff. 
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Voorbeeld van toepassing. 

• X 
3 

dx 
8 ~ = ( Y .., O) • x

1 
• X 

d.t 3 

dx 
a ~ = ( ~ - y) • x

1 
• x dt 2 

Stationa.ireopl,bijv.: 

Stel dus nu: 

y f • (a - S)nc; 

f3 £ • (y ... a)(z-0 + t)r; 

Ka.rakteristieke ver~elijki~: 

r,2 1 2 ] ALA ... airo(y ... a)(S ... y) 

O<y<S<a 

= o. 

~0 constant 

dit is het gemakkelijkst 

op te lossen door bijv. 

c0 te elimineren. 

Dus A1 =Oen \ 2~3 ima~inair~ want~ r~(y - a)(a - y) < o. 
Van alle drie ei~enwaarden is het reele deel dus nul. Di t is het p:eval, 

waarvoor wij p:een stelling van Liapounoff-Poincare hebben afgeleid en 

het verkrijgen van resultaten zeer moeilijk is. 
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Nu directe methode: 

Vis positief definiet. 

~ = 2:i d~ + av~ + av~ = 2{ ••• } • 2y(ro + ~) a.-Ya nz; + 
dt a~ dt an dt az; dt 

+ 2{ ••• } • 2an • Y,'g~ (r
0 

+ ~)r; + 2n '3-Y • y:a. (r
0 

+ ~), 
p a. µ 

{ 
l '3-y a.-y '3-y ) 

+ 2 ·••I 2a.r; • a (r0 + ~)n + 2z; T · 7 (r0 + ~ n. 

V' = O. 

Opmerking: Als wij alleen V = {a.z;2 + an2 + y[2r0~ + ~2]} hadden 

genomen, dan was ook V' = O, maar V was alleen positief 

semidefiniet, want { ••• } kan nul warden. 

Dus aan de eisen van de stelling is voldaan, bijgevolg is de oplossing 

~ = n = z; = 0 stabiel in de zin van Liapounoff. 

Merk op dat de vorm van V uit de hemel valt. De hele moeilijkheid van 

de Liapounoff-methode is ook inderdaad de constructie van V, waarvoor 

in het algemeen weinig richtlijnen zijn te vinden. 

Stelling van Liapounoff II. Als er een definiete functie V bestaat, 

met infinitesimale bovengrens, zodanig 

dat V' eveneens definiet is en ongelijk 

van teken, dan is X = 0 een asymptotisch 

stabiele oplossing. 

Opmerkinp:: in vergelijking met stelling I hebben wij hier twee extra 

eisen: 

1) V uniform ➔ 0 als X ➔ 0 

2) V' definiet en niet meer semidefiniet. 
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Stelling van Lia.,1?2uno:f'f ,,III,. Als er een definiete :f'unctie V bestaat 

met een infinitesim.ale bovengrens en 

definiete V' en een X(t), zoda.n.ig da.t 

I lx(t) I I < b (b willekeuri~ kleint en 

voor t > t 1 >TV en V' hetzelfde teken 

kunnen hebben da.n. is X = 0 instabiel .. 

Bewijs van stelli~ II en III bijvoorbeeld in Roseau en in Cesari. 

dxi av 
~ . .........,.. 
dt ax. 

]. 

i • 1.,2, .... ,n .. 

Vis een willekeurige functie van x1, •••• xn en differentieerbaar 

wa.arbij de ef~eleiden continu zijn. 

Nu is 
av u. 2 

l _:.. -l. = I { av ) = v• positief detiniet. ax. dt ax. 
J. l. 

Du.s: a.ls V negatief detiniet is, da.n is X = 0 stabiel. 

els V positief definiet is, de.n is X • 0 insta.bieL, 

Beweginp; van een eenheidsma.ssa.-punt in een potentiaa.1-veld W(x
1
,x2,x

3
). 

Wij veronderstellen W(O,O,O} = o .. 
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Dus V' is semidefiniet. Als W positief definiet is, dan is ook V 

positief definiet en X = 0 is stabiel in de zin van Liapounoff. 

Toepassing III. Conservatief dynamisch systeem. 

i = 1 ,2, ••• ,n. 

His de functie van Hamilton. 

clH clH 
Zij nu H zodanig dat H(O) =Oen - = - = O voor p. = O, q. = o. 

clp. clq. 1 1 

Dan is p. = q. = 
1 1 

1 1 

0 een oplossing. H = U + T, waarbij T, de kinetische 

energie, positief definiet is. Dus als potentiele energie U positief 

definiet is, dan is de oplossing stabiel. 

Opmerking: Er is een zeer omvangrijke literatuur met verdere uitbrei­

dingen, verscherpingen en toepassingen van deze methode. 

Stellingen van Poincare-Liapounoff en de tweede methode. 

Men kan met de tweede methode bijzonder elegant de eerder gegeven 

stellingen bewijzen. 

Beschouw: 

Neem als voorbeeld het geval, dat A, reeel en negatief is 
1 
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Beschouw nu 

Nu is 

dus 

V = ~2 + ••• + ~
2 positief definiet met infinite-

1 n 
simale bovengrens 

dv 
n d~. n 

2 -= 2 ' l:' l l"I ' 'l:' 2 dt l ':, i dt = C. l A • ':, • + 
i=1 i=1 1 1 

n 
I 

i=1 
* ~.f .. 

1 1 

lr71 < e:lltll voor 11~11 < o 

n * 2 I I t,f-1 < 1::lltll voor lltll < 0 
• 1 l J. 1= 

Bijgevolg bestaat er een omgeving van de oorsprong, zodanig dat 

dV . f' . . d.t negatief de 1n1et is. 

Dus asymptotische stabiliteit. 

Nu gegeneraliseerde stelling van Poincare-Liapounoff. Wij beschouwen, 

terwille van de eenvoud, de vergelijking 

dt. n * 
At1 = A.t. + I a .. (t)t. + r.(~1, ••• ,, > 
~ l l . l Jl J J. n 

J= 

met lim B.i(t) 
t--),00 J 

= o. 
n 

Neem. weer V = I 2 t .• 
i=1 l 

1 dV --= 2 dt 
n 2 n n n * I A.~.+ I ~- I s .. {t)t. + I ~.t .• 

i=1 l l i•1 l j=1 Jl J i=1 1 l 

Wegens het naar nul gaan van S bestaat er een T zodanig da.t T.:, t < ~ 

en I l ~. I a.. ~. I < e: I I~ I I 2 d.us als A
1
. reeel en negatief, dan. hebben 

l Jl J 

wij onm.iddellijk de asym~totisehe stabiliteit. Voor het geval Re(A.) < o, 
J. 

is het bewijs iets ingewikkelder,ma.ar ook la.ngs deze weg te bereiken. 



75 

Het geval Re(>.. 1) = O, Re(>.. ) < O, .n > 1. 

Wij gaan nu, volgens Liapounoff's tweede methode, dit geval beschouwen, 

waarvoor wij nog geen stelling van het type Poincarf-Liapounoff hebben 

afgeleid. (Andere gevallen van dit type onderzocht door Malkin.) 

Wij beschouwen ter vereenvoudiging "p reeel en alle verschillend. 

x. = Z: Y .. ~. 
1 1J J 

levert: 

Zij nu 

V = l ~~. 
J 

dV n 2 n * 
d-t = 2 l >...t. + 2 if

1 
t,f .• Zij nu >.. 1 = o, >.. < O (a> 1). i•1 1 1 _ 1 1 _ n 

Wij schrijven: 

Neem nu 11 ~ 11 < 0 , 

De tweede groep van termen is ne~atief definiet. 

Dus: als ~1r7<~ 1 ••• ~n) ~gatief definiet is, dan hebben wij stabiliteit. 

Maar als ~1f7(~ 1 ••• ~n) positief definiet is, dan hebben voor 

~2 = ~
3 

= ••• = ~n = 0 Ven V' hetzelfde teken en hebben wij instabiliteit. 

,. 
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Hoofdstuk x. De ontwikkeling van Poincare 

Inleiding. Beschouw de vergelijking van Van der Pol: 

2 dx e(1 - x) dt; £ parameter met O < e << 1. 

Wij zoeken een ontwikkeling van x naar deze parameter, in 

het bijzonder de periodieke oplossinp:, waarvan het bestaan 

reeds bewezen is (p. 44). 
Transformeren tot integraalvergelijking:' 

x = a0 cost+ b0 sin t + • f: sin(t-t•)(1-x2) :, dt'• 

x(O) = a0 ; x' (O) = b
0

• 

Wij kunneti tijdsoorsprong zodanig kiezen, dat b.v. b0 = o. 
Voor de he.nd ligt de ontwikkeling 

QO 

x = I enx (t) 
n.:o n 

met 

Dit levert de identiteit (wij veronderstellen, dat de ont­

wikkeling convergent en differentieerbaar is); 

Gelijkstellen van gelijke machten van E levert: 

xn = f: sin (t - t')F(x0, x1, ,,,, xn_,)dt', 

La.ten wij als voorbeeld x1(t) berekenen. 
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Jto x1 = - a0 sin(t-t')(1 - a; cos2 t')sin t' dt' 

Daar (1 -
2 2 . 2 t' )sin t' (1 -

, 2) . t' - 1 2 3t' ao + ao sin = 4 ao sin 4 ao sin 

geldt 

a0{(1 - 1 2r sin sin(t-t')dt' - a 2 I: sin sin(t-t' )dt'} X = - 4 ao) 0 t' ao 3t' 
1 

2 Jt 2 ft - - ~ ao { ( 1 - a ao) 
0 

[cos ( 2t '-t) - cos t] dt' - a ao 
O 

[cos ( 4t '-t) 

- . 2 It - cos(2t 1+t)]dt 1 }i= - ~ ao{ (1 - a ao)[~ sin(2t'-t) O - t cost] 

- a a~[a sin(4t•-t)lt _ ~ sin(2t'+t)lt1t 
0 0 

1 "() 1. 3 1.] - 4 sin -t - 2 sin t + 2 sin t 

1 ( 1 2) 1 ( 1 2) . 1 3 i3 . 1 . ] x 1 = 2 a0 1 - 4 a0 t cost - 2 a0 1 - 4 a0 sin t + 8 a0 L4 sin t - 4 sin 3t • 

Wij zoeken een periodieke oplossing. Een manier om een reeks periodiek 

te laten zijn is elke term periodiek te laten zijn. Dit betekent: 

seculaire termen alle o. 

--+ 

De amplitude van de oplossing is hiermee vastgelegd. 

Men zou dan krijgen 

3 . 1 . x1 = 4 sin t - 4 sin 3t. 

Gaan wij echter x, n > 1 na, dan komen de seculaire termen terug. Wij n 
moeten ons dus meer vrijheid verschaffen en ons uitgangspunt herzien. 

Misschien heeft de periodieke oplossing niet de periode 2~. Bovendien 

convergentie? t 
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Laten wij opmerken dat wij, naast een zorgeloosheid t.a.v. de conver­

gentie, met grote willekeur te werk zijn ge~aan. 

271' Wij kennen de periode a priori niet. Zij deze - • Wij vermoeden 
w 

cJ. 0) = 1 • Wij kunnen dus slechts stellen 

271' x(t) = x(t + -), w onbekend. 
w 

Onder de veronderstelling van convergentie van de reeks is dit: 

"" "" l €:nx (t) = l 
n=O n n=O 

n ( 271') €:X t+-. n w 

Di t behoeft niet te betekenen x ( t )· = * (t + 
271') want e·en reeks van n ·· n w ' 

niet-periodieke functies kan best· e1H1 p.eriodieke functie opleverer:. 

Voorbeeld: 

cos(1+€:)t =cost cos €:t - sin t sin €:t = 

=cost - €:t sin t - ~ €: 2t 2cos t + 't €: 3t 3sin t + • • • • 

Zeker is de algemene term niet periodiek met periode ~:€: , de som 

echter wel. 

Wij gaan nu de fundamentele behandeling van Poincare volgen met enkele 

moderne modificaties. Historisch bezien bestaan er verschillende 

methoden (b.v. Lindstedt) die echter veelal hun betekenis hebben 

verloren. 

Ontwikkelingsstelling van H. Poincare 

Er bestaat een aantal verwaterde versies. Om de mogelijkheden en 

beperkingen te zien, geven wij hier de algemene formulering. 

Niet-lineair probleem. dX dt = f(X,t,€:) 

[x}t=O = XO 

f(X,t,€:) is te ontwikkelen, d.w.z. voor O ~ t:., t 1 
kan in een ~ebied van X, €: f wo-rden· · ontwikkeld in 

convergente Taylor-reeksen naar X - t(t) en naar €:. 



79 

Opmerking. De ontwikkelbaarheid stelt een eis aan de vorm van f, 

waaraan vaak automatisch is voldaan, omdat f een polynoom 

is. Bovendien speelt bij autonome systemen het tijdsinter­

val niet mee. 

Genererend probleem. 

d~ dt = f(~,t,O) 

[~]t=O = ~O 

Wij beschouwen een oplossing ~, gedefinieerd voor O < t ..::_ t
1 

binnen 

het gebied, waarin f te ontwikkelen is. 

Stelling. Voor voldoende kleine € en 

I lx0 - ~0 1 I < € • c0 (c0 constante) 

bestaat er een functie X, welke voldoet aan het niet-lineaire 

probleem en te ontwikkelen is in een convergente machtreeks 

00 

X{t,d = l 
n=O 

voor O < t < t
1

• De reeks 1s term voor term differentieerbaar 

en 
00 

: = I 
n=O 

n dX(n) 
€ dt 

De convergentie van beide reeksen 1s uniform in O ..::_ t ..::_ t
1

• 

Volledig bewijs in Roseau. Eenvoudige formulering in Davies & 

James. Schets in Minorski. Oak in Coddington & Levinson. 

Bewijs van de ontwikkelingsstelling van Poincare voor twee dimensies 

( enigszins schetsmatig). 

Wij transformeren eerst: 
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§! + d; = f ( Z+ C t £ ) 
dt dt <:.' ' 

dZ f(Z+E;, t, £ ) f( E;, t, 0) -= dt 

llzllt=t 
0 

<£Co• 

Wij schrijven dit in de vorm 

dZ 
£ ) ' E;(t). dt = G(Z, t, daar E; = 

Merk op dat G(O,t,O) = O. 

In twee dimensies nu: 

dx 
dt = <j>(x,y,t,e:) 

-9:l. - ( ) dt - 1/1 x,y,t,e: 

Ontwikkeling: 

apqr en Spqr zijn functies van t, voorts a000 = s000 = 0 (immers 

G(O,t,O) = 0). 

Form.ele reeksontwikkeling. 

00 

x = l e:nxn ( t) ; 
n=1 

00 

Substitutie en gelijkstelling van machten vane: levert 

dx1 
M = a,oox1 + ao10Y1 + a001 
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= u (t,x1 ••• x 1,y1, ••• ,y 
1

) 
n · n- n-

dyn 
-dt = a o· ox + ao oY + V; V = V (t,x, ••• x ,,y,, ••• ,y ,) n n n n n n n n- n-

met beginvoorwaarden n • 
n 

Het systeem is recursief, dus x1, y
1

, ••• , xn' yn kunnen stap voor stap 

warden bepaald. 

Wij definieren thans een majorerend systeem. 

di -dt= F(x, y, t, e:) 

~ = P(- t ) dt x, y' ' e: 

F =\A iP::4y e:r • 
l pqr , P = l Bpqr~r_ met A000 = B000 = o en voorts 

Wij ontwikkelen: 

\ n -
X = l e; X ; n 

B > I a 1-pqr pqr 

\ n -y = l e; y n 

n • n 

Eigenschappen van het majorerend systeem: 

daar voor t = t 0 
X = X n n en y = y 

n n 
volgt voor t = t

0 
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-
l~I dx1 

<-
dt 

, l~l dy1 
<-

dt ............. (I) 

Er volgt, t.g.v. de continuiteit, dat in t 0 ,:;_ t ,:;_ t 0+o 

; ............. (II) 

maar dan is opnieuw (I) waar, zodat wij kunnen uitbreiden, totdat 

(I) en (II) waar iijn in t 0 ,:;_ t ,:;_ t
1

, d.w.z. het interval, waarin de 

ontwikkelingen van ♦ ,$, Fen P gelden. 

Men gaat hiermee door voor x
2

, y 
2

, enz., totdat uiteindelijk door 

inductie geldt 

l~I dx 

1::n1 
dy 

<_!!, ; < -E. 
dt dt 

lxnl < X IYnl < y ' n n 

Dus wij hebben formele majorerende reeksen. 

Keuze van majorerende functie. 

Laat nu ♦ en$ te ontwikkelen zijn voor lxl + IYI ,:;_ P, £ ,:;_ £
0

• 

Het is duidelijk dat 

immers, de termen van de reeks a xpyqer moeten begrensd zijn. Als nu pqr 

lapqr1Pp+q£~ < M dan is aan de begrensdheid zeker voldaan, daar 

lxlP IYlq maximaal mpnqpp+q is met m+n = 1, m > 0 en n > O. 

Beschouw nu de functie 

F1 = 

,, 

M[i'+Y' +LI 
p £0 

1 - li!z + ~.J rp £OJ 
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Voor Iii+ IYI <Pen£< e
0 

hebben wij de convergente reeks 

De coefficienten van deze reeks voldoen aan alle eisen. 

Wij kiezen nu 

Deze voldoen a fortiori-. 

Stel nu: 

Oplossing is: 

Overigens is 

Bijgevolg is 

dz; 1 -=-dt p 

x+y 
p 

2liz;1+z; 
p 1 - z; 

~ t = log { z; 
2

} + c. 
p (z; + 1) 

e x+y dx dv 
z; = - + ; dt = dt £0 p 

x( 0) = £ C 
1 

y = .e. 
2 

Wij hebben nog: c = - log { £µ } 
(eµ + 1)2 



zodat uiteindelijk: 

~e + (2 - l)~ + 1 = 0 
k 
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2M t 
----~-- = __ e: __ µ __ e P 

(~ + 1)2 (e:µ + 1)2 
= k. 

~ = .10 _ 2 +v(2 _ 1)2 _ :i 21lt - k --~ 

Als nu 4k < 1, da.n volgt de limietontwikkeling. Wij nemen het 

- teken, opdat ~ ~ 0 als k + 0 (d.w.z. £ + 0). 

Er volgt een ecnvergente ontwikkeling 

~ = ~ k + ¾ k 2 
+ ••• 

met de conditie 2Mt --e:µ e P 

( e:µ + 1 )2 

1 
< 4 . 

Conclusies. Voor O < t <Ten e: voldoende klein conver~eert de reeks 

- , n­
x = l £ xn en - ' n -y=le: y. n 

Bijgevolg convergeert absoluut en uniform de reeks 

Hetgeen te bewijzen was. 

y = I e:n y • 
n 

Oias resultaat bevat een beperking t.a.v. tijdsinterval. Deze heef't twee 

oorzaken 

1) De veronderstelling, dat f ontwikkelbaar is in O < t < t 
- 1 

) 
. 1 

2 D~ e1s k < 4 . 
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Stel nu dat wij hadden t 1 = 00 , bijv. bij een autonoom systeem. Blijft 

k < ¾· Maar deze legt een beperking op aan de tijd die voortvloeit uit 

een vrij willekeurige keuze van de majorerende functies. De vraag is 

of een betere techniek van bewijsvoering deze zou kunnen wegnemen, 

met andere woorden, of een andere keuze van majorerende functies 

misschien minder stringente eisen aan het tijdsinterval zou opleggen. 

In elk geval hebben wij de ontwikkeling bewezen, geldig in een eindig, 

nader te preciseren, tijdsinterval. 

Resumerend en paraphraserend nu: 

* = f(X, t, e:) 

Zij f(X, t, e:) analytisch in X en e: voor I Ix I I ..:. P 

e: ! go It - t 0 I ..:. h 

dan is X analytisch in e: voor e:..:. e:; en It - t 0 1 < T. 

Periodieke oplossingen van de vergelijking van Van der Pol 

2 
~+x = 
dt2 

2 dx 
£(1 - X ) -dt 

Wij zoeken naar periodieke oplossingen, waarvan de periode a priori 

onbekend is. Desondanks zouden wij de ontwikkelingsstellinp: onmiddel­

lijk kunnen toepassen en de onbekendheid van de periode later kunnen 

uitwerken in de periodiciteitscondities (oude methode). Dit geeft 

nogal onoverzichtelijke berekeningen, metals resultaat wel een 

convergente reeks en een periodieke oplossing, maar seculaire termen 

in hogere benaderingen. Dit is bezwaarlijk, want voor de berekeningen 

kapt men de reeks af en dit heeft tot gevolg dat in elke eindige 

benadering de oplossing niet-periodiek is. In het oorspronkelijke 

werk van Poincare had dit geen praktische bezwaren. 
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Wegens de grote periode van astronomische verschijnselen. Zie voor 

uitwerking van oude methode Davies of James. 

Moderne elegante methode was gesuggereerd door Krylov-Bogoliubov, 

verder uitgewerkt door Malkin. Wij volgen hier Roseau. In feite is 

het analoog aan de Lindstedt-procedure, maar nu op gezonde voet, ·· 

Wij weten dater een periodieke oplossing bestaat, met periode 

(vooralsnog onbekend) 

21T w(e:). , w = w 

Aangezien lim ~ 
d2~ 

~ 0 is X = en-+ = 
e:-+O dt2 

w(O) = 1. 

Wij voeren nu een transformatie in van de variabele: 

Wt = T 

1 
2 = 1 - e:n, n begrensd, als e:-+ o. 
w 

Vergelijking van Van der Pol transformeert nu als volgt 

d d d, d 2 2 (/.)2~+ = we:(1 dx -=--= w- -+ X - X ) dt dr dt dr d,2 dr 

Deze vergelijking voldoet wederom aan de eisen van de ontwikkelings­

stelling van Poincar~. Wij gaan dus een ontwikkeling naar e: zoeken 

van functies van de nieuwe variabele r. 

Wij merken op: n en beginvoorwaarden zijn nog onbekend. Wij eisen een 

periodieke oplossing met periode 21T (dankzij transformatie 

is de periode nu bekend). 

,, 
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Periodiciteitsconditie: 

X = a0 cos T + bO sin T + e: r sin(, - , 1 )f[x,:~.,n,e:]d, 1
• 

Omdat 

x(,) = ~(, + 2w), geldt 

J
,+2w 

sin ( , - , ' ) f [x , :~, , n , e: J d, ' = O • 
T 

Wij kunnen de tijdsoorspong nog zodanig transforllleren, dat 

(dx) = O. 
d, ,=O 

[x],=O = a(e:) zodanig dat oplossing periodiek is. 

Men kan nog rigoreus bewijzen dat 

(X) 

n = I 
n=O 

n 
e: n n 

convergeert voor voldoende kleine e:. 

In de toepassing van de ontwikkelingsstelling van Poincare stellen 

wij nu 

do 

I n 
X = a0 COS T + e: X (,) 

n=1 n 

met conditie [:n],=o = o. 
(X) 

a = ao + I e:nx ( 0). 
n=1 n 

Dus: 
(X) 

I n met X (0) a = e: a = a • 
n=O n n n 

Beschouw 
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met X = l 
n=O 

00 

n = I 
00 

Er volgt, dat f = l 
n=O 

etc. 

n=O 

88 

e?x (-r) 
n 

n e: n n 

convergeert 

Substitutie van deze reeks en van de reeks voor x", die dankzij de 

ontwikkelingsstelling uniform convergeert, levert na samenvoeging een 

uniform convergente machtreeks in e:, die gelijk is aan nul. Dit kan 

alleen als coefficient· van elke macht vane: gelijk aan nul is. 

d2x 
___.E. + X - f n > 0. 
d,2 n - n-1 ' 

dx 
(___!!) = 0 , ( X ) Q = a • d, ,=O n ,= n 

Voorts levert de ontwikkeling de periodiciteitsconditie in de vorm 

r+21T 
sin( L - LI) f d,' = o. n 

T 

Er volgt successievelijk: 

n = 1: r0 = a0n0 cos . ( 1 2 
, + ao 4 ao 

) . 1 3 - 1 sin,+ 4 a0 sin 3,. 

· Periodiciteitsconditie levert 

,. 
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Er volgt: 

3 . 1 • 
x

1 
= a 1 cost+ 4 sin T - 4 sin 3t, 

waarin a
1 

nog onbekend is. 

n = 2: 1 3 r
1 

= (2n
1 

+ 4)cos t + 2a
1 

sin T + 3a
1 

sin 3t - 2 cos 3t 

5 + 4 cos 5t. 

Periodiciteitsontwikkeling levert 

1 
n = - -1 8 a 1 = O, 

zodat volgt: 

3 5 x2 = a2 cos t + 16 cos 3t - "§b' cos 5t. 

a2 is nag onbekend. 

+ i sin 5t - ~ 2 sin 7t. 

De periodiciteitsconditie leidt tot n2 = 0 
1 

a2 = - 8 · 

Dus: 

x(t) = 2 cost+ e:(¾ sin t - ¾ sin 3t) + e:
2

[- 1f cost 

3 5 1 + 16 cos 3t - "§b' cos 5t + ••• 

1 + .1 £ 
2 -= + ... 

2 8 
w 

1 1 2 + t 
- = + 1b £ ... t -
w 

1 
1 2 

+ 1b £ 

Men ziet dus: 1) een convergente ontwikkeling zonder seculaire termen. 
. 2n 1 2 

2) gecorrigeerde periode: ;- = 2n(1 + 1b e: + ••• ). 

3) gecorrigeerde amplitude: 

1 2 
x( 0) = 2 + "§b' e: + • • • • 
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Opmerking: Men kan op dezelfde wijze de meer algemene vergelijking 

2 
d ~ + X = Ef(x, :~, £) 
dt 

bestuderen. De ontwikkeling van de theorie is letterlijk dezelfde. 

Wij hebben geprefereerd de vergelijking van Van der Pol te behandelen, 

omdat dan de zaken meer tastbaar en overzichtelijk blijven. 

Een niet-autonoom probleem 

De methode van Poincare is ook toepasbaar op problemen van het type 

d2 dx 
__! + x = Ef(x, wt, E). 
dt2 dt' 

Wij zullen de behandeling geven aan de hand van een concreet voorbeeld. 

"Ii, verg. van Duffing : 

Gegeven zij 

2 
d x + x = E{- x3 + h cos wt} 
dt2 

(x)t=O = a 

<!:)t=O = O. 

h constant. 

. . k . . . . 2,r Imm W1J zoe en naar een per1od1eke oploss1ng met per1ode ;-· ers, het 

systeem is inhomogeen en wordt aangedreven met deze periode. Het zal 

blijken dat de periodieke oplossing bestaat, als ween bepaalde waarde 

(functie van E) heeft. Dit treedt overigens ook op in een lineair 

systeem, zoals onmiddellijk volgt uit voorbeeld: 

d
2x 

- + x = Eh cos wt 
dt2 

x a a cost+ Eh J: sin(t - t')cos wt' dt'. 

Er volgt 

1 2 2 x = a cost + -2 Eh(- -2-- cos wt + cost). 
w - 1 w

2 
- 1 
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Voor een oplossing met periode 2~ moet dus a+ £h = O. 
w w2 - 1 

Wij zullen bij de niet-lineaire problemen analoge resultaten zien, 

echter ook een nieuw phenomeen. 

Dit eenvoudige voorbeeld laat straks een wijziging zien, die wij in de 

methode moeten aanbrengen bij niet-autonoom systeem: 

De oplossing kan een phase-verschil hebben t.a.v. de aan­

drijvende kracht. Wij moeten dus nu invoeren: 

T = Wt - $• 

Dit levert 

Wij voeren weer in 

Volgt: 

2 
~ + x = E{nx + (1 - £n)[- x3 + h cos(T + $)]}. 
dT 2 

De vergelijking voldoet weer aan de condities van de ontwikkelings­

stelling van Poincare, zodat wij kunnen invoeren: 

00 

X = I 
n=O 

n = I 
n=O 

$ = I 
n=O 

n 
£ n n 

Dit resulteert in een conver~ente reeksontwikkeling 

00 

f = nx + (1 - £n)[- x3 + h cos(T + $)] = l 
n=O 

n 
£ f • n 



x0 = a cos• 

f 
n-1 

n > 0 

dx 
n 

xn = 0, dt = 0 voor • = O. 
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etc. 

Voorts hebben wij de periodiciteitsconditie. Daar: 

x = a cos • + E J: sin(t-t' )f(t' )dt' 

moet 

Uitwerking: 

J
.+21r 

sin(t - t')fn dt' = O. 
't 

r0 = n0 a cos. - a3 cos3 • + -h cos(.+ ~0 ) 

= no a cos 't + h cos ~O cos 't - h sin ~o 
1 3 - 4 a (cos 3. + 3 COS 't) • 

ro = (n0a + h cos 3 3 ~0 - 4 a )cos L - h sin ~o 

Periodiciteitsconditie levert 

sin. 

sin. 

3 3 n0a + h cos ~0 - 4 a = o, h sin ~0 = o. 

1 3 -4a cos 3 •• 

~O = 2nk, maar een phaseverschil van. een veelvoud van 2,r is triviaal, dus 

~ = 0 
0 

3 3 _ 
n0a + h - 4 a - o. 
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Hieruit volgt als oplossing 

1 3 x
1 

= 
32 

a (-COST+ COS 3,) 

X = a COST+ ex1 + ••• 

T = wt ; -
1 = 1 - e .:!_ {f., a3 - h) + 
2 a '+ 

w 

In de volgende benaderingen komt een phaseverschuiving <P ~ 0 te voor­

schijn. 

Resonantietrillingen (verg. van Duffing) 

Wij kunnen ook het probleem omkeren: gegeven een aandrijvende frequentie 

w, wat is de oplossing? Laten wij eerst kijken naar de oplossing van 

het lineaire probleem: 

x = a cost+ 2
1 eh{- 2 cos wt+ 2 cos_ t}. 

w2 
- 1 w2 

- 1 

Als w = n = O, 1, 2, 

periode 2~. Maar als w 

dan hebben wij een periodieke oplossing met 

= 1, dan is de amplitude 00 • Dit is resonantie: 

wij drijven aan met de frequentie van de eigentrillinp; van de homogene 

lineaire vergelijking. 

Laten wij nu het niet-lineaire probleem bekijken in het geval van 

resonantie, d.i. meer in het algemeen: 

1 
2 = 1 - en0 n0 = constante. 

Wij zoeken nu naar 
w 

de periodieke 1 
. . 2~ 

op ossing met periode w• Dus de 

amplitude is nog onbekend. 

2 
d ;x: + x = e{n

0
x + (1 - en0 ) [- x3 + h cos (, + cp)]}. 

d,2 

00 

X = l 
n=O 

00 

l £n$n; XO= ao cos L• 
n=O 



<X> 

[x] = a = \' -r=O l 
n=O 

Tevens geldt de periodiciteitsconditie. 

Uitwerking: 

n 
£ f • 

n 

( 3 3) h . ,1. • 1 3 3 n = O: fo = noao + h cos ~o - 4 ao cos -r - sin ~o sin -r - 4 ao cos lo 

Merk op: uitwerking van periodiciteitsconditie op r0 levert ~O = O. 

Dus: cos~= 1 + O{e:
2 ) sin~= e:~ 1• 

Er volgt: 

Er volgt: 

levert met bovenstaande condities 

3 3 ~o = o; n0a0 + h - 4 a0 = o 

x1 = ~2 a~(- cos -r + cos 3-r) + a1 cos -r. 

Dus is de eerste benadering 

Er is dus zeker minstens een reele oplossing a0• 

Daarmee volgt : 

= {a1 cos· -r + "§2 a~(- cos -r + cos 3-r)}{n0 - ¾ a~(cos 2-r + 1)} 

+ ~o{t(cos 3-r + 3 cos -r)a~ - h cos T} - ~1h sin To 
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3 3 1 3 l 
+ no (4 ao - h)cos, + 4 ao cos 3TJ - ~,h sin Lo 

Periodiciteitsconditie levert: 

~, = o. 

1 3 3 2 3 2 1 3 31 5 
(a1 - 32 ao)(no - 2 ao) - 4 ao(a, - 32 ao) - 4 32 ao = 0• 

Subharmobische resonantie 

Niet-lineaire resonantie kan zeer gecompliceerd zijn. Wij signaleren: 

2 
d x + x = µE::f(x, ddtx) + H cos nwt 
dt2 

1 
2 = 1 - en, n begrensd. 
w 

Als µ voldoende klein is, bestaat er een periodieke oplossing met 

periode 2w; dus ..l..periode van de aandrijvende frequentie. Dit is sub-w n 
harmonische resonantie. Zie Roseau voor Poincare's· methode en 

Minorsky voor overzicht. 

,, 
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Hoofdstuk XI. Methode van Van der Pol 

Inleiding asymptotiek. 

Convergente machtreeksontwikkeling: 

00 

X = I 
n=O 

m 
lim I 
m~ n=O 

n n e: X 

n n e: X bestaat. 

Asymptotische benadering: 

X = ~Q + 0( e:) 

I Ix - ~0 11 ~ e:c, c constante, O < e: < e:
0

• 

Asymptotische machtreeksontwikkeling: 

Hierbij behoeft 

m < e: c, o < e: < e:
0

• 

m 
lim l e:n~n niet te bestaan. 
m~ n=O 

Veelal ook de bijna equivalente definitie 

ofwel lim Ir(:) I ~ c, c constante. 
e:+O e: 

Dus benaderingen, die almaar beter worden naarmate e: kleiner is, 

maar voor een kleine e: -:f,. 0 een fout bezitten, die niet willekeurig 

klein kan worden gemaakt, maar wel minimaal door gebruik van een 

optimaal aantal termen. 
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Methode van Van der Pol ( intuitieve,, afleiding) 

2 
d ~ + X = Ef(x, :~), 
dt 

dus autonome vergelijking • 

dx 
dt = y .2:Y_ = - X + Ef(x,y). 

dt 

Transformatie: x = a(t)cos t + b(t) sin t 

y = -a(t) sin t + b(t) cost 

Substitutie: 

cost~+ sin t db= o 
dt dt 

gesuggereerd door 

geval £ = 0. 

. da t db f( t b . - sin t dt + cos dt = £ a cos + sin t, 

- a sin t + b cost) 

of uiteindelijk: 

da dt = - £ sin t f(a cost+ b sin t, - a sin t + b cost) 

db -= dt £cost f(a cost+ b sin t, - a sin t + b cost). 

Eerste constatering: daar f(x,y), x en y begrensd zijn, geldt 

db 
dt=O(E). 

Tweede constatering: rechterleden kunnen worden opgevat als functies 

van a, b, ten zijn als functies van t periodiek. 

Dus Fourier.reeksen: 

1 - sin t f(a cost+ b sin t, - a sin t + b cost)= 2 ~0(a,b) 
00 00 

+ L ~ (a,b)cos nt + L ~ (a,b)sin nt. 
n=1 n n=1 n 
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1 cost f(a cost+ b sin t, - a sin t + b cost)= 2 $0(a,b) 

00 

+ I 
n=1 

$ (a,b)cos nt + 
n 

00 

~: = £f,~0(a,b) + L 
n=1 

00 

db { 1 \ 
dt = £ 2*o(a,b) + l 

n=1 

00 

L i (a, b ) sin nt n n=1 

00 

I 4> (a,b)cos nt + 
n n:=1 

~ (a,b)sin nt} n 

$ (a,b)cos nt + 
n 

00 

l i (a,b)sin nt}. n n=1 

Van der Pol redeneert nu als volgt: daar a en bin een tijdsinterval 

ter lengte 2n weinig veranderen (:: = 0(£), :! = 0(£)), kunnen de 

oscillerende termen niet belangrijk zijn. Immers, over het tijdsinterval 

2n kunnen wij 4> en$ nagenoe~ constant beschouwen, en dat betekent 
n n 

een lineaire aangroeiing van a en b met t, plus een oscillatie om deze 

aangroeiing. 

Van der Pol p6neert, dat men in eerste benadering kan stellen 

da 1 ( )-dt = 2 £4>o a,b 

sin ,f(a cos 1 + b sin,, - a sin,+ b cos ,)d, 

1 1 
2 $0 = 2TI J:' cos Tf(a cos T + b sin T, - a sin T + b cos T)dT. 

Men kan nog stellen 

a= K cos a , b = K sin a, waarbij 

K de amplitudefunctie en a de phasefunctie is. 

X = K cos (t - 8} , 
dx dt = - K sin(t - a). 
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Daarmee volgt: 

f
21T 

dk = - ,.f;__ sin T f[k cos T, - k sin TJdT 
dt 21r,, J 0 

d6 e: J2
1T k dt = 21f 

O 
cos T f [k cos T, - k sin T] dT. 

Men merke op: een periodieke oplossing kan men hebben, als ken 6 

constant zijn dus als de rechterleden nul zijn. Men 

herkent de eerste benadering van de periodiciteits­

conditie van Poincare. 

Bovendien: Zij k = k0 , zodanig dat: = O. Men kan het gebied (zo dit 

bestaat) van beginwaarden k bepalen, zodanig dat k + k
0 

als 

t + co. 

Voorbeeld: Vergelijking van Rayleigh 

2 
~ + X = -e: [a (~)3 - 8(~)] • 
dt2 dt dt 

Dus: f = f(y) 

dk e: J2
1r 3 - = - sin T {a(- k sin T) - 8(- k sin T)}dT 

dt 21r O 

d6 e: J2
1T { T)3 + a(- k } k dt = 21T O cos T -a(- k sin µ sin T) dT. 

Uitwerking levert: 

k de= O + e is constant,= 
dt dx 

(dt) = O 
t=O 

O, als wij stellen 

Immers dx -= 
dt - k sin (t - e). 



Veer nu in 

dk 
dt 
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dk 3 2 2 - = "IT aEk(k - k) dt o 0 

Dusk=..:!:_ ko is een 

stabiele periodieke 

oplossing. 

Resumerend: Wij krijgen op een snelle wijze de eerste benadering voor 

de limit cycle en informaties over de stabiliteit ervan (dit 

meet nog verder worden bewezen (Roseau)). Wij zullen later 

zien, dat verdere uitbouw van deze aanpak in staat is veel 

meer te leveren en een we:r:_ktuig geef't om verschillende 

nieuwe phenomenen te onderzoeken. Inmiddels echter hebben 

wij de methode slechts intuitief beredeneerd en het wordt 

tijd om haar beter te funderen. 

Funderinp; van de m.ethode van Van der Pol (naar Roseau) 

Beschouw enerzijds de vectorfunctie X(t) met 

dX 
dt = Ef(X,t,£), 

waarbij f(x~t,£) periodiek is t.o.v. t met periode T. 

Beschouw anderzijds geassocieerd systeem .;(t) 

d.; = EF(.;) 
dt 

1 JT F(.;) = T 0 f(.;,t,0)dt. 
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In de methode van Van der Pol was X = (a,b), T = 2n en~ resulteerde 

uit vergelijking voor de eerste benadering. 

Probleemstelling hierboven is echter veel ruimer en voor uit~ebreidere 

toepassing vatbaar. 

Stel voorts: voor I Ix - x01 I ~ d, e ~ e0 
of of. 

M = Sup { 11 f 11, I la7I I , 11 ax~ I I } • 
J 

Wij gaan onderzoeken het verschil van X en~: 

X = Xo +<I: r[x(,), T, <)]d, 

X(t) - ~(t) • e (f(X(.), ., e} - f(X(T), T, O))dT Ito 

Jto + e (f(X(T), ., 0) - f(~(.), ., O))dT 

+<I: (f(t(T), '• 0) - f(t(T))dT, 

Afschatting van integralen: 

f(x( ) ) f(x( ) T' 0) +foe::, de' T , T, e = T , • o~ ~ 

f
e of I lr(x(.), ., €) - f(X(.), ., o)I I~ 
0 

1 lae' I Ide' < Me , 

dus 11f: (f(X(T), T, <) - f(X(T), T, O))d,11 < <Mt, 
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Op dezelfde wijze 

f(x 0) f(x 0) Ix 2.!.. d.X' ,r, = O'T' + ax 1 

XO 

Dus 

I I J: (r(x( T) ,, ,o) - r(t(T) ,,.o))d, 11 ~ J: I I J; :i, dX' I Id, 

< M It I I X ( T ) - ~ ( T ) I I d T • 
0 . 

Analoog, maar iets bewerkelijker: 

11J: (f(((,),,,O) - F(t(,)))it < 2MT + 4M"'r£t, 

Dus: 

llx(t) - t(t)II ~£M J: llx(T) - <(,)Ila,+ £{2MT + (4ii!T + M)£t\. 

Met lemma van Gronwall volgt: 

I I X ( t ) - ~ ( t ) I I ~ £{ 2MT + ( 4M2T + M) c:t} exp ( c:Mt ) • 

Wij hebben dus als resultaat 

I jx(t) - ~(t) 11 = o(c:) 
C voor O < t < - • -c: 

Dit resultaat, voor de methode van Van der Pol, levert het bewijs van 

de asymptotische eigenschappen van de oplossing. Tevens is het echter 

basis voor vele andere onderzoekinp;en (theorie van synchronisatie, zie 

Roseau). 

Wij hebben dus een asymptotische benadering in een zeer groot tijdsinter­

val. Maar formeel mogen wij niet t ➔ ~. 
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Toch kunnen wij nog onafhankelijk lateD zien, dat t.a.v. de periodieke 

oplossing geen beperking geldt. 

Op het oorspronkelijke systeem kunnen wij immers de methode van 

Poincare toepassen. 

00 

X = l 
n=O 

dX(O) ---= 0 dt 
. , 

per conditie: ITO fn dt = O. 

dX(n) 

dt 

r
0 

• f(x:,o),t,O) + 1: f(x:,o),t,O)dt • 0, 

Maar dit is de periodieke oplossing van het geassocieerde systeem, dus 

x - x< 0 ) : E 

00 

l E n-1 X ( n \ t ) .:_ EC , 

n=O 

want de reeks convergeert uniform,-als f aan de eisen van Poincare 

voldoet voor alle tijd. 

(Dit veronderstelt echter iets meer d.an wij oorspronk.elijk van f hebben 

geeist). 

Voorbeeld van toepassing: vergelijking van Van der Pol. 

2 
d X + 
- X 
dt2 

2 dx 
=E(1-x)­dt 

x = k cos (t - e). 

Van der Pol-benadering: 

.e! 1111 0 
dt 

2 
~ 1111 l Ek( 1 - (k) ) 
dt 2 2 

dus er is een periodieke oplossing met k0 = 2 + O(E), overeenkomstig het 

eerder gevondene. 

Integreren levert bovendien: 

,, 
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k(O) = a0 , 

zodat wi,j oak de wijze van benadering van de limit cycle vinden. 

Uiteindelijk: 

x(t) = a 
0 {1 

~e:t 
e ---1--2--e:t ___ ..,.. cos t + 0 ( e: ) • 

+ ~ a0 (e - 1)}~ 

Uniform in O < t < £., c willekeurige constante. - - e: 

Alhoewel wij niet lim mogen nemen, kunnen wij stellen, dat e:t een 
t-l-00 

willekeurig groot getal is. Dan wordt 

k = 2 + willekeurig klein getal. 

Werk van Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky 

In de eerste benadering identiek met yan der Pol, maar men start 

direct met 

X = a(t) COS ~(t). 

K-B-M hebben bovendien een procedure uitgewerkt voor systematische 

constructie van hogere benaderingen. Deze is zeer bewerkeli,jk (prac­

tisch niet erg nuttig). 

Bogoliubov-Mitropolsky en Mitropolsky hebben de methode verder uit­

gebreid tot niet-autonome systemen. 

Inhomogene Van der Pol-vergelijking (Resonantie) 

2 
~ + ( 2 )dx 2 . dt2 e: x - 1 dt + wox = E sin wt. 

Gedwongen trillingen. Als e: + 0 hebben wij lineair 

2 
d x + w2x = E sin wt 
dt2 0 



Substitutie levert 
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C(w
0
2 - w2 ) = E + C = __ E_""" 

2 2 
WO - w 

Wij kunnen hebben A= B = O, als x(O) = 0 
wE en x(O) = ~-~ 2 2 

WO - w 

Wij gaan nu voor de volledige vergelijking de mogelijkheid 

dieke beweging met frequentie w onderzoeken. 

X = a(t) cos wt + b(t) sin wt 

. 
sin wt + bw cos wt X = - aw voor 

da wt db . wt 0 dt cos + dt sin = 

dx 
dt = y 

~ = e:( 1 
2 2 sin - X )y - wax + E wt dt 

da db 
= - dt w sin wt + dt w cos wt 

+ E sin wt. 

Elimineren levert 

db _ cos wt [ ( 1 2) + ( 2 2) + E si·n t] dt - w e: - X y w - WO X w • 

van perio-

Stel nu dat w2 - w~ = e:A (dus dicht bi,i de resonantie) en E = e:e, 

dan hebben wij een systeem, waarop onze stelling van toepassing is. 

Geassocieerd systeem is: 

da dt = e:4> ; 
db - = e:tjl dt 

- -
1 J21r/w 

4> = sin wt {(1 - x2
)y +AX+ e sin wt}dt 

21T 0 

1 J21r/w 2 
tjJ = 21T 

O 
cos wt {(1 - x )y +AX+ e sin wt}dt. 
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Uitwerking levert: 

db 1 { 1 2 2 A } dt = l2e: b - 4 (a + b )b + w a • 

De periodieke oplossing volgt als 

A 
+-a w 0 

= o. 

M k dat b .1. 0 .1. 0 V h . k 2 b 2 
.1. 0 1er op, 

0 
.,.. en a

0 
.,.. • oer t ans in = a

0 
+ 

0 
.,. · • 

Wij hebben door eliminatie 

k(1 - ¾ k) =: a0 

A e 
-k=--b. w w 0 

Kwadrateren en optellen levert: 

Uiteindelijk: 

Deze relatie is moeilijk verder te analvseren anders dan bijv. grafisch 

of numeriek. 

Rest nog de analyse van deze singuliere punten. 

b = b - b 
0 

2 2 "!'-2 -2 - - 2 2 a + b = a + b + 2aa
0 

+ 2bb
0 

+ a
0 

+ b
0 

A (b + b ) - ~} 
w O w 
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Gebruikmakend van de relaties, waaraan a0 en b0 voldoen, volgt: 

... ) 
db -= dt 

zodat de gelinearizeerde vergelijkingen luiden: 

De karakteristieke vergelijking is 

(1 - .J. k - ..l a2 ) - >.. 
i+ 2 0 

1 >.. 
- (2 aobo - ;) 

Uitwerken: 

>.. -1 
- - bJ w 

= o. 

(1 - ¾ k - ~ a~)(1 - ¾ k - i b~) - (2 - k)>.. + >..
2 

- {¾ a~b~ - (~)
2

} = O 

2 1 2 1 1 >.. 2 
>.. - (2 - k)>.. + (1 - 4 k) - 2 k(l - 4 k) + (;) = 0 

2 1 3 >..2 
>.. - (2 - k)>.. + (1 - 4 k)(1 - 4 k) + (;) = 0 

I 

>.. = ~{2 - k !, V<2 - k)
2 

- _4_( 1 - ¾ k)( 1 - ¾ k) _ 4(l)2 } 
w 

1 { vt-2 
>.. 2 l >.. = - -(k - 2) + ,- - 4(-) J. 

2 - i+ .. w 

Wij constateren dat wij een limietpunt voor t ➔ +00 hebben en bijgevolg 

(ook voor de niet-lineaire vergelijking) een stabiele oplossing, onder 

de volgende condities: 

1) k > 2 als 
k2 

>.. 2 ,- - 4(-) < o 
'+ w -

2) k > 2 en tegelijkertijd 

k > 
, /k2 

>.. 2 k2 
>.. 2 

2 +y4 - 4(;) , als 4 ... 4(;) > o. 
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Hoofdstuk XII. Relaxatietrillingen 

2 
d x + ( )dx Inleiding. Beschouw nu~ µf x dt + x = O, µ » 1. De relaxatie-
dt 

trillingen zijn in karakter nogal verschillend van de eerder 

bestudeerde periodieke oplossingen voor µ « 1 • Daar hadd.en wij 

een genererende oplossing van een lineair probleem verkregen 

voor µ ➔ O. Hier volgt voor µ ➔ 00 een triviaal probleem 

dx 
f dt ,, o. 

Men kan echter ook transformeren 

a 
T = µ t d d a -=-µ 

dt dT 

Kies bijv. 2a = 1 + a~a = 1, dan volgt 

en de genererende ver~elijking zou zijn 

d
2 

dx -1f + f(x) - - o. 
d,2 dT 

Kiest men echter a= -1, dan zou de genererende vergelijking 

zijn 

) dx 
f(x dT + X = 0. 

Wat nu nemen als uitgangspunt? Eet blijkt, dat de o~lossing 

uit stukken bestaat, die elk van een van deze genererende 

vergelijkingen afkomstig zijn. 

Werk van Lienard (1928). 

d
2 dx ~ + µf(x) dt + x = 0. 

dt 
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1) f(x) begrensd op eindig x-interval 

2) f(x) = f(-x) 

3) f(O) < 0 

-- fxo 4) 1(x) f{u)du > O voor x ~ x
0 

> 0 

5) F(x) monotoon stijgend met x voor x > x
0 

Bijv. v.d. Pol f(x) = - (1 - x2 ); voldoet aan 1), 2} en 3). 

F{x) c - X +; x
3 

} 

1 2 = x(3 X 1) 

Wij schrijven 

Stel y = µz. 

> O voor x > x0 = V3 
en monotoon stijgend. 

E!_(dx + µFb:)} + x = 0. 
dt dt 

: + µF(x) = y , · * = - x. 

: = µ{z - F(x)}, 
dz 1 
dt = - µ x, 

zodat volgt 

{z - F(x}}!: = - ¼ x. 
µ 

Linkerlid bevat. µ niet meer expliciet, rechterlid is klein voor 

begrensde x. Er volgt 

{ z - F(x) }-9:.! = o(.L) ::: o. dx 2 
µ 

A -:- p 
~~ 

--.....-

B 

X 

: = µ{z - F'(x)} 
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Hoofdstuk XIII. AsyPl.ptotische methoden bij niet-autonome systemen 

Inleiding. Door Bogoliubov-Mitropolsky is de K-B-methode gegen~raliseerd 

tot niet-autonome systemen van het type 

d
2

x 2 dx 
2 + W X = €:f'( t, X, dt ) , 
dt 

waarbij de afha.nkelijkheid van f t.o.v. teen periodieke 

functie is. Het gaat dus om stationnaire processen, resonan­

tie, e.d. 

Anderzijds is door Mitropolsky de, studie ondernomen van 

niet•stationnaire processen, vergelijkingen, waarbij para­

meters bijv .. langzaam. varieren met de tijd, zonder periodiciteit. 

Dit is een nieuwe ontwikkeling in een klasse problemen, die 

tot nu toe nogal verwaarloosd werd. Wij gaan een indruk geven 

van Mitropolsky's werk, waarbij wij ons beperken tot de theorie 

van de eerste approximatie. 

Problem.en met "1ans21ame tiJd,". Het gaat om vergelijkingen van het type 

Men kan stellen, da.t form.eel de limiet voor £ + 0 levert 

m(O)l(O} + c(O)x(O) = O, 

ofwel trillingen met frequentie ~ en periode 2n~ • 

De coefficienten varieren langzaam t.o.v. de periode van deze genererende 

oplossing. 

Men kan bijv. denken aan een systeem met variabele massa m(T), stijfheid 

c(T) en niet-lineaire effecten. Het boek van Mitropolsky geeft een groot 

aantal voorbeelden. 

,, 
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De methode van Mitropolsky (eerste benadering) 

Introduceer, als bij de K-B-M-methode, 

X = a ( t ) COS 1/J ( t ) 

dx 
dt = - aw(T )sin 1/J 

w(T) = J"i!i:ir "instantaneeigen frequentie". 

Er volgt: 

dx da . ,,, dx . 
dt = dt cos 1/J - a sin .,, dt = - aw sin 1/J. 

d ( dx) da -2-.1£. dt m dt = mw sin 1/J dt - maw cos 1/J dt - a sin 1/J 

Substitueer dit in de vergelijking 

dw(T)m 
dt 

-mw sin 1/J ~ - maw cos 1/J dl/J - a sin 1/J ddmtw + ca cos 1/J = £F. dt dt 

da • ,,, + ,,, ~ -a . ,,, chnw + c ,,, - .l_ c-F dt sin .,, a cos .,, dt = m.w sin .,, dt m.w a cos .,, mw .. 

: = - :W sin
2 

1/J :w -; F sin 1/J + a sin 1/J cos 1/J (~ - w) = 

= a . 2 1/Jchnw £ F s1.·n ,,, - mw sin dt - ; .,, , daar .l_ (c - mw2 ) = o. mw 

dl/i a . ,,, ~ _ .L F c 2 . 2 a dt = - mw sin 1/J cos.,, dt mw cos 1/J + m.w a cos 1/J + aw sin 1/J 

( dl/J ) a . ,,, ,,, _chnw - !.... F ,,, a dt - w = - mw sin .,, cos .,, dt mw cos .,, 

Dus~= 6 + 1: w(<t')dt'. Hiervoor schrijft Mitropolsky: 

1/J:::e+wt. 

Uitvoeriger genoteerd: 
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da £ {a sin2 •1• •· ~ (m(T)w(T))+ F(a cos''', -aw •1•, T)sin •1•} dt = - m(T )w (T) 'I' dT 'I' sin 'I' 'I' 

:: = - m(T)w(Tj {sin VJ cos VJ.~ :T (m(T)w(T)) + F(a cos v,, -aw sin v,, T)cos v,}. 

De rechterleden zijn periodiek in v, met periode 2TI. Wij formeren weer een 

geassocieerd systeem, waarin de rechterleden gemiddeld zijn over de periode: 

:'. = - 2m(~)w(,) ~T (m(,)w(,)) - 2mn(~)w(,) 1:• ~(a cos$, -aw sin$,,) 

sin v, dip 

d6 £ J2TI . dt = - 2nm(T)w(T) 
0 

F(a cos v,, -aw sin v,, T)cos v, dv,. 

Mitropolsky stelt, dat deze vergelijkingen de eerste benadering,voor 

£ + 0 van a en 6 leveren. 

F'undering van de methode-Mitropolsky 

Mitropolsky geeft in zijn boek bijzonder uitvoerige bewijsvoering, waar­

bij niet alleen de eerste benadering, doch ook de door hem ontwikkelde 

benaderingen van willekeurige orde worden beschouwd. In wezen is alles 

echter terug te voeren tot de stelling, die in hoofdstuk XI over de 

methode van Van der Pol werd bewezen, zoals wij nu zullen illustreren 

aan de hand van de eerste benadering. 

Schrijf: 

Er volgt: 

* v,=6+t 

t = w ( £t I )dt' * Ito 

* 

(de afbeelding eindig veronder­

stellend, etc. ) 

d d dt d -=- d.t =w-;:• dt dt* dt 

da = - -L {a~ sin2 (t* + 6) + F(a cos (t*+a), -aw sin(t*+a),r)sin(t*+a)} 
dt* mw2 dT 

~ = - ~{..!.~sin 2(t*+e) + F(a cos(t*+e), -aw sin(t*+a),T)cos(t*+a)}. 
dt* mw2 2 d1 
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Wij vormen nu een uitgebreid vectorieel systeem: 

* a=x
1
(t) * T = x

0
( t ) 

Er volgt: 

dX -= 
* 

* e:f(X,t ) 
dt 

in het bijzonder 

1 e:-w( T) 

Nu is f periodiek int* met periode 2TI, dus de stelling uit hoofdstuk XI 

kan onmiddellijk toegepast warden: 

11 X - ~ 11 = 0( e:) 0 < t C 
< - e: 

J2TI d~* = e: f(X,t*)dt* ~ met dezelfde beginvoorwaarden 
dt 0 als x. 

Wegens de periodiciteit kur-nen wij de integratie.variabele e opschuiven, 

er volgt dan 

d~ J2TI -;: = e: f(X,¢)d~. 
dt 0 

Uiteindelijk teruggaand naar t, volgen de vergelijkingen voor de eerste 

benadering van Mitropolsky. Voor x0 levert dit een identiteit op. 

Voorbeeld van een toepassinp: 

Slinger met variabele lengte 

!t { ml 
2 

( T):} + 20' ¼r { 1 ( T } X} + mgl ( T ) Sin X = 0. 

l(T) is de langzaam varierende lengte. T = e:t, e: tijdschaal voor de 

lengte-variatie. m = massa (constant), o wrijvingscoefficient, even­

eens klein, zodat wij stellen 

o = e:o. 
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Voorts een kleine amplitude, die wij benaderen met 

• ~ 1 3 
sin x = x - 6 x 

en welke ook met E gemeten wordt: 

X = 'f X. 

Er volgt: 

d r 2( ) ~} ( )- - F at1ml '£ dt + mgl '£ X - £_ 

mgl{-r} -3 - dx p = --g-- X .., 20l(T} d.t + O(E) 

-X = a COS lj, • , 1/>=wt+e 

-dx dt = - aw sin ip; w =Vifu 
Door toepassing van de methode van Mitropolsky en uitwerking volgt 

.!!. 1111 -e:{ L + 3-1 &ia 
dt ml 4 1 d. J 

d8 a.2 
at • --we: ffi 

Zij voor t = o, a= a0; e = o. Er volgt: 

1 Jt 2 e = ... °Tb" O w(-r')a. (T')d'tt., 

Verdere uitwerking in Mitropolsky. 

Verdere uitbreidi!!S: 

Mitropolsky breidt uit tot de vergelijking 

!t {m(T) ¾rt+ c(T)x = e:r (., a, x, !: ) 
• = e:t; Fis periodiek in 8 met periode 2w. 

a= e(t), zodanig dat !! = v(.). 
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Dus aandrijving met een langzaam varierende frequentie en overigens 

langzaam varierende andere effecten. Dit brengt met zich mee de studie 

van resonantie als een instationnair verschijnsel. De methode wordt 

aangepast maar berust op hetzelfde principe. Uiteindelijk bestudeert 

Mitropolsky systemen met meerdere vrijheidsgraden. 
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Hoofdstuk XIV. AsYf!lptotische ontwikkeling volgens Krylov-Bogoliubov­

Mitropolsky 

Zij gegeven 

d2i° 2- - dx 
- + W x = e:f(Jt, -dt) .. 
dt

2 le:I « 1 

De limietovergang voor e: + 0 leidt weer tot x = a
0 

cos w met a
0 

constant, 

w = wt + e. 

Krylov, Bogoliubov en Mitropolsky geven aan hoe men de oplossing x 

d.m.v. een oneindige asymptotische reeks kan benaderen, zodanig overi­

gens, dat de eerste term van de reeks met de· reeds eerder gevonden 

Van der Pol-benadering overeenkomt. Voor dit doel introduceert men de 

formele ontwikkeling 

X = a COS W + e:u1{a,w) + e:
2
u2 (a,~) + ••• + e:mum(a,$) 

da 
dt + .... + 

* = w + e:B1(a) + e:
2

B2 (a) + ••• + e:~m(a). 

Dael is alle grootheden zodanig te bepalen, dat Ix - xi asymptotisch 

zeer klein is. 

Door K-B-M is aangetoond, dat dit mogelijk is, en dat voor de door hep 

gegeven constructie van x geldt: 

I- I m+1 X - X = 0(€ t). 

Men merke op dat de ontwikkeling van x nog in dit stadium volslagen 

willekeurig is: a= a(e:,t), dus u
1 

kan b.v. cos~ bevatten, die dan 

weer bij a cos$ zou horen. Om dit eenvoudig te maken spreken wij af: 

u (a$) sin~ dw = 0 
p , cos w 

dx Men berekent nu achtereenvolgens dt 
2-

d x 
en -

dt2 

p = 1,2, ••• ,m. 

door differentiatie. 

da d2a Daarin komt voor dt' 2 , etc., 
dt 

d . b k . da b.' ie men weer ere ent uit dt' 1JV. 

2 dA2 
e: -+ da }

da 2 dA1 e:3 • • • dt = e: A1 aa:- + . . . . d
2w Analoog --

2 dt 
, enz. 
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Uitwerking levert op: 

d2- 2-
~ + w x = £{- 2wA

1 
sin w - 2waB1 cos w 

dt
2 

h f(- dx) · · d t f k d t 'kk ld. Besc ouw nu £ x, dt , W1J nem~n aan, a an wor en on wi e in 
- ;. dx 

Taylor-reeksen naar x en • = dt . Volgt: 

Ef(x, i") = Ef(a cos$, -aw sin$)+ E
2{u1fx(a cos W, - aw sin w) + 

au1 3 
+ {A1 cos$ - aB1 sin$+ w ar-)rt (a cos$, - aw sin w)l + £ ••• 

Gelijkstellen van machten van£ levert nu: 

2 
2 a u1 

w (-2- + u 1) = f 0 (a,w) + 2wA1 sin W + 2waB1 cos W 
cw 

2 
2 

a u 
w (-2n + u ) = 

aw n 

r
0

(a,$) = f(a cos w, -aw sin$) 

f 
1

(a,w) + 2wA sin W + 2waBn cos W n- n 

f is recursief. n-1 

Wij merken nu op dat de oplossingen u slechts dan bestaan, als de rech­n 
terleden orthogonaal zijn met sin wen cos W• 
Er volgt: 

00 

r
0

(a,w) = g~O)(a) + 2 
n=1 
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A = - -1 h(O)(a) · 
1 2w 1 ' 2wa 

00 g ( O ) ( a ) co s 
u1 (a,1/J) = ¼f g;O\a) + l n 

w n=2 

nljJ + h(O)(a)sin 
n 
2 

- n 

Hiermee zijn A
1 

en B
1 

bepaald, i.e. 

1 r21r 
A

1 
= - 21rw )

0 
f(a cos 1/J, -aw sin ijJ)sin ljJ dljJ 

B 
1 J

2
1T f(a cos 1/J, -aw sin ijJ)cos 1/J dljJ 1 = - 21raw 

0 

Tevens u
1 

als functie van a en ljJ. 

nljJ } 

Dat het systeem volledig recursief is blijkt o.a. uit beschouwing van u
2

• 

Opdat deze bestaat, moet weer orthogonaliteit gelden. r 1 = r 1(A1,B1,u1,a,l/J), 

A1, B1, u 1 zijn nu bepaald, dus r 1 = r 1(a,l/J), periodiek in 1/J. 

Er geldt dus: 

1 J21T 
A2 = - 2'iiio r1 (a,ijJ)sin 1/J dl/J 

' 0 

1 J21T B2 = - 21Taw 
O 

r
1

(a,ijJ)cos 1/J dljJ 

en een Fourier-reeks voor u2 • 

Men kan zo doorgaan tot um, die dan expliciet is gegeven, en een relatie 

voor A en B oplevert. m m 

Rest nog te bepalen a en ljJ. Deze volgen uit 

:~ = e:A1 (a) 

waarbij de rechterleden nu ondubbelzinnig zijn bepaald. 

Beperken wij ons nu tot m = 1, dan vinden wij terug de eerder geconstrueerde 

eerste benadering, echter met dien verstande, dat nu, volgens K-B-M 

x = a cos 1/J + e:u1(a,$) 

Ix - xi= O(e:
2 t). 
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Dit is met het eerder gevondene (zie hoofdstuk XI, methode van Van 

der Pol) niet in strijd. Imm.era, teen hadden wij 

X = a COS tjJ 

Ix - xi = o<d 0 < t 
T 

< -
-£ 

Voor dit grote tijdsinterval is in de nu gevonden benadering 

Ix - xi= 0(£) 

zodat het geen zin heeft £u
1 

mee te nemen. 

Echter, voor kortere tijdsintervallen O ~ t < r* is 

wel zinvol. 

Merk uiteindelijk op: Zij a= a0 = constante, zodanig dat 

dan definieert dit een periodieke oplossing en 

t/J = (w + £B1 + •·• + £mBm)t + ~o· 

Ter fundering van de K•B-M-ontwikkeling moet nog worden aangetoond 

dat inderdaad 

I- I m+1 X - X = 0(£ t). 

Voor de zeer bewerkelijke bewijsvoering verwijzen wij naar het boek 

van Mitropolsky. 
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