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Colloquium Niet-lineaire'differentiaalvergelijkingen 

J. Grasman. 

I. Bepaling van Periodieke Oplossingen v.an niet~lineaire Differentiaal­

vergelijkingen met SuccessieveApproximatie. 

1. Inleiding 

Bij de quantitatieve behandeling van niet-lineaire differentiaalverge­

lijkingen hebben zich diverse methoden ontwikkeld. 

Wij beschouwen de methode·van successieve apprciximatie volgens Cesari 

en Hale; de theorie hiervan loopt parallel a.an die van de methode van 

Poincare en Lindstedt. Laatstgenoemde methode is in de cursus behandeld, 

blz. 78 t/m 95. 

Cesari en Hale gaan uit van het type zwak niet-lineaire differentiaal­

vergelijking y' = f(t, y, d, f(t, y, e:) = f(t+T, y, e:); in de 

cursus werd het bestaan van een asymptotische ontwikkeling voor de op­

lossing van y' = f(t, y, e:) bewezen. 

Door toepassing van transformaties bij de methode van de successieve 

approximatie zijn echter vele voorbeelden op te lossen, die juist dien­

den als toepassing van de methode van Poincare. 

Het is bovendien mogelijk de stabiliteit van oplossingen met successieve 

approximatie te onderzoeken; men maakt daarbij gebruik van resultaten 

uit de Floquet-theorie. 

Als voorbeeld behandelen wij de Van der Pol vergelijking met een kleine 

aandrijvende term in het resonantie gebied. Er wordt een periodieke 

oplossing geconstrueerd en de voorwaarden voor stabiliteit van die op­

lossing worden bepaald. 

Behalve Cesari en Hale hebben ook Gambill en Baily deze·methode toege­

past. 
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2o Oplossing door Successieve Approximatie 

2.10 Periodiciteits Conditie 

Beschouw de vector-functie y(t) = (y1(t), y2(t), o••, yn(t)), die 

voldoet aan de differentiaalvergelijking: 

( 1 ) * = e:q(t, Y, £), 

q is een vector met componenten q., j = 1, 2, ••• , n, q. is een conti-
J J 

nue functie in yen e: en is periodiek int, met periode T = 2n/w. £ 

is een kleine parameter. 

Integratie van ( 1 ) levert: 

(2) y =a+£ ft q(u, y, e:)du. 
to 

a is een vector bestaande uit willekeurige constante componenten. 

Met de methode van successieve approximatie wordt y(t) benadert door 

y(m}(t} voor m + 00 : 

(3) y(m)(t) =a+ e: ft q(u, y(m-1), e:)du m = 1, 2, •••• 
to 

Voor de eerste benadering wordt de oplossing genomen, in het geval dat 
e: = 0: y ( O) = ao 

De integrand van (3), die periodiek is, stellen wij voor door de 

reeks 

(4) ilwu 
e 1 = 0' .:_ 1 ' +2, •• 0 • 

0 . • . . . . (m-1) ( ) Als 1 = verkriJgen wiJ na integratie een term£ c t- - t 0 , 

deze seculiere term wordt verwijderd door de conditie in te voeren 

(5) (m-1) _ 
0 co - ' 

hetgeen de periodiciteits conditie genoemd wordt. 

In [1J wordt ( 5) de determining equation genoemd. 

Wij geven voor (3) op de volgende wijze aan, dater geen seculiere term 

meer in voorkomt: 
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y (m \ t) = a + e r 
to 

(6) J ( , (m .... 1 ) ) l. 
l q u, y · , e I du. p 

2.2. Bewijs van Convergentie van·de rij functies y(m)(t). 

Wij veronderstellen dat er een geschikt gekozen positief getal M be­

st aat zodanig dat 

(7) llq(t, Y, dll < M 

(8) I I q ( t , Y 1 , d - q ( t , Y 2 , d 11 .::_ M. I I y 1 - y 2 11 voor alle t • 

Hierbij is gebruik gemaakt van dezelfde norm definitie als in de cur­
n 

SUS: I IY I I = I IY i 1. 
i=1 

Er kan bovendien bewezen worden dat 

11ft {q(u, Y, d} dul I .::_ ¥ JT 11 fq(u, Y, e:)} I Jdu. 
t p O p 

0 

Vergelijking (6) representeren wij door y(m) = Ly(n-1 ); met L de 

integraal-oper,ator. 

Beschouw de vector g(t) behorende tot de volledige ruimte S van perio-. 

dieke vectoren (periode T) en I lg(t) 11 ;__ R, verder geldt I Jal I ;__ r < R 

dan is: 

I ILgl I < I lal I I l~IK J: I l{q(u, g, 

cO is de constante term van q(u, g, e). 

Met ( 7) volgt : 

e:)} I ldu. p 

11 Lg 11 .::_ 11 a 11 · + 2 J e I KM .::_ R voor I e I < ~; • 

Hiermee is bewezen dat operator L de ruimte Sin zichzelf afbeeldt. 

Wanneer wij tenslotte aantonen dat de afbeelding van Sop zichzelf een 

contractie_ is, dan kan de dekpunt-stelling van Banach toegepast wor­

den. 
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Men kan concluderen dater in Seen eenduidig bepaalde vector y be­

staat, zodanig dat y = Ly en I Jy - y(m) 11 ➔ 0 v6or m ➔ 00 , waarbij 
(m) L (m-1) y = y 0 

Bewijs van contractie~ 

Neem y
1

, y2 in S, hiervoor geldt: 

c
01 

en c
02 

z1Jn respo de constante termen.van q(u, y
1

, £) en q(u, y
2

, £). 

I 2l£1KfT II II I jLy1 - Ly2 I.::_ T 
O 

max q(u, y 1 , £) - q(u, y2 , £) du, 

I I 1 . t t. Voor £ < 2K.M 1s er con rac ie. 

2.3. Nauwkeurigheid. 

Uit het voorgaande kan men de nauwkeurigheid van de benadering y(m)(t) 

bepalen. Uit (9) volgt: 

max I IY - Y(m) 11 < 2KM. ~ax I IY - /m-1
) I I• I£ I, 

herhaalde toepassing van deze formule geeft: 

max I IY - y( O) 11 .::_ 2Ro Wij kunnen concluderen 

2o4o Toepassing van de methode 

Wij kunnen de voorgaande methode ook toepassen voor een differentiaal­

ve:i,gelijking van het type: 
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( 10) ~ - ( ) dt - Ay + ef t, y, e , 

yen f zijn vectoren met componenten yj, fj' j = 1, 2, ••• , n. 

( ) . t . . d • k ' t T 21T f. t, y, e is con inu in yen e en·perio ie in , = -. 
J w 

A is een constante n x n-matrix: 

., 

A= .. 
0 

.. • • 111 • 0 

P· = iT. + O(e), T, = + Wo 
J J J 

Het is mogelijk de methode toe te passen voor 

T. =·w.k./m. · _met k., = O, +1, +2, ••• en 
J J. J J - -

m. = 1, 2, 3, ••• men krijgt dan subharmonische 
J 

periodiekt; oplossingen (k. = +1, m. > 1) of ultra-
,l - ,1 

harmoni8 che p~riodieke oplqssingen ( ikjl > 1, 

m. = 1). Een derde mogelijkheid is een ultra­
J 

subharmonische oplossing (k. # + 1, m. ~ 1). 
J - J 

Er wordt een matrix B gedefinieerd als A, doch nu met iT, op de diago­
J 

ml.al. ( 10) wordt 

( 11 ) ~ = B~r + c-g ( t , y ) dt oJ c. ' e ' 
= ef. + (p. - T.i)y .• i i i i 

iT.t Bt 
Door substitutie van y. = z.e J (of y = ze ) in (11) verkrijgen wij: 

J J 

dz dt = eQ ( t , z , e)' Q(t, z, e) = e-Btg(t, Bt e z, e). 

Q(t, z, e) voldoet aan dezelfde voorwaarden als ~(t, y, e) in (1). 

Overeenkomstig sectie 2.1 vinden wij met successieve approximatie: 

( 12) 
(0) Bt y = e .a, 

(13) (m) Bt a + Bt Jt {e-Bug(u, y(m-1), e)} du, m 1 , 2, ••• y = e ee = 
t p 

0 

. 
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2o5o Voorbeeldo 

De in sectie 2o4 behandelde differentiaalvergelijking is tot diverse 

bekende typen niet-lineaire differentiaalvergelijkingen te herleiden. 

Als voorbeeld wordt de inhomogene Van der Pol vergelijking met aan­

drijvende term in het resonantie gebied behandeld~ 

2 d v 2 ' 2 dv 
(14) ~ + WcJf = £(1 - y ). dt + £P sin wt. 

2 2 
w - w0 = £A, hiermee wordt de vergelijking 

d
2
y 2 { 2 ~ · l + w y = £ (1 - y ) + AY + p sin wtJ• 

dt2 dt 

Er worden nieuwe coordinaten x 1 en x2 gedefinieerd (volgens Van der Pol): 

y' = 

hetgeen een stelsel 1e orde differentiaalvergelijkingen levert~ 

(15a) 
dx1 

iwx 1+ r = H1 1 2} 'A 
dt = £f, + 4w-2(x,+x2) (x,-x2)+ 2iw(x,+x2)+p 

( 15b) 
dx2 

-iwx2 - £f 0 dt = 

In deze vorm hebben wij een stelsel als (11); (12) en (13) voor m = 1 

worden: 

( 16) (0) iwt x(O) = -iwt a en b zijn -'6. x1 = ae 
' 

be , complex; a= 2 

( 1 ) iwt iwt r r -iwu ( ( 0) ( 0) . 1 x, = ae + £e 1 e f x1 , x2 , u) du, 
t p 

0 

( 1 ) -iwt -iwt r ! iwu ( ( 0) ( 0) f x2 = be - £e , e f x1 , x2 , u ~ du. 
t p 

0 

sinwt, 

In deze formules betekent {e,±:i.wuf}p, dat I= e-±-iwuf(x~O), x~O), u) na 

substitutie van (16) in een ontwikkeling als (4) gebracht wordt en dat 

aan (5) voldaan moet worden. 

De periodiciteitsconditie (5) geeft voor a en b: 
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( 17a) ( a¾r a:\ 0 a+21. - -- p = 
4w w 

( 17b) 
2 

b:\ (b ab)" o. +-1. +- - p = 
4w

2 w 

Dit voorbeeld is ook 1.n. de cursus behandeld (blz. 104), toen echter 

diende het als toepassing bij de Van der Pol-methode. 

3. Stabiliteit en de Methode van Successieve Approximatie 

3.1. Inleiding 

Het stabiliteits onderzoek met deze methode zal beperkt blijven tot 

het voorbeeld van sectie 2.5. Voor de behandeling van niet-lineaire 

differentiaalvergelijkingen in het algemeen met deze methode wordt ver­

wezen naar [2]. 
Alvorens de stabiliteits voorwaarden voor dit probleem uit te werken, 

vermelden wij andere mogelijkheden om dit te behandelen. 

a. zie cursus (blz. 104 t /m 107). 

Zoals reeds vermeld is, werd in de cursus vergelijking (14) opge­

lost met de Van der Pol-methode. 

Er wordt gesteld 

y = a(t) cos wt+ b(t) sin wt en .2l. = -a(t)w sin wt+ b(t)w cos wt. dt 

Substitutie in (14) geeft voor a(t) en b(t) het stelsel: 

!: = Ef(a, b, t), 
db dt = Eg( a, b, t), 

De periodieke oplossing verkrijgt men door fen g, die periodiek 

int zijn, 1.n een·fourier-ontwikkeling te plaatsen en in de eerste 

benadering de eerste termen vah beide ontwikkelingen nul te stellen. 

Aldus vindt men y = a0 cos wt+ b0 sin wt. 

De stabiliteit wordt onderzocht door een storing aan te brengen 

a= ao + a(t), b = bo + b(t). 
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a(t) en b(t) komen voor in een stelsel, waarvan de gelineariseerde 

differentiaalvergelijkingen constante coefficienten bevatten. Op­

lessing van de gelineariseerde vergelijkingen geeft ook uitsluitsel 

omtrent de stabiliteit van de storingen in a= b = o. 

b. Een andere methode bestaat uit het introduceren van een storing in 

(15): x. = x.~ + s·, j = 1, 2 en x.~ voldoet aan (15). 
J J J J 

Dit geeft voor de storingstermen s• een stelsel, waarvan de geline-
J 

ariseerde differentiaalvergelijkingen periodieke coefficienten be-

vatten. De stabiliteit kan onderzocht worden door toepassing van 

de Floquet-theorie. Moeilijkheid echter is de bepaling van de basis­

vectoren, die de oplossing van het gelineariseerde stelsel vormen. 

c. Zeals wij het probleem hierna uitwerken, komt het erop neer dat wij 
. . h . . £8t voor de in punt b. genoemde storingstermen sc riJven: s• = e •P·• 

J J 
Met de Floquet-theorie wordt bewezen dat p. periodiek int is; 

J 
als 8 < 0 dan is de storing in s1 = s2 = 0 asymptotisch stabiel. 

3.2. Voorbeeld. 

Overeenkomstig 3.1b voldoen de storingstermen s• aan 
J 

( 18a) 

( 18b) 

Bepaling van lineaire deel der rechterleden 
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Er geldt 

lim 
I ls I l+o 

hieruit volgt dat, indien het·gelineariseerde stelsel asymptotisch 

stabiel is in de oorsprong ook (18) dit is, zie stelling in sectie 4.4. 

Voor de storingstermen, die voldoen aan het gelineariseerde stelsel: 

( 19a) 

( 19b) 

11 . . £(3t b". ste en W1J S· = e oP• waar 1J P· 
J J J 

een periodieke functie int is, 

zie sectie 4o3. Voor p. geeft dit 
J 

dp1 -£(3t 
(20a) 'a:t = iwp1 + £(g

1
e 

(20b) 

Volgens (12) en (13) voor m = 1: 

(21a) ( 1 ) iwt + £e iwt ft fe-iwu(p(O) l!.., I *·+ P1 = c 1e 
t 1 ax1 x. 0 J 

+ ( 0) lf._ I - 13 ( 0) ) } du 
P2 ax * P1 p ' 2 x. 

J 

(21b) 
( 1 ) -iwt -iwt 1 {e+iwu(p(o) l!.. I + 

P2 = c2e £e 
;t -1 ax1 * 

0 xj 

+ (o) 1.!... I + (3p~O))}p du. P2 ax2 * x. 
J 

ar (-1 )j+1 
{1 1 2} + .....L 2 2 >. -= + 2 ( x1 + x2 ) (x1 - x2) +7 ax. 2 4w2 1(1) 

J 4w 



10 

Er kan volstaan warden met x~O) te substitueren in (21) in plaats van 
J 

* x. 0 

J 
Voorwaarde (5) geeft voor (21): 

- b
2 

c + (-~ _!:£._+_L+ /3)c
2 

= Oo 
Bw2 1 4w2 2iw 

Dit homogene stelsel vergelijkingen in c 1 en c2 bezit een niet-triviale 

oplossing, als de determinant is nul: 

(22) /32 - (1 + ~)/3 -½ + "22 + 0 + !:£._)2 = 0 
2w2 64w 4w 4w2 

a= -b, zodat ab is reeel en daarmee alle termen van (22). 

Het stelsel (19) is asymptotisch stabiel in de oorsprong als Re(/31) en 

Re(_a2 ) negatief zijn (13
1

, 132 zijn de wortels van (22)). 

Als s1 en 132 toegevoegd complex zijn moet 

(1 + ab2) < O. 
2w 

Als 13
1 

en 132 reeel zijn moet 

( 1 + !:£._) < 0 en - ½- + A 22 + ( ½ + ab 2) 2 > 0 
2w2 64w 4w 4w 

. * (0) * (0) In (21) was gesubstitueerd x. = x. er geldt echter x. = x. + 0(£). 
J J J J 

Daar 131 en s2 continue functies in£ zijn, zullen voor £ voldoende 

* klein Re·{ 131 ) en Re( 132 ) negatief blijven, indien men voor xj een waarde 

substitueert die 0(£) verschilt. 

Opmerking: De verkregen resultaten stemmen overeen met die van de cur­

sus (blz. 107): y = a0 cos wt+ b0 sin wt. 

Wl
. J. a iwt + b -iwt stelden y = 2wi e 2wi e , zodat 

a
0 

= _!_ ( a + b ) , 
2iw 

1 
b 0 = - (a - b), 2w 

ab 
k = - 2 

w 
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4. Floquet-theorie 

4.1. Basis Oplossingen 

Om de voorgaande methode te plaatsen in het geheel van de theorie der 

niet-lineaire differentiaalvergelijkingen is het wenselijk om de 

Floquet-theorie kort·weer te geven, mede omdat van enkele resultaten 

uit de theorie gebruik is gemaakt. 

Voor een vector x = (x1,x2 , ••• , xn) geldt: 

(23) 
dx. n 
dt

1 
= l 

j=1 
a .• (t)x., 

1J J 
1 - 1, 2, ••• , n, a .. ( t + T) = a .. (t). 

1J 1J 

Hiervan is ~.(t) = (~1 ., ~2 ., 
J J J G 8 C ' J = 1, 2, ••• , n een stelsel 

onafhankelijke oplossingen. 

Definieer lj, . ( t ) = ~ . ( t + T) , J = 
J J 

als 

1, 2, ••• , n, dan is lj,. te schrijven 
J 

J = 1, 2, •••. , n, -

ij,.(t) is te stellen als een nieuwe oplossings basis, omdat lj,.(O) = ~-(T) 
J J J 

onafhankelijk gekozen beginwaarden zijn. 

4.2. Stabiliteit 

Wij trachten een oplossing x(t) te vinden, zodanig dat 

(24) x(t + T) = µx(t). 

Afhankelijk van de waarde der karakteristieke factorµ kunnen wij con­

clusies trekken ten aanzien van stabiliteit. 

n 
x(t) = I c. ~. (t) 

j=1 J J 

n n n 
x(t + T) = I ck lj,k( t) = I ck l 1\· ~.(t) 

k=1 k=1 j=1 J J 

Met (24) komen wij tot de relatie: 



12 

(25) 

Daar q>o(t), j = 1, 2, ooo, n, een onafhankelijke basis vormt, kan (25) 
J 

alleen gelden als 

or 

(26) 

n 
l ck bkj - µc o = 0 J = 1 , 2, •• o , n 

k=1 J 

+ b c = 0 n1 n 

b c + ••. + (b - µ)c = 0, 2n 2 nn n 

x(t) bezit een niet-triviale oplossing als de determinant van (26) 

nul is, deze voorwaarde leve:rt n karak.teristieke factoren µ , p = 1, 2, 
p 

••• , n. Indien jµpj 2. 1, p = 1, 2, oo•, n. dan is de oplossing stabiel 

in de zin van Liapunoff. 

Indien voor zekere p geldt lµpj > 1 dan is de oplossing instabiel. 

4.3. Periodieke Deel der Oplossing 

Wij stellen de oplossing, die voor µ = µ aan (24) voldoet voor door 
p 

<I> (t + T) = µ 4> (t), p p p 0 0 e 9 <I> ) 0 np 

Beschouwen wij de functie 

dan geldt 

f (t) = exp (- !. ln µ ) <I> (t) p T p p 

f (t + T) 
p 

f (t + T) 
p 

t 
= exp ( - T ln µp ) • <I> ( 1 + T ) = f ( t ) • 

µp p p 
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Hiermee is aangetoond dat de oplossing <P (t) de vorm heeft 
p 

ht 
q,p(t) = fp(t) e p , 

1 waarin f (t) een periodieke functie is; h = - lnµ heet de karakteris-p p T p 
tieke exponent. 

4.4. Stelling: 

Zij 

(27) 
dx. n 
dt J. = l 

j=1 
a .. (t)x. + f.(x, t) 

l.J J J. 
i = 1, 2, ... , n) en 

Als voor 

a .. (t + T) 
J.J 

dx~O) n 
-d-~- = l 

j=1 

= a .. (t), terwijl I lf(xft) 11 ➔ 0 als I lxl I 
J.J 11 X I 

(0) 
a .. (t)x. 

J.J J 
i = 1 , 2, ••• , n, 

➔ o. 

x(O)(t) asymptotisch stabiel is in de oorsprong, dan geldt dit ook 

v6or x(t). 

Bewijs: 

Volgens 4.3 kan een oplossing van (23) voorgesteld warden door 

(O) n ht 
x ( t ) = I c <P ( t ) met <P ( t ) = e P f ( t ) , 

p=1 p p p p 

f (t) is periodiek en vanwege asymptotische stabiliteit is h < 0 
p p 

p = 1, 2, ••• , n, h = max h. 
p p 

Wij bepalen voor ) O) ( t) een nieuwe basis $ / t) j = l, 2, .••• , n., en 

definieren den x n-matrix ~ zodanig dat de je kolom de vector ~.(t) 
J 

voorstelt: 

~(t) = q,(t) . <P-1(0) 

~11 ~12. . . ~1n <P11 <P12 • . . <P1n 

~21 <P21 

~ = <P = 

' $n1 ~ <Pn1 <Pnn . • • 0 . . . . . 0 nn 
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Dit heeft tot gevolg dat ~(O) de eenheids matrix is. 

{~ •. } wordt een fundam.enteel systeem genoemd (vergelijk cursus blz. 53 
l.J 

als a .. is const.) o 
lJ 

De oplossing van (27)-is·voor te stellen door 

(28) xi(t) = I cp ~ip. {t) + Jt I f (x(,), T) ~- (t - T)dT 
p=1 t

0 
p=1 p lp · 

of in vector vorm 

x(t) = c.o(t) + I: f(x(,), ,).•(t - T)d,; 

C29> llxCtlll 2- llcll lloCtlll + fo11rcxh, ,>11-ll•Ct - Tllla,. 

De volgende afschattingen kunnen gemaak.t worden: 

I l ~ ( t) 11 .::_ k eht, 11 ~( t) 11 .::_ k eht voor geschik.t gekozen k, 

bovendien bestaat er voor elke e > 0 een o > O, zodanig dat 

llf(x(T), T)II .::.: llxh)II voor llx(T)II < o. 

Hiermee verkrijgen wij in plaats van (29) de ongelijkheid 

llx(t)ll•-ht 2_ llcll,k +EI: •-h llxh)lla,. 

Toepassing van het lemma van Gronwall: 

Voor e voldoende klein is h + e < 0 en 1s (27) asymptotisch stabiel 

in de oorsprong. 

Toepassing: 

Voor n = 2 geeft substitutie van 

~1e 
-iwt 

x1 = 

~2e 
iwt 

x2 = ,. 
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in (27): 
dt 1 . r·· 1wt1 + a11(t)t, + a,2<t>t2 + t1(t, t), 

dt2 • _ 
F = -1wt2 + a21 (t)t

1 
+ a22(t)t2 + f 2(t, t), 

hetgeen met (18) over,,nkomt. 
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Sa.menvatting 

II. De Asymptotische Methode van 

Krylov-Bogoljubov-Mitropolski 

A.H.P. van der Burgh 

Wij beschouwen de vectordifferentiaalvergelijking 

dx dt = EX( t ,x) 

t = O; X = XO 

waarin x en X punten van de E zijn. n 
Daarnaast beschouwen wij het geassocieerde autonome systeem: 

t = 0; l; = x0 

waarin: 

1 Jt x0(l;) = lim t X(,,l;)d, 
t-+oo 0 

( 1 ) 

(2) 

(3) 

gelijkmatig voor l; 6 D (Dis een gesloten gebied van de E ). Voor wille­
n 

keurige punten x, x' en x" uit D bestaan positieve konstanten Men;\ 

zodanig dat voor alle reel.e t .::_ 0 geldt : 

llx(t,x)II ~M, llx(t,x') - X(t,x")ll ~"llx' - x"II. 
Stelling: (Bogoljubov-Mitropolski) 

Zij l; s Deen oplossing van (2) en xE. Deen oplossing van (1). Bij wille­

keurig kleine positieve n en willekeurig grate L bestaat een positieve 
L E0 zodanig dat voor O < £ < EO in het interval O < t ~ E geldt: 

I Ix - sl I < n. 
n is nus een functie van E waarvoor geldt: 

n(£) + 0 voor E + O. 
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Stelling: (Roseau) 

Zij X(t,x) periodiek int met periode Ten continu differentieerbaar 

in x. 

Er geldt nu: 

llx - sll.:. £C(L), 

voor £t < L. C(L) is een konstante die alleen van L afhangt. 

sis de eerste asymptotische benadering van x. Voor de konstruktie 

van de tweede asymptotische benadering in het periodieke geval voeren 

wij de volgende functies in: 

i 1(t,x) = J: x1(T,x)dT 

Nu ·beschouwen wij het geassocieerde systeem: 

ds - ( ) 2 1 JT _ a · dt = £XO s + £ T (X(,,s). at)X(,,s)d,. 
0 

(4) 

Stelling: (Besjes) 

Zij X(t,x) periodiek int met periode Ten continu differentieerbaar .. 
in x. Als s oplossing is van (4) en z = s + £X(t,s) dan geldt: 

!Ix - zll .:. £
2 

C(L) 

voor £t < L. C(L) is een konstante die alleen van L afhangt. 

Stelling: (Bogoljubov-Mitropolski, Roseau, Urabe) 

Zij X(t,x) periodiek int met periode Ten continu differentieerbaar 

in x. Stel er bestaat een vector s 0 waarvoor geldt: x0(s0 ) = O. 

(1) heeft nu voor voldoende kleine £ een unieke periodieke oplossing 

met periode T die gelijkmatig voor t naar a gaat als £ + 0 mits 

det x0s(s 0 ) i O. 

Als alle eigenwaarden van de matrix x0s(s0 ) een negatief reeel deel 

hebben is deze periodieke oplossing asymptotisch stabiel. Als een der 

eigenwaarden een positief reeel deel heeft is de periodieke oplossing 

instabiel. 
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Voorbeeld: 

De differentiaalvergelijkihg, die de beweging beschrijft van een spreek­

spoel van een luidspreker in een lineair afnemend radiaal magnetisch 

veld luidt: 

2·· 
~ + e: cos(2t )x = o. 
dt2 . 

1e approximatie volgens K-B.-.Mmet als praktische waarde voor e -0,32: 

x = A[sin o, 113t - o,o4 sin 2,113t + o,o4 sin 1,887t] + 

+ B[cos o,113t - o-,·o4 cos 2,113t - o,o4 cos 1,887t]. 

McLachlan geeft als oplossing: · 

x = A[sin O, 114t 0,036 sin 2,114t + 0,045 sin 1,886-tJ + 

--
+ B[cos o, 114t ... 0,03·6 cos 2, 144t - 0,045 cos 1,886t]. 

Vervolg _<?;E. pag. 89. 



Colloquium Niet Lineaire Differentiaal-vergelijkingen 

J. Grasman. 

IIIa. De Gegeneraliseerde K.B.M. methode. 

1. Inleiding. 

Wij gaan uit van een stelsel differentiaalvergelijkingen, waarop de 

K.BoM. methode van toepassing is, zie (1a) en (1b). 

In DJ wordt dit het probleem van de snel-roterende phase genoemd, 
waarbij in (1b) w(O) = w(O)(x). 

Het is ook mogelijk de K.B.M.-methode toe te passen indien w(O) = w(O) 

(x, w). Voor dat geval wordt gebruik gem.aak.t van een aangepast geas­

socieerd systeem. 

Wij beschouwen het stelsel 

(1a) dxi - eG~ 1 )(x, w) + e2G~ 2 )(x, w) cit"'- 1 · 1 
+ ••• i = 1,2, ••• ,n, 

( 1b) 0: • • • 

k 1 2 . . (k) ( ) (k) ( ) . . . ( . Voor = , , ••• z1Jn Gi x, w en w x, w per1od1ek in w peri-

ode T), O < e << 1. 

Bij de gebruikelijke methode is w(O) = w(O)(x): 

Het geassocieerde systeem bestaat uit de volgende formele ontwikke­

lingen, die verkregen zijn na intergratie over een periode van de hoek­

variabele in het rechterlid: 

(2a) + •• 0 

(2b) + ••• 

Wij stellen 

(3a) + 0 •• i - 1, 2, ••• , n, 

(3b) 
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Substitutie van (3) in (1) geeft met gebruikmaking van (2), na gelijk­

stelling van coefficienten van gelijke machten in e uitdrukkingen voor 

n~k)(y, x) en u(k)(y, x). Deze term.en dienen aan de periodiciteits 

co~ditie te voldoen. Hierdoor worden Tfk)(y) en V(k)(y) bepaald en 
J. 

daarmee ook yen X· 

Indien w(O) = w(O)(x, w), zal in vele gevallen voorgaande methode toch 

toegepast kunnen worden door een nieuwe hoekvariabele e te introdu­

ceren ( zie [2] ) : 

(4) 6 = Iwo r(x, <I>) y(xcjl )' r(x, W) = ---1-- , y(x) = j_ fT r(x, W )dw. 
w< 0 \x, w) T JQ 

Het is echter niet altijd mogelijk w als functie vane te schrijven 

en in (1) te substitueren. 

2. Gegeneraliseerde Methode. 

In (2) bestaat het rechterlid uit termen die over w gemiddeld zijn. 

Na invoering vane wordt over deze variabele geintegreerd en e komt 

daarom niet in het rechterlid voor. 

Het idee is nu in de geassocieerde vergelijking (2b) e niet expliciet 

in te voeren: 

(2b') ~t(J: r(y, <j>) y(i) IJ. + eW(
1

~y) + ••• ]. 

De bepaling van n~k) en u(k) uit (1), (2ab') en (3) geschiedt op de­
J. 

zelfde wijze als bij de K.B.M.-methode. 

(2b') wordt na differentiatie van linkerlid: 

(2b") 2:.X.= (o) {1 w<1) } 
dt w (y' X) + e (y) + • • • -

( ) ~ a { Jx ( ) _Af_} { T ( 1 ) + 2T ( 2 ) 
YY .l ay. ry, <I> y-(yy) e i (y) e i (y) 

1=1 J. 0 

Substitutie van (3) in (1) geeft: 

+ ••• } • 
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(5b) 
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(1) (1) 
dy. [n ani dyk ani EA8 
dt 

1 

+ e l ay k dt + ax dt 
k=1 

+ 0 •• 

+ ••• 

( 1 ) 
= eG. (y,x) + ••• 

1 

( 1 ) n ( 1 ) a) 0 ) ( 1 ) aw ( 0 ) 
+ e{w (y,x) + I nk (y,x) ay + u (y,x) a } + •·· • 

. k=1 k X 

Met (2a) en (2b11
) verkrijgt men bij gelijkstelling van de coefficienten 

van e in (5a): 

(1) an/1) (o) (1) 
T. (y) + --- w (y,x) = G

1
. (y,x) 

1 ax 
(6a) 

en uit (5b) volgt 

( 0) ( 1 ) ~ a { f X .M._} ( 1) (6b) w (y,x).w (y) - y(y) .L ay. r(y,qi) y(yy} Ti (y) + 
1=1 1 0 

(1) 
+ au (o)( ) 

ax w Y,x 
( 1 ) n ( 1 ) aw ( 0 ) 

= w (y,x)+ it ni (y,x) ayi + 

( ) aw(O) 
+ u 1 (y,x) ax 0 

Uit ( 6a) blijkt 

an. ( 1 ) 
-

1-= r(y,x) {G.< 1)(y,x)- T.(y)}, 
ax 1 1 

(7) 

n,(y,x) moet voldoen aan de periodiciteitsvoorwaarde, dan is ook (7) 
1 

periodiek in X• Wanneer het rechterlid van (7) in een Fourrier-ontwik-

keling gebracht wordt dan dient de eerste term nul te zijn (anders 

seculiere term na integratie): 

1 J T ( 1 ) ( 1 ) - r(y,x) G. (y,x)dx = T. (y).y(y), 
T O 1 1 

hiermee is T. ( 1)(y) bepaald. 
1 

,. 
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Evenzo: 

u ( 1 ) (y ,X) = u( 1 ) (y ,X) + p ( 1 \y), p ( 1 ) (y) willekeurig en u( 1 ) (y ,X) uit 

( 6b) o 

Voor de eerste orde benaderingen van y. en x gelden de vergelijkingen: 
1 

(8a) 

(8b) ~ - (0) dt - w (y,x). 

p( 1)(y) en q.( 1)(y) zijn willekeurige functies, doch zij zijn niet van 
1 

zodanige aard dat zij ons een extra vrijheid verschaffen. 

Het is een gevolg van het feit dat in (8) yi en x tot op O(e) bepaald 

zijn. Bij een tweede orde benadering vervalt deze vrijheid en komen 

er willekeurige functies p( 2 )(y) en g.( 2 )(y) in resp. u( 2)(y) en 
( 2) 1 

n- (y). 
1 

3. De licht-gedempte slinger. 

Als toepassing behandelen wij het probleem van de lichtgedempte slinger 

voor grote uitwijkingen. In [2] is de K.B.M. methode gebruikt door na 

transformatie van de hoek variabele zoals in de inleiding aangegeven is. 

Deze transformatie leidt tot gecompliceerde berekeningen, met de gege­

neraliseerde methode kunnen deze vermeden worden. 

De bewegingsvergelijking luidt: 

(9) d~ sin 2~ + e dt = o. 

Er wordt gesteld: sin~= k sin$, 0 < k < 1, 

~-dt - k cos$, 

zodat het stelsel (9) overgaat in: 
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( 1 Oa) dk 2 
dt = - Ek cos 1/J, 

( 1 Ob) * = (1 - k
2 

sin
2 

ifJ)~ + E sin 1/J cos$. 

In term.en van de gegeneraliseerde methode: 

( 0) 2 2 1 (1) 
w (k,i/J) = (1 - k sin $) 2

, w (k,i/J) = sin 1/J cos 1/J, w(m)(k,$) = O 

m = 2, 3, O I e O 

Het rechterlid heeft een periode TI, vanwege de symmetrie is het vol­

doende om over een halve periode te middelen: 
TI 

2 J2 
2 2 1 2 y(y) = - (1 - y sin x)- 2 dx = - K(y) 

TI Q TI 

TI 

( 1 ) -?"Ir 1 J 2 
2 2 1 

T (y) = 7 y- (y). 
0 

cos x(1 - y sin x)-2dx. 

TI 

(1) ?ir-
1 1 

T (y) = ;;;g__ y- (y) 
TI J

2 2 2 . 2 (1-y )-(1-y sin x) 
2 2 I 

O (1-y sin x) 2 
dx, 

(11) T(
1 )(y) = yK(y) {(1-y

2
) K(y) - E(y)}, 

In deze vorm zijn K(y) en E(y) volledige elliptische integralen van 

resp. 1e en 2e soort. 

Zij voldoen aan de volgende betrekkingen: 

yE'(y) = E(y) - K(y) of K'(y) = -y E"(y) en 

2 2 y(1-y ) E"(y) + (1-y ) E'(y) + yE(y) = O. 

Hiermee kan afgeleid worden dat voor P(y) = E(y) - (1-y2 ) K(y) geldt: 

dP(;y:) = yK(y). 
dy 

Uit (8ab) en (11) volgt: 
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) ~- l1l.L (12a dt - - P'(y) , ( ) -e:t zodat Py = Ce · en 

d 2 2 1 
( 12b) .9-X = ( 1-y sin x) 2 , dt 

n( 1 )(y,x) en u( 1)(y,x) kunnen bepaald worden. 

Voor de tweede benadering blijk.t: T( 2 )(y) = 0 en w< 1)(y) = O. 

Dit betekent dat yin (12a) met een nauwkeurigheid O(e:2 ) bepaald wordt 

en x is volgens ( 2b" ) : 

2-._ {K(t 2~)} _ 1 2 dt K y - K{yT + O( e: ) ' 

K(y, x) is een onvolledige elliptische integraal van de eerste soort. 

OJ N.N. Bogolinbov & Y.A. Mitropolsky. 

Asympt. Methods in the Theory of Nonlin. Oscillations,1961, 

. Gordon & Breach, New York. 

[2] W.A. Coppel. 

On the Eq. of a Synchr. Motor. 

Quant. J. Mech. Appl. Math. vol. 12 (1959) blz. 242-256. 

[3] J .A. Morrison. 

A Generalized Method of Averaging, with Appl. to Slightlt Damped 

Nonlin. Oscillations. 

J. Math. Anal. and Appl., vol. 15 (1966) blz. 213-227. 
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IIIbo Constructies van differentiaalvergelijkingen 

en de K.B.M. methode 

10 Inleiding 

Het is noodzakelijk gebleken buiten de theorie van de oplossing van 

niet-lineaire differentiaalvergelijkingen, ook de problematiek van de 

constructie van vergelijkingen aan de orde te stellen. 

In sectie 2 zal een systeem behandeld worden, waarvan de oscillerende 

oplossing bekend is en waarvan gegeven is dat het voldoet aan een 2e 

orde differentiaal vergelijking. De vergelijking zal dan volledig be­

paald worden. 

Een ander probleem omvat het onderzoek in hoeverre een niet-lineaire 

differentiaal vergelijking door een lineaire vervangen kan worden, zo­

danig dat de eerste benaderingen van de oplossingen van beide verge­

lijkingen overeenkomeno 

In de praktijk kan het voordelen bieden om in een keten van lineaire 

systemen een eventueel aanwezig niet-lineair systeem door een lineair 

voor te stellen, om op deze wijze een algemene behandeling van alle 

systemen mogelijk te maken. 

In sectie 3 zal voor een niet-lineaire differentiaalvergelijking een 

equivalente gelineariseerde geconstrueerd worden. 

2. Het Inverse Probleem. 

Wij onderstellen dat een systeem voldoet aan de volgende differentiaal 

vergelijking: 

( 1 ) 
d

2x dx 2 
2 + f(x) cit + w x + k(x) = O, 
dt 

waarbij f(x) een even functie en k(x) een oneven functie is, doch ver­

der zijn deze functies onbekend. Het is niet nodig dat zij van een 

zekere grootte-orde in een kleine parameter zijn, zoals het bij de 

K.B.M.-methode verondersteld wordt. 

Wel is verder bekend dat de functie 
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(2) x(t) = A(t) sin ljl(t), ip(t) =wt+ $(t) 

met A(t) en ip(t) gegeven, voldoet aan (1), terwijl 

( 3) dx dt = A(t) cos ip(t ). 

Uit (2) en (3) volgt de betrekking 

(4) .9! sin 1jJ + A(.9:..11!. - w) cos 1jJ = o. dt dt 

Het probleem omvat de bepaling van de functies f(x) en k(x) bij deze 

gegevens. Hiertoe formeert men volgens de K.B.M. methode een 
. . . . • dA dljl ( ) stelsel d1fferent1aal vergel1Jk1ngen voor dt en dt; door 2 en ( 3) 

in (1) te substitueren verkrijgt men met gebruikmaking van (4): 

2 
(5a) d1!) = -2A

2f(A sin ljl) cos
2 

1jJ - 2! k(A sin ip) cos ijJ, 

' 2 d1h 2 
(5b} A w(-rr - w) = A wf(A sin ip) cos 1jl sin 1jJ + Ak(A sin ip) sin ijJ. 

Bij de K.B.M. methode wordt het rechterlid geapproximeerd door middeling 

over een periode. Er kan bewezen worden dat de eerste term van de 

asymptotische oplossing aan deze "gemiddelde" vergelijking voldoeto 

In dit geval vervolgen wij op een andere wijze, daar nu het linkerlid 

bekende functies bevat. 

Integratie over een periode geeft, omdat k(x) een oneven- en f(x) een 

even functie is: 

( 6a) 

( 6b) 2 A2 r+TI d•'· 1 J+TI 
K(A) = __....<.£ j {.:::;,x. - w}dip = - Ak(A sin ip)sin 1jJ dijJ 

2TI dt 2TI 
-TI -TI 

Wij merken op dat de vergelijkingen (6a) en (6b) gelden met betrekking 

tot de exacte oplossing (3), er zijn geen approximaties gemaakt. 

(6a) en (6b) vormen twee integraalvergelijkingen voor resp. f(A sin ijJ) 

en k(A sin ijJ). 
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Beschouwt men de integraalvergelijking van Abel voor een onbekende 

functie f(y): 

g(z) = J: (z-y)-a. f(y)dy, O<a.<1, 

(7) oplossing: f(z) = sin Tia. dd Jz (z-t)a.-1g(t)dt, 
TI Z Q 

dan verkrijgen wij door de transform.aties: 

A2 = z, z sin2 ~ = y, eenzelfde type integraalvergelijkingen. 

F ' { z ) = - .!. J z F ' ( z ) ( z - y )-i dz, 
TI Q 

1 Jz 1 1 K(z) = - k(y2 )(z-y)- 2dy. 
TI Q 

Volgens (7) volgt dan uit (6a) en (6b) 

k(z2 ) - - K(y)(z-y)- 2 dz. , d J z 1 

- dz O 

3. Equivalente Gelineariseerde Differentiaalvergelijkingen. 

Een niet-lineair oscillerend systeem wordt gerepresenteerd door de 

differentiaalvergelijking: 

2 
(8) m d ~ + kx = e:f(x, ::), 

dt 

2 k 
men k zijn gegeven constanten w = m' 0 < e: << 1. 

Volgens de K.B.M. methode is de eerste benadering 

(9) x(t) = a(t) cos ~(t), 

waarbij a(t) en ~(t) voldoen aan 



da -e: J2 
(10a) -=- f(acosij,,-awsinij,)sinij,dij,, dt 2rrwm 

0 

( ) ~- () 10b dt - we a, 

w 2(a) = w2 e: J2
TI f(a cos ij,, -aw sin ij,)cos ij, dij,. 

e -; 0 

Wij introduceren de volgende functies: 

( 10a) A (a)= ..L J
2

TI f(a cos ij,, -aw sin ij,)sin ij, dij,, 
e Tiaw 0 

( 11b) k (a)= k - L J2
TI f(a cos ij,, -aw sin ij,)cos ij, dij,, e Tia 0 

hierdoor is het mogelijk (10) te schrijven als 

da -A (a) 
(1~a) e -= a, dt 2m 

~= 2 k (a) 
( 12b) we (a), 

e 
w (a) = dt e m 

Met gebruikmaking van (12) kan voor de eerste afgeleide van (9) ge­

schreven worden: 

A (a) 
dx e dt = -a we(a)sin ij, - 2m a cos ij,; 

2 
. . . . d X nogmaals d1fferent1eren geeft een u1tdrukk1ng voor 2 . 

dt 
Na rangschikking van de termen komen wij tot de differentiaalvergelijking: 

i 

Conclusie: de eerste benadering (9) van vergelijking (8) voldoet aan 

met een nauwkeurigheid O(e:2 ). 
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Wanneer het door omstandigheden (zie inleiding) voordelig is om een 

lineair systeem te beschouwen dan bepalen wij eerst, A , k en onder­e e 
zoeken het lineaire systeem (13) door de volgende differentiaalverge-

lijkingen op te lossen (zoals in de lineaire theorie gebruikelijk): 

da 
- = -o.a dt ' 

" e 
0 = 2m , 

E:1 = w 
dt 

k (a) 
e 

w = m 

Hetgeen overeenstemt met de vergelijkingen voor de eerste benadering 

volgens ( 1 0). 

Het komt erop neer dat in (8) de term F = £f vervangen is door 

Fe = -·[k (a)x + .).. (a)~}. e e dt 

De formules voor k (a) en" (a) in (11) kom~n als het ware uit e e 
de lucht vallen, na de invoering ervan wordt het geheel formeel uit-

gewerkt, waaraan mathematisch geen be·zwaren verbonden zijn. 

Een fysische interpretatie zal verduidelijkend werken, mede ook door­

dat dan het middelings principe op de voorgrond treedt. 

Indien (8) en (13) mechanische system.en voorstellen en wij nemen aan 

dat de gemiddelde arbeid · per periode afkomstig van resp. de termen 

Fen Fe dezelfde is, dan geldt: 

De laatste term geeft geen bijdrage omdat de uiteindelijke verplaatsing 

over een periode nul is. 

Met de tijd als integratie variabele: 

( 14) f( ) dt ( ) (ddtx)2dt. J
T dx dx JTO 

£ 0 x, dt dt = -.)..e a 

In de eerste benadering is 

( 15) 
dx dt = -aw sin ( wt ) , 

sub~titutie in (14) geeft (11a). 
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Ook voor (11b) bestaat er een fysische achtergrond; in de electrotech­

niek bestaat analoog aan de verrichte arbeid volgens (14): 

J
T d JT 

W = O F.atdt = O U(t).i(t) dt 

een arbeid verricht door de "reactie" kracht, hierin wordt de stroom­

sterkte i(t) genomen op een tijdstip, dat een kwart periode achter 

ligt op dat van de spanning U(t): 

J
T T 

wr = 
0 

U(t).i(t - 4)dt. 

In termen van dit probleem: 

J
T dx d T 

s 
O 

f(x, dt)dt x(t - 4 )dt = J
T { dx} dx -
0 

k, (a) x(t) + :>..e(a) dt dt (t-T)dt 

Met (15) geeft dit (11b). 
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Colloquium Niet-Lineaire Differentiaalvergelijkingen 

J. Grasman 

Stabiliteit van oplossingen van niet-lineaire differentiaalvergelijkingen 

en het bestaan van Lyapunov functies 

1. Inleiding. 

Er zijn bij het onderzoek van niet-lineaire differentiaalvergelijkingen 

diverse definities van stabiliteit in gebruik geraakt. In de cursus 

waren gedefinieerd: stabiliteit in de zin van Lyapunov en asymptotische 

stabiliteit. Doch er zijn ook andere definities in omloop, om er enkele 

te noemen: practische-, lagrange- en equi-asymptotische stabiliteit. 

Het is in het algemeen aan te raden deze verzam.eling van definities, 

ter voorkoming van begripsverwarring, beperkt te houden. In het vol-

gende echter zullen wij ons toch genoodzaakt zien een andere stabiliteits­

indeling te maken. 

In deze colloquium bijdrage zal de directe methode van Lyapunov behan­

deld worden. Dezemethode omvat het onderzoek van stabiliteit bij een 

differentiaalvergelijking van het type 

dx. 
d~ = f i ( t , X ) , i = 1 , 2 , •• • , n , f i ( t , 0 ) = 0 , 

hiertoe zoekt men een continue functie V(t, x) met V(t, x) > 0 voor 

x ¥ 0 en V(t, 0) = o. 
. dV av ~ 

Indien dt =at+ l 
i=1 

Lyapunov. 

av dxi 
- - < 0 dan is x = 0 stabiel in de zin van ax. dt - ' 

i 

Voor voorbeelden en stellingen wordt verwezen naar de cursus. 

De keuze van de functie V(t, x) is in vele gevallen tamelijk wille­

keurig. Bij fysische system.en kan als Lyapunov functie de bijbehorende 

energie functie gebruikt worden. 

Door o.a. Zubov is 1n theorie ontwikkeld die een constructieve methode 

van Lyapunov-functies geeft, doch ook hier komt een keuze van functies 

aan de orde, die zich niet in een methode laat vastleggen. Aan de hand 

van werk van Strauss [I] en Hahn [3] zal het probleem nu van een andere 

kant'benaderd worden. Uitgaande van het feit dat men de oplossing be-
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kend stelt, tracht men een bijbehorende Lyapunov-functie te bepalen. 

In deze opzet veronderstelt men dat de oplossing x(t) aan de volgehde 

voorwaarde voldoet, opdat de constructie van een Lyapunov-functie 

mogelijk is~ 

(a) f"' k(x(t))dt < 00 

to 
(k is een nag nader te bepalen 

functie). 

Met behulp van deze conditie wordt een nieuw type stabiliteit gein­

troduceerdo Oak in fysische toepassingen speelt een Lyapunov-functie 

waarbij aan voorwaarde (a) voldaan wordt de rol van energie-functie, 

zie \3J en [5]. 

2. Stabiliteit volgens Strauss. 

Wij- beschouwen de vector x(t) = (x1(t), x2(t), ••• , xn(t)) waarvoor 

( 1 ) :: = f(t, x), f(~, o), = o, I lxl I < M. 

Zij F(t, t
0

, x0 ) die oplossing van (1) wa~voor F(t 0 , t 0 , x
0

) = x
0

, 

dan voert men de volgende definities voor stabiliteit en Lyapunov­

functies in. 

2.1. Voor (1) is x = 0 LP-stabiel als x = 0 is stabiel in de zin van 

Lyapunov en als er voor elke t
0 

.:_ 0 een o > 0 bestaat, zodanig 

dat voor alle x
0 

met 11 x0 11 .::_ o geldt : 

(2) f
00 

I IF(t, to, xo) I lpdt < 00
• 

to 

2.2. Voor (1) is x = 0 uniform LP-stabiel als x ~ 0 LP-stabiel is en 

als voor alle x0 met I I x0 11 .::_ M, er een omgeving bestaat, zo-

danig dat (2) uniform convergeert binnen deze omgeving. 

2o3. V(t, x) is een Lyapunov-functie als 

a. V(t, 0) = 0 voor t > o. 

b. V( t, x) is positief definiet voor I Ix 11 > O. 

,, c. V(t, x) is Lipschitz continu in een omgeving van (t 0, x
0

). 

d. V(t, x) is continu voor I Ix I I .:_ O. 
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2.4. Stelling 

Als V(t, x) een Lyapunov-functie is van (1), zodanig dat 

if(t, x) < -cl !xi Ip voor zekere c, p > O, dan is x = 0 Lp-stabiel 

voor ( 1). 
. '"'( ) 1 . V(t+h, x+hf(t, x)) - (V(t, x) OJ?!Il:erking~ v t, x = im sup ....... ---------h ....... _______ ....._ ___ , 

Bewijs 

h+O 

als V(t, x) differentieerbaar is voor t ..:::._ O, I lxl I > 0 

dan geldt V(t, x) = ~~ (t, x). 

Uit de directe methode van Lyapunov volgt dat x = 0 stabiel in de zin 

van Lyapunov is voor (1). 

Definieer: 

y ( t ) = V ( t , F ( t , t O, XO ) ) + c r IF ( s , t O, XO) Ip ds , 
to 

neem t vast en bepaal 

Y·(t) = lim y(t+h) - y(t) er volgt sup h , 
h+O 

y(t) .:_ V(t, x) + c I Ix! Ip.:. O. 

Daar y(t
0

) = V(t
0

, x
0

), verkrijgen wij de ongelijkheid: 

o .:_ V(t, x) < -c Jt IF(s, t 0 , x0 )!Pds + V(t 0, x0), daar y(t) 
to 

een niet-toenemende functie is. 

Voor t ➔ oo geldt 

J
00 

IF { S , t O, x0 ) Ip ds 2,_ ¾ V ( t O , x0 ) • 
to 

2.5. Voorbeeld 

~ -~ (x scalair). dt - g(t) x 

Oplossing 

Als g(t) = log(t+2 ) dan is voor geen enkele p > 0 (2) geldig. 

" In dit geval is er geen LP-stabiliteit, doch voor x = 0 is het 

stelsel wel asymptotisch stabiel. 
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00 

Als g(t) = l 4 
1 

2 dan is voor p > ~ (2) geldig. 
n=1 1+n (t-n) 

De reeks is uniform convergent, zodat term voor term geint~greerd 

kan worden (zie [2]). Het stelsel is stabiel in de zin van Lyapunov 
00 

omdat g ( t) < 2 + l -¼ zodat x = 0 is LP -stabiel. 
n=1 n 

Lim g(t) bestaat niet er is geen asymptotische stabiliteit. 
t-+ro 
Conclusie LP-stabiliteit en asymptotische stabiliteit sluiten 

elkaar niet in! 

2. 6a. Stellins.• 

Als in ( 1 ) f ( t , x) en fx(t, x) continu ziJn voor I !xi I ,:_ M en 

x = 0 is uniform LP-stabiel en als voor de matrix~ met 
aF. 

~ij = ax~j (t, t 0 , x0 ) geldt I l~(t+t0 , t 0 , x0 ) 11 .:. iµ(t), waar-

bij iµ(t) aan dezelfde voorwaarde (2) als F(t) voldoet voor 

0 < o ,:_ I !xi I ,:_ M. Dan bestaat er een Lyapunov-functie V(t, x) 

met V ( t , x) = - I I x I Ip• 

Beyijs: 

Def'inieer V(t, x) = J:1 !F(s, t, x) I lpds = J:1 IF(s+t, t, x) I lpds. 

Vanwege de uniforme LP-stabiliteit is V(t, x) continu int en x, 

V(t, 0) = Oo 

V ( t , F ( t , t O, x0 ) ) = J: I IF ( s , t , F ( t , t O , x
0 

) ) I Ip ds = J: I IF ( s , t 
O

, x
0 

) J IP ds 

zodat :t V(t, x) = -I IF(t, t 0 , x0 ) I IP. 

Wij tonen aan dat V(t, x) Lipschitz-continu is: 

Kies een open convexe omgeving N( x, t) van ( t 
O

, x
0

) met O < I Ix 11 < M. 

Voor x1, x
2 

e.N geldt: 

J:1 I !F(s+t, t, x1) I Ip - I !F(s+t, t, x2 1 IPJds ,:_ 

J:p{ I IF(s+t, t, x1 ) I IP-
1
+ I IF(s+t, t, x2 ) I IP-

1
}. I I !F(s+t, t, x 1) 11 -

- I IF ( s+t , t , x2 ) 11 Ids. 
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De middelwaardenstelling luidt voor dit geval: 

waarbij x,. < z. < X2· of x,. > z. > x2. voor i = 1, 2, ••• , n. 
l l l l l l 

Als k = SUl?_ {f0

! IF(s+t, t, x) I jP-1iµ(s)ds} dan blijkt: 
xEN 0 

JV ( t , x1 ) - V ( t , x2 ) I 2_ 2pk I I x1 -x2 I I • 

Tenslotte wordt bewezen dat V(t, x) positief definiet is voor I !xi I > 0: 

J
t+s 

F(s+t, t, x) = x + t f(u, F(u, t, x))du. 

Stel l!f(t, x) I I 2- K voor t .:_ t 0 en llxll < M dan is 

IIF(s+t, t, x) - xii 2_Kso 

Indien O < s < 1~11 dan is I jF(s+t, t, x) 11 .:_~I Ix! j. 

V(t, x) c:_ j ~ I~ I I jF(s+t, t, x) Wds c'._ ti[ I Ix! lp+1 
• 

Hiermee voldoet V(t, x) aan de gestelde eisen voor een Lyapunov-functie. 

Voorbeeld: 

dx
1 

cit= -x1x2 = F1 (t1t0, xo) 
X01 

x, = 
(t-to)x02+1 

oplossing: 

x2 = F2(t1t0, xo) 
X02 

= 
(t-to)x02+1 

I I 
1+M( 1-t+t

0
) 1 I I _1,_F.(t+t, t 0, x) < ---- + o( J+ = 1/J(t) 

i=1,2j=1,2 axoi J O O -{o(t-t
0

)+1}2 t-t 1 

voor O < o 2- I x0i I 2- M. 

Het stelsel is in x = 0 LP-stabiel met p > 1. 

Dan bestaat er de Lyapunov-functie V(t, x): 
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+ { _L I I x I I p-1 + - I I x I Ip 2 } ( -x2 2) = - I I x I Ip• 
p-1 x2 (p-1 )x2 

Als f(x, t) = A(t)x geldt er een stelling van het type 2.6a onder 

zwakkere condities. 

2.6b. Stelling 

Als in:= A(t)x met A(t) een continue matrix, x = 0 Lp-stabiel 

is, dan bestaat er een Lyapunov-functie V(t, x) met V(t, x) < 

-1 lxl JP. 

Als toepassing van het voorgaande kan er de volgende stelling be­

wezen worden. 

2.7. Stelling 

(3) 

Als 
dx dt = A(t)x + g(t, x), g( t, 0) = 0 

en x = 0 is LP-stabiel voor het stelsel: = A(t)x, dan is x = 0 

ook LP-stabiel voor (3), indien I lx-
1
(t)I JP. I Jg(t, x)l 1-1 lxl 1-1

-+ 0 

uniform in O < t < 00 als l Ix 11 -+ 0. 

Schets van bewijs: 

X(t) is de fundamentele matrix van gelineariseerde systeem, waarbij 

volgens 2.6b een Lyapunov-functie bepaald kan worden. 

Vervolgens wordt aangetoond dat deze functie oak een Lyapunov-functie 

voor (3) is met V(t, x) _::,-cllxllP, zodat men met 2.4 verkrijgt dat 

de triviale oplossing van (3) ook LP-stabiel is, ender genoemde voor­

waarde. 

Voorbeeld 

' 'd:ic1 
dt = -tx1 

(4) 

X(t) 

probleem. 

~) is de fundamentele matrix van gelineariseerd, 

t+1 

Hie4voor geldt LP-stabiliteit in x = 0 voor p > 1 (t 0 > 0). 
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R(t, x) 

2 -tn 
-1 P . -1 +h2 P :x1 te 

= 11x (t)II -llg(t, x)ll-llxll = (e +1+t) {lx,l+lx2lf 

R(t, x) + 0 uniform int voor I Ix! I+ O, indien n > 2. 

In dat geval is ook (4) LP-stabiel (p > 1) voor x = o. 

3. Stabiliteit volgens Hahn. 

In plaats van de integraal (2) te beschouwen, definieert Hahn [3] de 

integraal: t " 

q(t, x0 , t 0 ) = f k( I jF(u, x0 , t 0 ) 11 )du 
to 

met k(r) een nog nader te bepalen functie. 

Definities: 

3.1.. cp(r)EK, waarbij K de klasse is van continue functies cp(r), 

waarvoor cp(r) monotoom-stijgend is voor O .::_ r f 00 , cp(O) = O. 

3.2. cr(s)E.L, waarbij L de klasse is van continue functies cr(s), waar­

voor cr(s) monotoon-dalend is voor O .::_ s 1 .::_ s < 00 , lim cr(s) = O. 
s➔oo 

3.3. Als Q(xo, to) = lim q(t, XO' to) = f
00 

k( i JF(u, XO' to) 11 )dt < 00
, 

t➔oo t
0 kE:K, dan heeft (1) een k-gedrag. 

3.4. Als q(t, x
0

, t
0

) .::_cp
0
(ilx

0
1!), met t 0 vast dan is x = O k-stabiel 

voor ( 1 ) ( cp OE K) • 

3.5. Stelling 

Als x = 0 stabiel is in de zin van Lyapunov voor (1) en 3.3. is 

uniform convergent voor O .::_ I lx
0

11 .::_ M, dan is x = 0 k-stabiel. 

Bewijs: 

Stel Q(x
0

, t
0

) = Q1(x
0

, t
0

) + Q2(x
0

, t
0

), 

Q1(xo, to)= r k(IIF(u, XO' to)ll)du, Q2(xo, to)= f0

k(l1F(u, XO' to)ll)du. 
t

0 
T 

Als het stelsel stabiel is in de zin van Lyapunov betekent dit 

I IF ( t , x0 , t O) 11 .::_ cp 1 ( I I x0 I I ) met cp 1 E: K voor t ~ t O• 
,. 
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Er geldt omdat kE.K: k(~ 1(11x0 11) 2,_~ 2 (11x0 11), (~ 2e:K) zodat 

Q1 2.. ~2 ( I lx0 1 I )(T - t 0 ). 

Voor een gegeven E bestaat er een o, zodanig dat Q 2,. ~, als I lx01 I < o. 
Er bestaat ook een T1 , zodanig dat Q2 2.. ~ voor T.:. T

1
, vanwege uniforme 

convergentie van 3.3. Q(t 0 , x0 ) < E bij een vaste t 0 .:. 0 voor 

I I x0 11 2,. o, hetgeen overeenkomt met 3. 4. 
3.6o Stelling 

Als x = 0 asymptotisch stabiel is voor (1), dan is x = 0 ook 

k-stabiel bij een geschik.t gekozen k-functie. 

Er wordt een functie k( I IF(t, x
0

, t 0 ) 11) geintroduceerd (kEK). 

Men kan bewijzen dater altijd een functie kE.K bestaat, zodat 

(1) k-stabiel is in x = Oo In 3.9 zal in een speciaal geval het 

bewijs geleverd warden. 

Uit deze stelling blijkt het voordeel van de stabiliteitsdefinitie 

van Hahn boven die van Strauss (waarbij asymptotische stabiliteit 

nog geen LP-stabiliteit in hield). 

De volgende stellingen lopen parallel aan die in sectie 2 zijn 

afgeleid. 

3.7. Stelling (vergelijk 2.4). 
Als V(t, x) een L7apunov-functie is van (1), zodanig dat 

1(t, x) 2,. -k( J lxl I) voor een geschikte functie kE: K dan heeft ( 1) 

een k-gedrag. 

Bewijs: 

V(t 0 , x0 ) - q(t, x0 , t 0 ).:. V(t, x) > o, zodat lq(t, x0 , t 0 )J < v(t
0

, x
0

). 

Voor t ➔ 00 verkrijgt men 3.3. 

3.8. Stelling (vergelijk 2.6). 

Als (1) een k-gedrag heeft, dan bestaat er een Lyapunov-functie 

zodanig dat V ( t , x) = -k ( 11 x 11 ) • 

Bewijs~ 

Stel V(t, x) = Q(x, t), langs een baankromme geldt: 

Q(F(t, x
0

, to), t) = J
00 

k(IIF(s, F(t, XO' to), t)ll)ds = 
to 

= J: k( I IF(u, x0, t 0 ) I I )du. 
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V ( t , x) = "'v ( t , F ( t , XO, t O) = ~~ = -k ( 11 F ( t , XO, t O) 11 ) = -k ( 11 x 11 ) • 

3.9. Voorbeeld 

(5) ~~ = g(~)) x, x scalair, g(t) > O, max g(t) = L, lim g(t) = o. 
g O<t<oo t-+<x> 

XO 
Oplossing: x = F(t, x0 , t 0 ) = g(t ) g(t), I lx0 11 .::_ M. 

0 
Er is een asymptotische stabiliteit: er zal aangetoond worden 

dat (5) oak k-stabiel is. 

q(t, x0 ,t0 ) = ({~~~~) g(u>}u met kE.K, 

Men kan deze k-functie als volgt schatten: 

Kies namelijk k1 ( lx0 I) = ~{lx0 I 0 

. k2 ( g ( u) ) = G{g ( ~ 0) g ( u) B ~ . 
g_(t, x

0
, t

0
) .::_ k

1
( x

0
) r k

2
(g(u))du. 

to 

Er bestaat een continue functie p(t) met de eigenschappen 

1. p(t) .::_ g(t) voor t ~_t 1 .::_ t
0

• 

2. p(t) is monotoon-dalend. 

3. lim p(t) = oo, lim p(t) = 0 
t~ t-+oo 

4. p'(t) bestaat voor t .::_ o > 0 en is monotoon niet-dalend. 

lim p 1 ( t ) = 0, Ip 1 ( t ) I < R ( o) voor t .::_ o > 0. 
t-+<x> 

J
g(t) -1< ( ) ) 

Definieer k
2

(g(t)) = 
0 

e-p g u dg(u), 

t = p- 1(g) is de inverse van 

g = p(t). 
g(t) 

J
g(t) -1( ( )) 

0 

e-p g u dg(u) < 

J
p(t) -1( ( )) 

' 

0 

e-p Pu dp(u) = I 
I 
I g(u)----- --- -
I I 
I I 

0 t 
1 

-+t 
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(zie fig.). 

J
t fg{t) -1( ( )) 

= k
1

( lx
0

1) { 1dt · e-p g u dg(u) + 
,t 0 o 

J
g(t) -1( ( )) 

0 
e-p g u dg(u)}. 

-t 
(6) Q(x0 , t 0) ,:_k1(1x01) {L(t 1 - t 0) + Re 1}. 

Hieruit volgt het k-gedrag van (5). 
Bovendien volgt uit (6) ook k-stabiliteit: k1(1x01) = k2 (~ lx0 1). 

4. De stelling van Zubov. 

In [§]wordt de stelling van Zubov met gebruikmaking van het voorgaande 

bewezen. De uitbreiding hierbij is dater een Lyapunov-functie gecon­

strueerd kan worden, die evenzo vele malen continu differentieerbaar 

is, als het rechterlid van de te beschouwen differentiaalvergelijkingen. 

Stelling 

Voor de differentiaalvergelijking 

of. 
:: = f(x), x = (x1, ••• , xn); f(x) = (f1, ••• , fn) en aX: bestaat, 

veronderstellen wij asymptotische stabiliteit in x = o. 
A is een gebied dat de oorsprong bevat; voor elk punt x0€.A geldt 

lim F(t, x 0 ) =Oen elk punt waarvoor dit geldt behoort tot A. 
t-+oo 
Er bestaan twee functies U(x) en W(x), die voldoen aan 

a. 0 < W(x) < 1 voor x =I- o, W(x) is continu voor xe A. 

b. U ( 0) = 0 , U ( 11 x 11 ) > 0 voor x =I- 0. 

Co dW(F(!f x)) = -U( I IF(t, x)I l)o{1-W(F(t, x))}, 

do lim W(x) = 1, xeT;. T vormt de rand van A, 
X➔X 

e. ,.W(x) heeft continue eerste afgeleiden. 
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Bewijs: 

Evenals in 3060 geldt: 

( 7) I IF ( t , x) 11 .::_ <I> ( I Ix I I ) cr ( t ) voor I I x I I .::_ h, t > 0. 

Er wordt gesteld: 

U(r) -- re-cr -\r)' -1 ( ) . d . ( ) t = cr r is e inverse van r = cr t • 

(8) W(x) = 1 -exp(- J: U(IIFCr, x)ll)di:). 

De integraal in (8) convergeert voor alle x, hetgeen wij bewijzen door 

t = t zo te kiezen dat 
n 

(9) 1 
<I> ( I IF ( t ' X) I I ) = -, n n 

de integraal over O <,: < t is eenvoudig te schatten. 
- - n 

Voor het interval t <,: < 00 geven wij de afleiding: 
n- -

( 1 0 ) I: U ( I I F ( ,: , x ) I I ) d,: = J
00 

U( I IF(t +,:, x) 11 )d,: = 
0 n 

n 

= J
00 

U( I IF(,:, F(t , x) I I )di:, 
0 n 

Uit (7) en (9) volgt: 

Deze laatste schatting is uit de 

giguur af te lezen. 

Hierdoor is de integrand van (10) cr(i:) 

gemajoreerd en volgt convergentie 

van de integraal in (8), punt a. 

is hiermee bewezen. 1 -o(,:) 
n 

I 

1 ( ) -,: <-cri:e. -n 

I 
---i----

,: 

1-\i(x) = exp(- J: U( [ [Fh, x) [ [)dT). exp(- J: U( [ [F(,, x) [ [)d,), 
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exp(- J: U( I IFh, x) I I )d·r) = exp(- I: U( I IF(T, F(t, x)) I I )dT = 

= 1-W(F(t, x)) 

zodat t 

(1-W(x).exp(f
0 

U(IIFh, x)ll)d) = 1-W(F(t, x)). 

Door beide leden naar t te differentieren bij vaste x verkrijgt men c. 

Eigenschap d. wordt op de volgende wijze aangetoond: 

Kies een rij x e: A met lim x = x. 
n n+oo n 

r is een zodanig getal dat voor I lx*I I .::_ r volgt x*E: A. 

Voor t = tn is I IF(tn, xn)l l = r' < r. 

De bewering is dat voor n + 00 geldt dat tn + 00 ; stel dat dit onjuist 

is dan meet t < T voor alle n. n-
F(t, x) is continu in x: bij iedere e > 0 bestaat er een o > 0 zodanig 

dat- I IF(t, xa) - F(t, ¾) 11 < e als I lxa - ¾I I < o en O .::_ t .::_ T. 

Kies x = x , x. ligt in een o-omgeving van x en F ( t, x. )e::. A voor a n o n o 
0 < t <Ten e < r - r'. 

Indien n > N zodanig dat I Ix - x I I < ~o, dan bestaat er in de o-omgeving 
- n 

van xn een ¾ ~ A en F ( t , ¾ ) e: A voor O .::_ t .::_ T. 

Hieruit zou volgen lim F(t, F(t , ¾)) = 0 of lim F(t+t , ¾) = O, 
t+oo n t+oo n 

doch dit houdt in dat ¾E:A. Deze tegenspraak toont aan dat inderdaad 

t + 00 voor n ➔ oo. 
n 

{1-W(F(t, x ))} = {1-W(x )}. exp{Jtn U(jlFh, x )ll)dT}. 
n n n O n 

(10) a 1 exp {- J:n U( I jF(T, xn) 11 )dT} .::_ 1-W(xn) < 

2_ a2 ex;> {- J:n U( I IF("• xn l I I )d,: I, 

Verder is U( I IF( T, xn) 11) .:_ a
3 

> O, zodat uit ( 10) eigenschap d. volgt 

voor n + 00 0 
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Wij bewijzen nu eigenschap e., hiertoe wordt een nog willekeurige 

positieve konstante y genom~n, en warden de volgende functies inge­

voerd: 

uy<s) = s.exp{-y cr-
1

(<j>( 1ih1 !))l, 

U (r) = Jr u (s)ds, 
y O y 

(j2a) W (x) = 1 - exp{ - J
00 

U ( I IFh, x) I I )d-r}. 
y O y 

(12a) komt in de plaats van (8) en heeft dezelfde eigenschappen a t/m d. 

aw J°" au ( I IF(T, x) I I) 
(12b) ~ ( X) = { 1 - W ( x) } y 

O 
d T • 

ax. y O x. 
J. J. 

Voor het bestaan van de partiele afgeleiden van W is het nodig dat 
y 

de integraal in (12b) convergeert voor alle x. 

aF i (t, x0 ) 
Stel g. . = ---- dan is 

J.J oxOj 

dg.. n ar. 
dt
iJ = z: -2:. g . 

k=1 axk kJ 
i, j = 1 , 2, ••• , n. 

Uit dit stelsel differentiaalvergelijkingen kan men concluderen 
k2t 

jgi/t)j .'.5.,k1e , met k1 en k2 zekere constanten. 

3Uy( I jF(-r, x) 11) 
ax. 

J. 

hetgeen volgt uit (17). 
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Voor (13) vinden wij de afschatting 

au ( I I F(T, x) I I ) 
Y < I JF(T, x) I lk1 ax. 

]. 

Als wij y > k2 kiezen is de integraal in (12) convergent voor iedere 

x. 

Indien f(x) hogere orde partiele afgeleiden bezit kan de procedure 

herhaald warden door U te integreren, wij verkrijgen dan voor W een 
y y 

functie die hogere partiele afgeleiden bezit. 
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Colloquium niet-lineaire differentiaalvergelijkingen 

J.F. Frankena 

V. De tweede met1!2.de van.~~v toegepast og het stabilite~robleem 

bii stelsel~artiele differentiaal vergelijkingen. 

1._Inleiding 

Onder invloed van de technologische ontwikkeling is in de tweede 

helft van de negentiende eeuw een systematisch en wiskundig gefun­

deerd onderzoek begonnen naar de stabiliteit van bewegende, i.h.b. 

trillende systemen. De theorie van A.M. Lyapunov [1] is tot nu toe 

ee~ der krachtigste hulpmiddelen gebleken. Zij is in wezen een uit­

breiding van de stelling van Lagrange-Dirichlet, welke zegt dat een 

evenwichtspositie, waarin de potentiele energie minimaal is, stabiel is. 

In eerste instantie poogde men met de theorie van Lyapunov de stabi­

liteit van oplossingen van gewone differentiaalvergelijkingen te onder­

zoeken. 

Men is zich echter ook gaan interesseren voor de vraag of Lyapunov's 

theorie toepasbaar is op partiele differentiaalvergelijkingen. 

Aanvankelijk wordt hierbij uitdrukkelijk de continuiteit en eenduidig­

heid der oplossingen vooropgesteld. Er zijn echter vele problemen, waar­

bij aan deze voorwaarde niet voldaan is, b.v. gemengde rand- en begin­

waarde problemen waarbij de oplossing niet eenduidig is, of waarbij 

zich discontinuiteiten voordoen. Het is de grote verdienste van o.a. 

V.I. Zubov (2] geweest dat deze gevallen zijn behandeld, en wel in de 

theorie der z.g. algemene systemen. Deze ziJn een generalisatie van 

dynamische systemen in die zin dat de uitdrukkelijke eis van continu­

iteit vervalt. In de theorie der algemene systemen wol"dt alleen Lyapunov''s 

tweede of directe methode gebruikt. Deze onderscheidt zich van de eerste 

methode hierin, dat de nodige informatie direct uit de gegeven diffe­

ren~iaalvergelijking(en) wordt betrokken, zonder kennis van de oplossingen 

zelf. 
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2. De tweede methode van Ly~unov. 

Zij X = (x1, ••• , xn) een element van een n~dimensionale Euclidische 

vectorruimte E , p(X,O) = llxll de Euclidische noI'lll van X, terwijl de n 
componenten xi afhankelijk zijn van de reele parameter t. 

D f 2 1 E ' . f d f' . f . *) V(X) ld -~-·--• _: en .E.~~ . e im.et~ unctie vo oet aan: 

a. V(X) is eenwaardig, continu en gedefinieerd in een gebied 

II XII < R in E , R > O ; n 
b-t V(O) = 0~ 

c. V(X) > 0 voor Xi O. 

pef._2.2: Een L~~ functie is een continu differentieerbare positief 

definiete functie V(X) met: 

dV 
d. V = dt ~ 0 

Def. 2. 3: Zij McEn en r > 0. De r-omgeving SQhr) van M is de verzameling 

S(M,r) = {X:p(X,M) < r} 
terwijl 

·s(M,r) = {X:p(X,M) ~ r} 

Beschouw nu een vectorfunctie F(X), gedefinieerd op E of een deel er~an, n 
met F(O) = O. We veronderstellen dat F zodanig gekozen is dat de existen-

tie van oplossingen in een omgeving van X = 0 en -m<t<m van het stelsel 

gewone differentiaal vergelijkingen. 

(2.1) X = F(X) 

gewaarborgd is. Het stelsel (2.1)bezit de nuloplossing X = O. 

Def. 2.5: De nuloplossing van (2.1) heet stabiel (in de zin van Lyapunov) 

-indie~ VoOH(e:) > O I X(o) e S(O,o) + X(X(o) ,t) e S(O,e:) voor t~o). 

Def. 2.~: De nuloplossing van (2.1) heet ~Etotisch stabiel indien ze 

stabiel is en bovendien II X( / 0
), t) II + 0 als t-+ m . 

·Def. 2.7: De nuloplossing van (2.1) heet instabiel indien 

j£ > ojvo > 0 3 T(o) ~ 0 I x< 0 > E S(O,o):,,J,, X(X(o) ,t) f S(O,e:) voor t ~ T. 

Geheel analoog definieert men een negatief definiete functie 
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_2Emerking. Het stelsel (2.1) wordt ~tonoom genoemd vanwege bet ont­

breken van tin het rechterlid ,t{X), i.t.t. niet-autonome systemen 

zoals 

( 2.2) X = F(X,t) 

De kern van Lyapunov's theorie wordt gevormd door een viertal stellingen, 

welke we hier voor het autonome stelsel (2.1) formuleren. 

~telling 2.:1. De nuloplossing van (2.1) is dan en slechts dan stabiel 

indien in een voldoend kleine omgeving van X = 0 een Lyapunov functie 

gedefinieerd is. 

~telling 2.~ De nuloplossing van (2.1) is dan en slechts dan asymptotisch 

stabiel indien in een voldoend kleine omgeving van X = 0 een Lyapunov 

functie gedefinieerd is met negatief definiete tijdsafgeleide V. 
?telling 2.~ De nuloplossing van (2.1) is dan en slechts dan instabiel 

indien een functie V(X), met V(O) = O, met continue partiele afgeleiden 
• gevonden kan worden zodanig dat V positief definiet is en V willekeurig 

dicht bij de oorsprong nog positieve waarden kan aannemen. 

Stelling 2.4 De nuloplossing van (2.1) is dan en slechts dan instabiel 

indien een functie V(X), V(O) = 0 met continue partiele afgeleiden gevonden 

kan worden, zodanig dat 
• 
V = ).V + W,' 

waarin ~ een positieve constante is en W(X) niet-negatief, terwijl V(X) 

in een willekeurig kleine omgeving van de oorsprong nog positieve waarden 

kan aannemen. 

Voor niet-autonome systemen zoals (2.2) moet e.e.a. uniform int geschieden. 

Stabiliteit wordt in dit geval ook wel ~i~~stabiliteit genoemd. 

Instabiliteit is dan een eigenschap, welke de ~iformiteit (int) der 

stabiliteit tegenspreekt. De ruimte E wordt vaak de faseruimte genoemd, n 
terwijl EnXE 1 de bewegingsr~imte heet (E1 = {t I -"°<t<m }). 

Een voor de hand liggende vraag is, of de tweede methode van Lyapunov kan 

worden uitgebreid tot stelsels partiele differentiaal vergelijkingen. 

Het is wenselijk, het gegeneraliseerde formalisme geschikt te doen zijn 

voor toepassing op gewone differentiaalvergelijkingen. 



48 

Hiertoe staat ons ten dienste het begrip dynamisch systeern, hetwelk 

in zijn meest algemene vorm een mathematisch model is voor een een­

duidig oplosbaar rand-beginwaarde probleem (gemengd probleem). 

Def. 3.1, Zij Reen metrische ruimte met metriek p. Onder een 

q:m,amisch szsteem ,!!l ] verstaan we een een-parametrige far:iilie van 

transformaties Ft, -m<t<m, van R in zichzelf, net de eigenschappen: 

a. peR en te(-m,m) i~pliceert rt(p)ER; F
0

(p) = p; 

b, Ft(p) is continu int en p, i,e. 

VE>03o,Cp,t 1,d& o2Cr>,t1,e:) / o<r,,q)<o 1&. lt,-t2 l<o 2i+ocrt
1 

<v>, rt
2

Cq))<e:; 

c. rt crt Cp)) = rt +t c,>. 
. 1 2 1 2 

Vaak wordt Ft(p) genoteerd als f(p,t). 

Deze familie begrensde transformaties vormt een groep met nulelernent 

f(p 9 0).= p en inverse f(?,-t): f(f(p,-t),t) = f(p,o) = P• De afbeel­

ding Ft heet wel een bewegine; de verzaueling f(p,t) voor vaste pen 

--<t<- de baan of trajectorie door p. 

Def. 3.2. Een invariante ~erzamelingl! van een dynamisch systeem f(p,t) 

in R is een deelverzameling va~ ~ waarvoor geldt 

O,reerkinJi M bestaat dus uit gehele trajectorien van het dynamische systeem, 

We zullen ons bezighouden met het stabiliteitsprobleem van deze invariante 

verzamelingen. Aangezien men kan bewijzen dat de rand van M eveneens inva­

riant is, heeft het zin om de stellingen te fomuleren voor gesloten inva-

riante verzar~elingen. De elementen p£R zijn in het 

dische ruimte gedefinieerde funkties i.p.v. punten 

het voor de hand om het begrir> L1rapunov funktie te 

algemeen op een Eucli­

uit E ; derhalve ligt n 
generaliseren tot Lyapunov 

funktionaal. De eigenschappen van V(p) blijven onveranderd zeals in §2. 

Dij wijze van voorbeeld geven we hier de tweede van Lyapunov's vier stel­

lingen in de fomulering voor dynamische systernen. 
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Stellin,& 3.1, Een gesloten invariante verzameling M van een dynamisch 

systeem f(p,t) in een metrisch ruimte R met metriek pis dan en slechts 

dan asyr.iptotisch stabiel indien er een voldoend kleine omgeving S(M 9r) 

bestaat waarin een funktionaal V gedefinieerd is met de eigenschappen 

a. Voor willekeurige, voldoend kleine waarde van o
1

>o is een £
1

>o te 

vinden zo dat V(p)>E
1 

indien pcSW,r) en p(p,M)>o
1 

; 

b, Bij willekeurig kleine £2>o kan een o2>o aangewezen worden z6 dat 

V(p)c£ 2 indien p(p,M)<o 2 ; 

c. V(f(p, t)) is een niet-sti:ieende funktie van t voor t~o, peS(H,r), 

zolang f(p,t)sS(H,r). 

d. V(f(p,t))-+o als t~ voor elke beweging f(p,t)~S(!i,r). 

De voorwaarden a t/m c zijn de nodige en voldoende voorwaarden - -
voor stabiliteit van M. 

Def, 3,3. Een asymptotisch stabiele invariante verzameling M van een 

dynamisch systeem f(p,t) in R heet uniform ~symptotiscA stabiel indien 

3o>o I v'E>o3 T(d>o I p(t, 5M)<o:t,p(f(p,t),M)<E voor alle t~T(E). 

Def._ 3 ,4 ~ Een asymptotisch stabiele gesloten invariante verzarneling M 

van een dynamisch systeem f(p,t) in R heet uniform aantrekkend indien 

3o>o I \1£€(o,o)3T>o&a>o I E<o(p,l1)<o~(f(p,t),M)>a voor alle t£ (o,T]. 

Def. 3.5. Zij M asyr:iptotisch stabiel onder f(p,t). Het f!ebieq .!2 
aszpm,totisch,e stabili tei t A van M is de verzarneling 

A = {p I pER , pjM& lir:t p(f(p,t) ,!1) = 0 } 
t~ 

Hen kan bewijzen dat A een open verzameling is, welke een (voldoend 

kleine) or.igeving van M bevat. 

Lnkele zeer belangrijke stellingen uit de theorie der dynamische systemen 

willen we hier nog signaleren. 

Stelling 3.2. 
I -

Als een gesloten invariante verzaneling :-1 van een dynarnisch ,, 
systeem f(p 9t) in R uniform asymptotisch stahiel is, bestaat er voor alle 

tE(- 00 , 00 ) een continue funktie L(t), welke voor van - 00 tot +00 toenemende t 

sterk nonotoon afneent van +oo tot o, met de eigenschap 
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p(f(p,t),M) ~ L(t) als t~o en p(p,l'1)<t5, 

waarbij t5 de grootheid uit de stabiliteitsdefinitie is. 

Stelling 3,3, Een asymptotisch stabiele gesloten invariante verzame­

ling M van een dynarnisch systeem f(p,t) in R is, indien M een voldoend 

kleine compacte omgeving bezit, uniform asymptotisch stahiel en uniform 

aantrekkend, 

4. Voorbeelden, 

1, Beschouw de lineaire partiele differentiaalvergelijking 

(4.1) au -at - au+ 
n 
E 

i=1 

waarin a,b
1

, ••• bn reele constanten zijn, Zij t de Banachruimte der in 

E eedefinieerde continu differentieerbare vectorfunkties 4>(X}, XEE • met n n 

en norm 

lim cj>(X} = L4> 
IXl-+eo 

• Lcj> constant en ILcj>l<= 

Voor ieder element cj>et kunnen we een oplossine u(4>,t) van (4,1) met 

u(4>,o) = ♦ vinden, nl. 

Voor vaste t kunnen we u(4>,t) beschouwen als een transformatie van tin 

zichzelf. Deze transformatie heeft de eigenschappen van een dynamisch 

systeem: 

a. De funkties u(4>,t) zijn voor vaste cj>Et eenduidig bepaald, continu 

differentieerbaar naar alle argumenten (x1, •• ,xn;t) en u( ♦ ,o) = 4>; 

b. De funkties u(4>,t) zijn continu in beide variabelen, i.e. 

Ve>03t5 1(4>,-t,-d&t52(q,19t1,d : lt1-t2 l<t5 1&1 l4>1-4>21 l<t5 2+ 

=tr-I ju(4>,_t1) - u(4>2,t2) 11<£ ; 
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2, Onder een autonoom stelsel partiele differentiaalvergelijkingen 

van de 1e orde verstaan we het type 

au. au 
s -aT = f

5
(x1, ••• , ~,u1, ••• ,un, ax~ ) ; i,s = 1, ••• ,n;j=1, •• ,k. 

J 

We veronderstellen dat alle variabelen van f in een zekere Euclidische 
s 

ruimte varieren, en= continu is in zijn definitiegebied, Zij voorts t 
s 

een metrische of genormeerde lineaire ruimte metals elementen de vector-

funkties 4>=(<1> 1, •• 1 4>n) met in~ gedefinieerde componenten, Stel dat voor 

willekeurige $£~ een oplossing U=U(4>,t) van (4.3) te vinden is, (U=(u1,.,,un)) 

met de eigenschappen 

a. U(cp,t) is gedefinieerd voor alle t£(-m,00 ), U((j>,t)e~, U(o,t):O; 

b, U((j>,t) is continu in (j> en t; 

c. U(U($,t1),t2) = U($,t1+t2). 

Dan bepaalt (4.3) een dynar.iisch systeem U((j>,t) in$, Zij nu A een open 

omgeving van de "gesloten invariante verzarnelinG" U=O. Er geldt: 

~telling 4,1, Een nodige en voldoende voorwaarde, opdat A het gebied van 

asymptotische stabiliteit van de nuloplossing zij is het bestaan van twee 

funktionalen V((j>) en W((j>) net de eigenschappen: 

a. Vis gedefinieerd en continu in A,i'T in~; 

b. Als $£Adan -1<V((j>)<O, als (j>d dan 1-l((j>)>O als 4>¢ O; 

c. Voor willekeurige y 2>0 bestaan positieve getallen y1 en a1, zodat 

p ( $ 9 o) ~ y 2 • V ( $) - y 1 en H ( (j>) > a 1 ; 

d. Bij limietovergang p((j>,o)-+O geldt lim W((j>) = lim V(cp) = O; 

e. Als i randpunt is van A en (j>eA 9 4>¢0, dan is lim V(cp) = -1 ; 
p(cf>,$)-i-0 

f. De tijdafgeleide van V((j>) lanr,s de baan U(cp,t) voldoet aan 

g,V(U~fat)). = W(U(4>,t)).(1+V(U(4>,t))). 

s. Algemene system~n. 

De voorgaande theorie kan nog verder gegeneraliseerd worden door de 

continuiteitseis en de voorwaarde van eenduidige oplosbaarheid te laten 

vallen. We kor.1en dan tot de volgende definitie. 
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Def. S.1. 

formaties 

schappen: 

Een algemeen systeem is familie twee-parametrige trans­

F: van een metrische ruimte in zichzelf, met de eigen­
o 

a. Voor willekeurige p£R en t~O is F~ (p) gedefinieerd, r! (p)c R, t~t
0

; 

0 0 

c. 

VE>o3o(E)>O I t-t 
0 

Voor willekeurige 

gedefinieerd, en 

<o-+ r! <,> c s(p,E); 
0 

t1 
p 1ert (p) 

0 

Ur! (p1) = r! (~) voor alle t ➔t 1 , 
1 0 

waarbij de vereniging genomen wordt over 

Qpmerking 

finieerd, 

t In een algemeen systeem is p(Ft (p), 
0 

niet gede-

Als maat voor de afstand van het systeem tot een invariante verzameling 

M neemt men 

p(t,p ,t) = 
0 0 

sup 
peF~ (p

0
) 

0 

(p,M), 

terwijl uitspraken over funktionalen i.h.a. op analoge wijze worden ver­

vangen door uitspraken over hat supremum der waarden van de funktionalen, 

Aangezien de beweging r! slechts gedefinieerd wordt verondersteld voor 
0 

t~t
0 

en bovendien gecn eenduidigheid geeist wordt, vormen transformaties 

van bovenstaand type geen groep. 

Hoe de voorgaande theorie p,emodificeerd wordt laten we zien aan de hand 

van het niet autonome stelsel 

(5. 1) 
au 

s 
at"" 

au. 
--=( J.). • - ·s t,x1, ••• , '1<' u1, ••• ,un' ax7 , 1,s=1, •• ,n; J=1, •• ,k; 

J 

waarin de rechterleden gedefinieerd en continu zijn voor t)O en op een 
au n zeker gebied van de Euclidische ruimte der argumenten x1, •• , a'1<. 

Zij t de ruimte der op Ek gedefinieerde vectorfunkties cti=(cti 1(x1, •• ,xn), ••• 

cpn(x1, •••• ¾)) met een passende metriek of norm. Stel dat het voor willekeu­

rige cti,'4> en t
0

~0 mogelijk is, een oplossing U=U{cp,t,t
0

) van (5. 1) te con­

strueren met de eigenschappen: 
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1 • u(,,t 9 t
0

) is gedefinieerd voor alle t~t • U(,,t,t )£t 
0 0 

2. u(,,t 9t) =, als t=t • 
0 0 

Als ook geldt 

3. 

voor alle 
t~t ~O; 

0 

heeft (5.1) de nuloplossing. Deze familie oplossingen vormt een algemeen 

systeem. 

Stelling 5,.,1,., Nodige en voldoende voorwaarde voor de stabiliteit van de 

nuloplossing van (5,1) in de existentie van een eenparametrige 'familie 

funktionalen Vt met.de eigenschappen: 

1. Voor iedere $eS(O,r)(r>O) is een funktie Vt($) van t,t~O gedefinieerd; 

2, Bij voldoend kleine c 1>o is een c2>0 te vinden zodat Vt($)>c2 voor 

p(,,O)>c 1 en alle t~O~ 

3. Vt($)~o als p($,o)~o, uniform m,b.t. t, t~O; 

4, Vt(U($,t 9 t
0

)) is niet-toenenend voor alle t~t
0 

waarvoor Vt gedefinieerd 

is· •. Als bovendien geldt 

5, Vt(U($.t,t
0

))~o als t-++~ voor alle t0➔0 en p($,O)<o 1, o1>o 

voldoende klein, dan is U=O asymptotisch stabiel, terwijl tevens het 

omgekeerde geldt, 

Analoog worden ook de andere ·"Lyapunov-stellingen" e;efomuleerd. De bewij­

zen zijn uiteraard iets gecompliceerder dan in de versie voor dynamische 

systemen, aangezien b.v. niet de continuiteit van p(t,p ,t) voorhanden is. 
0 0 

Voorts heeft Zubov nog een aantal stellingen van kwalitatief karakter afge-

leid [2]. Men kan zeggen dat deze kant van de theorie, nl. de kwalitatieve, 

vrij ver ontwikkeld is, zulks in tegenstelling tot het meer praktische as-

pect van het gehele probleem: de daadwerkelijke constructie van Lyapunov funktie. 

onalen en - funkties. 

In de eerste plaats wordt men gekonfronteerd met de vraag, of een existentie­

stelling9 een uniciteitsstelling en een continuiteitsstelling voor de oplos­

singen van een stelsel differentiaalvergelijkingen voorhanden zijn. 

Ten tweede moet men dan een passende maat voor de afstand van een oplossing 

tot een invariante verzameling zien te vinden. Dit is maar al te vaak een 

kwestie van "good guessing", en vereist inzicht in de fysica van het probleem, 

Een aan~al typen lineaire en quasi-lineaire partiele differentiaalvergelij­

kingen is behandeld in Zubov's boek. 
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6, Toepassinge~• 

1. Beschouw de parabolische vergelijking 

met randvoorwaarden 

voor x=o 

voor x=l 

en willekeurige kwadratisch integreerbare beginvoorwaard.en ♦ Cx) voor 

t=o. Het is bekend dat dit probleem een oplossing in L2(0,1) bezit, 

De vergelijking (6.1) heeft de triviale oplossing U=O• Deze is stabiel, 

hetgeen kan worden aangetoond door te beschouwen de (voor de hand lig­

gende) funktionaal 

Er geldt 

1 2 
V(u) = J [ u dx. 

namelijk 

dV 1 

rt=£ u ut dx = 

1 1 
= u u -1o X 

0 

1 

l u u dx = xx 

2 1 2 u dx = - [, u dx. 
X X 

dV Aangezien u ;k o voor t<c:o, geldt dtc:o, terwijl bovendien lim V(u(t,t))=o 
X llf>ll ➔ o 

(het probleem (6,1),(6,2) met +=o heeft alleen de nuloplossing). Bijgevolg 

is u=o zelfs asymptotisch stabiel, 

Nemen we 

dan volgt 

i,p.v, (6,3) 
1 

V(u) = } ( 
lo 

2 u dx 
X 

dV 1 dt = 0 
u u tdx = u u xx xt 

0 

Aangezien u~o de enige stationaire oplossing is van (6.1),(6.2),is 

als ♦Cx) ~ o, wederom 

dV 
' dt < o. 
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2. Een eerste-orde reactie met wamte- en massa overdracht binnen 

een katalysator geeft aanleiding tot een randwaardeprobleem van 

het type 
2 

C6.4) lZ = l...2: - tCy> • 
at ax2 

(6.5) 

f 
lZ = o 
ax 

y = 1 

voor x=o 

voor x=l 

Hierin is y b.v. de concentratie in een geschikte normering 1 VG>or de 

warmte-overdracht g~ldt een analoge vergelijking. De term f(y) is 

niet-lineair. 

Wei [3] vond d.m.v. numerieke analyse verschillende gevallen met sta­

biele en instabiele stationaire oplossingen, afhankelijk van de waarde 

van enige in f(y) voorkomende parameters. Een analyse met de Lyapunov­

theorie kon dit gedrag bevestigen. Wei gebruikte als funktionaal de 12-

metriek: 

(6.6) . 
1 

V(y) = ; [, 2 (y-y*) dx 9 

waar y*een stationaire oplossing voorstelt. M.b.v. y=y+u en met gebruik­

making van (6.4) volgt 

dV 1 
(y-y*) l.I dx = - = £ dt at 

1 
[a

2 
* a

2
u f(y*+u) - f(y*) + f(y*)] dx (6.7) = 1 u .!L.Z+-- :: 

ax2 ax2 

1 [a2 J -1 u ......2:! - f(y*+ u) + f(y*) dx 
- o ax2 

Door middel van partiele integratie en met gebruikmaking van de 

randvoorwaarden (6.5) volgt 

(6.8) dV [ 
1 

au 2 
1 

dt = - [ (ax) dx + [ u {f(y*+u) - f(y*)} dx 

,. 
Het verloop van f als reactie op de "storing" u verschaft inforrnatie over de 

stabiliteit resp. instabiliteit van de stationaire oplossing y! 
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3. We beschouwen de vergelijking ( [s]) 

(6.9) . 'IT+ c ½i +bu: o • u(x.o) = cp(x) • 

een speciaal geval van (4,1)• met reele constanten b enc. Stel 

cp(x) is kwadratisch integreerbaar, dan is de oplossing u dit ook, 

Bijgevolg gaat de oplossing naar nulo.tslxl.....,• 

Beschouw nu de funktionaal 

00 

v(u) ·=} /._, u
2 

dx 

Hiervoor geldt 

dV 00 00 

cit= f-
00 

u utdx = - /._, u [c ux + bu] dx = 

00 

: - C L u u dx - b 
X 

2 
u dx = 

2 /
00 00 

00 = - cu . + c ( u uxdx - b ( 
, -00 }-oo }-oo 

Als b>o is u=o asymptotisch stabiel, 

2 
u dx = - b 

4. Aan de gasdynamica ontlenen we de vergelijking (zie [s] ) 

(6.10) 
2 

l!: + l!: + u l!: =S~ 
at ax ax ax2 

met de (kwadratisch integreerbare) beginvoorwaarde 

u=cp(x) voor t=o. 

2 u dx. 

De oplossing u behoort ook tot L
2 

en wederom kiezen weals Lyapunov­

funktionaal 

V(u) 
2 

u dx. 

In dit geval vindt men weer asymptotische stabiliteit: 

,. 
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Opmerking. 

Moser• Brayton en Miranker hebben een geheel andere• meer construc­

tieve methode ontwikkeld om Lyapunov-funktionalen aan te geven. Voor 

meer informatie over hun interessante analyse zij de lezer verwezen 

naar de literatuur ([6] en [7] )• aangezien hun beschouwingen niet 

binnen het kader van deze voordracht aan de orde kunnen komen. 
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Colloquium Niet-lineaire differentiaalvergeiijkingen 

H. Bavinck 

VL Stabiliteit en· Continuiteit·met· betrek.k.ing·tot twee metriekeno 

1o Inleiding 

De laatste jaren is er veel gewerkt aan generalisaties van de 

theorie van A.M. Lyapunov, om deze toepasbaar te maken op partiele 

differentiaalvergelijkingen. In de vorige voordracht heeft Frankena 

het werk van V. I. Zubov [1J bij U ingeleid en aan de hand van vele 

voorbeelden laten zien, dat Zubov 1s generalisatie van Lyapunov's directe 

methode aanzienlijke toepassingsmogelijkheden biedt. Hier wordt een 

andere aanpak van dergelijke problemen behandeld, nl. het werk van 

A.A. Movchan [?, 3] en de verdere uitbouw van diens theorie door de 

Schotten Knops, Gilbert en Wilkes [4, 5]. Movchan, die tot zijn theorie 

komt, door de directe methode van Lyapunov toe te passen op problemen 

uit de elasticiteitstheorie, heeft als essentieel nieuw element de in­

troductie van 2 verschillende metrieken, een die dient om de afwijkingen 

van het systeem t.o.v. een zogenaamde ongestoorde oplossing in de be­

gintoestand te meten, en een, die een maat is voor de later volgende 

verstoringen. Aan de hand van het eenvoudige voorbeeld van de trillende 

snaar zullen we trachten de ideeen van Movchan te demonstreren. 

De verplaatsing u(x, t) voldoet aan de golfvergelijking 

met randvoorwaarden 

u xx O~x.:_ 1, 

u(O, t) = u(1, t) = O. 

0 < t < co 

We beschouwen de stabiliteit van de evenwichtssituatie u(x, t) = 0 

( 1 • 1 ) 

(1.2) 

bij willekeurig kleine beginverstoringen in u, ux of ut voor alle t > Oo 

We introduceren de totale energie van het systeem 

J 
1 

2 2 
E = ~ 

0 
(ux + ut )dx 

en de grootheid p0 tu) 

= 

gedefinieerd door 

sup 
O<x<1 

Ju (x,o )I+ 
X 

sup 
O<x<1 
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Nu voldoet E aan de volgende voorwaarden: 

1) E > 0 

2) 

3) 

4) 

E -r 0 als voor t = 0 

Eis constant als functie van de tijd 
2 sup ( sup u ) .::_ 2E 

O<t<00 O<x<1 
Deze laatsfe eigenschap wordt als volgt bewezen: 

rx 
u(x, t) = ) u dx 

,Q X 
omdat u = 0 in x = o. 

De ongelijkheid van Schwarz levert: 

Als x < 

2 Ix 2 Jx u _:. (u ) dxo dx. 
Q X 0 

2 J 
1 

2 geldt sup lul .::_ 
0 

ux dx 

en dus 
2 

sup lul .::_ 2E. 

( 1o3) 

Uit deze 4 voorwaarden blijkt dat de grootte van de verplaatsing wordt 

beheerst door de grootte van de beginverstoring, aangegeven door p 0(u) 

Dat wil zeggen, dat willekeurig kleine beginverstoringen resulteren in 

willekeurig kleine verplaatsingen op elk tijdstip, wat stabiliteit in­

houdt. Stabiliteit is in dit voorbeeld dus verkregen door aan te tonen, 

dat de maximale verplaatsing begrensd is door een zekere positieve 

functionaal, die O is voor de beginvoorwaarden van ux en ut en constant 

is in tijd. Dit behelst het essentiele van Movchan' s stellingen nl. 

dat stabiliteit kan worden vastgesteld, wanneer er een niet stijgende 

functionaal gevonden kan worden, die voldoet aan zekere eisen met be­

trekking tot twee·metrieken {hier p 0(u) en sup lu(x,t) I ). 
De eerste metriek meet in de begintoestand de grootheden, die de beweging 

van het systeembepalen, de tweede is een maat voor de grootheid, ten 

opzichte waarvan stabiliteit is geeist. In de aanpak van Movchsn houdt 

men de vrijheid in de·keuze van de metrieken. Inplaats van sup lul had 

f
1 

men bijvoorbeeld ook u
2

dx kunnen nemeno 
"0 

In dit simpele voorbeeld is de invoering van twee metrieken niet nood-

zakelijk, maar er·zijn voorbeelden aan te geven, die in het algemeen 

niet Rtabiel zijn t.o.v. metrieken van het type sup lul. In het artikel 

van Knops en Wilkes [4] worden hiervan voorbeelden gegeven en tevens 



61 

behandelt deze publicatie een aantal ongelijkheden, die kunnen helpen 

bij het bepalen van stabiliteit. Een van hun voorbeelden zal hier wor­

den behandeld. De meest recente bijdrage tot deze theorie is het arti­

kel van Gilbert en Knops [5], dat hier in grote lijnen zal worden be­

sprokeno Door gebruik te maken van het verband tussen stabiliteit en con­

tinuiteit slagen zij erin aan de ene kant verschillende stellingen veel 

eenvoudiger te bewijzen en aan de andere kant algemenere situaties te 

scheppen, waarin de stellingen over stabiliteit kunnen worden toegepast. 

2. Dynamische systemeno 

Een dynamisch systeem heeft betrekking op een tijdsvariabele t, die 

loopt over een eindig of oneindig tijdsinterval Ten een variabele x, 

die zelf een functie kan zijn van de variabelen x
1

, x
2

, •••• Deze 

variabelen x
1

, x
2

, ••• corresponderen met meetbare waarden van physische 

grootheden op een tijdstip t van een gegeven tijdsinterval Ten kunnen 

bijvoorbeeld de verplaatsing, snelheid, spanning, temperatuur of con­

centratie zijn. Dus x kan beschouwd warden als een functie op T die 

waarden aanneemt in een verzameling X. De beweging van een dynamisch 

systeem correspondeert met het trekken van een baan in X, d.w.z. de 

waarden x ( t ) als t T door loopt. Een baan met waarde x h- ) op zeker t ij d­

st ip 1 E.. T zal als verdere beweging hebben de functie x( T + t), waarbij 

t ~ T en t .:_ 0, zolang T + t gedefinieerd is. 

Zij X een willekeurige verzameling, T het interval O ..::_ t ..::_ 00 en B(X, T) 

een verzameling van functies gedefinieerd op Ten waarden aannemend 

in X. Neem aan, dater een functionaal pop Xx X bestaat en die posi­

tief definiet is, 

d.w.z. 1 ) 

2) 

p(x, y) .:::_ O, x, y€.X 

p(x, y) = 0, <-> X = y 

Deze positief definiete functionaal kan B(X, T) voorzien van een topo­

logie. Immers, als we stellen 

p ( 1/J , qi ) = sup p ( 1/J ( t ) , qi ( t ) ) , qi • 1/J E B ( X, T ) 
td 

kunnen weals open verzamelingen om qi beschouwen {u}. 0 waarbij 
£ £.> 

U = {i/J£B(X, T) : p(i/J, qi) < £1• 
£ 

Bezit X een norm, dan zullen we altijd nemen p(i/J, qi)= I lt-qil j. 



Als T0 een deelverzameling is van T (T0 is de verzameling van de moge­

lijke begintijdstippen), dan definier_en we, voor TE:. T
0 

en voor <jif:B(X, T), 

de verschoven functie cp van cp door 
T 

cjl (t)·= cj>(T + t) tE:To 
T 

Deze functie neemt waarden aan in X; daar aan B(X, T) nog geen eisen 

zijn opgelegd hoeft cp a priori niet in B(X, T) te liggen 
T 

Definitie 2o1o Een dynamisch systeem dat behoort bij het triple (X, T, T
0

) 

is een verzameling B(X, T) van functies gedefinieerd op Ten met waar­

den in X zodanig dat 

1) <P,E:B(X, T) zodra cj>EB(X, T), TC:To 

2 ) lim cp ( T + t ) = cp ( T ) ' cp E. B ( X ' T ) ' T E. TO 0 

t+O 
De functie s cp EB (X,T) zullen we oplossingen en cjl banen noemen. 

T 

Definitie 2.2. Zij B(X, T) een dynam.isch systeem. Voor cjl,ijJE:B(X, T) 

zeggen we dat de oplossing ijJ in het oneindige naar cp nadert indien 

lim p ( ijJ ( t ) , cp ( t ) ) = 0 o 

t-+00 

Definitie 2.30 Zij B(X, T) een dynamisch systeemo Een oplossing ijJE:.B(X, T) 

heet begrensd toOoVo cpe.B(X, T) als 

p(i/J, cp) = sup p(ijJ{t), cj>(t))< 000 
tE.T 

Als cp ( t) - 0 voor alle t E; T dan zeggen we dat ijJ een begrensde oplossing 

iso 

Voor iedere , E.T
0 

noemen we B(,) de deelverzameling van X 

B(-r) = {cp(1) : cj>EB(X, T)}. 

B(,) kunnen we beschouwen als de verzameling van beginwaarden van de 

banen cp , cj>E.B(X$ T), 
T 

Behorende bij iedere T ~TO bestaat er een afbeelding A, van B(, ) in 

B(X, T) gegeven door 

A cp(-r) + cp (t) cpcB(X, T)o 
T T 

Het is duidelijk dat AT niet eenwaardig behoeft te zijn, tenzij de op-

lossingen van het systeem eenduidig bepaald zijn, hetgeen hier niet is 

geeisto 

Voor iedere Te: T
0 

nemen we aan dat een positief definiete functionaal 

p gedefinieerd is op B(,) x B(T) en dat B(t) de topologie heeft ge-
T 



63 

kregen die p definieert. Deze functionaal p dient als een maat voor 
T T 

de verstoring op het tijdstip Tc T0 van het systeem, terwijl de posi-

tief definiete functionaal p, gedefinieerd op Xx X dient als maat voor 

de later volgende afwijkingen van het systeem. 

Definitie 2.4. Een oplossing q,e.B(X, T) heet 

1) stabiel als, voor iedere TE.T
0

, de afbeeldingAT van B(T) in B(X, T) 

continu is in q,, 

2) uniform stabiel, als A continu is in q, uniform in T 
T 

3) asymptotisch stabiel, als q, stabiel is en als, voor iedere TE: T
0 

en 

alle 1/J(T) in zekere omgeving van <j,(T), A (1/l(T)) naar q, nadert in 
T T 

het oneindige. 

Een belangrijk criterium voor stabiliteit levert Lyapunov 1 s directe 

methode. Laten F t' met tE:T, T E.T0 ,positief definiete functionalen 
. T, 

voorstellen, gedefinieerd op Xx X en laat BFT(X, T) de verzameling 
' B(X; T) voorstellen, voorzien van de topologie gegeven door de func-

tionalen 

F (1/1, q,) = sup F t (1/l(t), q,(t)) </>,1/1 E:.B(X, T). 
T tel' T, 

Beschouw nu BF (X, T) als een tussenstap tussen B(T) en B(X, T) en 
,T 

bekijk de afbeeldingen 

1 ) 

2) 

A van B(T) naar B_ (X, T) 
T -F,T 

identieke afbeelding I van BF (X, T) naar B(X, T) 
,T 

B(T) A 
T 

B(X, T) 

Als AT continu is in q, van B(T) naar BF (X, T) en I continu is van 
,T 

BF,T (X, T) naar·B(X, T) dan is AT continu in q, van B(T) naar B(X, T). 

Als (l'it geldt voor iedere T eT0 dan is q, stabiel. Omgekeerd, wanneer 
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$ stabiel is bestaat er altijd zo'n functionaal F want we kunnen T,t 
altijd F t gelijk aan p stellen op Xx X. 

T' 
We hebben dus bewezen: 

Stelling 2.1. De oplossing $ E B(X, T) is dan en slechts dan stabiel 

wanneer er positief definiete functionalen F t bestaan, met t £ T, 
T, 

TE T
0

, gedefinieerd op X x X waarvoor geldt: 

1) Bij iedere £ > 0 is een 0(£,T) > 0 te vinden zodanig dat 

F (ljJ ,$ ) < £ 
T T T 

als p ( ljJ (t ) , $ (T ) ) < o 
T 

2) Bij iedere E > 0 is een o(E,T) > 0 te vinden zodanig dat 

p ( ljJ ,$ ) < E 
T T 

als F ( ljJ ,$ ) < o. 
T T T 

Deze stelling, zo geformuleerd door Gilbert en Knops [5] is 

algemener dan de klassieke stelling van Lyapunov en de latere 

- van Zubcv (1] en Movchan [2.3]. 
Daar wordt deze stelling geformuleerd als boven met i.p.v. de 

eisen 1 en 2 de eisen 3 en 4: 
3) Bij iedere E > 0 is een o(E,T)> 0 te vinden zodanig dat 

F (ljJ(T), $(T) < E 
T,O 

als p (ljJ(T) ${T)) < o 
T 

4) F t (ljJ (t), $ (t)) is niet stijgend m.b.t. t 
T, T T 

Als aan deze eisen voldaan is, is automatisch al aan eis 1) voldaan. 

Wanneer stabiliteit optreedt houdt eis 4) in, dat F ( ljJ ,$ ) T T T <- 00 

moet zijn voor alle ljJ E B(X,T). Aangezien in voorbeelden als Lyapunov 

functionaal vaak de totale energie wordt genomen, moet in dat geval 

deze energie eindig zijn. 

Een dergelijke eis is in deze aanpak niet nodig. Voor stabiliteit 

komt hier alleen aan de orde het gedrag van het systeem in of in de 

buurt van de oplossing, waarvan de stabiliteit wordt onderzocht. 

De voorwaarde 2) uit stelling 2.1 komt neer op een continue 

inbedqing van BF,T (X,T) in B(X,T). Deze inbedding kan bereikt worden 



met behulp van ongelijkheden zeals bijvoorbeeld die van Sobolev. 

In het artikel van Knops en Wilkes [4] worden een aantal van 

dergelijke ongelijkheden behandeld. 

3. Voorbeeld uit de elasticiteitstheorie. 

We zullen een voorbeeld behandelen, dat lineair is. De differentiaal­

vergelijking, die de beweging beschrijft van een staaf, die belast 

wordt door een samendrukk.ende kracht P, luidt 

u~xxx + S uxx + Y utt = O ( 3. 1 ) 

waarbij S = P/o. , y =µla, terwijl a de buigingstijfheid enµ 

de lineaire dichtheid voorstelt. (S>O) 

We zullen twee gevallen van randvoorwaarden bespreken, nl. 

A) staaf met vaste uiteinden: 

voor x = 0 en x = 

B) staaf die aan de uiteinden ingeklemd is: 

au 
0 u = -ax = voor x = 0 en x = 

(3.2) 

(3.3) 

We onderzoeken de stabiliteit van de evenwichtspositie u = 0 in 

deze beide gevallen. Als verzameling X nemen we de deelverzameling 

van C(O, 1) bestaande uit reeel-waardige functies ~ gedefinieerd 

op het interval [o, 1] en die voldoen aan 

1) iedere ~ is continu en heeft continue afgeleiden t/m de 4de 

orde 

2) ~ voldoet aan de randvoorwaarden (3.2) resp. (3.3). 
Daar X lineair is kiezen weals positief definiete functionaal de norm 

~EC(0,1) 

O<x<1 
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Verder nemen we voor T het interval [o, OQ ) en T0 = T. 

Het dynamisch systeem B(X,T) bestaat uit alle functies u die 

gedefinieerd zijn op [o, OQ) en waarden aannemen in X, zodanig 

dat (3.1) vervuld is. De norm p induceert in B(X,T) een metriek 

p ( u, 0 ) = sup ( sup I u ( x, t ) I ) 
O<t<OQ O<x<1 

(3.4) 

Als TE T
0 

dan is B(T) de deelverzameling van x~ C (0,1) van functies 

van de vorm u(x,T). Voor iedere T ~ T
0 

nemen we dezelfde pT 

(3.5) 
O<x<1 O<x<1 

en dezelfde 
1 

F = C I T,t 
0 

(u
2 

- su
2 

+ y u
2

) dx 
XX X t 

(3.6) 

waarbij C een constante is. Men kan aantonen, door ender het inte­

graaiteken te differentieren en 2 X partieel te integreren, dat 

F t constant is als functie van t. 
T, 

In geval A (staaf met vaste uiteinden) heeft de ruimte X het volgende 

volledig stelsel basis vectoren: b = sin n tr -x: en iedere functie n 
met Xis dus voor te stellen als 

u = I a 
n=1 n 

sin n 1r x. 

Voor deze functies geldt: 

OQ 

J
1 

2 2 1 ' 4 4 2 2 . 2 
uxx - Aux) dx = 2 ~=1 (n 1f - AO 1r ) an> 0 als A < 1f 

0 

of 

1 J 1 2 f 1 2 /\ u a.x < u 
X - XX 

dx als (3.7) 
0 0 

2 



In geval B (staaf die is ingeklemd aan de uiteinde~ ieeft de ruimte X 

het volgende volledige stelsel basisvectoren: b = 1- cos 2 TI n x en n 
iedere functie uit Xis voor te stellen als: 

Voor deze 

00 

u = l S (1 - cos 2 TI n x). 
n=1 n 

functies geldt: 

00 r 2 2 
~ I ( 16n 4 

(u - Au) dx = xx X n=1 

A < 4 2 
TI 

of 

4 - 4 A 1T 

2 f1 u dx < u2 dx xx als A< 4 TI
2 

X -

0 

2 TI2)$2 n > 0 als 
n 

(3.8) 

Met behulp van de ongelijkheden (3.7), (3.8) en (1.3) en stelling 

2.1 kunnen we nu gemakkelijk uitspraak doen over de stabiliteit van 

de nuloplossing voor het systeem. 

Inimers: 

F ( u,O) 
T 

= 

= 

sup F ,,t 
O<t<,co 

sup C f 
O<t<oo 

sup (A-S) C 

O<t<00 

(u,O) 

2 
u xx 

J
1 

0 

-:s u 

u2 dx 
X 

2 
X 

..::._ sup (A-S) C sup lul
2 

O<t< 00 O<x<1 

= C (A-S)p2 (u, 0) 

2 + y u ) dx 
t 

( wegens ( 1 • 3 ) ) 



68 

Verder geldt: 

(u,O) f1 { 2 ?· F < C ( u ) + y ( ut ) } dx T J xx 
0 

lu 1
2 

+ C 
2 

< C sup y sup lutl xx 
O<x<1 O<x<1 

2 < k Po 

Hierbij J.S k een positieve constante. 

Als S < >.. dan is aan de voorwaarden van stelling 2.1 voldaan. 

Hieruit volgt dat voor het geval A (staaf met vaste uiteinden) 
2 stabiliteit optreedt zolang S < TT • Voor het geval B van de staaf 

2 met ingeklemde uiteinden treedt stabiliteit op zolang S < 4 TT • 

De stabiliteit wordt hier dus aangetoond met behulp van ongelijkheden. 

4. Stabiliteit en eenduidigheid. 

Definitie 4.1~ Is qi een oplossing van het dynamische systeem B(X,T) 

dan zeggen we dat qi eenduidig is, als voor alle TE: T
0 

impliceert 1/J (t) = qi (t) (t€T, T£T
0
.) 

T T 

Stelling 4.1. Als qi C B(X,T) stabiel is, is hij eenduidig. 

Bewijs. Neem aan dat qi niet eenduidig is en laat 1jJ(t)€ B(X,T) 

zo gekozen worden dat ijJ(T) = qi(,), terwijl 1/J (t) # qi (t) voor zekere 
T T 

Aangezien p positief definiet is geldt dan 

Daar qi stabiel is bestaat er bij gegeven £ > 0 een o > 0 zodanig dat 

voor,x €, B(X,T) geldt dat 

p(x , qi ) < £ 
T T 

wanneer p (x(T), qi(T)) < o. 
T 



Als we 

want 

s = ~ p(w , $ ) nemen hebben we een evidente tegenspraak 
T T 

5. Instabiliteit. 

Definitie 5.1. Een oplossing $ £ B(X,T) heet instabiel als voor 

zekere T € T
0 

de afbeelding AT van B( T) naar B(X,T) discontinu is 

in$ met betrekking tot de topologieen die op B(T) en B(X,T) gedefi­

nieerd zijn resp. door p en p. 
T 

Stelling 5.1. De oplossing $ E B(X,T) is dan en slechts dan instabiel, 

wanneer er positief definiete functionalen FT,t' TE T
0

, tE. T bestaan, 

gedefinieerd op Xx X zodanig dat 

1) de afbeelding A van B(T) naar BF (X,T) discontinu is in $ T ,T 
voor zekere T E. TO 

2) de eenheids afbeelding I continu is van B(X,T) naar BF (X,T) ,T 

Bewijs: Zeer eenvoudig. Wordt aan de lezer overgelaten. 

6. Stabiliteit en begrensdheid. 

Definitie 6.1. De afbeelding AT, met T € T0 heet begrensd met betrekking 

tot p en pin$ E B(X,T) wanneer er getallen Men N bestaan, die 
T 

afhangen van$ en Ten waarvoor geldt dat 

p(w , $ ) < N 
T T -

als 

Duidelijk is, dat als $ stabiel is, AT begrensd is in $ voor alle T E. T0 • 

Stelling 6.1. Zij X een lineaire, genormeerde ruimte. Dan geldt dat, 

indien p en p normen zijn, een oplossing $ £ B(X,T) dan en slechts 
T 

dan stabiel is wanneer iedere A begrensd is in$. 
T 
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Om deze stelling te bewijzen, gebruiken we een lemma, dat in feite 

niets anders is dan een bekende stelling uit de functionaalanalyse, 

namelijk dat een lineaire operator dan en slechts dan continu is, 

als hij begrensd is. 

Lemma 6.1. Neem aan Xis een verzameling met de eigenschap dat 

a$ E. X voor iedere postieve a, wanneer $ E. X. Neem verder aan dat p 1 
en p

2 
positief definiete functionalen op X zijn die voldoen aan: 

Als X. de verzameling X aangeeft, voorzien van de topologie gedefinieerd 
1 

door P 0 (i = 1, 2) en A een afbeelding is van X op X zodanig dat 
1 

A(a$) = a A($) , $EX, dan zijn de volgende beweringen equivalent: 

1) A is continu van x
1 

naar x
2 

in O. 

2) de verzameling {A($):$€. x
1

, p 1 ($) < 1} is begrensd in x
2

• 

_3) voor zekere positieve PA geldt : p2 (A($)) .::_PA P
1 

($) , $ € X. 

Bewijs: 1) ➔ 2). Als 2) niet zou gelden, dan bestond er een rij 

{ $ }€. X: met p
1 

($ ) < 1, terwijl p
2 

(A($ )) > n. n n - n 

$n 
Als we nu stellen t = -·- dan geldt n n, 

1 
P2 (A(1jl )) = - p 2(A($ )) > 1 n n n terwijl p

1
(1/I ) < .!.. Dit is in n - n 

strijd met de continuiteit van A in O. 

2) ➔ 3). Er bestaat een S > 0 zodanig dat als p 
1 

( 1/1) = 1 er volgt 

p 2 (A1j1)-2,_ S 

Neem nu een willekeurige functie $• We noemen $ 
e 

Dan geldt 

Dus geldt dan ook: 

- $ - pT;p) 
1 

Vermenigvuldigen we beide leden met p 1($) 
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Wegens de homogeniteit van p 2 en A kunnen we dus schrijven: 

Dus ,PA ::: B voldoet. 

3) ->- 1} Trivia.al. 

Bewijs van stelling6.1. 

Aangezien X lineair is hoeven we slechts lemma. 7.1 toe te passen. 

De stelling volgt uit de equivalentie van 1) en 2). 
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A.anvulling VI. Stabiliteit en continuiteit met betrekking tot 

twee metrieken. 

Ten aanzien van blz. 67 geldt het volgende: 

Het is gebleken dat naast de vectoren b = 1 - cos 2 1r n x 
n 

nog een stelsel onafhanlrelijke functies c = cos ~, x .. cos(2n+1) ,r x n 
bestaatt zodanig dat {bn} en \en} sa.m.en een volledig stelsel basis-

vectoren voor X leveren. 

Iedere fu.nctie uit Xis dus voor te stellen als 

co 00 

u = l 6 (1-cos 2 n n x) + l yn{cos nx-cos(2n+1)nx}. 
n=1 n n=1 

De ongelijkheid A f 1 u_; J.x ~ J1 
u;x dx a.ls A ! L .,r2 

0 · 0 

blijft onverminderd van kracht, 
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Colloquium Niet-lineaire differentiaalvergelijkingen 

Mo Strasberg 

VIIo Periodieke oplossingen van niet-lineaire, niet-autonome en niet 

kritische stelsels van differentiaal vergelijkingen. 

1 o Samenvatting 

Beschouwen wij een niet-lineair, niet-autonoom stelsel van n 

differentiaalvergelijkingen 

x = A (t) x + b (x,t) • 

waarin A en b periodiek zijn int met de periode To Indien het 

homogene lineaire stelsel x = A (t) x niet kritisch is, dow.z. 

dat het geen niet-triviale periodieke oplossingen met periode 

T heeft 1 dan is elke periodieke oplossing int met de periode T 

van S een oplossing van de niet-lineaire integraal vergelijking 

x(t) = f~ G(t 1 s) b(x(s), s) ds (I) 

en <msekeerd. G(t,s) is de nxn Green-mat1ix van het grenswaarde 

prob.Leem 

:lt = AX· , X(O) = X(T) ; Xis een nxn matrixc 

Onder bepaalde voorwaarde voor b verzekert de stelling van 

S-chauder-Mazur het bestaan van een oplossing van (I). Indien het 

stelsel {S) bovendien zwak niet-lineair is, doWoZo van het type 

x =AX+ ab (x,t), a€ IR, volgt uit de wel bekende kontraktie­

stelling van Banach, voor een voldoende kleine waarde van a 9 het 

bestaan van een enkele oplossing van (I), welke men theoretisch 

iteratief kan afleiden. Praktisch geeft deze methode een benaderende 

oplossing en een bovengrens voor de fout. 



74 

2o Stelsels van lineaire differentiaalvergelijkingen [1J 1 [2] 

Beschouwen wij het stelsel (NoHo) van n niet-homogene lineaire 

differentiaa.l vergelijkingen 

x = A(t) x + b(t) , (N .H.) 

waarin 

1o) A(t) = (a~(t)) een nxn matrix is, de a1 ziJn kontinue reele 
1 1 

funkties in de reele veranderlijke t € I = [a., bJ 

2o) x(t) = (x1(t), ooo xn{t)), de xi zijn reele funkties metals 
• oi o( ) {o1( ) on{ )) afgeleiden x : x t = x t , ooo , x t • 

3o) b(t) = (b1(t), oo• bn(t)), de bi zijn reele kontinue funkties 

in de reele veranderlijkte t E:: I= [a, b] 

Wij associeren aan het stelsel (NoHo) het lineaire homogene 

stelsel (H) 

x(t) = A(t) x(t} o (H) 

Verder associeren wij aan het stelsel (H) het lineaire homogene 

stelsel (M.Ho) 

!(t) = A(t}X(t} , 

waarin X(t) = (x~(t)} een nxn matrix is 9 de 
J • • 

met de afgeleiden i7(t) en !(t) = (x:(t)) 
J J 

2. 1.Cauch.y Probleem en Cauc.hy-Resolvente [1] 

Definitie 1 

i x. zijn reele funkties 
J 

Men noemt de Cauchy Resolvente R(t,t0 ) van het stelsel (NoHo) de 

nxn matrix oplossing van het stelsel (MoHo) 9 deze neemt de waarde 

E (de eenheidmatrix) a.an voor t = t 0 o Dit betekent R(t0,t
0

) = E. 

Deze oplossing bests.at en is eenduidig in Io[1]o 

Vpor wat volgt stellen wij: R(t) = R(t, O). 
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Eigenschappen van de Cauchy Resolvente 

De oplossing van (H) die de waarde x0 aanneemt voor t = t 0 wordt 

gegeven door 

x(t) = R(t,t0 ) x0 , 

det R(t,t0 ) = exp rt (Spoor A(u)) duo 
lto 

Indien A onafhankelijk van t (€.I) is 9 heeft men; 

Indien A periodiek is met de periode T heeft men 

R(t+T, t 0+T) = R(t,t0), Vt t 0 € I = [o,TJ, waa.ruit volgt 

R- 1(T) = R(-T), R(t+T) = R(t) R(T), R(t,T) = R(t-T). 

De algemene oplossing van (Noli ) wordt gegeven door 

( 1 ) 

x(t) = R(t,t0) c + f: R(t,s) b(s) ds e (2) 

Bewijs 

Uitgaa.nde van formule ( 1) gebruikt men de methode "der variatie 

van de konstante" van La.grangeo 



76 

Opmerkingen: 

De algemene oplossing wordt ook gegeven door 

x(t) = R(t) c + ftR(t,s) b(s) dso 
·o 

Indien A ona.fhankelijk van t is wordt de algemene oplossing 

gegeven door 

of 

t 
x(t) = R(t-t

0
) c + j R(t-s) b(s) ds 

to 

x(t) = R{t) C + laR(t-s) b(sl dso 

2o2o Periodiek niet-kritisch Probleem en de periodieke Green Resolvente 

Veronderstellen wi,t-.,A en b periodiek met de periode T, dan~zoeken 

wij een periodieke oplossing met de periode T van (NoH.)o Voor 

wat volgt ·1chrijven wij steeds periG>diek voor neriodiek met de 

periode Tc 

Een periodiek probleem wordt uitgedrukt door limiet-voorwaa.rden 
van het type 

x(O) = x(T) voor de stelsels (H) en (N oHo) (3) 

X(O) = X(T) II (M.Ho ) (4) 

Stellen wij nog I = [o, Tj 

Definitie 2 

Het periodiek stelsel (H) is niet-kritisch (of beter niet kritisch 

in T), indien het slechts de triviale oplossing (nul oplossing, 

heeft die aan (3) voldoet. Opdat dit waar zou zijn is het nodig 

en voldoende dat 

det (E - R(T)), 0 (Eis de nxn eenheidsmatrix) 
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Definitie 3 

Men noemt de periodieke Green Resolvente G(t,s) van het stelsel 

(NoHo) de nxn matrix, "elementaire oplossing" van het periodieke 

stelsel (MoH.) die voldoet aan (4a). Dit betekent dat: 

a) G(t,s) is kontinu Vt e I - s 

b) G(t,s) is diskontinu voor t =sen G(s+O,s) - G{s-0,s) = E 

e) G(t,s) is oplossing van (M.H.) Vt~ I - s, en voldoet aan (4). 

Bewering 2 

a) Indien het periodieke stelsel (H) niet-kritisch is bestaat er 

een en slecht een enkel:· periodieke Green resolvente G{t,s) van 

het periodiek stelsel (NoH.) gegeven door 

G( t , s) = C 
1 

-~ 9 s) = R ( t) ( E-R ( T) )-1 R-1 
( s) voor O < s < t < T 9 

G(t,s) = G
2
(t,s)--: R\t) (E-R(T))- 1 R(T) R-\s) voor O ~ t < s ~ T. 

b) Vervolgens heeft het periodieke stelsel (N.Ho) een en slechts 

een periodieke oplossing gegeven door 

B 
.• 

ew:.,J s 

x(t) = r: G(t,s) b(s) dso (7) 

a) Daar G(t,s) een kontinu oplossing van (M.H.) moet zijn voor 

alle t EI - s stellen wij 

G(t,s) = G
1
(t,s) = R(t) c

1
{s) voor O < s < t < T 

G(t,s) = G
2

{t 9 s) = R(t) c
2
(s) voor O < t < s < T 

waarin R(t) reeds gedefinieerd is, en c
1

(s) en c
2

(s) verder bepaald 

zullen worden. 

Uit G(s+O,s) -G(s-0) = E verkrijgt men c
1
(s) ( - 1 c2 s)=R (s), 

uit G(O,s) = G(T,s) verkrijgt men 
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Wij merken op dat G2(t 9 s) - G1(t,s) = R(t,s), (8) 

G(t+T, s+T) = G(t,s)o 

b) Men gaat uit van de algemene oplossing van (N.H.) gegeven door 

(2): 

x( 0) = C 

x(T) = R(T) c + I:R (T,s) b(s) ds (R(T 9 s) = R(T) R-1(s)) 

en bepaalt c opdat x(O) = x(T), ermee rekening houdend dat het 

stelsel (H) niet-kritisch is, dan is c = J:(E-R(T))-1 R(T,s) b(s) ds. 

Wij vervangen in (2) 

x(t) = J:R(t) (E-R(T))-
1 

R(T 9s) b(s) ds + I:R (t,s) b(s) ds 

= J:a2(t,s) b(s) ds + f;R(t 9 s) b(s) ds 

rekening houdend met de opmerking (8) 

x(t) = J;a,(t 9 s) b(s) ds + I:J2(t,s) b(s) ds = J:a(t,s) b{s) ds. 

3. Niet-lineaire, niet autonome 9 en niet kritische stelsels differentiaal­

vergelijkingen 

Voor het vervolg bekijken wij een stelsel van skalaire differentiaal 

vergelijkingen als een vektoriele differentiaalvergelijkingen 

3. 1.De niet-lineaire integraal vergelijking van Hammerstein [4] 1 {51 
Wij,beschouwen de T-periodieke niet lineaire en niet autonome 

differentiaal vergelijking 
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x = A(t) x + b (x,t) 

a) A is T-periodiek, zodanig dat de vergelijking (H) T-niet­

kritisch is 

b) b(u 1t) = (b\u\ ooo • un,t), ooo , bn(u\ ooo , 1un,t), 

{S), 

. i . . . . ( ) e n+1 . . de funkties b ziJn kontinu in u,t 1.:.. IR I en T-periodiek. 

Uit bewering 2 volgt: 

Beweri.!Yt]_ 

Iedere T-periodieke oplossing van de vergelijking (S) is een 

oplossing van de niet-lineaire integraal vergeli,jking van het 

type van Hammerstein 

IT 
x(t) = I G(t,s) b(x(s), s) ds 

;Q 

en omgekeerdo 

(I) 

Deze integraal vergelijking (I) laat ons toe de niet-lineaire 

Hammerstein operator h in te voeren in de vektorruimte ~(T) van 

de kontinu en T-periodieke reele vektorfunkties. De oplossingen 

van (I) zijn dan dr fix points ran deze operator. 

3o2o De Vektorruimte 'C(T) 

Ii• 

(I, IRn) stelt de vektorruimte van de konthu.e funkties van 

I= [o,TJ en IRn voor;~(T) is de deelvektorruimte van de funkties 

van (I,IRn) die voldoen aan x(O) = x(T) d.w.z. 

'r; ( T) = [ x €. ~ ( I , IRn) I x ( 0 ) = x ( T) } 

Zij I lei I een willekeurige norm op IRn, opt(T) wordt de norm 

I I lo! I I voor de gelijkmatige konvergentie gedefinieerd door 

!llxlll= max 11 x( t) 11 , xE:~(T)o 

t € I 
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Met deze norm is de vektorruimte~(T) een reele Banachruimteo 

Wij stellen voor het vervolg 

B = r 
1 

(u • ooo, un) €.IRn I llull ~ r}, 

B = r 
1 (x, o o o , xn) € -e ( T) I' 111 x 111 ~ r} o 

Opmerkingen 

1) In a., prakti k neemt men als norm 11 11 in IRn 9 een der drie 

equivalente normen 

n 
= < I 

1=1 
I lul I = max lu. I 0 

co l. 

1=1,ooon 

2) Men verifieert gemakkelijk dat, indien x een integreerbare functie 

is van [a 9b] .!:_ IR in iRn en 11. 11 een der a.fie normen is 9 dat 

men heeft 

II J: x(t) dt 11 < r: llx(tlll dt, 

3) Indien A= (a~) een nxn matrix is, dan wordt hierdoor in de 
l. 

kanonische basis van IRn een lineaire begn:.sde'kontinue) operator 

( ' . d IRn . IRn die ook door A voorgesteld wordtl gedef1.n1.eer van in , 

doWoZc 

11 Aul I ~ M 11 ul I \/ u E. Rn II M < co o 

De norm van A wordt gedefinieerd door 

11 Al I = sup 
xE.IRn 

11 Au 11 

I lul I 

men heeft dan I I Axl I ~ I I Al I I I ul I 0 

Men bewijst [3 11 blzo 17ig dat 
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n 
IIAll 1 = mA.x ( I lay!); 

j=1,eon 1=1 

2 
, n 

layj ) 2
; IIAII = max (lay 

00 • 

1=1 9 •• n J=1 

3. 3. De operatoren van Nemyckut.. Green and Hammerstein [4] 1 (5] 

,, 

Definitie 4 

De niet-lineaire operat)r f (van Nemycku) wordt gedefinieerd door 

y = f(x) met y(t) = b(x(t), t) o 

De lineaire operator 

y = g(x) met 

g (van Green) wordt gedefinieerd 

y(t) = J:a(t,s) x(s) ds. 

door 

De niet lineaire operator h (van Hammerstein) wordt gedefiniee~d 

door 

y = h(x) = g (f(x )) d.woZo g(t) = JTG(t,s) b(x(s) 1 s) ds. 
0 '. 

Tengevolge van d: periodiciteit van de funkties Gen b en van de 

kontinuiteit van b, werken deze operatoren in~(T). 

Aangezien de terminologie van niet-lineaire operatoren niet vast 

bepaald is, herhalen wij wat door de Soviet-wiskundigen :4], (5J 
aangenomen werd, 

Definitie 5 

Zij E een reele Banach-ruimte 9 met de norm I I .j I, h een operator 

in Eo 

Men zegt dat 

- h begre~~ is indien het beeld van ell- begrensd 1eel .bep,rensd fr. 

- h kompakt is indien het beeld van elk beg.censd deel relatief-

kompakt is (d.woz. bevat is in een kompakt deel). 

Daar in een metrische ruimte een relatief:ompakt deel bep;rensd is, 

is een kompakte operator begrensdo 
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- h volkontinu is indien h kompakt. en kontinu iso 

Indien f een kontinu en begrensde operator is in E, en g een 

volkontinu operator in E, dan isl.= g(fo een volkontinu operator 

in E. 

Over de lineaire operatoren herinneren wij dat een lineaire operator 

gin E begrensd is dan en slechts dan als 

11 g(x) l I < M 11 xi I Vx E. E 

De norm var , I lgl I 9 wordt gedefinieerd door 

en men heeft 11 g( x) II < 11 sl I 11 xi I O 

E~n lineaire operator gin Eis begrensd dan en slechts dan als 

deze kontinu is 9 waaruit volgt dat een lineaire kompakte operator 

volkontinu is. Om te bewijzen dat de niet-lineaire operator h 

volkontinu is volstaat het te bewijzen dat de niet-lineaire 

operator f kontinu en begrensd is en dat de lineaire operator g 

kompakt is. De volgende bewering karakteriseert de lineaire 

integraal operatoreno 

Bewering ~ 

a) Ve:> O, :f n (e:) > O zodanig dat: 

J: IIG(t2 ,s) - G(t 1 ,s)I I ds < < voor lt2-t11 ~ n(<) , 

b) Indien m(t) = JT I IG(t,s) 11 ds; m is een kont.nue functie van 

I in IR 5 dus b~grensd. 

Bewijs 

a) Zij O<t <t, 
1 2 
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maar 

J:1 11 ° 11 r1 ds = O IIG1(t2 ,s) - G1 Ct 1,s)I I ds 
' 

f !2 II O 11 ds = J!~ I IG1(t2 ,s) - G2 (t 11s)II ds < -
J 1 t2 ( I I G 1 ( t 2 , s ) I I + I I G2 ( t p s ) I I ) ds 5 

t, 

J!2 
I lol I ds = J;

2 
I jG2(t2 ,s) - G2 (t 1,s)I I ds • 

Aangezien de funkties G1 en G2 kontinu zijn respectievelijk in de 

driehoeken T = f O < t < T; O < s < tl • T = [o < t < T: , t - - - - ·s . 2 - - • : 
t ~ s ~ T} zijn ze- gelijkmatig kontinu en begrensd waaruit volgt 

dat 

V E 
1 

> 0 , 3 ii re , ) zodanig dat 

Vs E. [t
1 

t t;J 9 "3, !if < 00 zodanig dat 

waaruit volgt dat 

en voor e
1 

= e- 2N (t
2
-t

1
) 

T + t 1 - t 2 

,, 

heeft men 
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b) Voor t
1

, t
2 

I 

m(t2 ) - m(t 1) = J: (I I G(t2 ,s)I I -I I G(t 1 ,s)I I) ds , 

lm(t2 ) - m(t 1 )1 ~ J:I IIG(t2 ,s)II - G(t,-s)II Ids 9 

lm(t2 ) -m(t1 )1 ~J: IIG(t2 ,s) -G(t1 ,s)II ds. 

Uit (a) volgt dat rn een kontin~ funktie is van I in fR, en 

aangezien I kornpakt is, ism begrensd. 

Wij stellen 

M = max j 'n( t) I 
t(f I 

= max rT I IG(t,s)I I ds. 
tE.I 0 

Bewering 5 

. • . . . • n+1 • IRn Ind1en been kont1n~e T-per1od1eke, funkt1e is van IR in , 

dan is de niet-lineaire operator h van Hammerstein volkontinu. 

Bewijs 

a) De niet-lineaire operator f is kontinu en begrensd, daar 
. . ' ~fo) I . roll d b k 0 been kont1nuefunkt1e 1s van JR"- x in 1u en e eper ing 

van bop elke kompacte deelverzameling van fRn x I een gelijk­

matige kontinue functie is. 

b) de lineaire operator g is kompakt. Bewijzen wij eerst dat 

g begrensd is; 

Zij y = g(x) en men heeft achtereenvolgens 

y (t) = J: G(t,s) x(s) ds , 

ll!(t)II ~I: IIG(t,s)II llx(s)II ds, 

111 YI 11 ~ (max JT I I G( t ,s) I I ds) 11 I xi I I s 
t er o 



,. 
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lllg(x)III ~ M lllxlll (met M=max rT IIG(t,s)II ds), 
doWoZ o 111 gl 11 ~ M • tE,I ) 0 . 

Dus heeft men voor elke B c~(T) dat g (B) beg4ensd is door r r t 
B 9 (met r = M r ) • r 

Wij bewijzen verder dat g (B) equikontinu is. 
r 

Zij y&!. g (Br), t 1, t 2 E I, t 1 < t 2 • dan heeft men achtereenvolgens 

y (t2 ) - y(t 1 ) = f: (G(t2 ,s) - G(t 1 ,s)) x(s) ds 9 x € Br ; 

11 y(t2 ) - y(t1 )j I ~ ( f :1 I G(t2 ,s) - G(t 1 ,s)I I ds ) r • 

en ui t bewaring 4 volgt: V £ > 0, 3 n ( £) ··> 0 zodanig dat 

dus g (Br) is equikontinu. Uit de stelling van Asc£d-~;,,,flrz~~~!: 

[3, blz. 81] volgt dat g (Br) relatiefkompakt is. 

Daar ieder begrensd deel 9 door zijn definitie, begrepen is in een 

B, en ieder deel Voeorelatiefkompakt deel relatiefkompakt is, r 
is de lineaire operator g kompakt. 

ORmerking 

• • I n+1 aon T · d" k ld t Ind1en been funktie 1s van R en ,n , -per10 ie, en vo oe 

Wt E.I) aan een Lipschitz voorwaarde van het type 

dan is b een kont; ue funktie van IRn x I in IRn en f is een 

kontinretn begrensde operator van~(T) in~(T) • 

Wij herinneren eraan gesteld te hebben! 
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M = max r~ 11 G ( t • s ) 11 ds ; 
t I Ji · 

R(±-) = max 11 b(u,t)I I, 

(u,t) 

( dan 111 gl I I < M) 

4 Stellingen 

4.1 Stelling 1o Existentiestelling 

Indien benevens de veronderstellingen van bewering 5 er een 

r > 0 bestaat zodanig dat 

MR(r) ~ r, (!ff} 

dan bestaat er tenminste een oplossing x van de niet-lineaire 

integraal vergelijking (I) met I I Ix! I I~ ro 

Bewijs 

Laat x €. B , men heeft y = h(x} = g(f(x)) 
r 

11 !YI 11 ~ 11 lgl I I 11 lr(x)I I I !, M R(r) ~ r , 

waaruit volgt dat h(B ) C B o 
r r 

Daar h volkontinu is, volgt met de St~lling van Schauder-Mazur 

[4], [5] ,volgt dat er tenminste een x 6. Br bestaat zodanig 

dat h ~)::: ~ 

Opmerking 

De veronderstelling (*) verzekert het bestaan van een Br van 

,g(T), zodanig dat h(B ) C B • In [6] vervangt M.J. Sonnenschein 
r r 

(*) door de volgende veronderstelling (welke niet equivalent is) 

lim I lb(uJt) I! = 0 
I lu 11 + <X> 11 u I 

gelijkmatig Vt C:. I 

,. 



en hij bewijst het bestaan in dit geval van een r > 0 zodanig dat 

h(B ) C B o , r r 

4.2 Stelling 2 -,Existentie - een eenduidigheidsstelling 

Indien 

,. 

1) been funktie is van 1Rn+1 in IR, T-periodi~k, en die voor 

\/ t €. I· aan een Lipschitz voorwaarde van het type (!) voldoet. 

2) een r > 0 bestaat zodanig dat' 

MR(r) < r 

Mt,.{r) < k< 1 

( :t) 

( :t:t) 

Dan bestaat er een en slechts een oplossing x van de niet-­

lineaire integraalvergelijking I en 11 xi I ~ ro Verder is x de 

limiet voor de norm 111 ol I I , van de iteratie rij x = h(x 1) n n-

BewiJs 

Zeals voor Stelling 1, beeldt de ongelijkheid (:t) h (B) in B af. r r 
Uit de ongelijkheid (:t*) volgt dat h een kontraktie operator is 

en door toepassing van de kontraktie stelling van Banach(~ 

volgt h~t resultaato 

Opmerking~ voor de zwak niet-lineaire stelsels. 

Indien b(u,t) :a b
1
;u) + b2(t) , a€. eR. 

Men zegt dat het stelsel {S) zwak niet-lineair is. 

In dit geval nemen wij 

= max I lb,(u)I I 
u ~B r 

L1{r) is de Lipschitz konstante voor b1(u) in Br. 
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De ongelijkheden (*) en (tt) worden: 

Hiermee kan in bepaalde gevallen een eenvoudige schatting van 

het interval van de "kleine parameter" a gegeven worden 9 waarvoor 

er een eenduidige oplossing van (I) bestaat. 
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Colloquium· !Het-lineaire dif'f'erentiaal vergelijkingen. 

A.H.P. van der Burgh 

VIII De Asymptotische Methode van Kr"IJlov-Bogoljubov-Mitropolski 

(vervolg van II) 

2. Een eerste en tweede asymptische benadering. 

Wij beschouwen de vectordif'f'erentiaalvergelijking: 

dx dt = e: X(t,x} , 

t = 0 ; X = X 
0 

X en x zijn n-dimensionale vectoren en e: is een kleine parameter. 

Daarnaast beschouwen wij het zogenaamde geassocieerde (autonome) 

stelsel: 

~ - ( ) dt - e: XO t ' 

t = 0 ; t = X 
0 

De vectorf'unctie X(t,x) voldoet aan de volgende voorwaarden: 

( 1 ) 

(2) 

-(a) Voor een gebied D C E bestaan de positieve konstanten M en A 
n ' 

zodanig da.t veer alle reeele t ~ o en alle x, x en x" uit D 

de volgende ongelijkheden gelden: 

IIX(t,x)II <M s I lx(t,x') - X(t,x") 11 < >. I lx'-x" 11. 

(b) uniform voor x€ D bestaat de limiet: 

T 
lim 1 f X(t,x) dt = 
T-+oo T 0 

X (x) • 
0 

(3) 
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Als x(t) en ~(t) oplossingen zijn van de differentiaalvergelijkingen 

(1) resp, (2) dan geldt de volgende, door Bogoljubov bewezen stellingc 

Bij iedere willekeurige kleine posi tieve P en n en bij iedere wil­

lekeurig grote L bestaat een posi tieve e: zodanig dat als ~ ( t) met 

zijn p -omgeving in D ligt voor o < e: < e: in het interval 
T o 

o < + < geldt: 
- e: 

I lie( t) - ~ ( t) I I < n • 

Uadat Bogoljubov deze stelling bewezen had, zijn er een zeer groot 

aantal publicaties verschenen, waarin deze stelling of het uit­

gangspunt vormde of een belangrijke rol speelde, Van n weten wij 

alleen: n = n (e:) -+ o voor e: -+ o 

Het is nog niet bekend hoe n(e:) er uit ziet voor het meest algemene 

geval (3). 
liet is vaak mogelijk als wij weten hoe X( t ,x) van t afhangt, om n als 

functie vane: te bepalen. Laat nu X(t,x) periodiek zijn int met 

periode T, Wij zullen nu een tweetal stellingen bewijzen die aan­

geven hoe wij eerste en tweede orde asymptotische oplossingen kunnen 

konstrueren. 

Wij beschouwen daartoe de differentiaalvergelijking 

dx cit= e: X(t,x) , 

t = 0 , X = X 
0 

(3a) 

X en x zijn vectoren met een component. Het is eenvoudig om 

dezelfde stellingen voor n-dimensionale vectoren te bewijzen. 

Verder geldt: X(t,x) = X(t+T,x). Voordat wij de stellingen for­

muleren en bewijzen geven wij eerst het volgende Lemma: 

Lemma I: Zij z = z(t) een functie zodanig dat geldt: 

dz I cit - e: X(t,z) voor o<t< 00 



en x ( t ) voldoet aa n ( 3a) , 

dan geldt nu: 
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I z(t) - x(t) I < C(L") 
k-1 L 

E voor o < + < -
- E 

C(L) is een konstante die var. de konstante L afhargt. Het bewijs is 

ee nvoudig te geve n m. b. v. het lemma van Cronwall. 

Wij remen verder aan dat X(t,x) minstens driemaal conti:m differen­

tieerbaar is in x 

Verder stellen wij: 

Stelli $ I: 

· Beschouw de geassocieerde differe ntiaalvergeli jki rg: 

waari n: 

Er geldt ru: 

Stelli r:g II: 

df; = EX ( F; ) ; t = o 
dt o 

1 IT X
0

(F;) = T X(x:,t) dt 
0 

,=x 
0 

lx(t) - ,Ct)I < C(L)E • voor o < £ t < L. 

Beschouw de geassocieerde differentiaalvergelijking: 

df; 2 
dt=EXO(F;)+EP(F;) ; t=o F;=x. 

waarin P( F;) =~IT u
1
(t, ,) ~~(t,,) dt 

0 

en 

k wordt bepaald door: u
1

(0,ic
0

) = 0. 
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Zi j ru Z ( t) = f; ( t) + eu
1 

( t, f; ( t)) , 

dan geldt: 

lx(t) - z(t)I < e
2 C(L) voor o < E + < L. 

Bewijs: 

Stel xJE. = E;, + eu
1 
(t

1 
E;,) + e2u

2
(t t;) , 

waari~ u
2
(t, E;,) een rog rader te bepalen oJJibekenle functie is. 

Substitutie in (1) levert: 

'JS 
dx 
dt 

3 ax(t;,t)1 
- u, aE;, :.i + O(e ) • 

Om stelling I te bewijzen substitueren wij in deze laatste betrekking 

de reeds gedefinieerde waarde van u, hetgeen als resultaat heeft: 

dx* 2 df""' - eX(x*,t) = O(E ). 

Met behulp van lemma I volgt nu: 

Ix - x*I < E C(L) en daaruit 

Ix - E;. I = 0 ( E) voor £ t < L • 

Om stelling II te bewijzen kiezen wij u2 zodanig dat geldt: 

of na integratie: 
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* u2 wordt bepaald door: u2(0,x
0

) = o. 
Het is eenvoudig om in te zien dat P(t;.' en u1 zodanig gekozen zijn 

dat voor t geldt: I u2 j < M. 

r,~et behulp van lemma I volgt nu: 

lx(t) - z(t)I < e2 C(L) voor o <et< L. 

3. Stabiliteit van een systeem met singulier punt. 

Wij beschouwen nu het geval dat het geassocieerde systeem een 

singulier punt heeft. 

Stel er bestaat een,vector F;, zodanig dat X (t;.) = O. 
0 0 · 0 

Wij kunnen ons nu afvragen hoe de oplossingen van het oorspronkelijke 

stelsel differentiaalvergelijkingen zich gedragen in de buurt van 

dit singuliere punt. 

Wij zullen de volgende belangrijke stelling bewijzen: 

Stelling III: 

Zij X(t,x) een n-dimensionale vector, die periodiek is .int met 

periode T. F;, is een vector zodanig dat X (t;. ) = O. (1-) heeft nu 
0 0 0 

voor voldoende kleine e een un:i.eke periodieke oplossing met periode 

T die geliJ·kmatig voor t naar ~ gaat als e -+ o mits det. X (t;. ) :f. O, 
. 0 0 0 

Als alle eigenwaarden van de r.iatrix X (F;, ) een negatief d&el hebben 
0 0 

is deze periodieke oplossing asymptoti~ch stabiel. Als een der eigen-

waarden een positief reeel deel heeft is de periodieke oplossing 

instabiel. 

Bewijs: 

(a) periodieke oplossing. 

Laat x = <P(t,x ,e) een oplossing ZJ.Jn van (1) zodanig dat 
0 

<P(O,x ,e) = x. Wij kunnen bewijzen dat qi(t,x ,e) continu differen-
o O 0 

tieerbaar is in e. Uit (1) volgt ook ¢(t,x
0

,o) = x
0

• 

Er geldt nu: 

qi(t,x ,e:) - X 
0 0 

*( \ E<jl t,x ,EJ 
0 
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zodat: 

cp ( t sX ,e ) = x + ecp * ( t ,x ,e ) • 
:, 0 0 

Het is duidelijk dat: 

cp*(o,x ,E) = o • 
0 

Substitutie van (4) in (1) levert: 

d<P* dt = X (t,x:, + ecp*,) 

cp* is een oplossing van (6) met beginvoorwaarde (5). 

(4) 

(5) 

(6) 

De noodzakelijke en voldoende voorwaarde, opdat x = cp(t,X ,e) periodiek 
0 

is int met periode T, is 

De noodzakelijke voorwaarde is evident. Wij bewijzen de voldoende 

voorwaara.e als volgt: 

X = <P(t,x ,e) is een oplossing van (1) d.w.z. 
0 

Verder geldt: 

d<P(t+T,x_,e) 
u 

--d"""t-· - eX(t+T,<P(t+T,x ,e)) = ex(t,<P(t+T.x ,e)) 
0 :) 

Dit betekent dat <P(t+Ttx ,e) ook een oplossing is van (1). 
:) 

(7) 

Voor t = o hebben de beide oplossingen dezelfde beginvoorwaarde (7). 

Uit de eenduidigheidsstelling volgt nu dat de beide oplossingen 

identiek zijn. Hieruit volgt verder dat <P(t,x ,,£) periodiek is 1.n 
:) ' 

t'met periode T, waarmee de voldoende voo~waarde is bewezen. 

Uit (4) en (7) kan men concluderen dat 

als £ # O. (8) 
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(8) is een vectorvergelijking metals onbekende x o 
0 

Daar <1>* continu in Eis heeft (8) geen oplossing voor kleine lcl als 

de vergelijking 

geen oplossing heeft. 

Uit (6) en (5) volgt: 

<1>*(T,x ,o) = o 
.) 

(9) is dus gelijkwaardig met 

TX (x ) c 
0 0 

(9) 

(10) 

X (x) = 0. (11) 
0 0 

Wij zien dus dat (8) geen oplossing heeft voor voldoende kleine lcl 

als (11) geen oplossing heeft. Dit betekent dat als het geassocieerde 

systeem geen singulier punt in D heeft, (1) geen periodieke oplossing 

heeft met periode T voor voldoende kleine lcl > o. 

Stel er bestaat nu een vector~ waarvoor X (~) = 0 en det. X (~) 4 0 o o o o o r 
Uit (10) volgt: 

Ook geldt: 

<1>*(T, ~ ,0) = 0 • 
0 

~ 

( 12) 

Uit de stelling van de impliciete i'uncties volgt nu dat ( 8) voor 

voldoende kleine lcl een unieke oplossing x = x (E) heeft zodanig dat 
0 ) 

x (0) = ~ terwijl x (E) continu differentieerbaar is in E. 
0 0 0 

Hieruit volgt dat (1) een unieke periodieke oplossing 
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heeft met periode T in de omgeving van x = ~ mits IE I ,f, O en IE I 
0 

voldoende klein. 

(b) Stabiliteit van de periodieke oplossing. 

ax.(t,x) 
Zij p*(t) een matrix met elementen --1---

axj x = ~o 

a X • (~) 
en Seen matrix met elementen °1 

a~. 
J 

Als x = x(t~) een periodieke oplossing met periode T van (1) is, p 
dan kunnen wij de lineaire variatie-vergelijkingen met periodieke 

coefficienten als volgt schrijven: 

.2l.:g Py 
dt 

. ax(t 1x)I waarin P de matrix ax x = 
x:p 

Lemma II: 

(13) 

is. 

De periodieke oplossing x is asymptotisch stabiel voor t ➔ + w 
p 

als y = 0 zelf een asymptotisch stabiele oplossing is van (13). 

Bewij s: Zie Roseau [ 1] blz. 94. 

Wij zullen aantonen dat als alle eigenwaarden van Seen negatief 

reeel deel hebben er een g* > o bestaat zodanig dat also< E < E*, 

y = 0 en dientengevolge x asymptotisch stabiele oplossingen van 
p 

resp. (1) en (13) zijn. Als tenminste een der eigenwaarden van S 

een positief reeel deel heeft dan zijn 

oplossingen. 

y = 0 er. x instabiele 
p 

P = P(t,E) = P(t+T 1 g) ➔ p*(t) als E ➔ o gelijkm.atig voor t. 
,, 
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Er geldt: 

s = ; IT P*(t)dt. 
0 

Wij definieren nu de matrix H(t) volgens 

H(t) = ft (p*('r) - s] dT 
0 

t 

periodiek int met periode T, continu int en begrensd. 

De matrix K(t) def I~.£ H(t) heeft een inverse ===== 

K- 1 voor o < £ < o. Zowel K-1 als K(t) zijn weer perio~iek int 

met periode Ten begrensd. 

Stelsel (13) is equivalent met: 

( 14) (I-EH)*=£ (I- £H)P.y = £Py - £2HPy 

Tevens geldt: 

: = p*(t) - s. 

Wij beschouwen nu: 

Deze vector 1s gelijk aan: 

dv dH (I-EH) .;;.it..-£ - y. dt dt 

Substitutie van (14) en (15) hierin levert: 

(15) 
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Stel y - e: Hy = z. 

Er volgt dan: 

dz e: S z + e: e: [SH-HP] + [P-P~ z = e: S z + e: , z 
dt = [I- e:H] l 

l is weer een matrix die periodiek is int met periode T. 

Verder geldt: r(e:) = sup I ILi I ➔ o als e: ➔ o 
t 

Wij beschouwen nu de vergelijking: 

dz , dt = e: (o+i) z 

Toepassing van een tweetal stellingen, die hier niet bewezen warden 

· zie t1], heeft nu als resultaat: Als alle eigenwaarden van Seen 

negatief reeel deel hebben dan is z = 0 en dientengevolge y = 0 een 

asymptotisch stabiele oplossing. Als tenminste een der eigenwaarden 

een positief reeel deel heeft is z = 0 en dus y = 0 een instabiele 

oplossing. 

Deze stellingen gelden alleen als er een e:* bestaat zodanig dat voor 

f;, 

o < e: < e:* r(e:) begrensd is, 

dus: r(e:) = sup I III I < n. 
t 
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Errata 

moet zijn: 

vergelijking y' = Ef(t,y;E), f(t,y:E)= ••••• 

y' = 

... en 

0 e e 8 0 

* x.=x. 
J J 

stabiliteit is Re(h) < 0 
p 

h=max Re(h ) • 
p p 

1 • Samenvatting 

17 

••• K.B.M-methode gebruikt na 

dx wA(t) c9i; iJ,(t) -= dt 

-1 alz 
1 1 

F' ( z) =- f(y2 )( z-y )-2 dy 
II 

1 1 1 d (Z 

f{z 2) = _z2 
dz OJ 

F ' ( y )( z-y )-2 

Fe= -{k1 (a)x + Ae(a) :}; k1=ke-k• 

dz 
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moet zijn: 

Lim g ( t ) =O en I g I ( t ) I -< R voor t > o· • 
t + 00 

Lim p 1 (t) = O. 
t + 00 
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x = A(t)x + b(t), 

x(t) = R(t,t0)c + ft R(t,s)b(s)ds 
to . 

e ( I ' IRn ) st el t ..••. 

I = [o,T] in Rn •••• 

vane (I, !Rn) die •••• 

(B = {x=(x2 , ••• 
r 

n 
max 

j=1, ••• n 
< I 
i=1 

a .. ) ; 
1J 

l1 ;, n 
I : I A lllO = : max ( l I a· -I ) 

- 1 . . 1 iJ 1= , ••• n J= 

is h=g.f een volkontinue operator 


