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College: 

Numerieke methoden voor 

partiele differentiaal vergelijkingen 

Dr. R.P.van de Riet 

2e semester 1968-1969. 

Inleiding 

Het doel van dit college is om processen op te stellen waarmee men 

m.b.v. een rekenautomaat partiele differentiaalvergeli,jkingen 

(p.d.v.'s) met rand-en begin voorwaarden tot (benaderde) oplossing 

kan brengen. 

In het bijzonder zal de aandacht gericht zijn op parabolische 

en hyperbolische p.d.v. 's; d.w.z. begin-randwaardeproblemen. 

Het niet, of nauwelijks, behandelen van zuivere randwaarde problemen 

(elliptische p.d.v.'s) vindt zijn oorzaak in het feit dat de 

processen voor deze problemen iteratief van aard zijn, terwijl de 

processen die wij zullen behandelen meer "recht-toe-recht-aan" van 

aard zijn. 

Zowel bij het vertalen van de differentiaal operator werkend op 

functies van continue variabelen naar een differentie operator 

werkend op functies van discrete variabelen,als bij het rekenen op de 

rekenautomaat worden fouten gemaakt (afbreekfouten,respectievelijk 

rekenfouten). Beide fouten zijn de oorzaak dat de berekende op­

lossing niet gelijk is aan de echte analytische oplossing, waarvan 

we de existentie altijd impliciet aannemen. Bij de vraag hoeveel 

beide oplossingen dan wel verschillen spelen de begrippen consistentie, 

stabiliteit en convergentie een belangrijke rol. Deze begrippen en de 

problem.en die zich voordoen zullen aan de hand van een eenvoudige 

gewone differentiaal vergelijking geadstrueerd worden. 

In een volgend hoofdstuk worden deze begrippen op strenge wijze 

ingevoerd. 

Verv~lgens worden enkele processen voor de diffusie vergelijking en de 

golf vergelijking bestudeerd in verband met bovenstaande begrippen. 
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1. Een 11gewone" differentiaalvergeli.jking·; · ''gewone''· differentieschema' s. 

In dit hoofdstuk worden differentieschema's voor een gewone differentiaal­

vergelijking opgesteld. Naar aanleiding·hiervan enter fundering voor 

de later aan de orde komende "partiele" differentieschema's wordt een 

summiere theorie van gewone differentieschema's gegeven. 

1.0. Een "gewoon" differentieschema· voor een 11gewone''· differentiaal­

vergelijking. 
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Opmerking vooraf: In deze paragraaf worden niet de standaard methoden 

voor een gewone differentiaalvergelijking··{Runge""'Kutta, Romberg) 

behandeld. 

De inhoud van deze paragraaf dient slechts ter illustratie. 

In het vervolg zullen functies van een· continue variabele, die optreden 

in de oorspronkelijke probleemstellirlg·met ·een'hoofdletter aangeduid 

warden. De furi.cties van een discrete variabele·, die in het· rekenproces 

een rol spelen zullen met een kleine letter warden aangeduid. 

Beschouw het probleem: 

:~ + U ( t ) = F ( t ) , U ( 0 ) = 

dat, zoals bekend, de oplossing: 

f
t t, 

U(t) = e-t (1 + e F(t
1

) dt
1

) 

0 

bezit. 

Kies op het t interval [0, 00 ) de punten: 

t. = i,, i = O, 1, 2, ••• , waarin, een reeel positief getal is. 
1 

Gevraagd te berekenen de roosterfunctie u(i), gedefinieerd op de 

punten t., die voldoet aan: 
1 

u(i+1) - u(i~ + u(i) = f( i), 1 = o, 1, 2, ... } T 

en u(O) = 

We duiden de roosterfunctie ook wel aan met u of met u .• 
1 

Het probleem (1.3) heeft veel overeenkomst met probleem (1.1); 

immers: 

( 1. 1) 

( 1.2) 

( 1.3) 
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U( t. + 1 ) - U( t. ) 
J. T J. = Ut(ti) + ½ Utt(ti + GiT) ( 1.4) 

dU d2U . 
waarin Ut en Utt voorstellen dt en dt2 en waarin O < 0i < 1, 

zodat U(t.) voldoet aan (1.3) met 
J. 

( 1.5) 

Een oplossing van (1.3) is op de volgende wijze eenvoudig te berekenen: 

UO = 1,ui+1 = (1 - T)Ui + Tfi, i = 0, 1, 2, ••• 

M.b.v. (1,5) zouden we dus makkelijk U(t.) kunnen berekenen voor 
J. 

i = O, 1, 2, ••• , ware het niet dat f Utt ('ti + 0 i T) als onbekende 

in (1.5) optrad. 

We maken nu onze eerste fout, door de afbreekfout: 

te verwaarlozen. 

( 1 .6) 

( 1.7) 

M.a.w. we kiezen f. = F(t.) en lessen (1.6) op, waarbij we opmerken 
J. J. 

dat de fout waarschijnlijk niet zo erg zal zijn aangezien de afbreek-

fout de factor t bevat die we zelf mogen kiezen en die we dus klein 

kiezen. 

1,1. Practische rekenresultaten 

Het oplossen van (1.6) gebeurt met de rekenautomaat die we een ALGOL 60 

programma: RPR 160469/01 aanbieden waarin F(t) = sin(t), zodat 

U(t) = (3e-t + sin(t) - cos(t))/2. 
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begin ~.!!1~ Enkele print en pons procedures bij T 8182; 

procedure PR nlcr; PR string({: 

:\,); 
procedure PR string(s); string s; 

begin PRINTTEXT(s); PUTEXT(s) end; 

procedure PR num(x); ~ x; ~ x; 

begin PRINT(x); PUNCH(x) end; 

begin ~ment Programma 1 bij college numerieke methoden 

voor p.d.v.'s. T8182, RPR 160469/01. R.P. van de Riet; 

~ u,U,t,tau,e; integer i; 

procedure volgende u; 

~ i:= i + 1; 

u:= e x u + tau x sin(t); t:= t + tau; 

if i = i : 5 X 5 then 

begin PR nlcr; PR num(t); U:= exp(-t) x 1. 5 + (sin(t) - COf?(t))/2; 

PR string{-fabs. foutj>); PR num(abs(U - u)); 

PR string({:rel. foutj>); PR num(abs((U - u)/U)) 

end 

end; 

PR nlcr; PR string({:resultaten RPR 160469/01 tau =}); 

i:= 0; t:= 0; tau:= 10-1; u:= 1; PR num(tau); e:= 1 - tau; 

!2!:_ i:= i while i < 10 ~ volgende u; 

P~ nlcr; PR string(ttau =}); 

i:= 0; t:= 0; tau:= 10-2; u:= 1; PR num(tau); e:= 1 - tau; 

12!'., i:= i while i < 100 ~ volgende u; 
PR nlcr; PR string(t100 x 10-2 =}); PR num(i x tau); 

PR nlcr; PR_ string({:de exacte oplossing van het differentieschema:}); 

PR num(e ,t. 100 + (sin(. 99) - e x sin(l) + 

e ,t. 100 x sin(tau))/ (1 - 2 x e x cos(tau) + e ,~ 2) 

x tau); 

PR nlcr; PR string{{:de boven berekende u geeft}); 

PR num(u); 

~.!!1~ De bovenstaande exacte oplossing is niet zo erg exact daar er, 

bij voorbeeld in de berekening van 1 - 2 x e x cos(tau) + ~. cijfer­

' verlies gaat optreden. Een nauwgezette analyse levert het volgende 

programma op waarin geen cijferverlies optreedt. ; 

PR nlcr; PR string({:de werkelijk exacte oplossing is:}); 

U:= exp(-1) x exp(-. 50335 85350 1410-2); 
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PR num(U + (-2 x cos(. 995) x sin(. 005) + • 01 x sin(l) + U x sin(. 01)) x 
• 01 /(. 0001 + 4 x • 99 x sin(. 005)~)); 

PR nlcr; PR string(f(l - tau) ,t. 100 =}); 

u:= 1; for i:= 1 step 1 ~ 100 do u:= u x e; PR num(u); 

PR string(t en in 12 decimalen nauwkeurig::t,}; PR num(U) 

end 

end 

resultaten RPR 160469/01 tau =+. l0O0000000000ro- 0 

+.500000000000010- 0 abs. fout+.3131875323O1510 - 1 rel. fout+.44O663895328710 -

+.100000000000210+ 1 abs. fout+.3353143O573O2ro- 1 rel. fout+.477381313O83410 -

tau =+.100000000000110 - 1 

+.500000000000110- 1 abs. fout+.4786572781O8610 - 3 rel. fout+. 502549173830010-

+.100000000000010- O abs. fout+.9O9929O18234810 - 3 rel. fout+.100028391096010-

+.150000000000110- 0 abs. fout+.12967O873775510 - 2 rel. fout+.1488O829O8162 10 -

+.2000000000000ro- 0 abs. fout+.16417232382O810 - 2 rel. fout+.196O5O64814O7ro-

+.2500000000000ro- 0 abs. fout+.1947543467395ro- 2 rel. fout+.2411977O13928ro-

+.3000000000011ro- 0 abs. fout+.22165947O662410 - 2 rel. fout+.283698997233410 -

+.3500000000022ro- O abs. fout+.245116613132310 - 2 rel. fout+.323O341737833ro-

+.400000000003310- 0 abs. fout+.2653419753187ro- 2 rel. fout+.35873567O682Oro-

+. 450000000004410- 0 abs. fout+.282539881O273ro- 2 rel. fout+.39O4O9448O379ro-

+.5000000000055ro- O abs. fout+.2969O35583192ro- 2 rel. fout+.417751874O441ro-

+.5500000000065ro- 0 abs. fout+.3O86158741O9810 - 2 rel. fout+.44O5613138339ro-

+.6OOOOOOOOOO76ro- 0 abs. fout+. 317850017654610- 2 rel. fout+.4587435O5142Oro-

+. 650000000008710- 0 abs. fout+.32477O1379223ro- 2 rel. fout+.47231O5O97135ro-

+.7000000000998ro- O abs. fout+.329531941O427ro- 2 rel. fout+.481373721O576ro-

+.7500000000109ro- 0 abs. fout+.3322832435515ro- 2 rel. fout+.4861319674987ro-

+.800000000012010- O abs. fout+.33316448771O7ro- 2 rel. fout+.4868561414945ro-

+.85OOOOOOOO13lro- O abs. fout+.3323O922254O1ro- 2 rel. fout+.483871929957Oro-

+.9000000000142ro- 0 abs. fout+.329844547923110 - 2 rel. fout+.477542143967510 -

+.9500000000153ro- 0 abs. fout+. 325891527791110- 2 rel. fout+.4682499277322ro-

+.1000000000016ro+ 1 abs. fout+.32O565572565110 - 2 rel. fout+.45638379O8O44ro-

100 X 10-2 = +1 

de exacte oplossing van het differentieschema:+. 699197845293410- 0 

de boven berekende u geeft+.6991978455O35ro- 0 

de werkelijk exacte oplossing is:+. 6991978455153ro- 0 

(1 - tau) ~ 100 =+. 366032341265510- 0 

en in 12 decimalen nauwkeurig:+. 366O323412732ro- 0 

1 

1 

3 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 
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Voor deze keuze van f. (= sin(i,)) is (1.6) exact op te lessen. 
1 

u. = ( 1_,)i + sin(i-1), (1-,)sin(i,) + (i-T)
1 

sin(,) T 
1 1 - 2(1-,)cos T + (1-,) 2 

( 1.8) 

Zowel u 100,, volgens ( 1.8), als u 100 , volgens ( 1.6), zijn berekend. 

De grote discrepantie: .2101 10- 9 is te wijten aan de slechthe:iJd van 

de formule ( 1-.8) waarin verlies van· cijfers optreedt door het af­

trekken van vrijwel even·grote getallen. 
. (1 )100 . . . d d . Bovendien wordt -T · niet zo precies uitgereken daar e relatieve 

fout in 1-T met 100 vermenigvuldigd·wordt in het resultaat; vandaar 

dat (1-,) 100 is berekend volgens: 

( 1_,)100 = e1D0 ln(1-,) 

en uit een tabel halen we: 

ln(1-T) = 1n 0,99~ -,010050335 85350 14, 

Met behulp van een formule waarin geen cijferverlies optreedt en een 
. ( 1 ) 100 . 1 b k betere berekening van -T is u 100 nogmaa s ere end. 

We concluderen dater een fout: • 11810-10 in de berekening van u
100 

volgens (1.6) is gemaakt. De oorzaak is dat in elke stap rekenfouten 

worden gemaakt. 

De berekende u.'s voldoen dan ook niet aan schema (1.6) maar aan het 
1 

volgende schema: 

~O = 1,~i+1 = (1-T)Ui + Tfi + Qi' i = 0, 1, 2, •••, 

waarin o. de fout is die per stap gemaakt wordt. 
1 

( 1.9) 

De resultaten van de bovengedane berekening doen vermoeden dat, als we 

T maar kleiner maken, dat dan het antwoord beter wordt. Dit vermoeden 

wordt ten dele bevestigd in de theoretische beschouwing van paragraaf 

1. 3. 
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1. 2. Theorie van eerste en· hogere· ·orde· ·differentieschema I s 

Gegeven het eerste orde·differentieschema: 

a ~+l - b·~ = <\_, k > O. (1.10) 

De term "differentieschema" is gekozen·omdat (1.10) ook in de vorm 

van differentieis is te schrijven;namelijk: 

waarin de operator A is gedefinieerd door 

A'¾t = '¾t+ 1 - 1¾t. 

Het bij (1.10) behorende differentieschema is: 

a '¾t+l - b 1¾t = O, k > O, 

waarvan de algemene oplossing· gegeven is· door 

k 1¾t = (b/a) u
0

, k > 1, 

waarin u
0 

willekeurig is. 

De algemene oplossing van (1.10) is de som van een particuliere 

oplossing van (1.10) en de algemene oplossing van· (1.13). 
Een particuliere oplossing van (1.10) is: 

k-1 
u = j_ ( b )k-1 l ( a )id .• 

pk a a i=O b i 

Opmerking: (1.10} is een differentieschema met constante 

coefficienten a en b. Interessante theorieen z~jn opgesteld voor 

differentieschema's met niet constante coefficienten. 

, 

(1.11) 

(1.12) 

(1.13) 

(1.14) 

( 1. 15) 
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Zie bijvoorbeeld: 

Norlund, N.E., Vorlesungen uber Differenzen gleichungen, 

· Springer; Berlin, 1924. 

of Milne-Thomson, L.M., The calculus of finite differen­

ces, The Macmillan· Co·., New· York, 1933. 

of Miller, K. S. , An· introduction to the calculus of 

finite differences and·difference equations, 

Dover, New York, 1966. 

Beschouw nu het tweede-orde differentieschema: 

a ~+2 - 2b ~+ 1 + c ~ = ~, k ~ O en a+o, 

metals variant in differenties geschreven: 

2 {a6 + 2(a - b)6 + (a - 2b + c)}~ = dk, k > 0. 

Het homogene schema(~= 0) heeft als algemene oplossing: 

waarin c
1 

en c
2 

willekeurig zijn en waarin: 

a 
1 

= ( b + J b 2 -ac ) / a en a 2 = ( b ✓ b 2 )/ -ac a, 

uiteraard onder de voorwaarde dat b2 
:r/: ac. 

2 Als b = ac dan :vinden we de algemene oplossing als volgt: 
- . 2 ..,! -Stel c = c - o, o > 0, dan is b r ac, 

De algemene oplossing voor het differentieschema: 

-a ~+2 - 2b ~+1 + c ~ = 0, k > 0, 

( 1. 16) 

( 1. 17) 

( 1. 18) 

(1.19) 

( 1.20) 
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J.S 

kies c
2 

- - c1 + n1, met n1 willekeurig. 

Dan geldt: 

kies: 

( - k - k) - k 
~ = c1 a 1 - a2 + n1 a 2 = 

k k k - k = c1 ((b + v'ao) - (b - la]°) )/a + n
1 

a
2 

= C1 (bk+ kbk-1 /"""a]+ k(k2- 1) bk-2 ao + ••• 

_bk+ kbk-1 /"a]"_ k(k
2

- 1) bk-2 ao + ••• )/ak 

- k + n
1 

a
2 

= c1 /a6~ k (b/a)k + D
1 

a
2

k + c
1 

o Rk, 

c1 = c1 ✓ ao ~ ; dan is 

waarin c1 weer volmaakt willekeurig is. 

Neem tenslotte de limiet voor o➔O 

~ = lim Uk= c1 k(b/a)k + n1 (b/a)k 
o➔O 

We zullen het bewijs dat k(b/a)k een oplossing is nog even uitstellen. 

2 . Het geval b < ac behdeft nog enig commentaar. 
i~ -i~ We stellen a

1 
= pe , zodat a

2 
= pe • 
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Dan is 

C k -ik~ k -ik~ 
~ = 1 P e + c2 p e 

7 

Kies nu D1 = ~1 + c2 en D2 = (c 1 - c2 ) i, welke ook willekeurig zijn, 

omdat c1 en c
2 

willekeurig zijn; dan volgt als reele algemene 

oplossing: 

of 

~=pk A sin (k~ + ~), 

met A= (D 1
2 

+ D
2

2 )112 en sin~= D
1
/A, 

waarin ook A en~ willekeurig zijn. 

( 1.21) 

( 1.22) 

De algemene oplossing van het inhomogene probleem (dk ~ 0 in (1.16)) 

is de som van een particuliere oplossing van (1.16) met de algemene 

oplossing van het homogene probleem. 

Een particuliere oplossing vinden we m.b.v. "variatie van constanten" 

zoals in de theorie van gewone differentiaalvergelijkingen gebruikelijk 

J.S • 

We nemen in plaats van (1.16), (1.17) als uitgangspunt: 

2 
(ab +Sb+ y) ~ = ~, k > O, 

met a= a, S = -2(a - b) en y = a - 2b + c. 

Zij ~ = c1u 1,k + c2u2 ,k de algemene oplossing van het homogene 

probleem. 

( 1.23) 



13 

We stellen: 

( 1.24) 

waarin c 1,k en c2 ,k te bepalen zijn z6 dat aan· (1.23) voldaan is door 

up,k" 

We merken op ~at 

( 1 • 25) 

en 

. ( 1.26) 

Dus 

D.u k = C 1 ,k+ 1 D.U1 ,k + u1 ,k D.C1,k + ... , p, (1.27) 

en 

D.u k = C1 ,k D.U1 ,k + u1 ,k+1 D.C 1 ,k + .... p, ( 1.28) 

We willen ervoor zorgen dat (1.23) overgaat in: 

2 2 
c 1,k (aD. +SD.+ y) u 1,k + c2 ,k (aD. +SD.+ y) u2 ,k + 

zodat we (1.28) kiezen. 

In navolging van de theorie van·de·gewone·differentiaalvergelijkingen 

stellen we 

u1 ,k+1 D.C 1 ,k + u2,k+1 D.C2,k = o, ( 1.29) 

zodat 
2 

C1 ,k 
2 

D.u1 ,k+1 D.C 1 ,k D. u k = D. u1 ,k + P, 

+ c2,k 
2 

D.u2,k+1 D.C2 k' ( 1.30) D. u2,k + , 

Substitutie van ( 1. 28) en (1.30) in ( 1 .23) geeft: 

a(D.u1 ,k+1 D.C 1 ,k + D.u2,k+1 D.C2 ,k) = ~- ( 1.31) 
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Uit (1.29) en (1.31) vinden we 

dk 
tiu1 ,k+1), tic 1 ,k = - u2,k+1 a" /(u1,k+1 tiu2,k+1 - u2,k+1 ( 1.32) 

6C2,k = u1 ,k+1 
~ 
a" /(u1,k+1 tiu2,k+1 - u2,k+1 bu1,k+1). 

Waaruit onmiddellijk :volgen: 

C1 ,k = C1 ,k - C1 ,k-1 + C1 ,k-1 - C1 ,k-2 + ••• 

+ c,,1 - c,,o + c,,o 

k-1 

= iio eic,,i + c,,o' 

en ( 1 , 33) 

k-1 

c2,k = iio eic2,i + c2,o 

Substitutie van (1.32) in (1.33) geeft de gevraagde c 1,k's en 

c 2 ,k's, met c 1, 0 en c2 , 0 willekeurig. 

Het n- de orde differentieschema: 

au. +a u. + ... +au. 
n k+n n-1 k+n-1 0 k k .::_ O, 

heeft voor het homogene geval, ~ = O, de algemene oplossing: 

p 

~= I 
v=1 

( 1.34) 

( 1 • 35) 

waarin a het v-de nulpunt, met multipliciteit µ , van het polynoom 
\) \) 
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P(x) n n-1 
= an X + an_, X + ••• + a0 

1s. Kennelijk geldt: I µv = n. 
v=1 

( 1.36) 

Het is duidelijk dat, als 

Beschouwen we nu het geval 

µ = 1 data keen oplossing van (1.34) 
V ' V 

l.S • 

µ > 1 dan geldt: 
V 

d
1 

P(x) = O, voor x = a 
V 

en i = o, ... ,µ-1. 
V 

of 

n 
I J (j-1) •.• (j-i+1) 

j=O 

j-1 a. X = 0, l. = 0, ••• , 
J 

Voeren we nu de notatie in: 

(k) y = y (y-1) .•. (y-k+1). 

dan wordt (1.38): 

Nu geldt: 

n 

I 
j=O 

k 
y = 

. ( i) j-i 
J a. X = 

J 
0, l. = o, ... ,µ-1. 

V 

k I A . y(j), 
j=O k,J 

met, uiteraard,_ ~,k = 1. 

Bedenken we nu dat y(i) = 0 voor y = O, 1, ••• , j-1, 

dan zien we dat 

y = O ➔ Ok= ~,O y(O), zodat ~,O = 0 

y = 1 ➔ 1k = Ak, 1 1( 1), zodat ~, 1 = 1, 

i-1 ( ) ( ) 
= ' A . i j + A i i 

l k k . ' j=1 ,J ,i 

( 1.37) 

µ -1. 
V 

( 1.38) 

( 1.39) 

( 1. 40) 

(1.41) 
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zodat 

i-1 ( ) 
A . = (ik - l Ak. i j ) / i! • 
-1c,1 j=1 ,J 

( 1.42) 

Nu nemen we de oplossing: 

k
i k 

u = Cl.\) , . k ( 1. 43) 

en substitueren deze in ( 1.34); het resultaat 1s: 

n k+· 
I a. (k+j)i Cl. J = 

j=O J \) 

k n 1 
( i) i-m I I .1 J = Cl. a. k J Cl. = 

\) 
j=O J m=O m \) 

k 1 i-m 
n .i j 

= Cl. I (1) k I J a.a. = 
\) 

m=O 
m j=O J \) 

k 1 i-m n 1 (1) j= = Cl. I ( 1) k I I A. 1 a. Cl. 
V m=O m j=O l=O 1, J \) 

k 1 
ki-m 

1 n . (1) j = Cl. I (1) I A. 1 I J a. Cl. 
\) 

m=O m l=O 1, 
j=O J \) 

( 1.44) 

mits 1, en dus i, kleiner zijn dan µ , kunnen we gebruik maken van 
\) 

(1.40), zodat (1.44) nul oplevert, zodat inderdaad (1.43) een op-

lossing van het homogene differentieschema (1.34) is. 

(Opmerking de functie k(a) heeft de eigenschap dat t.k(a) = a k(a-1 )) 

Stilzwijgend zijn we er boven van uitgegaan data. :/: O. 
\) 

Echter, als av= 0 dan zijn a0 , 

reduceert tot: 

0 •• , a alle nul, zodat (1.34) 
µv-1 

an ~+n + •.• + ae ~+e = ~, k ~ O, 
\) \) 

hetgeen door een hernummering: k' = k+µ overgaat in een (n-µ) orde 
V V 

differentieschema. 





... 

Nu geldt 

k-1 
.:r I 

j=0 

f
t X 

e sin x dx = 

0 

(j+1 h . I {ejT 

JT 

= S1 + 0(T). 

18 

(k-1) 
I 

j=0 

(j+1 h 
J ex sin x dx 

jT 

Ook s
2 

= 0(T), zodat we vinden: 

Dus 

~ -t -t t X sin x ~ = e + e e 

0 

k-1 
+ e-t I JT 0 .• e 

j=0 J 

k-1 
~ - U(t) = 0(T) + 7:t I 

j=0 

dx + oCr) 

jT 
e o .• 

J 
( 1.48) 

We concluderen dat het verschil tussen ~ en U(t) enerzijds ver­

oorzaakt wordt door de afbreekfout (1.7) die zich manifesteert in 

de O(T) term in (1.48) en anderzijds veroorzaakt wordt door de 

rekenfouten o .• 
J 

. ~ d t d . . - 1o Nemen we het slechtste geval waarin v. = , me biJvoorbeeld 10 
J 

dan is de totale rekenfout: 

\) = 
-t 1-e 

T 
e -1 

d. 
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"\, 

Verbetering van de berekende '\. betekent derhalve dat. niet ongelimi-

teerd klein gekozen kan·worden;·immers e'-1 =. + • 2/2 + ••• zodat v 

voor grote t gelijk is aan 

\) = d (1 + 0(,)). 
• ( 1. 49) 

De situatie is nu wel wat al·te gechargeerd·voorgesteld; immers de o.'s 
J 

zullen in de eerste plaats· zowel negatief ais positief zijn. 

Bovendien zijn de o.'s relatieve fouten. 
J 

Beschouwen we de formule ui+ 1 = (1-,)ui +. fi en nemen we aan dater 

relatieve fouten worden gemaakt dan zal· de·rekenautomaat rekenen: 

"\, 

+ ( ( 1-, )u. + • f. ) e4 + •••• 
J. J. 

"\, 

Dus o. ~ max (. f., u.) * d. 
J. J. J. "\, 

Voor grote tis echter u. ~ (sin(t) - cos(t))/2, zodat er toch geen 
J. 

factor Tino. zal optreden. 
J. 

We mogen dus niet de limiet voor • ➔ 0 nemen. 

Opmerking: stellen 
-1 

v ~ 1-e ~ 1 0 -12 
T 

Het programma RPR 

klein. 

wee.=~ 10-12 en o. = ~- 10-12 dan is voor t = 1 is 
J. J. 

- 8-10 ( - ) -2 u ~ .2 
10 

met u de gemiddelde u voor • = 10 • 

-10 160469/01 gaf v = .1210 dus ongeveer twee keer zo 

Bovenstaande beschouwing is enerzijds wat pessimistisch, anderzijds wat 

onrealistisch. 

Voordat we namelijk last krijgen van de rekenfout moet. wel verschrik-
~ -5 kelijk klein gekozen worden; zo klein·, zeg 10 , dat we 100 000 stappen 

nodig hebben om een benaderde waarde vanU(1) te krijgen, in ruwweg 5 

decimalen nauwkeurig. 
,. 
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Gelukkig bestaan er betere methoden omU(1) zo nauwke~ig uit te 

rekenen (afgezien dan·m.b.v.·de analytische formule). 

Daartoe is het nodig om·de afbreekfout aan een nadere analyse te 

onderwerpen, aangezien dit de boosdoener·is; immers 

end=~ 10-12 dan is 0(10-2 ) vele ordes groter dan 

-2 als T = 10 

1.4. Hogere orde afbreekfouten 

We beschouwen het n-de orde differentieschema 

n 
Ru.g'au 

K l J. J"+k 
j=0 

= ~, k > O. 

-10 v ~ 10 , • 

Substitutie van~= U(k-r) in het linkerlid van (1,50) geeft 

n 
RU(k-r) = I 

j=0 
a. U((j+k)-r). 

J 

We ontwikkelen U{(j+kh) in het punt tk+m = (k+mh, 

waarin m nog vrij te kiezen is; dit geeft: 

00 1 

RU(k-r) = I;-
i=o 1

• 

n 

I 
j~0 

(j-m)i a .• 
J 

( 1.50) 

( 1.51) 

Deze uitdrukking willen we zo goed mogelijk laten overeenstemmen 

met het linkerlid van (1.1) d.w.z. met dU/dt + U genomen in het 

punt tk+m· 

Aangezien we n+1 a.'s hebben kunnen we n+1 condities stellen: 
J 
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n 
I a. = 1 , 

j=O J 

n 
1 = ' I (j-m) a. = 1 , ( 1. 52) 

j=O J 

n 

I 
j=O 

(j-m) 1 a. = O. 
J 

De laatste n vergelijkingen zijn: 

-m a0 + (-m+1) a 1 + ••. + (-1)am_1 + (1)am+ 1 + •.• + (n-m)an = 1/, 

2 2 2 2 2 
(-m) a0 + (-m+1) a 1 + ... + (-~) am_ 1 + (1) am+ 1 + ••• + (n-m) 

= 0 

= 0 

Metals oplossing, voor i 1 m: 

a.= 
1 

(-m) (-m + 1 ) 1 1 ) (n - m) ... 1 - - (-m + 1 + . .. ,,. 

2 (-m + 1)2 (-m + 2 2 
(-m) .•. 1 - 0 1 + 1 ) ••• (n ·- m) 

- - - - -------
(-m)n ••• (-m + i - 1)n 0 (-m + i + 1 )n ..• (n - m)n 

(-m) •••••••••••••••••••••.•••••••••••••• (n - m) 

2 2 ( -m) • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ( n - m) 

(-m)n •.• ·•·•···••· .. ··,···························· (n - m)n 

a n 
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= 
(-1)]_ 

IT (-m+j )2 IT (j-k) / { 
T 

IT (-m+j) IT (j-k)}, ( 1.53) 

j~ j~ j1m j~ 

j1i k1m k~ 

j1i j#k 

k#i (j ,k) cyclisch 
• 

j#k 

(j ,k) cyclisch 

eb a = 1 - I a,. m i~ 

Uit 

(dU + U) I - + 
n+1 n 

(. )n+1 dn+1u 
RU( tk) 

T I It = ( n+ 1 ) ! J-m a. 
tk, dt t-tk+m J d tn+1 = j=O 

met tk < tk < tk , +n 

zien we dat met de keus 

de afbreekfout O (Tn) is, immers voor j;qn geldt: 

De algemene oplossing van het homogene deel van (1.50) is gegeven in 

( 1.35): 

waarin av, v = 1, •.• , p de nulpunten zijn van 

met multipliciteit µ • 
V 

n 
I 

j=O 
a.xJ = 0 

J 

Een oplossing van (1.50) vinden we door n begin condities op te 

leggen: 

u. =b.,i=O, ... ,n-1, 
J_ J_ 

en,yervolgens un, un+,' un+2 , etc. te berekenen. 

( 1.35) 

( 1.54) 
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Veronderstel nu dat F(t) = 0 en dus d. = O. 
J. 2 

Ongetwijfeld is er ·een ·nulpunt·, zeg, a
1 

= 1 - T + 0( T ) 

zodat de bijbehorende· oplossing uk ~· ( 1-T )k ~ exp(-tk). 

De overige nulpunten, die dusniet gelijk zijn aan 1 - T + 0(T2 ) 

zorgen echter voor oplossingen die niet naar exp(-tk) convergeren. 

Bovendien zorgen nulpunten met multipliciteit groter dan 1 voor 

oplossingen :'an de vorm ~ = ki avk' die, als av:/: O, naar oneindig 

convergeren. Het is ook mogelijk dat· de overige nulpunten O(T) zijn; 

immers, als a = £ T + 0(T 2) dan geldt 
\) \) 

n 

I 
j=O 

zodat 

maar 
ao. 
- is hoogstens O(T), zodat n hoogstens 2 kan zijn.*) 
a n 

De conclusie is dat de nog te kiezen b. 's zeer bijzonder gekozen 
J. 

moeten worden, n.l, zo dat de coefficienten C . alle nul zijn op v,i 
C 1 ,O na. 

Stel dat we deze b. 1 s zo kiezen, dan mogen we uiteraard geen reken­
J. 

fout maken, want elke rekenfout zou een oplossing behorende bij een 

ander nulpunt introduceren, 

Voor m = O, n = 1, vinden we (1.3) terug met a 1 - 1-T, 

Voor m = O, n = 2, vinden we 

1 3 ) _ 
T ( -~~+2 + 2~+ 1 - ~ + ~ - ~' ( 1.55) 

met 
1 1 

a
1 

= 2 - (1+2T) 2 en a 2 = 2 + (1+2T)~, 

zodat 
( 1.56) 

* )•Voor n = 2 geldt zoals we zullen zien, a
2 

:/: O(T). 
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Voor m = 1, n = 2 vinden we 

( 1.57) 

met a.
1 

2 l 
= -, + (1+, ) 2 en a.

2 

zodat 
-t k tk 

~ = c
1 

e k + c
2 

(-1) e • (1.58) 

Inderdaad zien we in (1.56) en in (1.58) twee oplossingen optreden 

die voor grate ken grote t de gevraagde oplossing aanzienlijk kunnen 
k verstoren. De beide oplossingen (a.

2
) worden·wel·parasitaire 

· oplossingen genoemd. 

Wel hebben we bereikt dat de afbreekfout een orde kleiner is geworden; 

de rekenfout is echter ·in aanzienlijke mate in betekenis gegroeid. 

Dit is voor het schema (1.55) nog veel belangrijker dan voor schema 

(1.57); immers als t vast is en,= t/k, met k~ dan is de invloed van 
k 

3 funest. 

De drie differentieschema's die we bestudeerd hebben: 

(1.3), (1.55) en (1.57) kunnen we voorstellen door: 

R ~ = dk, k .:_ O. 

We hebben gezien dat 

R U(tk) - L U(tk+m) = O(,i) 

met 

LU = dU(t) + U(t) en i > 0. 
dt 

Er geldt dus lim R U(tk) - L U(tk+m) = 0; 
,+O 

We zeggen daarom dat de differentieschema·'s consistent ziJn. 
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Voor differentieschema (1,3) zagen we dat een rekenfout niet expo­

nentieel als functie van·t en T aangroeit; het wordt stabiel genoemd. 

Bij (1.55) groeit de rekenfout exponentieel als functie vast aan en 

wordt instabiel genoemd. Bij (1,57) groeit de rekenfout exponentieel 

als functie van t aan. 

Als er geen rekenfouten gemaakt worden dan zou de oplossing van het 

differentieschema (1.3) convergeren naar de echte oplossing; de 

oplossing van (1,55) convergeert slechts in het homogene geval onder 

zeer geschikte keuze van deb. 'sin (1.54). . 1 

Het valt daarom te verwachten dat consistentie en stabiliteit 

voldoende voorwaarden zijn voor de convergentie. 

Hierop komen we in het volgende hoofdstuk terug. 

Opmerking: Het heeft de schijn dat het schema (1.50) met de condities 

(1.52) het meest algemene schema is voor een afbreekfout van de orde 
n 

T • 

Echter het schema: 

( 1.59) 

heeft een afbreekfout van de orde T
2 en valt niet onder het vermelde 

"algemene" schema. 

Opgaven: 

1.1. Verklaar het merkwaardige fenomeen in·bovenstaande opmerking. 

1.2. Ga de berekening van (1.56 - 1.58) na. 

1.3. Maak tweede orde differentieschema's voor dU/dt - U(t) = 

F(t) en ga het effect van de parasitaire oplossing na. 

1. 4. Kies het schema ( 1. 57) met ~ = o en bereken m. b. v·. ( h 33) 

de oplossing van· (1.57) met begincondities u
0 

= O, u
1 

= O. 
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1.4. Verbetering door extrapolatie 

In het voorgaande hebbenwe getracht een·betere·benadering van de 

exacte oplossing·tevinden·door de orde van het differentieschema 

hoger te kiezen. 

Dit had tot resultaat een hogere orde afbreekfout en meer of minder 

instabiele schema's met grotere rekenfouten. 

Door echter m.b.v. schema (1.3) eerst voor zekere c
0

, vervolgens voor 

T = c
0
/2, ••• , tot T = T 1/2 het differentieschema door te rekenen 

1 n n-
tot k.T. = t, kunnen we door·extrapolatie een nog nauwkeuriger antwoord 

l. l. 

vinden met gebruik making van ( 1 ·• 48) , waarin we o • = 0 stellen. 
J 

Bij T. vinden we: 
l. 

uk. - U(t) 
l. 

u - U( t) = (!)'(T. /2) 
ki +1 1 

Onbekend zijn: U(.t), c
1

, c
2

, 

2* (1.60b) - (1.60a) geeft: 

1 2 
u(t) = 2 ~- - ~- + 2 C2Ti + •.. 

1+1 l. 

Gebruiken we bovendien de (i+2)de stap dan vinden we 

1 2 
U(t) = 2 ~ - ~ + B C2Ti + ... , 

i+2 i+1 

en een nog betere benadering van U(t) is: 

U( t) = l ( 8 u. - 6 u. + u. ) + 0( T. 
3 ). 

3 Ki+2 Ki+1 Ki l. 

(1.60a) 

( 1.60b) 

( 1.61) 

(1.62) 
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Voor F(t) =ten dus U(t) = 2e-t + t - 1, is de berekening voor t = 1 

uitgevoerd, te beginnen met· -r0 =, 1 /40. 

De resultaten zijn de volgende: 

U( 1) -1 .73575 88823 = 2e = 

Voor -r = .- 0 en m.b.v. ( 1.3): u4o =· .74238 40688 

Voor r = .- 1 
II II II 

UBO = .73906 66831 

Voor r = .-2 
II II If 

u160 = .73741 15868 

Voor r = .-0 en m.b.v. (1.61): .73574 93038 

Voor r = .- 1 en m.b.v. (1.61): .73575 64867 

Voor r = .-0 en m.b.v. (1.62): .73575 88818 

We bereiken dus een zeer goede precisie van 8 decimalen. 

Als we inplaats van met absolute fouten, met relatieve fouten rekenen 

dan moeten we de volgende fout afschattings formule gebruiken. 

( ) ( - - 2 ) u t = ~ 1 + c1 .- + c2.- + ••.• , 

en er ontstaan de volgende extrapolatie formules: 

U(t) = ~ ~- /(2 ~- - ~- } + o(.-
2

), 
i+1 1 1 1+1 

en 

U(t) = 3 (· -1 6 -1 + 8 u..-1 )-1 + o(.-3). 
~i - ~i+1 Ki+2 

De laatste formule geeft voor bovenstaand voorbeeld: 

het getal .73575 8908, dus iets slechter dan het getal dat m.b.v. 

(1.62) verkregen is. 

Conclusie: door in 160 + 80 + 40 punten de ~'s te berekenen vinden we 

m.b.v. (1.62) U(1) in·8 decimalen nauwkeurig,bovendien vinden we ook 

U(i/40), i = 1, ••• , 39, in 8 decimalen nauwkeurig. Echter, in de 

overige punten vinden we de U niet zo nauwkeurig. 
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2. Consistentie. stabiliteit en··convergentie. 

Gezocht wordt een functie U(x), met x een punt in een d-dimensionale 

ruimte Ed, die voldoet aan 

LU= F. (2.1) 

Met Leen operator en F een functie van·x. Het punt x wordt geacht te 

liggen in een gebied·G·met eventuele rand r. 
De operator is i.h,a. een differentiaal operator. 

De functie U mag een vectorfunctie zijn. 

De oplossing 

U = L-1 F , 

wordt geacht te bestaan en continu van·F af te hangen. 

Opmerking: Eventuele rand en begin condities worden alle in (2.1) 

opgenomen. Het probleem (1.1) luidt: 

zodat in dit 

LU 

U( 0) = 1 t = 0 

d 
(dt + 1) U = F, t > 0 

geval: 

U( 0), als t = 0 

r~; 

1, als t = 0 
en F 

* 

(2.2) 

={ (!!_+ 
dt 

1) U, als t > 0 { F ( t), als t > o. 

met F*(t) de oude F(t). 

Aangenomen wordt dat U in een lineaire ruimte ~ ligt, en dat Fin een 

lineaire ruimte EF ligt. 

In de Ed kiezen we een rooster, d.w.z. een verzameling punten xn, met 

x = ( x 
1 

, ••• , xd ) , n. = • • • -2, -1 , 0 , 1 , 2, .•. , voor i = 1 , .••. , d. 
n ,n1 ,nd J. 
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De maaswijdte h van het rooster geeft de dichtheid van het rooster aan. 

h zou bijvoorbeeld gedefinieerd·kunnen worden als 

h = supn (min 
m 

m=Fn 

X 
n 

X I). 
m 

Zij g een deelverza.meling van alle roosterpunten. 

Meestal zal gelden dat g·= {x : x ~ G}. · n n 
We beschouwen roosterfuncties u en f gedefinieerd op de punten x van 

n n n 
g. Deze roosterfuncties liggen in de·genormeerde ruimten E, 

u 
respectievelijk Ef. 

Zij Reen lineaire operator die een u op een f afbeeldt: 

R = f. 
u 

(2,3) 

We eisen dater een eenduidige· inverse R~1 van ·R bestaat (d.w.z. er 

·moet een algorithme·te vinden· zijn zo dat bij gegeven· f een u te 

· berekenen is) • 

Om (2.1) en (2.3) met elkaar in verband te brengen is het nodig om aan 

U(x) een u toe te voegen. We·voeren daartoe de· discretisatie operator 
n 

L 1 in zo dat 

u = [ul (2.4) 
een roosterfunctie is en zo dat u e E, voor alle U€ E ..• u . -u 
Evenzo moet gelden: 

_ f = [F] € Ef, voor alle F £ EF. (2.5) 

Aangezien de U functies en de F functies van totaal verschillend 

karakter zijn kan de keuze van [u] en van [F] wezenlijk verschillend 

ZlJn, 

Een voorbeeld van [u J is: 

[u] = U(x ) . 
n n 
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We eisen dat: 

a. De operator [] is lineair. 

b. De operator [ J is uniform continu. 

Voor een rij van roosters met afnemende maaswijdte h lossen we (2.3) 

op, met steeds een bijbehorende·operator Rh en rechterlid fh. 

Dus 

-1 
~ = R h fh; 

en we kiezen de roosters z6 dat h➔O, 

Uiteraard zijn we geinteresseerd in: 

waarin [ J h de [ J operator is van het rooster. met maaswij dte h. 

Nu geldt 

[u]h - uh= Rh-1 Rh ([U]h - ~) 

-1 
(Rh [u]h - fh) = R = 

h 

(2.6) 

-1 
(Rh [Lu] h - [Lu]h + [LuJ.h - fh) = R h 

-1 
{ (Rh [u]h - [Lu]h + ( [F]h - fh)} = R 

h 

In aanmerking ~emende dat de ruimten Eu en Ef genormeerd zijn, 

kunnen we nu stellen: 

waarin 

II R -
1 

f II 
h 

II r II 

(2.7) 

(2.8) 
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De ongelijkheid (2,7) is het uitgangspunt voor de volgende definities. 

Definitie: De discretiseringsfout 6h van het differentieschema 

Rh uh= fh ten opzichte van de vergelijking LU= Fis 

gegeven door 

(2.9) 

Definitie: Het differentieschema Rh~= fh heet consistent t.o.v. 

de vergelijking LU= F als geldt: 

lim II nhll = o. 
h+O 

(2.10) 

Definitie: De differentie operator Rh heet stabiel als de operator 
-1 . . Rh begrensd is; dat wil zeggen: 

(2.11) 

Definitie: Het differentieschema Rh~= fh heet convergent met 

betrekking tot de vergelijking LU= F, als de oplossing 

u "convergeert" naar de oplossing U, d.w.z. 
h 

lim II [u]h - uhll = o. 
h+O 

(2.12) 

Stelling: Een consistent en stabiel differentieschema convergeert. 

Bewijs: Volgt onmiddellijk uit (2.7). 

Aangezien we nog in het geheel de operator [u] niet vast gelegd hebben 

zegt de convergentie van R nog niet veel. 

Daarom spreken we nu af dat: 

fo] 
t.. n 

d 
= U(x ), 

n (2.13) 
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zodat (2.12) zinvol wordt; immers als we nu een punt x kiezen dat in 

alle roosters ·ligt·en·zo dat 

lim x = x 
h+O ~ 

dan zegt (2.12) dat lim lu (x ) - u I = O, als weals norm de 
h+O nh nh 

maximum norm·kiezen. 

Door (2.13) te stellen hebben we schijnbaar een vrijheid verloren; 

dit is echter niet het geval aangezien we [¥] nog willekeurig kunnen 

kiezen. 

Een belangri-j}te eigenschap van een stabiel schema is dat rekenfouten 

begrensd blijven. 

Immers, stel dat u een oplossing is van 

R u = f 

met f = f + o, waarin ode verstoring is. 

Dan geldt: 

llu-ull =IIR-
1

f-R-
1

fll < IIR-
1

11 llf-fll < IIR-
1

11 lloll, 

(2.14) 

mi ts dus I l R-1 II maar niet al te groot is, blijkt dat I l u - u I l ook 

niet te groot wordt en van de orde II ell is. 

Opmerking: Sornmige auteurs, zoals: 

Richtmeyer, D.R., K.W. Morton, Difference Methods for 

initial-value problems, Interscience, New York (1967). 

laten R als een analytische operator werken op functies U(x) en 

b h dan R- 1 U - L-1 U. esc ouwen 
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Het gevolg is een prachtige maar moeilijke theorie die min of meer 

voorbijgaat aan het·gegeven· feit dat·de· rekenautomaat de oplossing 

slechts in discrete ·punten uitrekent ·; zodat· in· feite slechts [u] - u 

van belang is. 

' .. 
2.1. Toepassingvan,de theorie voor "gewone" differentieschema's. 

Het differentieschema (1.3) laat zich als (2.3) schrijven met 

u
0 

als k = 0 

en 

(Ru) = 
k 

= 

~ - ~".""1 
+ ~-1 als k > O, 

'[ 

C als k = 0 

fk_ 1 als k > O, 

waarin, voor (1.3), C = 1 en fk_ 1 = F(xt ). 
k-1 

-1 .. R is nu gemakkeliJk te bepalen: 

( 1-t )k-j f. 
J 

Kiezen weals norm in Ef: 

11 rl I = max 
j~O 

dan geldt: 

Ir. I 
J 

+ '[ llrll < llrll. 

Kiezen we ook in E de maximum norm dan geldt: 
u 
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zodat bij deze keuze van norm.en het schema stabiel is. 

Om de consistentie na te gaan·moet de discretiseringsfout berekend 

worden: 

A = R [u] - [1u] + [F] - f. 

We merken op dat Ae Ef, zodat A0 en Ak, k > O, aparte behandelingen 

vereisen: 

De keuze van !Flk, voor k ~ O, is nogniet gemaakt, zodat deze geschikt 

gekozen kan worden. 

Bovendien mogen we fk nog geschikt kiezen. 

Voor k = 0 kiezen we: 

zodat 

[F] O = F ( t O ) = F ( O ) , 

[Lu] O = LU( 0) = U( 0). 

Kiezen we nu r0 = F(O) = 1 dan is A0 = O. 

(N.B. F(O) is niet sin(O), maar wel het rechterlid van de begin 

conditie.) 

Voor k > O, kiezen we 
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zodat [1u]k = (:~ + U)I _ ; 

t-tk-1 

dan geldt (zie (1.4)) 

d2U 
~k =; dt2 (tk-1 + 8k-1T) + F(tk-1) - fk. 

De keus fk = F(tk_
1

) ligt nu voor de hand zodat 

Uit 

~k = O(T) voor k > O. 

lim 
T+O 

= lim max l~k,TI = O, 
T+O k>O 

volgt dan de consistentie van het differentieschema, waaruit weer zijn 

convergentie volgt. 

N.B. • d
2

U Impliciet is boven aangenomen dat 2 begrensd is; in het vervolg 
dt 

zullen we steeds aannemen dat de gezochte functie begrensde afgeleiden 

bezit. 

Opmerking: Om niet steeds indexen k-1 te krijgen zullen we i.h.v. 

(Ru)k+ 1 of (Ru)k+1, etc. definieren. 

De differentie operator R voor (1.55) is als volgt gedefinieerd: 

(Ru)
0 

= u 
0 

(Ru_) 1 = u1 
. 1 1 3 

(Ru)k+2 =-:; (-2 ~+2 + 2 ~+1 - 2 ~) + ~, (k > 0), 

en f O = a, f 1 = b, fk+2 = ~ ( k .:.. 0) , 

waarin a en b geschikt gekozen moeten worden, zeg a= U(O) en 

b = U(T) in welk geval we u1 = U(T) kiezen. 
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Nu geldt: 

met 
, k 1 k 

u 1 ,k = ( 2-( 1+2-r) 2 ) en u2 ,k = ( 2+( 1+2-r) 2 ) • 

Uit (1.33) vinden we: 

k-1 
c, k , I 

i=O 

u2 ·+1 d. ,1 1 

1 
-(2T) 

en een zelfde uitdrukking voor c2 ,k. 

Na enige analyse vinden we: 

k 2-r k-1 
~= ct. 1 {c, + I a. 1 a.2-a.1 i=O 

k 2-r k-1 
+ ct.2 {C2 + 

a.,-a.2 I a.2 
i=O 

1 1 
met a. 1 = 2 - ( 1+2-r) 2 en a.2 = 2 + (1+2-r) 2

• 

-(i+1) 
fi+2} 

-(i+1) 
fi+2}, 

Als we t
0 

= O, f 1 = o, fk = 0, k > O, k > 2, kiezen dan 1s 



Voor kleine L geldt: 

k,,., 
3
k kL/3 en a2 ~ e • 
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Kiezen we nu een vaste Ten ken L zo dat k = T, 
L 

dan geldt 

o ( -T 3T/L T/3) 1-\~ 2 e - · e , 

zodat voor deze fen de maximum: norm 

lim 
L-+O 

lim 
L-+O 

De conclusie is dat het schema instabiel is. 

Opgave 2.1: Ga een en ander na voor het·differentieschema (1.57) en 

constateer dat voor kleine L: 

T 
~ 2e, 

zodat (1.57) stabiel genoemd mag·worden. 

·Opgave 2.2: Ga de consistentie na van· schema· (1.57). 

Opgave 2.3: Ga de stabiliteit en consistentie·na van· schema (1.59). 
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3. Differentieschema's voor partiele differentiaalvergelijkingen. 

Drie belangrijke typen z1Jn: 

a) Diffusievergelijking: LU= F 

met 

LU= 

F = 

au · a au at - A(x,t) ax (B(x,t) ax), t > o, o < x < 1, 

U(x,O), t = 0, 0 .::_ x ,S_ 1, 

au a 1(t) U(O,t) + S1(t) ax (O,t), t > O, x = O, 

au 
a2(t) U(1,t) + a2(t) ax (1,t), t > o, x = 1. 

H(x,t), t>O, O<x<1, 

iP(x), t = 0, 0 .::_ X .::_ 1, 

'¥
1
(t), t > 0, X = 0, 

'¥ 0 (t), t > 0, X = 1. 
C. 

b) De golfvergelijking, in eenvoudige gedaante geschreven, 

a2u a2u 
2 - 2 = H(x,t), t > O, 0 < x 1, 

at ax 

U(O,t) = '¥
1
(t), U(1,t) = '¥

2
(t), t > 0. 

( 3. 1 ) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 
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c) De Laplace vergelijking: 

clu a2u -- + -- = H(x,y), (x,y)e. gebied G, 
ax

2 
ay

2 

au a(x,y)U + S(x,y) - = ,(x,y), (x,y)~ r =· rand van G an 

(3.5) 

Een belangrijke generalisatie wordt verkregen als men punten x kiest 

in een gebied G van een n-dimensionale ruimte. Op de rand r van G warden 

dan randcondities voorgeschreven analoog aan· (3.5). 
De Laplace vergelijking zou menkunnen· opvatten als een bijzonder 

geval van de diffusievergelijking: 

2 2 
au ( a u + a u)· H( ) 
at"- ax2 ay2 = x,y ( 3 .6) 

immers de oplossing van (3.~) is de limiet voor t-+oo, van de oplossing 

van (3.6). 

Index (of x,y) ruimte kiezen we een rooster met punten 

x, n = O,, •.• , N, en maaswijdte h. 
n 

Op de eventuele t-as kiezen we de punten tk met tk = k,,, > O. 

Op het nu verkregen rooster, met punten (x ,tk) zoeken we de . n 

roosterfunctie u(n,k), of uk zodanig dat uk een benadering is van n n 
U(xn,tk). 

Om deze roosterfuncties te vinden stellen we weer een differentie­

schema Ru= fop. 

3,1. Een expliciet differentieschemavoor·de diffusievergeli.jking. 

Voor (3,1) kiezen we R als volgt: 
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(Ru) 0 0 0 .::_n.::_N, = u , 
n n 

k+1 k Ak k k 
(Ru)k+1 

u - u 
(Bk 

un+1 - u n n n n = n T h n+~ h 

k k 

Bk, 
u - u ) n n-1 k ~ O, 0 < n < N, 

n-2 h , 

\ 

k+1 k+1 

(Rul+1 = k+1 k+l k+1 u1 - uo 
, k > 0 

0 a 1 uo + S1 h 

(Ru):+ 1 k+1 k+1 f3 k+1 
k+1 k+1 

= 0.2 ~ + UN - UN-1 > 
2 h 

, k - O, 

en voor f kiezen we 

fo = ~ n' 0 < n .::_ N, n 

fk+1 = Hk k ~ O, 0 < n < N, 
·n n' (3.8) 

= 'i' k+1 ~+1 = 
1 ' N 

m k+1 k 0 
T 2 J > • 

Hierin zij Ak 
n' ... , 

Met behulp van (3.7) en (3.8) is een algorithme voor de berekening 
k van u gemakkelijk opgesteld. 
n 

0 . k+1 k k 
Immers un is bekend en un kan berekend worden m.b.v. un' un_ 1 en 

k 1 N 1 t . ·1 k+ 1 
un+ 1, dus voor n = , ••• , - ; erwiJ u0 

Uk+ 1 u;t d d en ~ e ran -
n 

voorwaarden zijn te berekenen. 

Het doet er in dit geval niet toe hoe ingewikkeld de functies 

A, ••• , '¥
2 

zijn. 

Dit staat in tegenstelling tot analytische methoden om Ute bepalen; 

daarin mogen we voor A, .•• , '¥
2 

slechts zeer eenvoudige functies 

kiezen. 
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Opgave 3.1: Stel een ALGOL 60·programma· op dat bij gegeven functies 
k A, ••• , w2 , de un berekent voor O .::_ k·.::_ K, 0 < n < N. 

Bij de vraag of het schema consistent is, nemen we de willekeurige 

functies A, ••• , IJ:'2 mee; dit is helaas· niet meer· mogelijk bij de 

bestudering van de stabiliteit. 

De discretiseringsfout 6 vinden we uit 

Ao = (Ru) 0 - [Lu]
0 

+ [FJ 0 - r0 
n n n n n 

0 = u - U(x ,o) + ~(x) n n n 

(waar we [FJ 0 
= F(x ,O) gekozen hebben), 

n n 

~ = o, 
n 

2 = O(T) + O(h ), k .:::_ O, 0 < n < N, 
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k+1 k+1 
U(O,tk+ 1) + 8

k+1 
{ au I +£ a2u 

60 = a1 2 (0h,tk+1)} 1 ax 2 
- 0 ,tk+1 ax 

_ {a,k+1 
1 U(O,tk+1) + 8

k+1 
1 

au (o t )} + ~ k+1 _ ~ k+1 
ax ' k+1 1 1 

= o(h), 

k+1 
llN = o( h). 

Opmerking: r F 1
1 
k = F ( x , tk) gekozen. 

'- - n n 

Conclusie: Het differentieschema is consistent, want er geldt: 

llk = O(T) + O(h), 
n (3.9) 

Als de maaswijdte = max (T,h) naar nul gaat, gaat jjlljj naar nul. 

Het is jammer dat de discretisatiefout niet O(h2
) + O(T} is hetgeen 

veroorzaakt wordt door de discretisatie van de randvoorwaarden. 

We zien dat 

de term Sk+ 1 
1 ( 0h, tk+ 1) dan weggewerkt moet worden. 

Nu geldt au 
at 

2 
ABU 

ax2 
A au aB = H, zodat 

ax ax 

= _1 { au _ A au aB _ H}. 
AB at ax ax 

k+1 Vervangen we nu (Ru)
O 

door: 

(R )k+1 = k+1 k+1 + 0 k+1 
1u O a1 uO µ1 

k+1 k+1 
u, - uo 

h 

}, 

(3.10) 
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dan is 

ilk+1 O(h2) + O(hT) - ~ 
= 

Ak Bk 0 
0 0 

k+1 
+ 1/11 

k+1 
- fo • 

Kiezen we fk+1 = 
0 

fk+1 k+1 ~ h k 
= 1/J - AkBk 2 81, 0 1 

0 0 

en behandelen we ilk+1 analoog dan ontstaat 
N 

h Sk 
2 1 

(3.11) 

(3.12) 

3,1.1. Stabiliteit van·het· expliciete differentieschema·voor de 

diffusievergelijking met een·randvoorwaarde van de 1e soort. 

Voor de bestudering van de stabiliteit laten·we voorlopig alle 

algemeenheid varen en stellen A= B·= 1, ·a 1 = a
2 

= 1, 81 = s
2 

= O. 

In dit geval kunnen we de·volgende ·algorithmeopstellen: 

r1:+1 k+1 = 0 ; ~ = 
_k+1 :rN . (3.13) 

k k Vatten we u als de componenten van de vector u op, dan is (3.13) 
n 

te schrijven als: 

met,, als r 

k+1 k fk+1 u = Au + T , k ~ o, 

2 = T/h: 

(3.14) 



0 

r 

A= 

0 

en I"= (f~/-r, ~, 

0 

1-2r 

r 

... , 

0 

r 

1-2r 
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r 

r 

0 

0 

1-2r 

0 

De oplossing van (3.14) is eenvoudig aan·te geven: 

k k O k k1. 
u = A f + -r l A - PJ. 

j=1 

Om nu !I R-
1 1! te vinden moeten we !! u!! bepalen. 

r 

0 

We beschouwen een eindig t interval O .::_ t .::_Ten we kiezen 

-r = T/K, met een geheel getal. 

We spreken af dat 

II u!I 
k 

= max I! u II , 
0 < k < K 

en II f!I = max 11-l-11 • 
0 < k < K 

Zij !!All de norm van de matrix Adan volgt uit (3.15) 

II ull = II R-
1 

rl! < max 
0 < k < K 

Nu is 
fj 

= 11 < , o , f1 , ... , 
fJ 

f J .Ji)Trll d t t zo a me 
N-1 ' -r ' ' 

k !~I 
II f II = max (-,-, max 

0 < n < N 
I 

_kl I f!I) r- , , k > O, 
n ' 

, 0 
en 11 f ! l = max 

0 < n < N 
I fo I , geldt : 

n 

(3.15) 

(3.16) 
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11 ull < 
II All k - 1 

max { II All k + • --- } II f!I • 
0 < k < K II AJI - 1 

Hieruit volgt de belangrijke 

Stelling 3.1: Voor stabiliteit van schema· (3.15) is µet!~~~~~ 

als geldt: 

IIAII ~ 1 + o(T). 

Immers, dan geldt, als 

II All 

11 ull 

2 = 1 + C T + O(T ), 
1 
C,T 

~ (1+.)e 11 r!I. 

Bij de bovengedane keuze van 11 f 11 hoort die van 11 t::. I I • 

Aangezien !::.~ = !::.: = O volgt II t::.11 = O(.) + O(h
2

). 

(3.17) 

Bovendien kunnen we 11 Al I nu· berekenen··aangezien we kennelijk met de 

maximum norm te doen hebben. 

N 
Als v = Aw dan geldt : v. = l A. W 

J n=O Jn n 

dus 

of 

zodat 

Iv. I < 
J 

.11 vii < -

IIAII = 

N 
max l 

0 .::_ j .::_ N n=O 

N 
max I 

O~j.::_N n=O 

N 
max I 

0 .::_ j .::_ N n=O 

IA. I max 
Jn O < n < N 

lw I n 

IAjnl. llwll 

jA. I• 
Jn 

Als nu r = T/h2 ~ ~ dan zijn alle elementen van de matrix niet­

negatief en I I A I I = ( r + 1-2r + r) · = 1 • 
. . "t . / 2 1 • / 2 Er is dus stab1l1 eit als Th ~~-In het vervolg kiezen we r =Th 

vast, zodat de maaswijdte T = rh2 • 
,, 



46 

Opgave 3.2: Ga m.b.v. de normkeuze van llrll de consistentie na als 

r .s_ ~ en bewijs de convergentie. 

De vraag rijst nu of r .::_ ~ een noodzakelijke·voorwaarde is. Met twee 

methoden: een "ad hoc'' methode en een· algemene .. methode ·zullen we de 

vraag beve st igend · · beantwoorden. 

Eerst de "ad hoc" methode. 

We verwaarloz-en de randcondities en doen ·alsof een beginfunctie U(x,O) 

gegeven is voor - 00 < x < + oo. 

Voor de roosterfunctie u betekent dit dat we het•volgende probleem 

willen oplossen: 

0 fo -2, -1, o, u = n = .... n n' 

k+1 k k u = r u · + ( 1-2r )u + r 
n n-1 n 

We merken op dat als r.::. ~ dan geldt: 

dus I k+1 I max u 
n n n 

Stel nu r > ~, dus 1-2r < O. 

1 , 2, ... 
(3.18) 

k 
un+1' k > 0 

Neem r0 = 0 voor n ~ 0 en r0 = o > O; we kunnen ans voorstellen dat 
n 0 

er eenmalig een rekenfout o wordt gemaakt. 

De eerste bewering is dat de tekens van uk alterneren zowel in de 
n 

boven index, als in de beneden index (waarbij we afspreken dat O 

zowel een positief als een negatief teken heeft, zodat (0,0) 

al terneert) • 

Voor k = 0 is dit inderdaad het geval: immers ••. , + O, - O, + o, - O, 

+ o, alterneert; bovendien geldt: 

1 1 1 u_ 1 = r o > O, u0 = (1-2r) o < 0 en u
1 

= r o > O 
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k k k k k 
Als de tekens van u-k' u-k+ 1, ••• , u0 , , •• , '\:_1, '\: 

alterneren dan volgt: 

als uk negatief is, en dus uk 
1 

en uk+ 1 niet negatief, dat n n- n 
positief is; zodat het alterneren zich· inderdaad herhaalt. 

De tweede bewering is: 

max 
n 

luk+1., ( 4 )k o 
n .:::.. r - 1 2k+1' 

welke meteen volgt als we opschrijven 

k+1 
I 

j=-k-1 

Dus max 
n 

k+1 
u-k-1 

k+1 
-u 

-k 
+ ••• -

k+1 k+1 
'\: + '\:+1 

k k k 
= r u -k -· ( 1-2r) u -k - r u -k+ 1 

k k k 
+ r u_k + (1-2r) u-k+ 1 + r u-k+2 

k k k 
- r u-k+ 1 - (1-2r) u-k+ 1 - r u-k+3 

+ ••• 

(4r-1) 
k k k = {u_k u-k+1 + ••• - '\:-1 

k 
lu~I = (4r-1) I 

j=-k J 

lu!+
1

1 ;:. 
1 k+1 

lu~+1 I k I = ( 4r-1) o. 2k+1 j=-k-1 J 

k+1 
u 

n 

k 
+ u_k} 

Dit betekent dat, hoe klein o ook is, dus hoe klein llfll ook is, er 

altijd wel een k te vinden is waarvoor !lull groter is dan een wille­

keurig groot gekozen C. 

M.a.w. het schema is instabiel. ,, 
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De tweede metbode is algemener, maar bewerkelijker. 

We gaan de eigenwaarden en·eigenvectoren van de matrix A bestuderen. 

We willen aantonen dat het differentieschema· instabiel is voor r > ~; 

het is dus voldoende als we aantonen dat bij willekeurig groot gekozen 

C er bij elke willekeurig ·kleine , 0 een T < ,
0 

te vinden is zo dat 

daar weer een f bij te vinden is zodat 

IIR-1 fJI > c llfll• 
T 

(3.19) 

Of 

Het is dus geen beperking van de algemeenheid als we on~ .beperken tot 
k roosterfuncties f, waarvoor geldt f = O, voor k > O, 0 < n < N. 
n 

Dit betekent dat we slechts beginfuncties fo toelaten. 
k In het probleem (3.14) mogen we dan f = 0 stellen, 

zodat 
k _ Ak fO u - . 

Als A de eigenvectoren e., met eigenwaarden X., i=O, ••• , 
1 1 

en er bestaat een X zo dat Jx I > 1 + 0(,), (d.w.z. als 
m m 

00 

X I c. 1 
en c_1 =/, o, = T 

m 1 
, 

i=-1 

dan geldt or 1 < 0 of l=O ... Jc0 1 -- 1 ) ' en 

dan kiezen we fo = em, zodat 

uk = X k e • 
. - m m 

Dan geldt 

bij gegeven Ten T = T/K, K geheel, 

II ull = max 
0 < k < K 

(3.20) 

N, heeft 
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Onder deze aannam.en is het niet moeilijk in te zien dat we bij een 

willekeurige C een Ten een f kunnen·vinden·z6 dat .(3.19) geldt, 

daar immers IA lk willekeurig groot te krijgen is. 
m 

Het probleem de instabiliteit te bewijzen is nu verschoven naar het 

probleem de eigenwaarden van Ate bestuderen. 

Het resultaat van bovengedane beschouwingen· geven we nu in de volgende 

Stelling 3.2: Zij het differentieschema R = f te schrijven in de vorm 
u 

0 u = fo , 

k+1 · k k 
u =Au + TP , k.:::.. o, 

(3.21) 

met A een (n+1) bij (n+1) matrix en p = Bf, dan is R instabiel als 

voor tenminste een van, de eigenwaarden--A van· A- geldt: 

IAI > 1 + 0(.). 

Of: 

Stelling 3.3: Een noodza.kelijke voorwaardevoor stabiliteit is dat 

alle eigenwaarden A. van A voldoen aan I A. I < 1 + O(T). 
J. J. -

Het criterium in bovengenoemde stelling wordt het Von Neumann 

criterium genoemd. 

De bepaling van de eigenwaarden·gaat als·volgt: 

Een eigenwaarde A en een eigen functie e voldoen aan 

Ae = Ae, 

· of uitgeschreven: 

N 

I 
j=O 

(A n. 
J 

0 
n. 

J 

A) e. = O, n = O, •.. , N. 
J 

(3.22) 

(3.23) 
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Aangezien A een band matrix is, waarvoor geldt ·dat alleen op de hoofd­

diagonaal en op twee aanliggende diagonalen·elementen ongelijk nul 

voorkomen, kunnen we (3.23) als volgt schrijven: 

= 0 

Voor deze matrix geldt bovendien dat 

A = a 
n,n-1 (onafhankelijk van n) 

A - A= -2b (onafhankelijk van n) 
nn 

A = C n,n+1 (onafhankelijk van n) 

Zodat het volgende differentieschema ontstaat: 

a e 1 - 2 be + c e 
1 

= O, 
n- n n+ 

waarvan we de algemene oplossing kennen: 

e = an sin ( n<j> + ij,) , met 
n 

a , 2 1 
a. = ( /c) 2 en <I>= arctg {(ac - b ) 2 /b}. 

Om <I> te vinden, maken we gebruik·van: 

(A00 - A) sin ij, + A11 a sin (<j> + ij,) = O, 

en 

(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

A__ sin ((N-1)<1> + ij,) + (A__,N - A) a sin (N<j> + ij,) = O. -~,N-1 -~ 
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In ons speciale geval geldt: 

a = r, b = ( A - ·1 + 2r) /2, c = r, A00 = A11 = ~ ,N-1 = ~ ,N = 0, 

zodat 

Cl,= 
(4(1-A)r - (1-A) 2 )j 

1 en$=· arctg A_ 1 + 2r 

en -A sin ljJ = 0 

-A sin (N$ + ljJ) = 0. 

Hieruit volgt, afgezien van A= 

Dus 

O, dat ljJ 
i 1T 

= 0 en $i = N' 1 = o, 1, 2, •••• 

of 

en 

(2(1-A)r -{1-A) 2)j 
A - 1 + 2r 

A1i = 1 - 4r sin
2 

2 A . = 1 - 4r cos 21 

i 1T 
= tg N' 

1 Tr/2 
N 

1 Tr/2 
N 

, 

Aangezien echter sin2 

waarden zijn 

i 1T/2 = 
N 

2 cos 
(N..:i.) 1r/2 

N ·volgt dat de eigen-

A. 
1 

= 1 - 4r sin2 i 1r/2 
N 

en de bijbehorende eigenfuncties z1Jn: 

i 
e n 

. ( i 1T) = sin n N, 1 = O, 

, i=O, 1, 2, ••• ,N. (3.29) 

• Cl • , N. (3.30) 

0 N We merken op dat twee eigenfuncties e en e degenereren, hetgeen niet 

zo verwonderlijk is. 

Als nu r > j, dan kiezen we eN-1 met AN_
1

• 

Als N maar groot genoeg is volgt: 
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I "N-11 4r sin 2 (N-1) = 
N 

4r 2 lf/2 
= cos 

N 

en h = /0, dus 

2 
= 4r - 1 - r 1r 

lf/2 

.!.. + 
r 

= 

- 1 

4r - 1-4r 

2 O(T ), 

sin 2 lf/2 
N 

Deze A voldoet precies aan l"-I > 1 + 0(,), zodat het schema R met 

r > ~ instabiel is. 

Opmerking: de bijbehorende eigen functie eN-l is ongelijk aan nul. 

3,1.2, Stabiliteit van het expliciete differentieschema voor de dif­

fersievergeli,jking met· een'·randvoorwaarde .. · van· de· tweede soort. 

We beschouwen weer het. schema (3. 7), maar nu met A = B = 1, 

a1 = o, a1 = 1,a2 = 1, a2 = o. 

De randvoorwaarde bij x = 0 kunnen we nu als volgt discretiseren: 

l ( k+1 _ k+1) = _k+1 
h u1 uO rO ' (3·,31) 

Om er een schema van de vorm (3.14) van te krijgen schrijven we (3.31) 

als: 
k+1 k+1 h fk+1 

uo = u1 0 

k k k fk+1 r1:+1 = r u0 + (1-2r) u, + r u2 + '[ - h O • 1 

De matrix A krijgt nu de gedaante: \ 

r 1-2r r 0 

r 1-2r r 0 

A = 0 r 1-2r r ,_( 3. 32) 

r 1-2r 

0 0 
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k 
en p is nu: 

P
k= (fk+1 _ h ~+1 _k+1 fk+1 fk+1 /L)Tr. 

1 L o ' r1- ' · · · ' N-1 ' N (3.33) 

Weer geldt, als r 
, 

~ 2, dat 

N 

II All = max I IA .. I = 1, 
0 < i < N j=O 1J 

zodat het schema stabiel is voor r ~ ~, waarbij llrll, is gegeven door: 

llrll=max 
k 

Opgave 3.3:_ Toon aan dat het schema niet consistent is, bij boven­

vermelde normkeuze van II rll • 

(Moeilijke) Opgave 3.4: Toon aan dat het schema met A= B = 1, 

a
1 

= 8
2 

= O, 8
1 

= a
2 

= 1, onder gepruikmaking van de rand­

operator gedefinieerd in (3,10), stabiel en consistent is 

ais r ~ ~, onder de bovengebruikte maximum normen, voor 

A en p. 

Om voor r >~de instabiliteit aan·te tonen kunnen·we de eigenwaarden 

van A bestuderen. Dit is echter niet meer zo eenvoudig als voorheen 

omdat we inplaats van (3.28) de volgende vergelijkingen hebben: 

en 

(r - A) sin f + (1 - 2r) sin (t + f) + r sin (2t + •) = 0 

(3.34) 

X sin (Nt + •) = O. (3.35) 

Geschreven als vergelijkingen in sin fen cos., moet er een niet­

triviale oplossing voor sin fen cos• zijn, d.w.z. 

(r - A+ (1 - 2r))cos t + r cos 2 f sin N t = 

((1 2r) sin t + r sin 2 f)cos N t; 



Met q, = arctg 
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{4(1 -·A)r - (1 - (1 - A) 2}1 
A - 1 + 2r 

geeft dit een onhanteerbare vergelijking in A. 

(3.36) 

We memoreren dat het aantonen van instabiliteit betekent dat we bij 

elke -r, kleiner dan een zekere -r
0

, een f.,.. aan kunnen·wijzen waarvoor 
1 • 

geldt dat II ~; · f
1 

JI / ! I f T 11 onbegrensd· groat wordt voor T -+ 0. 

We kunnen ons daarom beperken tot een deelklas se van· 

functies f. Als we in deze deelklasse bovengevraagde 

geven dan is het doel immers bereikt. 

We zullen nu de deelklasse beschouwen die· bestaat ui t 

functies f die voldoen aan: 

a) fk+1 o, dit betekent 
k+1 k+1 = uo = u, 0 

b) 
k+1 

o, of fk+1 o, o, N, p = = n = ... , 
n 

zodat 
k+1 o. ~ = 

Het eigenwaardeprobleem stellen we nu als volgt: 

Gevraagd een roosterfunctie e met e
0 

= 

zo dat voor zekere A { 0: 

k -,· 

alle 

f 's 
T 

die 

o. 

r en_,+ (1 - 2r)en + r enn = A en, 0 < n < N. 

rooster-

aan kunnen 

rooster-

= 0 

(3.37) 

Opgave 3,5: Formuleer het bovenstaande eigenwaardeprobleem als een 

eigenwaarde-eigenvectorprobleem van een zekere matrix A*. 

M.b.v. (3.27) weten we date = sin (nq, + l/J) 
n 

met cf, als in (3.36) 

Uit e
0 

= e 1 volgt: sin l/J = sin (q, + l/)); 

Uit eN = 0 volgt: sin (Nq, + l/J) = 0. 

( 3. 38) 

(3.39) 
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De conditie (3.38) betekent tg ~ = tg (; - ½); 

De conditie (3.39) betekent tg ~ = tg (-N$). 

Voor $ vinden we de volgende waarden die hieraan voldoen: 

$ i = 2i - 1 
2N - 1 

7f, 'i = 0,1,2, ••.• 

We kunnen ~ = -N$ stellen aangezien·voor de, oplossing geldt: 

(i) 
e = sin ((n - N) $. + kir) = sin (n - N)$ .• n i i 

· We zien bovendien dat 

e (i) = e (i + 2N - 1) 
n n 

en 

( i) 
= (2N - i) e e ' n n 

zodat alleen de$. 's van belang zijn·voor i = 1, ••• , N - 1. 
i 

Voor de~e $. 's zijn de eigenwaarden gegeven·door 
i 

2 $. 
= 1 4 . i Ai - r sin 2 . 

(3.40) 

Aangezien voor N voldoende groot, d.w.z. h voldoende klein, d.w.z. 

-r = r h2 voldoende klein, $N_
1 
~ ,r volgt dat AN_

1 
< -1, mits r > ;. 

Er · f · · ( N.) 2N - 3 is dus een rooster unctie en= sin n -
2

N _ 
1 

,r 

waarvoor geldt dat na toepassing van het differentieschema het resultaat 

A e is, welke weer voldoet aan de condities u0 = u1 en~= O. 

Kiezen we bij deze e een passende f, 

d.w.z. 

0 _k+1 
f = e , r- = o, k > O; n n n -

zij nu T de bovengrens van het·t interval en K=T/-r, dan is 



hetgeen voor K ➔ 00 onbegrensd toeneemt, waaruit de instabiliteit volgt. 

0:12gave 3.6: Onderzoek de stabiliteit van het, schema· (3.7) 

met A = B· = 1 , a. 1 = a.2 = o, 81 =· 82 = 1 , en 

met A = ·B= 1 , a.1 = 1 , 81 = o, a.2 = O, 82 = 1 • 

3.2. Een im:12liciet schema,voor de·dif'fusievergelirlking. 

Voor het probleem (3.1) met A= B= 1, a. 1 = a.2 = 1, 8
1 

= 82 = O, 

kunnen we ook het volgende differentieschema·opstellen: 

0 0 (Ru) = u , 0 < n < N. 
n n 

k+1 k 

(Rul+1 u - u 
- !_ (uk+1 k+1 + uk+1) n n 2 = u 

n T 2 n-1 n n+1 
h 

1 - e k k+1 k 
h2 (un-1 - 2 u + un+1)' k .:::_ O, 0 < n < N, 

n 

(Ru)~+1 k+1 k .:::_ O, = uo , 

(Ru);+1 k+1 , k ;;, O. = UN 

(3.41) 

Voor 0 + 0 blijkt het niet meteen duidelijk te zijn welk· algorithme 
-1 . k+1 . gekozen moet worden om u = R f·te berekenen; 1mmers u kan n1et 

n 
meer eenvoudig in_de u~'s uitgedrukt worden. We zullen echter zien 

1. 
dat voor bovenstaand schema toch een·betrekkelijk eenvoudig algorithme 

is op te stellen. 

Het belangrijke voordeel van· schema (3.41) t.o.v. schema (3.7) 1.s dat 

het veel stabieler is. 

In feite is de stabiliteitsvoorwaarde r.::, ~ voor schema (3.7) vaak 

onrealistisch stringent (bij halvering van-de·tijdstap moet de plaats­

stap tweemaal gehalveerd worden zodat we acht·maal zoveel rekenwerk 

moeten verrichten); 
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De stabiliteitsvoorwaarde voor (3.41) blijkt te zijn: 

als 0 ~ ~ r ~ 1 / ( 2 - 40) , 

als 0 > ~ r onbeperkt (het schema heet onvoorwaardelijk 

stabiel) (3.42) 

Voor 0 =~is er bovendien nog een voordeel met betrekking tot de 
. t· t" . t d" 0( 2 2 ) k . . · discre isa iefou ie we nu 1 + h kunnen riJgen door f geschikt 

te kiezen. (Dit levert het schema van·Crank~Nicholson). 

Opgave 3.7: Bereken de discretisatiefout, van (3.41) bij geschikte 

keuze van f. 

Het schema (3.41) is te schrijven als 

B uk+1 k ~+1 (3.43) =Au + 1 , 

met 

0 0 0 

1+20r -er 0 

B = 0 -0r 1+20r er , 

-0r 1+20r -0r 

0 0 1 

0 0 0 

1-2(1-0)r ( 1-0 )r 0 

A= 0 ( 1-0 )r 1-2(1-0)r ( 1-0 )r , 

( 1-0 )r 1-2(1-0)r ( 1-0 )r 

0 0 0 

en 

k+1 r1:+1 ~+1 ~+1 ~+1 Tr p = ( o h, 1 ' ••• , N-1' N / 1 ) 
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Aannemende dat het rechterlid van (3.43) bekend is, hetgeen voor 
k+1 -1 . k = O het geval is, kunnen we u berekenen als B bekend 1s. 

3,2.1, De 11double-sweep"·methode. 

Zij gevraagd te berekenen de roosterfunctie u. die voldoet aan: 
1 

(3.44) 

We stellen ui = ki + li ui+ 1 , en trachten recurrente relaties voor 

k. en 1. te vinden. 
1 1 

Uit u
0 

= ~ volgt k0 = ~, 10 = 0. 

Substitutie van u. 1 in (3.44) geeft: 
1-

a.(k. 1 + 1. 1 u.) - 2 b.u. + c1.u1.+1 = g1., 1 = 1, ... , N-1, 1 1- 1- 1 1 1 

dus 

zodat 

en 

a.k1 . - g
1
. 

1 -1 u. =-------
1 2 b. - a.l. 1 1 1 1-

+ 
c. 

1 

2 b. - a.l. 
1 1 1 1-

k. = (a. k. 
1 1 1 1-

g.)/(2 b. - a.l. 1) 
1 1 1 1-

1. = c./(2 b. 
1 1 1 a.l. 1) 

1 1-

We berekenen nu eerst de k. en 1. 1s·(1e sweep), 
1 ,1 

vervolgens berekenen we de u. 's (2e sweep). 
1 

Opgave 3.8: Construeer een ALGOL 60 procedure dat m.b.v. meegegeven 

arrays: a, b, c en gen waarden ~en$ de u berekent. 

Stelling 3.4: Als in (3.44) a. > O, c. > 0 en b. >~(a.+ c.) + o - 1- 1 1- 1 1 
en o > 0 dan geldt: 

lu. I 
1 

< max {l~I ,1$1, ~0 max 
0 < i < n 

(3.45) 
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Bewij s: Zij ~ = max u. , en ~ 2:_ 0. 
0 < i < N 

1 

Als k = 0 of k = N dan is er niets te bewijzen. 

Stel O < k < N. 

Dan geldt: 

gk· = ak ~-1 - 2 bk~+ ck ~+1 

.::_ (ak - 2 bk+ ck)~,:_ -2o ~ 

dus gk < O. 

Bovendien geldt: 
-g 

< u < ~ < 
ui - k - 2o \ max lg.I, 2u O < i < N 1 

Dus als ~ 2:_ 0 dan is de stelling bewezen. Voor het geval dat ~ < O, 

beschouwen we hetzelfde stelsel vergelijkingen (3.44), waarin 

~,~en g. vervangen zijn door-~,-~ en -g .• 
l. l. 

De oplossing van dit nieuwe stelsel zij v., i - O, ... , N. Dan geldt 
l. 

v. = -u .. 
l. l. 

Voor vk (.::_0) geldt (3.45) met luil vervangen door v .• 
l. 

Tenslot te geldt 

max 
0 < i < N 

lu. I = 
l. 

max { max 
0 < i < N 

u., 
l. 

max 
0 < i < N 

= max {~, max v.} 
0 < i < N 

1 

waaruit het gestelde onmiddellijk volgt. 

(-u.)} = 
l. 

Stelling 3,5: Zij u. de oplossing van (3.44) en u. de oplossing van 
l. l. 

(3.44), waarin ~,~,a., b., c. en g. vervangen zijn door i, ~, a., 
l. l. l. l. l. - -b., c. en g .• 

l. l. l. 

Als geldt: 

1. 3 o, 0 > o, zo dat a. > o, c. > 0' b. > Ha. + c.) + o 
l. - l. - l. - l. l. 

2. ,~ - ii < e: , I ~ - ~, < e:, 

la. - a:. I < e:, lb. - b. I < e: , le. - c. I < e: , 
l. l. l. l. l. l. 

Id. d, I < e:' l. = 1 , ••• , N-1 mete: < o/3 
l. l. 
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dan geldt : I u. - u. I < C ( o ,M) e: , 
l. l. 

met C een functie van o en M, waarin 

M = max {I~ I , I tj, I , ; 0 max 
0 < i < N 

I g. I}· 
l. 

Bewijs: Zie Godunov en Ryabenki pp 146-154. 

Opmerking: Bovenstaande stelling betekent dat mits aan de 1e voor­

waarden voldaan wordt en mits de rekenfouten niet te groot zijn 

(< o/3) dat dan de berekende oplossing niet veel afw:ijkt·van de 

exacte oplossing. 

3.2.2. De algoritbme voor het impliciete schema. 

· De double sweep algoritbme toegepast op (3.42} geeft: 

a.= -Gr, b. = -a(1 + 20r), c. = -0r 
l. 1 l. 

Overgang op -a1, -b., en -c. geeft de conditie (stelling 3,4) 
l. l. 

3o: a(1 + 20r) ~ a(20r) + o, 

dus o = a. 

-1 De algorithme zal dus een goede rekenmethode zijn om R f te bepalen. 

3,2,3, De stabiliteit van het impliciete schema. 

We gaan uit van (3.43), 

Zij 

k 
A 

k + T 
k+1 

V -= u p 

dan geldt: 

max lvkl < 
0 N n 

< n < 

max 1(1 - 0)r u!_1 + (1-2(1-0)r)u! + (1 - 0r)u!+:l + T p:+1
1 

0 < n < N 



mits 

1. 

2. 

61 

0 .::_ 1, 

1 
1-2(1-e)r > 0 of r .::_ 2( 1-e)· 

Voor de maximum norm geldt dus 

· k k k+1 I 
!Iv II .::..llu II +T !IP I· 

Bij gegeven vk is het niet moeilijk lluk+11! te schatten. 

Uit stelling 3.4 volgt: 

Dus 

(3.46) 

(3.47) 

Onder de condities (3.46) is het schema dan stabiel mits voor f een 

passende norm gekozen wordt: 

II fl! = max II ~II = max II Pkll 
k k 

= max (max {l~I/T, max lr!I, lr:I/T}}. 
k O < n < N 

Een voldoende criterium voor de stabiliteit is nu gevonden. 

De vraag is of dit criterium ook noodzakelijk is. 

We beschouwen daartoe (3.43) met pk+l = O, dus ~+1 = O, k ;:_O. 

. d d . - 1 Vervolgens moeten de eigenwaar en van e matrix B A berekend worden. 

De eigenwaarden AiA en eigenfuncties e! van A zijn: 



"iA = 1-4 ( 1'-<I> ) r 

. ( i-rr) sin n N 

• 2 sin 
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i -rr/2 
N , 

en twee eigenwaarden AOA =ANA= 0 waarbij: 

·o N 
e = e = O. n n 

i = 1 , ••• , N-1 

(N.B. Voor speciale waarden van (1-0)r, n.l. (1-0)r - ~ en 

( 1-0 )r 

zijn er niet-triviale eigenvectoren bij de twee eigenwaarden 

i De eigenwaarden AiB en eigenfu.ncties eB van B zijn: 

AiB = 1 + 40r sin
2 

. ( i-rr) sin n N . 

i -rr/2 
N , 

i = 1 , ••• , N-1 

0 
en twee eigenwaarden AOB = ANB = 1, met eBn = 

N 
1 en e = n Bn • 

Aangezien A en B dezelfde eigenvectoren bezitten (afgezien van 

(3.48) 

(3.49) 

0 N) . -1 e en e volgt dat de eigenwaarden A. van B A gegeven zijn door: 
i 

= 1 - 4(1-0)r sin
2 

(i-rr/2N} 
A. 2 , 

i 1 + 4er sin (i-rr/2N) 
0 < 1. < N. 

De instabiliteits eis: IA-I > 1+0(,) betekent: 
i 

a) 1-4(1-0)r sin2 (i-rr/2N).:.. 1 + 40r sin2 (i-rr/2N) 

dus 

-4r sin2 (i-rr/2N) > 0 

hetgeen nooit vervuld is. 

(3.50) 
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b) -1 + 4(1-0)r sin2 (i~/2N) > 1 + 40r sin2 (i~/2N) 

dus 

r > 1/ {(2 - 40) sin2 (i~/2N)} > 2 - 40" 

Conclusie: als 

r > 1 (2 - 40) 

dan is het sc·hema instabiel t.o.v. de maximum norm. 

Voor 

1/(2 - 40) ~r > 1/(2 - 20), 

is er nog geen uitspraak over de stabiliteit. 

(3.51) 

We zullen in de volgende sectie aantonen·dat, als we inplaats van 

de maximum norm de twee-norm: 

1 ~ 2)i 
11 vi I = (N+1 l vn , 

n=O 
(3,52) 

nemen, dan blijkt r.::. 1/(2 - 40) een noodzakelijk en voldoende 

criterium te zijn voor de stabiliteit, mits we ons beperken tot die 
. _k+1 _k+1 

roosterfunct1es f waarvoor :ro = :rN = o, k ~ o. 

3,2.4. Orthogonaliteit en volledigheid van· eigenvectoren. 

Beschouw een matrix A met eigenvectoren e1
, i = 1, ••• , N en 

eigenwaarden A •• 
1 

De eigenvectoren vormen een·volledige basis indien elke vector 

v = (v
1

, ••• , vnlr als lineaire combinatie van de ei's is te schrijven: 

N 
V = l 

i=1 

i 
a. e . 

1 
(3.53) 

We definieren een inwendig product van·twee vectoren v en w als volgt: 

1 N - -
(v,w) = N }: vn wn, met wn de gecomplex toegevoegde van wn, 

n=1 
(3.54) 

en als .BQ.!:!!!. van de vector v definieren we de zogenaamde tweenorm: 

, 
llvll = (v,v)2. (3.55) 



N 
Zij nu v = l 

i=1 

J. a. e 
J. 

N 
en w = l 

i=1 

N 1 N 
(v,w) = - ( l 

N n=1 
I 

i=1 

N N 
= I I 

i=1 j=1 
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i e. e dan·geldt: 
J. 

N 

I 
j=1 

- l -ej) a. e. e 
i J n n 

De eigenvectoren worden een orthonormale basis genoemd indien geldt: 

0. • 
l,J 

met o .. de bekende Kronecker delta. 
l ,J 

(3.56) 

Als A een orthonormale en volledige basis eigenvectoren bezit dan heet 

A normaal en er geldt: 

N 
(v,w) = l 

i=1 
a. e .. 

J. J. 

Substitueren we w = eJ dan vinden we: 

Zij nu gegeven het differentieschema: 

k+1 
u 

met een normale matrix A. 

Uit 

en 

k k 0 u =Au +-r 

0 u = 
N 

I 
i=1 

l a. e , 
J. 

k 
p = 

N 

I 
i=1 

(3.57) 

(3.58) 

(3.59) 

$~ e1
, volgt: 

J. 



N 
= ( I 

i=1 

met max 
0 < i < N 

k 

I 
j=1 

k 2 1 

I>.. a. I )l! + , 
1 1 

k 

I 
j=1 

(3.60) 

Als we de norm van f zo kiezen dat II u0 11 < II rll en II Pj II < II rll 
dan geldt: 

IA lk - 1 
_m __ } II rll • 
IAml -

Een voldoende conditie voor stabiliteit t.o.v. de twee-norm is dus: 

mits de matrix A normaal is en mits voor II rll een geschikte norm 

gekozen wordt. 

Stelling 3,2 zegt dat criterium (3.62) een noodzakelijk criterium voor 

de stabiliteit t.o.v. de maximum. norm is. Dat stelling 3.2 ook waar is 

als we de twee-norm beschouwen is eenvoudig te zien. 

( k i ,,,. t 1 0( ) . k k 0 Neem p = 0 e~ e zo da A. > + • , dan 1s u = A. u met 
1 ,. 1 

0 . k 
u = e 1 en 11 u 11 -+ 00 als , -+ 0). 

Stelling 3.6: Een matrix A is dan en slechts dan normaal indien 

AAT = ATA. 

Bewi,js: 

,, 

Zie G.F. Simmons: Introduction to Topology and Modern 

Analysis, Mc. Graw Hill, 1963 (International Student 

Edition) pp. 278-297, 
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Gevolg: Een symmetrische matrix is normaal. 

Voor een symmetrische reele matrix A met onderling verschillende eigen­

waarden zullen we op elementairewijze aantonen dat· de·matrix normaal 

is: 

Bewijs: 

1. De eigenvectoren zijn orthogonaal: 

(A J. ej) e , 

ej) (A J. e , 

( A • = e 
J. 

1 N 

I = -
N n=1 

1 N 

I = -
N n=1 

1 N 
= N l 

m=1 

J. ej) 

N 
( I 
m=1 

N 

I 
m=1 

N 
( I 

n=1 

(N.B. de eigenwaarden zijn reeel). 

dus (>.. - >..) (ei, ej) = 0 
J. J 

= 

A 
nm 

A 
mn 

A. ( e J. 

J. 

ei) 
m 

J. e m 

, eJ) 

-J e n 

-j e 
n 

-i 
e 
m 

en aangezien A.TA. volgt (ei, ej) =· 0 voor i T j. 
J. J 

, 
'\, 

Als we nu e. vervangen door e. 
J. ' J. 

= e. /(e., e.) 2
, dan geldt J. J. J. 

= (e~, e
1

) = 1. 
( J. eJ.) e , 

M.a.w. 
. 'vi . 

de eigenvectoren e ziJn orthonormaal. 

In het vervolg laten we de slangetjes weer weg en nemen aan dat de 
. t ~ d .. d ( i i) eigenvec oren reeds zo genormeer ZJ.Jn at e , e = 1. 



2. De eigenvectoren zijn volledig, · d·.y. z. ze· spannen· de gehele 

N-dimensionale vectorruimte op. 

Stel dat di t niet het geval was;· d·. w·. z. er zij n a·.·' s · te vinden zo dat 
1 

N 
I 1 0 en niet alle a. 's· zijn nul. a. e = 

i=1 1 1 

Stel a, + 0 dan is 

1 1 N i 
e = - I a. e 

a, i=2 1 

dus 

1 e1) 1 N 
e1) (e I (e 1 

0 , - - a. , = 
a1 i=2 1 

dus e 1 = O, welke niet tot de eigenvectoren behoort. 

q.e.d. 

Uit het voorgaande blijkt dat normale matrices abnormaal prettige 

eigenschappen bezitten. 

Dater voor niet-normale matrices interessante en practische theorieen 

worden opgesteldbehoeftgeen·betoog· (ziebijv.Richtmeyer-Morton), 

De resultaten van deze sectie passen we toe op het·differentieschema 

(3.43), dat we schrijven als: 

met 

k+1 
u "' k 'vk+1 = A u + , p 

"' B-1 A 'vk+1 A= en p = 
-1 

B 

We nemen nu aan dat 

1e. 0 ~ = 0 uo = 

2e. 
k+1 k+1 

O,k.:::_0; Po = PN = 
' 

k+1 
p 

dus 'vk+1 
Po = 'vk+1 

o. PN = 
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k k Dus voor alle k geldt: u0 = un = O. 

In de ruimte EN+1 met ve~toren·v zo dat v
0 

= vM = 0 geldt dat A en B 
. t 1 • dezelfde eigenvec oren e · bezitten met 

i . i lfn 
en = sin N, i = 1 , ••• , N-1 

en dat de bijbehorende eigenwaarden van· de nu .. symmetrische matrices 

A en B onderling verschillend· zijn zo dat·de ei's een, in deze ruimte, 

orthonormale en volledige·basis vormen. 
'\, 

Deze zijn bovendien eigenvectoren van A waarvan de; eigenwaarden 

gegeven zijn in (3.50). 

Voor stabiliteit is het dan nodig en voldoende dat r .::_ 1(2 - 40) • 

. D. w. z. t. o. v. de twee-norm, en bij geschikte keus van 11 f II • 

0 • 
Er moet gelden II u II ~ II rll en II PJ II < II rll 

dus 

Nu geldt (stelling 3 .4.) als pj -1 pj = B 

IP~I 
1 I Pj I < 
20 0 

max - n 
< n < N 

met o = b. - Ha. + C.) = 1 dus 
1 1 1 

~, 

IPjl < max IPj I n 0 N n < n < 

en 

II B-1 pj II 1 
N 

lvjl2)~ IPj I = (N+1 I < max n - n n=O 0 < n < N 

= max 
0 < n < N 

Conclusie: met de gebruikelijke norm: 



11 rl I = 

en 

max 
k 

11 ~ I I , 11 r0 
11 = 

max l~I 
0 < n < N n 

max l'fo I 
0 N n < n < 

_k+1 _ fk+1 
en~ - N. - 0 volgt de beperkte stabiliteit. 

Slotconclusie: Om de mooie theorie van inwendig product, orthogonaliteit 

en volledigheid te kunnen gebruiken·moet men genoegen nemen met een 

beperkt soort stabiliteit; namelijk, die stabiliteit die men verkrijgt 

als men aanneemt dat de randvoorwaarden exact worden·berekend, en dat 

bovendien geen discretisatiefout aan de rand optreedt. 

3.3, Stabiliteit van zuivere homogene·beginwaarde problemen. 

Beschouw een p.d.v. van de vorm: 

au M 
'5t + I 

j=O 
a. 

J 

U(x,O) = ~(x), - oo < x < + oo, 

waarin de a.'s constant zijn. 
J 

Een consistent differentieschema Ru= f is gegeven als volgt: 

M 

I 
j=O 

a. 
J 

0 Met D v = v, 
n n 

D1vn = ~(vn+1 - vn_,), 

Dj+1vn = ~(Djvn+1 - Djvn_1). 

k u = 
n O,k~O, 

(3.62) 

(3.63) 
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Dat het schema consistent is volgt onmiddellijk door volledige 

inductie: 

D' 
h 

. 1 1 j 
DJ+ [u] k = Q_ ( [ a 1! J k 
·j+1 n h J 

h ax n+1 

= 

Dus ~k = O(h2 + T). 
n 

0 in</> We nemen nu f = e , voor zekere <f>. 
n 

Dan geldt: 

i 0 
U = U - T 

n n 

Nu geldt: 

dus 

zodat 

dus 

M M 

I Dj O in</> 
a -u - e - T j hj n - I 

j=O j=O 

inqi . . 
= e J. sinqi, 

M 
u1 

= [1 - T l a. 
n j=O J 

k u = 
n 

M 
[1 - T l a. 

j=O J 

(i sinp)j J in</> 
• e ' 

hJ 

(i sincj>)j Jk in<j> 
• e • 

hJ 

Noodzakelijk voor stabiliteit is dus: 

M 
[1 - T I 

j=O 
a. 

J 

(3.65) 

(3.66) 
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Voor au a2u volgt: at ax2 

(. . )2 
sin2$I < 1 + o(.) I 1 + • 

1 sincp I 1 - • = 
h2 h2 

2 
bedenken we dat D vn = vn+2 - 2 vn + vn_2 , 

dus de werkelijke stapgrootte is 2 h, dan·volgt het·oude criterium: 

Evenzo gaat: 

l (uk+1 
• n 

k D2 k 1 D
2 

- u ) - 0 - u + - ( 1-0) 
n h2 n h2 

k k 1n,1, 
Stellen we u = A e ~ dan volgt: n 

k u = o. 
n 

( . . )2 
l (A - 1) - 0 A i sincp ( . . )2 

_ ( 1 _ 0 ) 1 sinp = O, 

dus 

• h2 

A = 1 - ( 1 -· 0 h sin
2

cp / h
2 

+ 0. sin2
cp / h2 

h2 

Hetzelfde precede kunnen we gebruiken voor het volgende differentie­

schema (van Richardson): 

1 ( k+1 k-1) - u - u 2, n n 
D

2 k u = o, 
h2 n 

waarvan de discretisatiefout -- 0(,
2 

+ h2 ) is. 

Stellen we uk = Ak ein(j> dan volgt: 
n 

1 1 - (A - -) 2, A 
( i . )2 sincp = 0 2 , 

h 

of 
,2 2 •. 2 1 I\ + 2 sin cf> - = 0, 

h 

(3.67) 
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zodat 

2 Als r = T/h = constant dan volgt: 

dus het schema van Richardson is altijd instabiel. 

Het volgende differentieschema is van-Du Fort - Frank.el: 

Vullen we in: 

k k in<j> u = A e dan volgt: 
n 

dus 2 (1 + 2r)A - 4r cos <I> A+ 2r - 1 = O, 

en = 2r cos p + J 1 - 4r
2 

sin
2

4> 
A1,2 1 + 2r 

4 2 . 2 
Nu geldt als 1 > r sin <I>, 

1 + 2r 

2r !cos <t>I +1 
< ------< 1. 

2r + 1 

( 3.68) 
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Als 1 < 4r
2 

sin
2
$, dan geldt: 

2 2 2 . 2 {4r cos$+ 4r sin$ - 1} 

1 =----
( 1+2rl 

2 ( 4r - 1 ). = 2r - 1 
2r.+ 1 

< 1. 

Conclusie: het schema van Du Fort-Frankel voldoet altijd aan de 

noodzakelijke eis voor stabiliteit. 

2 
De discretiseringsfout blijkt 0(T 2 + h2 + l-) te zijn. 

h2 
Dit betekent dat, hoewel aan T/h2 , in principe, geenrestrictie is 

h niet naar nul mogen gaan· zo dat T/h = constant. 

naar nul gaan dan h (bijvoorbeeld zo dat T/h2 = 

opgelegd, Ten 

T moet sneller 

constant!) 

N.B. als T/h = C, dan wordt niet de difussievergelijking benaderd, 

maar de golfvergelijking: 

2 ca u + au 
at2 at 

a
2
u = o. 

0 Een probleem bij Du Fort-Frankel is de start; immers, behalve u, 
n 

1 d" is oak u no ig. 
n 

De golfvergelijking kan als volgt warden gediscretiseerli: 

_1 (uk+1 - 2 
k k-1) D2 k O; u + u -- u = 2 n n n h2 n T 

stellen we k >.. ein$ dan volgt: u = n 

1 1 . 2 
- (>.. - 2 + -) + sin <p = o, 2 >.. h2 T 
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zodat 

2 
T • 2 )2 1 - 2 sin cj> - • 

2h 

2 
T • 2 

y = -- sin cj>. 
2h2 Zij 

Als ( 1 - y )
2 ·.::_ 1 dan zijn er twee complexe wortels, zodat 

I 1
2 2 2 

A = (1 - y) + (1 - (1 - y) ) = 1. 
1 ,2 

De eis (1 
2 

y) .::_ 1 betekent: a .::_ y .::_ 2 

dus als T < 2h dan is aan de noodzakelijke eis voor stabiliteit voldaan. 

Bovendien geldt, als (1 - y)
2 

> 1, dat 

A1, 2 = 1 - y ± ✓(1 - y)
2 

- 1. 

zodat, voor het + teken, IA! > 1; er is dus instabiliteit. 

Bedenken we dat de werkelijke stapgrootte h* index richting 2h is, 

dan luidt de noodzakelijke eis voor stabiliteit: 

* ,: < h , 

hetgeen ook als karakteristieken· criterium bekend staat. 

We memoreren nog eens deportee van·deze·paragraaf: 

(3.69) 

Voor zuivere begonwaarde problemen met een inhomogene term gelijk aan 

nul en met constante coefficienten, kunnen we een noodzakelijke 

stabiliteitvoorwaarde, aangeven· (3.66). Deze voorwaarde kan "voldoende­

voorwaarde" worden, voor deze speciale problemen, als de beginfunctie fa 
incj>• n 

te ontwikkelen is in een set exponentiele roosterfuncties e· ·.J: 

fa= 
n 

J 

I 
j=a 

in<j>. 
S. e J 

J 



zO dat 11r0 11 = 
J 

I 
j=O 
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la.I lie-II, 
J J 

incj>. 
= e J. , 

d.w.z. t.o.v. een zeker inwendig product. zo dat 

1 

l!r0 !1 = (r0 , r0 ) 2 , moeten de e.'s orthogonaal zijn. 
J 

Als we bijvoorbeeld slechts periodieke·roosterfuncties fo met periode 
n' 

N bekijken (r0 
= r0 

N) dan kunnen we nemen n n+ 

€. 
Jn 

. 21Tj 
in N 

= e 

metals inwendig product: 

(v, w) 1 = -
N 

1 
(e , e ) = N p q 

1 = 
N 

N 

I 
n=1 

N 

I 
n=1 

N 

I 
n=1 

v w. Dan geldt: 
n n 

e 

. 21Tp 
in N 

. 21Tq 
-in 

e N 

21r(p - q) 
in N 

e = 

= 

0 als p + q 

1 als p = q 

We hebben gezien dat bovenomschreven problemen zich erg eenvoudig laten 

analyseren, dit in tegenstelling tot de vroeger behandelde problemen 

waarin zowel de randcondities als de inhomogene termen een rol speelden. 

In de praktijk wordt een bepaald probleem met randvoorwaarden en 

inhomogene term meestal eerst bekeken zonder de randvoorwaarden en 

inhomogene term; is dan door een zeker differentieschema aan de nood­

zakelijke stabiliteitsvoorwaarde·,-voor dat geidealiseerde probleem, 

voldaan, dan heeft men meestal voldoende vertrouwen om dit schema ook 

voor het moeilijke, theoretisch niet analyseerba~e probleem te gebruiken. 

Dat een en ander voorzichtig gehanteerd·moet worden leert de diffusie­

vergelijking met een scheve randvoorwaarde (sectie 3.1.2.), waar wel 

stabiliteit optrad voor r .s_ ~ maar geen consistentie, ten opzichte van 

de gekozen normen. 




