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Deze inleiding tot de Booleaanse Algebra begint met een hoofdstuk over 

verza.melingen. Na de axiomatische behandeling van de Booleaanse Algebra 

wordt de theorie toegepast op de propositie logika en elementaire scha­

kelingen. 





§1. Elementaire begrippen uit de verzam.elingsleer. 

Enige voorbeelden van verzam.elingen zijn 

I) de verza.meling van alle natuurlijke getallen; 

II) de verzameling van alle rationale x waarvoor 

III) de verza.meling van alle reele wortels van de 

We behoeven ens niet tot de wiskunde te beperken. 

IV) de verzameling van de hoofdsteden van Europa; 

V) de verzameling van alle Nederlanders; 

geldt O 2- x 2- 1; 
. 'k' 2 vergeliJ ing x + = 

VI) de verza.meling van alle Nederlandse gezinnen (een-persoons gezinnen 

niet uitgezonderd). 

We aefinieren niet wat een verza.meling is, we geven slechts voorbeelden. 

Het begrip wordt intu.itief geintroduceerd. 

3 is lid van de verzameling van de natuurlijke getallen; we zeggen oak 

o. 

dat 3 een element is van deze verza.meling of ook dat 3 tot deze verzameling 

behoort. Amsterdam is een element van de verza.meling uit voorbeeld IV. 

Als a tot de verzameling A behoort, dan wordt dit aangegeven met 

a€ A. 

Als a geen lid van A is schrijven we 

a i A. 

Het teken 11 € 11 wordt het adhesieteken genoemd. 
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Een verza.meling is welomschreven als van elk objekt kan warden nagegaan 

of het tot de verzameling behoort of niet. 

Als A en B verza.melingen z1Jn en als elk element van A lid is van Ben 

elk element van B lid is van Adan zijn de verzamelingen aan elkaar gelijk 

en we schrijven A= B. 

Als alle elementen van een verza.meling A voorkomen in een verzameling B dan 

is A een deelverzameling van B; we zeggen ook A is bevat in B. We schrijven 

Ac B, of ook B ~ A. 

Het teken "c" wordt het inclusieteken genoemd. 

Als er minstens een element van A niet 1n B voorkomt dan lS A geen deel­

verzameling van Ben we schrijven 

Ai B, of ook B} A. 

Een 'nadere omschrijving van de gelijkheid van twee verzamelingen A en B 

kunnen we geven door te zeggen dat 

A= B dan en slechts dan als Ac Ben B c A. 

Een verzameling kan omschreven worden door woorden, maar ook door de elementen 

in een lijst te plaatsen. Zo kan de verzameling uit voorbeeld I, die in de 

wiskunde wordt aangeduid met N, aangegeven worden door 

N = {1,2,3,4,5, ..• }. 

De verzameling A= {1,2,3} is een deelverzameling van N; de verzameling 

B = {3} is een deelverzameling van N en A. Het getal 3 is een element van 

N, A en B. Met gebruikmaking van de ingevoerde symbolen kunnen we ook schrijven 

{3} c {1,2,3}, of wel B c A; 

{1,2,3} c {1,2,3,4,5, ... }, of wel Ac N; 



. ---

3 

11erder 

en 3 E N , 3 E A, 3 E B. 

:µet vooral op het verschil tussen 

3 EA en {3} c A; 

3 is een element van de verzam.eling A en de verza.meling {3} 1s een deelver­

zameling van A. 

De verza.melingen {1,2,3} en {3,1,2} zijn aan elkaar gelijk omdat ze dezelfde 

elementen bevatten. Ook geldt {1,2,3} = {1,3,2,2}. Een verzameling verandert 

dus niet als een element in de lijst herhaald, of als de volgorde in de lijst 

-veranderd wordt. 

Als een verzameling geen elementen bevat, dan noemen we deze verzameling leeg. 

We spreken van de lege verzameling, Er is niets dat lid is van de lege ver­

zameling. De verzameling uit voorbeeld III is leeg. Een ander voorbeeld is: 

de verza.meling van de gehuwde Nederlandersjonger dan 7 jaar. De lege verzameling 

geven we aan met het symbool o. 
De lege verzameling is een deelverzameling van elke verzameling, ook van de 

lege verzameling zelf. 

De verza.melingen die in een bepaald p~obleem beschouwd worden kan men 

opvatten als deelverzamelingen van een vaste verzameling U. Deze verzameling 

U heet de universele verza.meling voor dit probleem en we geven deze verzameling 

a.an met het symbool 1. In voorbeeld I kan men als de universele verza.meling 

beschouwen de verza.meling van de reele getallen; daarentegen in voorbeeld V 

de universele verza.meling als de verzameling van alle menselijke aardbewoners. 

be symbolen Oen 1 moeten niet beschouwd warden als getallen maar als 

aanduidingen voor de bedoeJ.de be·grippen. 

~et komplement X' van een verzameling X die bevat is in een universele ver-
1 

za.meling U is de verzameling van alle elementen van U, die niet tot X behoren. 
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Het komplement van de lege verza.meling is de universele verza.meling: 

O' = 1. 

Als weals universele verzameling de reele getallen en voor X de verza.meling 

die bestaat uit alle positieve getallen, dan is X' de verza.meling die als 

elementen heeft alle reele getallen x, waarvoor x < 0. 

De verzamelingen A en A' hebben geen gemeenschappelijke elementen. Er bestaat 

wel een verza.meling die zowel van A als van A' een deelverza.meling is. 

Om van het komplement van een verzameling X te kunnen spreken dienen we duidelijk 

voor ogen te hebben wat we ender de universele verzameling verstaan. 

De verzamelingen in de voorbeelden I en II bevatten oneindig veel elementen 

terwijl in de overige voorbeelden III t/m VI slechts eindig veel elementen 

voorkomen. We kunnen spreken van resp. oneindige en eindige verzamelingen. 

Oefeningen. 

1) Noem X de verzameling van de oplossingen van de vergelijking 2x = 6, waarin 

x een reeel getal is. Laat verder voor y gelden y = 3. 

Is dan y = X? 

2) Laat de verzameling M gedefinieerd warden door M = {3,4,5,6}. Vertel 

welke van de zes volgende beweringen juist is. 

a) 3 E M; 
b) 3·c M;. 

c) {3} EM; 

d) {3} CM; 

e) {3,6} CM; 

f) {5} C {4,5} CM. 

3) Van drie verzamelingen A, Ben C is bekend dat A een deelverzameling is 

van Ben dat Been deelverzameling is van c. Veronderstel dat 1 EA, 2 EB, 

3 EC, 4 ~ A, 5. B, 6 ~ C, 

Welke van de volgende beweringen is juist? 
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a) 1 £ C; 
b) 2 £ A; 
c) 3 4 A; 
d) 4 £ B; 
e) 5 4 A; 
f') 6 • A, 

4) Beschouw de verzamelingen van de voorbeelden Ven VI en noem ze respec­

tievelijk A en B. Gana dat elk element van Been deelverza.meling is van A, 

Zijn de verzamelingen aan elkaar gelijk? Motiveer het antwoord. 

5) Van drie verzamelingen is bekend dat Ac Ben B c C. Bewijs dat Ac C, 

6) Uit A= B volgt A'= B'. 

7) Als Ac Ben A' c B dan is B = 1. 

8) Als Ac B dan is B' c A'; 

als B' c A' dan is Ac B, 

Deze twee beweringen kunnen tot ~~n bewering warden sa.mengevoegdt 

een nodige en voldoende voorwaarde voor Ac Bis B' c A'; 

9f ook: 

Ac B dan en slechts dan als B' c A', 

9) A en B hebben geen elementen gemeenschappelijk dan en slechts dan a.ls 

A C B'. 

10) Bepaa.l het aantal verschillende deelverzamelingen van een eindige 

verzameling van n elementen (n .::_ 0), 
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§2. Bewerkingen met verzamelingen. 

Als we twee verzamelingen X en Y beschouwen dan kunnen we de elementen bij 

elkaar gooien en we krijgen zo weer een verzameling. We noemen deze ver­

zameling de vereniging van X en Yen we noteren hem met X + Y. 

De doorsnede van twee verzamelingen X en Y is de verzameling van de elementen 

die zowel in X als in Y voorkc,men. We noteren deze verzameling met XY, of X.Y. 

Als bijvoorbeeld X de verzameling der positieve reele getallen voorstelt en 

Y de verzameling der reele getallen "/ waarvoor -1 _::. y 2,. 1 , dan is X + Y 

de verzam.eling reele getallen z, waarvoor z ,:_ -1. De doorsnede XY is de ver­

zameling reele getallen z, waarvoor O < z < 1 • 

Als A en B geen elementen gemeenschappelijk hebben, dan noemen we A en B 

disjunct. Hun doorsnede AB bevat dan geen elementen en is dus leeg. In dat 

geva.l is dus AB= O. Aangezien A en A' geen elementen gemeen hebben is 

AA'= O. Voorts is A+ A'= 1. 

De ingevoerde symbolen (+)en(.) voor vereniging en doorsnede zijn volk.omen 

willekeurig. Vaak. wordt ook gewerkt met (u) en (n). De symbolen (+)en(.) 

vol.gen niet de rekenregels zoals oij de reele getallen. Zo kan men gemakkelijk 

inzien dat voor een willekeurige verzameling A geldt A + A = A~-

In de volgende figuur worden A+ Ben AB schematisch voorgesteld. 

A B B 

A+B AB 

Dergelijke figuren warden Venn diagrammen genoemd. Met behulp van deze 

plaatjes kan men sommige relaties gemak.kelijk inzien. Bijvoorbeeld A+ AB= A. 

Voor drie verzamelingen A, B en C kan men met behulp van een Venn diagram 

nags.an dat (A+ B)C =AC+ BC. 
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A B A B 

A+ B (A+B)C 

A A A B 

AC BC AC+ BC 

Een verificatie via een Venn diagram levert echter geen bewijs. Het bewijs 

van (A+B)C =AC+ BC verloopt als volgt. Noem de verzameling in het link.erlid F 

en die in. het rechterlid G. We moeten dan bewijzen dat F = G. 

Twee verzamelingen Fen G zijn gelijk als F c Gen G c F. 

1) We bewijzen eerst F c G, 
Neem een willekeurig element x uit F: x e F. 

Dan is x e C en x e A+B. Er zijn dan twee mogelijkheden 

a) X € C en X € A of b) XE C en XE B. 

In geval a geldt dan x e AC. 

In geval b geldt dan x e BC. 

Voor beide gevallen a) en b) geldt dan zeker x e AC+ BC. 

Dus x e G. Aangezien x willekeurig gekozen is, mag men veronderstellen 

dat elk element van F tot G behoort, of wel F c G. 

2) We bewijzen nu G c F. 

Neem een willekeurig element x ui t G, x e G. 

Er zijn dan twee mogelijkheden 

a) X € AC of b) XE BC. 

In geval a) is dan x e A en x e C; 

maar dan is ook X €A+ Ben XE c, zodat X € (A+B)C. 

In geval b) is dan x e Ben x e C; maar dan is ook x e A+B en x e C, 

zodat x e (A+B)C. 

Voor beide gevallen a) en b) geldt dus ix: e F. 

Aangezien x een willekeurig element is van G, geldt dus G c F. 
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Uit 1) en 2) volgt dan F = G. 

We kunnen nu een lijst opstellen van de belangrijkste wetten of identiteiten, 

die bij het manipuleren met verzamelingen gebruikt kunnen worden, We veronder­

stellen dat x, yen z drie deelverzamelingen zijn van een universele verzameling, 

die we aanduiden met 1 • 

( 1 a) XY = YX 

(2a) (XY)Z = X(YZ) 

(3a) X(Y+Z) = XY + xz 

( 4a) XX= X 

( 5a) X(X+Y) = X 

(6a) XX' = 0 

(7) (X') I 

( 8a) (XY)' = X' + Y' 

(9a) ox= 0 

(10a) 1 X = X 

( 11a) o·• = 1 

= X 

( 1b) X+Y = Y+X 

(2b) (X+Y) + Z = X + (Y+Z) 

( 3b) X + YZ = (X+Y)(X+Z) 

( 4b) X + X = X 

( 5b) X + XY • X 

( 6b) X + X' = 1 

(8b) (X+Y) I = X'Y' 

(9b) + X = 1 

( 10b) 0 + X = X 

( 11b) 1 1 = 0 

Deze formules doen denk.en aan zekere regel in de rekenkunde. Er zijn echter 

uitzonderingen, zoals 3b, 4a, etc. Al deze formules kunnen bewezen worden; 

formule 3a is hierboven reeds bewezen. Met behulp van Venn diagra.mmen 

kunnen deze relaties aanschouwelijk worden weergegeven. 

Nadere beschouwing van de a-formules en b-formules leert het volgende: 

bij onderlinge verwisseling van de symbolen Oen 1 en van de symbolen (+) en (.) 

ontstaat uit een a-formule een b-formule en uit een b-formule een a-formule. 

We zeggen dat een b-formule de duale .Y2E!! is van de corresponderende a-formule 

en omgekeerd. Als in een identiteit het dualiteitsprincipe wordt toegepast, dan 

ontstaat weer een juiste formule. 
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Als men bijvoorbeeld voor twee willekeurige verzamelingen X en Y bewezen 

heeft dat 

XY + X'Y + XY' + X'Y' = 

dan volgt uit het dualiteitsprincipe dat 

(X+Y)(X'+Y)(X+Y')(X'+Y') = 0. 

Passen we op de duale vorm van een formule het dualiteitsprincipe 

toe, dan ontstaat weer de oorspronkelijke formule. 

Oefeningen. 

1. Bewijs met behulp van de tabel dat voor twee willekeurige verzamelingen 

X en Y geldt 

XY + X'Y + XY' + X'Y' = 1, 

2. ~eem voor de universele verzameling U = {1,2,3,4,5,6,7}, 

A= {1,2,3,4,5} , B = {1,3,5,7} en C = {2,5,6,7}, 

Bepaal dan 

a) A + C; 

f) BI + C; 

b) AB; c) B'C; 

g) (AC I) I ; h) AC I ; 

k) ABC+ A'BC + B'C + C'. 

d) A'B'; e) B' + C; 

i) (AB)'; j) (AA')'; 

3. Bewijs: als AB= 0 dan 1s A+ B' = B'. 

4, Als A+ X =A+ B en AX= 0 

dan is X = A'B. 

5, Als AB'= 0 en BC'= O, dan 1s AC'= O. 

6. Bewijs dat voor twee verzamelingen A en B geldt 

A= 0 dan en slechts dan als B = AB' + A'B. 
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7. Bewijs dat 

A= B dan en slechts dan als A+ C = B + C voor elk.e C. 

Geef door middel van een voorbeeld aan dat als A+ C = B + C voor 

zekere C, dat bier niet uit volgt A= B. 

8. Geef de duale vorm van de volgende relaties 

1) A+ A'B =A+ B; 

2) XY + ZW = (Z+X)(Z+Y)(W+X)(W+Y); 

3) (ABC)'= A'+ B' + C'; 

4) ABC+ A'B +ABC'+ B1 = 1. 

9, Bewijs dat A+ B = 1 dan en slechts dan als A' c B. 

10, Bewijs dat Ac C dan en slechts dan als A+ BC= (A+B)C. 

11. Voor twee willekeurige verzamelingen geldt 

X + Y = X + X'Y. 

Bewijs dit en formuleer de duale versie van deze bewering. 

12. Bewijs dat A'C = 0 dan en slechts dan als A+ C' = 1. 

Formuleer de duale versie van deze bewering. 
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§3. Faktorontbinding en vereenvoudiging van veeltermen. 

Onder een variabele verstaan we een letter, die een verzameling voorstelt, 

al of niet voorzien van een aksent. (Bijvoorbeeld, X, Y', A, B, C', etc.). 

Een term is het produkt van een aantal variabelen. Een term stelt de ver­

zameling voor die de doorsnede is van de door de variabelen aangegeven ver­

zamelingen. (Bijvoorbeeld X, XY', XA'B', etc.). 

Een veelterm of polynoom is de som van een aantal termen. Een veelterm 

stelt de verzameling voor die de vereniging is van de door de termen aan­

gegeven verzamelingen. (Bijvoorbeeld X, X+Y', AB+ XY'Z + XZ, etc.). 

Een algebraische uitdrukking kan bestaan uit een produkt van een aantal veel­

termen., Men noemt zo'n veelterm in dat geval een fak.tor (Bijvoorbeeld 

X(X'+YZ) (X+Y+Z') is een algebraische uitdrukking die is opgebouwd uit drie 

faktoren). 

Als een faktor een veelterm is, waarvan de termen louter variabelen zijn, 

dan spreekt men van een lineaire fak.tor. (Bijvoorbeeld in X(X+YZ)(X+Y+Z) 

zijn de faktoren X en X+Y+Z lineair). 

Elke algebraische uitdrukking kan door uitvermenigvuldiging van de ver­

schillende fak.toren geschreven worden als een veelterm. 

Elke veelterm kan warden ontbonden in lineaire faktoren. 

Een praktische methode om de ontbinding in lineaire fak.toren uit te voeren 

gaat als volgt. 

1) Noem de gegeven veelterm Fen bepaal de duale vorm D(F) van F. 

2) Bchrijf D(F) als een veelterm, door uitvermenigvuldiging. 

3) Bepaal de duale vorm van de in 2) verkregen veelterm. 

De in 3) verkregen uitdrukking is gelijk aan F, aangezien D(D(F)) = F; echter 

Fis nu ontbonden in lineaire faktoren. Deze methode is in sommige gevallen wat 

omslachtig~ maar leidt altijd tot het gewenste resultaat. 
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Voorbeeld. Ontbind de veelterm ABC+ A'B'D + C'D' in lineaire 

fa.ktoren. 

1) D(F) = (A+B+C) (A'+B'+D)(C'+D1 ) • 

2) Uitwerking geeft: 

D(F) = AB'C' + AC'D + A'BC' + BC'D 

+ AB'D' + A'BD' + A'CD' + B'CD'. 

3) De duale vorm hiervan is gelijk aan F. 

Dus F = (A+B'+C')(A+C'+D)(A'+B+C')(B+C'+D) 

(A+B'+D')(A'+B+D')(A'+C+D')(B'+C+D'). 

Een gegeven algebraische uitdrukking kan vaak vereenvoudigd worden. Het 

is niet altijd duidelijk welke vorm als de meest eenvoudige beschouwd moet 

worden. Hierover kan echter wel een afspraak gemaakt worden. Als eenvoudigste 

~ van een algebraische uitd.ruklting, beschouwen we die vorm die het minst 

aantal symbolen telt. Onder symbolen verstaan we een letter die een verza.meling 

voorstelt, elk paar haakjes, een aksent, "+" en II II . 

Zo is de vorm X(Y+Z') eenvoudiger dan XY + YZ', want de eerste telt 

zeven_symbolen en de laatste acht. 

Oefeningen. 

1) Schrijf de volgende uitd.rukkingen als een veelterm 

a) (A+BC) (A+C) 

b) (X+Y)(X'+Y)(X+Y') (X 1+Y 1 ) 

c) (A+B+C'+A'X) [AC'(B'+X')]'. 

2) Vereenvoudig de volgende uitd.rukkingen. 

a) ABC+ ABC'+ A'B 

b) (A+B'+C)(AB+A'C') I 

c) (XY+XY'+X'Y)' (X'Y'+ZW) 

d) XY(XZ '+X.i+:JQ'Z) 

e) ABX +ABt+X'ABX 

f) (XY+X'Y'+XY')' [(X'+Y 1 )(X+Y 1 )J 1 • 

3) Ontbind de volgende veeltermen in lineaire faktoren 

a) XY + ZY' 

b) XY' + X'Y + X'Z 

c) ABC+ A'D 

d) XY + YZ + Y. 
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§4. Enige taepassingen van de verzamelingsleer. 

Het aantal elementen in een verzameling X zullen we aangeven met n(X). 

Als twee verzamelingen disjunkt zijn dan is n(X+Y) = n(X) + n(Y). 

Als XY; O, dan is deze regel anjuist; de elementen die zowel in X als 

in Y vaorkamen warden dan twee keer geteld, 

In het algemeen geldt dus 

n(X+Y) = n(X) + n(Y) - n(XY), 

Voor drie verzamelingen A, Ben C geldt, zoals uit de vorige regel 

afgeleid kan warden 

n(A+B+C) = n(A) + n(B) + n(C) - n(.AB) - n(AC) - n(BC) + n(.ABC). 

Met behulp van deze regels kunnen a.a. statistische gegevens geanalyseerd 

warden, 

Vaarbeeld 1. Veronderstel dat uit een enquete ender 100 gezinnen de 

valgende gegevens verkregen zijn. 

In 69 gezinnen bleek een televisietoestel aanwezig; 

in 28 gezinnen bleek een radiatoestel aanwezig; 

in 12 gezinnen bleek zawel radio als t.v. aanwezig, 

Uit deze gegevens kan warden afgeleid dat in 15 gezinnen noch een radio, 

noch een televisie voorkwam. 

Voorbeeld 2, Van drie verza.m.elingen A, Ben C, die deelverzamelingen zijn 

van een verza.meling U van 100 elementen, is bekend dat n(A) = 50, 

n(B) = 60, n(C) = 40, n(.AB) = 30, n(AC) = 20, n(BC) = 10 en n(ABC) = 5, 

A B 

5 
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We vullen eerst het aantal voor ABC in, aangezien alle drie verzamelingen 

hierbij betrok.k.en zijn. Vervolgens de restanten voor AB, BC en AC en ten­

slotte de aa.ntallen voor de resterende gedeelten van A,B en C, Er blijkt 

nu ook dat 5 elementen noch in A, B of C voorkomen, want n(A+B+C) = 95, 

Uit deze figuur is ook gema.kkelijk af te lezen hoeveel elementen er zowel 

in B als in C voorkomen, maar niet in A; d.w.z. n(A'BC) = 5, Verder is 

n(A+B+C') = 85 en n(A+B'C') = 55, 

Als tweede toepassing van de verzamelingsleer verm.elden we het gebruik van 

verzamelingen en de inclusie eigenschappen in bepaalde problemen van logische 

aard. De volgende stellingen warden daarbij vaak. gebruikt. Het bewijs van 

de stellingen is eenvoudig en voor sommige gevallen al via de vraagstukken 

gegeven. 

Stelling 1. Als X C y en y C z, dan is X C z. 

Stelling 2. Als X Cy en X C z, dan 1S X C YZ. 

Stellins; 3, Als X C y dan is X C Y+Z voor elke verzameling z. 

Stelling 4. X C y dan en slechts dan als Y' C X'. 

Stelling 5. X C y dan en slechts dan als XY' = o. 

Stelling 1 kan gebruikt worden in de volgende redenering. 

Als Socrates een mens is en alle mensen zijn sterfelijk, dan is Socrates 

sterfelijk. 

Voor deze redenering lijkt elk bewijs overbodig; de uitsprak.en kunnen echter 

veel ingewikkelder warden en de konklusies zijn dan niet gemak.kelijk te vinden. 

Voorbeeld 3. Welke konklusie kan uit de volgende beweringen warden getrokken? 

a) Er zijn geen mensen die zowel lang haar hebben als ongelukkig zijn. 

b) Iemand die graag werkt is geen damslaper. 

c) Een mens is of langharig of werkt graag ~of beide). 

Neem voor de universele verzameling de verzameling van alle mensen en voer 

de volgende verzameling in: 

L de verzameling van langhari gen; 

G de verzameling van gelukkige mensen; 

D de verzameling van alle damslapers ; 

w de verzameling van de mensen die graag werken. 
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Uit a) volgt dat LG'= O; wegens stelling 5 is dan L c G. 

Uit b) volgt dat W c D'; wegens stelling 4 is dan D c W1 • 

Uit c) volgt dat L+W = 1; dus L'W' = 0 en wegens stelling 5 is dan W' c L. 

Uit b) enc) volgt D c L. 

Met dit resultaat en de konklusie uit a) vinden we dan D c G. 

Men kan dus konk.luderen dat alle da.mslapers gelukkig zijn. 

Oefeningen. 

1) Bij een onderzoek onder 100 mensen zijn de volgende gegevens verkregen 

75 mensen zijn kommunist; 

85 mensen hebben rood haar; 

55 mensen die rood haar hebben zijn kommunist. 

Gana of de verkregen resultaten juist kunnen zijn. 

2) Gana of de volgende relaties juist zijn. 

a) n(A') = n( 1) - n(A); 

b) n(A) = n(AB') + n(AB); 

c) n(A+B) = n(A'B') + n(A'B) + n(AB'); 

d) n(1) = n(A) + n{B) + n(A'B') - n(AB). 

3) Een statistisch onderzoek omtrent de studie in vreemde talen onder 

100 leerlingen vermeldt de volgende gegevens: 

Duits 26; Frans 48; Frans en Engels 8; Duits maar geen Engels 23; 

alleen Duits 18; Duits en Frans 8; geen vreemde taal 24. 

a) hoeveel leerlingen leren Engels? 

b) hoeveel leerlingen leren Duits en Engels, maar geen Frans? 

c) hoeveel leerlingen leren Duits en hetzij Engels, hetzij Frans of beide? 

4) De volgende gegevens betreffen een groep van 100 studenten. 

1) Alle mannen zijn ouder dan 20 jaar. 

2) Er zijn 50 vrouwen in de groep. 

3) Er zijn 60 studenten ouder dan 20 jaar. 

4) Er zijn 25 getrouwde vrouwen. 

5) Er zijn 15 getrouwde studenten ouder dan 20 jaar. 

6) Er zijn 10 getrouwde vrouwen cud.er dan 20 jaar. 
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Beantwoord de volgende vragen. 

a) hoeveel getrouwde studenten zijn er? 

b) hoeveel ongetrouwde vrouwen zijn ouder dan 20 jaar? 

c) hoeveel ongetrouwde mannen zijn jonger dan 20 jaar? 

d) hoeveel getrouwde mannen zijn er? 

e) hoeveel studenten zijn jonger dan 20 jaar? 

5) Als alle gekookte, rode kreeften dood zijn en alle gekookte, 

dode kreeften rood zijn, volgt bier dan uit dat alle rode, dode 

kreeften gekookt zijn? 

6) De volgende gegevens betreffen de eerstejaars studenten aan een 

uni versi tei t. 

1) alle natuurkunde studenten volgen wiskunde; 

2) er zijn geen vrouwelijke natuurkunde studenten in deze groep; 

3) studenten die geen wiskunde volgen zijn geen chemici; 

4) elke student is of een vrouw of volgt sterrekunde of beide. 

Gana welke van de volgende beweringen afgeleid kan warden uit de gegevens. 

a) de studenten die geen wiskunde volgen zijn geen natuurkunde studenten; 

b) geen natuurkunde student is chemicus; 

c) alle natuurkunde studenten volgen zowel wiskunde als sterrekunde. 

d) alle natuurkunde studenten zij n chemi ci ; 

e) alle chemici die opvoedkunde volgen, volgen ook wiskunde; 

f) elke vrouwelijke natuurkunde student doet chemie. 
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§1. Binaire operaties. 

a) Bij het optellen van reele getallen wordt u:i.t twee getallen een 

nieuw reeel getal gevormd. 

b) Bij het vermenigvuldigen van reele getallen wordt u:i.t twee getallen 

een nieuw reeel getal gevormd.. 

c) Bij het bepalen van de vereniging van twee verza.melingen wordt een 

nieuwe verzameling gevormd. 

d) Bij het bepalen van de doorsnede van twee verzameli~gen wordt een 

nieuwe verza.meling gevormd. 

In deze 4 voorbeelden wordt steeds uit twee objekten uit een bepaalde 

klasse volgens een zekere regel een nieuw objekt u:i.t die klasse gevormd, 

Er is steeds sprake van een operatie tussen twee grootheden, We spreken 

van binaire operaties, Een definitie van dit begrip zal nu worden gegeven, 

de operatie zullen we aangeven met het symbool 11011 • 

Definitie 1-1. Een binaire operatie O op ~en verza.meling Mis een voor­

schrift volgens welk aan elk paar elementen (a,b) op een ondubbel­

zinnige wijze een element c van M toegevoegd wordt, waarbij c voorgesteld 

wordt door c = a ob, 

Belangrijk hierbij is dat c weer tot de verza.meling behoort. 

De operatie 11 - 11 op de verzameling van de natuurlijke getallen N is geen 

binaire operatie aangezien bijvoorbeeld 3-5 niet tot N behoort, 

De operatie 

getallen. 

II II is wel een binaire operatie op de verzameling van de gehele 

De operatie machtsverheffen op de verza.meling van natuurlijke getallen is 

een binaire operatie aangezien voor elke men n in N het resultaat mn weer 

tot N behoort. 

Is de operatie machtsverheffen een binaire operatie op de verzameling der 

gehele getallen? 
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Definitie 1-2. Een binaire operatie O op een verzameling Mis commutatief 

dan en slechts dan als voor elite a en bin M geldt 

a o b = b O a. 

Is op N de operatie machtsverheffen een commutatieve binaire operatie? 

Definitie 1-3, Een binaire operatie O op een verzameling Mis associatief 

dan en slechts dan als voor eThe a, b enc in M geldt 

a o (b o c) = (a ob) o c. 

Is de operatie "-" op de verza.meling der gehele getallen een associatieve 

binaire operatie? 

Is op N de operatie ma.chtsverheffen een associatieve binaire operatie? 

Definitie 1-4. Als O en* twee binaire operaties op dezelfde verzameling 

M voorstelllen, dan is O distributief over* dan en slechts dan als 

voor elite a, b enc in M geldt 

a O (b * C) = ( a O b) * ( a O C) • 

Voor elite m, pen q in N geldt m(p+q) =mp+ mq, zodat in N de ver­

menigvuldiging distributief is over de optelling. Daarentegen geldt niet 

voor elite m, pen q in N dat m + pq = (m+p)(m+q), zodat in N de optelling 

niet distributief is over de vermenigvuldiging. 

In hoofdstuk I - §2 hebben we gezien dat voor drie verzamelingen X, Yen Z 

geldt 

( 3a) X(Y+Z) = XY + XZ en (3b) X + YZ = (X+Y)(X+Z) 

zodat voor verzamelingen de operaties voor het vormen van vereniging 

en doorsnede distributief zijn over elkaar. 
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Definitie 1-5, Een element e in een verzameling Mis een eenheidselement 

voor de binaire operatie O dan en slechts dan als voor elk element 

a 1.n M geldt 

e O a= a O e = a, 

Bij het vormen van doorsneden bij verza.melingen treedt de universele ver­

za.meling als eenheid.selement op aangezien voor elke A (die een deelver­

za.meling is van de universele verzameling) 1.A = A.1 = A. 

Welke rol speelt de lege verzameling 1.n dit verband? 

Bij het vermenigvuldigen van reele getallen is het getal 1 het eenheid~­

element aangezien voor elk reeel getal a geldt a.1 = 1.a = a. 

Welk element 1.s het eenheidselement voor de binaire operatie machtsverheffen 

in N? 

Welk element is het eenheid.selement voor de binaire operatie "+" bij de 

reeJ.e get allen? 

Welk element is het eenheidselement voor de binaire operatie 

gehele getallen? 

Oefeningen. 

" " bij de 

1) Een binaire operatie kan geen twee verschillende eenheidselementen hebben. 

2) Beschouw de volgende operatie op de reele getallen gedefinieerd door 

a o b = a + b - ab • 

a) Is deze operatie een binaire operatie? 

b) Is deze operatie commutatief? 

c) Is deze operatie associatief? 

d) Is er een eenheid.selement voor deze operatie; 

zo ja welk element? 
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3) Beschouw de volgende operatie op een klasse van verzamelingen 

gedefinieerd door 

Ao B =AB'+ A'B. 

a) Is deze operatie een binaire operatie? 

b) Is deze operatie commutatief? 

c) Is deze operatie associatief? 

d) Is er een eenheidselem.ent voor deze operatie; 

zo j a welk element? 

e) Is de operatie "doorsnede vormen" distributief over 0 ? 

f) Is de operatie "vereniging vormen" distributief over 0 ? 
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§2. Definitie en eigenschappen van een Booleaanse algebra. 

We zullen nu een definitie geven van een Booleaanse algebra door middel 

van 4 axioma's. De introduktie geschiedt zonder verwijzing naa.r toepas­

singen. Ter orientatie kan men bij deze abstra.kte benadering houvast 

zoeken bij de verzamelingsleer uit het eerste hoofdstuk. 

Definitie 2-1. Een verza.meling B vormt met twee binaire operaties 

"+" en "•" op B een Booleaanse algebra dan en slechts dan als voldaan 

is aan de volgende axioma's. 

A-1. De binaire operaties z1Jn commutatief. 

A-2. Er bestaan in B twee verschillende eenheidselementen, 0 en 

respektievelijk ten opzichte van de operaties "+"en"•"· 

A-3. De operaties zijn distributief over elkaar. 

A-4. Voor elk element element a EB bestaat een element a' EB, zodat 

a+a' = 1 en aa' = O. 

Het symbool voor de operatie "." wordt meestal weggelaten in de formules. 

De symbolen voor de operaties zijn willekeurig gekozen; elk ander paar 

symbolen zou gebruikt kunnen worden. Dit geldt ook voor de sym.bolen voor 

de eenheidselementen. Deze moeten niet als getallen warden beschouwd. 

Merk op dat een verzameling zelf geen Booleaanse algebra kan zijn en 

dat een Booleaanse algebra geen verzameling is. Een Booleaanse algebra 

is een mathematisch systeem, al of niet abstra.kt, bestaande uit een ver­

zameling tesamen met twee operaties. Een Booleaanse algebra kan aangeduid 

worden door een tripel (B,+,.). De elementen van B warden de elementen 

va.n het systeem genoemd. 

Nadere beschouwing van de axioma's leert dat de beide distributieve 

regels (A-3) uit elkaar ontstaan door onderlinge verwisseling van de 

symbolen "+" en ".". In A-4 kunnen deze symbolen verwisseld worden als 

0 en 1 ook tegelijk onderling van plaats wisselen. 

Deze formele manipulatie van het verwisselen suggereert en bewijst in feite 

een zeer belangrijke stelling uit de theorie der Booleaanse algebra. 
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Stelling 2-1. Elke stelling die afgeleid kan worden ui t de axioma' s 

van een Booleaanse algebra blijft geldig als in de bewering overal de 

operaties "+" en 11 " en de elementen ~ ·en 1 onderling verwisseld worden. 

Bewijs. Het bewijs van deze stelling volgt onmiddellijk ui t de symmetrie 

van de axioma's ten opzichte van de twee opera.ties en de twee eenheids­

elementen. 

Deze stelling staat bekend a.ls het dualiteitsprincipe. Een stelling die 

ontstaat door de verwisselingen uit te voeren heet de due.le stelling van de 

oorspronkelijke stelling. 

De axioma's zijn identiek aan somm.ige regels uit het eerste hoofdstuk 

voor verzamelingen. De volgende stelling is daarmede reeds bewezen. 

Stelling 2-2. De deelverzamelingen van een universele verzameling U vormen 

tesamen met de binaire opera.ties "+" en 11 • 11 een Booleaanse algebra. 

Het is mogelijk voor een Booleaanse algebra een lijst met wetten op te 

stellen analoog aan die in I-§2, 

De a en b formules van regels 1, 3, 6 en 10 zijn de axioma's 

A-1, A-3, A-4 en A-2 respektievelijk, terwijl de overige regels uit deze 

vier ki.mnen worden afgeleid. 

Ter completering van de lijst uit het vorige hoofdstuk vermelden we nu 

een aantal stellingen. Voor het bewijs ervan wordt naar de litteratuur 

verwezen. (Whitesitt). 

Stelling 2-3, Voor elite element a in een Booleaanse algebra geldt 

a+a = a en aa = a. 

Stelling 2-4. Voor ellt element a in een Booleaanse algebra geldt 

a+1 = en aO = 0. 
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Stelling 2-5. Voor elk paar elementen a en bin een Booleaanse 

algebra geldt 

a+ab = a en a(a+b) = a. 

Stelling 2-6. In elke Booleaanse algebra zijn de operaties "+" en 

a.ssociatief. D.w.z. voor elke a, b enc in B geldt 

(a+b) + c =a+ (b+c) en (ab)c = a(bc). 

Stelling 2-7. Voor elk element a in een Booleaanse algebra geldt 

(a')'=a. 

Stelling 2-8. In elke Booleaanse algebra geldt 

O' = 1 en 1' = O. 

II II 

Stelaing 2-9. Voor elk paar elementen in een Booleaanse algebra geldt 

(ab)' = a' + b' en (a+b)' = a'b'. 

Met uitzondering van stelling 2-7 bevat elke stelling twee beweringen, 

die elka.a.rs du.ale versie zijn. 

Op grond van stelling 2-1 hoeft slechts een van de beweringen bewezen 

te worden. 

Oe feningen • 

Veronderstel data, b, c, ••• elementen zijn van een Booleaanse algebra. 

Bewijs de volgende uitspraken en dualiseer de bewering. 

1) (a+b)(a'+c)(b+c) = (a+b)(a'+c). 

2) a+ b = o dan en slechts dan als a= o en b = o. 

3) a= b dan en slechts den a.ls ab'+ a'b = O. 

4) b = c· dan en slechts dan als ab= a.c ~n a+ b =a+ c. 
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5) a= O dan en slechts dan als b = a'b + ab'. 

6) Bewijs dat de volgende condities e~uivalent zijn. 

1 ) ab' = O; 2) a+b = b; 3) a' +b = 1 ; 4) ab = a. 

7) ~'b = 0 dan en slechts dan als a+bc = b(a+c) voor elke c. 
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§3. De d.isjunktieve normaalvorm van een Booleaanse f'Wlktie. 

De begrippen variabele, term, veelterm, faktor en lineairefaktor die in 

I-§3 zijn ingevoerd voor verzamelingen gebruiken we ook in de Booleaanse 

algebra. Elke algebraische ui tdrukking opgebouwd ui t variabelen die elementen 

aanduiden van een Booleaanse algebra noemen we een Booleaanse funk.tie. Zo 

is f = x + (x+y)' een Booleaanse funk.tie in 2 variabelen en g = (a+b+c)' (x'+y'+z')+ 

+ abc -xyz een Booleaanse funk.tie in 6 variabelen. In het algemeen kunnen 

we spreken van funk.ties van n variabelen x 1,x2 , ... ,xn. 

Def. 3-1. Een minterm van n variabelen x 1, x2 , .•. ,xn is een term waarin alle 

variabelen, al of niet voorzien van een aksent, voorkomen. 

Indien een Booleaanse funk.tie f van n variabelen een veelterm is, waarbij 

alle termen mintermen zijn van n variabelen, dan zeggen we dat f geschreven 

is in d.isjunktieve normaalvorm inn variabelen. 

Zo 1.s f = axy + ax'y + a '-xy geschreven in disjunktieve normaalvorm in de 3 

variabelen a,x en y; g = x + x'y' is niet in disjunktieve normaalvorm ge­

schreven. Het kost echter weinig moeite om dit voor elkaar te krijgen. Als 

namelijk de term x door x(y+y') vervangen wordt, dan kan g geschreven worden 

als ~ = -xy + xy' + x'y'. Nu is g wel geschreven in disjunktieve normaalvorm 

(in 2 variabelen). De funk.tie h = xy + ab is niet in disjunktieve normaalvorm 

geschreven. Ook hier kan deze vorm gevonden worden door enige veranderingen 

aan te brengen. Vervang na.melijk xy door xy(a+a')(b+b') en ab door ab(x+x')(y+y') 

zodat, na uitvermenigvuldigen 

h = abxy + ab 'xy + a' bxy + a 'b 'xy + a"b xy' + ab x 'y + abx 'y' • 

In deze veelterm komen uitsluitend mintermen voor (van de variabelen 

a, b, x en y) en his dus in disjunktieve normaalvorm geschreven. 

Door herhaald vermenigvuldigen van termen met fak.toren (x1+x'), (x2+x2), .. 
. • (x +x') kan men van elke term een som van mintermen mak.en. Elke veelterm 

n n 
kan dus als een veelterm geschreven worden waarin uitsluitend mintermen voorkomen. 

Aangezien elke Booleaanse funktie geschreven kan worden als een veelterm 

geldt ook dat elke Booleaanse funk.tie als een som van mintermen kan worden 

ges chreven. 

Hiermede hebben we de volgende stelling bewezen. 
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Stelling 3::1. Elke Boolea.anse funktie van n variabelen kan in een dis­

junktieve normaalvorm inn variabelen worden geschreven. 

De funktie f = xyz + xyz' is geschreven in disjunk.tieve normaalvorm in 

3 variabelen. Echter, de funktie reduceert tot f = xy(z+z') = xy en is 

nu geschreven in een disjunktieve normaalvorm in 2 variabelen. In het vervolg 

zullen we veronderstellen dat dergelijke vereenvoudigingen alle uitgevoerd 

zijn en dat we met een zo klein mogelijk aantal variabelen te ma.ken hebben. 

Als er sprak.e is van een variabele x dan bestaan er slechts twee minter.men 

in deze variabele, na.melijk x en x! Bij twee variabelen x en y bestaan er 

vier mintermen, na.melijk xy, xy', x'y en x'y'. In het algemeen geldt 

Stelling 3-2, Er zijn precies 2n verschillende mintermen van den variabelen 

x1, x2 , .•• xn,n !_ 1. 

Bewijs. Met behulp van volledige induktie. 

Voor n = 1 is de bewering juist. Na.melijk er bestaan precies 2 verschillende 

mintermen van een variabele x1, te weten x1 en x;. Veronderstel nu dat de 

bewering juist is voor 1, 2, ••. ,n. (Induktie veronderstelling). Voor het 

geval n zijn er da.n dus precies 2n verschillende mintermen. Deze termen 

ka.n men vermenigvuldigen me.t. x 1; zo ontstaan er 2n verschillende mintermen n+ 
van n + 1 variabelen, Deze termen kan men ii>ok vermenigvuldigen met x~+i; 

zo ontstaan er weer 2° verschillende mintermen van n + 1 variabelen. Een 

term uit de eerste groep kan niet gelijk zijn aan een term uit de tweede 

groep, aa.ngezien in de eerste uitsluitend xn+ 1 voorkomt en in de tweede 
, T d 2n n n+1 . . xn+,· esa.men vormen eze twee groepen + 2 = 2 versch1llende Illl.n-

termen van n + 1 variabelen. 

Uit de induktieveronderstelling voor n, volgt dus de juistheid van de 

bewering voor n + 1. De bewering is dus juist voor elk natuurlijk getal n. 

Uit deze stelling volgt onmi.ddellijk dat een disjunk.tieve normae.1.vorm inn 

variabelen hoogstens 2n mintermen inn variabelen ken bevatten. 

Definitie 2-1. De kom:plete disjunk.tieve normaalvorm F inn variabelen is 
n 

die disjunktieve normaalvorm die precies 2n term.en inn variabelen bevat. 
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In twee variabelen x en y is de komplete disjunktieve normaalvorm 

F2 = x:r + xy' + x'y + x'y', Er zijn ~ mintermen. In drie variabelen 

x, yen z hebben we 

F3 = x:rz + xy'z + x'yz + x'y'z + xyz' + :xy'z' + x'yz' + x'y'z'. 

Er zijn dus 8 mintermen. 

Zeals gemakkelijk is in te zien ontstaat F3 uit F2 door de formule 

F3 = z F2 + z'F2 • Algemener geldt de volgende stelling. 

Stelling 3-3. De komplete d.isjunktieve normaalvorm F inn variabelen 
n 

x1, ••• ,xn volgt uit die voor n - 1 variabelen uit de betrekking 

F = x F + x' F 
n n n-1 n n-1' 

waarbij n .::_ 2. Voor n = 1 geldt 

Bewijs. x F 1 + x' F 1 is een booleaanse funk.tie inn va.riabelen 
n n- n n-

die 2° verschillende mintermen bevat. Deze funktie is dus de komplete 

disjunktieve normaalvorm inn variabelen en geven we aan met F. n 

Stelling ;a--4. Voor elk natuurlijk getal n geldt F = 1. 
n 

Bewijs. Met volledige induktie. 

De bewering is juist voor n = 1, aangezien F1 = x1 + x1 = 1. 

Veronderstel dat de bewering is ae.ngetoond voor 1, 2, 3,~ .• ,n. Voor n + 1 

hebben we volgens de vorige stelling 

voor n+1 .::_ 2 (o:f'wel n .::_ 1) ! Nu is xn+i + x~+ 1 = 1 en volgens de induktie 

veronderstelling eveneens F n = 1. Ook voor n + 1 geldt dus F n+ 1 = 1. 

De bewering is dus juist voor elk natuurlijk getal n. 

Opmerking. We hebben afgesproken dat een disjunktieve normaalvorm niet 

vereenvoud.igd ke.n warden. De komplete disjunktieve normaalvorm kan volgens 

de vorige stelling tot 1 vereenvoudigd warden. Voor deze speciale vorm vordt 

dus een uitzondering ge:maakt. 
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\A~ ....,,. _ .L2 ... 

Als aan de variabelen x1 , x2 , .•. ,xn op een willekeurige m~~i~1 wordt 

toegekend dan is elke minterm gelijk aan O of 1. De waarde van de minterm 

zal o zijn als minstens een variabele x. ( i = 1 ,2, ... ,n) in de minterm 
l. 

voorkomt zonder a.ksent en x. = O of als minstens een x. in de minterm 
1 l. 

met ak.sent voorkomt en x. 
1 

= 1. De waarde van de minterm zal 1 zijn als voor 

alle variabelen x. geldt: x. komt voor zonder aksent en x. = 1 of x. 
-- 1 1 l. l. 

komt voor met a.ksent en x. = 0. 
1 

De kans dat de minterm de waarde 1 heeft bij een willekeurige verdeling 

van Oen 1 over de variabelen x1, x2 , ••• ,x0 is du.s veel kleiner dan de kans 

dat de waarde O is. De waarden Oen 1 kunnen op 2° verschillende manieren 

over de variabelen x1, x2 , ••. ,xn verdeeld warden en slechts een van de 2n com­

binaties is zal de waarde 1 opleveren voor een willekeurige minterm. 

In drie variabelen kunnen de waarden O en 1 als volgt verdeeld warden 

(x,y,z) = (o,o,o), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1), 

(1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1). 

De m1nterm xy'z' is slechts voor de vijfde combinatie gelijk aan 1, voor 

alle overige 7 combinaties gelijk aan O. Aangezien in een komplete disjunk­

tieve normaalvorm van n variabelen alle mintermen voorkomen is bij een 

willekeurige verdeling van Oen 1 over de variabelen x 1, x2 , ••• ,xn slechts 

een minterm gelijk aan 1, terwijl de overige 2° -1 bij die gegeven combinatie 

gelijk aan O zijn. We weten reeds (stelling 3-4) dat elke F gelijk aan 1 is, 
n 

welke waarde de variabelen ook mogen hebben. Uit het voorgaande blijkt 

echter, dat indien alle variabelen de waarden O of 1 hebben, slechts een 

term die waarde 1 oplevert. We formuleren di t resultaat nog eens 

in de volgende stelling. 

Stelling 3-3, Als aan den variabelen x1, x2 , ••• ,x0 op een willekeurige 

manier de waarde O of 1 wordt toegekend dan is er precies een minterm 

in de komplete disjunktieve normaalvorm F inn variabelen die de waarde 
n n 

1 aanneemt, terwijl de overige 2 -1 alle de waarde O aannemen. 

Bewijs. Met behulp van volledige induktie. 

Voor n = 1 is de bewering juist. Er zijn namelijk 2 mintermen in F 1, te weten 

x1 en x; en als aan x1 de waarde O of 1 wordt toegekend is precies een van 

deze termen 1 en de andere is o. 
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Veronderstel nu dat het gestelde is aangetoond veer 1,2,3,.,.,n, In 

Fn komt dus e~n minterm voor die de waarde 1 heeft.bij willekeurige ver­

deling van Oen 1 over de variabelen. Aangezien volgens stelling 3-3 geldt 

Fn+ 1 = xn+ 1 Fn + x~+ 1 Fn, is bij willekeu.rige verdeling van Oen 1 over de 

variabelen x1 , x2 , ••• ,xn+ 1 ook slechts een minterm in Fn+ 1 gelijk aan 1, 

namelijk de term ui t F vermenigvuldigd met x 1 als x 1 = 1 of de term n n+ n+ 
uit F vermenigvuldigd met x'+1 als x 1 = 0, Er ontstaat zo slechts een n n n+ 
minterm die de waarde 1 aanneemt, terwijl alle overige termen gelijk aan 

0 zijn, 

De bewering is dus juist voor elke n. 

Het is duidelijk dat ook voor een willekeu.rige Booleaanse tunktie inn 

variabelen x1, x2 , ••. ,xn de disjunktieve normaalvorm bij willekeu.rige ver­

deling van O en 1 over de variabelen hoogstens een minterm de waarde 1 kan a.an­

nemen, Aangezien niet alle mintermen hoeven voor te komen. is het niet -zeker 

da.t er werkelijk een minterm in de vorm aa.nwezig is die bij een gegeven com­

binatie van Oen 1 over de variabelen de waarde 1 aanneemt. Omgekeerd 

kunnen we echter wel het volgende zeggen: als voor een gegeven verdeling van 

0 en 1 over de n variabelen x1, x2 , ... ,x0 bekend is dat een Booleaa.nse 

funktie f de waarde 1 a.anneemt dan weten we zeker dat de minterm uit F die n 
vo~r die verdeling de waarde 1 oplevert in de disjunktieve normaalvorm 

van f voorkomt. Als we meer van die informatie verkrijgen, da.n kunnen we 

van meer mintermen zeggen dat ze voorkomen in de disjunktieve normaalvorm 

van r. 
Voorts kunnen we ook wa.t hebben aan de informatie dat de funk.tie de waarde 0 

aanneemt voor een gegeven verdeling. We weten dan na.melijk zeker dat de min­

term die in Fn voor die gegeven verdeling de waarde 1 aa.nneemt niet mag 

voorkomen in de disjunktieve normaalvorm van f omdat f juist O is voor die 

combine.tie. 

Als zo 2n ui tspraken gedaan warden voor(:welke verdeling van O en 1 over de 

variabelen x1, x2 , •• , ,xn de funk.tie f de waarde 1 of de waarde O aanneemt. 

dan kunnen we van elke min term ui t F nagaan of deze in de disjunktieve n 
normaalvorm voorkomt of niet. 

r:;:~1' 
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Voorbeeld, Van een funk.tie f van twee variabelen x en y is bekend dat 

f = 0 voor x = O, y = O en voor x = 1, y = 1 terwijl 

f = voor x = O, y = 1 en x = 1 , y = 0. 

De minterm x'y' komt niet voor in de disjunktieve normaalvorm van f omdat 

deze in F2 voor x = O, y =Ode waarde 1 oplevert en f = 0 voor deze 

combinatie. Zo komt ook xy niet voor. Daarentegen moeten de mintermen x'y en 

xy' wel in d.e disjunktieve normaalvorm van f voorkomen. Van alle mintermen 

ui t F 2 is nu nagegaan welke in f voorkomen en welke niet. We kunnen f dus 

schrijven als f = x'y + xy'. Geen andere funktie van twee variabelen voldoet 

aa.n bovengenoemde voorwaarden en we zien dat door deze 4 konditites f volkomen 

bepaald is. Als namelijk de disjunktieve normaalvorm van een funktie bekend 

is is de funktie zelf volkomen bepaald. 

We recapituleren d.eze resultaten in de volgende stelling 

Stelling 3-4, Elke Booleaanse funk.tie f van n variabelen is volkomen bepaald 

door de waarden die de funk.tie aanneemt voor de 2n verdelingen van Oen 1 

over de variabelen x1, x2 , •.. ,xn. 

Rest nag de vraag of een funk.tie twee verschillende disjunktieve normaalvormen 

kan hebben. Dit kan zeker niet het geval zijn aangezien in beide vormen dan 

niet dezelfd.e mintermen voorkomen. Voor een bepaalde verdeling van Oen 1 

over de variabelen kan de funktie dan via de ene representatie de waarde 1 

aannemen en via de and.ere de waarde O, hetgeen onzinnig is , 

Oefeningen. 

1) Schrij f de volgende f'unkties in een disjunktieve normaalvorm met zo weinig 

mogelijk variabelen. 

a) X + y; 

b) xyz + xz'(x'+z); 

c) ( x+y )(y+z )( x+z). 

2) Bepaal welke minterm in de F3 van de variabelen x, y en z de waarde 1 a.anneemt 
voor 

a) x= ,, y = 1 , z = O; 

b) x= o, y = o, z = 1 ; 

c) x= 1' y = o, z = 1 • 
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3) Hoeveel verschillende Booleaanse funkties van 2 variabelen zijn er? 

4) Bepaal de Booleaanse funktie f uit de volgende tabel 

Rij 

1 

2 

3 

4 
5 
6 

7 
8 

X 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

y 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

z 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

f 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

Uit rij 4 is af te lezen dat f = 1 voor x = O, y = 1, z = 1, Vereen­

voudig de gevonden funktie indien dit mogelijk is. 

5) Bepaal de Booleaanse funktie f van drie variabelen x, yen z die gelijk 

aan 1 is indien precies twee van de variabelen gelijk aan nul zijn, 

terwijl in de overige gevallen de funktiewaarde O is. 
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§4. Dekonjunktievenormaalvorm van een Booleaanse funk.tie. 

In de vorige paragraaf hebben we een normaalvorm beschouwd die bestaat 

uit een som van produkten. De normaalvorm die nu ter sprake komt is een 

produkt van sommen. Daarmee is deze vorm de duale versie van de normaalvorm 

uit §3. Alle stellingen die we daar hebben geformuleerd en bewezen kunnen 

we dualiseren, als we maar 11 duale na.men" invoeren voor minterm, disjunktieve 

normaalvorm, etc. Het bewijs van de stellingen hoeft niet te worden gegeven 

vanwege het dualiteitsprincipe. Voor de volledigheid zullen we alle duale 

definities en stellingen weergeven. 

Definitie 4-1. Een maxterm van n variabelen x 1, x2 , •.. ,xn is een lineaire 

faktor waarin alle variabelen, al of niet voorzien van een aksent, voorkomen. 

We kunnen ook zeggen dat een ma.xterm de duale vorm van een minterm is. In de 

drie variabelen x, yen z is (x+y+z') een maxterm. 

Indien een Booleaanse funk.tie f van n variabelen ontbonden is in lineaire 

faktoren, waarbij alle fak.toren maxtermen zijn van n variabelen, dan 

zeggen we dat f geschreven is in konjunktieve normaalvorm inn variabelen. 

Een konjunktieve normaalvorm is de duale van een disjunktieve normaalvorm. 

De :f'u.nktie f = (a+x+y)(a+x'+y)(a'+x+y) is geschreven in de konjunktieve 

nor~alvorm in de d.rie variabelen a, x en y; de funktie g = x(x'+y') is 

echter niet in de konjunktieve normaalvorm geschreven. 

Door de fak.tor x te vervangen door x = x+yy' = (x+y)(x+y') kunnen we g 

in de konjunktieve normaalvorm schrijven. 

Stelling 4-1. Elke Booleaanse funktie van n variabelen kan in een konjunktieve 

normaalvorm inn variabelen worden geschreven. 

Stelling 4-2. Er zijn precies 2n verschillende maxtermen van den variabelen 

Definitie 4-1. De komplete konjunktieve normaalvorm G inn variabelen . n 
is die konjunktieve normaalvorm die precies 2n maxtermen van n variabelen 

heeft. 

We kunnen ook zeggen dat G de duale vorm is van F uit de vorige paragraaf. 
n n 
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Stelling 4-3. De komplete konjunktieve normaalvorm G inn variabelen 
n 

x1, x2 , ... ,xn volgt uit die voor de n-1 variabelen x1, x2 , ... ,xn-i uit de 

betrekking 

G = (x +G 1)(x'+G 1) 
n n n- n n-

waarbij n > 2. Voor n = 1 geldt 

Stelling 4-4. Voor elk natuurlijk getal n geldt G = O. 
n 

Stelling 4-5. Als aan de variabelen x 1 ,x2 , .•. ,xn op een willekeurige manier 

de waarden Oen 1 wordt toeg~kend dan is er precies een maxterm in de 

komplete konjunktieve normaalvorm G inn variabelen die de waarde 0 
n 

aanneemt, terwijl de overige 2n-1 maxtermen alle de waarde 1 aannemen. 

Stelling 4-6. Elke Booleaanse funktie f van n variabelen x 1, x2 , ••• ,xn is 

volkomen bepaald door de waarden die de funktie aanneemt voor de 2n verde­

lingen van Oen 1 over de variabelen x1 , x2 , ••• ,xn' 

Deze·. stelling is dezelfde als stelling 3-6. De stelling wordt zelf-duaal 

genoemd. 

n In de vorige paragraaf hebben we gezien dat aan de hand van 2 gegevens de 

disjunktieve normaalvorm van een funktie van n variabelen kan warden bepaald, 

We kunnen nu ook de konjunktieve normaalvorm vaststellen. Als namelijk 

bekend is dat f = O voor een zekere verdeling van Oen 1 over de variabelen 

x 1, x2 , ••• ,x0 , dan komt de maxterm, die ervoor zorgt dat G0 de waarde 0 

aanneemt voor die gegeven verdeling zeker voor in de konjunktieve normaalvorm 

van f, 

Voorbeeld 4-1, Van een funktie f van twee variabelen x en y is bekend dat 

f = O voor x = O, y =Oen voor x = o, y = 1, terwijl f = 1 voor x = 1, y = 1 

en voor x = 1, y = O. We bepalen de konjunktieve normaalvorm van f. De max­

termen (x+y) en (x+y') komen in deze normaalvorm voor, omdat voor x = O, y = 0 

de eerste fak.tor gelijk aan O is en voor x = O, y = 1 de tweede. De funktie 

f kan dus geschreven warden als 

f = (x+y )(x+y'). 
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n 
Bij het bepalen van een funktie f van n variabelen met behulp van 2 ge-

gevens, kan men dus de disjunktieve normaalvorm en de konjunktieve normaal­

vorm van f zoeken. De twee methodes leiden natuurlijk tot dezelfde funktie. 

Als het er niet toe doet in welke vorm f geschreven is kan men zich afvragen 

of de methode via de disjunktieve normaalvorm te prefereren is boven die 

via de konjunktieve normaalvorm. Aan de hand van het volgende voorbeeld 

zullen we dit proberen duidelijk te maken. 

Voorbeeld 4-2. Bepaal de funk.ties fen g van drie variabelen x, yen z aan 

de hand van de volgende gegevens. 

Rij X y 

0 0 

2 0 0 

3 0 1 

4 0 

5 0 

6 0 

7 1 

8 

z 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

f 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

g 

1 

0 

0 

Oplossing. De funk.tie f is voor drie kombinaties gelijk aan 1 (Rij1, 3 en 5), 
De disjunktieve normaalvorm V8Jl f luidt dus f = x'y'z' + x'yz' + xy'z'. 

We kunnen ook de konjunktieve normaalvorm van f opschrijven. Daartoe 

letten we op de rijen waarin de funktiewaarde van f gelijk aan O is. 

Uit de tweede rij lezen we af dat voor x = O, y = o, z = 1 de waarde 

van f gelijk aan O is. De maxterm (x+y+z') is ook voor deze waarden van 

x, yen z gelijk aan O. Daarom komt deze ma.xterm voor in de konjunktieve 

normaalvorm van f. Voor rij 4, 6, 7 en 8 houden we een a.naloge redenering. 

De konjunktieve normaalvorm V8Jl f luidt du.s 

f = (x+y+z')(x+y'+z')(x'+y+z')(x'+y'+z)(x'+y'+z' ). Als het alleen gaat 

om de bepaling van f dan geniet de eerste methode (en vorm) de voorkeur. 

Bij de funk.tie g zien we dat slechts in rij 6 en 7 de waarden O voorkomen. 

Hier heeft de konjunktieve normaalvorm de voorkeur omdat deze dan oak 

twee maxtermen bevat. Voor g vinden we 

g = (x'+y+z')(x'+y'+z) = x' + yz + y'z'. 
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Oefeningen. 

1) Schrijf de volgende funkties in een konjunktieve norma.alvorm met zo 

weinig mogelijk variabelen. 

a) xy; 

b)xy+x'y'; 

c ) ( x+y) ( y+z )( x+z) . 

2) Bepaal welke maxterm in de a3 van de variabelen x, yen z de waarde 

0 aanneemt voor 

a) X = 1 , y = 1 , z = O; 

b) X = o, y = 0, z = 1 . , 
c) X = 1 , y = O, z = 1 • 

3) Bepaal de Booleaanse funkties f, g en h uit de volgende tabel, door 

de konjunktieve of disjunktieve normaalvorm op te schrijven. Vereen-

voudig de gevonden funkties indien dit mogelijk is. 

Rij X y z f g h 
1 0 0 0 0 0 

-~ 0 0 1 0 0 0 

3 0 0 0 

4 0 0 0 

5 0 0 0 0 

6 0 1 0 0 0 

7 0 1 

8 1 0 

4) Bepaal de Booleaanse funktie f van drie variabelen x, y en z.die 

gelijk aan 1 is dan en slechts dan als er precies twee variabelen gelijk 

aan O of 1 zijn. 
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Ill Propositie logika 

De Booleaa.nse algebra met twee elementen. 

De Booleaa.nse algebra die we in het vorige hoofdstuk hebben gede­

tinieerd wordt in dit hoofdstuk toegepast op een onderwerp uit de logika. 

We zu.llen ons in deze paragraat eerst bezig houden met een zeer eenvoudige 

Booleaanse algebra, namelijk een Booleaa.nse algebra die maar twee elementen 

bevat. Het ligt voor de hand om die element en dan maar O en 1 te noemen, om­

dat deze eenheidselementen tech moeten voorkomen. De twee binaire operaties, 

die we weer aa.n zullen geven met 11 + " en " • 11 , voldoen per definitie aan 

de regels die in de volgende tafels staan aangegeven. 

+ 0 0 

0 0 0 0 0 

0 

Het kost weinig moeite om aan te tonen dat de verzameling {0,1} tesamen met 

de operaties 11,+ 11 en " • 11 een Booleaanse algebra vormt. De axioma's 

A 1 t/m A4 uit n ~ .. .§2.:meeten da.artoe geverifieerd worden. 

A-1. We moeten nagaa.n dat ab = ba en a+b = b+a voor alle a en b ui t de ver­

zameling {0,1}. In de volgende tabel wordt dit aangetoond met gebruikmaking 

van de regels voor" + " en 11 • " 

a b a+b b + a ab ba 

0 0 0 0 0 0 

0 1 1 0 0 

1 0 1 0 0 

1 1 1 1 1. 
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A-2. De eenheidselementen zijn Oen 1, respektievelijk ten opzichte van de 

operaties "+ 11 en". ", hetgeen blijkt uit de rekenregels voor "+" 

en " • " 

A-3. Voor alle a,b enc meet gelden a( b+c) = ab+ac en a+bc = ( a.+b )( a+c). 

Dit kan weer aangetoond warden door een tabel 

a b C b+c a(b+c) ab ac ab + ac 

0 0 0 ,o 0 0 0 0 

0 0 1 1 0 0 0 0 

0 1 0 1 0 0 0 0 

0 1 1 1 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 1 1 0 1 1 

1 1 0 1 1 1 0 1 

1 1 1 1 1 1 1 

De vijfde en achtste kolom zijn aan elkaar gelijk zodat voor elke 

a,b enc geldt a(b+c) =ab+ ac. Op analoge wijze toont men 

a+bc = (a+b)(a+c) aan. 

f I 

A-4. ·. Met O = 1 en 1 = 0 is ook aan het vierde axioma voldaan. 

Oefeningen 

1) Kan een Booleaanse algebra pr.ecies ·een,eiement bevatten? 

2) Kan een Booleaanse algebra juist drie elementen bevatten? 
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Proposities en waarheidswaarden. 

Onder een propositie zullen we verstaan de beweringsinhoud van een zin­

volle konstaterende volzin. Een propositie is waar of niet waar. Proposities 

zullen we aangeven met hoofdletters P, Q, R, ---. Voorbeelden van proposities 

zijn 

P de Gaulle is overleden; 

Q 7 is een priemgetal; 

R als het vandaag vrijdag is, dan is het morgen zaterdag. 

Deze drie proposities zijn waar. De volgende uitspraken zijn niet waar, 

maar warden zeker als proposities beschouwd. 

S Londen ligt in Frankrijk; 

T een driehoek heeft vier zijden; 

U de politie is mijn beste kameraad. 

Volzinnen als "wilt u opletten?" en "geef dat boek hier" zijn geen proposi- · 

ties. 

' ·Naast P kennen we ook de propositie P, de ontkenning van P. Als P waar 
I I 

is, dan is P vals. Als P vals is, dan is P waar. In bovenstaande voor-
I 

beelden luidt Q : "het is niet zo dat 7 een priemgetal is", ofwel "7 is geen 

priemgetal". 

Het symbool " O " zll.llen we associeren met vals en het symbool " 1 " 

met waar. We kennen aan elke propositie Peen waarheidswaarde p toe, zo dat 

p = O als P vals is en p = 1 als Peen ware propositie is. De waarheidswaarde 

' ' ' van P (de ontkenning van P) geven we aan met p. We noemen p het komple-
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' ment van p. Uit bet voorgaande blijkt onmiddeJlijk dat p = 0 als p = 

' p = 1 als p = o. We geven dit weer in de volgende waarheidstafel 

Tafel 2-1. p 

0 

1 

p 

1 

0 

I 

1 en 

In de eerste rij staan twee proposities en in de overige de waarheids­

waarden. Dezelfde informatie kan verkregen worden als in bovensta.a.nde tafel 

de hoofdletters door kleine letters worden vervangen. Aan de hand van deze 
I t 

tafel kan men eenvoudig verifieren dat Pen (P) dezelfde waarheidswaarden 
I I . 

hebben; d.w.z. p = (p) voor elke propositie P. We noemen de proposities 
I I 

Pen (P) gelijkwaardig en geven dit aan met 

I I 

p - (P_ ) • 

In woorden kan men dit aangeven door bijvoorbeeld te zeggen dat de proposi­

tie "de Gaulle is overleden" gelijkwaardig is met de propositie "het is niet 

zo dat de Gaulle niet overleden is". 

Proposities kunnen we samenstellen door middel van voegwoorden tot 

samengestelde proposities. De propositie "het regent en de straat is nat" 

is samengesteld uit twee proposities door bet voegwoord " en ". Als we de 

proposities voorstellen door letters dan geven we het voegwoord II en II aan 

door het konnektief " A ". We noemen P " Q de konjunktie van P en Q. We zijn 

natuurlijk geintresseerd in de waarheidswaarde van deze nieuwe propositie. 

We spreken daarvoor af dat de samengestelde propositie PA Q waar is als 

Pen Q beide waar zijn en vals is in de overige gevallen. Met behulp van 

een waarheidstafel kunnen we dit overzichtelijk weergeven. 
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Tafel 2-2. p Q PAQ 

0 0 0 

0 1 0 

1 0 0 

1 1 

Graag willen we nu de waarheidswaarden van de propositie.P /\ Q uitdrukken in 

pen q, de waarheidswaa.rden van respektievelijk Pen Q. Ala we ons laten in­

spireren door de vorige hoofdstukken en de eerste paragraaf van dit hoofd­

stuk dan ligt het voor de hand de waarheidswaarde van PA Q te definieren 

door p.q. We introduceren dus naast het konnektief " /\ ", werkend op propo­

sities, een operatie fl.", werkend op waa.rheidswaarden, volgens de volgende 

regels 

Tafel 2-3. 

De waa.rheidswaarden kunnen alleen maar O en 1 zijn. De operatie " • 11 is een 

binaire operatie op de verzameling {0,1} va.n waa.rheidswaarden van proposi­

ties. Is deze binaire operatie kommutatief? D.w.z. geldt voor elk paa.r waa.r­

heids~aa.rden pen q dat p.q = q.p? Dit kan eenvoudig geverifieerd worden door 

voor pen q alle kombinaties van Oen 1 in te vullen. Het antwoord is beves­

tigend. Di t hee:f't voor het konnektief " /\. " de konsek:wentie dat P /\ Q en 

QA P dezelfde waarheidswaarden hebben voor elke keuze van Pen Q, waar of 

vals. We noemen P /\. Q en Q /\ P gelijkwaardig en geven dit aan met 

PAQ Q "P. 

Uit de definitie van het konnektief 11 /\ fl blijkt overigens al dat P en Q 

volledig symmetries zijn. Voor p.q zullen we in het vervolg meestal pq 
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schrijven. 

Met het voegwoord "of" kunnen eveneens proposities warden samengesteld. 

De propositie "de koffie is op of de automaa.t is defekt" is samengesteld uit 

twee proposities. Als we de proposities voorstellen door letters, dan geven 

we bet voegwoord "of" aan door het konnektief "v". We noemen P v Q de dis­

junktie van Pen Q. We veronderstellen dat we onder P v Q steeds verstaan 

"P. of Q of beide".We spreken af dat P v Q vals is als Pen Q beide vals 

zijn en waar is in de overige gevallen. De waarheidstafel voor deze propo­

sitie ziet er dan als volgt uit 

Tafel 2-4. p Q p V Q 

0 0 0 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 1 

De waarheidswaarde van P v Q zullen we aangeven met p+q, hetgeen weer ge­

suggereerd wordt door bovenstaande tabel. Naast het konnektief "v", werkend 

op proposities, kennen we dus een operatie" + ", werkend op waarheidswaar­

den, volgens de volgende regels 

Tafel 2-5. + 0 1 

0 0 1 

1 1 

De operatie" +" is een binaire operatie op de verzameling {0,1} der waar­

heidswaarden van proposities. De operatie is kommutatief, zoals gema.kkelijk 

uit de regels in tafel 2-5 voor de operatie is af te leiden, d.w.z. 
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p+q = q+p voor elk paar waarheidswaarden pen q. Hiermee is ook duidelijk 

dat p v Q en Q v p gelijkwaardige proposities zijn; we geven dit aan met 

PvQ Q v P, 

We hebben in tafel 2-3 en tafel 2-5 nu twee binaire operaties 11 + 11 en 

" 11 op de verzameling der waarheidswaarden {O, 1} gedefinieerd. Met behulp 

van ~1 van dit hoofdstuk kunnen we konkluderen dat de volgende stelling be­

wezen is. 

Stelling 2-1.De verza.meling der waarheidswaarden {0,1} der proposities 

vormt tesamen met de binaire operaties 11 + 11 en 11 • ", die in tafel 2-3 en 

tafel 2-5 zijn gedefinieerd, een Booleaanse algebra. 

Deze Booleaanse algebra bevat slechts twee elementen, 0 en 1. De varia­

belen p, q, r, ---, die uitsluitend de waarden O of 1 kunnen aannemen, stel­

len waarheidswa.arden van proposities P, Q, R, --- voor. Naast p hee~ het 
I I 

komplement p betekenis gekregen door de ontkenning P van P. 

De rekenregels voor Booleaanse funk.ties van de variabelen p, q, r,--­

hebben we leren kennen in hoofdstuk n. Zo is bekend dat p(q+r) = pq + pr 

---··------, 

voor alle p, q, en r die elementen zijn van een Booleaanse algebra. Wat voor 

konklusie kunnen we hieruit _trekk.en als p, q, r, --- waa.rheidswaarden voor­

stellen van proposities P, Q, R, ••• i Kennelijk dat de proposities PA (Q v R) en 

(PA Q) Y (PAR) gelijkwaardig zijn. Dit geven we aan met' 

P /\ (Q V R) - (P" Q) v (P" R). 

Alle eigenschappen van de Booleaanse funk.ties metals variabelen waa.rheids­

wa.arden van proposities kunnen dienen am analoge relaties af te leiden voor 

samengestelde proposi:ties. We behoeven slechts de tekens 11 + 11 , 11 • 11 en 
11 = 11 te vervangen door de tekens II v 11 , 11 " 11 en"=" en de kleine letters 
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door de korresponderende hoofdletters. 

We zullen nu twee konnektieven bespreken, die een zeer belangrijke plaats 

innemen in de logika, nam.elijk de implikatie en de wederzijdse implikatie. 

De implikatie wordt weergegeven door 

p ➔ Q 

en wordt gelezen als "als P, dan Q", o:f'wel "P impliceert Q", waarbij Pen Q 

proposities zijn. De implikatie P-+- Q is weer een propositie en men kan zich 

af'vragen of deze propositie waar is of vals bij gegeven Pen Q. Voor de im­

plikatie geldt de regel dat P ➔ Q vals is als P waar is en Q vals en dat ze 

waar is in alle andere gevallen. De waarheidstafel ziet er dus als volgt uit 

Tafel 2-6. p Q P-+-Q 

0 0 1 

0 1 1 

1 0 0 

1 1 1 

Men aient de implikatie slechts op te vatten als een sam.engestelde proposi­

tie waarvan de waarheidswaarden in bovenstaande tafel zijn gedefinieerd. 

Het is niet zo dat de propositie Q logies uit de propositie P kan worden af­

geleid, hetgeen de omschrijving "als P, dan Q" zou kunnen suggereren. Men 

spreekt hier van een materiele implikatie in tegenstelling tot een formele 

implikatie, waarbij een zeker formeel verband tussen Pen Q een voorwaarde 

is voor het toekennen van een betekenis aan een implikatie. In P-+- Q noemt 

men P het antecedens en Q bet consequens. 
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Het 1s niet moeilijk een andere representatie voor de implikatie 

P + Q te vinden. Met behulp van de theorie uit het vorige hoofdstuk kunnen 

we uit tafel 2-6 de disjunktieve normaalvorm bepalen van een funktie in de 

variabelen pen q, de waarheidswaarden van Pen Q. Deze norm.aalvorm luidt 

p'q' + p'q + pq en deze funktie kan warden vereenvoudigd tot p' + q. Bij 

deze Booleaanse funktie hoort echter de samengestelde propositie P' v Q 

en deze propositie blijkt du.s dezelfde waarheidstafel te hebben als P + Q. 

We noemen P + Q en P' v Q gelijkwaardige proposities en we schrijven 

p + Q P' V Q. 

In deze betekenis kan men de implikatie het beste opvatten. De propositie 
II als de kat van honk is, dan dansen de muizen op tafel " kan dus, 

in zijn logiese betekenis, vervangen warden door de propositie" de kat 

is thuis of de muizen dansen op tafel, of beide". 

We kunnen de pijl "+" ook definieren voor de Booleaanse variabelen als 

we hem definieren als een binaire operatie op de verza.meling der waarheids-
. • I~ I waarden, die aan elk paar pen q de waarheidwaarde p + q toevoegt, du.s 

p + q = p' + q. 

Deze binaire operatie is niet kommutatief, aangezien voor p = 1, q = O, 

p + q = p' + q = 0 terwijl q + p = q' + p = 1, zodat niet voor elke pen q 

geldt p + q = q + p. 

De wederzijdse implikatie wordt weergegeven door 

p ~Q 

en wordt gelezen als " P dan en slechts dan als Q ", of als " een nodige 

en voldoende voorwaarde voor P is Q ". De wederzijdse implikatie is weer 

een propositie die waar is als Pen Q beide waar zijn of beide vals zijn. 

In de overige gevallen is ze vals. De waarheidstafel zieter als volgt uit 

Tafel 2-7. p Q p ~ Q 

0 0 

0 0 

0 0 

1 
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De Booleaanse funktie p'q' + pq kan eveneens geassocieerd warden met 

tafel 2-7. Hieruit volgt dat PM Q = (P' A Q') v (PA Q). Een meer bruik­

bare represents.tie wordt gegeven door de propositie (P➔ Q) A (Q ~ J?). Als 

we de waarheidswaarde van deze samengestelde propositie bepalen dan blijkt 

inderdaad dat ze gelijkwaardig is met PH Q. In tafel 2-8 wordt di t aa.n­

getoond. 

Tafel 2-8. p Q p + Q Q + p (P+Q) " ( Q+P) 

0 0 1 1 1 

0 1 0 0 

1 0 0 1 0 

1 1 1 

In de vorm PH Q = (P + Q) " ( Q + p) hebben we de wederzijdse im.plikatie 

vaak. gebruikt bij wiskundige bewijzen. We kunnen 11 ~ " weer opvatten als 

een binaire operatie op de verzameling der waarheiJ~aarden die aan elk 

paar p en q de waarheidswaarde p' q' + pq toevoegt, dus p ~ q = p' q' + pq. 

Deze operatie is kommutatief. 

Met behulp van de konnektieven 11 v11 , 11 A 11 , 11+ 11 , 11 ~ 11 en 11111 kunnen 

zeer gekompliceerde proposities worden opgebouwd. De bijbehorende Booleaanse 

funktie van de waarheidswaarden kan daarbij gebruikt worden om ingewikkelde 

proposities te vereenvoudigen. Als de Booleaanse f'unktie, gevormd aan de 

hand van een sa.mengestelde propositie, reduceert tot 1 dan noemen we de 

betreffende propositie een tautologie. Een eenvoudig voorbeeld van een 

tautologie is de propositie P v Pl. De Booleaanse funktie is in dit 

geval imm.ers p + p' en deze uitdrukking reduceert tot 1. Als de Booleaa.nse 

funktie reduceert tot O noemen we de korresponderende propositie een 

kontradiktie. Een eenvoudig voorbeeld van een kontradiktie is de propositie 

PAP'. De waarheidstafel van een tautologie bevat in de laatste kolom 

uitsluitend het symbool 1, terwijl de waarheidstafel van een kontradiktie 

uitsluitend het symbool O bevat in de laatste kolom. 

Oe feni ngen. 

1) La.at P de propositie 11het is koud" en Q de propositie 11het regent" zijn. 

Geef een omschrijving, in woorden, van de volgende samengestelde 

proposities 



a) P + Q' ; 

b) P " Q' + p ; 

C) (P V Q) 1 ; 

d) (P' A Q') v (P A Q). 

46 

2) Schrijf elk van de volgende zinnen in symbolen met behulp van Pen Q 

uit de vorige oefening. 

a) het regent en het is koud; 

b) het regent maar het is niet koud; 

c) het is niet zo dat het niet regent of dat het koud is ; 

d) het regent n-och het is koud; 

e) het is niet waar dat het niet regent en dat het niet koud is. 

3) Gana welk.e van de volgende samengestelde proposities waar of vals is. 

a) als 3 + 2 = 7 dan is 4 + 4 = 8; 
b) het is niet waar dat 2 + 2 = 5 dan en slechts dan als 4 + 4 = 10; 

c) Parijs ligt in Engeland of London ligt in Frankrijk; 

d) Als Parijs in Engeland ligt, dan ligt London in Frankrijk; 

e) het is niet zo dat 1 + 1 = 3 of 2 + 1 = 3. 

4) Btel de waarheidstafel op van de volgende samengestelde 

proposities 

a) (PA Q)' V (Q++P)' ; 

b ) [;t?_ + ( QI V R)] ·" [ Q V (P H R' ) ] I • 

5) Gana welke van de volgende samengestelde proposities een tautologie is. 

a) [P" (P + Q)] + P; 
b) (P_+ Q) + [(P V (QA R))~Q /\ (P v R)]. 

6) Toon aan met behulp van waarheidt1tafels dat 

a) (P A Q) + R - (P /\ R') + Q'; 

b) P + (Q" R) - (P + Q)" (P + R). 
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§3 Kwantoren. 

In de vorige paragraaf hebben we ons bezig gehouden met proposities 

en het samenstellen daarvan. We hebben ons niet afgevraagd hoe de 

proposities gekonstrueerd waren. De volgende proposities hebben alle de 

eigenschap dater een uitspraak wordt gedaan over een zeker aantal 

mensen, dieren, getallen. 

P1 alle mensen zijn sterfelijk; 

P2 sommige dieren zijn zoogdieren; 

P3 er bestaat geen reele x zodat x2 + 1 = O. 

We willen nu aangeven dater in proposities, zoals hierboven, sprake 

kan zijn van een bepaald aantal objekten. We voeren daartoe enige nieuwe 

begrippen in. 

Laat A een verzameling zijn. Een propositionele funk.tie is een uitdrukking, 

die we aangeven met P(x), met de eigenschap dat P(a) een propositie is 

(waar of vals, maar niet beide) voor elke a EA. 

Voorbeeld 3-1. Als P(x) betekent "x is een priemgetal", dan is P(x) een 

propqsitionele funktie op de verza.meling der natuurlijke getallen. P(7) 

is een ware propositie, P(9) is vals. 

Voorbeeld 3-2. Als Q(x) betekent "xis een Nederlander", dan is Q(x) een 

propositionele funktie op de verza.meling van alle mensen. Q(Nixon) is een 

valse propositie, Q(Luns) is waar. 

Als P(x) een propositionele funktie is op de verzameling A, dan ziJn er 

drie mogelijkheden: 

1) P(x) is waar voor elke x EA; 

2) P(x) is waar voor sommige x EA; 

3) P(x) is vals voor elke x EA. 

We introduceren nu het begrip "kwantor". Als P(x) een propositionele 

funktie is op een verzameling Adan is 
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( Vx € A) P(x) 

een propositie die als volgt wordt gelezen "voor elk element x uit A 

geldt P(x)", ofkortweg "voor elke x geldt P(x)". Het symbool "\/" wordt 

de universele kwantor genoemd. Merk op dat P(x) zelf geen propositie is, 

aangezien de variabele x niet gespecificeerd is. Bij de propositionele 

funk.tie 11 x2 > 011 kan pas na specificatie van x worden nagegaan of de 

uitspraa.k waar of vals is. Voorzien van de kwantor \Jx € R, waarin R de 

verzam.eling der reele getallen is, wordt de uitdrukking (V x € R)(x2 > 0) 

een propositie (met waarheidswaarde 0). Soms laten we, als dit tenminste 

niet tot dubbelzinnigheden leidt, het domein A weg in de formule 

(\/ x € A) P(x). Dan schrijven we kortweg Vx P(x). Ook schrijven we 

bijvoorbeeld V x > 0(2x > O), hetgeen gelezen kan warden als "voor 

elke positieve xis 2x positief". 

Voorbeeld 3-3. (\/x € C)(x2-4 = (x-2)(x+2)), waarin C de verzameling der 

komplekse getallen is, is een ware propositie en wordt gelezen als "voor 

elke komplexe x geldt x2 - 4 = ( x-2) ( x+2)" . 

Voorbeeld 3-4. Als P(x) betekent "xis sterfelijk" en A is de verzameling 

der levende mensen dan is (Yx € A) P(x) een ware propositie en wordt 

gelezen als "alle mensen zijn sterfelijk". 

Naast de methode die aangeeft dat een bepaalde uitspraa.k voor alle x 

geldt, kennen we er ook een die uitdrukt dat een uitspraak voor eommige 

x geldt, 

Als P(x) een propositionele funktie is op een verzameling Adan is 

(]x € A) P(x) 

een proposi tie die als volgt wordt gelezen "er bestaat een element x ui t 

A waarvoor P(x) geldt" of kortweg "er is een x zodat P(x) geldt". Het 

symbool "3" wordt de eksistentiele kwantor genoemd. Ook in bovenvermelde 

formule laten we het domein wel eens weg en schrijven we 3x P(x). 
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Voorbeeld 3-5. Laat P(x) de propositionele funktie uit voorbeeld 3-1 zijn 

en A de yerza.meling der natuurlijke getallen kleiner dan 10, dan is (3n e A) P(n) 

een ware propositie en wordt gelezen "er bestaat een getal ender de 10 dat 

priemgetal is", of "sommige getallen ender de 10 zijn priemgetallen". 

Voorbeeld 3-6. Als Q(x) de propositionele funk.tie uit voorbeeld 3-2 is en 

A de verzameling der wiskundigen, dan wordt (] x e A) Q(x) gelezen als "er 

bestaat een Nederlandse wiskundige", of "sommige wiskundigen zijn Nederlanders", 

We spreken af dat "sommige" ook mag slaan op een element; "sommige" betekent 

hier "minstens een". 

In de vorige paragraaf is de ontkenning P' van de propositie P ingevoerd. 

Ook hier zullen we ons afvragen wat de ontkenning is van een propositie 

die k:wantoren bevat. Daartoe zullen we eerst afspreken wat we verstaan ender 

P'(x). Onder P'(x) verstaan we de propositionele funktie die· ontstaat als voor 

de propositionele funktie P(x) de zinsnede "het is niet zo dat" geplaatst 

wordt. Bij P(x): "xis sterfelijk" is P'(x): "het is niet zo dat xis 

sterfelijk'',of in dit geval "xis onsterfelijk". P'(x) vordt de ontkenning 

van de propositionele funktie P(x) genoemd. 

De ontkenning van de propositie "alle mensen zi:j.n sterfelijk" is 11het 

is niet zo dat alle mensen sterfelijk zijn". D.w.z. de ontkenning kan oak 

gelezen worden als "sommige mensen zijn onsterfelijk", of oak "er bestaat 

minstens een onsterfelijk mens". De oorspronkelijke propositie voert de 

k:wantor "V ", terwijl de ontkenning de k:wantor "]" bevat. Voor dit voorbeeld 

(zie ook voorbeeld 3-4), maar ook algemeen, geldt de ontkenningsregel voor de 

universele k:wantor 

{(Yx e A) P(x)}' - (]x e A) P'(x). 

Hiermee bedoelen we dat de propositie links dezelfde waarheidwaarde heeft 

als die in het rechterlid; we zeggen dat beide proposities gelijkwaardig 

zijn. 
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De tweede ontkenningsregel is die voor de proposities die de eksistentie~\ 

kwantor 11 ] 11 beva.tten. De ontkenning va.n "er bestaa.t een positief getal :it_ 

zodat x2 = 4" luidt "het is niet zo dat er een positief geta.l x bestaat 

zodat x2 = 4", met andere woorden "voor alle positieve x geldt x2 + 4". 

De oorspronk.elijke propositie kan geschreven worden als (]x > o)(x2=4), 
terwijl de ontkenning luidt (Y x > 0 )( x2f4). 

Algemeen geldt voor een willekeurige propositionele funk.tie P(x) op een 

verzameling A de ontkenningsregel voor de eksistentiele kwantor 

{(]x EA) P(x)}' = ('\/x EA) P'(x). 

Deze regel volgt overigens uit de vorige ontkenningsregel door de ontken~l 
bi 

van beide gelijkwaardige proposities te vormen en P(x) en P'(x) onderlin@ 

te verwisselen, hetgeen toegestaan is omdat P(x) een willekeurige 

propositionele funktie is. 

De eerste ontkenningsregel wordt toegepast bij een bewijs, dat berust op 

het vinden van een tegenvoorbeeld. Als we bijvoorbeeld beweren "alle one'\l'en 

getallen zijn priemgetallen" en we willen deze stelling op zijn juistheid 

na.gaan, da.n is.~het voldoende op te merken dat ,9 oneven is en geen priemgeta. 

om te-?ewijzen dat de propositie vals is. Om te bewijzen dat de propositie 

(V x E A) P(x) vals is is het voldoende om voor een a E A te bewijzen dat P 

vals is. Want dan is (] x E A) P' (x) waar, hetgeen de ontkenning is van de 

oorspronk.elijke propositie. 

Opmerking. De konnektieven """, "v", "+"en"~" die voo~ proposities zij!l 

ingevoerd zullen we, net als het aksent, ook gebruiken voor propositioneie 

funkties. Als P(x) de propositionele funktie "x > 011 is en Q(x) "x < 3" 

4a.n versta.an we ender P(x) A Q(x) de propositionele funk.tie "xis grote:f 

dan O en kleiner dan 311 • Zo kunnen we sa.mengestelde propositionele funkt:i-es 

ook voorzien van kwantoren, bijvoorbeeld in (\/x E A)(P(x) A Q(x)). 

Als A de verza.meling der reele getallen tussen Oen 1 voorstelt dan kan Je 

propositie gelezen worden a.ls "a.lle geta.llen tussen Oen 1 zijn grater dr"' 

en kleiner dan 3". 
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Naast propositionele funkties P(x) van ~~n variabele kan men ook funk.ties van 

n variabelen x 1, x2 , ••• ,xn invoeren. Dit geven we aan met P(x1 ,x2 , ••• ,xn), 

waarin x1 ,x2 , ••• ,xn alle tot zekere domeinen A1 ,A2 , ••• ,An behoren, 

Voorbeeld 3-7, Beschouw de propositionele f'Wlktie P(x,y) van twee variabelen 

x en y, gedefinieerd door "x2 + y 2 = 1", waa::-bij o < x < 1 en -1 < y < 1. 

De propositie Yx ]y P(x,y) kan dan gelezen warden als "voor elke x besta.at 

er een y met de eigenschap x2 + y 2 = 1; dit is een ware propositie. Echter 

Vy·3x P(x,y) is een valse propositie, want voor y = O is geen x~ in 
2 2 

0 < x < 1 te vinden zo dat x + y = 1 • 

De ontkenning van dergelijke proposities is onmiddellijk af te leiden 

uit de ontkenningsregels voor de beide kwantoren. Zo is 

(Vx 3y P(x,y) ]' = Jx{]y P(x,y)}" = Jx \/y P'(x,y) • 

Ook voor meer dan twee variabelen levert de ontkenning geen moeilijkheden 

op. 

Oefeningen. 

1) Als met P(x) de bewering "x > o" wordt aangeduid, ga dan na of P(x) een 

pro~ositionele funktie is op de volgende verzamelingen 

a) de verzameling N der natuurlijke getallen; 

b) de verzameling M = {-1, -2, -3, ---}; 

c) de verzameling C der komplekse getallen •. 

2) Noem A de verzameling {1,2,3,4,5}, Bepaal de waarheidswaarde van de volgende 

proposities 

a) (3x t! A) (x+3=10); 

b) (\/x t! A),(x+3 < 10); 

c) ()x t! A) (x+3 < 5); 

d) (\:Ix t! A) (x+3 < 7), 

3) Geef in logiese symbolen de ontkenning van de vier proposities 

ui t oefening 2. 



52 

4) Geef de ontkenning (in woorden) van de volgende proposities 

a) als er een rel is in Amsterdam, dan warden sommige mensen 

neergeschoten; 

b) alle leerlingen mak.en hun huiswerk dan en slechts dan als de 

docent opdracht geeft. 

5) Veronderstel dat x, yen z elementen voorstellen van de verzameling 

{1,2,3}, Bepaal de waarheidswaarde van de volgende proposities 

a) Y X 3 y(x2+y2 < 12) 

b) ]x Vy 2 2 2 3 z(x +y < 2z ) 

c) 3x ]y \/ 2 2 2) z (x +y < 2z • 

6) Geef de ontkenning van de volgende proposities 

a) ] X ] y Y Z P( X ,Y~ ) -. ._: ~ 

b) 3x \/y (P(x,y) + Q(x,y)). 
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IV Schak.elalgebra. 

§1. Booleaanse algebra en schak.elsystemen. 

De Booleaanse algebra zal in dit hoofdstuk worden toegepast op digitale 

schak.elingen. Een schakelaar zu.llen we aangeven met x, y, z, a, b, c, .•• 

en we zu.llen uitsluitend schakelaars beschouwen die twee standen kunnen 

aannemen, d.w.z. die gesloten of open zijn. We associeren het symbool 
11 011 met een open en het symbool "1" met een gesloten schakelaar. We 

schrijven x = 0 als x open is en x = 1 als x gesloten is. Naast x gebruiken 

we x', het komplement van x en we spreken af dat x' = O als x = en 

x' = 1 als x = O. De schakelaar die altijd open is, (die geen andere stand 

kan aannemen) geven we aan met O. De schakelaar die altijd gesloten is geven 

we aan met 1. 

Vervolgens introduceren we twee operaties op de variabelen x, y, z, a, b, c, •• 

en de konstanten Oen 1 en geven hier een fysiese interpretatie aan. Een 

schakeling die opgebouwd is uit twee schakelaars x en yin serie geplaatst 

geven we aan met x.y of kortweg xy, terwijl een schakeling met x en y 

parallel geplaatst aangegeven zal worden met x+y. We kunnen dit als volgt 

schematies weergeven. 

X y 

serie-schakeling van x en y 

-[x]-
y 

parallel-schakeling van x en y 

We geven hierbij niet aan of x en y open of dicht zijn; alles is mogelijk. 

Het is duidelijk dat de serie-schakeling xy slechts gesloten is als zowel 

x als y gesloten is. In alle andere gevallen (x=y=O; .x=O, y=1; x=1, y=O) 

is xy open. Eveneens is gemakkelijk in te zien dat de parallel-schakeling 

x+y open is als x en y beide open zijn, In de andere gevallen (x=y=1; 

x=1, y=O; x=O, y=1) is x+y gesloten. De volgende tabellen geven dit nag 

eens weer. 



54 

Tafel 1- 1. Tafel 1-2. 
. 0 1 + 0 1 

0 0 0 0 0 0 

1 0 1 1 1 1 

Met behulp van §1 uit hoofdstuk III kunnen we nu konkluderen 

Stelling 1-1. De verza.meling {0,1} waarvan de elementen respektievelijk 

voorstellen een open en een gesloten schakelaar vormt tesamen met de 

operaties. en+ gedefinieerd in Tafel 1-1 en 1-2 een Booleaanse algebra. 

Deze Booleaanse algebra bevat slechts twee elementen, 0 en 1. De variabelen 

x, y, z, a, b, c, .•. waarover in dit hoofdstuk sprake zal zijn, kunnen 

uitsluitend de waarden O of aannemen. De variabelen stellen schakelaars 

voor. Het komplement x' van~ volgt de regels O' = 1 en 1' = O; de operaties 

"+" en "." hebben een f'ysiese betekenis gekregen via de begrippen serie-

en parallel-schakeling. 

Met behulp van de volgende vijf basis-schakelingen 

0 

x------- X 

X y---

x~-

Y 

x+y 

kunnen uitgebreidere schakelingen gevormd worden. Bijvoorbeeld 
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Fig. 1-1. 

welke symbolies kan warden weergegeven door x + yz. Bij elke schakeling 

behoort een dergelijke algebraiese uitdrukking. 0mdat de variabelen 

elementen van een Booleaanse algebra voorstellen (0 of 1) noemen we deze 

uitdrukkingen, net als in hoofdstuk II, Booleaa.nse funk.ties. In het buidige 

verband zullen we ook spreken van schakelfunkties. 0mgekeerd stelt elke 

scha.kelfunk.tie een schakeling voor. Bijvoorbeeld (x+y)(x+z) stelt de 

volgende scha.keling voor 

Fig. · 1-2. 

Uit de theorie van de Booleaanse algebra weten we echter dat 

(x + yz) =(x+y)(x+z). De scha.kelingen uit fig. 1-1 en 1-2 hebben dus 

dezelfde scha.kelfunk.ties. Hieruit volgt dat voor alle mogelijke kom­

binaties van x,y en z (0 of 1) de schakeling uit fig. 1-1 precies het­

zelfde werkt als die uit fig. 1-2. We noemen deze schakelingen gelijk­

waar.dig. In het algemeen.-·noemen we twee scha.kelingen gelijkwaardig als 

de korresponderende schak.elfunkties aan elk.aar gelijk zijn. 

Alle stellingen uit hoofdstuk II kunnen zo warden toegepast op de varia­

belen (die hier schak.elingen voorstellen) en op de funkties (die schakelingen 

voorstellen). Het vereenvoudigen van Booleaanse funkties kan hier gein­

terpreteerd worden als het vereenvoudigen van schakelingen. De volgende · 

schakeling 
------ X -------. 

X y' 

X-- Y---z 

kan met behulp van de algebra vereenvoudigd warden. De schak.elfunktie is 

namelijk x + xy' + xyz en deze uitdrukking reduceert tot x. Bovenstaande 

schakeling kan dus door de volgende schakeling vervangen warden. 

x---------



Oefeningen. 

1) Bepaal de schakelfunkties van de volgende schakelingen 

-·-C:,J-C -
-a-c:J 

b ------ c' 

C 

d 

~J-c}b--[a e 

f]-h a' b 

g 

2) Konstrueer een schakeling bij de volgende schakelfunkties 

a) xy + x' (y'+x+y) ; 

b) ( x+y) z ( x' +y '+z 1 ) • 

3) Bepaal de schakelingen die korresponderen met de schakelfunkties 

f, gen h uit de volgende waardetafel, Bepaal eerst de funkties 

f, gen h in disjunktieve of konjunktieve normaalvorm en zoek bij 

de gevonden fu.nktie een schakeling 

zx y z f g h 

0 0 0 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 0 

0 0 

0 0 0 0 

0 0 

0 0 0 

0 
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4) Stel de waarheidstafels op van de schakelfunkties die korresponderen 

met de vijf volgende schakelingen 

-r-x-y'J-
Lx'--y 

--- a '--b '·----, 

b'--c' 

a-'-- c' 

5) Vereenvoudig de volgende schakelingen. Bepaal eerst de korresponderende 

schakelfunktie en vereenvoudig deze. Teken daarna de nieuwe schakeling. 

a'J-[a }-[a']- -Ea -b~ -[b' b b :,_::_J . 

-E 
a--

a--

a'--

b --c 

b'--c 

b'--C 
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6) Vereenvoudig de volgende schak.elingen 

a------ b -----~ 

----a'~d 

---1-- b --· C _J 

a 

a -----b' 

,__ _____ d' ______ a' _____ __. 

a------. 

b -------b'-----

a'---' 

C 

------c 

x --Y ··i 
---v y z' 

-w----l 

s---- w1 -- z --~-

W'----~ 

x---- z 
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7) Bepaal de schakelfunkties van de schakelingen die opgebouwd zijn uit 

twee schakelaars x en y voor de volgende gevallen, Teken de korres-

ponderende schakelingen. 

a) de schak.eling is open dan en slechts dan als x en y gesloten zijn; 

b) de schakeling is gesloten dan en slechts dan als x en y gesloten zijn; 

c) de schakeling is open dan en slechts dan als x open en y gesloten is; 

d) de schak.eling is gesloten dan en slechts dan als x gesloten of y open 

e) de schakeling is gesloten dan en slechts dan als zowel x en y open 

als x en y gesloten zijn. 

8) Doe hetzelfde voor een schakeling opgebouwd uit x, yen z die 

a) gesloten is dan en slechts dan als precies twee schakelaars 

gesloten zijn; 

b) open is da.n en slechts dan als precies twee schakelaars open zijn; 

c) open is dan en slechts da.n als precies twee schakela~rs gesloten zijn; 

d) gesloten is dan en slechts dan als de schakelaars x en y verschil­

lende standen aannemen. 

9) Een schak.eling bevat 4 schakelaars a, b, c end, 

De schakeling is gesloten als a en b gesloten zijn of als c end ge­

sloten zijn. In de andere geva.llen is de schakeling open·. 

Gebruik een waa.rdetafel om de schakelfunktie te bepa.len; vereenvoudig 

deze voor zover dit mogelijk is. Teken de scha.keling, 

is; 

10) Hoeveel verschillende schakelingen kan men met 2 scha.kelaars konstrueren? 

Hoeveel met n > 11 

11) Elke persoon van een kommissie van drie personen brengt zijn stem uit 

door een schak.elaar te bedienen. Door het sluiten van een scha.kelaar 

stemt hij v66r, door te openen stemt hij tegen. Konstrueer een schakeling 

die gesloten is als een meerderheid voor stemt. 
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12) In een kamer zijn drie sch.a.kelaars aangebracht om een lamp uit of aan 

te doen, Konstrueer een schakeling zodat de lamp uit of aan gedaan 

kan worden door elk van de drie schakelaars. M.a.w. konstrueer een 

schakeling waarvan de toestand (open of gesloten) verandert door de 

stand van een willekeurige schakelaar te veranderen, 

13) Konstrueer een schak.eling die opgebouwd is uit twee scha.k.elaars x en y 

waa.rmee kan worden nagegaan of x en y voldoen a.an de volgende voor­

waa.rde: als x gesloten is dan is y open. 

14) Konstrueer een schak.eling die opgebouwd is uit drie schakelaars x, yen 

z waarmee kan worden nagegaan of aa.n de volgende voorwaarden gelijk­

tijdig is veld.a.an 

a) als x en y gesloten dan is z open; 

b) als x open is en z gesloten dan is y open; 

c) als z open is dan is x of y open; 

d) als x of z open zijn dan is y gesloten. 

15) In de Oranje Vrijstaat wordt een kabouterfeest georganiseerd waarbij 

de bezoekers onderworpen zijn aan de volgende bepalingen wat de 

~leding betreft 

a) als een puntmuts wordt gedragen dan moet een trui of sjerp 

warden gedragen; 

b) als een trui en een sjerp warden gedragen dan moet een puntmuts 

warden gedragen; 

c) als geen trui of geen puntmuts wordt gedragen dan moet een sjerp 

warden gedragen, 

Iedere gast Yordt bij zijn entree gekontroleerd of hij zich aa.n de 

voorschriften heeft gehouden. 

Stel voor de kontroleur een scha.k.eling op, opgebouwd uit drie scha­

kelaars p, tens (ter kontrole voor het dragen van puntmuts, trui 

of sjerp) waarmee hij kan nagaan of een gast zich aan de voorschriften 

heeft gehouden, Konstrueer de schakeling zo, dat hij in dat geval 

gesloten is. 
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§2. Andere schakelsystemen. 

In de vorige 

eindpunten. 

T1 , T2 , T3 • 

paragraaf zijn uitsluitend schakelingen beschouwd met tvee 

In de volgende schakeling is spra.k.e van drie eindpunten 

z 

XJ-y'-T3 

.__--:z I 

Het is niet mogelijk om voor deze schakeling een scha.k.elfunk.tie aan te 

geven. De schakeling wordt door meer dan een schakelfunktie gekarakteri­

seerd. We kunnen in dit geval drie schakelfunkties opstellen, namelijk 

de sc~ak.elfunktie r 12 bij de schakeling tussen T1 en T2 ; 

de schakelfunktie f 13 bij de schakeling tussen T1 en T3; 
de schakelfunktie r 23 bij de schakeling tussen T2 en T3• 

Zo is r,2 = (:xy+z)(x'+y) = xy + x'z + yz, 

r,3 = ( :xy+z )( x+z' )y' = xy'z. 

f23 = (x'+y )(x+z' )y' = x'y' z' •. 

Omgekeerd kunnen we ook bij gegeven funkties een schakeling bepalen. In 

het vorige voorbeeld zouden we da.n genoeg hebben aan r 12 en r 13 • Hiermee 

is da.n r 23 bepaald. Bij de konstruktie van schakelingen met meer dan twee 

eindpunten is het gewenst op de verschillende wegen zoveel mogelijk scha­

kelaars te laten samenvallen. De funkties kunnen dan ook het beste eerst 

in lineaire faktoren worden ontbonden of in konjunktieve normaalvorm 

worden geschreven. 
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Voorbeeld. 

Konstrueer een schak.eling met 4 eindpunten als gegeven is dat 

r,2 = a(b+cd)(x+y) 

r,3 = a(bc+cd), 

r,4 = a(bc'+b'cd). 

Ontbinding in lineaire fak.toren geeft 

r,2 = a(b+c) (b+d) ( x+y) , 

r,3 = a(b+d)c, 

r,4 = a(b+c )( b+d )(b '+c ' }( d+c ' ) • 

De schak.eling wordt hiermede 

b 

C 

.__ _______ C 

Gana dat deze schakeling vereenvoudigd kan worden tot 

C 
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Algemener kunnen we schak.elingen met n eindpunten T1, T2 , •.. ,Tn beschouwen 

met schakelfunkties f .. , ( 1 < i .::_ n, 1 .::_ j .::_ n) voor de schakeling tussen 
J.J 

T . en T . ( i f j ) • 
J. J 

Een eenvoudig voorbeeld van een schakeling met drie eindpwiten is 
T2 

l 
b 

A 
C 

~T 
. 3 

met r 12 = ab, r 13 = ac en r23 = be. Dezelfde scha.kelfun.kties komen 

voor bij de volgende schakeling 
T /\2 

b b 

I \ 
a C 

De eerste schakeling met de Y-vorm is getransformeerd naar een schakeling 

met de A-vorm. We spreken van de Y-~ transformatie. Merk op dat de schake-

ling tussen T1 en T3 nu ook een weg bevat over T2 . De scha.kelfunktie r 13 
is dan ook opgebouwd uit ac (rechtstreekse verbinding via T2) en uit 

abbc (verbinding via T2 ) zodat r 13 = ac + abbc = ac. De transformatie 

van de A-vorm naar de Y-vorm is in de volgende figuur aangegeven. 

A ~ z y 

T 1L x~T3 

z 

X 

5vz 
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Men spreekt hier van de 6-Y transformatie. De schakeling tussen T1 en T3 
links heeft als schakelfunktie r 13 = x + yz. Rechts is deze funktie 

r13 = (x+z)(x+y) hetgeen gelijk is aan de vorige. 

Bij de Y-vorm is een knooppunt waar d.rie wegen bijeenkomen getransformeerd 

naar een figuur met d.rie zijden. Algemener geldt dat een schakeling met een 

knooppunt waar n wegen samenkomen getransformeerd kan worden naar een 

figuur met n zijden, Ook de diagonalen van de n-hoek zullen dan als schakel­

wegen gaan dienen; bij de d.riehoek kon hier nog geen sprake van zijn. We 

spreken in het algemeen van een ster-maas transformatie. 

Voor n = 5 geven we de transformatie weer. 

T 14 T3 

~ d / e*c 
a b 

11/ \ 
e 

\ 
a a. 

\[:_ a 

T 
1 

a. 

De snijpunten van de diagonalen zijn geen knooppunten voor de schakeling 

en moeten als kruisende wegen worden beschouwd die geen kontakt maken. 

De ma.as-ster transformatie is niet altijd uitvoerbaar. 

De Y-6 transformatie kan gebruikt worden bij de analyse van de volgende 

schakeling. 

Fig. 2-1, 
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Hoewel er twee eindpunten zijn valt deze schakeling niet onder de schake­

lingen uit §1. De weg langs e vormt een brug over de twee parallelle takk.en 

ab en ed. We spreken van een brug-sehakeling. Het punt waar de wegen langs 

a, b en e samenkomen kan aJ.s een knooppunt worden besehouwd waarop de Y-6-

transformatie toegepast kan worden. Het resultaat is 

T1 ------- a----- b _______ T2 

C 
e~e 

------------- d 

en deze schakeling valt wel onder de serie-paraJ.lel sehakeling van §1. Even 

anders getekend wordt deze sehak.eling 

Fig. 2-2. a----- b----

a --e e--b 

---c ,___ d 

De schakelfunktie van deze sehakeling is 

f = ab + (ae+e)(eb+d} = ab + ade + bee + ed. 

Er bestaat overigens een andere methede om de schakelfunktie van een brug­

sehakeling op te stellen. Daarvoor gaan we in de oersprenkelijke tekening 

fig. (2-1) alle wegen na van T1 naar T2 • Er zijn er vier. 

We stellen dan veer elke weg de schakelfunk.tie op. 

Ze vinden we ab, aed, eeb en ed. De sehakelfunktie van de tetale seha.k.eling 

luidt d.an f =ab+ aed + ceb +eden dit is dezelfde funk.tie als die bepaald 

werd met behulp van de schakeling in fig. 2-2. 
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De schak.eling in fig, 2-1 geniet de voorkeur omdat daar sprake is van 5 

kontak.ten van 5 schak.elaars, terwijl in fig. 2-2 8 kontak.ten voorkomen. 

Het is altijd mogelijk bij een brug-schakeling een gelijk.waardige serie­

parallel schakeling te vinden. Omgekeerd kan een serie-parallel schakeling 

soms vereenvoudigd worden door naar een brug-schakeling te zoeken. Als er 

een brug-schakeling bestaat hoeft dit niet altijd winst op te leveren. 

Bijvoorbeeld, de schakeling 

_ra--c]-

- La'---b 

met 4 kontakten en 3 schakelaars is gelijkwaardig met 

en deze schakeling telt 5 kontakten. 

Oefeningen. 

1) Konstrueer een schakeling met 4 eindpunten met de schakelfunkties r 12 , 

r 13 en r 14 die in de volgende tabel zijn aangegeven. 

X y z f12 f13 f14 

0 0 0 0 1 0 

0 0 1 1 0 

0 1 0 1 1 1 

0 1 l 0 0 0 

1 0 0 0 1 0 

1 0 1 0 0 

1 1 0 1 1 1 

1 1 0 0 0 

-
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g:0 nstrueer een scha.keling met drie eindpunten met de volgende schakel­

£Ullkties 

r 12 = abx + abyz, 

f 1 3 = ax + byz + xb + ayz • 

3 ) l3e:paal de schakelfunktie van de volgende schakelingen. Vereenvoudig 

ze indien dit mogelijk is 

Tl 

4) 

/~ 
z' 

'~ a C 

< > X w 
~y a' z~/ 

In de laatste .figuur dient het punt in het midden als knooppunt te 

worden beschouwd. 

Zoek een brug-schakeling bij de volgende schakelfunkties 

a) f = xv + zw + xyw + zyv; 

b) g = xv + zab + zyv + xyab ; 

c) h = xw' + y'uv + (xz+y')(zw'+uv). 

T 
2 
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5) Konstrueer een brug-schakeling voor oefening 8a van de vorige paragraaf. 

6) Gana dat de volgende schakelingen de schakelingen voorstellen uit 

respektievelijk 8b en 8c van de vorige paragraaf. 

T 
2 

z z 

lz' 

y z y 
ly'I f-y•Tz' 
X y 

_J_x,_Ly'-z' 

X y z 

T1 T1 _j_x' -L, __l_z, 

71 Teken een soortgelijke schakeling voor de schakeling uit oefening 11 

van de vorige paragraaf. 

8) Eveneens voor die uit oefening 12 van de vorige ps.rigraaf. 

9} Teken, zonder eerst de schakelfunktie te bepalen, een schakeling 

die vier schak.elaars bevat en die gesloten is dan en slechts dan als 

a) precies drie schakelaars gesloten zijn; 

b) precies twee schakelaars gesloten zijn; 

c) precies drie of precies een schakelaar gesloten is; 

d) precies twee of vier schakelaars gesloten zijn; 

e) precies ;; precies twee of precies drie schakelaars gesloten zijn; een, 

f) geen o~ precies drie schakelaars gesloten zijn. 

T2 



10) Konstrueer een schakeling voor een ka.mer waarin vier schakelaars aan­

wezig ziJn om een lamp aan of uit te doen, zodanig dat elke sche.kelaar 

gebruikt kan worden om de lamp aan of uit te doen, ongeacht de stand 

van de overige drie. 

11 ) Konstrueer een schakeling bestaande uit 4 schakela.ars die gesloten is 

dan en slechts dan als 

a) precies 
,,.,,. 

schakelaar gesloten is; een 

b) precies twee opvolgende schakelaars gesloten zijn; 

c) precies drie opvolgende schakelaars gesloten zijn. 
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Lijst van errata 

p.5 betekent pagina 5; 

r.5 betekent 5de regel van boven; 

r.-5 betekent 5de regel van onder. 

p.9 

p. 12 

p.20 

p.21 

p.24 

p.25 

p.26 

p.28 

p.28 

p.30 

p.32 

p.39 

p.46 

p.46 

p.46 

p. 52 

p. 54 

p.55 

p. 57 

p.61 

p.62 

r.-5 

r. 16 

r. 1 

r. 13 

r.4 

r.-7 

r.-2 

r. 12 

r.-8 

r. 14 

r.-4 

r.-7 

r.2 

r.-4 

r.-3 

r.-2 

lees 

lees 

lees 

lees 

lees 

lees 

lees 

lees 

lees 

lees 

lees 

lees 

lees 

lees 

lees 

lees 

f)B'+C'; 

XY + XZ', 

3) Beschouw op een klasse van verzamelingen, die 

alle deelverzamelingen zijn van een universele 

verzameling U, de operatie gedefinieerd door 

Voor elk element a 

7) ab' = 0 

(x 1 +x;) 

Definitie 3-2 

binaties zal 

Stelling 3-5 

Stelling 3-6 

Definitie 4-2 

proposities verbonden door 

b) (PAQ 1 ) -+ P; 

- (QA(PvR))J. 

"waarheidstafels" 

P(x,y,z); 

Tafel 1-2 rechterkolom 

r .-9 

r. 1 

lees 

lees 

r.-4/-3 lees 

r.-1 lees 

(die hier schakelaars voorstellen) 

4) Stel de waardetafels op 

voor "schakelaars" "kontakten" 

--d--b'--


