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Inlelding

Voor de berekening van de Elliptische Integralen en de
Elliptische Functies hebben wij een procedure in ALGOL-60
gemaakt.

Voor de Elllptische Integralen bestond reeds zo'n procedure
(zle {3} en f#} ). Deze wordt besproken 1in § 13 van dit rapport.
Ze leek ons echter nodeloos ingewikkeld en omvangrl Jk.

Onze procedure 1s gebaseerd op de transformatles van Landen

en Gauss en de theorle van het arithmetlsch-geometrisch-ge-
middelde,

Ze levert waarden waarvan ten hoogste het elfde cljfer één
eenheld fout kan ziljn.

i ‘(
V4
Definitie: Z13 4 = ’l-—k2 sing(f , K'= '\/ ’l-k2 met 0 = k = 71

dan verstaan we onder:
de onvolledlige elllptische integraal v.d. 1° soort: ‘j//‘

" " 't I " 20 soort:
{ volledige " ' ' 1° soort:
" 1 ] )0 2 o 20 soort:
2,
Verder 1s B(k,®)= /M dg = s E(lfcg.',ﬂ)*'-'"'er'2 F(k,SC’)
0 A K=

en B(k) = B(k, ¥).

Als F(k,¥)=u dan verstaan we onder de elliptische functies van

Jacobl:
sn(u,k)

sin ¥ -

cn(u,k) cos ¢

dn(u,k) = \/ 1-k= sin2¢

Voor de onvolledlge elllptische integralen eisen*we dat O“?<nr
Voor de elllptlsche functies eisen we dat O%u K(k)



Hoofdstuk I, DE TRANSFORMATIES

§ 1 De transformatle van Landen. 2zle [’1_]

Als tg ¥ - LAkl )T Y gelden de volgende relaties:
| 1=k tg2¢
1=k

: - “ B ]
41 k/l"‘" 2 ° tg( ‘P/]“‘P)“ 14+k

’

tg ¥

(1+k " )F(k,¢)

Bk, 94) = oo [E(k’w)ﬂ{! F(k,‘P)] g sin g

£
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Y
-
N
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Opmerking k., (k als O<k< 1, want:

L mmmﬂ:&iz( ¢ ) °
1 7 1+k" ( 14k 1+k !

BiJ voortgezette toepassing van bovengenoemde transformatie-
2 2

formules gaat k_ —> 0, want: k < k_ 1< .. <Kk (als OKk < 1)
Als we elsen dat O = (P< T(/2 dan kunnen we met een eenvoudlge
beschouwing over het teken van de tangens te weten komen 1n welk
quadrant w’lé Qs <Pn terecht komen.,

Z1] Q het 1 qQuadrant.

Alsp € Q, dan ¥ .--(:. )% + ¢y . Daar ook P, .- € Q, gelat

dus (Pv-}-’]HPV =(1- /l) +10v+,] dus @1)4-’!“2(1 /l)ﬂ‘ +W7 QO)H_’]

we weten dat O < (Pv + (P <TY. Dus als (P € Q, dan is oOf
v+ Y 1

Als tng+q>o dan "Pp.{_qéng_ - T+ sgn(tg(f’y_m)
Ly 14721y - 2



Z1] (P Vi = (P‘V-l—’l (mod -2-) dan zijn er twee mogell jkheden:

i %M;O dan LPVM “S}'%}—f-’l T Y+1°

X
T q’v—r’l“}'

2

¥ 94 an ¥ 9i1q T Ty4q y+17 2]

+ ]
n .
en verder: sgn(sin LP Y+ )=sgn {’1 .Sﬂentier(—%tii) . 4} .

_§ 2 Keren we de rollen van LP en @1 en van k en ];C’l 1n de bovenge-
Boemde transformatie om dan wordt de transformatile:

tgLP= ('1+kl|)tg ‘Pq

1=k
1

'
~~
N
-
.
-5
A\
.
|

B(k,, @)

Opmerking:

Bij voortgezette toepassing van bovengenoemde transformatie formu-
les gaat kn-—-)» 17 als 0Lk L1 want:

8 3 De transformatie van Gauss zle (’l] en [2]

Als sin ?/‘ _ ( T1+k Zsin(p

5 gelden de volgende relatles:
1tk sin” @

(+ n N 1-sgn( t g@i Y+ ] ) #
B V+-1



. 2V
1) Kg= =%

F(kq, W )=(1+k)F(k,y¥)

J+2k sin ¥ cos ?7 ’

Bk, ¥1) = 7% {2 B(k,f)-k'" F(k,¥

weer gaat kn-§ 7 voor toenemende n.

8 4 Het omgekeerde van de vorige transformatie 1s:

(1+k.)sin {', Ao

e

b O

erl

en kn——} O voor Toenemende n.

'§ 5 Het arithmetisch-geometrisch gemiddelde zie [2]

! Z1j gegeven 2 niet-negatieve reele getallen a en b. Recurslef
definieren we nu de volgende rijen:
(an-ﬂ+bn~1)

an“ > ;D

|

Il

In het vervolg zijn a en b
2

2 .2 B
Daar a_-b_ = T (an-—-”l bn-—-ﬂ)

Z1J n=m+p dan 1is



(ap-ap)=(ag-a,  j+a,

4
- %{ 2 P B

a_-b /
. m m m } -b x¢&
-T2 B *m™m

als m>N_ voor alle p

O | L
1bm-—-a +a_-a_+a ~-b_ | £ & als n,m}M,l.

¢
|
E m m n n n

I

en bm"bn

De rijen a_ en b_ convergeren dus haar dezelfde limiet M(a,b),

n
het arithmetisch geometrisch gemiddelde., (afgekort ag M) Verder
is van belang op te merken dat |

o
n---bn m-mﬂragigzjmwm- dus als anﬂﬂ en N n eclmalen
overeenstemmen dan stemmen a, en bn zeker in 24 decimalen over-
een, mits bo,ao>-1/4.

Met behulp hiervan kunnen we de transformatie formules 1n

a

8 § 1,2,3,en 4 een andere vorm geven.

- !
Beschouwen we eerst de transformatie met kqmrq+§, Klezen we
a=71 en b=k dan 1is:
2
!
evenzo 1is 5.7 = k)’ .

oV

1+k

Beschouwen we nu de transformatlie met k1= kiezen we a="

en b=k dan 1s:

|
Py

evenzo iS'E:‘ ) -



8§ © Numerieke beschouwing

§ ©a De transformaties in § § 71,2,3 en 4 voeren na herhaald

Ilc !
toepassen A (L{)m /V’(’]-wkz sing@) over 1in A (kl"l) als l{,}: /H"E'

dan schrijven we

A (k) in de vorm:

el T AT e T Iy R gy - At T w S, g

> . 2
a2 . C 082@ +D S1T %{?

MMWM

2 £
A (k)= v ’hcosgqﬁ +K! singtp

cos2 % ’l+b§ sin2 q?,}

)

" COS %f, n+bn sin @én

Als a_ en bn numeriek niet meer te onderscheiden zijn, d.w.z.
als a, en bn in twaalf decimalen overeenstemmen, dan 1s
A (k) numeriek gelijk aan: 1.

De integralen F(kn, ¢ n) en E(kn’ { ., ) worden dan eenvoudige inte-

gralen
E(k,, ¢,)=F(k,, ¢ )= ¢,  (numeriek:)
Als k,]m E’I_)-i-kk dan schrijven we A (k) in de vorm:

dan 1s:

~ ; (Numeriek! )
E(kn,(pn)m cosPn = sin @ e



3 6b We hebben nu vier transformaties tot onze beschikking
> 0 Of k_—>

Het is duidelijk dat we, als k dicht bij O resp. 1 ligt, de
eerste soort, resp. de tweede soort transformaties gebruliken,
We zullen nu aantonen dat: als k £0.9539 dan kunnen we 1in

drie stappen het agM in 12 cijfers berekenen van 1 en k', en

waarbij of k=~

als k‘i 0.9539 kunnen we in twee stappen het ag M in 12 cljfers

berekenen van 1 en k
als k€ 0,9539 dan is k'>» 0.3 en voor

aozﬂ en bomO.B geldt:
a,=0.65 | b,=0.54772 25575 05 166
a,=0.59886 12787 52583 0,=0.59667 38324 90028
a330.59776 75556 21305 b3m0.59776 65550 38990
a;=0.59776 70553 30097  b,=0.59776 70553 29938
dus a)-b) = 1.59 10”13

en als

aomﬂ en bO:O.9539 geldt:
a1m0.97695 b4:0.97667 80473
a,=0.97661 40215 b,=0.97681 40118
a3=0.97681 L0166 b3:0.97684 40166

qus a,-b, < (0.97)%.107 " <107 7°.

"Als dus k<:O.9539 dan kunnen we kilezen ult de transformaties

van § 1 en § 4, want voor deze transformaties geldt k —3> O
1-k! ,
1+k !

Kiezen we dus volgens het slot van 8 5: b=k' en a=71 dan 1s

en kqm

b>0.3 en na 3 stappen geldt:
het agM wvan a en b 1s geliJk aan

a . +Db
_ 3 3
ay T T o
En als k 20,9539 kunnen we kilezen uilt de transformatlies van

8§ 2 en g 3.



We

kiezen dus nu b=k en a=1, dan is b 2 0.9539 en na 2 stappen

geldt: het a gM van a en b is gelijk aan

| a~+b
5 = 2 2

3 2

§ 6c In de geconstrueerde procedures is niet k als parameter

gebruikt maar o =bg sin (k), de reden 1ligt nu wel voor de

hand immers als k<€0.9539 dan wordt b=k' en als k 2 0. 9539

dan is b=k, bovendien gebrulken we in een der procedures

naast de waarde wvan ook dle van k', terwijl k 2 0.9539,
q; 2
1-k

Willen we nu k'= " berekenen in 12 cijfers dan mag k

niet als eerste cljfer een 9 hebben, want

_ X d}{_
d "‘O¢O dziﬁliﬁ ,]2

in plaats van 12 cijfers kennen we er dan dus maar 17,

8§ 6d De beschouwing aan het eind van de vorige § geeft ons

meteen een middel om tussen de transformaties een keuze te
doen.,

Nemen we eerst de transformaties van § 1 en § 4 die we ge-

: 1=k
bruiken voor k< 0.9539 en k= T -

In § 4% wordt de sin{ getransformeerd, in de formule voor

E(k_,(p) staat echter ook een cos¥ dit betekent _ 08 Y
moeten ultrekenen oOp de volgende wijze: cos@ =
Evenals 1n 3§ 6c kan het gebeuren dat we dan de cos ¢ 1In min-

der dan 12 cijfers kennen,

Voor de berekening van E(k,(p) moeten we deze transformatie
dus verwerpen. De Transformatie in g vertoont dit euvel
niet, voor de uniformlitelt hebben we daarom zowel vooOr

E(k,¢), F(k,9¢) als voor B(k,®) een procedure gemaakt die
gebaseerd 1s op deze Transformatie,

Beschouwen we nu de transformaties van § 2 en § 3 die we
gebrulken voor k 2 0.9539 en k’lm %;ka’ | .




In § 6a is betoogd dat

1+sin @
F(kn‘j‘Pn) = 5 1In =

1-81in @ "

We vestigen de aandacht op ﬂ-sinQ?n. Numeriek 1is deze formu-

le niet te gebrulken op grond van dezelfde redenen als boven
beschreven zijn.

De transformatie van § 3 1s een sinus Ctransformatie, we wetlen

dus sinQQH in 12 cijfers. Hoeveel cijfers we echter weten van
1~sin(ﬁn is niet bekend.

Het 1s duldelil jk waarom we deze transformatie dus Terzljde

schoven, (Hetzelfde argument van de vorige alinea is hier
overigens ook op zijn plaats). '

De transformatie van § 2 1s een tangeis transformatie daar

ﬁ — 52
’l.+sin(P " T+ V1+c otg ¢ " '
w B W“‘

1s dus -~

, . n
F(k,_ ¢ )=l

teller en noemer zijn nu in 12 cijfers bekend, dus dit gaat

altijd goed.

Voor k 2 0.9539 blijft ons dus maar één keus over,

8 6e Numerilek geldt: F(kn epn)r—. ‘%Pn (als n voldoende groot is)
voor de transformaties van § 1 en § 4.

Dit betekent: Als gegeven zijn k en F(k,¥)=u dan geldt %%{Hl

transformeren we hﬂnnu weer terug m.b.v. de formules van § 2
en § 3 dan 1s:

sin LP o = sn(u,k)
cos @ _ = cn(u,k)
'\} ’l“kz sin2 @ - dn(u,k) .

- Voor de transformaties van § 2 en § 3 geldt:



~10-

. +sin tPn o
Flk_,@ )=z 1n W dus als exp(F

+
= %—g—% door terugtransformeren vinden we weer de

sn, cn €n dn,

L/ w
» e N7
5 '=; 7

+ Fi 4

3 [ We concludeerden reeds dat we over slechls twee bruilkbare
Cransformaties beschikken, met deze kunnen we nu 00k procedures
maken dle de gevraagde resultaten leveren,

We zetfen de transformaties in een wat gemakkell jker vorm,

10 k£ 0.9539 dan nemen we dus de transformatie van § 7
tg kP q0= 1+ t2 % we nemen zoals we in Q 5 opmerkten a=71 en
-kt tg ¢ b=k' dan is: ‘
a, cotg © ’ = 4(a cotgy - ba/a cotg ¢ ). '
2% Kk 2 0.9539 dan nemen we dus de transformatie van g 2

(1+k' )tg @ - ﬁ
tg P = ————————=—— nu nemen we a=71 en b=k dan is:

T1-k' Tg (p,]

2




-]~

Hoofdstuk II DE ONVOLLEDIGE ELLIPTISCHE INTEGRALEN,

§ 8a Procedure voor F(k,?) als k< 0.9539 dan nemen we dus

a="1, b=k

+ ba 1=k
F(le, )= o Pl )= Flk, ¢,)=
S Flky, ¥,) =
16 a) ho b4
- waarin

a 1-sign(a cotg%? ) e

po 4 Il 4 T

Y y=be te 3

Numerlek kunnen we de waarde van Qi?4 beter bepalen, omdat de
_x

numerieke waarde Il van il beter met de exacte waarde van’] over-
eenkomt dan de numerieke waarde % van -g— met de exacte waarde van
’ . v%-é’ﬁ - ? 'ﬂﬁ —-

-g . Immers: -1 =0,3.10 13 en = - ;-__.- 4,8.10 /IB,

Leggen we de ALGOL procedure hiernaast dan stelt 1n de eind uit-
komst F:=(P/a)/32, P de waarde van 2 @4 voor, a de waarde van a
en de varlabele 81 de waarde van a), ootg?M.

5
8 8b Procedure voor F(k, ) als k = 0.9539., We gebruiken dan de

transformatie van § 2 met a="1 en b=k




- 1D

aq COtgéﬁ

|
w|
&
o
A
W
-
AN

:au E(k)—l" (PL;)"(b_I_g b,la,,—l—l# b28.2+8 b3a3 ) -

a,i»-mb,I sin b
...l._
i as
L")“S/I-F(kq"

terwijl E(k;, P, )=F(k,, @)

_ M . . -
, _ _ ]
In deze vorm blijkt de formule niet geschikt te gijn voor de ALGOL
procedure, omdat we bij het berekenen van &) - qgmgz-een cljfer kun-
nen verliezen.
(N.B. neem het bljzondere geval dat k=0 dan is 81345 dus
15 _
1= 2= 1-0.93 ..)
: 2 2 2 2 '
nu 1 16 a), = 4(a_.+b = U + 4 b + b, =
s y= #lagthy) =t az + 4 by + 8 agb,
2 2 2
= + 4 b2 + 8 a.b. - =
S a5 3 3P3 =+ 23
a2 b2
=-§9—+—§°-~aﬁ-2agw4a§+b§+2bg+4b§+
+aob —!-Qa,lb,[-!-11La2132+8a3b3

dus



W e, TL LT
agnbg ke 0.95 2
daar —5 = 5 < -(———9-—39—)-— % = 0,35, verloopt deze aftrekkling

altijd goed.

Daar Of__,_ LP<g volgt O < ‘P,I'(T‘). dus sin LP,] 2 0.
De eerste term van 82 1is dus altijd positief, de overigé ter-
men kunnen negatiefworden, maar dan garandeert de snelle con-

vergentie van het ag M dat deze termen zeer klein zljn T,0.V.

de eerste term.
Natuurllijk kan sin (P 4 Z€er klein zijn, dan 1s echter (D 4 Z€er

klein en dus zal sin Pz 2 0 zijn,

Op afrondingsfouten na geeft deze procedure dus een goed resul-

taat,
sy 4 o4 A
~@n %n V(’I+cotg2 (pn) V(an2+( a_ ootg(p n)g) '

In de ALGOL procedure 1s voor ah cotg ‘Pn de parameter co gekozen.

Evenals in § 8a is P=2.((2 I
2 . 2

E(k,p)=|[2 cpq{';{ B [( 8'3"b3)+%( ap=bg)+ glay-b)+ 8 ao“boﬂ} 2 a

o o, sin @ > o .sin @, 2 251n¢’3 2 2
d 2 3
in ALGOL: E:=((Px(.25-31)/a)/2+S2)/4 met
2. 2. (2. 2,] 2 2., 2 2}
S’!-------a3 b3+2 [ag b2-4~‘2 {a,l b2+2(ao bo) ] en
o p.8in@, 5 2:’3i1f1@3 5 o 8in @ 5 o 8in@
S2=( a3-b3 )M“é,rm +(a5-b5) a4 +(a’l”b’l) a +H ao"bo) a

zle ook § 10,




1l -

Dy

8 9b Procedure voor E(k,¥) als k = 0,9539. We nemen a=" en

b=k en de transformatie van § 2.

dus COtg (P,lz E“%‘E‘{

dan 1is E(k,Y)= Zye

Ock deze vorm bliJjkt voor numerieke toepassing niet geschikt. Ten
eerste omdat we de bij de berekening van (a-b )a,} cljfers kunnen
verlliezen,

Dit kan eenvoudlg verholpen worden door voor (awb)a,] in de plaats

3, 9 a
. (8°-p2)— = " L
te zetten: (a™-b )a-%-b = k' —% -

Daar we 1in plaats van k, & =b gsin k als parameter gebrulken weten
we Kk ‘2m00820£ in twaalf clijfers nauwkeurlg, dus ook de eerste term

van S’l-’ de andere tTtermen zljn veel kleiner dan deze, S,] kennen
we dus in de 12 cilijfers, op afrondingsfouten na.

Ten i:weectie: be?chouw 3 2.5 E(kB" ([)3 )-52_--..8 a, sin @ 3...32. St‘el K="]
dan 1s dit gelijk aan (8~7)sinkp weer zien we dat het aftrekken

zeer gevaarlljk 1s. We vervormen daarom deze ultdrukking
8 a3 S1n ?3"‘82:8 8.3 sin @3“(4 b2 S1n (P2+2 b/l Sin (P/l+b0 31 n Wo)m

=1 2, sin CP3+4 *bg(sin QOB-sin 502)-*2 b’l sin@,l-bo sin Po =

=a, sin@ . +b (sin P -sin P.)+2 b (sin @ -sin @) +4 by(sin @ -sinP,)



-5 -

Z1j CP klein dus sin ¥ ¢. is dan klein

. k2
d u S N ’f
r
i

Voor grotere waarden van ? is deze formule zeker goed, getulge

het rekenvoorbeeld:

voor P =10 12' wordt @ _.=10" dus P.-sin =0, 004

;fq =0, 177

P -sin ¢ =0, 016922

sin @ ’ =0, 8829

dus sin (P ,I--sin(P =0, 000997479

©,=0.99002366.

voor (P =62° wordt

voor ('P =89° 53 57" wordt ¢

a2+b2

+s1n QB-H:}O( sin §03-—-sin ({30)—1-2}31( sin ;” ‘{)/] )'*‘l*bg( S1in (P3“Sj—n 302)

in de ALGOL procedure 1s:

E:=31X 1n(( 1+s1 Y/co)/(a+b [EJ )+P+ U

met

U =b_(sin (PB-—-sin ‘{;’ ) +2[b,]( sin (PB--sin @’l )+2(b2( sin@ 3-“8111%’2 )}J

zle ook 8 110.
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3 10a Procedure voor B(

A ) als k€L 0.9539

we nemen a=71 en b=k' en de transformatie van g§ -l

sin ¢ sin ¢
-bg) 2y 4 +(aa-b%) =
oF s f - e P 1ok
2y k

Voor de ALGOL Procedure verwljzen we naar 3 9a en § 10. De letter

E moet vervangen worden door B, de formule moet gedeeld worden

door k2, terwijl de beginterm van S1 ook iets anders is,

g 710b Procedure voor k,{/) als k i-">¥ 0.9539

We nemen a=71 en b=k en de transformatle van § 2.
W’i ' , "y

cotg ('P’! aj—b a cotg ‘f-i—\/azcotg g,p -i-ae--mb2 } met k/t: %_ﬁ/kk .

1

B(k,¥)= —= 2 5 | Elk, P)-k! F(kﬁ@)} = (zle § 9b)

/ ”MMW“?
’H—cotg (p
|, L VTteote @5

; cotg
o 2+2(a2-b2)+4(a2-b2)} AL & N
s a b,

|
A
=
PO
(d
O
ct
09
S
u




2

Y - =
g4 ! o -
It k'“+2(a’ b,l)+4(a2 belf

in § 9b hebben we reeds gezien dat 82 altljd in twaalf cilijfers

bekend 1is op afrondingsfouten na.

Nu 1s evenwel S1 negatief, het is dus nlet ondenkbaar dat we bil]
het af'trekken een cijfer verliezen.

We zullen bewiljzen dat dit niet kan voorkomen, We bewljzen eerst
dat als dit zou kunnen voorkomen, dan in leder geval als

0.815. Vervolgens bewljzen we de bewering als

0,815.

1+si
_........;L.._]_ _._ili&
= 5 1ln .

ﬂ-sin(PB

Verder merken we op dat het voldoende i1is de bewering te bewiljzen

VOOoOr de Twee Termen:

2
= A en s:"’Ln(P3 = B,

& +X »
= x , dan ontwilkkelen we 3 1ln —=— in een reeks

> ;
1oqy, Jx d 1 g, dtxy  xZ € o€,
b In g% - x r g3 e A oG met 0 £ 6 € x ¢
A§1~0.95392{X+ 20 __}_cf_}
T. 9539 (1-62)2 2
= 00,0466 (1+ '("—'gé—;g)}{ als 84 0.8715
1-0
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Dus als sin (PB {0.815 dan kan het eerste cijfer van A niet

overeenstemmen met het eerste cijfer van B,

| s
Zoeken we nu naar een 8sin §03 ’Z 0.815 zodat A=B, Vcor k=0,9539
1s kfg < 0.,0G00 en a,i+b,1&.?2 dan 1s
< 4,sin ¥
1n Zzw = 36 2
1-s8in ‘PB 0. 09 0. 09 ’
T+sin
——-——fﬁ} 636’2 ) ”10/15
T1-8in @3

dus 1=sin (93 (.’20"15, (’l—l—sin @3)<2, ’10”15

dus sin@ > 1-2407 7

T
2

dus numerlek 1s ‘P Bm en daar P 3 = po |

Maar we stelden uitdrukkelijk vast dat
is dat het aftrekken altijd goed gaat.
Voor de ALGOL procedure verwljzen we weer naar § 9b en g 10,

§ 10 In § 6b 1s betoogd dat we om het agM te vinden voor k< 0.9539

en voor k Z 0.9539, drle resp. twee berekeningen moeten ultvoeren.

8 ~+b
Dus voor k< 00,9539 is a)= —2 -3 = agM (1,k') en voor k 2 0.9539

a2+b2 z
is 8.3-": . = a gM (/l:k)ﬂ

In de ALGOL procedures van E als van B 1s echter een extra cycle

toegevoegd omdat dit een aanwerkell jke verkorting van de lengte
van de procedure geeft, en dus een vermlndering van de geheugen
capacltelt van de rekenmachine, om de procedure op Te bergen.

We moeten immers voor k< 00,9539 (Pq en sin (104 weten, en dus de

transformatlie vier keer ultvoeren, evenzo voor k z 0,9539,

Het nadeel 1s dat €én worteltrekking en één of Twee v*ermenig\iruldi-
gingen teveel worden uitg§voerd.
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Hoofdstuk III DE COMPLETE ELLIPTISCHE INTEGRAAL.

§ 11 De procedures voor K(k), E(k) en Blk) als k< 0,.9539,
Als k<€ 0.9539 dan kunnen we de transformatie van g 1 en g il
]

gebrulken, met ?’O m:%i. Passen we de transformatie van

Toe dan 1s

_ =k
1 I+k!

I
" x
R
/]

en kK

F(kaﬁo): /]_?_kg F(k/]“)(Pq)
E(k,P)= T+k !

E(k/p‘p/] )“k‘F(k:p)

nemen we a=-1 en b=k dan komt er:

A _ ’] _ . _ — — o
F(k’?)“ 2.8.,' F(k/l’ @/])“ 1 .au_ "CP L= ,8.4 - 2,8.4 a3+b3
en aih -
5(k, )= 252 Bk, P)- g FO6P)= 7 Bk, P4)- z
F(ky, P ))
E(k,ﬁo)mau E(k) lPu)m(b+2b,]a,]+4b a,+8Db a3) ——-—-6--—-—
{’]6 8.)_4_ (b+2b,]a +4b 585 +8b )} ‘16-6—Z—
2 .2
“{ao+bo 'Tf
2 a3+b3

Dat deze aftrekking zonder verlies van cljfers gebeurt hebben
we 1n § 9a reeds gezilen.,

B(k.s‘P): é{E(k:lp)“k'2 F(k:l}o)} =

% ae-b2
‘Dus K(k)= T = F(k, 1-5)
3 3
. [2otb, 2_, 2 2_ 2 N i
E(k)mE(kj *é-)” 5 7 (a ’l )+2( QAn~ 2)+4(a3--b3) a3+b3
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in de ALGOL procedure 1s:
E: = 4Tx s/(a1+b) met s= -a

al=a . en b-------b3
2 .2

3
B(k)=B(k.; m)= {{fg______;h“ - [(

in de ALGOL procedure 1s:
B:= 4WxS /(a1+b)/(b1Xb"1)

> 2 > .2 > . D 2 B
met s= —a3+b3+-21- {-—a2+b2+é- [-a,]-k-b,]%(k J} ;a’lmaB; b-b3
en b1=k=sin(A).

Opmerking De transformatie van § 4 Jeidt tot dezelfde formules
als die van § 1.

>
8§ 12. De procedures k), Elk) en k) als k = 00,9530

De transformatie van § 2 zullen we niet gebrulken, omdat we op
een andere, fraaile, wijze tot ons doel kunnen komen.

Zoals bekend 1s geldt voor K(k) de reeksontwikkeling:

o [(2),]2 1 -
K(k)= Z5 i Y(n+1)- ¥(nt+z)-1n k' [ k' (zle [’l])
n=0 °
H;L‘ _J:-Hq © 9 o O “l’l‘i"/]
met (%)nm 2 A2 e .2 270 )
1e2y0eao N
Y o= - 1, 1 A
- C+/]+2+ 3+ > & o + n en
C=constante van
= ' 1.1 1 Euler
= -C-2 1n 2+2( 1+ > + - +. .+ 2n~1)

L
e

ln ﬁ%-+'R.



sin (P,im w met k_ = 2 u—; a="1, b=

Y
T4+k singip T K
o1y m
8.1 8 (Po -2 -2
B ™y Ty oy a B
K(k)=F(k p5)= 357 Flk, s 5)= 53¢ Kk, )= 53— K(k,) =

“W
2 ¢
Het bleek dat de X1 voor deze waarden van = de cosinus niet

Nu 1s k'=¢cosX, en & ligt dicht bi]

nauwkeurlg genoeg berekende, Om aan deze moelll Jkheld te ont-
komen hebben we het volgende gedaan: Daar

I i
kt=cog :sin(:g -0 )=sin ! = M = = ________________________________TS:LH 2 ot -

nm
EnGOS atcos ea'ﬁa.cos 2 “"'

we verdubbelen ow! net zo lang tot de sin o et el nauwkeurlg
wordt ultgerekend, hetgeen zeker zo 1s voor 20°.
Vervolgens berekenen we de logarithme:

4
- r . A=
1ln {'(8.2 +b2 )&2 a?a 128, [ "'"" COS ="l ,. . -~ j } .
sin 27 «!
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Ock E(k) is in een reeks te ontwikkelen, analoog aan dle van
K(k).

E(k)= ’1+ﬂ-w2((«-’1+2 In =)+k'" (- + 2 1n =)+ ... }

Pagsen we de transformatie van g 3 toe dan 18

sin ‘qu 1+k)sin ¢ met k= %*g , a="1 en b=k,

T+k sing(p L

e
Dus als (pom -%— dan is LP/} :g
k1 < &1
dan 18 E(k) ( (/1+k)E(k ) Tk K(k,])} = 5 E(k,])‘i‘*"z*é“ K(k )—-—-

- Kk
B(k)= aj E(k3)+{(ag“b2)+2(ai"b§)+4(a§“bg)} _ ___Eag_ﬁ_)_

Numeriek 1s E(k )=1 dus
SPEY IEICTREICHNE NS SPR L1

in de ALGOL procedure 1s:
E:=(a2+b)/2+(s/(a2+b)) X In( 128%x(a2+b ) Xa2xalxa1/ (k11 4))

E(k)=

met:

ﬁ. 2
2 2. { > .2y, k' _

Op eenvoudige wijze volgt nu de procedure voor B(k).

B(k)= —% { E;(_k)---y.:,,.!2 K(k)} =

.
= --1--{ il + I: 2 _p2 ) +2 +4 --bQJ LN —i———Ta "2 71
2 E (2 ( ) (25-bg) 3,40, t (k1 /)
(22-p2) ] dg 8o aﬁ}
~-{a =D , iln -
By 70 (k)

. a~+b i as a, a5
— ...’.‘..2...{ 22 < +';F ‘\-«-«-ﬁ(a2 2)-+-2( )+1+( )] +b 1n -—z——-——n—-g /i}

2 (kt /L)



in de ALGOL procedure is:

B:=( (a2+b) '2+(s/(a2+b) )xln( 128x(a2+b )xa2xa1xa1/(k1T4)))/(b1xb1)

met |
S = ag-—-bg+~% {(aanbi)-—- 5-%—-—- } s, K=k! en b=k,

Hoof'dstuk 1V DE ELLIPTISCHE FUNCTIES

§ 13 Algemene beschouwing

Als F(k,{p)=u dan is omgekeerd: ¢ een functie van k en u,
Daar sn(u,k)=sin® , cn(u,k)=cos ¥ en dn(u,k)x’\f "l-—kgsingqo , komt
het er dus op aan om de @ te bepalen.

Blij gegeven k en @ kunnen we u vinden door volgens § § 1,2,3 en 4
een aantal malen k en P te transformeren. Rekenen we in 12 deci-
malen dan is u een eenvoudige uitdrukking in CP )y Of (P3 naar ge-

lang k £0.9539 of = 0.9539.

Het omgekeerde probleem i1s nu als volgt te stellen:

41] gegeven k. en u, dan kunnen we (P ) of @ berekenen, 1s het
dan mogeli jk om (P te vinden, zodanlg dat als we van deze W

en k ultgaan we weer bij ¥, of (PB terechtkomen?

Het antwoord vinden we reeds in de eerste vier paragrafen., Want
naast de transformaties hebben we daar reeds de omkeer transforma-
ties aangegeven,

We hebben weer een keuze tussen vier transformatles (beter gezegd:
omkeer transformaties)

Voor de omkeer transformatle van g 1: tg CP 4= -L—-———)-—E-——“'kt tg ¥
1=kt tg 30




| ’H—k )tg (p,l
De omkeer-transformatie van § 2: tg‘? ----——-------—----—- met
1=k tg ‘«P
1 “
_ 201{ - s _ i S
K.,= 2= 1ligt reeds klaar voor gebruik.
1T 14k
4=
Nemen we a=1 en b=k dan is kﬂ] = ":!TE
2 g . 2 a tg(ﬂ 1

(2) L
gﬁo ( 14k )=( 1=k ) tg @ - (2+b) (a- b)tg @

De omkeer-transformatie van § 3: sin @ .= (1+k 2811’1;\0 et 1 =2k

T+k sin ¢ 1Atk

(3) sin @ = 2 —
b s:.ngp 4
(q+kq)Sin €
De omkeer-transformatie van § 4: sin¥ = ———— 5 et
{ ¥ 1
_ A=kt , B B o
K= 735 is reeds gereed als a=1 en b=k' dan is:
2 sin 2a sin
(&) siniP = _7 —— = ,
(k' )+(1-k! )sin (‘D,] (a+b)+(a-b)sin (-Pq
Voor de procedure hebben we voor k 2 0.9539 de transformatie

(2) gekozen. Deze heeft het voordeel boven (3) dat we geen
wortel hoeven trekken, en dat tg (\Do berekend wordt.

sin (PO 1s dan eenvoudig te berekenen, evenals cos CPO.

Om de cos®  te berekenen uit sin @ zou weer moeilijkheden
opleveren 1.v,m,., het cljfers verliezen blj het aftrekken.
Voor k2> 0.9539 hebben we (4) gekozen, daar (4) eenvoudiger is
dan (3). De moeillijkheden i,v.m, het aftrekken kunnen we om-
zellen,

Er bestaan namelijk de volgende relaties: zile [’I] als K=K(k)
dan 18

_ sn{ K-u,k — K
en(u, k)=k' dn{ K-u,k) en dn(u, k)= dn(K-u, k)



§ 14a Procedure voor sn{u,k)

we nemen de transformatie (2) met k.= b

Volgens 8§ 4 1is F(k,¥
(a3+b3)
2

dus sin 504 =

is dus sn(u,k) = sin(po.

In de ALGOL procedure staat de varlabele Tt voor sin‘Pia

§ 15a Procedure voor cn(u,k) als k2 0,9530

Zle § MWa, cn(u,k) = ﬂ‘_ﬂ

Is echter u/K> 3 dan kunnen we een numeriek betere formule
afleiden,

met a=1 en b=k,

Volgens het slot van § 13 kunnen we immers cn(u,k) berekenen
ult sn(u-K,k) en dn(u=-K,k).
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Dat deze formule beter voor bepaalde waarden van u is blijkt
als volgt:
laat k'tg 300 een fout A hebben dus x+4 18 de exacte waarde

darn is

Dit betekent echter dat de fout zeer klelin wordt.

Dus als u/K>3% dan starten we met

2
(asr+bs ) (K-u) 8,22
2 T2 - ‘] 37277
tg =& = = =  met K= In ——S—
(P3 2»\[8(&2%2)(1(*&) aoth (k' /4)
ca.tg Y.
en via tg (Pi = m.j:.m“_f}._ﬂmm 1is Tg "Po te bepalen,

>
as+h;-(a;-by)te Ds +1

dan 18 Cn(uﬁk) — e . ©
\)’l +tg2 (PO

In de ALGOL procedure staat de letter t voor tg @,

als k< 0,9539

§ 15b Procedure vecor cn(u,k)

We nemen dan transformatie (4) met K, = :ll:_}l;; s a=71 en b=k!,
33+b 2a;sin @5
sin(PM = S B-u; via sin(pi = — (101-5-’]

(a;+b, Wa;-b;)sin Ps 41



Dit gaat goed als sin“P < 0.9 dus zeker als
S1n !ﬁ |
é Sin('P

u(fﬂf

dan 1s de procedure gebaseerd oOp

a~+b e
mmﬁgmi.u;; %~dan passen we de formules van het slot
w
van g 13 weer toe, We vervangen u door K-u = ——m— -u,
a3+b3
We starten dus met
2a181nipi+,]

|

a.+b N
= sin(:g - —3—27-—-3— u) en via .

vinden we

cn(u,k) = kt

In de ALGOL procedure stelt de variabele t, sin 303._ voor,

3 16 Procedure voor dn(u,k)

Zowel voor grote k als kleine k verwijzen we naar de vorige
paragraal, We schrijven slechts de slotformules op:

k>0.9539 en u/K>3: dn(u,k) =

k20,9539 en dn(u, k)

k £ 0,9539 en dn(u, k)

I

k £0.9539 en ¢ dn(u, k)




Hoof'dstuk V Vergelijking van berekende waarden met tabellen

§ 17.

De heer J,F. Frankena heeft voor k=sin 19 een aantal waarden
in 15 decimalen uitgerekend, die goed overeensgtemmen met de
waarden die de rekenmachine m.b.v, de ALGOL procedure berekend
heeft,.

Voor(P=30" is:
volgens Frankena: E = 0,52359 1877€ 9LE37 en F = 0,52360 56736 62154
met X1: E = 0,52359 18776 92 en F = 0,52360 56736 60

VOOPCPWBOO 18
volgens PFrankena: E

|

0,87263 56696 09397 en F 0.87269 35840 17003

|

met X1: E = 0,87263 56696 07 en F = 0.87269 35840 14
VOOPCPH6OO '

volgens Frankena: E = 1.047715 07813 64791 en F = 1,04724 43245 60609
met X E = 1,04715 073813 62 en F = 1,04724 43244 83

Vergelijking met een twaalf-decimalige tafel voor q}mMBO van
Legendre ultgegeven door Emde; leverde het volgende resultaat:

De twaalfde declimaal van F vertoont een gemiddelde afwljking van

L eenheden naar beneden. Het opvallende 1s dat elke F steeds de-
zelfde afwljking vertoont. ‘ |

Hetzelfde geldt voor E als k<0,9539, als k2>0.9539 dan treden

zowel positieve als negatieve afwijkingen op die voor enkele waarden
nogal groot uitvallen (mogelijk is de tabel niet helemaal goed).

Met vrij grote zekerheid kunnen we vaststellen dat in leder geval

de elfde decimaal op €én eenheid na goed is,.

Vergell jking met behulp van dezelfde tafel voor (Pm900 levertT

voor de complete elliptische 1lntegralencs

Met nog meer zekerheid kunnen we garanderen dat de twaalfde deci-
maal op één eenheid na goed is, voor E en B.

Als k zeer dicht bij 1 ligt dan is het elfde cijfer van K op é€én
eenheid goed. Voor k niet te dicht bij 1 is de twaalfde decimaal
van K op één eenheild na goed, '

Voor k 2> gin (890) 18 geen controle ultgevoerd, zodat het niet

ultgesloten kan worden dat er grotere afwijkingen optreden,
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Voor de elliptische functies hebben we eer. andere tafel, zle

totl onze beschlkking,
Vergell jking met deze leverde het volgende resgultaat:
In alle gevallen is de elfde decimaal cop één eenhelid na goed.

Hoofdstuk VI Andere methoden 1n de literatuur

§ 18 De Methode van DiDonati en Hershey zle {3

en t=sin u die F(k, ¢

Na de transformatie x=gsin ¢

te hebben toegepast, integreren de schrijvers de verkregen dubbel-
reeks termsgewljs en komen tot het volgende resultaat:
(Slechts voor F schrijven we de formules neer,voor de E komt er

een analoge formule, )

2

= :l:“r K(k’ )ln

3 [ on | :}2 1 yen .
- AR 2 n 2 ( ) *

Als tan hﬂ;éfk‘f 1 convergeert deze reeks,
Als 0 £ Ekxl < tan h1 dan wordt de volgende formule gebrulkt:

;-
i Ly 1
L iy ‘
Ny i %
. \ o
.
] .
EH i
7 i
g

s
wh |

2

ﬁ=6 22nn3
De schril jvers delen mee dat '"miet meer" dan 35 cycles nodlg zijn
om een ultkomst in 13 declmalen nauwkeurlg te verkrijgen,

Voorts beweren de schrijvers dat de methode van Legendre (dus
een varlatie op een van onze methoden) meer rekenwerk zou ver-
elsen dan hun methode, omdat er per cycle 3 wortels getrokken
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moeten worden (zl] doelen kennelijk op de transformatie van
8 3 en § 4 waar inderdaad 3 wortels per cycle getrokken moeten
worden ),

Voor radere adstructie hebben we nagegaan hoeveel rekenkundige
bewerkingen hun procgramma ongeveer verelst 1in het geval dat er
35 cycles nodlg zijn, hetgeen bl] hen voor kan komen!

Voor F(k,{) en 0% | kx|« tan h1: |
35 x 14 = 490 vermenigvuldigingen en delingen

35 x 4 = 140 cptellingen en aftrekkingen
2 x cosinus en 2 x sinus

Voor tan h1 < kx| £ 13

35 X 19 = 665 verm, en del,

35 X 10 = 350 opt, en aftr,

2 X worteltrekken en 2 X logarithme nemen en 2 xcosinus en 2 X sinus.

Voor ons programma: als k< 0,39539
28 verm, en delingen
17 optj en aftr.

3 X worteltrekkingen 2 x coslnus 2 xsinus en 1x arctangens

Als k20,9539
28 verm, en delingen

14 opt., en aftr.
> x worteltrekkingen 2x cosinus 2x slnus en 1 xlogarithme.

Voor E(k,¥) en O < |kx| < tan h1 volgens de schrijvers:
35 x 13 = 455 verm, en delingen

35 X4 = 140 opt, en aftrekkingen
2 xcoginus x 2 sinus

Voor tan h1< |kx| £ 1
35 x 32 = 1120 verm, en delingen
35 X11 = 395 opt., en aftrekkingen

2 xwortel trekken, 2 x logarithme nemen 2 xcosinus en 2x sinus‘,
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Voor onze procedure is dit als k< 00,9539

66 verm, en delingen

45 optellingen en aftrekkingen

8 x worteltrekkingen 2 X cecsinus 2 X sinus en 1x arctangens

Voor k> 0.9539
L6 verm., en delingen

38 opt. en aftrekkingen
10xworteltrekkingen 2 X cosinus 2 X slnus en 11X logarithme,

De schrijvers kennen zoals gezegd, Legendre'!'s methode, ze
wijzen deze o0.,a, af omdat er veel vermenlgvuldligingen 1in
voorkomen. (Z1j kennen het hulpmiddel, dat het arithmetisch-
geometrigch gemliddelde ons bledt, niet,zodat er Inderdaad
veel meer vermenigvuldigd moet worden, )

Beschouwen we echter bovenstaande getallen dan schijnt het
ons toe dat ons programma toch heel wat minder rekenwerk
verelst.

Was de X1 1n staat om ook 13 cijfers te berekenen dan blliJf't
ons programma goed als we de grens 00,9539 naar bljvoorbeeld
0.94 verleggen.

Hadden de schriJvers 1In plaats van de sinustransformatilie (g 3
en 1) de tangenstransformatlie (§ 1 en 2) genomen en daarbi]
gebrulk gemaakt van het arithmetisch geometrlisch gemiddelde,
dan hadden ze waarschijnllijk geen moelll jke reeksen ontwik-
keld om daarmee een programma te maken,

Van dlt programma bestaat ook een ALGOL procedure 1n [4] .

qQ 19 De methode van Carlscon, zle lé] o

Carlson leidt voor klelne waarden van‘f formules af voor het
schatten van F en R,

_1 , 1 -
L, = (’I--%kg) ° arctan [ (’1--%—~k2)2 tan QPJ ,

1 1 2\-% 2\%
U, = 1@+ 1(1-k°)72 gretan | (1-k<)3 tan@ | ,
2 1 1
14k \ -4 1+Kk= \ &
L,] = ( > ) 2 arctanh [( g )2gin (P_],
U, = £ arctan h (sin @ )+%~k“,] arctan h(k sin @)



en I, 4 F(k,P) LU,

terwijl Lﬂ en Uq betere schattingen zijn dan LO en Uo'

Carlson leidt nu vcor F(k,P) een reeks af met als eerste
term L, en wel:

_ o ,
1 O 1
F(k,0) = (1-3ki2)F B [ ki oan?
f 2 = b 2-x1 %) z ‘

(1-3k1 %)%
met Qo(z) = arctan h1~ 1 QO(lZ) = arctan,jv
O . z O Z
n- "1
{
en QQ(z) = 2%(3), (212 6%(2) + 2 Lt
m=0 (3/2) (1-2°)
Hoewel nu deze reeks zeer snel convergeert (NB k'unj) voor
kleine waarden van k', (voor ¥=30%, k2m0.92 zijn er 3 termen

nodig om een ultkomst in 12 decimalen nauwkeurig te verkrijgen)
hebben we er toch geen gebrulk van gemaakt en wel om de volgende
redenen: ‘
a, De methode is veel ingewilkkelder dan de onze,
b, Slechts voor kleine Y is de snelle convergentilie verzekerd.
c., Ook hier moeten twee procedures gemaakt worden, één voor
Kleine k en een voor grote k,
(Voor kleine k geeft Carlson een analoge machtreeks die
echter complex wordt, )
d. Carlson geef't geen ontwikkeling voor de E,
e, Ook hier moeten logarithmes, sinussen en tangenten berekend

worden,

g 20, formules die S,C, van Veen, \zle heeft afgeleld

Van Veen kent kennelljk de Nachlass van Gauss en gebrulkt ook
sTeeds de Landentransformatle en de Gausstransfpnmatie,(§§4,2,
3,4 en 5.) '

Hij drukt zijn slotformules ult in de ocorspronkelil jke k en @ .
Deze formules verkrijgt hij ook na een aantal malen transfor-

mererl,
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WlJ wlllen slechts een greep doen ult dilt ultgebrelde
formularium,

Voor k &

| 1= Vk 4
Ky, m(d, 5515 V“) ) -+

K(k) W{log 2 . ( /l+v—12

" (i)t

“%J “%3 ".‘;tgu 5;) met sine =k,

Voor de nlet volledlge elllptlische Integralen:
met sin& =k,
We gschrlijven alleen de eerste termen van de reeksen op:

- (@4— arctan(coso tg ¥ )
(1+ Ycos )

ke0: Flk,@) &
+ 2 arctan(\/ coseo tg )}

en met 4 m/\/’l-singm singcp .

y 2 X .
k,p) & W"" M +

SIPa ’l+cosoétg 2

4 X
+ _.__9_9_52___@.2. {@-{- arctan( cosek . tg(p )+2 arctan( V cosd,tgf’)
( 1+ \/cosoc ) ~ .

k&1 en @ klein:.

F(k )w log =— . D
? \/ sine ’l sinL@‘\[E—ir
E(k"P) 1-sine log 1+sing | sins + sinPsinoe
2 \/ 31 nex - 1=siny | sine

k &1 en @&T/E:

'F(ks@)f: K(k) - .....................1................ log A T COS T

2 \/ since A-- cosq?\/ sinm' .
E(k,p) KE(k) =~ cotg0.A + cosZeC (1-2) sinec )-log L2081 LB
1 | P g Sinec * chos(pm

2( 1+slnoe singcp)
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We willlen opmerken dat de directheld en fraalheld van onze

formules § 9 en § 10 naar onze smaak verre opwegen tegen

het voordeel van deze formules: dat ze namellJk expllclet
staan geschreven,

Een programma op deze formules gebaseerd zou 1n drle stukken

ulteen moeten vallen voor k& 0O, voor k&1 en g4 O, en voor
Kyl enPr/2, “

We zouden trouwens nilet alleen met de hoofdtermen kunnen
volstaan, doch meerdere termen van de reeks op moeten nemen,

In felte echter hebben deze formules en onze formules de-
zelfde oorsprong n.l. de Landentransformatlie of de Gauss-
transformatie. Onze formules laten zlch echter gemakkell jker

en fraaier in ALGOL 60 programmeren dan bovengenoemde for-
mules,



Literatuur:

{h] Magnus en Oberhettinger: Formeln und Satze,

lé] C.F. Gaussg: Anzliehung eines Elliptischen Ringes -
Nachlasgs zur Theorlie des arithmetisch-~geometrisches
Mittels., Herausgegeven von Dr. HARALD GEPPERT,

[3] AaRa DiDOl’lati erl ona Hepshey: New FOPmulaS fop
,» Computling Incomplete Elliptic Integrals of the

First and Second Kind, Journal of the Association
for Computing Machinery. Jan, 1959 vol.6, p.515,

kL

L&J Davlid K, Jefferson: ALGOL procedure for Elliptic
Integrals, Comm, A,C.M, vol, 4, No 12, Dec, 1961,

L?J B.C. Carlson: Series and Bounds for Elliptic
Integrals, Journal of Math, and Physics XL 2 July 1961,

[E] S.C. van Veen: Elliptische Integralen,
Indagationes Mathematicae, vol.,III, Fasc.1, 1941,

[7] A,M, Legendre - F, Emde: Tafeln der Elliptischen
Normalintegrale erster und zwelter Gattung,.

&ﬁ] G.W, and R,.W, Spenceley: Smithsonlian Elliptic Functilions
Tables,



comment procedure voor de volledie elliptische integraal van de eerste soort, waarbij de modulus k= sin (A),

het argument moet kleiner dan pi/2 zjn, de berekening is voor A < 88 gr. in 12 decimalen nauwkeurig,
voor 88 gr. < A < 89 gr. in 11 decimalen nauwkeurig;

rea.l rocedure K (A); value Aj real A;

rea. procedure ._ :mteger ot bi= sbs (sin (A)); 1f b > L0539

“(1+D)/2; b:i= sqrt(v); al:= (al+b)/2; bi=sqrt (alxb); A= 1 57079632679 — A;
= 13 AA: kl:= k1 X 2 X cos (A); A= A X 2; if A < 3u9065850398 then goto AA;
K:= 1n (128 X (a2 + b) X a2 X al X a1x(k1/51n. JIAL)/ (a2 + b)/2

end
else  begin .= abs (cos (A)); al:=1;
€_s5¢ for niol, 2, 3 do begin a2i= (al4b)/2; bi= sart (alxb); ali= a2 end;
K:= 3a14159265359/1a1+

end

end X;

comment procedure voor de volledige elliptische integraal van de tweede soort, waarbij de modulus k= sin (A),
het argument moet kleiner dan pi/2 zJjn, de berekening is in 12 decimalen nauwkeurig;

real procedure & (A); value A; real A;

al, a2, b, s, k1; integer n; b:= abs (sin (A)); ki:= abs (cos (A)); if b > 9559
te al: /23 si= k1><k1/2+a1><a1-—-b, bi= sqrt (b) a2i= aT-b /E, A:= alXb;

g 1= s/2+a.2><a.2—--A' b:= sqrt (A); E:= (a2+b)/2+(s/(a2+b )>< In (128x(a2+b )xa2xaixal/(kIA))

end
else  begin Dbi= kl; ali=1; si=1 + b X b; for ni= 1, 2, 3 do

begin a2:= (al+b)/2; A:= alXb; al:= a2; s:= s/2-alXal+A; b:= sqrt (A) end;
= 12.566370614L X s /(a1+b)

end

end E;



comment procedure voor de volledige elliptische integraal B (k)= (E (k) — k' X k' X K (k)) / (k X k),
de modulus k= sin (A), het argument moet kleiner dan pi/ 2 zjn, de berekening is in 12 decimalen nauwkeurig;

real A; |

kT3 integer n; b:= abs (sin (A)); kl:= abs Scos (A)); p1:=Db; if b > .9539 .
:= (1+b)/2; s:= aixXal — kiXkl /2 —b; b:= sqrt (b); a2:= (al+bh)/2; A:= alXb; b:= sqrt (A);
si= s/2+a2xa2-A; Bi= ((a2+b)/2+(s/(82+b))X 1n (128x(a2+b)xa2xaixal/(kiAL)))/(b1xb1)

real procedure B (A); va
egin real al, az, b, Dbl

bi= k1§ al:=1; si= bl X bl;
n:= 1, 2, 3 do begin a2:= (al+b)/2; A:= alxb; al:= a2; s:= s/2-alxXal+A; bi= sqrt (A) end;
B:= (12,566370614L X s /(al1+b))/(b1 X b1) .

enc

B;

procedure voor de onvolledige elliptische integraal van de eerste soort , waarblj de modulus k= sin (A) s
en de bovengrens P is, belde argumenten moeten kleiner den pi/2 zijn, de berekening is in 11 decimalen nauwkeurig;

procedure F (A, P); value A, P; real A, P; |

"real a, al, b, bl, si; integer n, m; b:i= abs (cos (A)); bl:= abs (sin (4)); if b1 < .9539

then  begin a:= 1j sii= cos (P)/sin (P); n:=0; A:= b; -

for m:= 1, 2, 5 do

begin si:= (.si——ﬁ7‘si)/2; ni= 2xn + (1 — sign (s1))/2; a:= (a+b)/2; b:= sqrt (A); A:= axb end;
si:= (si — A/si)/2; ni= 2Xn + 1 — sign (s1); a:= (a+b)/2; '
P:= 2 X arctan ( a/si) + n X 3.14159265359; F:= (P/a)/32

real -
begin

end
else  Dbegin a:= 1; b:= blj sii= cos (P)/sin (P); al:= bXb; for m:= 1, 2 do
"~ begin A:= axXbj si:= axsi + sqrt (axax(sixsi + 17 — al); a:= (a+b )/ 2; si:i= si/f (ax2);
b:= sqrt (A); al:= A |
end; si:= axsi + sqrt (axax(sixsi + 1) — A); a:= (a+b)/2; si:= si/(ax2);
Fi= In ((1 + sqrt (1 + sixsi))/si)/a |

S

1.

e

end
end F;



b

comment procedure voor de onvolledige elliptische integraal van de tweede soort, waarbij de modulus k= sin (A),
en de bovengrens P is, beide argumenten moeten kleiner dan pi/2 zijn, de berekening is in 11 decimalen nauwkeurig:

real procedure E (A, P); value A, P; real A, P;
Eegin real U, V3

rocedure EA;
Eegin real a, al, b, S1, S2, si, co; integer n, m;
b:= U; a:= 1; co:= cos(P)/sin (P); Sl:= S2:= 0; al:= bXb; n:

for m:=1, 2, 3, 4 do

A:= axb; co:= (co — A/co)/2; ni= 2xn + (1 - sign(co))/2; P:= axa; a:=
P:= P —al; S2:= 52 + P X sign (1.5 — n + (n:b)xb)/sqrt (axa +coXco);
S1:= S1/2 + P; al:= A; b:= sqrt (A) -

|

O3

u

(a+b)/2;

begin

ft

t= 2 X arctan (a/co) + (n +(1 — sign (co0))/2) x 3.14159265359;
(P x (.250 — 81)/a)/2 + S2)/L

end;

(
procedure EB;
begin real a, S1, co, si; real array b (0:3], SIN [0:3]; 1nte%er m, Jj;

‘ at= 13 Sl:=U X U; b [0]:= V; si:= sin (P); co:= cos (P)/si; SIN [0]):= si; b [3]:= 1 + V;
co:= (co + sqrt (co X co+ 1 ~V X V))/b [3]; si:= co X co; i1f V < .98 then j:= 2 else ji= 1;
for m:= 0 step 1 until J do ‘

begin  SIN [m+1]:= 1/sqart (1 + si); A:= a X b[m]; a:=b [3]/2; b [m+1]:= sqrt (A);
~ Pi=a Xaj; Sl:=81/2+ P ~=A; b [3)i=a +1b [m+1];
co:= (a X co + sqrt (P X (si1 + 1) —A))/b [3]; si:= co X co
end;  si:= sqrt (1 + si); P:= 1/si; U:i= 0; b [3]):= a3
Tor mi= j+1 step -1 until 0 do U:=2 X U + b [m] X (P — SIN [m]);

Ei= 20 X ST X 1In ((7 + si)/co)/a + P.+ U
end;

U:= abs (cos (A)); V:= abs (sin (A)); i1f V < .9539 then FA else EB
end E;




b

comment procedure voor de onvolledige elliptische integraal B (A, P)= (E (A, P) — k' X k' XF (A, P))/(k X k),
wearbij de modulus k= sin (A), en de bovengrens P is, belde argumenten moeten kleiner dan pi/2 zijn,”

de berekening is in 11 decimalen;nauwkeurig,

s value A, P; real A, Pj

S‘! - O' a«| ¢ = 'b)(b; n:m O;

= axXb; co:= (53V-A/co )/2; ni= 2xn + (1 — sign(co))/2; P:i= axa; a:i= (a+b)/2;
;= P —al; Sl:= S1/2 + P; S2:= S2 + P X sign (1.5 = n + (n: h)xh)/sqrt (axa +c0Xco)

= A; b:= sqrt (A)

X arct C n +(1 — sign (co0))/2) X 3.14150265359; V:= V X V;
G %?ﬁi/ 22 jay18 1oy i (o0

S1:= m;U'X‘U; b [0]:= V; si:= sin (P); co.MCOS'M /si, SIN [0):=si; b [3]:=1 + V;
X V; co:= (co + sqrt (co X co + 1 ~V))/b [3]; sit= co X co;
if V< 9604 then ji= 2 else J

_ | unt
SIN [m+"'1""IEE-~ 1/sqrt (1 + si), A:=a X b[m]; a:=1b [3]/2; b [m+1] = sqrt (A);
Pi=a Xa; Sl:i=81/2+P—A4A; b [3]:=a +b [m+1];
co:= (a X co + sqrt (P.x (si + 1) = A))/b [3]; sii= co X co
end;  si:= sqrt (1 + si); P:= 1/si; Ui= 0; b [3]:= &;
for:m'w J+1 step -1 until O do'U*~ 2 XU+ Db [m] X (P~— SIN [m]);

Bi= (2AJ x ST X 1n ({1 + si)/co)/a + P + U)/V
end;

U:= abs (cos (A)); V:= abs (sin (A));.i£ V1< .9539 then BA else BB

1! l!

end B;



comment procedure voor de Elliptische functie van Jacobi : sn (u, k), waarin k = sin (A), A moet kleiner dan pi/2
zijn en u moet kleiner dan‘Kb(k) z1jn, de berekening is in 11 decimalen nauwkeurig ;

real procedure sn (u, A); value A, u; real A, u; ,
begin b ‘O 5], real al, t; integer ij;

reaT Erray & [0:3],
5= b [0]:= ebs (sin (AT if‘b T
then begin  for 1: 1,42 do

begln al:= (a [i-1] + b [i=1])/23 b [i]:= sqrt (a [i-1] X b [1-1]); a [i]:= al end;
ali= exp ((a [2] + b [2]) X u); t:i= (a1l = 1)/(2 X sqrt (al)); T
fcr ii=2, 1, Odo t:=2Xxa [1] Xt /(a [1] + b [1] — (a [1] = b [1]) X t X t);

sns t/sqrt (1 +T X t)
end
else  begin b [0]:= abs (cos (A)); for i:=1, 2, 3 d0
€Ls€ el 'begln.al (s [1=1] + 5 TT=11)/2s b [1]7= sqrt (8 [1=1] X b [11]); & [1]:= al end;
= (a [3] + b [3]) X u/2; ti= sin (m);_gg_z_;i-: 3, 2, 1, 0 do o
t:=2 Xa [1] X t/(a [1] +b [1] + (a [1] = b [1]) X t X t); sn:= t
end 1

end 3sn;



procedure voor de Elliptische functie van Jacobi : cn (u, k), waarin k = sin (A), A moet kleiner dan pi/ 2
21jn en u moet kleiner den K (k) zijn, de berekening is in 11 decimslen nauwkeurig ;

real procedure cn (u, A); velue A, uj real A, u;
“ ‘ 8. [0:3], b [0:3]; al, bl, t,kl; integer ij

a [0]i=1; bli= b [0]:= abs (sin (A)); kl:= abs (cos (A)); if b [0] > .9539
then or i:=1, 2 do

' al:= (a [1-1] + b [1-1]1)/2; b [i]:= sqrt (a [i-1] X b [i=1]); & [1]:= al end;
al:= (In ((a [2] + b [2])) x & [2] x & [1] x & [1])/2 + 2,42601513194 T
~ 2 X In (k1))/(a [2] + b [2]); if u/al > .5
begin al:= exp ((a [2] + b [2]) X (a1 — u)); t:= (al — 1)/(2 X sqrt (al));
for 1i= 2, 1, O do t:=2 X a [1] X t /
(& [1] + b [1] = {a [1] = Db [1]) X t X
en:= k1 X t /sqrt (1 + (k1 X t)A2)

i il

t);

end
else  begin al:=exp ((a [2] + b [2]) X u); t:= (a1 —1)/(2 X sqrt (a1));
for 1:=2, 1, 0 do t:i=2X & [i] X t /
(a [i] +b [1i] T (a [1]1 = b [1]) X t X t);
cni= 1/sqrt (1 + t X t)

end

end
else b [0]:= k13 for i:= 1, 2, 5 do
1en (ZT:’L--] 1 b L4t T). /2; b [1]:= sqrt (a [1-1] X b [1=1]); & [1]:= ai end;
al:= (a [3] + b [3]) x u/2; if al < .785398163L0 '
then begin t:= sin (a1 )T' '
for 1:= 3, 2. 1, 0 do t:= 2 X a [1] X t /
a [1] + b [1] + (& [1] = b [1i]) X t X t);
cn:= sqrt (1 —t X t)

end
else "t')-eﬁgin ti= sin (1.57079632679 — a1 )3
for i:= 3, 2, 1, 0 do t:=2 X a |
(& [i] + b [1] + (@ [1] = b [1])
cn:=b [0] X t /sqrt (1 — (b1 X t

1]

X
N2

t/

X
‘gxt);

end
end

end cn}



comment procedure voor de Elliptische functie van Jacobi : dn (u, k), waarin k = sin (A), A moet kleiner dan pi/ o
ziJjn en u moet kleiner dan K (k) zijn, de berekening is in 11 decimalen nauwkeurig ;

real procedure dn (u, A); value A, uj real A, u,
begin reaI array a [0:3], b [O 3] 3 real al, t, k1; integer i; *
8 |0 1 b [0]:= b1 = gbs (sin (A)); k] .= abs (cos (A)); if b [0] > .9539

then begin for 1:= 1, 2 do begin a1[ ]( [1-1] + b [i--TT)/a; b '['i] = sqrt (a [i-1] X b [1-1]);
g [1]:= al

end; al:= (In ((a [2] + b [2]) x a [2] X a [1] X & [1])/2 + 2.4260151319k
— 2 X 1n (k1))/(a [2] + 1 [2]); if ufal > .5

then  begin al:= exp ((a. [2] + b [2]) X (a1 —u)); t:= (al —1)/(2 X sqrt (a ))
for 1:=2, 1, O do t:=2 X a [1] X t /
(& [1] + b [1] = (a [1]1 =D [1]) X t X t);
dni= k1 X sqrt ((1 + t X t)/(1 + (k1 X t)A2))
end
else begin al:= exp ((a [2] + b [2]) X u); t:= (al — 1)/(2 X sqrt (a1));
~for 1:=2, 1, 0 do t:=2 Xa [1] Xt /
T[i] +b [1] = (a,[1] = b [1]) X t X t);
dn:= sqrt ((1 + (k1 X t)A2)/(1 + t X t))
end

end
b [0]:= k‘l ; for i:= 1, 2, 3 do
== =2 eginatis (5Tic1] b ForTl/2s b [4)i= sqrt (a [1c1] X b [121]); a [1]:
ali= (& (5] + b [3]) X u/2; if al < 78539816340
then  begin ti= sin (al )T"

ll

a8l end;

for 1:= 3, 2, 1, 0 do t 2 a [1] X t/
-(E[i]+b[i +('é,_[ 1]) X t X t)3
, dn:= sqrt (1 — (b1 X tM\E
end
else begin t:= sin (1. 57079632679 al);
—  fori:=3,2,1,0do t:=2xXa [1] X t/
(& [1] + b [1] + (& [1] = b [1]) X t X t);

[1]
dn:= b [0]/sqrt (1 — (b1 X t)A2)

end

end

end dn;



