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Enkele integralen met Besselfuncties

door
D.J. Hof'sommer

Korte mededeling no T.N.11

1-1. In de loop van een hydrodynamisch onderzoek (verg. rapport
TW 60) bleek het we?selijk de omgekecerde Laplace transform

N )
te bepalen van p "2 (p+1)"P"2 | Dit komt neer op de bereke-
ning van

-T _n-"
[ ™V ¢ I _4(t)at, n o= 1,2,..

In deze mededeling zullen we de iets algemenere integraal

1%

/ G“}C X Iy(x)dxs y __7'./“_%

berekenen. Voeren we de differentiaalonerator Dmg%~in, dan

kKunnen we onbepaalde integratie met het symbool quéﬁmh
geven. Met

bedoelen we dan een (m+1)-voudige onbepaalde integratie van
de functie e™" x I (x). Deze integralen zijn dus bepaald
willekeurig polynoom van de graad m in X na. Ook deze
1ntegraal zullen we berekenen. Tenslotte geven we de uit-
komst van enkele verwante integralen.

1.2. De gemodificeerde Besselfuncties Iv(x) voldoen aan de re-
currente betrekkingen

I)[Xv Iy(x)] v ym/}(t:si:.) 1)
D[x7"L (x)] = x™"1
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waarplj v willekeurig is.
MetT behulp hiervan vinden we

(DZH,])}:XV Iv(k)] = (2v-1) [ Xqu IV“"(X)]

of
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D(D+1)[vay(x)] - (D+1) xi} (Evnﬂ)[xvmqlvﬂq(x)}
Hilerult volgt, dat

(2V~4)e"x XV“WIV_W(K}

|

ple ™ (D+1)(x" T (xXﬁ]

. Xv v <
JD&E X (Iy(ﬂ)+lvmq(x)]

|

zodat
-1 =X V¥ 4 -%X_ V47
D7 e w7 T (%) = e e T ()47, 4 (x)|reonst. 3)
Voor v=-i wordt, wegens I :(x) =\/-2 ch x
) X
1 ~2X
D"‘"’i e"‘}{ X“’g T lﬁ_(x) _ d J /l+e dx
- mlm{ln x...m(...@x)] rconst. 1)
V2
1.3. We bewlijzen nu algemener
D~ qle %’ T (K)J 5)
“X METEY G- f?v+k
= e X ELM ) [I (%) +1 (XX]+
k=0 (2y+m+1+k) ! VK VK

+ P (x),

waarin Pm(x) een willekeurig polynoom van de graad m in x is.
Het bewl]Js zal worden gevoerd door volledige inductie. Daar-

blj] maken we gebrulik van de volgende herleiding

<Iy+k(x)+1y+1+k(x)]

-3 M+ VY ’
-~ (I;4-1«:<X)+I;)+1+k(x)me+k<X)“Iy+1+k(x)) T

(x ) +I

D[emxxm+1+v

{

D

>
1

y+4+k(x)]

-X m+v r
e Fx L(2v+m+1+k)ly+k(x)+(mmk)1y+1+k(x)},

|

Differentiatie van het rechterlid van 5) geeft dan met wegla-

ten van de factor e % xOTY
M-
E::( y levtl): 1 (k) v S (M 4) _(2y+k)L o ()
(2vamtk)! YK k=0 (2y+m+a+k)  YTIHK

:iii [(m) §2v+k)l n m( ) £2V 1+k) | ;}Iy+k(x)'

(2v+m+k)! (2y+m+k) !
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Met behulp van m=(m-k)+k=(2v+m+k)-{(2v+k) kan hiervoor worden

gescnreven
I [(m~1) (2vtk) ! (M=) (2v-1+k)! j T (x)
A _ T Ny
K=0 < (2v+m+k) ! - (2v +m-1+k) ! v K
m--"| . _
X (m""‘/‘) 2‘})‘*“1:{ 1 [I (X)'%“I (X)]
= > _(evik)! )
=0 X (2yv+mtk) ! Gl V]

We zien dus dat, als 5) julst is, deze formule juist L1Ljft
als we m door m-1 vervangen, Als we bovenstaande berekening
in omgekeerde volgorde doorlopen blijkt ook, dat als 5) Jjuist
18 voor m, deze formule gulst blijft als we m door m+1 ver-
vangen. Aangezien 5) voor m=0 identiek is met de reeds bhewe-
zen formule 3), geldt 5) dan voor positieve gehele waarden
van m. Formule 5) verliest zijn betekenis als de coefficiént

van Iv+k(x)+“y+1+k(x) eenlfactor nul in de noemer krijgt.

Dit 1s het geval voor V=-z, - %ﬁgﬁajwmwé Of

VOOr Y==1,-2, c..5=Nla

In de eerstgenoemde gevallen kan de 1ntegraal nliet meer WOr-

den ultgedrukt in Besselfuncties, in de op de tweede plaats

cenoemde gevallen wel, zij het niet op de in 5) gegeven wijze.,
-

In plaats van de operator D ', die een onbepaalde integratle
voorstelt, kunnen we ook een operator Domq invoeren, gedell-
niéerd door i X
D, f(x) = [ £(5)ds
O
Uit 5) volgt dan, dat voor v > -5(m+1)
=T %
L%) [e X Iy(x)} 6)
_ emXim+ﬂ+v j?w<m) (2v+k) ! [I (% )+T (X)}
=0 K 2udm+Trk ) Do VK Y ++K

De formules 3) en 5) kunnen worden gebruikt voor het bepalen
van de originelen van Laplace transforms. We gebrulken hier-
bij de wvolgende delinitie

. (X0 ~NK.
hip) = d/ e f(x)dx

en schrijven
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Het linker 1id van 6) wordt getransformeerd in

o R Y
Domﬂ[e,c v /‘Iqu(%ﬁ)] e PIGINEPray ,}1 .{
o’ T¥2 (py2) " 72
Hierulit volgt dat
: 1 B
Y +m+s ya—
o T (p+1)” T3
L
s T omaX fm (my L2v-2+k). { I (5% )+
(') -1z ) ’ K=0 . Q*y‘+mm/]+k) : v~ 1+K

Cp overeenkomstige wiljze als hierboven kunnen integralen wor-

i SR
den berekend met de integranden e— v) I+V(K)3 eTExT K w( X)),

eilxny J(x) en eithVN+V(x) De met 5) Bﬁereenkamende for-

mules worden hierna gegeven. De bewijsvoering is geheel ana-
loog aan die onder 1.2 en 1.3 en is daarom weggelaten.
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m

Fix m+T1+ v my (k+2y)! N e N e
K= 1) < (k+2v+m+’l)l LS — Y + K — v +1+K
+ Pm(x)
2V ?‘/ ““/].9‘“23 .9“"?m"‘/i
2.6, DT eI ()]
— n ]
+1X _m+71+v m 2v)! — —. \ K+ .
_ o Tixym Sy L) Timnks o o)s(F0F e )]
k=0 (k+2v+m+1) | .
+ Pm(x)

+ix_m+i+ v m (k+2v)! kK .\ K+ r
s X z:: ( )-mwuwmmwmmwm¢:(+i) N (X)+(i;) N }Ji
(k+2y+m+1) ! o vk +4+é |
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2.8. Dmm“1["e+lX:€}Nmy(XX}
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