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Summary

In the firstbpart of this report, K.D. Venhuizen (Gemeentewaterleidingen-
Amsterdam) derives a Mth-order differential-equation, which describes the
mhange'of shape of the wall of a conical water-tank, when it is filled.
In the second part a numerical-analytical and a pure numerical solution
of this differential-equation is glven by R.P. van de Riet (Mathematical
Centre, Amsterdam).
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Numeriek-analytische oplossing van de differentiaal vergell jking

Substitueren we x=§+ho in (9) en laten het streepje weer weg dan wordt de
foplossing van de volgende differentiaal vergelljking gevraagd

[ (x+ho)2 y(4)+(x+ho)_ v(3) 4 ky = P(x), met
\ P(x)= D, toX pg-x2 + p3x3, en randvoorwaarden
11 R

=y!' =0 voor x=0,

Ng ,
y(g) = y(B) = 0 voorvxih-ho=14.33 m,

e beschrijven eerst de analytische methode, waarmee een oplossing is'ge—

vonden, vervolgens een numerleke.
IDe overeenkomst tussen beide methoden was frappant.

Substitueren we een machtreeks
. . .
(12) ‘ Ly = Z 6yx in (11) dan moeten de co&fficienten
1= _

roldoen aan

OO ,
> {k Gi+Ci+2(i+2)(i+1)i2 + 0y ,5(143)(142)(1+1)(21+ )0, +
1=2

+ ci+4(1+4)(1+3)(1+2)(1+1)h§};ﬁ-+-(6h033+24h314) +

. _
+ (72h 8, +6C5+1200 C5 )% = P(x).

3

Vanwege de lineariteit van (11) kunnen we alle coefficienten als lineaire

tombinaties van C2 en 03 opvatten.
_ o 1 . 2
Ci_ oci + c><i Co +c>ci 03

Yoor de 's vinden we dan de volgende recurrente betrekkingen

P
OLO = o 0(»,4 = O’ 0(2 = - 1
4 24 hg ’ b 4 hy ?
p P
O(g = —'——‘j——g— - ——-—9—3— P d; = O’ O(S = /l 2 5
120 ho 40 hO ' 10 ho

) Kotd+(1+2) (147 )12 oxd o th (1+3)(1+2)(1+1)(21+1) 0<£+3—r'£

nZ(1+4)(1+3)(1+2)(1+1)

<J , =

B
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. > o _ o _ J _ :
voor 1 = 2, met s = Pos r3 = p3 en verder alle ry = 0.

Voor x <h /2 convergeert deze reeks.

name-

3

De randvoorwaarden zijn eenvoudig aan te passen. We kunnen 02 en C
111 jk berekenen uit

(e8]
g2 . 5 i(i-’!){o(g +o(i1 C,p + o<§ C’B} X172 = 0
' x=h—hO

,(3)

I
[ [
|
LME

1(1-1)(1-2){x§ + & ¢, + x5 03}x1‘3=o

Dit proces 1s omgezet in een ALGOL-60 programma en op de X1 rekenmachine
cedraald. ’

ﬁet bleek helaas, dat hoewel de reeks convergeert,‘boven beschreven netho-
de toch niet geschikt was. Dit werd veroorzaakt door het zeer sterke

hlterneren van de reeks, zodat alle precisie verloren ging.

Ult de impasse raakten we door volgende redenering op te zetten,
Het is ult de practijk bekend, en later werd dit op numerieke wijze beves
tigd, dat y(B) en y(q) voor'xj>1 meter bijzonder klein moetén~worden.
Verwaarlozen we deze termen in (11) dan is de oplossing van het probleen.
snel gevonden y = Ei%l-. (voor x >1 meter)

Voor O £ x £ 1 probeerden we weer de differentiaalvergelijking op te los-

Een, maar nu met randvoorwaarden

y =y' =0 voor x=0

y_—__P_ﬁz_l y'-—M VOOPX'—/I.

Berekening op de X1 (Het ALGOL Prograqma staat achterin het rapport) toond
ﬁe aan dat het sterke alterneren verdwljnt, zodat slechts één decimaal

- yerloren gaat, '

n fig.6 1s de oplossing voor S =12 mm getekend, naast het polynoom 2%%1
¢n de oplossing die op numerieke wiljze gevonden werd.

Pe overeenstemming voor x <1 m. is duldelijk.

[Omdat in het ALGOL programma gebaseerd op bovenstaande methode een fout
erd gemaakt die pas veel later werd gevonden en hersteld, met het vermelj
de resultaat, 1s ook op zulver numerieke wijze naar eén oplossing van (1@
rezocht.
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Het interval (O,h-ﬁg) werd in 200 deelintervallen verdeeld. In elk der
deelpunten werd (11) door een differentie schema vervangen.

We krijgen dooy de afgeleiden te vervangen door differenties

A (%, )+ A £(xy o)
( -x? AQf(xi_z)ﬂ-Pxi "1-1 5 +/o £ ( /’J P(x%,)
(13) {or (x+ LPx Ehye(x,,,)- (4xT+ px, ) T(x )+(6x§+ p”K)f(xi) +
X
L —(4x§-/0xi)f(xi_1)+(x§— Eaiof(xl_g) - pt P(x,)
waarin /ade staplengte is met Xy = 13683 i, 1i=1,.. 201,/O= 0.0716

o¥ .7 en randvoorwaarden

f(xq) = f(x2)

f(X198)_3 f(xﬂgg) + 3 f(XQOO) =0

- f(xp09)

f(xqgg)°2 f(X2OO) + f(x201) = 0.

Het stelsel van
weer met behulp
Voor x <1 meter

Daarom werd het

201 vergelijkingen met 2071 onbekenden werd opgelost,

van de X1.
bleek het schema te grof te zijn.
interval (0, 2.1500) nogmaals in 400 deelintervallen ver-

deeld. Voor de Yo deelpunten, zijn weer de

vergelljkingen (13) opgezet

maar nu zo dat aan het eind van het interval de oplossing werd aangepast
aan de gevonden oplossing met behulp van het 201 punts schema.

Waarbij dus
_ 14.33

X4 T 7200 :ﬁ% - i=1,2,... 401, P = 0.0054
2 f(X401) = f(ng) = de bovengevonden waarden bij
= 133 30 = 2,150
’ > f;hp“ r).. U° (n- P)/{) N, %
n=0 (n=-1)! /0
L
k3
net P = 0.0716.

De oplossing van dit stelsel
bracht voor & = 10,11,12,13,15 mm

vergeli jkingen is in fig.3 in tekening ge-
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De tweede afgelelden zijn berekend met een zes punts voorwaards gericht

differentie schema.
De spanningen volgen dan uit (10) en we vinden

lo (x.)=- & Eé/—-)% [Agf(xi)— A1(xy )+ %— Auf(xi)— 2— ASf(xi)+ %% A6f(xi)

voor xi = 0.0054 1, 1=1,2,... 394.

De spanningen zljn in fig.4 weergegeven.
Het ALGOL programma staat achterin het rapport.

In fig}} zijn weergegeven de uitwijkingen y van de wand over de eerste

2 m,, als functie van de afstand tot de bodem en wel voor verschillende
dikten van de wand. | z1in

De spanningen (Tg over hetzelfde deel van de wand weergegeven in fig.hL.
In fig.5 zijn getekend de maximum spanningen Gfx nablj de inklemming in
de bodem. ‘

In fig.6 zijn uitgezet de uitwijkingen y gevonden op numerieke wijze,de
y die aan de differentiaal vergelljking voldoet en voor x=1 m, Eangepast
is aan het polynoom P(x)/K, en tenslotte dit polynoom.

Tenslotte staat in fig.7 y ultgezet tegen x, waarblj x van O tot 14.33
m. loopt, bij-é = 42 mm., y is berekend uit het 201 punts-schema.
Aangezien de max.spanning G'X het bedrag 1400 kg/cm2 niet mag overschri j-
den, daarbij tevens inbegrepen een zekere velligheid i.v.m, corrosie, 1is
de uiteindelijke wanddikte nabij de bodem oOp 13 mm, aangehouden,

Daar de invloed van een storing zich ultstrekt over gemiddeld 1,30 m.
(zie fig.3 en 4), is het zonder meer duildelijk, dat de wanddikte naar

boven kan worden verkleind.

Aangenomen is hiervoor:
h-h

vanaf de bodem tot ;ﬂfg : 13 mm. dikte
" h‘ho h"ho ‘
T tot 5 11 mm.‘dikte
h-h h-h g
i
5 tot 3—p— 9 mm, dikte
h-h
Il S - . :
31— tot h ho 7 mm, dikte
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comment Progremme voor de berekening vaen de vormverandering van de Watertoren.
De berekening geschiedt met behulp ven een machtreeks die voor x = 1 m. V
aengepast wordt san het polynoom P(x)/X. 4

De dikte delta wordt in mm. in XEEN (63) ingesteld. -
In XEEN (63) wordt na het stoppen van de X1 het benodigde santal termen ven de
machtreeks ingesteld. Als XEEN (64) = 64 den typt de X1 alle tussen-resultaten
van de partiele sommen uit.g :

'QQEI_} __iz‘g.:l_. a, 4, K, C2, C3, delta, X, Y. al, a2, 83, al, h, P, Q, R, S;
integer 1, J, k3 A, B [0:2], a1l [0:2, 2:100];

NIGR; delta := XEEN (63)/10; PRINTTEXT ({delta =}); FIXT (1, 1, delta); NLCR;

_stops a:= 4T.57116383 hi= 61.905 604673 al:= 2.6955 67693,=2/deltad3;

82:= 14,6899 04352,~2/deltah2; a3:= 3.4794 84332,1/deltal3; ab:i= 5.6606 921

8y~1/deltaA3; Pi=al X h A3 = 3 xal xhxapA2+ 2xal xap5 +
a2 x - 82 xeaA2+a3+alkxhxap - el xaNs;
Q== 6bx8l Xhxa+6xal xXaj2-2xa2xa+2xhxalxa=-3x
et X823 Ri==~ 3 xal xh+6xal xe-a2+atxh-3xal xa;
S:= 2 x al = al; Ki= .6307557/deltap2; X:= 13 Y:=X;

AT PRINTTEXT ({De coeff. ven het polynoom zijn :}); NLCR; FIOT (5, P);
FIOT (5, Q)3 FIOT (5, R); FIOT (5, S); NLCR;
al [0, 2]:=al [2, 2]:=al [0, 3] :=al [1, 3]:=al [1, 4]:=4al [1, 5]:= O3
el [1, 2]:=al [2, 3):=1; a1 [0, 4]:=P / (24 x & x &); al [2, 4]:=
- 1/(k xa); al [0, 5]:—-?/(1&0xa4\5)+Q/(120xa/;\2);9.1[2, 5] 1=
1/(10x&1\2§;A[G]:w-(P+QxX+RxX42+Sx /X3
Bl0]:==(Q+ 2XxRxXX+3 x5 xX2)/K;
for 1:= 1, 2 do begin A [1]:=B [1i]:= O end;

AA2: For J:= 2 step 1 until XEEN (63) do
begin real m; mi= (J + 2) x ( J+ 1)3 for 1:=0, 1, 2 do

al:=1if 1 =0A J =2 then Relse if i =0 A J = 3 then

oo v o o e s

Selse 03 al [1, J + UTi="(- (B xal [1, j] +mx JA2 x

al'ﬁ’,',3+2]+ax(§+5)xmx(2xj+1)xal[i,J+3])I

+al)/(axax(J+4 x(J+3) xm); |
B[1]:=B [1] + J x¥ xal [1, J)s A [i):=A [1] +
Y xXxal [i, j]
end; if XEEN (64) = 6b then begin FIXT (2, 0, 3);
for 13= 0, 1, 2 do begin FIOT (5, A [1])3 FIOT (5, B [1]) end;
FICR end; Y:=Y X X
end; C2:= A [TT™x B [2] = A [2] xB [1]; C3:= (A [0] xB [1] - A [1] x
- BT0])/c2; ca:= (A [2] xB [0] - A [0] xB [2])/C2; NLOR;
PRINTTEXT (4C2 en C3 zijn:}); print (C2); print (C3); NLCR; k:= XEEN (63);
Ar3:  for j:= 2 step 1 until k do al [0, Jl:==al [0, J] + &l [1, J] xC2 +
al [2, j] X C5; NICR; PRINTTEXT ({De coeff. _zijn:}gg NLCR;
for j:= 2 step 1 until k do begin print (el [0, §1); if ((§-2):7)x7T - § + 2
= 0 then NLCR end; NLCR; RLCR; _ -
PRINTTEXT ({voor x is is de uitwijking en de spanning:}); NLCR;
for i:= 0 step 1 until 25, 26 step 2 until 74, 75 step 5 until 200, 220
step 20 wn¥il hoo"do- - T
EEEE ai= 03 al:= 03 Y= 13 d:=-14.3344408 x .375,~3 x i3
for j:= 2 step 1 until k do g
begin al:=al + al [0, JI X ¥ xdA2; a:=a + J x(J - 1) x
al [0, J] x¥Y; Y=Y xa :
end; FIXT (3, 2, d); TAB; FLOT (4, a1); TAB; FIOT (4, & X
(=7.0554 x delta)); WLCR

- ————
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comment Dit programms. berekent de vorm van de Watertoren met belulp ven differentie-

5

578, Eerst een globale oplossing met een 201 punts~schems.,

vervolgens de oplossing ven een 401 punts-schems, waarbi] y aangepest is aan
de gevonden globale oplossing voor X = + 2 m.

De dikte delta wordt in mm. in XEEN (63) gezet.

Nedat de X1 de meximale spanning berekend heeft, stopt hij, opdat nagegmen kan
worden of het zinvol is de oplossing uit te ponsen.

Wil dit geschieden, dan moet XEEN (64) = 6k,

Dit programmse gebruikt de MCP's MAX, PRODen DSBAND;

begin

real aa,K,delts,al,

MB :ki=k+ 13 ri= fk;

a3, e, h, P, Q, R, S;
_"begeri; arrs.zAh i&0116] B [1:9]}

Teal procediure MAX(k,a,b, k)3
‘value &,b3 integer k.a,b; real fk;

ma.lrsg

ﬁi"*k-sa, if k < b then MAX:= s:= fk; gotom,

-

if r > s then begin MAX:= s:= r; a:= k end;

MC : If k < b then goto MB; k:=a

end MAXS™
real yroc,edure PROD(k,=.,b ﬂc),

- - —

p,pz-u
forksaatey11_:_g_‘§_i:_]_.bdop.—kap,
PROD:= p
end PROD;
real procedure DSBAND (A.m,1,b,n); velue m,1,b,n; mtegermlbn,a.mzA;

o ™~

begin - in ri,j.k; real w3
ELIM: ?orﬁ

=1 step 1 until m do
§§§ml-=1?k+b<mthen1+1elsem,MAx(lklabs(A[u]))
if1+kthem§_o_rj=1st§ETm3tilndo
Begin w:="="A[I,J]; Al1,3T%= A[KTTTS A[K7J):= v end;
Rr1-=k+1ste 1 until 1 do
Begin  wi= AT/ ATE T
forjazstep1untilndo
K[i, if §J <O then J - 1 else Jjl:= A[1,J] -
w x ATE, 313 A[T,B]:= 0

end
endELIM,
DSBAWD := PROD (k,1,m,A[k,1]);

BACK: for j:=b + 1 ste 11mtilndofork=msteg-1un’c§_l1do
Kk, 3] := (Alk, 3T = am(iz Ifk+b<mihenbelsem=k + 1,
Alk,1] x ALk + 1 - 1,31))/A0KT] o

‘?E.QDSBAND,

real procedure Matrix (1, br, B); value 1; real br; integer 1; array B

begin real e, b, dx; integer 13
&'i'abr/l;Aﬁ’aT A[1,3]:=A01, b]:=A[1, 5]:=A [2, 1]:=
A2, 3):=4A [2 4l:=4[2, 5] 2= 03 A[1, 11:= A'[2, 2] :=13
A1, 6):=A [2, 6]:= 03 for 1:= 3 step 1 until 1 - 1 do
m .a-h75711638+'('§-1)x3x bi= 8f2; a:= dX X &}

A [i, 1]-—b-—a/2 A[i 2]-=-uxb+a,A[i 3] :=

6xb+dx4\ xKs A[i, W]:==-b xb - a3 A [i, 5]:=D + a/2;
AL, 6):=axpt x (P+Qx (i -1 )xd.x+Rx((i—1)
xdx5/1\2+8x(i-1)xdx)4\3)

ends A1, 1]:=A[1+1,1]:=A[1+1, 2]:=0;




-

i8

for 1:=1, 2, 3, 4, 5d0 A [1, 1 + 1]:=B [i]; for i:=1, 2, 3,
TdoA[1+1,1i+2]:=B[1+5]; T
Matrix:= DSBAND (A, 1 + 1, 2, 5, 6

end;

PRINTTEXT ({ centimeter.}); NLCR; am:= 47.5711638;
hi= 61,905 604673 &1 := 2.6955 67693~2/del 82:= 4,6899 0U3524-2/
deltep2; 853 := 3.U79k 81332,/ deltap; aki= 5.6606 9218,-1/deltehd;
Pi=al XhAD -3 xal xhxea A2+ 2x8l xaa A5 + a2 x h A2 -
a2 xea A2 + 83 + alt X h x aa A2 - alt x aa A3;
Qi=~6xal xhxea+6xal Xaaf2=-2Xxa2xea+2Xhxsahxaa=-
3xak xem A2; Ri==3 Xal Xh+6xal Xaa-82+ak xh=-3xak x
sa; S:= 2 X &l - ak; K:= .63075,7/deltaf2; _
B [1]:=1; B [2]:= =33 B [3]:= 3; B [4]:= =15 B [5]:= 03 B [6]:= 1;
B [7]:= =23 B [8):= 13 B [9]:= 0; PUNLCR; FLOP (6, 3, Matrix (200, 14.33L4k4
4087, B))3 PUTEXT ({ witwijkingen voor delta =}); FIXP (2, 2, delta);
PUNLCR; for i:= 1 step 1 until 200 do FIOP (4, 2, A [i, 6]); STOPCODE;
for im=T, 2, 4, 6, @ﬁ [i1:= 038 [3]:=B [8]:=1; B [5]:= A [30, 6] x
7.78209 903423 = A [31,76] x 41235 78778 + A [32, 6] x 42726 121405 -
A [33, 6] x .28831 42155 + A [34, 6] x .10878 11304 - A [35, 6] x
01746 9284983 B [9]:= A [30, 6]; PUNLCR; FLOP (6, 3, Matrix (L00, 2.1501
661305, B%)g for 1:=1 step 1 until 394 a6 A [1, 1]:= - 2.0187 97456 x
(782 x A [1, 8] = 3102 XA [1 ¥°7, 6] + 5355 x A [1 + 2, 6] = 5230 %
Ali+3, 6] +3030 x A [1+4, 6] =972 xA [1+5, 6] + 137 x
A [1 + 6, 6]) x delta; NLCR; PRINTTEXT ({De meximale s is:})3
FIOT (5, MAX (1, 1, 394, sbs (A [1, 1]))); PRINTTEXT ({ kg /em® voor x =
 $)3 FIXT (2, 5, 1 x 53754 1532,-2)3 stop; if XEEN (64) = 64 then
begin PUNLCR; PUTEXT ({voor kleine x zijn de uitwijkingen :})3 PUNLCR;
| for 1:= 1 step 1 until 400 do FIOP (L4, 2, A [1, 6]); TAPEND;
PUNLCR; PUTEXT ({en de spanningen ?2‘; PUNLCR;
for 1:= 1 step 1 until 394 do FIOP (L4, 2, A [i, 1]); STOPCUDE

ends
EIND: end

dec. 1962

,,,,,,,,,,,,,,,,

NICR; delta:= XEEN (63)/10; NLCR; PRINTTEXT ({delte = 3}); FIXT (1, 1, delta);

)»WW»
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