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1. Inleiding.

In deze notitie wordt een berekening gegeven van het nulde
moment en de eerste momenten van een verdelingsfunctie, n.l.

(1;1) Iy(e,p,0,7) §@Fx exp - f(x,y) dx dy,

(1.2) I (u,0.4,7)

i

ﬂ y exp - f(x,y) dx dy,
G

li

(1.3) IjE.p.p9) gf exp - £(x,y) ax dy.

Hierin is G de sector

(1.4) O<r < wm , O0<@peV
en f(x,y) de positief definiete kwadratische vorm
2 2
(1.5) f(x,y) =ax - 2p Xy + )y
met
2
D=oaf -f > 0.

Overgang op poolco®rdinaten levert in elk der drie gevallen
betrekkelijk eenvoudig integreerbare functies. De berekenin-
gen zijn uitgevoerd voor het halfvlak O < Q’S‘m , met als
resultaten

- ¥
(1.6) 1, = & s — } ,
facotg™/ - 2p cotg §+J} / Ve

=
!

(1.7) I, = f é f-scotgV +»f;} ,

(1 cotggﬁ -2 p cotg -+ ! )’1/2

(1.8) >

, VD

© - arctg o cotgv - B }
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-
Voor het geval dat ® < ¥ < 2® gebruikt men de relaties
(4°9) 14,2 (17) = 1,1,2 (ﬁ) - 11’2 (ﬂ; W):
en

(1.10) Iz (V) = Iz (%) + I (F-=%).

De integraal 12 kan men rechtstreeks berekenen of, wat aan-
zienlijk korter is, uit I1 afleiden via de betrekkingen

*
(1.11) I, = I (B) - I, (F -9
en
(4'12) Iq(“‘s,ﬁ:,,"ﬁ) = —Iq(%,—@,!,ly), indien Vv > ‘z%’

De betrekkingen (1.9) t/m (1.12) worden alle in §2 afgeleid.
De speciale gevallen Vv = %? en ¥ =% hebben practische be-
tekenis. Substitutie in (41.6) t/m (1.8) geeft de resultaten

¥ = %%- V=%
11=f%{ﬁ+%} Iq=§%@,
12“1?{3%{‘/:*]%‘}’ 12=§-‘/%“§*,
13=5-3_§ {=2=+ arctg;/%} 13=-2-%

N.B. De integralen Iq, 12, en I3 zijn functies der vier para-
meters &,ﬁ,l’enﬂﬁ. Slechts waar nodig zijn een of meer van

deze parameters genoteerd.
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2. Enige relaties voor I4s 12 en Iﬁu

De relaties (1.9) t/m (1.12) kunnen direct uit de gegeven
integraalvormen (1.1) t/m (1.3) worden afgeleid, indien men
hierin pooleroBrdinaten als nieuwe variabelen gekozen denkt.
Het geval ® < U <€ 2% wordt als volgt teruggebracht tot
O<Vsm® .
¥ o

I, é(i?) = f r2 :gz;exp - rg(@mosgq —-Eﬁcoswsinw‘xsinch)dr de=
’ ¢ o
Ve v w0
ff o Jf s e ]
T © © O
vam ° 2 cosn 2 2
= 4 QCm) joj I ing SXP°T (¢ cos™m-2p cosq sinm+

+Jrsinaq) dr dn =

(2.1) Iy p(®) - I, p(v-m),
d.i. formule (1.9).
Voor I geldf analoog

>

Vv e

IB(U)=,[.{P exp-r (u cos 9 -2p cos¢ 51nq~+1 sin q) dr d¢=

R ISR | RERERY 8

Ij(ﬁﬁ +j"j T exp-r QXGOS‘Q‘ 2p cosm sinm1+)/singq)dr dy=

© o]

I

(2.2) = 13(1\3’) + Ij(ﬁ-r),

d.i. formule (1.10).
De relatie (1.11) tussen Iq en I, volgt uit

(-]
Iy= f‘f r® sing exp=r2(a oosgq -2p cose sin<p+ifsin29)dr de=



e
Ve 5 13 5 5
= [[ 7 cos( 3 -®exp-r(asin® (F - 9)-2p sin(F -¢).
¢ s

.cos(F -9)+ fcos® (F -¢)) de =

= —f rcos ¥ exp-rg(o( sinzy-zp siny cos y + f cosgw)dr dy =

(2"3) = Ij(&spsfs "722') - I'T (u,ﬁ,,, ;275' "ﬁ)s

*
waarbi]j 11 uit 11 ontstaat door « en [ te verwisselen.

De betrekking (1.12) wordt a.v. bewezen

-} o
I,‘(—U) =jf rgcos ¢ exp - rz(o;cosgcp— 2@ cos ¢ sing+y} singcp)
o © dr d¢=

¥ o
=_-ff r2 cosyfexp-—rg(a cosgxy + 2p cosy simﬁ-)’ singy)dr dy =
0o 0

(2.4) = = Iq(“:"'P:)’:v)*’
Evenzo geldt voor 12 de relatie
(2°5) Ig(“sﬁ:l&’ﬁ) = 12(&9'[3,)/317)9

hetgeen men op analoge manier bewijst.
Tenslotte vindt men voor I

5
I}(“:P:I;“g) = = I}(us'Py]:ﬁ)°



5. Berekening van I,1

Door overgang op poolcoordiraten

{ X =r cos @,

y = r sin ¢,

(3.1)

krijgt £(x,y) de gedaante
(3.2) rgg(?)srg(m cos2cp - 2p cos¢ sing + f sinecp)
en wordt 11
re 2
(3.3) I, = jj r~ cos @ exp(-r g(¢))dr d¢.
00 '

De dubbele integraal in (3.3) vatten we op als een herhaalde
integraal waarbij we eerst de integratie naar r, en ver-
volgens die naar ¢ uitgevoerd denken. I, wordt aldus
3 )

(3.4) I4= j.ccs¢<hp\[ r’ exp(—reg(@)) dr.

0 0
De laatste integratie is gemakkelijkuitvoerbaar indien we
gebruik maken van de substitutie

r°g(e) = v,

S © 5 4
(3.5) f g g coscpdq:f v eV av= 3/)%-? fg—’; cose d¢ .
p 0

Y

In de laatste integraal kunnen we cotg¢ als nieuwe vari-
abele kiezen. %

2

Daartoe schrijven we g in de vorm

-3 -5

(3.6) g (p)= sinujgo (o cotgg(p - 2@ cotgg+)) )

waarbij we O < U ¢« ® nemen.



(3.5) wordt nu
=W@g!7 g

(3.7) I,‘=——\/;7E-f(ett2+2fat +§)7° ¢ dt.

=S

We kiezen in deze integraal v =at +f# als nieuwe variabele,
waardoor (3.7) overgaat in de vorm

% (v +D)::2 e (v +D)5/2

(3.8) S E{f?‘“@l’d v _;Tw . } |

- Q0

De eerste integraal is elementair uitvoerbaar; de tweede vat-
ten we op als een afgeleide naar de parameter }, zodat

1
I, = %\/:g {ol(u cotgzﬂ -2 cotg 1?+!)} 5. -2%\/?—‘:%
-& cotg U
(3.9) e ..__g_z._,r -
4 (v +.D)/2
= il \/T?{e&(u cotg v -2p cotgz)’+])} 2 - -é%\/i—é

2 1n(v+ v2+D)
s

- 60

Uitvoering der integratie en invullen der grenzen geeft ten-

slotte 1

(3.10) I, = % V(§§ {m (ot cotggﬂ- ep ootg0+/)},— 2 +

+ llfﬁ \/gjf; { 1 +(P—u cotg l))}{ek (et cotggﬁ-i-
-2p cotg o+ f)} 2

waaruit na enig rekenwerk gemakkelijk volgt
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\/‘;{ J -p cotg V +f3}a

(a cotgev -2p cotg?V +)/)% Joo

4, Berekening van 1,

Men kan voor 12 de formule (1.2) afleiden op de manier waarop
dat met I1 is gebeurd. Gebruikmakend van de relaties, afgeleid
in § 2 komt men echter sneller tot het resultaat. We gebruiken

dus “ "
(9 =1, (3 - 1,(F -9.
e 1*(1:):@{ dMOtgg £ -
12778 | () cotg® F -2p cotg T +0)F
(5.1) - Lo (g}
en
NE ) = L { e Sk
112 5 | (f cotg (_ - v)-2p cotg(F )40y
=£{ «-p tg ¥ l+ﬁ_}=
41D (f tgeg -2p tg ¥ +w)2 \/;
V; p-o cotg ¥ g
iy =i NN
(4.2) 4D { (« cotg® -2p cotgd +¢)? ﬁ}
Dus 1is
. em *I_ﬁ—‘/; B-o cotg vV
(.3) I, = 14(3) - 14(Z -Y) 4D {(u cotg?¥ -2 cotgd’+[)2

rVat



5. Berekening van I3

De derde integraal

I3 = f[ exp - f{x,y) dx dy
G

gaat door transformatie naar poolcoBrdinaten over in

1’@
(5.1) jl[ r exp - ng(q) dr de¢ ,
0 o

waarbij g(¢) weer door (3.2) gegeven is. De dubbele inte-

graal (5.1) wordt opgevat als een herhaalde integraal.

Door de substitutie vzg = v2 wordt de integratie naar r

elementair. Men verkrijgt dan de enkelvoudige integraal
v 1
(5.2) I, =% [ g (¢)de .
o

Uit g(¢) splitsen we weer de factor sin%p af en we kiezen
cotg ¢ als nieuwe varilabele.

v “ 2 1
(53) % [epp=3 [ («ul-2puey)ou.
0 cotgy

In de laatste integraal wordt v= «u- @B als variabele inge-
voerd, zodat

(5.4) I = 1 ~[ gv = ;m {apctg(m —arctg 559995213},
wcotg g’ D 2D VD

Nu is arctg o = 421?, dus

_ 1 (= scotg ¥ -
(5.5) 13 = 37 {2 arctg 7 }o

Deze vorm geldt voor O < V¢7, voor Vv »x of V=<0 zij ver-

wezen naar § 2.



