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Inleiding

Onder fakulteitreeksen verstaan wij reeksen van de volgende vorm

a n!
n

z(z+1) ... (z+n)

e 8

n=0

Hierin zijn z en a, (n =0, 1, 2, ...) complexe getallen; &, hangt niet
van z af. De opname van de factor n! in de teller leidt in het algemeen
tot een prettiger schrijfwijze van de formules.

Deze reeksen spelen een belangrijke rol in de theorie der lineaire
differentievergelijkingen. Newton en Stirling waren reeds bekend met de
fakulteitreeks, echter pas na 1900 is de theorie, na voorbereidend werk
van v.a. Jensen en Nielsen, door Landau ontwikkeld.

In hoofdstuk I geven wij een beknopt overzicht van de theorie der
takulteitreeksen. Een belangrijk resultaat is dat we de reeks kunnen
voorstellen door een Laplace integraal
im ™" F(t)at.

‘0
Dit resultaat wordt in hoofdstuk II gebruikt om voor de reeks een asymp-
totische cntwikkeling in reciproke machten van z af te leiden. In het
laatste gedeelte zullen we aantonen dat de fakulteitreeks zelf als
asymptotische reeks gebruikt kan worden. Ook zal de transformatie van

een asymptotische reeks in =en fakulteitreeks ter sprake komen.

I. Figenschappen van fakulteitreeksen

I-1. Met een rij complexe getallen Ian}n

{ associéren wij de drie

=0
volgende reeksen

a nt
de fakulteitreeks (FR)

o8
=]

z(z+1) ... (z+n) °?




© g
de reeks van Dirichlet (D) ) —%- ,
n=1n
T -1
de reeks van Newton (M) Yoe-nta (7).
0o n ' n

Wij noemen CF de verzameling van de punten z waarvoor de fakulteitreeks
(FR) convergeert. Op analoge wijze worden CD en CN gedefiniéerd voor
(D) en (N).

Stelling 1. Voor de drie geassociéerde reeksen geldt

(De gehele getallen worden uitgezonderd.)

Deze stelling is afkomstig van E. Landau.
Het bewijs van Cp = Cp is te vinden in [3]

en dat van Cr = Cy in [5]

In verband met deze stelling beschouwen wij verder alleen de convergen-

tie van (FR). Hiervoor gelden de volgende bekende stellingen.
Stelling 2. Als zOéCF en z zodanig is dat Re z > Re zg, dan geldt zeCF.

Stellins 3. Als zoe.CF dan convergeert (FR) absoluut voor elke z met
Re z > Re(zo + 1),

Stelling L. Als (FR) absoluut convergeert voor z = ZO’ dan convergeert

(FR) absoluut voor elke z met Re z > Re Zq-

Opm. Bij stelling 2, 3 en L4 worden de punten 0, -1, -2, ... steeds uit-

gesloten.

Het bewijs van deze drie stellingen wordt gegeven in [}] en [7].

Het gevolg is dat het convergentiegebied een rechterhalfvlak is. De
linker begrenzing van dit halfvlak noemen wij de convergentie-lijn en

deze rechte geven wij asan met A. Onder X zullen wij tevens verstaan het



‘e€le getal dat bepaald wordt door het snijpunt van de convergentie-
1Jn met de re€le rechte. De waarden A = + « worden niet uitgesloten.
telling 1 kan dus ook aldus geformuleerd worden: De drie geassociéerde
‘eeksen hebben dezelfde convergentie-lijn.

‘et gebied van absolute convergentie is ook een rechterhalfvlak, con-

‘ergentie-lijn u. Een gevolg van stelling 3 is dat
0t u=2ac<1,
ds A # uen A < Re z < u, dan convergeert (FR) voor deze z voorwaar-

.elijk.

-2. De volgende stelling geeft een methode waarop de convergentie-

.Ajn X te bepalen is.

‘telling 5. (Landau)

n
7
log Iméo am|
Noem o = lim sup | Tog o bs
n-reo
log | | a|
- m
B = lim sup | 2entl P
: - log n
n-r«
1s de reeks | a, divergeert dan is X = a.
n=0
1s de reeks a convergeert dan is A = B.
n=0

De stelling wordt bewezen in [51 en [}].

'oorbeelden:
(49
) a = i voor alle nj; z a, divergeert ==> X = a = 1.
n=0
*)
2) &, =n voor alle n; z 8, divergeert ==> A = o = 2,

n=0



3) & =-% voor alle nj Z &, divergeert ==> )\ = qa,
n=0
EIN
Z o= logn+ vy + o(1) voor n »©, dus A = a = 0.
m=1
n ©
k) a =0, o] <13 ) 8, convergeert ==> A = 8,
n=0
n
o > n n pn log |%:3|
Z a = z o - Z p = Epr 8 = 1lim sup { Tog n }— -
m=n+1 m=0 m=0 n-o

want log |p] < O.

Hieruit volgt A = = o,

I-3. Uniforme convergentie van (FR).

Stelling 6. Als (FR) convergeert voor z = Zqs A het gebied van het
complexe vlak is, dat bepaald is door: (zie fig. 1)
A={z | |arg(z - zo)l 55% - e}, g-> € > 0, dan is (FR)

uniform convergent in A.

:

)

/ fig. 1

Stelling 7. Als (FR) convergeert voor z = 2> dan convergeert (FR)

uniform in het halfvlak Re z > Re z

ot E (e > 0).

Opmerking. Indien zich in de gebieden van uniforme convergentie de
punten 0, -1, -2, ... bevinden, dan moeten deze punten uitgesloten

worden door er kleine cirkels omheen te trekken.

Voor een bewijs van stelling 6 en 7 zie [ﬁ] en Eﬂ.



I-4. De somfunktie van de uniform convergente reeks noemen we (z).

We kunnen nu concluderen dat Q(z) analytisch is binnen het convergentie-

halfvlak, aangezien Q(z) de som is van een uniform convergente reeks
van analytische funkties. Indien de punten'O, -1y =2, «¢., =p, 2zich in
het convergentie-halfvlak bevinden, heeft Q(z) in deze punten enkel-
voudige polen.
Er geldt namelijk

b

z(z+1) .. (2z+p)(0(2) - E
n=

1 a n! © a_ n!
z(z+1)e..(z+n) nip (z+p+1)...(2+n) °

0

De fakulteitreeks in het rechterlid heeft dezelfde convergentie-lijn
als de oorspronkelijke reeks (FR), maar convergeert in de punten

z =0, =1, =2, «vey =D.

Het residu van Q(z) in het punt 'z = =k (k = 0, 1, ..., p) is gelijk
aan

lim (z+k)Q(z) = (--‘!)k

zr=k n=k

-8

n
& (k), k=0, 1, «e., D.

I-5. Een integresaluitdrukking voor Q(z).

Wij kunnen voor Q(z) een integraalvoorstelling afleiden door de termen

van de fakulteitreeks uit te drukken in Beta~funkties,

nt _I(z) nt _

z(z+1)...(z+n) = T(z+n+1) B(z, n+1).

Aangezien
1 71 n
B(z, n+1) = [ t (1-t)" dt,
‘0

geldt dan
(1-5-1) 2z) = | = [ £271 (1-t)" at.




Wij bewijzen nu dat wij in deze reeks sommatie en integratie mogen

verwisselen voor voldoend grote waarden van Re z.

Stelling 8. De reeks £ 2] &,
n=0

¢(t) = | a £271 (1-t)® is wniform conver-
gent in het interval O

<t <1 als Re z > max (1,3+2).
Bewijs. Neem een redel getal o, o > max(1,A+2). (FR) convergeert dan

de
zeker voor z = 0 en eveneens voor zy = 0 - 2, indien 0 # 2. De n term

van de reeks gaat dan naar nul als n » «:

la_| n!
n

lim
n-reo

zO(zO+1) ces (zo+n) =0

en
la_| n!

lim 2 0.

- (zo+1) ves (zo+n)
Neem z0 = g - 2 zodat

la_| n!

lim 1 = Q

Do (o=1)o(c+1) ... (0o+n-2)
ofwel

eyl
tm T - O
ne ( o )

zZij € » 0, willekeurig. Er is dan een N = No(zo,e) zodat

0

o+n- 2

ol < e O E

) » voor n > Ny-

Er geldt dan voor z met Re z = 0

[+ o
- 0 + - 2
}g a ™7 (0] <7 T (O TR By
n=N, n=N,
o-1 ? 0 +n - 2 n
< et L o )(1=t)
n=0

i}
™
ct

Q
—

I

1
ct

N’
[l
Q
+
—
I



De reeks convergeert dus uniform op O <t < 1 en als wij sommatie en
integratie verwisselen dan vinden wij voor Q(z):

" Z~

| t7 ¢(t)dt, waarin

J

(I-5-2) o(z)

(I-5=3) o(t)

an(T-t)n.

1]
-8

n=0

De fakulteitreeks met convergentie-lijn X < « kan men dus altijd schrij-
ven als een bepaalde integraal indien Re z > max(1,\+2). Deze voorwaarde

is niet noodzakelijk, zoals zal blijken uit het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 5. Beschouw de reeks

-n-1
2 n'

fz) = z(z+1) ... (z+n)

n

.

o~ 8

0

Volgens voorbeeld L4 is A = -=, terwijl uit (I-5-3) volgt

1
1+t

—n—’l(,l

o(t) -t)" =

I
Il o1 8
o

zodat Q(z)

Deze integraal stelt een analytische functie voor indien Re z > O.

De voorwaasrde van stelling 8 is in dit geval Re z > 1,

I-6. De functie ¢(t) wordt de genererende funktie van de fakulteit-
reeks genocemd. Bij een gegeven funktie Q(z) kunnen wij ¢(t) bepalen
via de omkeerstelling van de Laplace-transformaties.
Uit

(1

(I-6-1) Q(z) =J t?
0

—1¢(t)dt = [ e_Zt¢(e_t)dt voor Re z > A
/0



vinden wij voor ¢(t)

rl+i°° tz

(1-6-2) o(e”%) = e'%q(z)dz,

=1
2m1 1w

waarin 1 > A.

Er zijn nodige en voldoende voorwaarden aan te geven voor ¢(t) zodat
de funktie

1
a(z) = | % s(t)at
o)
ontwikkeld kan worden in een fakulteitreeks (zie Nielsen Bi]). De
funktie ¢(t) moet analytisch zijn int = 1 en de Taylorreeks in t = 1
moet convergent zijn binnen |t - 1| = 1. Bovendien moet gelden: is

(V)(

leiden van ¢(t) die voor t = + 0 oneindig groot wordt, dan moet er

t = 0 voor ¢(t) een singulier punt en ¢ t) de eerste van alle afge-

een reéel getal A bestaan, -®» < A < «, zo dat

~

0 als Re z > A
1im [£27V M (1) ={

tv0 © als Re z < X

Verder is er nog een voorwaarde als ¢(t) op |t - 1| = 1 andere singu-

liere punten bezit.

Als de convergentiestraal van de reeksontwikkeling in t = 1

o(t) =

o8

an(1 - t)n
n=0

groter is dan 1, dan convergeert de fakulteitreeks voor elke z, uitge-

zonderd O en de negatieve gehele getallen.

I‘? .

Stelling 9. De ontwikkeling van een funktie Q(z) in een fakulteitreeks

is éénduidig.



Bewijs.
© a n! ® b_n!
—-— n i . = n
Als (z) = nEO z(z+1) ... (2+n) nEO z(z+1) ... (z+n)

en A en \' resp. de beide convergentie-lijnen.zijn,: dan bestaat voor

Re z > max(1, M2, A'+2) de relatie

! z=1 ! z-1
Q(z) ='J t ¢(t)d‘c.={ t7 y(t)at,

0 .~’o
met o(t) = [ a (1-t)°
n=0
en
vie) = [ v (1-t)n.
n:
Hieruit volgt via (146—1)
rw _ - rw - _
| e 2t e C)at = | e Zy(e™™)at,
0 0
ofwel
e _ _
J e 28 o(e™®) - w(e™™)}at = o.
0

Uit de theorie van de Laplace-transformaties wvolgt nu, aangezien ¢

en ¢ continue funkties zijn,

o(t) = yp(t),

dus a = b voor alle n.
n n

Hiermee 1s de eenduidigheid bewezen.

I-8. Opheffing van de singuliere punten.

De funktie Q(z) die door (FR) gedefiniéerd wordt, heeft enkel-

voudige polen in O, =1, =2, ..., indien deze punten zich binnen het

sin 7z

convergentie-halfvlak bevinden. De funktie Q(z) is dus overal
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anaelytisch binnen dit halfvlak. Wij kunnen voor deze laatste funktie
een reeksontwikkeling afleiden, die veel analogie vertoont met de
reeks (I-5-1).

Hiervoor gebruiken wij de integraal

1+

n z~1
E‘I-T-J:- JO w (W-1) dw.

De integratieweg is aangegeven in figuur 2.

K

fig. 2
Zoals bekend is geldt voor Re A > O en alle u
(1+

1 J w>‘-1(w—1)u_1 aw =
0

T()) - r(x) I'(p) sin myu
T(A+p)T(1-p) — T(X + u) u )

Nemen wij A = 1 = n en y = z dan krijgen wij

1 n z=1 _ I(n+1)r(z) sin mz _
omi JO wi(w-1)" aw = I'(n+1+z) m -
n! sin mz
z(z+1) ... (z+n) = :
Hieruit volgt
sin 71z T % 1+ n z-1
I Q(z) = Z -2_T-G:J w o (w=1) dw.
n=0 0

Deze reeks convergeert nu voor elke z binnen het convergentie-halfvlak
van (FR).
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I-9. Analytische voortzetting van Q(z).

. 6
Door de transformatie t = 11/

in' de Laplace-integraal voor (z)
(I-5-2), krijgen wij .een nieuwe reeks, die als een generalisatie

van de fakulteitreeks beschouwd kan worden.

Wij gaan uit van

1
(I-5-2) Q(z) = f tz‘1¢(t)dt.
‘0
. 1/6 .. ..
Via t =1 krijgen wij dan
z
1T ==
Qlz) = l-{ ® ¢(T1/e)dr.
8 0
Wij kunnen ¢(r1/e) weer ontwikkelen in een machtreeks in de omgeving
van T = 1.
Namelijk
(1 - (/8ym v og (8)(1 - )"
L n,m °
n=m
zodat
1/8 T 1/8 T
o(/%) = T e (== T (0)(1-0),
n=0 n=0
met
v
(I-9-1) bn(e) = kL=1 akfn,k(e).

Wij krijgen dan voor Q(z) de volgende reeks

n |
bn(e) 6 n!

z(z+6) ... (z+nd®)

(I-9-2) a(z) = |

Voor de convergentie-lijn A(6) van deze nieuwe reeks geldt:
als A de convergentie-lijn van de oorspronkelijke fakulteitreeks

is, » > 0 en 6 > 1, dan voldoet A(6) aan

A(8) < A
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Als X(8) < X, dan hebben wij een analytische voortzetting gekregen

links van de oorspronkelijke convergentie-lijn \.

IT. Asymptotische ontwikkelingen van fakulteitreeksen

II-1. Een fakulteitreeks met convergentie-lijn A kan men voorstellen

door een Laplace integraal

1 o
Q(z) = { % To(t)at = J e %%y (e7Y)at,
‘0 0

voor
Re z > max(1, A+2).

¢(t) is analytisch binnen |t - 1| = 1. Als wij ¢(e—t) = F(t) stellen,
dan blijkt F(t) analytisch te zijn in een gebied G dat de oorsprong
bevat.

Beschouw de afbeelding 1 = e—t. De schijf |t - 1| < 1 wordt dan

afgebeeld op een gebied G, aangegeven in figuur 3.

| v
|
|
L
b 2 —
r G
<:::E:::} n
e R ———
Als 1 =a+ ibent =u + iv, dan kunnen wij de cirkel |t - 1] = 1
in het t-vlak voorstellen door (a—1)2 + b2 = 1. Het beeld van deze
cirkel wordt in het t-vlak voorgesteld door u = -ln |2 cos v|,

m

-1y X
2 ~"=%2"
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Aangezien F(t) analytisch is in-.de oorsprong,. bestaat er voor F(t) een

Taylor-ontwikkeling

II-2. De coéfficiénten dj berekenen wij als volgt. Wij ontwikkelen
t\n
)

eerst (1 - e in een machtreeks

(1-e5ym= ¢ ¢ yn

n=m
Daarna sorteren wij F(t) = Z an(1 - e_t)n naar machten van t, het-
geen toegestaan is wegens d2=gte1ling van Weierstrass over dubbelreek-
(m) (m)

n kunnen wij uitdrukken in S ', de

sen ([3]). De coéfficignten C n
"getallen van Stirling van de tweede soort", namelijk:

(X 1@ eq T s@ X
L "n nl
n=m
(Handbook of Mathematical Functions)
Hieruit volgt dat:
s n
‘ -t m m, =t m -t
(=)= )T - D) = (1) ] sr(l)(n'),
n=m *

- '
dus C(m) = (—1)m+n E% S<m).
n n! "n
Sém) kan berekend worden uit de formule
. m
m 1 m=-k .m n
Sé ) < ;E-kzo (=1) (k) k™,

hetgeen blijkt uit uitwerking van (e* - 1)°

(m)

n

We kunnen C ook uitdrukken in Bernoulli-getallen.



n xt ® v
Nameli jk: ——{}EL—~H = Z %T Bin)(x)
(e” = 1) v=0 "°

3™ gy = ™) o (1) - g .
v Vv \ AY)

1) Voor -n en x = 0 (n mag een willekeurig complex

deze formule tot

getal zijn) leidt

ST TR P AR CY
= = [ )
et -1 t v=0 ve TV
dus
1 = e_t n ot v o,V Bé‘n)
() = 1 (1)t =7,
\):
- B(-n) . tv(_1)\)—-nB(-n)
v! L (v=n)! >
v= v=n
zodat
(=1)2°0 (=m)
n (n-m)! '
2) door -n en x = -n te nemen krijgen wij
;7B Tnt _ (et - 1)n - (1 - e_t)n _ E Ei B(-n)( n)
- - 1 - >
(et-1) n te+t t v=0 Ve V
zodat
(-m)(_m)
C(m) _ _n-m
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IT-3. WiJ krijgen het volgende schema

m=0 (1- e_t)o = C(O)
0
- -t\1 _ (1) (1).2 (1).3 (1).4
m=1 (1 -¢e 7)) = C] t + 02 t° + C3 t~ + Ch t 4+ ...
m=2 (1-e7)°%= cée)t2 + Cég)t3 + Cie)th + o
mn=3 (1-¢7%3= 303 4 Bk o,
3 L
Dus Fit) = § a, (1-e%)¢ = T a, tJ,
j=0 dJ J=
J .
met d. = z a. Cgl).
iz * I

Volgens [h], stelling 6.4 kunnen wij nu voor Q(z) een asymptotische

ontwikkeling afleiden in reciproke machten van z.
Uit Q(z) = J e F(t)at en F(t) = ¥oa. tY volgt:
0 =

. ™
+
2377

voor z + » met |arg z| < ¢ < = .

Q(z) ~ Z d. 5

j=o0

II-4. De coéfficiénten dj kunnen soms eenvoudiger berekend worden,

namelijk als de funktie die voorgesteld wordt door de reeks

een bekende funktie is, zoals in het volgende voorbeeld.

Wij beschouwen de reeks

Q(Z) = z n!
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Voor de coéfficiénten & geldt dus 8y = 0, a = 1, n> 1.

sv o ( _ T n _ 1 =1 _ 1
Uit (I-5-3) volgt ¢(t) = Z (1-1t) = T T "
In voorbeeld 1 hebben wij voor A gevonden A = 1. Volgens stelling 8

geldt de integraalvoorstelling dan voor Re _z >.3.

J
Als ¢(t) = % - 1, dan is F(t) = ef -1 = nz %T .
J=1

Dus

o . ©

alz) m § o, == 7 L
L J _Jt+1 et J
J=0 z Jj=2 z

voor z > » met Re z > 3, |arg z| < ¢ < % .

De laatste reeks convergeert echter voor Iz] > 1 en 1is dan gelijk aan

15'( j.l) = z(z1— 1) °
Z

z 1

Inderdaad volgt uit

1
Q(z) = J £2To(t)at en Re z > 3
0
(1 a1 1
Q(z) = )O t (z-- 1)dt = ;T?rjj—ry .

(De voorwaarde Re z > 3 is ook in dit geval niet noodzakelijk, want

de integraal bestaat voor Re z > 1.)

In dit voorbeeld kan de asymptotische reeks dus ook afgeleid worden
door de integraal uit te rekenen en voor de gevonden funktie een
machtreeksontwikkeling in 2" af te leiden. Deze reeks is dan tevens
de asymptotische reeks (Eﬂ, p. 6).

Uit dit voorbeeld volgt ook, omdat dj = %T

% Cgl) =-l7 voor alle j > 1.
iz 9 Je -
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II-5. In [10] wordt afgeleid dat .als een funktie analytisch is voor
|z| > R, zodat daar geldt:

£(z) = ] a2z,
n=0
een representatie bestaat
T %
f(z) = voor Re z > R.
+ cee +
no (2 1) (z+n)
© % on re -tz
(Noem ¢(t) = Z = t", dan geldt f(z) = J ze ~¢(t)dt. Definiéer
n=0 "' 0

F(g) = ¢(t) via e_t =1 - £; de coéfficiénten bn worden bepaald uit
b = () (0).)

©

De voorwaarde dat f(z) een Taylor-ontwikkeling f(z) = | a 2 % voor
n=0
|z| > R bezit is voor een fakulteitreeks representatie natuurlijk niet

noodzeakeli jk.

II-6. Het volgende voorbeeld geeft een funktie Q(z), die voor
Re z > O analytisch is en waarvan de asymptotische reeks voor elke z
divergeert. (Zie ook Dﬂ p. 8 en p. 29.)

Neem
a(z) = {1 Q21 __at J“ 7t dt
o T-1nt 0 T+t °
In dit geval is ¢(t) = 7—:1I;—€ . Deze funktie is analytisch in t = 1
en de machtreeks convergeert binnen ]t - 1] =1.

t = 0 is voor ¢'(t) een singulier punt

1im ¢'(t) = lim ! = o,

t+0 t+0 t(1 - 1n t)2

tz+1 0 voor Re z > O

Nu is lim 5| = .
t40 '£(1 - 1n t) © voor Re z < 0
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¢(t) heeft op |t - 1| = 1 geen andere singuliere punten.
Er bestaat dus een representatie als fakulteitreeks. De co&fficiénten

kunnen wij op twee manieren bepalen.

1)_....1._-—.—:

1 -1nt (1n t)" als |in t| < 1 dus als t reéel:‘% <t < e,

I~ 8

n=0

Volgens [8:[ geldt de volgende ontwikkeling

0 o v B(n+\))
log (1+t)y" _ tY Sy
{ t } . vZO vi n+v e < 1.
(n+v)
n B
. . in t (t=1)" v
Hieruit volgt {t—1 } =n vg T ey , |t - 1 <1,
n o v+n (1—‘(:)\)+n Bin+v)
ofwel int}  =n | (-1) = —
v=0 -
v
_ v (1-t)" By-n
=n [ (1) (v=n)! v
V=
. v
_ (n) v (n) _n vV v-n
= vzn A\) (1-t) ", met A\) =3 (=1) W——n—)_! ’
zodat — = § a_ (1-t)" met a_ = % 2V
1-1nt neo B n Zo B ‘

De afleiding 1s gegeven voor waarden van t die niet alle voldoen aan
[t = 1] < 1. Aangezien wij een ontwikkeling hebben in t = 1 van een

analytische funktie en de dichtstbijzijnde singulariteit is t = 0

voldoet de ontwikkeling binnen |t - 1| = 1.
1 1 T P
2) ¢(t) = T it F(t) T F(t) jZO (-1)Y tY voor |t| < 1.

De coéfficiénten a, kunnen dus ook berekend worden uit

_ 4 (1) _ (L yd
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Wij kunnen dus schrijven

&, n!
Q(z) =

{m e-zt at  _ ?
Tt L
o (R z(z+1) ... (z+n)

Voor deze fakulteitreeks geldt de volgender asymptotische ontwikkeling

< n!
©Uz) o (1) =7 voor |z| » .
n=0 z
Algemener geldt dat de funktie
o (z) = f“ e at _ [1 L2 dt
v Jo (1+t)Y o (1 - 1nt)’

voor Re z > O geschreven kan worden als fakulteitreeks.

rOO

Voor de incomplete gammafunktie Pa(x) = } et ta—1dt-kunnen wij op de
x
volgende manier een fakulteitreeks vinden.
Stel t = xs + s (zie ook [2])
® 1 1
r (x) = [ e~¥578 %=1 (g+1)*7' x as
o JO
= e ¥ x* [ e X0 (£+1)*71 at
‘0
=X _a
=e X 91_a(x).
o an(v) n!
= ¥ 1dt:
Als 9, (x) Lox(x+1) ... (x+n) den geld
n=0
o a_(1-a) n!
r (x) = e *x* ¥ 2
a é x(x+1) ... (x+n)

Voor v = é-krijgen wi]
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91(X) =

|
——
[}
0]
ct
(0]
l_l
ct
I
xlﬂ
]
-
p

II-7. In [é] vinden wij voor de incomplete gammafunktie een fakulteit-

reeks waarin een parameter u voorkomt, die later z8 gekozen wordt dat

de reeks snel convergeert.

De fakulteltreeks waarin een parameter optreedt kan een analytische

funktie voorstellen, die niet afhankelijk is van de parameter. Wij

zagen in hoofdstuk I dat dit het geval is als wij in de Laplace-inte-

graal overgaan op een andere integratie-variabele (t > t

1/6).

Q(z) wordt dan voorgesteld door

(I-9-2)

I &~ 8
s

=0 z(z+6) ... (z+nd)

De nodige en voldoende voorwaarden voor een dergelijke ontwikkeling

volgen uit:

! z=-1

Stelling 10. Q(z) = | t° ¢(t)dt kan men dan en slechts dan ontwikkelen

0
in een fakulteitreeks van de vorm (I-9-2) indien:

a
1 v(z) . . .
= — + .
1) Q(z) - PIETE v(z) is een analytische funktie
die begrensd is in een rechter-halfvlak. (Re z > u > 0.)
2) de funktie
+io
I

_ 2z
F(t) = Py J e Q(z)dz
1-iw

analytisch is in een willekeurig smal gebied, dat de reéle

positieve as, inclusief de oorsprong, bevat.
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fig. 5

F(t) moet in dit gebied uniform voldoen aan:

lim e "% F(¢) = 0.

o |

De stelling is ontleend aan [7] en [8].

Aan de voorwaarden is bijvoorbeeld voldaan als Q(z) regulier is voor
|z] » . Dan is de ontwikkeling zelfs mogelijk voor willekeurige
complexe 6. Wij berekenen de coéfficiénten bn(e). Wij gaan er van uit
dat 6 en ¢ zodanig gekozen zijn dat in de volgende berekening alle

' stappen geoorloofd zijn.

o(t'/%) = T & (1-1%)" (o = 1/8)
n=0 n
= ) a (1- e )" t* = e7®)
n=0 n
= T a8 a. = Y a; ¢ (zie 11-3)

]
N~ 8
|
Q
N~

Ce
ol
Cae
——
|_J
o}
0]
ot
—
Cae
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llog t}j = Z. A(J)(1 -t)Y (zie II-5)
V=]
dus 06178 = T b.(e)(1 - t)?
j=0 Y
I P TN Y
met bj(e) = kio ( 6) dk Aj .

Wij krijgen voor Q(z)

n k
( Z‘ (:_l_) dk A(k))en . !
dz) = ? k=0 0 n
2} = n;O z(z+0) .. (z+nd)
n
(T (-)F oE a, S
_ ¢ _k=0 .
- 0s0 z(z+6) «v. (z+n6) '

Wij zien hieruit dat bn(e)en 0(1) voor 8 - 0 en wel

lim b _(8)e" = (-1)* 4 Aln)
n n
80
(n) log t© n n
Nu is A = lim {——5~—} = (=1)
n 1T =-1
t-1
) n
zodat lim b (8)6 =4 .
n n

60

Conclusie: Als Q(z) gegeven is door de volgende reeks

n 1
bn(G)G ni

z(z+6) «e. (z+noe) °

(I-9-2 Q(z) = |
n=0

dan ontstaat voor 6 + O de vorm, althans formeel, die wij in II-3
afgeleid hebben:

I 0~ 8
2
5
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Deze methode levert nu eens de (convergente) reeksontwikkeling voor
Q(z), dan weer de asymptotische ontwikkeling voor Q(z).

De vraag of dit de twee enige mogelijkheden zijn is hiermee nog niet
beantwoord. Indien echter van Q(z) bekend is dat er een asymptotische

ontwikkeling bestaat

(2] <
Q(z) ﬁdjgo dj g%iT voor |z| +

en (I-9-2) is afgeleid uit (I-5-2),

dan is deze methode een juiste methode om de reeks te bepalen. De
parametermethode levert namelijk een reeks op, waarvan de coé&ffi-
ciénten dezelfde zijn als die van de reeks, die via de Laplace-trans-

formatie verkregen wordt.

III. De fakulteitreeks als asymptotische reeks

1
z(z+1) .. (2z+n

III-1. De funkties ¢n(z) = y vormen een asymptotische

rij, want

¢peq(2)
1lim = 0 voor alle n.
2o #a(®)
Stelling 11. Als Q(z) = E &, n! ¢n(z) en A is de convergentie-lijn,
n=0

dan is deze reeks voor Q(z) een asymptotische ontwikkeling.

! z-1
| t77 ¢(t)dt. m keer

‘0

Bewijs. Voor Re z > max(1, \+2) geldt Q(z)

partiéel integreren geeft

L o 0" (1) (=1)% ™) (1)
z) =2 6(1) - sy ") * sy e z(z+1)?..(z+m)

+ Rm(z):




ol

m+1 - .
_ (=1)" ' (m+1),, .\, z+m
Rm(z) T z(z+1) ... (z+m) JO ¢ (t)t dt
1l . .
= (—1)m+1 o (z) | ¢(m+]'\t) £ e,
m /0

Volgens stelling 9 kunnen wij door Re z groot genoeg te kiezen de
integraal willekeurig klein maken.

Het asymptotische gedrag volgt dan uit:
|2(z) - g a_n! o (2)] = [R (2)] = o(e, (2)),

voor |z| - «, Re z > max(1,A+2).

Men kan de asymptotische eigenschap van de reeks ook afleiden zonder
van de integraalvoorstelling gebruik te maken.

Er gelden namelijk, als steeds Re z > A+e genomen wordt, voor de reeks

1 ] 1
a. 0! a. 1! a2 2!

z T z(z¥77'+ z(z+1)(z+2) Foee

de volgende betrekkingen

lim zQ(z) = ags
|z |>e
llim (z+1)(z0(z) - ao) =a.,
Z | oo
1lim (z+2){(z+1)(zﬂ(z) - ao) - a1} =a, 2,
|2 [

en algemeen

n-1 a v!

: ‘ Y v = '
|iT§w 2(2+1)ees(2+n)(Q(2) - V;O z(z+1)...(z+v)) =a ni.

De voorwaarde Re z > max(1,A+2), die bij gebruik van de integraalvoor-

stelling gesteld werd, blijkt dus niet noodzakelijk te zijn.
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1 f°°

Integralen van het type [ tz_1¢(t)dt en | e—ZtF(t)dt wearvan het
‘0 ‘0

gedrag voor grote waarden van z onderzocht moet worden, kunnen wij

asymptotisch voorstellen door een machtreeks in 2—1 of, indien ¢ en

F aan bepaalde voorwaarden- voldoen, door een convergente fakulteit-

reeks. Voor F(t) bestaat dan een convergente reeks

-t\n
)

F(t) = | a (1 -e

Een algemener resultaat vinden wij in [1].

Stelling 12. (Erdélyi)
Als Q(z) de Laplace-getransformeerde is van F(t) en

F(t) ~ Z an(1 - e_t)n voor t ¥ O,

n=0
dan geldt
? a n!
a(z) ~ Lo Z(zF1) .. (zm)

als |z| » = en |arg z| < ¢ < % .
1 z=1
III-2. Indien Q(z) = [ t” ¢(t)dt en ¢(t) voldoet niet aan de voor~
J
waarden om een convergenge fakulteitreeks af te leiden, dan kunnen wij

Q(z) soms asymptotisch voorstellen door een fakulteitreeks.

Voorbeeld.
.. M oam1 A s at
Wij nemen Q(z) = | t Tt - i e — -
‘0 ‘0 3~ 2e
Q(z) is analytisch voor Re z > 0. ¢(t) = 5—%—§E-is niet analytisch
in It - 1} < 1.
Er is een pool voor t = 3/2. -
Echter ¢(t) = —. - = ¥ oa (1-t)", met a_ = (-1)72"
3-2t 1+2(1-t) L) m ’ n )

A

Deze ontwikkeling geldt voor |1 - t] %.
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Voor F(t) krijgen wij dan:

P n .n -t \n
F(t) = ) (=1)7 20 (1 -e 7).
=0

Deze reeks convergeert voor voldoend kleine waarden van t3; in elk geval
geldt

F(t)r T (=1)" 2% (1 -, ¢t v 0.
n=

8
s

Dus Qlz) & ¥ (=1)_n! 2

n:O z(z+1) .. (2z+n) >

voor |z| » « en |arg z| < ¢ <-% .

Deze fakulteitreeks divergeert voor elke waarde van z want, aangezien

o

Z & divergeert, 1s
v=0
n
log |} a |
. =0
A =0 = lim sup ! > b=
o ¢ log n
n+1
i 1T - (-2)
‘ o |5
= lim sup | Tog n f o= o
N>

De stelling van Erdélyi geeft de geldigheid van deze asymptotische

ontwikkeling. Die kan ook aangetoond worden door

R I A
z) = | 3= 2 - | -t
/0 0 3-2e

partieel te integreren.

De andere asymptotische reeks volgt weer uit

E o
F(t) = ———l-:— = E d. t9 voor t voldoende klein,
3 - 2e J= J

J. y .
waarin d = Z (=1)7 20 C177.
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Het resultaat is

, i1
a(z) v Odj';]j"ﬁal'zl*w largzlf_¢<£2‘.

J

o~ 8

[ _
ITI-3. Wij hebben in (II-6) gezien dat van Q(z) = J e 2% %%T
0

een convergente fakulteitreeks bestaat (Re z > 0), terwijl de asymp-
totische reeks voor elke z divergeert.

Watson [}ﬂ ging na onder welke omstandigheden het mogelijk is, een
(eventueel divergente) machtreeks door een transformatie om te werken
tot een convergente fakulteitreeks. Ook Stirling kende al zo'n trans-

formatie.

Stelling 13. (Watson)
Zij o een positief getal kleiner dan 3/m, o de scherpe, positieve hoek

die voldoet aan:

5 cos (51n a) = ocOS u/p,
p
f(z) analytisch in het gebied
D=1z | |z] >y, |arg z| :_% T+ o+ 28, § >0, y eindig}.

Als f(z) in D een asymptotische ontwikkeling heeft

a a a a
1 2 3 n
- [— — cen ot —
£(z) balo) * Z * 2 + 3 n + Rn
z z z
met [an| < A" n', |Rn n+1] < Bo” ¢ n!, A, B en 0 onafhankelijk

van n,
en als Re z > max(2,y+1) dan kan f£(z) ontwikkeld worden in een conver-

gente fakulteitreeks:

°4 s

l = —_— s e o .
£(z) =y + 7=+ 757



28
n
4"‘ an N 4:2 -Zt
(¢(t) = ) - , flz) = | z¢(t)e ""dt Re z > y
n=0 °* ‘0
-t 1
Via e " =1 -£, F(¢) = ¢(log ::;),
Fa(i} = (1 - g)F'(g),
b - 7i2=1(o) ).
n 1

Stirling gaf een formele methode om een machtreeks van de vorm

uJu?
+

8.1 8.2

(III-3-1) Qz) =—+ =+
z 2

Z z

in een fakulteitreeks om te zetten.

Er geldt namelijk voor elke term afzonderlijk

. oI
L o
m £ z(z+1) v.. (2z4n=-1) °?°

Z n=m

. n-m . . .
waarin §  een "getal van Stirling vaen de eerste soort" is.
4

Stelling 14. Als van een funktie Q(z) bekend is dat er een represen-
tatie mogelijk is in de vorm van een fakulteitreeks en Q(z) is voor-
gesteld door (III-3-1) (de reeks kan convergeren of een asymptotische
benadering zijn), dan geeft de formele methode van Stirling altijd de
(FR) van Q(z), zowel blj divergentie als bij convergentie van III-3-1.
Als (III-3-1) voor |z| > r convergeert dan geeft de methode van Stirling
een (FR) die zeker voor Re z > r convergeert (analoog asan de stelling uit

Whittaker and Watson).

Deze methode is echter geen onafhankelijke methode, want de convergentie
van (1) 1s een irrelevante eis voor de fakulteitreeks. Deze methode

geeft tevens geen convergentie gebied voor de fakulteitreeks.

De methode bewijst daarentegen zeker zijn nut als formele methode, in-

dien eerst het bestaan van een fakulteitreeks aangetoond is, en het

convergentie gebied is bepaald:
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\ [m -zt at o n _n!
Van Q(Z) = e T-R—N L (_1) _}';'1—
‘0 n=0 zZ

bestaat een convergente (FR) voor Re z > O.
De stelling van Watson geeft hier geen uitsluitsel want de n® term

van de -asymptotische reeks moet voldoen san
) n . ]
la | < Aop nt.

In dit geval is

Er moet dus gelden

n' n
._...-<Ap n!’
n

met p <-§ < 1 en A onafhankelijk van n. Er moet dus voldeaan zijn aan
n
1 <Anp, voor alle n.

Echter n pn + 0 als n + =,
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