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I. De diffractie van electromagnetische golven die uitgaan van een 

electrische puntbron, rond een ideaal geleidende aarde. 

§1. Inleiding. 

Deze scriptie geeft een overzicht van de berekening van het electro­

magnetische veld, dat wordt opgewekt door een oscillerende elektrische 

dipool, die vlak bij de oppervlakte van de aarde wordt geplaatst. We 

nemen als dipool een antenne, en beschouwen de atmosfeer als zijnde 

homogeen, en verwaarlozen effecten die te wijten zijn aan de ionosfeer. 

We beschouwen een verticale antenne, waarlangs we de as 6 = 0 

leggen van een bolcoordinatensysteem r, e, ~- De afstand van de antenne 

tot het middelpunt van de aarde wordt aangegeven met r 0 en de straal 

van de aarde met a< r 0 . Het electromagnetische veld bestaat dan uit 

Er' E6 , H~, en is onafhankelijk van~. We gaan nu dit veld afleiden van 

een oplossing u van de golfvergelijking m.b.v. de vergelijking van 

Maxwell en geschikt gekozen randvoorwaarden. We vinden dan een oneindige 

reeks bolfuncties met coefficienten die Besselfuncties bevatten. 

Als in alle diffractie problemen wordt het karakter van de op­

lossing bepaald door de verhouding van de dimensies van het voorwerp 

(hier de aarde) en de golflengte i.e, 2 TI a/A, Wanneer deze verhouding 

groot is, zoals in dit geval (en bij de theorie van de regenboog), zal 

deze reeks zo langzaam convergeren, dat we er weinig aan hebben. Watson 

transformeerde daarom m.b.v. contourintegratie deze reeks in een andere, 

die veel sneller convergeerde. M.b.v. Bessel en Hankelfuncties, waarvan 

we de asymptotische ontwikkelingen beschouwen, zullen we tenslotte de 

oplossing in een overzichtelijke vorm brengen . 

§2. Beschrijving van het electromagnetisch veld m.b.v. de Maxwell vergel. 

We beginnen met de magnetische component H =Jl exp. (-i wt). Uit de 

Maxwell-vergelijkingen 

<I 

µOH + rot E = 0 
( 2. 1 ) ""'""soeaaso111•00• 

~ 

EOE - rot H = 0 
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berekenen we dan uit de 2de vergelijking van (2.1): 

-i w EO fr = ; sine :e ( sine 1{) 

(2,2) 

1 a ---'1 o 
= - - (rJv) 

r ar 

en m.b.v. de 1ste vergelijking van (2,1) vinden we: 

. ../4/, 1 
l W jJ r if, .. = -.--

0 lWEO 

a2 ✓qr 1 3 1 3 . -4,· 
{ ar2 (rd(,,,-) + ;- ae sine as° ( sineo~ ) }. 

'I:· . . . . . 
hieruit volgt, dat · voldoet aan de d1fferent1aalvergel1Jk1ng: 

(2.3) 
, a • 

+ ~- -.'­
r 38 sine 

3 ../4/ JJ 2 --<f P a8 (sin8ol-) + k r tfi.,, = 0 

We nemen 
3u evenredig met 38 , waarbij we voor het gemak schrijven: 

dan wordt (2,3): 

(2.4) ... , ...... 1 w c0r :e {; 
r 

. e 1__ ( . au) + k 2 1 = 
2 sin 38 sine38. u. 0 

We herkennen in de term{,,} de golfvergelijking, zodat geldt: 

2 
(2,5) ..... ,, ,, .. ,, ..... 6u + k u = 0 of een constante = O. 

We kiezen de oplossing waarbij de constante gelijk O is, 6 is de 

Laplaciaan in bolcoordinaten, 

Volgens (2,2) en (2.4) wordt dus het electromagnetische veld volledig 

beschreven door: 

(2.6) .... ,o,,£ 
r 

-1 . 3 au =-; sine 80 (sine ae)) 
2 

= _l 3 (ru) -JC = 
r a ear ' 
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§3, De oplossing van de golfvergelijking. 

In de eerste plaats moeten we de randvoorwaarden beschouwen. 

1e: t 8 = 0 aan het oppervlak van de volledig geleidende aarde. 

Uit de tweede vergelijking van (2,6) volgt dan: 

(3.1) •••c-cio••mo1111"1010,00000 

a(ru) = 0 
clr 

voor r = a, 

2e: u moet zich in het punt r = r 0 , 8 = 0 gedragen als een 

eenheidsbron, dat betekent het bestaan van een verticaal gerichte 

dipool. 

Beschouw nu de volgende oplossing van de golfvergelijking: 

(3.2) 
ikr ip 

= _e __ - = ~ met kr = p 
ikr 1p 

Nu geldt H~ 1 \ p) = \ r;;;;; ~lp --> eip 
2 y cp/TI lP lP 

waar H~ 1) een Hankelfunctie voorstelt. 
2 

Dus geldt volgens 

(3.3) ··················'· u = 

Deze oplossing is singulier in r = 0, 

Verplaatsen we nu de oorsprong naar (r0 ,o,o) dan krijgen we: 

e ikR ( 1 ) V 2 2 I 
(3,4) ........ ,. u = ikR = s0 (kR) met R = r 0 - 2rr0cos8 + r 

Nu kan (3.4) ontwikkeld worden naar bolfuncties P (cos8) waarbij de 
n 

coefficienten R(r) voldoen aan de differentiaalvergelijking van Bessel: 

l d2(pR) 
(3.5) ............... 2 + (1 - n(n+1)/p)R = 0 

p dp 

De oplossing hiervan is: 

(3.6) .. ., ... R(r) = 1/Jn(p) = ~ Jn+;(p) voor r < r 0 

R(r) = s~1 )(p) = ~ Hn+;(p) voor r > r 0 
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We vinden dan tenslotte als oplossingen van de golfvergelijkingen: 
00 

> ( 2n+1 h, ( 1 \ p 0 )i/J ( p) P ( cose), voor r < r 

ikR 
e 

n~O n n n o 

oo~oooooo~oaU = ik:R = 
00 

I ( 2n+ 1 ) i/J ( p Oh; ( 1 ) ( p ) Pn( cos e) , voor r > r 0 n=O n n 

De eigenfuncties u (k,r) van (3o5) die behoren bij de eigenwaarde k, n 
kunnen worden geschreven in de vorm: 

( 3 o 8) o o o .. co • '° "° o o .. c u ( k, r) = ijJ ( kr) + Ar, ( 1 ) ( kr) n n n 

Uit de randvoorwaarde (3c1) volgt dan voor A: 

a( rijJ ( kr) 
n 
clr 

- - -cl-(-r_r,_(,..,... ,_,.)_( -kr_)_)_ 
n 

clr 
r=a 

J\emen we nu aan, dat de antenne zich op de grond bevindt, dus dat 

r 0 = a, dan vinden we uit (308) en (3.9): 

ijJ ( ka)r, 1( ka) - r, ( ka)ijJ 1( ka) 
= u ( k, a) = ka _n ___ n ____ n ___ n __ 

n c; (ka) + ka r,\ka) 
n n 

Daar de oplossingen van (306) lineair onafhankelijk ziJn, volgt uit de 

Wronskiaan, dat de teller van (3a10) gelijk aan i/(ka) 2 iso Korten we 

de noemer nog af tot~ (ka), dan gaat (3a10) over in: 
n 

( 3 o 11 ) °" o o u ( ka) = ki ~ ( ka) , ~ ( ka) = r, ( ka) + kar, 1 ( ka) n a n n n n 

We beschouwen nu slechts de 2e vergelijking van (3.7), dus waar geldt 

r > a, wegens de totale geleidbaarheid van de aardea Uit (308) en de 

2e vergelo van (3,7) volgt dan: 

00 c;(kr) 
(3o12) OOCHC.OOH<Oo• u = L (2n + 1) pn (cose) un(ka) 

n=O n 
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Uit de 2e randvoorwaarde volgt dan m.b.v. de Greense fu.nctie: 

(3. 13) •• ,. ., u 
00 

k ' 
= 41ri l 

n=0 

l;, (kr) 
( 2n + 1 ) P n ( cos e ) t ( ka ) 

a < r < 00 0<8<TI 

De convergentie van deze reeks is echter zeer zwak, vanwege het feit, 

dat ka en kr groot zijn wegens de grote straal van de aarde (ka en 

kr 1000). Zolang n niet al te groot is, gelden voor de Hankelfuncties 

de asymptotische waarden en men kan aantonen dat l;, /E, dan nagenoeg 
n n 

onafhankelijk is van n. We zouden dan 7000 termen moeten nemen om de, 

later te behandelen, asymptotische ontwikkelingen van Debije toe te 

mogen passen en slechts in dat geval kan men spreken over echte 

convergentie van deze reeks. 

§4, De methode van Watson voor de transformatie van (3.13) in een complexe 

integraal, 

Wegens het feit dat P (cos8) = (-·1)n P (-cos8), kunnen we voor (3.13) 
n n ; 

schrijven: 

00 

(4.1) ........ u = ' L 
n=0 

Bes.chouw nu de integraal 

(4.2) '"'' i 
JA 

2v + 1 
2isinv-rr 

l;, (kr) 
(2n + 1) (-1)n P (-cos8) _n__,_ __ 

· n f,n(ka) 

P (-cos8) 
V 

l;, (kr) 
--..; 

f, ( ka) 
n 

dv 

waarbij A een contour is die om v = 0,1,2,3, ... heenloopt, en wel op 

de volgende wijze: 

~ 
A 

> -~ 00 

X X X 
~ (~ 

X 
fig. V = 1 1 2 3 6 1 • -2 

-··~ 00 

P (-cose) is hier de hypergeometrische functie: 
V 

(4.3) ........ , ...... P (x) = F(-v, v + 1,1, 1-x/2) 
\i 
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Nu heeft de integrand van (4,2) polen van de eerste orde voor alle nul­

punten van sinvTT. Hieruit volgt, dat v = 0,1,2,3, .. , nulpunten zijn, 

die binnen de contour A liggen, Aangezien in de buurt van 11 = n, 

sinvn bij benadering gelijk is aan sin nn + (v - n)TI cos nTI = (-1) 0 TI(v n), 

is het residu van de eerste term in (4,2) volgens de stelling van 

Cauchy gelijk aan (2n + 1)/2iTI(-1)0 , 

Dus de som van alle residuen maal -2ni is gelijk aan de integraal (4,2). 

We hebben dus: 

2\; + 1 

JI 21· sin vrr 
A 

~ ( kr) 
V 

pv(-cosv) E (ka) 
V 

d V = 

(4.4) 
= 

oo ~ (kr) 
I (2n + 1 )(- 1 ) 0 P0 (-cosv) /(ka) = -u 

n=O v 

We gaan nu het pad A deformeren. Alvorens dit te doen merken we nog 

het volgende op: 

Uit (4,3) volgt, dat P 11 = P_v _ 1 , en met de notatie v = s-; krijgen 

we dan: 

( 4, 5) 

dus is P 1 een even functie vans, Dit geldt tevens voor de laatste 
s-2 

factor van de integrand in (4.2), Teneinde dit aan te tonen beschouwen 

we de volgende representatie van H(l)~ 
s 

(4,6) ,,,,,,., H(l)(o) 
s 

eiocosw eis(w ;) dw 

Deze representatie is geldig voor willekeurige indices, 

Vervang nu w door-wens door-sen in tegenovergestelde richting 

langs w1. 

We krijgen dan: 

elPCOSW eis(wi) dw = lSTT 
e 
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Wanneer we deze vergelijking met~ vermenigvuldigen en letten op 

(3,3), dan vinden we: 

(4.8) .... ,..,""'" r; ,(o) = -s-2 
lS?T 

e 

Op geheel analoge wijze vinden we: 

(4.9) ..... " .• " . ., z;; ,(ka) = 
-s-2 

lSTI 
e 

Uit (4.8) en (4.9) volgt onmiddellijk, dat r; ,(kr) / E, 1 (ka) een even 
s-2 s-2 

functie is vans. 

Substitueren we in de eerste factor van de integrand van (4.2) nog 
2s 

v = s-;, dan krijgen we . en we zien dat dit een oneven 
-2lCOSS'TT 

functie is 

-1, 
- illl 

We gaan nu de contour A in fig.1 als volgt deformeren: 

in een rechte lijn, evenwijdig aan de imaginaire as van het 

v-vlak, die gaat door het punts= 0 (i.e. v =-;),en in twee 

wegen C die op grote afstand van de reele as verwijderd zijn 

en a.h,w, de uiteinden van Ben A verbinden, In fig. 2 is dit 

schematisch getekend. 

Nu vallen de integralen langs de wegen B boven en beneden de reele as 

weg vanwege het oneven karakter van de integrand in (4.2). Dit is ook 

het geval voor de wegen 
C 

C boven en beneden de reele as. Daarvoor moeten 

WlJ de factor 2- van de integrand voor grote waarden van v onderzoeken. 
E,v 

We beschouwen daartoe eerst de Besselfunctie 

00 

\ 
l 

m=O 

(-1 )m 
m!f(v+u+1) 
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dan behoeven we voor ! v I ·>p slechts de eerste term te beschouwen, dus: 

(4.11) ,, ......... , Jv(p) = (.e.) 
2 

V 

r ( v+ 1 ) 

Volgens Stirling geldt: r ( v + 1) = \/2nv 1 e -v v v dus 

(4.12) '"'"""··· J (o) 
\) 

1 

=~ 

Eveneens geldt: 

(4 ) ( ). = --,--- (~)-v • .13 ..... ,., .... J O \~ 
-v ~-2nv, -2v 

Ui t ( 4. 12) en ( 4, 13) volgt dus : 

1 

(4,14) "'°""""" J (o)/J (o) = (-1)v + 2 (~)2 v 
V -v 2v 

We zien hi erui t, dat J ( o) / J ( p) -------- 0 voor Re 1; --------:; 00 

\) -v 

Nu geldt verder: 

(4.15) ..... °' H( 1 )(p) = 
e-ivn J (p) _ J (o) 

V -v 
\) - i sin vn 

Volgens (4.14) mogen we echter J verwaarlozen t,o.v. J , en dus geldt: 
V -v 

( 1 ) 
(4.16) ...•.•.•..• H (p) = J (p) / 1 sin vu 

V -v 

Nu lS 1::v = \ r;:::7 H 1 V Tf i co \) + 2 

Uitwerking geeft dan: 

(4.17) ....••.... ,. 1:: (kr)/i:; (ka) = (a/r)v + 1 
\) \, 

Daar a/r 1 verdwijnt r; (kr)/i:; (ka) dus voor Re(v + 1) ------ oo 
\) \J 
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Nu is volgens (3.11): 

( 4 , 1 8 ) • • "' ,, E; ( ka ) 
V 

Uit (4.13) volgt dan E;v(ka) = 

(4. W) . 

r;; (ka) ( -v) 
V 

----:::.• r;; (kr)/E; (ka) ----> 0 
V V 

voor Re v --------.' 00 , 

De laatste factor van de integrand uit (4,2) verdwijnt dus, evenals 

de eerste factor, vanwege de noemer sin V'1T, Dat ook de 2e factor ver-

dwijnt, volgt uit het feit dat geldt: 

= V 2/rrv (4, 19) • • • e e 11 • 
p 

V 
sine 1cos{(v ;)e 

Tf 
+ - 4} 

Dus kunnen we inderdaad de contour A deformeren tot het positieve half­

vlak, dus het halfvlak waarin Rev> O. 

We moeten nu nog de polen van de integrand van (4.2) onderzoeken, die 

worden gegeven door E; (ka) = 0. We zullen de nulpunten hiervan aangeven 
V 

met: v0 , v 1 , v2 enz. Het zal blijken, dat deze polen zich slechts be-

vinden in dat gedeelte van het halfvlak waar Im v > 0 (zie fig. 3). 

In de buurt van de mde wortel van E; (ka) geldt: E; (ka) = n (v - v ). 
V V V m 

Volgens de residuenstelling van Cauchy geldt dan tenslotte: 

2v + 1 r;; (kr) 
I P (-cose) V 

dv = 
J 2isin VTI V 

E; (ka) A+B+C V 

2v+1 E; (kr) 
\ P (-cos8) V = Tf l n (ka) sinvTI V 

v=vo,··· V 

Nu vonden we dat = O, en volgens (4.4) vinden we dan: 

B+C 

(4, 20) .....•• u = TI I l 
V 

21)+1 
sinvTT 

waarbij n = (aE; /av) 
V V V = V 

m 

r;; (kr) 
P)-cos8) /(ka) 

V 
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§5o Bepalin_5 van de wortels van C(ka) = Oo 

We gaan nu eerst het gedrag van ~v(p) onderzoekeno We komen dan op het 

gebied van de cylinderfuncties en wel de Hankelfunctieso Van deze laatste 

functies geven we de volgende representatie: 

H(1)(p) 
( 

elp cos w ein(w-i) = I dw n TT J 

( 5 0 1 ) OOOOOOOOOOOC' 
w1 

H(2)( ) 
n P = -

TT f elP cos w ein(w-i) dw 
J 

w2 

waarbij de integratiewegen w1 en w2 in Fig, 4 ZlJn weergegeveno 

De gearceerde gebieden ziJn de dalen en de 

niet gearceerde de heuvels, terwijl w = 0 en 

w =~de zadelpunten zijno 

In alle optische problemen ziJn n en p zeer 

groot en het was Debije die een gegenerali­

seerde asymptotische reeks vond voor de 

Hankelfuncties voor dit gevalo We maken hier­

voor gebruik van de zadelpunsmethode. De ex­

ponent f(w) = i {cos w + n(w - ;)} hangt 

fig.4 

nu van 2 grate getallen af~ nlc van pen no We nemen pen n voor het 

gemak reeel en positiefo Al naar gelang het feit of n < p of> p nemen we: 

(5o2) 00000'!l000-J0.) n < i=i 

n > P 

n = p cos a 

n = p cash a 

Verder gebruiken weals integratie-variabele: 

(5o3) 0~'100000000000;.ioo~ooo S = 
TT 

w - 2 

We onderscheiden nu de volgende 3 gevallen. 

a/on< p ---> f(w) = F(B) = -ip (sinS - S cos a) (5.4) 
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Het zadelpunt F'(S) = 0 wordt gegeven door: 

cosS - coao; = 0 ----> s0 = .:!:. o; voor resp. H( 1 ). en H( 2 ). 

Uit (5.4) volgt verder nog 

-( 5, 5) ...... , ........ , .. , . . . F' ' ( s0 ) = + i S sina 

We hebben nu dus een Taylor-ontwikkeling voor F(S) t/m de kwadratische 

term: 

(5.6) ..... , F(S) = .:!:. ip(sina - acosa) + ;ip sina 2 (s - s0 ) • 

In de buurt van de zadelpunten voeren we i.p.v. S de booglengte sin 
( )2 ( + )2 - . 2 . +iTT/4 en zetten: S - s0 = S - a =+is waaruit volgt: dS = e ds 

waarbij het + teken bepaald door de orientatie van de steepest decent 

lijnen t.o.v. de reele as in de zadelpunten +o; 

Integreren we nu over een omgeving van het zadelpunt, dan krijgen we: 

F(S)da 2:.ip(sina - acosa) 
e µ = e 

+s 

¾J 
-s 

. 2 
sino:.s 

e 

1T 

+i4 ds. 

Dit kan weer worden gereduceerd tot de Laplace-integraal. We krijgen dan: 

(5.7) 
H1 ,2( ) v--2 __ e.:!:.j_P (sino: - acoso:) + if 

n P = TTpsina 

b/. n > p . We krijgen nu een geheel analoge berekening. (5,4) wordt nu: 

(5,8) , ..... ,,,,,. F(S) =-ip(sinS - Scosha). 

Als zadelpunten vinden we s0 = 2:. ia. In fig. 5 zijn de twee integratie 

wegen getekend, en we zien hieruit, dat de beide I 
wegen over de 2 zadelpunten gaan. Uit een een- I 
voudige berekening blijkt nu, dat het zadelpunt j 

-ia de dominante term geeft, Voor dit punt is I 
F' '(S0 ) = p sinh a. I.p,v. (5,7) krijgen we nu: +_TT_.,._ _________ -~TT 

-io: I rig. 5 
I 
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I ( • )+ i TT p acosha - sinha - -
e 2 

Uit deze limietwaarden (5,7) en (5.9) ontwikkelde Debije reeksontwikkelingen 

van het Hankel-type, die wiJ echter voor onze berekeningen niet verder 

behoeven te beschouwen. 

c/, n ~ p. Ui t ( 5. 2) volgt dan dat a rJ O en alsdus zullen ( 5. 7) en 

( 5. 9) niet meer gebruikt kunnen warden vanwege de noemers Pen 

\Jsi~ha .i' Di t wil tevens zeggen, dat ook F' ' ( s0 ) ,,.J O en zo zal slechts 

de derde term van de Taylorreeks voor F(S) aanzienlijk van O verschillen, 

Daarvoor hebben we een betere benadering in de buurt van het zadelpunt 

nodig. Dit werd uitgevoerd door Watson, die een Taylorreeks ontwikkeling 

voor F(S) gebruikte die ging tot (S - s0 )3 . De Laplace-integralen warden 

dan van het Airy-type en die kunnen ook nauwkeurig berekend warden. 

We vinden op die manier gegeneraliseerde ontwikkelingen voor n..:. pen 

n > p die het gehele asymptotische gebied van de Bessel-Hankel functies 

omvatten. 

Nu gaan we ons bezig houden 

voor grote n en p. We laten 

met de wortels van de vergelijking H1 ' 2 (p)= O 
n 

hierbij willekeurige complexe waarden van n 

toe terwijl we o = kr reeel houden vanwege de fysische betekenis. 

Verder nemen we Re a 0, 

Nu geven (5,7) en (5,9) de indruk dat H1' 2 (o) = 0 in het geheel geen 
n 

wortels bezit vanwege de exponentiele functies. Doch (5,9) werd ver-

kregen door op te merken dat een van de twee zadelpunten een grotere 

hoogte had, dus de dominante term gaf. Wanneer de beide zadelpunten nu 

een gelijke hoogte hebben en de vereiste integratieweg over beide 

"passen" geleid kan worden, dan krijgen weals som van de beide bijdragen 

een trigonometrische functie die het bestaan van wortels mogelijk maakt. 

Wanneer we nu gebruik maken van vergelijking (5,7) dan kunnen we de 

zadelpunten voorstellen door B =!a en de bijbehorende exponentiele 

functies door: 
+. ( . ) - iTT e-:i.p sina - acosa + 4 
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De hoogte van de passen wordt bepaald door het reeele deel van de 

exponent. Dus gelijke hoogten impliceren gelijke reeele delen van de 

exponenten, en daar p reeel is, betekent dit gelijke imaginaire delen 
+ ( . ) D van - sina - acosa . us: 

(5.10) ........... Im (sina - acosa) = 0. 

Voor kleine a volgt hieruit: 

3 (5.11) ....................... Im (a)= 0. 

Dit betekent, data ligt op een van de 3 curven die door de oorsprong 

gaan. 

Een ervan is de reeele as, en de andere twee maken 

een hoek van 60° met de reele as. In fig. 6 zijn de 

3 krommen getekend, die volgen uit (5.10) 

Nu moeten we de integratiewegen nog leggen. Beschouw 

nu fig. 4, dan zien we dat de integratieweg voor H( 1) 

over de 2 zadelpunten kan worden genomen, wanneer 

deze liggen op de tak die van het 4e naar het 2e 

t 
f 
I 

'fig. 6 
I 

kwadrant gaat (zie fig. 6). We zien dan dat wanneer Re a> 0 dan 

Im a< 0 -----> Im n =imp cosa > 0. Wanneer we nu de bijdragen van de 

beide zadelpunten bij elkaar nemen, dan krijgen we de volgende represen-
. ( 1 ) 

tatie van H : 

(5, 12) H(1)(p) 2iv 
2 

[a(sina - acosa) - fl 'II •••• t. = 1rpsina sin 
n 

hetgeen volgt uit: 

TI lTI 
H(1)(p) -=V 2 \{ ip(sina - acosa)-i 4 -ip(sina - acosa) + TT - . e -e 

n 1rpsina 

De wortels van de vergelijking H( 1)(p) = 0 kunnen we dus berekenen 
n 

uit de transcendente vergelijking in a: 
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(5. 13) .. ., . p(sina - acosa) - f = -mTI , m = 1,2,3, . ., ... " 

Het - teken in het rechterlid wordt vereist vanwege het feit, data in 

het 4e kwadrant moet liggen. 

Voor kleine a kunnen we de wortels benaderen, we vinden dan: 

1 . 'IT 
- -1-

( 5. 14) ...... ., , a = ~; ( 4m - 1 )] 3 e 3 

en uit n = pcosa volgt dan: 

1 2 .'ff 
1-

( ) = P + _21 P3 r-1~(4m - 1 )]3 e 3 5.15 .. , ..... ,, n '4 

We zien hieruit, dat de wortels van Hi 1)(p) = 0 in het positief imaginaire 

halfvlak van n liggen. We zien uit (5,15) dat n en p van dezelfde grootte­

orde zijn, zoals we in het begin ook aannamen. 

Uit (5.12) volgt dus, dat: 

met z = p(sina - acosa) - f 

Verder geldt: 

(5.17) ......... . cosz. 

Ui t ( 3. 11 ) , ( 5. 16) en ( 5, 17) volgt dus: 

(5.18) ., ... ,,,., ~v(ka) = i/(ka\fsina1)(sin z + ka sina cos z) 

met z = p(sina - acosa) - f· 

Vanwege de grootte van ka, is de 2e term tussen haakjes dominant, dus 

worden de wortels van~ (ka) = 0 met voldoende nauwkeurigheid gegeven door: 
V 
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sina cos z = 0 --➔ cos z = 0 ---) z = -(m + ~)TT en sin z = (-1)m. 

Geheel in analogie met (5,15) vinden we dan: 

2 
(5,19) .,,,,,,,,, v = pcosa = ka (1 - £_) = 

m 2 

2 
ka {1 + ;(4m + 1)3 

en we zien hier nag eens uit, dat voor elke m = 0,1,2,3, .• ,. de wortel 

v ligt in het 1e kwadrant van het v-vlak, 
m 
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6. Verdere uitwerking van het r:i_roble_em. 

Aangezien ka > ✓ 1, zijn de iv i voor m = 0,1,2, ••• groot. We mogen dan 
m 

P (-cos8) een asymptotische vergelijking gebruikeno 
\) 

De methode om deze asymptotische vergelijking te vinden, verschilt in 

wezen niet van de methode om de vergelijkingen voor H( 1 ) en H( 2 ) te 
n n 

vinden, We krijgen dan (zie 4014): 

. 6 ) . ) = V 1 I e-i ( \) + n ( TT-8) + i4TT 
( o 1 O O O O O O O O O O O P ( -COS 8 · o· 

n 2nvsin8 

Met dezelfde nauwkeurigheid kunnen we schrijven; 

(6 ) -ivo 12 . 
O 2 C O O O O O C C C C -.;; C ~ i.: C O C C O U 3: O s iil\),l = -e 1 

We mogen dus in (4o15) voor 

(6a3) OOOOOVOQOOOOOOO 
--v 2_i __ , ei ( \; + ~ ) e P (-cose)/sin-vrr . 

\! TI\!Sin8 

nemen, 

We gaan nu .I in (4.15) betrekken op het aardoppervlak, dus zetten we 
n 

r = ao Volgens (5.16) en sinz = (-1)m krijgen we: 

(6,4) OCJOOOOO\JOOOOOl:lCOOOOOOO(, = 
\) 

i 

In de voorgaande vergelijking schreven wen 
V 

vinden we dan; 

-i 
= P'V~ 

a~ 
= (~) a 

V 
V = V 

m 

Maar ui t ( 5, 1 6) en ·J 
dZ 

= pcosa volgt dat clJ = -ao Dus gaat (605) over in: 

{606) o~oooooooooooooeo n = 
\i 

\rsina' )o -psinao (-1 )m 

Uit (604) en (6.6) volgt dus: 

pasina = --,.,..-- - --2 kaasina 
kaa 
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Substitueren we nu (6,3) en (6,7) in (4.15), dan krijgen we tenslotte: 

(6.8) ooo,ocoHo U = ½i \ 
tm yrrvs , sins 

2v+1 
ka 

2 
met a 

2 2 - 3rr -
= ( 4m+ 1 ) 3 ( 4ka) 3 

i ( v+~) -2 
e a 

-2i .!. 
e 3 volgens (5.19), 

In de eerste factor onder het sommatieteken van (6.8) mogen we volgens 

(5.19) de volgende wijziging aanbrengen: 

(2v + \Jr-----., 1 _l _l _l 
1) / rr vsinS,;; 2rr- 2 sin 2 8.vrv 2rr 2 sin 2 8, 

We kunnen dan tenslotte (6,8) vereenvoudigen tot: 

_l 
( 6. 9) .. , .. ., . ,. ", .. u = A sin 2 8 I 

\) 

m 

2 
3 i(vm + ~)8 

e ( 4m+1 ) 

waarbij A bestaat uit termen die onafhankelijk ZlJn van men v : 
m 

+£ .l J_ 

(6.10) """"""'°A= {2-(1 + V])i} (a} 3 rr 6 (ka) 6 

v;;;. 

In de oorspronkelijke reeks (3.13) die werd gesommeerd over n, moesten 

we meer dan 1000 termen nemen opdat de approximaties van Debije geldig 

werden. In de reeks (6.9), gesommeerd over m, is de convergentie zo 

sterk; dat we reeds bij de eerste of tweede term mogen afbreken. Dit 

komt door de exponentiele afhankelijkheid van de termen van iv 8 en 
m 

door de toename van v , hetgeen blijkt ui t ( 5. 19) . 
m 

Vanwege het feit dat Rev > 0, betekent de toename van een exponentiele 
m 

demping van de radiosignalen met toenemende afstand langs het aard-
_1 

oppervlak (8 wordt dan groter). De factor (sins) 2 betekent een toename 

van de intensiteit in het punt 8 = rr van de zender. (dit is het antipodale 

punt van de zender). 

Formule (6.9) is echter niet bruikbaar voor radiocommunicatie 

vanwege de overheersende rol van de ionosfeer. 
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IIo De theorie va~ de regenboogo 

Kon het vorige probleem opgelost warden door het vinden van de asympto­

tische ontwikk.elingen van de Hankelfunctie voor grate index en argument, 

nu behandelen we een probleem waarbij we een benadering moeten vinden 

voor de Airy-integraal Ai(z) met z➔00 , moaowo voor een groat argumento 

§1, Inleidin_g 

De eerste die een bijdrage leverde tot de theorie van de regenboog was 

Descarteso Hij beschouwde daartoe lichtstralen, die na eenmalige terug­

kaatsing binnen een waterdruppeltje weer naar buiten tradena De deviatie 

is natuurlijk afhankelijk van de plaats waar de lichtstraal het druppeltje 

trefta Hij bewees dater stralen waren die een minimale deviatie kregen, 

en zo concludeerde hij dater uit een bepaalde richting een maximale 

intensiteit te verwachten vielo Young was degene die de gekleurde 

banden in de regenboog verklaarde mcboVo interferentie van stralen­

bundels die na aanvankelijk evenwijdig te zijn binnengetreden weer even­

wijdig uittraden, Hij kon echter bepaalde verschijnselen niet verklaren, 

en uit het standpunt van de golventheorie bleek zijn theorie moeilijk 

houdbaaro Kirchhoff en Airy vonden tenslotte de juiste oplossingo Zij 

onderzochten~ hoe na een bepaald aantal reflecties binnen het druppeltje 

het golffront eruit zag,. Dit golffront vertoont een buigpunt vanwege 

de minimum deviatie voor bepaalde lichtstralena MobaVa de Kirchhoff­

integraal kan men dan de verschillende bijdragen van het golffront in 

de buurt van dit buigpunt optelleno Dit leidt dan tot een Airy-integraal 

met grate (reele) parameter, waarvoor Airy een asymptotische ontwikkeling 

vonda 

Bremmer en Vodo Pol vonden tenslotte nog een andere oplossing mobova 

de electro-magnetische theorie van het licht. Hoewel geheel anders van 

opzet, moet men voor de uiteindelijke oplossing toch een Airy-integraal 

uitrekeneno Het doel van deze scriptie is echter het zoeken naar 

asymptotische ontwikkelingen die voortkomen uit fysische problemen 

en we kunnen ons dus beperken tot de wat minder bewerkelijke klassieke 

methodeo 



-19-

§2 . Het mechanisme van de regen_boog -

/ 

/ 

D ,,,,­
_.,.----;;,, 

,..-.·-:/ 

,,/ 

Figo1 stelt een waterdruppel voor 

waarin 2 stralen van een stralen­

bundel, afkomstig van de zon, zijn 

getekend. We beschouwen slechts het 

geval dater slechts 1 maal reflectie 

optreed binnen de druppelo Boven­

staande zal aanleiding geven tot 

de hoofdregenboogo Tweemalige reflectie voert tot bij-of neven regenboog, 

doch de theorie hiervoor is geheel analoog aan die voor 1 malige reflectie. 

Straal (1) zal een deviatie ondergaan van 180°, terwijl voor een licht­

straal die rakend invalt deze hoek 166° is (voor geel licht), zoals 

eenvoudig is na te gaan, wetende dat de brekingsindex van water naar 

lucht a is, De hiertussen gelegen stralen zullen verschillende deviaties 

ondergaan al naar gelang de plaats van invaL Voor een zekere invalshoek 

zal deze deviatie minimaal zijn, en wel wanneer geldt sin i =Yi (4-n2 ). 

Voor n = a ligt de minimale waarde van D, de deviatie, voor stralen in 

het zichtbare gebied tussen 137° 40 1 en 139° 40 1 • (2) is zo 1 n lichtstraal 

waarvoor de deviatie minimaal iso 

Het golffront dat bij alle uittredende stralen behoort moet dus een buig­

punt vertonen (J)o Het is duidelijk dat de grootste intensiteit van het 

door de druppel "bewerkte" licht uit de richting JS zal komen. De stra-
m 

len die nagenoeg dezelfde richting hebben als JS werden door Descartes 
m 

werkzame stralen genoemdc Het is duidelijk dat de richting van deze werk-

zame stralen de straal van de regenboog bepaald (zie fig.2)o 
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§3. De theorie van Kirchhoff en 
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, , 

I / I I 
I 

~ 
Airyo 

I 

We gaan nu slechts het gebied beschouwen dat zich in de directe omgeving 

van het buigpunt J van het golffront bevindto Dit gebied gedraagt zich 

nla als een buigingsopening, en zodoende kunnen we hierop de buigings­

theorie van Kirchhoff toepasseno 

We kunnen ons nu afvragen wat het effect zal zijn in een punt PO onder 

invloed van een uit het druppeltje tredend golffront, waarbij PO op 

grote afstand van het druppeltje verwijderd is, en de richting JPO een 

zeer kleine hoek maakt met de werkzame richting JS (zie fig.1)a 
m 

Uitgaande van het beginsel van Huygens, dat ieder punt in de omgeving 

van J, dat door de aankomende lichtgolven in trilling is gebracht, het 

centrum is voor nieuwe lichtgolven, leidde Kirchhoff af dat de ver­

storing in PO voorgesteld kan worden als de resultante van 2 trillingen 

met fasenverschil ½ en amlituden: 

( 3, 1 ) 
( t ~) ,J O O O U ,::, 0 ~ ') -.I (~ •.,J ,.) i :::, ;•, -, C = µ ) sin 2TT (- - ds 

T A 

r t 
~) s = µ ) cos 2TT (- - ds 

T A 

a waarin µtv-:- met a=straal waterdruppeltje en A de golflengte van het 
A 

lichto 

De integratie moet weliswaar over het gehele golffront worden uitgevoerd, 

doch uit het voorafgaande blijkt, dat we ons kunnen beperken tot het 

gebied om J, De integratiegrenzen kunnen we dus willekeurig kiezen. 

We gaan nu (3c1) omwerkenc Wegens de geringe afwijking van het werkza.me 

deel van het golffront s met de in J als X-as gekozen raaklijn, mogen 

weds vervangen door dx, Voorts is het verschil in afstand tussen PO 
ends (nlo r) enerzijds en de afstand r O = P0J anderzijds, te benaderen 

door: 

(3w2) ocoooooooooo,,000000 -(y COS0 + X sin0) 
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waarbij y de coordinaat van ds evenwijdig met JS, en 8 de hoek tussen 

JP0 en JSm is (zie fig, 3), 

Aangezien 2TT(; - f) = 2TT(r0-r)/A = -2TT(ycos8 + xsin8)/A , gaat (3,1) 

over in: 
C J

r • (. 2 ycos8 + xsine)dx = -µ sin TT- A 

( 3. 3) ... , . 0 ' , •••• '' • 

f 

8 = µ j cos( 211 ycos8 ~ xsine)dx 

De resulterende intensiteit in het waarnemingspunt P0 is dus: 

:,c,-c.t.5 

( 3. 4 ) . , .. , , ... , .. , ., ... , . , . . r = c2 + s2 
.5 = we,f'k:2.C1am 

deel 
:}olft'ront, 

Verder kunnen we het golffront in de buurt van J voorstellen door de 

vergelijking y = -kx3 , zodat (3,3) overgaat in: 

r . { 2TT (kx3cos8 C = + ]J 

Jf 
Sln \ - xsin8)} dx 

( 3, 5) 0 f: Q C, 0 ~ $ e 2TT (kx3cos8 s = + ]J I cos{\ - xsine)} dx 
J 

Uit een vorige opmerking volgt, dat we de integratiegrenzen willekeurig 

mogen kiezen aangezien slechts de omgeving van J tot de integraal bij­

draagt, We nemen dan als grenzen - 00 ~ + 00 • 

Hieruit en uit (3,4) en (3,5) volgt dan tenslotte voor de intensiteit 

in P0 : 

(3.6) ,,,.,,,,.,,,,,, I cos@; (kx3cos8 - xsine)]dx}2 . 

We voeren nu de volgende substituties uit: 

( 2TT ) . \ xsine = 
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Hierdoor gaat (306) over in: 

2 00 

( 3 o 8) o o o o o o a o I = 4µ 2 (i-. /4kcose )3 { f 
0 

TT 3 , 2 
co~(u - su)dur 

( , 
We herkennen uit de vorm tussen 1 t de Airy-integraal, of ook wel de 

regenboog-integraal genoemd, We schrijven: 

(3a9) 0000,aoooooocaoooo Af(t;;) TT • 3 cos2 (u - su)du 

Uit (3a7) volgt doors: 

(3o10) 00000000000,s 
.16 ) . 2 (--2 sin 8tg8 

k>-. 

en wegens het feit date zeer klein is, mag men hiervoor schrijven: 

(3ri11) f'.1()00'30000000000000 ~ 

Voor de constante k geldt: 

(3o12) IDCQOQOOOOOOO~ k = ~ \~o 

4(n -1) Y~ 3a2 
K 

= 3a2 

waarin n de brekingsindex voor lucht naar water is en a de straal van 
4 het waterdruppeltjeo Voor n = 3 geldt dan K = 4,9, 

Beschouwen we nu nog (3,8)0 We mogen cos8 wel vervangen door 1; verder 
. ~ a 1 2 is JJ = A en k ~a zoals we reeds zageno Voeren we verder nog een 

evenredigheidsconstante K ~ µ 2 in, dan gaat (308) over in: 

{3o13) 00000000000000.:i I= K 

1 

a 2 ( ~) 3 [Ar ( s )] 2 
. 2 
A K 

met s = 2 8 3 ( i) ( ~) 2 
K A 

Dit geldt dus voor de intensiteit in de, over een hoek 8 van de werkzame 

richting afgebogen straal, afwijkende richting. De totale intensiteit is 

natuurlijk evenredig met het aantal druppeltjesa De verandering van de in­

tensiviteit met 8 hangt nu af van de functie Af(s) die we nu nader gaan 

onderzoekeno 
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§4. De Airy-integraal. 

Gewoonlijk wordt de Airy-integraal (3,9) gereduceerd, en wel als volgt: 

voer in (3,9) de substitutie 

1 

(4,1) ""''"""""'" (~'ff) 3 u=t 

uit, We krijgen dan: 

cos 

Nu heeft men de volgende notatie ingevoerd: 
00 

(4.3) .. ,, . .,,,, .. ,00, Ai(x) =; I 
0 

(4.2) gaat dan over in: 

t3 
cos(3 + xt) dt 

00 1 1 

(4.4) ... ,..Af(tJ = (;TI) 3 I t3 
cos(3 - xt)dt = (~TI) 3 TI Ai ( -x) 

0 

2 .l 
waarbij X = c:(.2!_)3 voor E;, 0 en · 12 1 

2 _;_ 
-x = E;,(.2!_)3 voor E;, o. 12 

Voor Ai(-x) bestaat een asymptotische ontwikkeling voor x > 0, dus groot. 

We gaan nu eens na hoe groot x zoal kan zijn. 

2 .l 
X = E;,(2!._)3 

12 

1 
6a2 3 = 0,9E;, = 0,9.2.8,(2) = 
KA 2 

6 3 0,9.3,10 .e.a , dus 

2 

(4,5) , ., ,. oo., X = 2,7,106 .e.a3 voor A= 6000 i 

(zie 3, 13) 

Wanneer nu 8 zeer klein is, zal x ook klein zijn, en mogen we dus de 

asymptotische ontwikkeling niet toepassen. We maken nu echter gebruik 

van het feit, dat de Airy-integraal in Besselfuncties kan worden uit­

gedfukt. 
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We onderscheiden nu 2 gevallen: 

1e, Ai(-x) voor x > O, en Lv,m, (4,5) beschouwen we dus hoeken 

die negatief georienteerd zijn t,o,v. de werkzame richting 

( zie fig, 1), dus "naar bui ten toe". Ui t de theorie van de 

Besselfuncties volgt dan: 

_7_ l l l 
(4.6) .. , . , , , . , , . , , , , Ai(-x) = 3 6 , nx2 [J_113(2/3.x2 ) + J113 (2/3,x2 )J 

Eenvoudig is in te zien, dat de vorm tussen [J voor reele, positieve x 

niet O wordt. Dus Ai(-x) f: 0 voor x > 0 (dus E; < 0 i,v,m. 4.4). 

2e. Ai(+x) voor x > O; nu beschouwen we dus de positief georienteerde 

hoeken, m.a,w, "naar binnen toe". We krijgen dan: 

( 4 • 7 ) , • , , , , Ai ( +x ) 

1 . 
-::,-TT6 l 1 · 

( e 27Tl) = e , J 1 /3 z = 
00 ( 7 )1/3 + 2m 
I' 2Z 
L. 
om! r(1/3 + m + 1) 

Nu blijken er dus wel nulpunten te ziJn voor Ai(+x), 

M,b.v, tabellen kan men nu voor elke x, dus voor elke 8, de bijbehorende 

Ai(2:.x) bepalen en dus de intensiteit berekenen, Verder kan men uit (4,7) 
afleiden dat de nulpunten liggen bij: 

( 4. 8) . • . . . .. ,. • . . . . . • . . . x = 4 l l: ::t ]3 m=0,1,2,oo .. 

waarbij mender - functies weer in tabellen kan opzoeken, 

Uit (4,5) en (4.8) volgt nu: 

I' (m+t) ] 3 
2 .a 

r(m~) 

2 
3 

Het is duidelijk, dat zich tussen de nulpunten 8 de maxima en minima 
ID 

van de intensiteit bevinden. Uit (4,9) blijkt dan, dat hoe kleiner de 

druppeltjes zijn, hoe verder de maxima uit elkaar liggen, 
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Wat gaat er nu gebeuren wanneer de !e! gaat toenemen? Uit (4,5)kunnen 

we de conclusie trekken, dat x groot zal worden wanneer e niet te klein 

is, en de druppeltjes groot zijn, Enkele resultaten: 

e a X 

10 .... 
0,0174 1 500 mm 

10 - O ,0174 0, 1 mm 100 
10 .... 

0,0174 0,01 mm 22 

50 .... 
0,0870 0,01 mm 110 

100 .... 
O, 1740 0,01 mm 220 

__ , __ -- -------------·· 

Laten we dus aannemen dat de druppeltjes niet erg klein zijn en de hoek 

vriJ groot (bv. a> 0,1 mm en e > 3°, dan x > 300). Hoewel x dan nog wel 

niet zo erg groot is, kunnen we nu toch wel de asymptotische ontwikkelingen 

van de Airy-integraal gaan gebruiken, 

We gaan weer uit van (4,4) en beschouwen eerst de "buitenkant", dus de 
2 negatieve orientatie, Neem voor dit geval -x = v > O; we beschouwen 

dan Ai(v2 ) voor v2 vriJ groot. We gaan uit van (4,3): 

00 

( 4 . 1 0 ) '° ,, , , ,, .. Ai ( ,/ ) = ¾ J 
0 

t 3 2 cos(3 + v t)dt 

Nu geldt, 

t 3 2 cos(3 + ,; t) 

t 3 2 (- + V t )i 
= !(e 3 

t 3 2 -(- + V t )i 
+ e 3 ) 

Na subst. van t = -is in het eerste lid, en t = is in het tweede lid rechts 

van het = teken krijgen we: 

( 4. 11 ) .. , , . , . , . , , , . Ai ( v2 ) = 
2ni 

2 
V S 

s3 

3 ds 

waarbij de integratieweg de imaginaire as is van - 00i tot+ 00i. 

We gaan nu m.b.v. de methode van de steepest descent de asymptotische 

ontwikkeling voor Ai(v2 ) bepalen, Daar v > 0, is het gemakkelijk voor 

s = vw te kiezen. Uit (4.11) volgt dan: 

( 4 , 12 ) •••.... , , , , . , , ... , Ai ( v2 ) = _v_ 
21Ti 

e 

3 w3 
V (w - -) 

3 dw 



-26-

w3 
waarbij C weer de imaginaire as is, De zadelpunten van F(w) = w 3 
vinden we uit F' (w) = 1 - vf = O, met als oplossing: w = -1, + 1. 

We nemen het zadelpunt w = -1 en schrijven w = u + iv. 

Voor de niveaulijnen door w = -1 vinden we dan: 

u3 - 3uv2 - 3u - 2 = O, 

en voor de steepest descent lijnen: 

v(3u2 - v2 - 3) = 0, 

Fig. 4 geeft het verloop weer van de niveaulijnen en steepest descent 

lijnen, De steepest descent-weg is een 
+ 1 

hyperbool tak met asymptoten u = - 3 2 v. 

Deze weg kiezen we nu als integratieweg 
i(4/3)rr die dus loopt van 00e over -1 naar 

i(2/3)rr 
00e . We noemen deze weg L. 

Als direct gevolg van de stelling van 

Cauchy, geldt, dat we Lp,v, de integratie­

weg die we in (4,11) namen ook L mogen 

nemen. 

De parametrische voorstelling van Lis: 

(4 ) 1 3 = • 1 3 , , • , , , , • • • w3 . w 
,..., 
C. 

3 

waarbij t van - 00 tot +00 loopt wanneer w de weg L beschrijft, Uit (4.12) 

en (4.13) volgt dan: 

2 
3 V = 2rri'e 

v3+oo 
' I 
J 
-oo 

_,}t2 
e dw dt 

dt 

We kunnen nu bewijzen, dat aan de voorwaarden van de stelling van Watson 

is voldaan voor IPh vi < ¾· Op deze manier kan men dan een asymptotische 

ontwikkeling vinden voor Ai(v2 ), In ons geval is het echter van meer belang, 

hoe de dominante term van de ontwikkeling zich gedraagt. 
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dw 
Eenvoudig kan worden nagegaan, dat dt = i voor t = O. Subst. we dit in 

(4.14) dan krijgen we: 

V =-
2TT 

I.v.m. (4.4) geldt dus: 

2 

e 3 
. \) 3 

2 1 ( 4 . 1 6 ) , , . , . " • { Af ( ~ ) } ~ C 1 , TIT • e 

+oo 

I 
-oo 

-cl~l3/2 
, voor ~ < 0 en met c1 

en C als 2 positieve 

constanten. 

We zien dus uit (4.16) dat de intensiteit "naar buiten toe" snel 

afneemt. 

Nu gaan we de Airy-integraal onderzoeken voor het geval e positief ge­

orienteerd is, dus "naar binnen toe". Vonden we in het vorige geval de 

dominante term m.b.v. de methode van de steepest descent, nu gaan we 

(4.:1) eerst transformeren en wel zodanig dat het lemma van Watson toe­

gepast kan wordeno Beschouw nl. weer (4.11) w = -1 correspondeert met 

s = -v. We kunnen dan aantonen dat men i.p.v, I (de imaginaire as), de 

verticaal s = -v + it mag nemen met - 00 < t < +00 • Subst. we dit in (4.11) 

dan vinden we: 
2 3 00 

Ai(v2 ) 
V 

f 
2 t3 

(4.17) ,e 3 -vt 
• o e o, o o o a e o = e cos(3 ) dt. 

TT 
0 

Schrijven we not t2 = u, dan gaat (4.17) over in: 

00 2 3 l 

I 
-v 

(4.18) Ai(v2) 
3' -,>u 

cos(u 
2 

/3), ~ SO & CC = e e 
2TT 

0 

Di t geldt voor jph v I < ; • 

We kunnen nu gemakkelijk nagaan, dat aan de voorwaarden van het lemma 

van Watson is voldaan, en we mogen dus de cosinus in een machtreeks naar 
3 . . w . u ontwikkelen en daarna term voor term integreren. e vinden dan de 

volgende asymptotische ontwikkeling: 
2 3 

. 2 1 3° V 00 

(4.19) ... ,. Ai(v) "' 2 . e L . TT Q 

f(3n+;)(-1 )n 
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Nu gold: 2 v = -x met x < O, dus: 

2 .l 

(4.20) .... ,,,.,. Ai(-x) ..-J ;TI 
3 .(-x)2 00 r(3n+~)(-1)n 

. e I------~;-
o in ( 2n ) ! ( -x ) 3n 2 

voor J -x I -+ oo 

Opm. De dominante term (4.15) kan men onmiddellijk uit (4.20) afleiden. 

Gaan we nu "naar binnen toe", dan moeten we Ai(-x) voor -x < 0 be­

schouwen. We mogen nu schrijven +x = (-x).eTii. Subst. we dit in (4.20) 

dan krijgen we: 
.l 

sin(2/3.x 2 + h) 00 

r(6n+~) ( -1 )n 
(4.21) ' . . . . ' . . ' ' Ai ( -x ) N I 

34n(4n) ! 3n TIX 4 0 X 

.l 
cos(2/3.x 2 + h) 00 

r(6n+3~) ( -1 )n 

TIX 4 
I 

34n+2(4n+2)!. 3n 0 X 

Eenvoudig is in te zien, dat Ai(-x) nulpunten bezit. Nemen we van beide 

reeksen de dominante termen dan vinden we: 

5 1 
48'1 ' x2 

Omdat x groot is mogen we.lals benaderde oplossing nemen: 

2 2 1 (4,23) , ..... ,.,,,.,. 3,x + i+TI = mTI, 

I.v.m. (4.4) krijgen we tenslotte: 
2 

~ = 3{(4m-1)/4}3 (4.24) 

Op analoge wijze kan men de maxima en minima van Af(~) bepalen door be­

naderingen te nemen. Men vindt dan na enige berekening voor de maxima 

en minima: 
2 

(4.25) ............... ~ = 3{(4m + 1)/4}3 

waarbij de even waarden van m de maxima, en de oneven waarden de minima 

geven. 
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§5o Enkele gegevens betreffende de regenboog. 

Descartes, Airy en Stokes hebben zeer nauwkeurig alle maxima en minima 

van de regenboog berekend. Stokes berekende de eerste 50 nulpunten en 

de eerste 10 maxima van Af(s), We zullen nog enkele resultaten geven: 

1e. Het eerste max. ligt niet bij s = 0 doch bij s = 1,08 met een in­

tensiteit 1,001. De boog met de maximale intensiteit staat dus lager 

aan de horizont dan de werkzame richting. De afwijkingshoek die bij 

dit eerste max. behoort is volgens (3.11): 

2 

( 5. 1 ) •••••• 0 •••••• 0 • 6 1 = 0 5 07 ( .l) 3 , a 

Slechts bij kleine druppeltjes is deze afwijking waarneembaar. Voor 

geel licht en a= 0,01 mm is 01 = 4°, dus aanzienlijk. 

2e, De overige maxima die met steeds grotere hoeken e corresponderen, 

vormen de secundaire regenbogen, aan de binnenzijde van de hoofd­

regenboog, Hun afstand van deze hoofdregenboog wordt des te groter 

naarmate de druppeltjes kleiner worden. In het laboratorium heeft 

men dit aangetoond. 

3e. Uit (5.1) volgt, dat 01 toeneemt met de golflengte. Hierbij moet 

men ook rekening houden met het feit dat JS ook van richting'ver-
m 

andert, en wel in de richting van de negatieve e, met toenemende 

golflengte, vanwege de dispersie die voor alle kleuren verschillend 

is. Door dit effect zullen aanvankelijk de verschillende kleuren 

elkaar overlappen, hetgeen waargenomen wordt als een witte band, 

waarna een reeks kleurenbanden volgt, waarvan de volgorde tegen­

gesteld is aan die van het spectrum. 

4e. Vanwege het feit dat de zon geen puntbron is, zullen de zonnestralen 

niet geheel // zijn" Dit heeft tot gevolg, dat de secundaire bogen 

van verschillende orde elkaar zullen overdekken. Daardoor zijn er 

in werkelijkheid slechts enkele secundaire gekleurde bogen zichtbaar 

(in het gunstigste geval, bij een druppelgrootte a= 1 mm, ongeveer 5). 
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5eo De gehele kleuren in intensiteitsverdeling van de totale regenboog 

wordt volledig bepaald door de druppelgrootte. Pernter heeft voor 

regendruppeltjes tussen de 2 en 0,01 mm de daarbij behorende 

regenbogen doorgerekend. Op grand van de door Pernter berekende 

tabellen kan men nu al naar de aard van de regenboog, conclusies 

trekken betreffende de druppelgrootte. Zo is bv. felrood en diep­

violet in de hoofdregenboog karakteristiek voor een druppelgrootte 

van 1-2 mmo Komt in de secundaire bogen ook geel voor, en sluiten 

ze onmiddellijk aan op de hoofdregenboog, dan ligt a tussen de 

0,2-0,3 mm. Bij zeer kleine druppeltjes (a< 0,05 mm) ontstaat 

de zgn. witte regenboog, die men soms op wolken kan waarnemen. 
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