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0. Inleiding 

Uit de literatuur blijkt de laatste jaren een sterk toegenomen belang­

stelling voor Pade-approximaties, die hoofdzakelijk toegeschreven moet 

warden aan de opkomst van de numerieke wiskunde en de toepassingen in 

de theoretische natuurkunde. In deze scriptie zullen we ons hoofdzake­

lijk bezighouden met de Pade-approximaties van de exponentiele functie, 

hier verder aangegeven met E(m,n;z), een quotient van twee polynomen 

waarbij men n de graad van de noemer resp. teller zijn. We zullen hier 

i.h.b. aandacht besteden aan de convergentie in het complexe vlak. 

Allereerst geven we eenkorte samenvatting van reeds bekende feiten om­

trent Pade-approximaties en Pade-tafels die van belang zijn'voor--0ns 

verdere onderzoek. Voor uitvoerige beschouwingen hierover leze men 

[1]. Vervolgens leiden we in §2 een analytische uitdrukking af voor 

E(m,n;z) en laten we een aantal grafieken zien, waaruit blijkt dat de 

E(m,n;z) de exponentiele functie veel beter benaderen dan de partieel­

sommen van de Taylor-ontwikkeling. Deze grafieken zijn door de X8-

plotter van het Mathematisch Centrum getekend. 

Voor de gevallen m ~ constante en n willekeurig, n < constante en m 

willekeurig en m ~ n bewijzen we dat de E(m,n;z) uniform naar ez con­

vergeren in het gebied lzl < R met O < R < 00 • Het eerste leiden we 

direct af uit het verschil van ez en de in §2 gevonden analytische 

voorstelling van E(m,n;z) en het tweede bewijzen we m.b.v. bekende be­

trekkingen voor de confluente hypergeometrische functies. Convergentie 

in het geval m ~ n bewijzen we door aan te tonen dat ez en E(m,n;z) 

voldoen aan de voorwaarden van de stelling van Beardon. (Voor de 

formulering zie pag. 14 van deze scriptie; voor het bewijs zie [2]). 

Het is duidelijk dat eerst de ligging van de polen van E(m,n;z) onder­

zocht dient te warden voor we convergentie kunnen bewijzen. Van Rossum 

heeft bewezen (zie [3]) dat de polen van E(m,n;z) naar oneindig gaan 

voor m vast en n naar oneindig. 

Algemener bewijzen we in §3 dat de polen van E(m,n;z) naar oneindig 

gaan als m+n naar oneindig gaat. Speciaal wordt nog voor het verschil 

tussen ez en de diagonaalelementen E(n,n;z) een asymptotische benade-

ring gegeven voor n naar oneindig waaruit de bijzonder snelle convergentie 
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duidelijk blijkt. Tegenwoordig warden de E(m,n;z) veel gebruikt als 

stabiliteitsfuncties R(z) bij het numeriek oplossen van differentiaal­

vergelijkingen m.b.v. Runge-Kutta-methoden. (Voor literatuur hierover 

wordt verwezen naar de nog te verschijnen M.C.-syllabus : Colloquium 

stijve differentiaalvergelijkingen en toepassingen in de biomathemati­

ca.). Zij hebben een veel grater stabiliteitsgebied S (S = {zl IR(z)I < 1}) 

dan b.v. de partieelsommen van de Taylorreeks. Voor de diagonaal-ele­

menten E(n,n;z) geldt zelfs dat S het hele linkerhalfvlak is. Om dit te 

bewijzen moet aangetoond warden dat de polen van E(n,n;z) in het 

rechterhalfvlak liggen, wat door Van de Riet al in 1962 bewezen is. 

(Zie [5]). In §4 bewijzen we dit op een eenvoudiger manier. 

Als tweede toepassing van de Pade-approximaties van de exponentiele 

functie behandelen we in §5 een pr,obleem gesteld door Van de Riet. 

In [5] zocht Van de Riet naar een rij functies f (t) die de in de . n 
elektronica veel voorkomende blokfunctie f(t) = [

0
1 0 < t < 1 benaderen 

t t > 1 

Daarvoor benaderde hij de Laplace getransformeerde F(s) = .l (1 - e-s) 
s 

van f(t) m.b.v. de E(n,n;-s). Hij verkreeg daardoor een rij functies 

F (s) = .l (1 - E(n,n;-s)) en stelde f (t) = L- 1[F (s)J. Voor t > 1 n s n n 
zullen we hier bewijzen dat lim f (t) = f(t). Een analoog resultaat 

. n-+qo n 
voor O < t.:. 1 is tot nu toe niet gevonden. 
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1 • De Pade-tafel 
00 

(1,1) Zij F(z) = 2 ckzk een machtreeks met c0 + O. 
k=O 

U (z) 
(1.2) Laat Vm,n(z) (m,n € N) een rationale functie zijn, waarvoor geldt: 

m,n 

1°. U (z) is een polynoom met gr(U ) < n. Met gr(P) wordt 
m,n m,n -

de graad van het polynoom P(z) bedoeld. 

2°. V (z) is een polynoom met gr(V ) < m. m,n m,n 

3°. F(z).V (z) - U (z) = (zm+n+ 1). 
m,n m,n 

00 

( m+n+1 . \' k z ) is een element uit de klasse van machtreeksen l akz met 

a = a = 
0 1 

a t = O. m+n 
0 

Voor elke men n bestaat er op ziJn minst een rationale functie van de 
( ) . 1o o 3o d vorm 1.2 , die aan , 2 en vol oet, want neem b.v. 

U (z) 
m,n 

V (z) = e0 + S1z + m,n • • • + 
m e z • 

m 

Door deze polynomen in (1.2.3°) te substitueren en F(z) te vervangen 
00 k 

door 2 ckz ontstaan door vergelijking van coefficienten van dezelfde 
0 machten van z de volgende twee stelsels lineaire vergelijkingen: 

( 1.3) 

( 1.4) 

coeo = ao, 

c1eo + c0e1 = a 1 , . . 

cneo + cn-1e1 + . . . + C S = a . 
n-m m n 

Cn+ 1S0 +CS + ••• + C S = 0, n 1 n-m+1 m 

c. = 0 voor i < 0. 
1 

•••+CS = 0, nm 
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Het homogene stelsel (1,4) bestaat uit m vergelijkingen met de (m+1) 

onbekenden S0,S1, ••• ,Sm· Het is dus duidelijk dat een niet-triviale 

oplossing (met alle s. = 0) voor (1.4) gevonden kan worden, waarmee 
J. 

men de a.. uit (1.3) bepalen kan. 
J. 

De op 

u0 (z) 

v0(z) 

deze wijze gevonden rationale functie (1.2) is uniek; want zij 

een tweede oplossing die aan (1.3) en (1.4) voldoet, dan geldt: 

F( z) . V ( z) - U ( z) = ( zm+n+ 1). 
m,n m,n 

F(z) hieruit elimineren levert 

v0 ( z) • U ( z) - V ( z) . u0 ( z) = ( zm+n+ 1 ) . 
m,n m,n 

Het rechterlid is een machtreeks van de vorm d0zm+n+ 1 + d1zm+n+2 + ••. , 

het linkerlid is een polynoom waarvan de graad .:_m+n is. Er moet dan 

gelden: 

v0 (z) . U (z) - V (z) . u0 (z) _ o <=> m,n m,n 

U (z) 
m,n 

V ( z) -
m,n 

Een rationale functie, die voldoet aan (1.2) is dus op een multiplicatieve 

constante na eenduidig bepaald. 

( 1. 5) 
p (z) 

Laat m,n 
Q (z) 
"""m' n 

u ( z) 
de irreducibele vorm van Vm,n(z) zijn met Pm,n(O) = 

m,n· 

p (z) 
~,n(O) = 1. De rationale functie R(m,n;z) = ~,n(z) heet de 

,n 

(m,n) - Pade - approximant van F(z). 



We kunnen nu schrijven: 

U (z) = P (z) m,n m,n 
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A z 

Gesubstitueerd in (1.2.3°) levert: 

En daar g0 # O volgt: 

(F(z) Q (z) - P (z)). i = (zm+n+ 1 ). 
m,n m,n 

Dit alles kunnen we nu samenvatten in de volgende stelling: 

2 Stelling 1.1. Voor iedere machtreeks c0 + c 1z + c2z + ... (c0 # 0) en 

voor ieder paar (m,n) m,n € N bestaat er een en slechts een irreducibele 

rationale functie R(m,n;z) zodanig dat ~ (0) = 
A ,n 

is een k € N waarvoor z P (z) hoogstens van de 

1, P (0) = cA en er 
m,n A v 

graad n, z Q (z) m,n 
hoogstens van 
= ( zm+n+1). 

m,n A 
de graad mis en z (F(z).Q (z) - P (z)) = m,n m,n 

Wanneer we nu voor alle m,n € N 

we de Pade-tafel van F(z): 

R(m,n;z) van F(z) bepalen verkrijgen 
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0 1 2 3 4 

0 
P020(z) P021(z) P022(z) 

Qo,o(z) Qo, ,( z) Q0,2(z) 
. . 

1 
P120(z) p121(z) p1z2(z) 

Q1,0(z) Q1, / z) Q1,2(z) 
. . 

2 
P220(z) P221(z) p222(z) 

Q2 o(z) Q2,1(z) Q2,2(z) 
. . 

,. 
. . . . . 

3 . . . . . 
. . . . . 

De Pade-approximant R(m,n;z) staat in het veld [m,n] van de Pade-tafel. 

We noemen het veld [m,n] normaal als de bijbehorende R(m,n;z) niet in 

een and.er veld voorkomt. 

(1.6) R(m,n;z) zelf heet dan ook normaal. 

Door gebruik te maken van stelling 1.1. is het eenvoudig om de volgende 

stelling te bewijzen. (zie [1]). 

Stelling 1.2. De velden van de Pade-tafel van de machtreeks F(z), die 
. . p , . . P(z) dezelfde irreducibele ade-approximant Q(z) bevatten, vormen een 

vierkant. 

Is P(z) van de graad p, Q(z) van de graad q en begint de machtreeks 
( ) ( ) ( ) p+q+r+ 1 van F z .Q z - P z met de term a0z dan moet r > 0 zijn en 

bevat het vierkant de (r+1)2 velden [q+r1,p+r2J met r 1, r 2 = 0,1,2, ... ,r. 

Een direct gevolg van stelling 1.2. is: 

Stelling 1.3. In.de bij de machtreeks F(z) behorende Pade~tafel is 

de irreducibele Pade-approximant P (z)/Q (z) van het veld [q,p] q,p q,p 
d.e.s.d. normaal als P (z) en Q (z) precies van de graad p resp. q,p q,p 
q zijn en wanneer de machtreeks van F(z):Q (z) - P (z) precies 

p+q+1 . q,p q,p 
met de term z begint. 
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Wanneer men op de een of andere manier een algemene uitdruk.king voor 
U (z) 
Vm,n(z) gevonden heeft, is het heel eenvoudig m.b.v. de stellingen 

m·,n 

1.2 en 1,3 na te gaan of deze irreducibel is. 
U (z) 

Want als Vm,n(z) reducibel is dan vormen de velden die de irreducibele 
m,n 

u ( z) 
vorm van Vm,n(z) bevatten een vierkant en moet dus minstens een maal 

m,n 

gelden: 

( 1. 7) 
_um__._, n...,(_z..,..) = U m-1 2 n-1 ( z) 
V (z) V (z)' 

m,n. m-1 ,n-1 
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,,,. . . z 2. Pade-approximaties vane 

Een methode om deze approximaties analytisch te berekenen is de volgende: 

(2.1) Zij F(t) = tm(1-t)n, 

f1 etz F(t) dt = F(1)ez 
0 z 

F(O) - ----z z 
( etz F'(t) dt, 

HerhaaJd partieel integreren leidt tot 

(m+n) ) 
( _ 1 )m+n F ( I } 

m+n 
z 

(m+n) ) 
_ {.E.LQ.l _ F' ( 0) + .•• + ( _ 1 )m+n F ( 0 } 

z 2 m+n z z 

. . . . (- 1)m+n m+n+1 Linker- en rechterlid vermenigvuldigen met z geeft 

+ ..• + 

- {F(m+n)(O) - F(m+n-1)(0).z + ..• + (-1)m+n F(O).zm+n = 

-- (-1)m+n zm+n+1 J1 
tz ( ) O e F t dt. 

Ui t 2. 1 ) volgt : 

F(O) = F' (0) = = F(m-1) ( 0) = o, F(m)(O) + 0 

F(1) = F'(1) = = F( n-1 \ 1) = o, F(n)(1) + o, zodat 

ez{F(m+n)( 1) _ F(m+n-1)( 1) z + ..• + (-1)m F(n)(1) zm} 

(2.2) 

= (-1)m+n zm+n+1 I: ezt F(t) dt, 
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De machtreeksontwikkeling van het rechterlid van (2.2) begint met 
m+n+1 

z 

Formule (2.2) voldoet dan aan de eisen 1,2 en 3 van (1.2) zodat 

(2.3) 
F(m+n-1)(o) 

F(m+n-1 \ 1) 
z + .•. + 

z + .•• + 

(-1)~(m)(o) zn 

(-1)~(n\ 1) zm 

wat na enig rekenwerk overgaat in 

(2.4) 
U (z) (m+n)! + (m+n-1)!(~) z + ... + m!(~) zn 
_m..,,_n __ .,.. = ------------------------
vm,n ( z) (m+n)! - (m+n-1)!(~) z + ... (-1)mn! (:) zm 

Uit (1.7) en (2.4) volgt dat de Pade-tafel voor ez normaal is, want 

anders moet minstens eenmaal gelden: 

u ( z) 
m,n = 

V (z) 
m,n 

um+1, n+1(z) 

V +1 n+1(z) 
m ' 

Toegepast op (2.4) levert dit 

(-1)m+ 1(n+1)! m! m+n+1 n+m z + a z + ... + a = m+n 0 

m m+n+1 n+m = ( -1 ) n ! ( m+ 1 ) ! z + b z + ..• + b0 • 
m+n 

n+m+1 Hieraan is nooit voldaan omdat de coefficienten van z altijd 

ongelijk zijn. 

Formule (2.4) is irreducibel en 

U (z) 
m,n = 

V (z) m,n 

P (z) m,n · 
Cl. ( z) ' --m.,n 

Teller en noemer van (2.4) delen door (m+n)! geeft: 

(2.5) 
2 

P ( ) = 1 n n( n-1) ~ + 
m,n z + m+n z + (m+n)(m+n-1) n! 

n(n-1) ... 2.1 zn ( ) 
+ ( , \ ( +1) -, = 1F1 -n;-m-n;z . m-r-n,1 ... m n. 

Evenzo vindt men ~,n(z) = 1F1(-m;-m-n;-z). 
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Hieronder staan een aantal grafieken van E(m,n;z) met m+n = 4. 
In elke figuur zijn ez en een van zijn approximanten E(m,n;z) getekend. 

Het is direct te zien dat de Pade-approximanten een veel betere bena-
z dering zijn yan.e dan de partieelsom van de Taylorreeks 

4 . 
. . ZJ 

E(o,4;z) = l ~. 
j=O J. 

-4 

15 

10 

s 

-2 0 

E(0,4;z) 

Ob===-------

-4 -2 

E(1,3;z) 

2 



15 

10 

5 

11 

-~~~~-L_L_L.....-•~~--~~--~---
-4 -2 

E(2,2;z) 

__ L ____ L_L~---L-~-.,_____._~__.__.__, 

-4 -2 2 

E(3,1;z) 
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3. Polen en convergentie van E(m.n;z). 

Om na te gaan hoe de polen van E(m,n;z) zich gedragen als m+n naar 

oneindig gaat, moet men het gedrag van de nulpunten van 

~(z) = 1F1 (-m;-m-n;-z) onderzoeken voor m+n naar oneindig. 

Dit zal stapsgewijs gebeuren in de lemma's 1, 2 en 3, waarna stelling 

3.1. eenvoudig te bewijzen is. 

Lemma 3,1. Voor alle R met O < R < 00 bestaat er een natuurlijk getal 

M0 = M0(R) zodat de nulpunten van 1F1 (-m;-m;-z) voor m > M0 liggen in 

lzl > R. 

m k k 
Beyi.is: 1F1 (-m;-m;-z) = l (-1) kZ, = F (z). 

0 • m k= 

We weten da.t de :functierij {Fm(z)}:= 1 puntsgewijs naar e-z convergeert. 

Dit houdt in als € een willekeurig klein positief getal is, dan be­

staat er voor alle R met O < R < 00 een m0 = m0 (R,€) zodat als 

lzl <Ren m > m0 er geldt: 

IF ( z) - e -z I < € ...... ( 1 ) • 
m 

__ 1 -R 
Kies nu£ 2 e en stel er bestaat een z0 met 

• '1 ~R . 
lz0 1 < R voor ml > m = m0(R, ::1e ) • U1.t 

0 
volgt 

-z -z 

lz0 1 <Ren F (z) = o 
m1 0 

-zO R 
le I ~ e- ••••• (2). 

Uit ( 1 ) volgt: IF (zo) - e 01 = le ol 
m, 

1 -R < 2e ••••• (3). 

(2) en (3) leiden tot een tegenspraak, dus Fm
1
(z0 ) = 0 als lz0 1 > R 

( , -R 
en m1 ~m0 R, 2e ) = M0 • 

L 3 2 Al d ul t F'( 1) . . . k emma. • s en pun en van 1 1 -m;-m-n;- z 11.ggen 1.n de cir el 

lzl < p, dan bevinden zich de nulpunten van / 1 (-m+1;-m-n;- ¾) daar 

ook in. 

Bewijs: Het is duidelijk dat de nulpunten van zm?1;(-m;-m-n;-¾) liggen 

in lzl < p. 
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1 m- 1 m(m-1) zm-2 
zm?/-m;-m-n; - z) = zm - m:n 7°! + (m+n)(m+n-1) ~ + 

+ •.. + (- 1)m-1 m(m-1) •.. 2 z + (-1)m 
(m+n) ••• (n+2) (m-1)! (m+n) ..• (n+1) 

m-2 
d {zm F (-m;-m-n;- l)}= mzm-1 - m~m-1~ _z_ + 

dz 1 1 z m+n 2! 

+ m(m-1 )(m-2) 
(m+n)(m+n-1) 

m-3 
z -y+ ... + ( 1 )m-1 m = 

- ( m+n) •.. ( n+2 ) 

m-1 ( 1 = m z ?1 -m+1 ;-m-n;- z). 

Door gebruik te maken van de stelling: Een cirkel-die de nulpunten van 

een polynoom f(z) omsluit, omsluit ook de nulpunten van de afgeleide 

f'(z) (Zie Marden: The geometry of zeros, pag. 15) volgt dat de nul-
m-1 ( 1) . I I . punten van z 1F1 -m+1;-m-n;- 1z in z < p liggen en dus ook de 

nulpunten van 1F1(-m+1;-m-n;- z). 

Lemma 3,3, Voor alle R met O < R < 00 bestaat er een natuurlijk getal 

MO = MO(R) zodat de nulpunten van 1F1(-m+j;-m;-z) liggen in lzl > R 

voor m > MO en j = O,1, ... ,m. 

Bewi,js: Uit lemma 3.1. volgt 

MO = M0(R) bestaat, zodat de 

liggen als m > MO• 

dat voor alle R met O < R < 00 er een 

nulpunten van 1F1(-m;-m;- ¾) in lzl < ½ 

Nu lemma 3.2. toepassen: de nulpunten van 

in I z I < ½ en dus liggen de nulpunten van 

voor m > MO• 

1F1(-m+1;-m;- f) liggen ook 

F (-m+1;-m;-z) in lzl > R 
1 1 

Door dit proces te herhalen volgt lemma 3,3. 

Opmerking: 1F1(-m+j;-m;-z) = 1F1(-(m-j);-(m-j)-j;-z) is de noemer van de 

E(m-j ,j; z), die ligt op de diagonaal i + j :::, m ( i graad noemer). 

Stelling 3,1, De polen van E(m,n;z) gaan naar oneindig als m+n naar 

oneindig gaat. 
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Bewi,j s: Voor alle R met O < R < 00 bestaat er een natuurlijk getal 

M = M(R) zodat de nulpunten van 1F1(-m;-m-n;-z) liggen in het gebied 

I z I > R voor m+n > M. Dit volgt uit lemma 3, 3, 

Dit impliceert dat voor m+n > M(R) de polen van E(m,n;z) liggen in 

lzl > R. 

Daar R willekeurig volgt de stelling. 

Voor de volgende drie gevallen zullen we hier aantonen dat een rij 

E(m,n;z) in lzl < R (0 < R < 00 ) uniform naar ez convergeert voor 

m+n-+- 00 : 

a) n > m 

b) m begrensd, n willekeurig 

c) n vast, m willekeurig. 

a) Bevat als bijzonder geval convergentie van de diagonaalelementen 

n = m+k (k = o, 1,2, ... ) uit de Pade-tafel (Voor i.h.b. n=m zie §4) 

en b) impliceert o.a. rijconvergentie (m = constant) in de Pade-tafel. 

Bewi,js a): Dit is een direct gevolg van: 

Stelling 3,2. Zij f(z) analytisch in z = O, meromorf in het complexe 

vlak en laat R(m,n;z) een rij van Pade-approximanten van f(z) 

zijn met n > m. Als A een willekeurige compacte verzameling is, zo 

dat geen van de polen van f(z) en geen van de limietpunten van de polen 

van R(m,n;z) in A liggen, dan convergeert R(m,n;z) uniform naar 

f(z) op A als (m+n) naar oneindig gaat. 

(Voor bewijs zie [2]). 

Lees voor dit speciale geval nl.: f(z) = ez, R(m,n;z) = E(m,n;z) en 

A = { z I I z I < R} • 

Uit stelling 3,1. blijkt dat alleen 00 limietpunt van de polen van 

E(m,n;z) is, zodat aan alle voorwaarden van stelling 3,2. voldaan is. 

p (z) 
Bewi.js b): Zij I!l <Men schrijf E(m,n;z) = ~(z) 

Toepassen van (1.2.3°) geeft: 



( 3. 1 ) 

Daar q. 
J 

(3.2) 

( 3. 3) 

P (z) = 
n 

k 
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00 

l <\Zk met 
k=m+n+1 

d = 
k 

l q. ck. (vergelijk 1.4.) 
j=O J -J 

1 . 2 C, = -=-j'" , J. = 0, 1, , .. , 
J. J.. 

= 0 voor j > m mogen we schrijven: 

m 

<\ = _l q. ck-J' 
J=O J 

,,_ = (-1)j m(m-1) ... (m-j+1) d I I< 1 
~J (m+n) ... (m+n-j+1) ' us qj 

(3.2) en (3.3) samen leveren de ongelijkheid: 

Voor m+n voldoende groot geldt nu: 

00 

lez ~(z) - Pn(z)I .::_ l 
k=m+n+1 

dit laatste gaat naar O als m+n + 00 , m <Men lzl < R. 

Conclusie: 

( 3, 4) 
lim 

m+n➔oo 

m < M 

( zie 2. 5). 

Blijkens lemma 3,3. bestaat er een natuurlijk getal M0 zodat 

~(z) + 0 op lzl < R als m+n > M0 . 

Resultaat: 
lim 

m+n➔oo lez - E(m,n;z)I = 0 voor lzl < R. 
m < M 
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Bewijs c): Om aan te tonen dat bij vaste n en lzl < R 

lim E(m,n;:i) = ez is, bewijzen we onder dezelfde voorwaarden: 
m+oo 

i) lim P (z) = lim / 1 (-n;-m-n;z) = 1 ' 
m-+oo m,n m-+oo 

ii) lim ~ ( z) lim ,F 1 (-m;-m-n;-z) -z = = e 
m-+oo ,n m-+oo 

Het bewijs van i) volgt direct uit (2.5). 

Om ii) te bewijzen maken we gebruik van de gelijkheid 

( 3. 5) 1F 1 (-p;-q;-z) = 1F 1(-p-1;-q;-z) + ! 1F 1(-p;-q-1;-z), (p,q EN) 

die door uitschrijven van linker- en rechterlid eenvoudig te verifieren 

is. Vervanging van pen q door resp.men (m+n) geeft: 

F z . 
/ 1 (-m;-m-n;-z) = 1 1 (-m-1;-m-n;-z) + m+n ,f1(-m;-m-n-1;-z) 

en lim 1F1(-m;-m-n;-z) = lim F (-m-1;-m-n;-z). 
m-+oo m-+oo 1 1 

Dit proces n maal herhalen leidt tot: 

Resultaat: 

lim 1F1(-m;-m-n;-z) = 
m-+oo 

lim p (z) 
1 m2 n m-+oo 

~ (z) = -- = 
n vast -z ,n e 
Jzj<R 

lim 1F1 (-m-n;-m-n;-z) = e-z 

m-+oo voor JzJ < R. 

z e . 

In §4 wordt bewezen dat de polen van E(n,n;z) in het rechterhalfvlak 

liggen. Ehle heeft hetzelfde bewezen voor E(n+1,n;z). Door toepassing 

van lemma 3.2 (hier op halve cirkel!) volgt dan dat de polen van 

E(m,n;z) voor alle men n met m< n-1 in het rechterhalfvlak liggen. 

Van deze polen heeft van Rossum neg bewezen dat ze enkelvoudig zijn. 

(zie [3]). 
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4. De diagonaal uit de Pade-tafel van ez 

In deze paragraaf zal aangetoond warden dat de polen van E(n,n;z) in 

het rechterhalfvlak liggen en dat IE(n,n;z)I < 1 in het linkerhalf­

vlak. Verder zal voor het verschil ez - E(n,n;z) bij vaste z en n naar 

oneindig een asym.ptotische benadering gegeven warden. 

Daartoe bewijzen we eerst het volgende lemma: 

Lemma 4.1. 

ez - E(n,n;z) = (-1) 0 z 
1T e 

In+a (-z/2). 

Kn+;(-z/2) 

met I (z) en K (z) de gemodificeerde Besselfunkties. 
V V 

Bewi.is: uit (2.2), (2.3), (2.4) en het feit dat 

F(j)(1) = (-1)n j! ( _m) voor j = n,n+1, ••. ,n+m kan de volgende be­
J-n 

trekking afgeleid warden: 

ez{(2n)! - (2n-1)! (~) z + ... + (-1)n n! 

- { ( 2n) ! + ( 2n-1 ) ! ( ~) z + 

2n+1 
z 

(2n)! {ez·,F,(-n; -2n;-z) - ,F1(-n;-2n;z)} = 

= (-1)n z2n+1 I: ••t tn(1-t)n dt, 

Hieruit volgt: 

of 

(-1)n z2n+1 !1 ezt tn(1-t)n dt 
e z - E( n,n; z) = _______ o _______ _ ( 4. 1 ) 

(2n)! ,F1(-n;-2n;-z) 
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Door toepassen van de formules 

f1 zt _ r2(n+1) 
0 e t n(1-t)n dt __,....__ -~- F ( +1 2 2 ) - r(2n+2) ·1 1 n ; n+ ;z ' 

( ) 2n+1 ( / ) z/2 -n-~ ( ) 
1F1 n+1;2n+2;z = 2 r n+3 2 e .z In+~ z/2 en 

(Dit zijn uit [4] resp. de formules (13.2.1), (13.6.6) en (9.6.30)) 

volgt dat 

Gebruik makend van de betrekking voor de f-funktie 

(4.2) f(2n+2) = ~-~.22n+ 1.r(n+1).r(n+3/2) 

krijgen we dan: 

(4.3) 

Eenvoudig te bewijzen, b.v. door de vergelijking van coefficienten van 

linker- en rechterlid, is de gelijkheid 

(4.4) ( ) (-z)n ( 1 
?1 -n;-2n;-z = (2n)(2n-1) ... (n+1) 2FO -n;n+1;z). 

Voor de volgende formules zie [4] ( 13. 1. 10) , ( 13. 1. 29) en ( 13. 6. 24) : 

1 +n+1 2F (-n;n+1;- -) = z U(n+1,2n+2;z) 
0 z 

(4,5) 
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(4.4) en (4,5) samen geven 

(4.6) 

, 
i(-1)n ~-~ zn+~ -z/2 

1F1(-n;-2n;-z) = ( 2n)( 2n-,) ••• (n+,) e Kn+~(-z/2). 

Uiteindelijk resultaat als gevolg van (4.1), (4.3) en (4.5) is dan 

(4,7) 
In+2 (-z/2) 

Kn+~ (-z/2) ' 

waarmee lemma 4.1. bewezen is. 

Opmerking 4.1: Het linkerlid van (4.7) is een eenwaardige funktie in 

het gehele z-vlak, wat de Bessel funk.ties In+~(z) en Kn+~(z) niet zijn. 

Zij zijn namelijk gedefinieerd voor larg zl < ~. Daar echter 

I +1 (z) = ✓z,f(z) en K ,(z) = lz.k(z) met f(z) en k(z) meromorfe n 2 n+~ 
eenwaardige funkties in het gehele z-vlak,volgt onmiddellijk dat het 

quotient In+~(z)/Kn+J(z) ook een eenwaardige funktie in het gehele 

z-vlak is. 

Stelling 4.1. De polen van E(n,n;z) liggen in het rechterhal:t'vlak. 

Bewijs: Uit (4,7) volgt dat de polen van E(n,n;z) overeenkomen met de 

nulpunten van K 1 {-z/2). Nu heeft G.N. Watson van K +1 (-z) bewezen 
n+~ n 2 

(zie A treatise on the theory of Bessel-functions, pag. 513) dat 

K +1 (-z) precies n enkelvoudige nulpunten heeft in het rechterhalf­
n ~ 

vlak. M.a.w. E(n,n;z) heeft n enkelvoudige ·polen in het rechterhal:t'vlak. 

Opmerking 4.2: De ligging van de nulpunten 

i(n+~) van Kn+~(-z) is bekend. Zij 

liggen aan een curve (zie 

fig. 4.1.), die gaat door 

.:!:. i(n+J) en 0,663 (n+~). 

o o,6(n+;) 

fig. 4.1. 

-i(n+~) 
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Een gevolg van stelling 4.1. is: 

Stelling 4.2. 

halfvlak. 

Stelling 4.3. 

E(n,n;z) is een apalytische funktie in het,linker~ 

Voor Re z < 0 geldt IE(n,n;z)I < 1. 

Bewi,is: Zij Pn(z) = a0 + a 1z + ••• + anzn een polynoom met aj reeel 

(j = 0,1, ••• ,n) en a + 0. Dan geldt: n 

(4.8) Ip ( iy) 
1e) n( ) = 1, p -iy n . 

p ( z) I 
2e) I 11 im p n(-z) = 1 , want 

z 'T00 n 

a0 + a 1iy - a~2 - a3iy3 + 
= 

= I· (a0 

2 
+ a4y 

4 - ... ) + i(a1y - 3 + .•. ) - a2y a3y 
4 = 

(a -
2 

+.a4y - ... ) - i(a y - a Y3 + ... ) . 0 a2y 1 3 

= I A + Bi I = 1 en A - B. 
1 

ao a 

p ( z) -+ + n-1 + a n z n 
lim n lim z 

P (-z) = 
lzl'T00 lzl'T00 ao +(- 1 )n-1 

a n n-1 (-1)na -- --+ n z z 
P (z) 

= 
n 

(4.9) E(n,n;z) = n 2n met p (z) = 1 F 1 (-n ;-2n; z) • ( zie 2. 5). p (-z) n,n n,n 

Stelling 4.2., (4.9), (4.8) en het maximum principe tezamen leveren 

dan stelling 4.3. 

Als laatste leiden we een asymptotische benadering af voor het verschil 

ez - E(n,n;z) bij v.aste z en n~ ~. Deze is eenvoudig te berekenen m.b.v. 

1. 
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asymptotische benaderingen 

K 1 (-z/2). 

onder dezelfde voorwaarde voor I +1 (-z/2) en 
n 2 

n+2 
Voor I (z) en K (z) geldt: 

\) \) 

I (z) ~ (z/2)" 
v r ( v+ 1 ) K (z) ~ 

\) 

metals gevolg: 

I ( z) 
\) (z/2)2v 

~ 2 · r(v)~r(v+1) · 

Vervang v door (n+;) en z door - z/2, dan 

(4.10) 
In+;(-z/2) _ z2n+1 
K ( /2) ~ 4n+1 

n+; -z 2 .r(n+;).r(n+3/2) 

2n+1 
z =-------

22n. 1-rr • n 2n+2 ) • 

Lemma 4.1, en (4.10) leveren tenslotte 

1 
2 • 

r(v) 

(z/2)" 

= 

( gebruik 4. 2}. 

(4.11) 
2n+1 

ez - E(n,n;z) ~ (-1)n+1.ln.e2 • __ z ___ _ 
22n. ( 2n+ 1 ) ! 

voor n ➔ 00 en z vast. 

Uit (4.11) blijkt dat E(n,n;z) een beter~·benadering van ez is dan de 

partieelsom van de Tayloreeks, want 

z 
e -

2n j 
l ~~Const. 22n(ez - E(n,n;z)) voor n ➔ oo en z vast. 

. 0 J. J= 
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2 3 4 5 :rig. 162. 7 8 9 10 

In fig. 4.2. zijn de grafieken y = x en y = ln (E(n,n;z}) getekend 

voor n = 3,4,5,6. E{3,3;z) en .E(5,5;z) hebben elk een pool bij 4,6 

resp. 7,3. K +1(-z) bee:ft nl. een reeel nulpunt voor oneven n en geen 
n ~ 

reeel nulpunt voor even n. 
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5, Continue benaderingen.voor de blokfunktie 

In [5] heeft Van de Riet m.b.v. Pade-approximaties van ez een continue 

benadering besproken van de blokfunktie 

( 5. l) f( t) 0 < t < 

t > 1. 

Daartoe verving Van de Riet in de Laplace getransformeerde van f, te 

weten 

(5.2) F(s) = L[f(t)J = 1 - e-s 
s 

de exponentiele funktie door de diagonaalelementen van de Pade-tafel 

van ez en definieerde 

(5,3) F (s) = 1 - E(n,n;-s) 
n ~ s en 

(5.4) f (t) = L- 1 [F (s)J. 
n n 

In deze paragraaf zullen we een asymptotische formule geven voor de 

funktie f(t) - f (t) voor grate waarden van n. 
n 

Ons belangrijkste resultaat is 

( 5, 5) f(t) - f (t) = O(exp{-3,34(n+~) 113(t-1)}/(n+!) 2/ 3 ) 
n 

voor n ~ 00 , t > 1. 

Bewijs van (5.5): uit (5,3) en (5.4) volgt 

(5.6) fc+ioo s 
f(t) - f (t) = 2-~ est {e--E(n,n;-s)}ds 

n TI1 • S 
c-100 

en substitutie van (4.7) in (5.b) levert 

(5.7) f( t) - f ( t) n 

(- 1)n+1 fc+i.· 00 e2s(t-1) I +,(s) 
= 2i s . n l! ( ) ds • 

c-100 Kn+! s 
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De integratieweg mag, gelet op het asymptotisch gedrag en de analytische 

eigenschappen van In+~(s)/Kn+~(s), te weten 

- I +1 (s) 
lim n ~ = 0 en 
s+O s.Kn+~(s) 

I +,(s) 2 P (-1/s) 2 
n ~ { n e s + ( -1 ) n+ 1 } met P ( s ) een n e graads polynoom , 

Kn+~(s) = n Pn(1/s) n 

vervangen worden door een gesloten contour y, di.e bestaat uit 

iR 

0 

fig. 5. 1. 

de imaginaire as en de cirkel­

boog {s I Isl= R, Res< O}. 

(zie fig. 5, 1.) 

In fig. 5.1. stellen z., z. 
l. l. 

(i = 1,2, •.• ) de nulpunten 

van Kn+~(z) voor, die zo geor­

dend kunnen worden dat 

Re z 1 > Re z2 > •••• De nul­

punten zijn enkelvoudig (zie 

het bewijs stelling 4.1.). 

De verschilfunktie f(t) - f (t) is dus gelijk aan de som van den 
n 

residuen in z., z .. Voor een asymptotische formule is alleen de bij-
i l. 

drage.van z1 en z1 van betekenis. 

We geven daarom eerst een benadering voor z1 voor grote waarden van 

n. Via de relatie 

(5.8) K (z) = 
" 

kunnen de nulpunten van K((z) gevonden worden via de nulpunten 

Yv,j , j = 1,2, ••• van H" 1). Hiervan is. bekend 
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-21ri/3 -2/3 . . .e 
y . ~ vz(r,;) met r,; = e v a., waarbiJ a. het J 
v,J J J 

nulpunt van de Airy-funktie Ai(z) is; a. 
J 

is reeel en negatief. 

Voor grote vis r,; klein en z(r,;) is dan gelijk aan 

(5.10) z ( r,;) (zie [6]). 

Zij k . nulpunt van K (z). Door toepassen van (5.8), (5.9) en (5,10) 
v,J v 

krijgen we 

(5.11) 

~-iv+ 2-1/3 -1/61ri 1/3 e v a. = 
J 

= -o,688 I I 1 /3 . 1 /3 I I a. v + i (-v + 0, 397v a. ) • 
J J 

Nu is z1 het nulpunt van Kn+~(z) met het grootste reele deel, zodat 

in (5.11) alleen j = 1 interessant is met a 1 = -2,338, hetgeen re­

sulteert in 

(5.12) 

Zij ~ ( s) = 

(5.13) 

(5.14) 

z1 ~ -1,62(n+~) 113 + i{-n-~+0,928 (n+~) 113} voor n ➔ 00 • 

e2s(t-1 )1 (s) 
\) 

s K (s) 
\) 

Res g(s) = 
s=z 1 

, dan is 

21ri.lim 
s➔z 1 

(s-z 1).g(s) 
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K'(z) = 1 • ;v7Ti d H(1)(.) 
v 1 2 7Tl e dz v i z I z = z 1 

voor v ➔ 00 , 0 = ia1 e-~/c1rri en c 1 en c2 constanten. 

Samenvattend hebben we voor v ➔ 00 aangetoond 

(5.15) 

waarvan 

Hetzelfde is te bewijzen voor z 1 en met (5,7), (5.12), (5.13) en (5.15) 

krijgen we dan 

(5.16) 
.(-1)n+1 -3,34(n+;) 113(t-1) cos( ... ) of 

r(t) - fn(t) ~ 2n 2i .. 2.e '(n+~)1/3 

f(t) - f (t) = 0( . 1 
n (n+;)1/3 

voor t > 1 en n ➔ 00 • 

Uit (5.16) kunnen we concluderen dat voor t > 1 f (t) een bijzonder 
n 

goede benadering van f(t) is. Analoge resultaten voor O < t < 1 ziJn 

tot nu toe niet gevonden. 
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