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KWALITATIEVE ANALYSE VAN STATIONAIRE OPLOSSINGEN VAN STELSELS
DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

door

G.M. Willems

SAMENVATTING

Er wordt een overzicht gegeven van in de literatuur bestaande
methodes om stelsels differentiaalvergelijkingen, zoals deze voorkomen bij
chemische reacties, te analyseren. Naast het introduceren en bespreken van
de hulpmiddelen uit de niet-lineaire analyse en de theorie van de differen-
tiaalvergelijkingen wordt aandacht besteed aan een probleem betreffende

moleculaire gewichtsverdelingen.
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VOORWOORD

Dit rapport is een verslag van een serie bijeenkomsten, waarop een
schets gegeven is van in de literatuur bestaande methodes om het kwalita-
tieve gedrag van niet-lineaire gewone differentiaalvergelijkingen te analy-
seren. Vooral die differentiaalvergelijkingen worden behandeld die onder
meer voorkomen bij het beschrijven van chemische reacties. Er wordt veel
aandacht besteed aan de stationaire toestanden en aan de stabiliteit hier-
van. Het bestaan van de stationaire toestanden kan aangetoond worden met
het hier behandelde begrip "graad van een afbeelding" en met het begrip
"index" kan iets gezegd worden over de stabiliteit. Bifurcatie van oplos-
singen en het afsplitsen van een "limit-cycle'" komen eveneens aan de orde
en het rapport wordt afgesloten met een voorbeeld in verband met moleculaire
gewichtsverdelingen.

Veelal worden de stellingen en bewijzen globaal aangegeven. Er is
niet gestreefd naar volledigheid in dit opzicht. Voor een grondiger bestu-

dering wordt verwezen naar de literatuur.



1.

INLEIDING EN PROBLEEMSTELLING

In het vervolg zullen twee typen van systemen van gewone differentiaal-

vergelijkingen, ontleend aan de theorie van chemische reacties, nader be-

studeerd worden:

A.

GESLOTEN SYSTEMEN

Veronderstel dat in een vat de stoffen Xi’ i=1,...,n, opgesloten zit-
ten, zodanig dat geen stof met de omgeving uitgewisseld wordt. Veronder-
stel bovendien, dat de stoffen Xi in elkaar omgezet kunnen worden middels
de chemische reacties Rk’ k=1,...,m, waarvan de stoichiometrie wordt

()

gegeven door de stoichiometrische coefficiénten v, i=1,...,n.

ik
Dan voldoen de concentraties X, van de stoffen Xi aan het stelsel (gewo-

ne) differentiaalvergelijkingen

m

d .
(1.1) R Z Ak(x],...,xn) Vi = fi(x],...,x ), i=1,...,n3
k=1

hierbij is

Ak(x],...,xn)

de snelheid waarmee de k-de reactie Rk verloopt. Veelal zullen we de

vectornotatie
d
' — —3
(1.1") 5 ¥ = f(x),
X = (x],...,xn), f(x) = (f](xl,...,xn), e fn(x],...,xn))
in plaats van (1.1) gebruiken.

Deze systemen worden gewoonlijk aangeduid met de naam gesloten systemen.

()

Indien de reactie Rk gerepresenteerd wordt door Z?= a. X, = Bi X., dan

wordtmik gedefinieerd door Vig T Bi-ai.



B. IDEALE MENGER MET CONTINUE VOEDING
Het tweede type systemen dat we be-
schouwen is identiek aan het onder 1.A

genoemde, behalve dat deze systemen

stof met de omgeving uitwisselen op
de volgende manier: i
per tijdseenheid stroomt een fractie 6 0
van het volume van het vat in respec-

tievelijk uit (é is dus de verblijf-

tijd in de menger); de concentratie

van de stof Xi in de inflow is gelijk
0 . .

aan x., de concentratie van X. in de .
o .. ot Figuur 1.1.

outflow is gelijk aan X;5 1= ly...,0. I

De concentraties X, van de stoffen Xi voldoen in dit geval aan het

stelsel differentiaalvergelijkingen
(1.2) i = 6:xV-x,) + £, (x x) = g, (x x)
dt i i i i1 n i1ttt

In vectornotatie wordt (1.2)

d
' —_— - — =
(1.2") If ¥ O(XO x) + f(x) g(x).
Deze systemen worden gewoonlijk aangeduid met de naam stirred tank

reactor.

Het is de opzet om in het volgende een aantal (in de literatuur bekende)
technieken voor het verkrijgen van kwalitatieve informatie betreffende ge-
noemde systemen te behandelen. Speciaal zullen aan de orde komen uitspraken
over het bestaan van stationaire punten en hun stabiliteitseigenschappen.
De stationaire punten van (l.1) respectievelijk (1.2) zijn oplossingen

van de vergelijking

(1.3) f(x) = 0,
respectievelijk
(1.4) ° g(x) = 0.



Met behulp van speciale eigenschappen van de functies f en g, die een

direct gevolg zijn van het feit dat (1.1) respectievelijk (1.2) een chemisch
systeem beschrijven, en met behulp van de theorie van de graad van een afbeel-
ding zullen een aantal stellingen afgeleid worden. Hier is [1] een geschikte
literatuurverwijzing.

Voorts zal het geval bekeken worden, dat de functies f en g niet alleen
van de concentraties X afhangen, maar bovendien van een (extern regelbare)
parameter ). Hierbij zullen we vooral aandacht geven aan de parameterafhan-
kelijkheid van de stationaire punten en hun stabiliteitskarakter. Deze re-
sultaten zijn minder eenvoudig in de literatuur terug te vinden; het meren-

deel van de technieken is ontleend aan de publicaties [2], [3], [4] en [5].

2. SPECIALE EIGENSCHAPPEN VAN STELSELS DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN IN VERBAND
MET DE CHEMISCHE KINETIEK

Twee algemeen geldige fysische eigenschappen van de systemen, waarvan
de vergelijkingen (1.1) en (1.2) modellen zijn, zullen in deze paragraaf
"vertaald" worden in eigenschappen van de functies f en g. Dit zal onder
andere resulteren in apriori schattingen voor oplossingen van de differen-
tiaalvergelijkingen (1.1) en (1.2).

De eerste fysische eigenschap kan geformuleerd worden als: '"De elemen-
taire bouwstenen van de stoffen Xi (atomen of, bijvoorbeeld bij polymeri-
satie-reacties, kleine moleculen) blijven behouden bij chemische reacties".

Stel dat de stoffen Xi’ i=1,...,n opgebouwd zijn uit de bouwstenen
Aj’ j=1l,...,%, zodat elk molecuul Xi het aantal mij(ZO) eenheden Aj bevat.
Dan levert deze behoudswet % (niet noodzakelijk onafhankelijke) relaties

tussen de rijen van de stoichiometrische matrix Vig OPs namelijk behoud van

A. in de reactie Rk betekent
J

(2.1)

Mn4n

2 Vi mij = 0, i=1,00.,%, k=1,...,m.

Een direct gevolg hiervan is (zie (1.1))

(2.2)

he~—3
8
h
1]
O
-
—
[}
-
N
)



De tweede fysische eigenschap, die voor alle beschouwde systemen moet
gelden, is dat concentraties niet-negatief moeten zijn. Dit impliceert dat
de rechterleden van (1.1) en (1.2) zodanig moeten zijn gekozen, dat op de

+ + )
rand van Rn CRn = {(xl,...,xn) I x, 2 0, i=1,...,n}) geldt

n
(f,n) = Z £, n; 20,

(2.3)

(g’n) - > 0.

|

he~—g3
()]
S

. . . +
Hierbij is n = (nl,...,nn) de naar binnen gerichte normaal op de rand van]Rn.

3. DEFINITIE VAN DE GRAAD VAN EEN AFBEELDING

Zij Q een gebied in de th p een punt in de R"™ en h een continue

functie van  naar de R" zo, dat

(3.1) p ¢ h(3Q), (32 = Q-0Q).

Aan dit drietal wordt een geheel getal
degr(p,h,Q),

de graad van h ten opzichte van @ en p, op de volgende manier toegevoegd.

Indien voor alle z € 9 met de eigenschap

h(z) = p (notatie: z ¢ h—l(p))

geldt

(3.2) d9t<‘diz‘ h(Z)) = det(ggzl? hi(zlﬁv--azn)> # Os

dan wordt de graad gedefinieerd door de formule

(3.3) degr(p,h,2) = sign(det(gdz— h(z))).
zeh” ! (p)



Op het eerste gezicht is dit een nogal gecompliceerde definitie; men zou

liever zien

degr(p,h,Q) = z 1.
zeh ! (p)

Het blijkt echter dat het zo gedefinieerde getal bij kleine veranderingen
van de functie h ook verandert, hetgeen niet het geval is bij de definitie
(3.3) (zie homotopie eigenschap (3.9), eigenschap (3.5) en ook voorbeeld
3.1).

Hoewel uit de definitie blijkt dat de graad de p—punten niet "echt
telt", kan men de graad wel gebruiken om een schatting te krijgen van het
aantal p-punten:

a) degr(p,h,2) = 0 zegt niets over het aantal p-punten,

b) |degr(p,h,Q2)| = m zegt er zijn minstens m p-punten.

VOORBEELD 3.1.

h degr(0,h,R) = 0 h 4 degr(0,h,R) = - 1

Figuur 3.1.

VOORBEELD 3.2, Laat @ de oorsprong bevatten en laat de functie h gelijk

zijn aan
h(z) = Az,

waarbij A een niet-singuliere lineaire afbeelding is. Dan geldt



degr(0,h,2) = sign(det A).

Aangetoond kan worden dat men deze definitie van de graad kan uitbreiden tot

alle continue functies h op @, waarvoor p ¢ h(32), zodania, dat de volgende

eigenschappen blijven gelden:
(3.4) degr(p,h,Q)

is een geheel getal.

(3.5) degr(p,h,Q)

hangt continu af van h en p; dat wil zeggen dat er een § > 0 bestaat zo,

dat
sup |f(x)-h(x)]| < §
xell

en
lp—ql| < ¢,

impliceert dat

degr(q,f,2) = degr(p,h,R).
(3.6) degr(p,h,2) # 0
impliceert dat er tenminste &&n punt z ¢  bestaat met h(z) = p. Indien

(3.7) Q= g 25 950 9 = b, p¢on, i=1,2,...,

dan celdt

degr(p,h,Q) = Z degr(p,h,ﬂi).

i
Indien

(3.8) K ¢ Q, K gesloten en p ¢ h(K),
dan geldt

&

degr(p,h,2) = degr(p,h,0-K).



Indien er een continue afbeelding
(3.9) H: @ x [0,1] — R"
bestaat, met de eigenschappen

H(',O) = g(')’ H("l) = h(')’ 1% ¢ H(BQ’EO’IJ)
dan geldt

degr(p,g,2) = degr(p,h,Q).
De afbeeldingen g en h worden in dat geval homotoop genoemd; notatie h ~ g.

VOORBEELD 3.3. Als eenvoudige toepassing van het vorige bewijzen we nu

Browwer's Fixed Point Theorem:

STELLING. ZZj f een continue afbeelding van de eenheidsbol Bn (in de R") in
de eenheidsbol B . Dan heeft f een vast punt x (x=1£f(x)).

BEWIJS. Beschouw H(x,t) = x-tf(x). Voor x ¢ aBn geldt x-tf(x) # 0,

0 <t <1, Indien voor zekere x ¢ BBn geldt x-£f(x) = 0, dan valt er niets
meer te bewijzen. Wanneer dit laatste niet voorkomt, dan is H een homotopie
als in eigenschap (3.9). Er geldt H(*,0) = I (Ix = x) en H(°*,1) = I-f£,
Volgens (3.3) is degr(O,I,Bn) = 1; dus volgens (3.9) geldt degr(o,I—f,Bn) =

= 1, hetgeen gecombineerd met (3.6) het bewijs van de stelling oplevert. [J

.. 2 2 2
VOORBEELD 3.4. Zij Q = {(x],xz) | X *+x; < 2}, h(x],xz) = (x],x]xz). Dan

is degr(0,h,2) = 2. Dit volgt uit het feit dat h homotoop is met (voor ¢

voldoende klein) g(x],xz) = ((x]—e)(xl+e),x]x2). Volgens (3.3) is
degr(0,g,0) = 2.

VOORBEELD 3.5. zij 0 = {x, | =1 < x, < 1}, h (x)) = xf, hy(x,) = x?.
Dan geldt degr(O,h],Q) = 0, degr(O,hz,Q) = 1, Men gaat immers gemakkelijk
na dat h] homotoop is met gl(x) = 1, en dat h2 homotoop is met gz(x) = X,

VOORBEELD 3.6. Zij R het interval [a,b]. Indien f(a)h(a) > 0 en f£(b)h(b) >0
dan geldt £ ~ h en dus degr(0,f,2) = degr(0,h,R).

&



.. 2 2 .
VOORBEELD 3.7. Zij Q = {(x],...,xn) | X, +...+ x_ < 1}. Indien voor de af-

beeldingen f en h van Q naar R" geldt
31gn(f(x],...,xn),(xl,...,xn)) = 51gn(h(x],...,xn),(xl,...,xn))#O

dan geldt £ ~ h.

Tenslotte wordt nog de fundamentele stelling van Hopf (zie [6]) ver-

2 2 .
’Xn+1) ] X[ *otx 0= 1}. Twee afbeeldingen

f,g: Sn - Sn worden homotoop genoemd indien er een continue functie

meld. Zij S, = {(x],...

H: Sn x [0,1] - Sn bestaat met de eigenschappen H(+,0) = £(+), H(-,1) = g(*).
De stelling heeft dan als inhoud dat f,g: Sn—+ Sn dan en slechts dan homo-

toop zijn als degr(O,f,B ) = degr(O,g,B ). Hierbij is f een Tietze uit-

n+l

el Rh+1. (Gezien (3.9) 1is

degr(o,f,Bn+1) onafhankelijk van de gekozen uitbreiding.) Een vrijwel on-

n+l
breiding van f tot een functie f: B

middellijk gevolg hiervan is dat afbeeldingen van convexe gebieden in de
Rh. op hemotopie na gekarakteriseerd worden door de graad van de afbeelding
ten opzichte van dat gebied. Dit zou men alsvolgt kunnen 'vertalen':

Indien men twee afbeeldingen die "dicht" bij elkaar liggen dezelfde
eigenschappen wil toekennen, dan volgen die eigenschappen uit de graad van
de betreffende afbeelding, tenminste zolang men binnen de klasse van alle
continue afbeeldingen blijft werken.

Indien men meer eigenschappen van de functie f kent (bijvoorbeeld het
gedrag van f op deelgebieden Qi van Q of bijvoorbeeld dat Ji-f(z) positief

dz

definitief is in Q of dat f(z) = é%—v(z)) dan is het mogelijk om scherpere

resultaten te bereiken.

4. EXISTENTIE VAN STATIONAIRE TOESTANDEN

A. GESLOTEN SYSTEMEN

Relatie (2.2) gecombineerd met vergelijking (1.1) levert de behouds-

wetten



10

n
(4.1) 407 mx) =0, G=1,...,0)

op.Een direct gevolg hiervan is dat de concentratievector x = (Xl""xn)

zich blijft bevinden op de lineaire varieteit V, die bepaald wordt door de

relaties

mijxi = yj, jo= 1,00,

1"
~1
=]
»

I

(4.2) vs

hierbij 1is xg = xi(tO) de begintoestand van het systeem.

Gewoonlijk wordt V een Znvariante variéteit genoemd. Op de variéteit

V kan een coordinatensysteem z ingevoerd worden door de relatie

r
(4.3) X. = X. + z V..Z., (x ..,xn) eV, i=1,...,n,

5
1 1] ] 1

hierbij is aangenomen, dat de eerste r (r<n,r<m) kolommen van de stoichio-

metrische matrix vij de onafhankelijke zijn.

Na de coordinatentransformatie (4.3) gaat (1.1) over in

(4.4) i %i(zl,...,zr), i=1,...,r.

De eis dat de concentraties X positief moeten zijn geeft voor z

relaties

v 0
(4.5) ) ov..z. +x, 20

op. Dit betekent dat in de z-ruimte zich alles binnen het simplex S, be-

17

.y Z
>Tr

paald door (4.5), afspeelt. De eis (2.3) gaat over in de eis dat op de

rand van het simplex S gelden moet

(4.6) (£,n) = 0,

*) We hebben nu de vectoren mj = (m]j,..

met mj, j = 2+1,...,2" (mogelijk geldt 2'=%) zodanig dat
{m.; j =1,...,2'} het orthoplement van {v. = (V,.,...,v _.)3;
J 13 nj

&

j="1,...,m} opspannen.

.,mnj), j=1,...,%, aangevuld

de
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waarbij n de naar binnen gerichte normaal op 3S is.

VOORBEELD 4.1. Beschouw de reactie

1 1 2°
Er geldt:
Vi T -2, Voy = 1, my = 1, My, = 2
. 0
Begintoestand: X, = 1, X, = 1.

De coodrdinaat z, wordt bepaald door

X, = 1 - 221
x, =1+ z
Het simplex S is nu gelijk aan het interval {z] | -1 < z, < 1}y zie fi-
guur 4.1.
*2
V= {(x,x,) | x,+2x, =3}
E (z)) 1°%2 179%2

Figuur 4.1.

VOORBEELD 4.2. Beschouw de reacties
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1

X, + %, Xq
X, + X, T X%,
Dan geldt:
Vip T -1, Vop T -1, Vi 1,
Vig = -2, Voo = 1, V3o 0,
m, = 1, my, = 2, my, = 3.
Begintoestand: X = X, = X3 = 1.

De coordinaten (z ,zz) worden bepaald door

X, = 1 - z, - 222,
x2 =1 - z1 + 22’
x3 =1+ z].

Het simplex S heeft als zijden

1 = z] + 222.

1 = Z) T Zys

Vergelijk figuur 4.2.
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3

ZZT
(-1,1)

\ﬁ\\\:\

~/
2 (o z
2 S
P

Vo= {Grxg,xg) | x +2x,43%, = 6] 1-1,2)

Figuur 4.2.

Stationaire punten van het systeem (1.1) komen overeen met de oplos-—

singen in S van de vergelijking
f(z) = 0.
Om tot een existentiestelling en andere (kwalitatieve) uitspraken te ge-

raken zullen we eerst de graad van de afbeelding f ten opzicht van S en O

bepalen.

STELLING. Er geldt
(4.7) degr (0,£,5) = (-1)".
BEWIJS. De afbeelding

H(z,t) = - t(z—zo) + (l—t)f(z),

H: S x [0,1]— R,
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is een homotopie in de zin van (3.9) tussen de afbeelding h(z) = —(z—zo) en
%(z); tenminste indien z, een inwendig punt van S is. Stel namelijk dat voor

zekere t ¢ (0,1) en z € 3S zou gelden H(z,t) = 0. Dat zou inhouden
) = f(2), 0<t<l,

hetgeen in tegenspraak met (4.6) is. Met behulp van eigenschap (3.9) volgt

nu
degr(0,h,S) = degr(O,%,S).

De graad van h is, volgens voorbeeld 3.2, (—])r, waarmee het bewijs vol-

tooid is. [

Een ommiddelligk gevolg van (4.7) is dat (1.1) op elk invariant sim—

plex S temminste één stationair punt heeft, (volgt ommiddelligk uit eigen—

schap (3.6)) .

B. STIRRED TANK REACTIONS
Relatie (2.2) gecombineerd met (1.2) levert op:

0 _ 0_ .o '
mij(xi Xi) = G(Yi yi)’ J= 1,000,070,

I~
=}
>
N
i
D
I~

a _d

(4.8) at 73 T dt (.
1 1

(ook hier hebben we de vectoren mj = (mlj""’mnj)’ j=1,...,2, aangevuld

-)3
] nj

met mj, j =% ...,%", zodanig dat het orthoplement van {vj = (vl.,...,v
j=1,...,m} opgespannen wordt door de vectoren m],...,Q,). Door integratie

van de differentiaalvergelijking (4.8) vinden we
0

_ -6 (t-tg) _ .0 . '
(4.9) Yj(t) Yj t e (Yj(to) yj)’ J | S

Dus zullen alle oplossingen van (2.2) zich begeven naar het simplex S be-

paald door

(4.10) . yj = y?, j=1,c0050", Ax. >0, i=1,...,n.
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Een eerste conclusie is dat de stationaire toestanden zich alle op het

simplex S, bepaald door (4.10), bevinden.

Men kan nu twee wegen inslaan. In de eerste plaats is het mogelijk
(op dezelfde wijze als in 4.A is gedaan) de functie g op het simplex S te
beschouwen, een coordinatentransformatie uit te voeren en de graad van de

getransformeerde functie E te bepalen. Men vindt dan
~ r
degr(0,g,S) = (-1),

waarbij r de dimensie van het simplex S is, met als onmiddellijk gevolg
dat (2.2) tenminste &&n stationair punt op de invariante variéteit S bezit.
Een tweede mogelijkheid gaat als volgt van start. Beschouw het simplex
+ +
S' ¢ Rh’ begrensd door de rand vaniRn en het hypervlak
0

m., X. = 2y] .

4.11) v, = 1 i1 %4

i

ho~—s

Voor dit simplex bezien we de homotopie
H: S'x[0,1] — R,
H(x,t) = —t(x=x.) + (1-t)g(x), x. = (x2,...,x°)
s 0 ’ 0 12207

Er geldt

H(*,0) g(-), H(,ID) —(x—xo), 0 ¢ H(3S',t).

Volgens (3.9) is dus degr(0,g,S'")
beeld 3.2).

degr(O,—(x—xO),S') = (—1)n (zie voor-

Ook nu kunnen we de conclusie trekken, dat g tenminste &&n nulpunt
heeft in S'. Aangezien we al wisten, dat alle stationaire punten van (2.2)
op de invariante varieteit S liggen, volgt ook nu de existentie van een

stationair punt op S.

In deze hele paragraaf 4 is stilzwijgend de aanname gemaakt dat f op

de rand+ van }ﬁl ongelijk nul is (fysisch gezien een zeer realistische aan-
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name). Dat dit geen essentiele beperking is kan men als volgt inzien.

Allereerst geven we aan hoe een functie f
f: § — Rh,
S is een n-dimensionaal simplex, met de eigenschap
(4.12) (f,n) =2 0 op 3S,
uitgebreid kan worden tot een functie £

f: R — R,
n n

zo, dat geldt

(4.13) f(x) =0 = x ¢S,
(4.14)  degr(0,,B(xy,1)) = (-D7,
- X, is een inwendig punt van S,

- B(xo,r) is een bol met voldoende grote straal en middelpunt Xg.

Definieer

f(x) = £(x), X e S,

f(x)

E(p(x)) - d(x,8)(x—xy), x ¢S,
waarbij
- p(x) het snijpunt is van 3S en de verbindingslijn tussen X en X5

- d(x,S) de afstand tussen x en S is.

Figuur 4.3.



17

Eigenschap (4.13) volgt uit (f(x),np(x)) > 0, waarbij np(x) de naar binnen-
gerichte normaal in p(x) is.

Eigenschap (4.14) is een direct gevolg van de begrensdheid van f op S; hier-
uit volgt namelijk dat voor r voldoende groot fF(x) ~ -(x-xo) op de bol

B(x,,r) en dus degr(o,E,B(xo,r)) = degr(0,-(x-x,),B(x,,r) = -n".

5. STABILITEIT VAN STATIONAIRE TOESTANDEN

. . . * . .
Voor de analyse van de stab111te1t( ) van een stationaire toestand
van de differentiaalvergelijking

d _ . _
(5.1) e fi(y],...,yn), i=1l,...,0,

maakt men gewoonlijk gebruik van de stelling van Poincaré-Liapunov.
Zij

L £y, = /Efi (yp) -

dy 0 \ayj/ 0

Dan geldt:

d . .
Iy f(yo) een negatief reeel

deel hebben dan is Yo stabiel (zelfs asymptotisch stabiel).

a. Indien alle eigenwaarden p van de matrix

b. Indien tenminste &&n van de eigenwaarden p van de é%-f(yo) een posi-
tief reeel deel heeft dan is Yo instabiel.

(c. Er wordt dus geen uitspraak gedaan in het geval dat &én of meer
eigenwaarden een reéel deel gelijk aan nul hebben; dit is een essen-

tieel lastiger geval dat nadere analyse vereist.).

Gezien de onderstaande figuren 5.la,b kunnen we niet verwachten dat de al-

gemene informatie over f en g, die in de vorige paragraaf leidde tot een

() Wij zullen de volgende definitie van stabiliteit gebruiken:

De stationaire toestand y, heet stabiel indien er voor elke ¢ > 0
een & > 0 bestaat zo, dat geldt voor oplossingen y van (5.1)

. I -y | ly(t)-y I > .
(5.2) y(td-yol <6 = dy(t)-ygl < e, Vvt > ¢,
«Indien bovendien geldt lim ly(t)-y.l = 0, dan heet y. asurmtotisch

. t>o 0 0

stabiel.
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existentie stelling, ook voldoende zou zijn om het bestaan van een stabiel

stationair punt aan te tonen.

Figuur 5.la Figuur 5.1b

Zowel om de situatie te scheppen dat de stelling van Poincaré-Liapunov
toegepast kan worden als om het mogelijk te maken dat de bijdrage aan de
graad van elk nulpunt van f (resp. g) afzonderlijk berekend kan worden
(zie (3.3)) zullen we van nu af aan in deze paragraaf veronderstellen dat

in elk stationair punt x, alle eigenwaarden van

0

d . ... d
= f(xo) (respectievelijk E;-g(xo))

een reeel deel ongelijk aan nul hebben.

In het voorgaande is afgeleid dat ten opzichte van een zeker gebied @
(het simplex S of S' respectievelijk een bol om een simplex) geldt
degr (0,£,0) = (—1)k en degr(0,g,0) = (-l)k, k dimensie 2. De bijdrage van
een stabiel stationair punt (reéle deel van alle eigenwaarden kleiner dan
nul) is (-l)k. Hieruit kan men concluderen dat indien er m stabiele statio-—
naire punten zijn er minstens (m—1) stationaire punten moeten zijn met
index (—l)(k_]) (index = sign(det 4 f(z)) (de stationaire punten zijn in

dz
dit geval geisoleerd, dus eindig in aantal). Deze punten met index (—1)(k D
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zijn instabiel.

Dit (tezamen met de existentie stelling uit 4) is zo ongeveer alles
wat men in z'n algemeenheid over de stationaire punten van de systemen (1.1)
en (1.2) kan zeggen. Wij verwijzen hierbij nog naar de laatste opmerkingen
uit paragraaf 3. Wil men meer uitspraken kunnen doen, dan zal men over meer

informatie betreffende het rechterlid moeten beschikken.

6. PARAMETER-AFHANKELIJKE SYSTEMEN

In het vervolg wordt aangenomen, dat de stoichiometrie niet van de
parameter A afhangt; dit is plausibel, aangezien de stoichiometrische
coefficienten gehele getallen zijn en dus alleen continuvan A af kunnen
hangen indien ze constant zijn als functie van A. Dit nu heeft als onmid-
dellijk gevolg dat we op elk eindig A-interval uniform een gebied © (S,S'
als in paragraaf 4) kunnen aangeven met de eigenschap dat

degr(0,£(*,A),0) = (—])k, X e [AO,A ], k = dimensie van Q.

1
Een analogon van de existentiestelling uit paragraaf 4 is dan de volgende

STELLING. ZZj f: QX[AO,A]] zodanig dat

degr(0,f(-,2),02) = c # 0, X € [AO,A]].

]

Dan bestaat er een compacte samenhangende deelverzameling C van QXEAO,XI

met de eigenschappen:
(x,A) ¢ C = f(x,1) =0, Cn {Qxxo} 0, Cn {kal} # 0.

BEWIJS. Met de methoden uit [4].

OPMERKING. Zoals reeds opgemerkt in de discussie voorafgaande aan de stel-
ling worden de verzamelingen Q uit het paragraaf 4 bepaald door de stoichio-
metrie van de chemische reacties. Veronderstellen wij deze constant, dan

volgt dat © ook niet verandert. Ten opzichte van deze {} heeft het rechter-
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1id £ van de vergelijkingen (1.1) respectievelijk (1.2) de graad
degr(0,£,0) = (—l)r, zoals afgeleid in paragraaf 4. Hieruit volgt dat de
stelling van toepassing is op alle systemen van (1.1) en (1.2) waar

een van de parameters varieert zonder dat de stoichiometrie verandert;

bijvoorbeeld veranderingen in 6 vallen hieronder.

OPMERKING. De gehele oplossingsverzameling O van f(.,<) = 0 in QX[AO,A]]
kan uit verscheidene componenten bestaan en (evenals C) tamelijk patholo-
gisch zijn. De voorgaande stelling garandeert slechts het bestaan van een

(samenhangende) deelverzameling C van 0 die Qx)\. "verbindt" met QxX..
g g 0 1

Figuur 6.1.

7. LOCALE ANALYSE VAN STATIONAIRE TOESTANDEN EN BIFURCATIE

Van nu af aan zal verondersteld worden, dat de functie f '"vele'" malen

continu-differentieerbaar is. De notaties
. - afi\ e /Bf] Bfn
R U TR

0% . * o
X xJ/

en analoog voor hogere afgeleiden, zullen nog al eens gebruikt worden.
We beginnen met een stelling waarvan de inhoud weergegeven zou kunnen

worden door: "In niet gedegenereerde gevallen is de oplossingsverzameling
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0= {(,x(A)) | £(x(1),1) = 0} locaal een "nette" &&ndimensionale varidteit

(zonder dubbelpunten)".

STELLING 7.1. Z%J (xo,xo) zodanig, dat f(xO,AO) =0 en det(fx(xo,ko)) # 0.

Dan bestaat er een functie x en getallen S§,e > 0.

k

x: [A=8,A +8] — R,

0

met de eigenschappen

f(x(A),x) =0, A =8 < A < A _+6,

en

(7.1) {f(y,\) =0 A "y-xoﬂ <e A A=A | < S8} =2y =x()).

0

BEWIJS. Zij x = x0+6x en A = A0+6X. Dan volgt uit f(x,A) = 0 dat
— 2,..2
fX(xO,XO)Gx + fX(XO’AO)SA + R(8x%x,681) = 0, met R(S8x,8)) = O(l&xl“+817),

zodat
(7.2) sx = f;l(-fxﬁx + R(5x,61)).

Voor [8X] < &, Iéxl < & en § voldoende klein geldt dat het rechterlid van

(7.2) als functie van & een contractie is. Immers
£(5x,6)1) = f;](—fA(O,O) + R(8%,61))

heeft als afgeleide

o1
Fx(dx,ék) = fX

Rx(éx,ax) = 0(|8sxr|+lsxl).
De conclusies van de stelling volgen nu onmiddellijk uit het feit dat een

contractie afbeelding locaal een &é&n—&&nduidig vast punt heeft. [

OPMERKING. Dit locale resultaat kan gebruikt worden om tot een maximale
O+6, x(AO+6)
—d,x(AO—d)) geldt det(fx(x(kofd), AO'G) # 0, dan volgt

uitbreiding van de functie(kiem) x te komen: Indien voor X
(respectievelijk AO

&

B
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door toepassing van stelling 7.1 dat het definitiegebied van de functie x
uitgebreid kan worden; op deze wijze vindt men uiteindelijk het maximale

definitiegebied D ¢ R wvan x.

Over de stabtiliteitseigenschappen van x(\) als functie van A kunnen we,

gezien het feit dat voor X ¢ D geldt
det(fX(X(A),A)) # 0

opmerken dat die hoogstens kunnen veranderen doordat een tweetal complex
geconjugeerde eigenwaarden u](x) en uz(k) = El(x) van fx(x(k),x) voor
varierende A de imaginaire as passeren (maar niet door p=0). In dat geval
zal er in de buurt van x()) veelal een

.. . A
limit cycle ontstaan (zie paragraaf 8). u]( )

(Tenslotte kan nog van belang zijn, dat — | T

deze verandering van de stabiliteits-

eigenschappen de index (= sign(det fx))

van x()\) onveranderd laat).

\____/

uz(l)

Figuur 7.1.
Voor het numeriek berekenen van x(A) is de relatie

4

-0 = d -
o £x0),0) = 0=f 5 x() +f =0

waaruit de differentiaalvergelijking

d = e
(7.3) I ET fx fk

volgt, van belang.

We spreken van het gedegenereerde geval indien Xy AO zodanig zijn,
dat f(xO,AO) = 0 en det(fx(xo,ko)) = 0. Deze situatie is aanzienlijk
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lastiger te analyseren dan de voorafgaande. Hieronder volgt een aanzet tot
een analyse ervan (al spoedig zullen wij ons hierbij beperken tot de
situatie dat fx(xo,ko) €én enkelvoudige eigenwaarde nul heeft, en zelfs dit
geval kan niet uitputtend behandeld worden).

De relatie det(fx(xo,ko)) = 0 impliceert dat op een geschikte basis

(el,...,ek) de matrix fX(XO,AO) de gedaante

r Q N
0 . . . . . . . . 0
kO . 0 ‘
. 0 . . . . . 0
(7.4) . . 3
1
0 0

heeft, waarbij de (vierkante) matrix J, niet singulier is.

zij P: Rk — Bk de projectie gedefinieerd door

1

o~ =
i
I

Ko
T o e,
i=1 * !

dan worden P en I-P ten opzichte van de basis {ei} gerepresenteerd door

¢\en ) ¢ \
)7\ )

De vergelijking f£(x,2) = 0 is equivalent met het stelsel

de matrices

1
kg

=

————— e ———

]
|
]
|
]
|
|
T
1
|
1
1
I

(7.5a) P(f(x,1)) 0,

I
o

(7.5b)° (I-P) (£(x,1))
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Zij nu x = X, + 6x] + 6x2, 6x] = p(x—xo), 6x2 = (I-P)(x—xo) en XA = AO + S,

Dan geldt de volgende

STELLING 7.2. Er zijn positieve getallen e en § , zodanig dat de vergelij—-

king in 8%,

(I—P)f(x0+6xl+6x2, A0+6A) =0

een unieke oplossing 6x2(6x],6k) heeft in de bol B(0,e) voor "leﬂ < 8§ en

|8X| < 8. Bovendien is de functie

kg k-k
§x,t B(0,8)(c R 7) x [-6,86] — B(0,e)(c R )

"vele" malen continu-differentieerbaar in beide argumenten. Het stelsel

vergelijkingen (7.5) is equivalent met

(7.6) Pf(x0+6x]+6x2(5x],5A),AO+5A) =0
en

X = X +6xl+6X2(6x SA).

0 1°

BEWIJS. Uit (I-P)f(x0+6x]+6x2,xo+ﬁx) = 0 volgt

(I-P){f_o6x,+f SA+R(Sx +6x,,81)) = O,

2 1 2°

zodat

S
(7.7) 6x2 = J] { (fA6A+R(6x]+6x2,6A)).

Verder met behulp van de contractiestelling van Banach. [J]

Hiermee is het stelsel (7.5) (k xk) gereduceerd tot het stelsel
(7.6) (kOXkO). Verder kan uit (7.7) veelal een goede benadering van

ze(ﬁxl,ék) geconstrueerd worden voor 6xl en S) klein.
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Nu zullen we het geval k., = 1 nader bezien (k, > 1 veel en veel moei-

0 0

lijker!). In dit geval is (7.6) een scalaire vergelijking. We gebruiken de

Taylor ontwikkeling in 6) en 6x

| van het linkerlid van (7.6) om een aantal

mogelijke gevallen te signaleren:

A.

Dan

en

]

PE(eeesens) BGA*—C&x%-FDSXISA + E6A24-RB(6X,6A) =

D2 D .2
BOA(1+(E = 25)61) + C(6x | +2=51) 7 + R, (6%, 61),

met Ry = o(lsx|3+18113).

/o 2

- |
sxl(sx) = % SA /-gék(l+(E—212—C)6A)‘ + 0(<S>\2)

x()) = x +6x](A—AO)+GX2(6xl(A—AO),A—XO).

0

Afhankelijk van het teken van -B/C slechts oplossing (voor &\ klein) voor

§A < O respectievelijk 81 > 0.

Sx

§x

Figuur 7.2.

B. Veronderstel dat er een schaar oplossingen xo(k),

(7.8)
bekend is.

(7.9)

f(xo(k),x) = 0, Xo—d < A< AO+6,

Pas nu de coordinatentransformatie

(x,1) = (§+x0(%),K)

toe. De vergelijking f(x,A) = 0 gaat dan over in
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(7.10) f(x,\) = 0,

met ‘de eigenschap
£(0,0) =0

en dus ook
Bi ~

(7.11) — £(0,2) = 0, 1=1,2,.0., A € (AO—S,A +8).
't

Hieronder laten we de slanceties verder achterwege. Uit (7.7) en (7.11) is

eenvoudig af te leiden

(7.12) ox, = 0(5xf+ax2).

Met de gegevens uit (7.11) en (7.12) bezien we de vergelijking (7.6) nog

eens: (Taylorontwikkeling)
PE = P(£(0,10) + £,(0,0)6x + £, (0,0 )6% + 4£,, (0,1 Y612 +
+ 3E_(0,) )ox> + £, (0,0 )6x 61 + R(5x,81)) = 0.
Hiervan zijn de eerste vier termen identiek nul en voor de restterm geldt
R(6x,62) = o(l6xl>+]6n]3).
Nu voeren we in

§x = 8x . +6x, = ae, +6x (e, eigenvector bij eigenwaarde nul).

1 2 0 72 0

Invullen hiervan in (7.13) levert (na uitdelen van a):

2 ~
P(£,,(0,hy)eq 64 + 4 _aey + R(a,81)) = 0,

0

met ﬁ(u,éx) = O([ulz). Hieruit volgt dat onder de conditie

&
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Pfo(O’AO)eO # 0

geldt dat 8} een eenduidige functie van o is. Hieronder ziin de mogelijke

situaties geschetst:

SA SA SA

e
oV
oV

x(\) ‘
x(2)
X ) x (1) XO(A)

XO(K) xO(A)

>
=

1

Figuur 7.3.

We vinden dus behalve de '"triviale" oplossing xO(A) ook nog de tak

x(0) = x5 (1) + 6x () + 6x,(6x (1), 1)
met

6x2 = O(Sxf-fékz).

De stabiliteit van de ''geconstrueerde" oplossingen kan op de volgende

wijze (met behulp van de graad van de afbeelding f(-,))) geanalyseerd worden:
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De eigenwaarden van de Jacobiaan fx(x(k),x) zijn continue functies van
de parameter A. Hieruit volgt dat indien fx(xo,xo) behalve de eigenwaarde
Ho = 0 nog een eigenwaarde met positief reéel deel heeft, alle stationaire
puntgn in een voldoende kleine omgeving van (AO,XO) instabiel zijn (volgens
de stelling van Poincaré-Liapunov).

Indien behalve Ho = 0 alle eigenwaarden van fX(xO,AO) een negatief
reeel deel hebben, dan is het stationaire punt (},x())) stabiel indien
uO(A) < 0 en instabiel indien uO(A) > 0, Het teken van uO(A) (de grootste

eigenwaarde als functie van A) is dan te bepalen met behulp van de graad

indien de hypothese
det(fX(x(A),A)) # 0, A AO, X e (Ao—cS,A +5),
= uy (M) #0 s A# 0, Xe (xo-s,xoﬂs),

gesteld wordt, hetgeen redelijk is omdat anders de stabiliteitsanalyse
met behulp van de stelling van Poincaré&-Liapunov zonder meer al onmoge-—

1lijk is. Via een gelijksoortige analyse van de eigenwaarde-vergelijkingen
fx(x(k),k) eU =q eu,

als zojuist gebruikt om niet-triviale oplossingen te construeren, zijn
er (weinig restrictieve) natuurlijke voorwaarden voor de functie f te vinden
zo dat de hypothese vervuld is.

Het idee is nu om een gebied(je) © om x. te kiezen en degr(0,f(-,1),R)

0
te beschouwen. Vanwege de hypothese geldt

(7.14) degr(0,£(*,2),0) = ) sign(det f_(x.(1),A)).
x.()) x 1
1
Anderzijds is voor X ¢ [Ao—él,%0+61] (7.14) constant (wegens de homotopie

eigenschap van de graad).
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Geval A.

x 1

Figuur 7.4,

Stel uO(A) < 0 (respectievelijk uo(k) > 0) voor bovenste tak x](A). Er geldt
degr (0,£(+,1),2) = 0, zodat

det fx(xl(k),k) = —det(fx(xz(k),k)).

Hieruit volgt dat op de onderste tak uO(A) > 0 (respectievelijk uO(A) < 0).

Kort gezegd: €&n tak is stabiel en de andere is instabiel.

Geval B. Op dezelfde wijze komen we tot de volgende plaatjes:

Figuur 7.5.
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8. EEN "LIMIT CYCLE" SPLITST ZICH AF VAN DE "TRIVIALE" STATIONAIRE TOESTAND

Veronderstel dat er een oplossing XO(X) van f(xO(A),A) = 0 bekend is
en dat bovendien geldt dat de Jacobiaan fX(XO(A),X) voor A = AO een paar

complex geconjugeerde enkelvoudige eigenwaarden Ho en W, = EO heeft met

Re UO = Re u] = 0, Im UO = -Im Ul = T.

Zonder beperking van de algemeenheid kan verondersteld worden dat geldt

xO(A) =0, Ao—ﬁ < A< AO+6;
(indien dit niet het geval is bekijk dan x = xo(k)+y, G(y,A) =

= f(xO(A)+y,A) = 0 en é%—y = G(y,A).)

Na basistransformatie (in de Rp) heeft de jacobiaan in (xO,AO) = (O,AO)

de gedaante

0 T )
-1 0
£(0,09) = :
¢ Iy
Zij nu op deze basis
X = (XI’XZ’X:;’.“’XU)
= (X]9X2,Os---’0) + (0:01X29‘°-9Xn)
=z + V.

Dan is de differentiaalvergelijking

d
FraR f(x,A) = fX(O,AO)x + R(x,6)),

met S\ = A—XO, R = O([x|2+]6A|2), te herschriiven in het stelsel
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d [0 1) i 2 2 2
E-Z = \"'T 0 /Z + R](Z,V,6)\), R] = O(]Z] +lVl +J5>\I ),
d 2 2 2
—dtv=J1 v +R2(z,v,6>\), -R2=O(!z} +|v] T+ 8A]T).

Nu passen we de coordinatentransformatie

]

z, p(t) cos(6(t)),
z, =-p(t) sin(6(t)),

toe, hetgeen resulteert in het stelsel
d _ .
a. az-@ = 1 + T(pcosB,psinb,v,81),

(8.1) b. rl(pcose,psine,v,dk),

Iy
nlm
©
1]

<
I

d .
Fr A J]v + rz(pcose,ps1n6,v,6k),

met T, r,, r, van minstens tweede orde in de argumenten! Door (8.1a) op

2
(8.1b) en (8.1c) te delen vinden we

d ~ .
a. g5 ° = r](pcose,QSLnG,v,ék),
(8.2)

b. v = iy Fz(pcose,psine,v,ék),

T 1

%
&le

met al weer ;], r. tweede (of hogere) orde in de argumenten. Door (8.2) op

2
te lossen en p(8) en v(0) in (8.1a) te substitueren wordt 6 als functie

van t gevonden en zo de oplossing van (8.1) gevonden.

OPMERKING. ;1 en ;2 zijn direkt (weliswaar door middel van veel rekenwerk)

in f uit te drukken.

De rechterleden van (8.2) zijn 2u-periodiek in 0; dit sugoereert ons om

HW

te onderzoeken of (8.2) 2n—-periodieke oplossingen heeft. Indien deze be-

staan corresponderen ze met tzﬂ—periodiekenwaplossingenvan.(8.])(e(tzﬂ):=2ﬂ).
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Een zeer bruikbare methode om vergelijkingen van het type (8.2) te
onderzoeken kan men vinden in hoofdstuk VIII van [7]. Schetsmatig weergege-
ven gaat de methode als volgt te werk:

a. de (scalaire) differentiaalvergelijking

d _
-CTt_ z = f(t),

met f(t) 2n-periodiek, heeft de 2m-periodieke oplossing

t
z(t) = z, + { f(r)dT,
J
0
met z4 vrij te kiezen, dan en slechts dan alleen als
2m
f
[f] = j f(t)dr = 0.
0

Zij Qf(t) = £(t) - [f], dan heeft é% z = Qf als 2n-periodieke oplossing

t
r

z(t) = z, + J Qf (t)dr.
0

b. De differentiaalvergelijking

d
d—{:-w— J]W+ g(t)’

A=

met g(t) 2n-periodiek heeft, voor het geval dat alle eigenwaarden van J]
een reeel deel ongelijk aan nul hebben, een unieke 27-periodieke oplos-

sing w(t).

c. Door a en b te combineren is (via Picard-iteratie, bijvoorbeeld) in te

zien dat

d ~ .
35 ° Q(rl(pcose,081n8,v,éx)),

1 ~ .
v=-Jv+ rz(pcose,031n8,v,ék),

4
de T 1

bij elke waarde van Py = [po] (po voldoende klein) een unieke 2n-perio-

dieke “oplossing
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p(OO,CS)\,e), V(OO,(S/\,O)

heeft met de eigenschap

I

2 2
lp—pol 0(oo+6X )

v 0(pg+6k2)-
d. De onder c gevonden (p,v) is oplossing van (8.2) dan en slechts dan

als
F(pg>81) = [?](p(po,ax,e)cose,p(po,5x,e)sine,v(po,ax,e),MJ = 0.

Dit laatste nu kan weer als een bifurcatie-vergelijking opgevat worden

(het is een scalaire vergelijking). Gewoonlijk is F van de vorm

3

F(eo,ﬁk) = Apoék + Bpo + ... .

De oplossingsstruktuur is dan als in figuur 8.1.

f f
0
OT '
instabiel stabiel
stabiel stabiel stabiel instabiel
Yoo o B
Figuur 8.1.

Het blijkt dus dat, indien bij variatie van A twee complex geconju-
geerde eigenwaarden van de Jacobiaan fx(xo(x),x) de imaginaire as passeren,

er gewoonlijk een periodieke oplossing zich afsplitst van het stationaire
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punt x(X).
Wat de stabiliteit betreft geldt (net als in het geval dat zich een

ander stationair punt xl(k) afsplitst van xo(k)) dat, indien voor A > AO

(respektievelijk A < AO) xO(A) stabiel is en voor A < AO (respektievelijk
A >'A0) XO(A) instabiel is, dan is de periodieke oplossing voor A > AO

(respektievelijk A < AO) instabiel en voor X < AO (respektievelijk A > XO)
stabiel. Het bewijs hiervan maakt gebruik van de Floquet theorie en is

nogal technisch.

9. EEN VOORBEELD IN VERBAND MET MOLECULAIRE GEWICHTSVERDELINGEN

Het systeem

D 4 Ao = iy * 1700,

2) é%-ux = Mt %(l-ux),

3) é%'“y = Tyt %(l-uy),

B Sy = taa),

>) Hd?xl = 2xy%g = % Ak

6) é%-xz = X,Xg + XX, = uyx2 + =(1 XZ)’
7) é%-x3 = X%, + x3x5 -y x3 + —(I—XB),
8) % Xy = 2K T 20X, - % X0
10)5%-x6 = 2x6x5 —2uX X = % X

afkomstig van polymerisatiereacties (zie [8], pagina 11), zal hier bekeken

worden.

A. In de eerste plaats valt op te merken dat de vergelijkingen 1, 2, 3

en 4 onafhankelijk zijn van de rest; nu zullen wij deze dan ook apart be-
kijken. Herordenen levert:
d 1
' — = — —
l )dt Al T(l Al)’
4

v
2 )dt

N D
(uxﬂuy) = T(UX uy),
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3" —;(ux R D O e L eI

4 £y = b “u )2 '(ux+uy)2 + 11-2 ).

d
De stationaire toestanden voldoen aan TR 0 en worden dus bepaald door

de vier bovenstaande vergelijkingen, met voor het linkerlid nul gesubstitu-

eerd. Dan volgt:

uit 1') A, =1,
uit 2') p - =0, zeg u=1u_ = U,

uit 3') 2[-u —%u-+%] = 0, zodat u = u+ of u = u met

uit 4') A, = y.

2
2(~u

I
|
+
|
~
—

Omdat p < 0, heeft y =y geen

) +
fysische betekenis, zodat u = p .
Er bestaat dus precies &én (fysisch)

stationair punt.

Onmiddellijk duidelijk is, dat

N
!

l\,’_l—.— -— - -— -
A1

e

de jacobiaan van het rechterlid de

beneden-diagonaal vorm heeft, het-
een impli rt dat de eigenwaarden .

& plicee t de elg Figuur 9.1.
overeenkomen met de diagonaal-

elementen van de jacobiaan. Aangezien alle diagonaalelementen negatief zijn,

mogen we met behulp van de stelling van Poincaré&-Liapunov concluderen, dat

het stationaire punt stabiel is.

B. De vergelijkingen 8, 9 en 10 zijn alleen afhankelijk van de vergelij-

kingen 1, 2, 3 en 4, die al geanalyseerd zijn:

+ f—=+ - AL = U,

é

in het stationaire punt. Enige manipulaties leveren op:
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1

1 = - | ——

5") dt(x4x6 2(x4x6)(2x5 2u T),
d 2 1

'— —3 — - ] -
6") T %5 (X4X6) + Xg 2ux5 + T(] x5),

ry d _ L
7" It %6 x6(2x5 2u T).

De vergelijkingen 5' en 6' zijn weer onafhankelijk van 7'; we bekijken ze

dan ook eerst. Voor het stationaire punt geldt:

of x,x, = 0 en x_ = x+ of x. met xi =y + —LV(u+J—)2-l,
2T 27 T

476 5 5 5 5

. 1 _ 1 1.2
of xg Wt oenxxe = - o+ (M)t

De jacobiaan van dit 2 x2 stelsel is

1
2(2x5-—2u-¥) 4X4X6

1
1 2x5 2u -

Met behulp van de stelling van Poincaré&-Liapunov vinden wij

i) het punt X, X = 0, x. is stabiel (beide eigenwaarden kleiner dan nul),

5
ii) het punt X4X6 = 0, x; is instabiel (beide eigenwaarden groter dan nul),
A, 1 1.2 1 1 1 1 . . .
= - =4 [ = =-—t 4 = = D
iii) het punt X, X - (u ZT) - 4T2.+T’ Xg = ¥ 1; instabiel,
aangezien voor de eigenwaarden van de jacobiaan geldt A" = 4X4X6 =

+ ..
met XA positief.

_ | =
—Zr-"z—, zodat A = A —i‘zT

Het enige fysische stationaire punt is dus

- 1 / 1.2 1
X = g +=— - (u+7%—) - x,x, =0,

5 2T 476

Uit vergelijking 8 volgt dan x, = 0, terwijl uit vergelijking 7' volgt

4
X = 0.
De jacobiaan vanhet 3 x3 stelsel (XA,XS,XB) heeft inhet stationaire punt
X, = 0, Xg = Xg, X = 0 de gedaante
- 1
2(2X5 2y ;) 0 0
. - 1
= . 0
JB 1 2x5 2u . .
- 1
0 0 2x5 2y .

Onmiddellijk volgt nu dat dit stationaire punt stabiel is (alle eigenwaar-



37
den zijn negatief).

C. Substitutie van de gevonden waarden van Xgs Xy uy, Hys Xg (in het

stationaire punt) in de vergelijkingen voor x
d - 1 1

' —— 1 — —— —
8") at *2 (XS H T)X2.+T’

1 %9 en x3 levert:

d - 1 1
ry @ S -
9') dt X3 (XS H T)X3-+T’

d 1
' — — —
10 )dt X, 2x2x3 b SN

In het stationaire punt geldt

»
1l

1 - 1
9 ";/(XS u ;),

"
1l

1 - 1
3 ";/(XS_U ',E)s

]
I

2 - 1.2
;/(x5 1 T)

De jacobiaan van dit laatste stelsel heeft de gedaante

- 1
x5 [ 0 0
. -y -1
e 0 Xg =M= 0 .
1
2x3 2x2 -
. . .. . - 1 _ 1 1.2 1 1
Alle eigenwaarden van j_zijn negatief (x5-u-; = u-+§;-— (u-+§;0 -Z Tw-C=
= - 5%—— vV ( -+§%)2-% < 0); dan is het stationaire punt stabiel.

Dat het gevonden stationaire punt het enige stabiele is van het totale stel-

sel is in te zien door de jacobiaan van het hele stelsel te bezien:

//jA 9 ;

9

¢ ¢ ic

Alle eigenwaarden van j zijn negatief dan en slechts dan als alle
eigenwaarden van jA, van jB en van jC negatief zijn.
Het voorbeeld is dus met elementaire methoden volledig te analyseren.

Niettemnin zullen we een schets geven van een toepassing van de graad van
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afbeeldingen op dit stelsel vergelijkingen.

Uit de voorgaande analyse blijkt vrij snel dat het rechterlid f(y) van

het stelsel vergelijkingen 1) ... 10), y, = A voldoet aan

0" Y10 T %6

(£(y),n)) < 0
voor

y € 39, ny de naar buiten gerichte normaal op de rand,

Q={-e. <y. <n.} €.,n. > 0
{ i Yi i’ i*"4 ?

bij geschikte keuze van €. enn.. Hieruit volgt met behulp van de homotonie

eigenschap van de graad

degr(0,£,Q) degr(O,uf+(l—p)(—x+x0),Q), X €

-0 -,

Aan de andere kant is eenvoudig aan te tonen, dat voor nises geschikt
gekozen geldt, dat alle eigenwaarden van de jacobiaan-gg f(y) negatief zijn
in Q. Dus alle nulpunten van f in Q zijn niet gedegenereerd en hun bijdrage
tot de graad is + 1. Dit impliceert dat f precies &&n nulpunt in Q heeft
en dat dit nulpunt een stabiel stationair punt is volgt onmiddellijk uit de

stelling van Poincaré-Liapunov.
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