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~ertakkingstheorie voor vergelijkingen f(x) = AX met storingsmethoden 

door 

M. Sluijter 

SAMENVATTING 

Het bestaan van oplossingen van vergelijkingen F(x,A) = (L+AA)x + 

K(x,x) + S(x) = 0 wordt onderzocht met storingsmethoden. Enige opmerkingen 

warden gemaakt over het gedrag van oplossingen van F(x,A) + oBx = O, waarbij 

Joi een kleine parameter is. 

TREFWOORDEN: vertakkingstheorie, bifurcatietheorie 





VOORWOORD 

Het volgende is een bewerking van miJn doctoraalscriptie die ik heb 

geschreven tijdens een assistentschap bij de afdeling toegepaste wiskunde 

van het Mathematisch Centrum te Amsterdam. 

De behandelde theorie is een uitbreiding van de vertakkingstheorie 

zoals die is behandeld in het colloguium niet-lineaire analyse (TEMME 

[17] & [18]) dat in 1974 en 1975 aan het Mathematisch Centrum werd getouden, 

in het bijzonder van de theorie behandeld in TEMME [17], hoofdstuk IV. 

Speciale dank ben ik verschuldigd aan mijn studiementor Prof. Dr. 

H.A. Lauwerier. Verder betuig ik mijn dank aan Drs. 0. Diekmann voor zijn 

begeleiding en aan de overige medewerkers en assistenten van de afdeling 

toegepaste wiskunde. 
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HOOFDSTUK 1: INLEIDING 

1.1. PROBLEMEN EN METHODEN 

Het feit dat het aantal oplossingen van een stelsel vergelijkingen die 

een of meer parameters bevatten kan wijzigen als de waarden van de para­

meters warden gewijzigd, speelt een belangrijke rol in toepassingen. 

Het bekendste voorbeeld van zo~n toepassing is de ingeklemde staaf 

(zie bijv. STAKGOLD [16]). Verder is in veel toepassingen het vinden van de 

(stabiele) stationaire toestanden van een systeem beschreven door een 
. . 1 1 · ·1 . dx ( ') b 1 differentiaa verge iJ~ing dt = F X,A van e ang. 

II • d Men is daarom geinteresseerd in e oplossingen van vergelijkingen 

F(x,\) = O. Hierbij is x gewoonlijk een element van een eindig- of on­

eindigdimensionale Banachruimte en\ een element uit L~k, k ~ 1. 

Het vinden van alle oplossingen van dergelijke vergelijkingen is 

doorgaans onmogelijk, maar dikwijls oak niet nodig. Welke oplossingen men 

kan en/of wil vinden hangt af van de fysische achtergrond van het model en 

van de gebruikte methode. Een mogelijke globale indeling van de gebruikte 

methoden is, deze te verdelen in de volgende groepen: 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

topologische, 
II 

algebraische, 

storings- en 

iteratietechnieken. 

De topologische technieken zijn in de eeste plaats die welke gebruik 

maken van de theorie van de topologische graad van een afbeelding (zie 

bijv. KRASNDSELSKII [12]. Verder de theorie van Lyusternik-Schnirelmann 

(zie STAKGOLD [16]) voor literatuur), en differentiaaltopologische technieken 
11 

geinspireerd door de catastrophe theorie van R. Thom (zie bijv. CHOW e.a. 

[2] en [3]). 

Als x E IR n en \ E IR k dan kan het oplossen van F (x, \) = 0 opgevat 

worden als een probleem uit de algebra. Dit probleem is niet in zijn alge­

meenheid opgelost, maar soms leveren de toepassingen waaruit het probleem 

voortkomt voldoende extra voorwaarden om het probleem oplosbaar te maken. 

De storings methode wordt in het volgende behandeld. Er zij al vast 

opgemerkt dat met deze methode slechts een beperkte klasse van vergelijkingen 
/f, 
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kan worden behandeld. 

Dit laaste geldt ook voor iteratiemethoden. Vergelijkingen van een soort­

gelijke vorm als bier zullen worden,behandeld, zijn in KELLER & LANGFORD 

[11], KEENER & KELLER [10] en KEENER [9] behandeld met iteratiemethoden. In 

zekere zin levert dit sterkere resultaten dan met storingsmethoden worden 

bereikt. Stabiliteit wordt door hen niet behandeld. 

1.2. DE STORINGSMETHODE 

Een van de beperkingen van de storingsmethoden is dat we in het alge­

meen moeten eisen dat geldt A E lR 1• Zeer gedeeltelijke resultaten zijn 

mogelijk als A E m. 2 (zie hoofdstuk 5). Verder moeten we eisen dat voor alle 

A geldt F(O,A) = O. 

We proberen nu oplossingen te vinden die van de 'triviale oplossing' 

x = 0 'aftakken'. Een voorbeeld is de vergelijking AX - x2 = 0 met de 

triviale oplossing x = 0 en de 'tak' x·= A die in het 'vertakkingspunt' 

A= 0 aftakt. 

De storingsmethode probeert oplossingen op zo'n tak te benaderen door 

x en A in een nieuwe parameter£ te. ontwikkelen. Deze benadering zal alleen 

betrouwbaar zijn voor kleine x. Hoe de taker. 'verder weg van' x = 0 uit 

ziet kan in specifieke gevallen met numerieke methoden worden onderzocht. 

De vraag naar het globale gedrag van 'takken voor het algemene geval is 

lastig; een resultaat in deze richting is gevonden door RABINOWITZ [14] 

('takken kunnen niet opeens ophouden'). 

Voor oplossingen van F = 0 kan een stabiliteitsbegrip gedefinieerd 

worden. Hieraan is een fysische interpretatie te geven als F = 0 de ver­

gelijking is voor de stationaire oplossingen van een differentiaalverge­

lijking :: = F(x,A) die de toestand van een systeem beschrijft. 

We zullen proberen in het volgende een antwoord te geven op de vol­

gende vragen: 

- door welke (O,A0) gaat een tak? 

- hoeveel takken gaan door (O,A0) als A0vertakkingspunt is? 

- welke 'richting' hebben de takken ( i.e. wat zijn de eerste termen 

in de ontwikkelingen van x en A in e)? 
~ 
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wanneer zijn takken stabiel? 

1.3. KORTE BESCHRIJVING VAN DE INHOUD 

Als een punt (0,.11.0) bestaat zodat iedere omgeving van (0,11.0) een niet­

triviale oplossing van F = 0 bevat, noemen we "o vertakkingspunt. Zoals uit 

de impliciete functiestelling (st.2.14) blijkt, is een noodzakelij~e voor­

waarde voor een vertakkingspunt dat in (0,11.0) Fx(0,11.0) singulier is. We 

nemen aan dat deze operator van de vorm L + 11.0A is en de genoemde voorwaarde 

is dan dus dat de lineaire operator L + 11. 0A een niet-triviale nulruimte 

bezit. 

De structuur van deze nulruimte N speelt een belangrijke rol. In het 

bijzonder is het belangrijk of de gehele x-ruimte de directe som is van 

N en het bereik R van L + 11.0A. Als we aannemen dat dit het geval is dan 

kunnen we x en de vergelijking F = 0 splitsen is componenten in N en in 

R(§2.3). Dit is zeker mogelijk als X e: JR. n en onder zekere voorwaarden ook 

als x element is van een Banachruimte. Het mogelijk zijn van deze splitsing 

is het enige punt waar de theorie voor eindigdimensionale ruimten verschilt 

van die voor oneindigdimensionale ruimten. We behandelen de theorie voor 

Het kan bewezen worden dat als dim N(L+11.0A) = I (en JR.n=NffiR) "o zeker 

vertakkingspunt is, zonder aan F verdere voorwaarden op te leggen. Hier­

voor is de theorie van de topologische graad van een,,afbeelding nodig. Om 

echter ook de richting van de tak te bepalen is meer informatie over F 

nodig: het niet-lineaire deel van de laagste orde moet gegeven zijn. We 

nemen aan dat dit het kwadratische deel is en kiezen een speciale vorm voor 

de \-afhankelijkheid: we nemen aan dat 

F(x,11.) = (L+\A)x + K(x,x) + S(x), 

met Len A lineair, K bilineair en S(x) = O(\x! 3), x ➔ 0. 

We zullen de theorie van de graad niet behandelen, maar wel bewijzen 

dat voor F van de hier beschreven vorm \ 0inderdaad vertakkingspunt is als 

dim N(L+\0A) = I en JR.n =Nm R. Dit doen we door x en\ in een nieuwe para­

meter0E te ontwikkelen, de eerste termen in deze ontwikkelingen uit te rekenen 
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bestaan v;3.r. de rest-a8ift•_te torien met de.ittrplieiete funct-iestelling (opm.4.3). 

Om de structuur van de methode·te laten zien zullen we eerst een tak 

zoeken door x in gehele positieve machten van,_;\_-)._O te ontwikkelen (het zal 

duidelijk zijn dat dit niet altijd mogelijk is: bijv. )._x-x3=0). Dit zulleri 

we doen voor dim N(LH0A) = I (§3.2) en voor dim N~LH0A) = 2 (§3,4). 

Daarna geven we voor dim N(L+_;\_ 0A) = p de methode om x en A in E te ont­

wikkelen. Deze methode leidt tot p + I kwadratische verge:lijkingen in p + 1 

onbekenden en dit stelsel zal voor p > 2 dikwijls moeilijk op te lossen zijn. 

Hierna (hoofdstuk 5) richten we ons op gestoorde vergelijkingen, i.e. 

vergelijkingen van de vorm G(x,A,o) = 0 die een kleine parameter cS bevatten 

en voor cS = 0 de vorm F(x,A) = 0 met F(O,A) = 0 hebben. We stellen de 

vraag water op grand van kennis over vertakkingspunten en takken·van 

F = 0 te zeggen val t over vertakkingspunten· eb. takken van G = 0. ~e 

beschouwen het geval dat geldt G(O,A,o) = O. Dan bestaat ook voor cS # 0 de 

triviale oplossing x = 0 en kunnen we onderzoeken water met vertakkings­

punten AO van F = 0 gebeurt als cS # 0. Een andere mogelijkheid is juist aan 

te nemen dat G(O,A,o) # 0 voor cS f_O. In dat geval zijn iteratiemethoden 

een mogelijkheid. 

We zullen laten zien dat storingsmethoden niet geschikt zijn om erg 

specifieke informatie over de oplossingen van G = 0 te vinden, zoals bij­

voorbeeld over het optreden van secundaire vertakkingen. Als alternatief 

geven we een globale uitspraak over het verband tussen oplossingen van 

F = 0 en G = 0 (lemma 5.8). 

HOOFDSTUK 2: DEFINITIES EN STELLINGEN 

In dit hoofdstuk defini~ren we begrippen als taken vertakkings-

punt en illustreren deze begrippen aan de hand van enkele voorbeelden. 

We vinden met de impliciete functiestelling een noodzakelijke voorwaarde 

voor vertakkingspunten. We bespreken een resultaat uit de lineaire algebra, 

namelijk een splitsing van ]Rn die de essentiMle stap in de storings­

methode zal blijken te zijn. Tenslotte defini~ren we een stabiliteits­

begrip voor oplossingen van F(x,A) = O. 

Hoewel we in dit hoofdstuk afgezien van de eis (2.2) geen voorwaarden 
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aan F opleggen, krijgen de hier besproken stellingen en technieken pas zin 

als F een speciale vorm heeft. 

2.1. DEFINITIES EN VOORBEELDEN 

We beschouwen vergelijkingen van de vorm 

(2. I) F(x,;\) = 0 

met x E JR n en A E JR. Een oplossing van (2.1) is een paar (x,;\) dat aan 

(2.1) voldoet, ~aar we zullen ook wel spreken van een oplossing x(;\). 

In de vertakkingstheorie wordt er van uitgegaan dat voor iedere A 

een oplossing x(;\) van (2.1) bekend is. We nemen bovendien aan dat deze 

x(A) continu van A afhangt en dan is het geen beperking aan te nemen dat 

x(;\) = 0 voor alle A, We zullen in het volgende attijd aannemen dat het vol­

gende geldt. 

VERONDERSTELLING 2.1. 

(2.2) F(O,A) = 0 VA E JR. 

x = 0 wordt de triviate optossing genoemd. De verzameling {(0,A)jAElR} 

wordt de stam genoemd of ook wel de triviale oplossing (trivial., basic 

solution; trunc). 

We zullen in het volgende oplossingen van (2.1) zoeken die in een nader 

te definigren zin 'vastzitten 1 aan de stam. Dit idee zullen we eerst illu­

streren met een aantal voorbeelden. 

VOORBEELD 2.2. 

Ax= 0. 

Oplossingen zijn x = 0 voor alle A en x = a, a willekeurig, voor A= O. 
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X 

A 

fig. I 

VOORBEELD 2-3~ 

2 
AX - x = 0. 

Oplossingen zijn x = 0 en x = A. 

fig.2 

VOORBEELD 2.4. 

Ax - x3 = O. 

Oplossingen zijn x = 0 voor alle A en x = + rA en x = -rA voor niet­

negatieve A. ,. 



fig.3 

VOORBEELD 2.5. 

A(-4x-2y) + x2 + y2 = O 

2 2 A(-8x+6y) + x - 3y = O. 

Door de vergelijkingen te herschrijven als 

zien we direct dat de oplossingen zijn: (x,y) = (O,O) en (x,y) = (0,2A), 

Het ligt voor de hand A tegen y uit te zetten. 

fig.4 

9 
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VOORBEELD 2.6. 

2 2 A(-4x-2y) + x + y = 0 

2 2 A(-4x+6y) + x - 3y = 0. 

De eerste vergelijking is dezelfde als in voorbeeld 2.5. De tweede kan her­

schreven warden als 

en we zien dat de oplossingen zijn (x,y) = (O,O), (0,2A), (4A,0) en (4A,2A). 

Als we deze oplossingen in een figuur willen tekenen, vallen oplos­

singen over elkaar als we A tegen x of tegen y uitzetten. Een geschikte · 

keuze is in dit geval A tegen x + y uit te zetten. In het vervolg zullen 

we dikwijls A tegen een niet nader gespecificeerde ¢(x) uitzetten. We nemen 

dan aan dat ¢ een of andere geschikte functie is van x € :nf -(geen norm; cf. 

vb. 2.4) die niet oplossingen in de figuur over elkaar laat vallen. 

fig.5 

VOORBEELD 2.7. 

2 2 A(-4x-2y) + x + y = 0 

2 2 A(4x+2y) + x + y = O. 
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De eerst vergelijking is dezelfde als in voorbeeld 2.5. De tweede kan ge-

schreven warden als 

2 2 
5A2 (x+2A) + (y+A) = 

en de enige oplossing is dus (x,y) = (0,0). 

V00RBEELD 2.8.(STAKGOLD [16]) 

b2 >bl> 0, c 1 > c2 > 0. 0plossingen zijn (x,y) = (0,0}, 

(_::_✓ {~-b1)/~ 1',0), (O,_::_✓ (A-b 2)/c;) en de oplossing gedefinieerd door 

We tekenen in de (x,y,A) - ruimte. 

y 

X 

... 

I 
I , 

I 
I 

,' 

fig.6,7 

y b =b =b I 2 
C =c 

1 2 

b 

X 

(re·sp. twee pn.maire takken verbonden door een secundaire tak en een con­

tinulim van takken). 

A 
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De oplossingen in de vorige voorbeelden vormen lijnen in het (x,A) - vlak, 

resp. de (x,y,A) - ruimten, die elkaar snijden. We definieren deza_be.grippen 

voor x E 

DEFINITIE 2.9. Een kromme in IRn is een continue afbeelding y* van een be­

grensd of onbegrensd interval (a, S) c IR in IR n. Het interval (a, f3) heet 

het parameterinterval en we geven de grafiek van y * aan met y, c IR n x IR. 

DEFINITIE 2.10. De grafiek y c IRn x IR van een kromme y* heet een lijn 

(van oplossingen van F = 0) als iedere (x,A) E y oplossing is van (2.1). 

DEFINITIE 2.11. Een lijn T 

zodat (0,Ao) ET, 

= T heet een (primaire) tak als een AO bestaat 
AO 

DEFINITIE 2. 12. AO heet een bifurcatiepunt of vertakkingspunt als iedere 

omgeving van (O,A0) een niet-triviale oplossing van (2.1) bevat. 

Een speciale tak is de stam; een tak TA is een lijn die de stam in 

(O,A0) snijdt en AO is dan vertakkingspunt. O 

In de eerste zes voorbeelden zijn er takken door x =-o, A= O; AO= 0 

is vertakkingspunt. Voor meer algemene vergelijkingen zullen vertakkings­

punten niet direct als zodanig te herkennen zijn en als AO vertakkingspunt 

is, dan zal niet altijd zonder meer duidelijk zijn hoeveel takken door 

(O,A0) gaan. 

Als (a,f3) het 

dan bestaat een a 0 
* h 0 (a) : ada,a.0)} 

parameterinterval (def.2.9) is van een tak , 0 door (O,A0), 

E(a,S) zodat T~(a.0) = (0,AJ Soms warden de verzamelingen 
* -eh {T 0 (a) : aE(a0 ,f3)} halftakken genoemd. 

Een lijn die met een primaire tak een element (uit IRn x IR) gemeen 

heeft noemen we een secundaire tak. Als secundaire takken bestaan, zijn 

deze niet eenduidig vastgelegd evenmin als de primaire takken in dat geval. 

Een tak kan dan op formele gronden zowel primaire als secundaire tak genoemd 

warden, maar in de praktijk geeft dit nauwelijks aanleiding tot verwarring. 

VOORBEELD 2. 13. ( IOOSS [ 7]) . 

2 (l+A)x - y + x = 0 

(l+A)y - x + y2 = o. 



Oplossingen zijn de triviale oplossing (x,y) = (O,O), de primaire takken 

(x,y) = (-A,-A) en (x,y) = (- ½(A+2)~; ½IA2 - ~, ~ 6(A+2) !IA2 - ~) voor 

A~ - 2, en de secundaire tak 

13 

(x,y) = (- ½ (H2) ; IA2 - 41, - ½ (A+2) :!: /A2 - 41
) voor A :::: 2. Maar het is ook 

mogelijk de in figuur 8 dubbel getrokken lijn' als de primaire tak op te 

vatten. 

fig.8 

2.2. NOODZAKELIJKE VOORWAARDE VOOR VERTAKKINGSPUNTEN 

Als A0 vertakkingspunt is, dan bevat iedere omgeving van (O,A0) meer 

dan een oplossing van F = 0. In (O,A0) zal dus niet voldaan zijn aan de 

voorwaarde waaronder de impliciete functiestelling mag worden toegepast 

en zo vinden we een noodzakelijke voorwaarde voor vertakkingspunten. 

STELLING 2.14.(Impliciete functiestelling). 
m n m k Stel,, F: JR x JR -+ JR , F(a,b) = O, FE C (D), k:::: 1, waar Deen open 

verzamel,,ing is die (a,b) bevat. Al,,s 

(2.3) det 3F(x,y) 
ax (a,b) ,f O, 
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dan bestaan omgevingen Uc 1R.m van a en V c 1R.n van b, zodat voor iedere 

yin V de vergelijking F(x,y) = 0 een in U unieke oplossing bezit. Deze 

oplossing kan geschreven warden als,x = g(y) met g E Ck (V) en g(b) = a. 

BEWIJS Dieudonne [4], §10.2. □ 

GEVOLG 2.15. 

Als AO vertakkingspunt is, dan is in a= O, b =Ao niet voldaan aan (2.3). 

De voorwaarde in gevolg 2.15 is in bet algemeen niet voldoende, zoals 

voorbeeld 2.7 laat zien. In een speciaal geval is de omkering van gevolg 

2,15 wel waar en in veel literatuur wordt alleen dat speciale geval beban­

deld (zie opm. 4.3). 

De vergelijking 

F (0,A)X = 0 
X 

wordt de (langs de nul-oplossing) gelineariseerde vergelijking genoemd. 

Later zullen we aannemen dat F (0,A) = L + AA en een noodzakelijke voorwaar­
x 

de voor een vertakkingspunt AO is dan dus dat de vergelijking 

een niet-triviale oplossing bezit. Het bereik en de nulruimte van L + A0A 

zullen een belangrijke rol spelen. 

2.3. SPLITSING VAN JR.n 

Z;J· T ·. 1R.n ➔ 1R.n ,n . . ~ ~ bet volgende een lineaire afbeelding. 

DEFINITIE 2.16. 

R = R (T) = {TmxJxE:nt1} m m 

m 
beet het bereik van T. Voor R1 scbrijven we R. 



N = N (T) = {x I Tm x = 0 & x E JR n} 
m m 

heet de nulruimte van Tm. Voor N1scbrijven we N. 

R en N zijn beide lineaire deelruimten van de eindig~dimensionale 
m m 

ruimte JR.n. Deze deelruimten zijn niet altijd complementair: het is niet 

altijd mogelijk iedere x E JR.n te schrijven als x = p + q met p EN en 
m 

15 

q ER en als dit wel mogelijk is, is deze schrijfwijze niet altijd uniek. 
m 

1 -1 1 0 VOORBEELD 2.17. Zij T gedefinieerd door de matrix ( 1 _ 1). Dan T () = () 
1 1 1 l 1 O 

zodat ( 1) EN en deze vector spant Nop. Maar oak T (0 ) = ( 1) zodat ( 1) ER. 

Verder geldt (_!) ~Ru N. Merk op dat T2 gegeven wordt door de matrix 

(O O) en dat de nulruimte van T2 dus niet gelijk is aan de nulruimte van T, 
0 0 

LEMMA 2. 18. Er bestaat een m zodat JR. n = N EBR , i.e. iedere x E JR. n is uniek 
m m 

te schrijven als x = p + q met p EN en q ER. 
!!! !!! 

BEWIJS. HIRSCH & SMALE [6]: Er geldt: 

0 = NO C NI C. • •• • , • • , C N = V Nj, 
J 

1Rn= RO :::, RI :::, ........ :::, R = () R .. 
J J 

en R. = R = R voor j ~ m; dit is 
J m_ n 

Kies ken m zodat Nj = Nk = N voor j ~ k 

mogelijk omdat JR.neindig dimensionaal.is. Nu 

TR= R +l = R zodat TIR inverteerbaar is; oak is 

geldt JR = NeR. Immers 

Tk R =Ren Tk x ~ 0 voor 
m k 

x ER \{0}. Omdat T N = 0 is N n R = {0}. Als x E JR.n dan Tm x = y ER. 

Omdat Tm I R inverteerbaar is, is Tmx = Tmz voor zekere z ER. Schrijf 

x = (x-z) + z. D 

Neem even aan dat ~ = 1. Dan geldt R =Ren N = N. We zullen met Pde 

projectie van JR. n op N aangeven en met Q de projectie van JR. n op R. Iedere 

x E JR.n is uniek te schrijven als x = p + q met p EN, q ER en er geldt 

Px = p, Qx == q. 

Laten we nu de vergelijking 

(2,4),. Tx = f(x) 
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beschouwen met f 
n n 

= JR ➔ JR • (2.4) is equivalent met het volgende tweetal: 

(2.5a) PTx = Pf(x), 

(2.Sb) QTx = Qf(x). 

Maar 

PTx = PT(p+q) = PTq = 0, 

QTx = QT(p+q) = QTq = Tq = TQx, 

zodat (2.5) en dus ook (2.4) equivalent is aan 

(2.6a) Pf(p+q) = 0, 

(2.6b) Tq = Qf(p+q). 

De equivalentie van (2.4) en (2.6a) +(2.6b) is een vorm van het Fred­

holm alternatief. We zullen dit later veelvuldie toepassen voor het geval 

T = -(L+A0A) en f(x) = F(x,A) - (L+A0A)x. We zullen dan dus wel eisen dat 

m = I. 

OPMERKING 2.19. Ism> I, dat dient een zogenaamde pseudoinverse te warden 

ingevoerd (zie bijv. TEMME [17]). 

Als dim N = p > I. clan kan (2.6a) warden opgevat als een stelsel van p 

vergelijkingen .. Als N wordt opgespannen door¢ , ...... ,¢ , dan besta.an 

b . . * '* . d d 1 . d 1 0 . pl - . d lJ ¢ 1, ••••••• ,¢p in e ua e ru1mte zo at Px = equ1va ent is aan e 

1 .. k. * * * ge IJ ingen <¢ 1,x> = 0, ........ , <¢-,x> = O. ¢. is dan de met 
. d . . . p d f" . 1 d d geassocieer e riJvector en<•,•> is gee inieer oor <x,y> = 

Als dim N = I, zullen we dikwij ls*<¢;,•> voor P schrijven. 

De ¢. zijn zo genormeerd, dat <¢. ,¢.> = I. 
1 1 1 

daar­

P ver-

Er is in het volgende geen bezwaar x op te vatten als element van een 

Banachruimte X. Onze enige taak is de resultaten uit deze paragraaf uit te 



I 7 

breiden naar Banachruimten. We nemen dan weer aan dat T = -(L+A0A) en 

f(x) = F(x,A) - (L+A0A)x. Laat nu L + A0A een Fredholm operator zijn (wat bij­

voorbeeld het geval is als L + A0A compact is) ; d.w.z, als dim N(L+A0A) = P 

dan bestaan * i I ' •••••• 'p zodat en X = NteR, cp • , = 
1 

(i) <cp:, (L+11. 0A)¢> = o, 1 = 1, ...•. ~.,P, Viµ E R 

(ii) -(L+A A)x = f is oplosbaar dan en slechts dan als 
* 0 <cp., f> = o, 1 =1, •••••••• p. 
1 

In dit geval is de in deze paragraaf beschreven splitsing toegestaan. 

2.4. STABILITEIT 

De vergelijking (2.1) kan warden opgevat als de vergelijking voor de 

stationaire toestanden van de differentiaalvergelijking 

(2. 7) 
dx = dt 

n 
f (x, A), x e: 1R , A E 1R • 

Een stationaire toestand kan al dan niet stabiel zijn; we zullen eerst 

de definitie van stabiliteit geven voor een stationaire oplossing van 

(2.8) dx n 
dt = f (x) , x E 1R . 

We nemen daarbij aan dat existentie en eenduidigheid van oplossingen ge­

garandeerd zijn. (Een voldoende voorwaarde hiervoor is dat f Lifschitz­

continu is). 

DEFINITIE 2.20. Zij gegeven de differentiaalvergelijking (2.8). Het punt 

x0 heet een stationaire oplossing van (2.8) als f(x0) = 0. Is x0 een 

stationaire oplossing, dan wordt x0 stabiel genoemd als geldt: 

(2.9) Vs > 0 36 > 0 

waar x(t) de oplossing van (2.8) is met x(O) = v. Geldt bovendien: 

(2.10), ::16 > 0 
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dan heet x asymptotisch stabiel. Is x een stationaire oplossing waarvoor 
0 0 

niet aan (2.9) is voldaan, dat heet·x0 instabiel. 

1 VOORBEELD 2.21. Is x E 1R en (2.8) lineair, dan is een eenvoudig stabili-
. • • D ' • 1 ' 0 dx b te1tscr1ter1um te geven. e stat1ona1re op os,s1ng x0 = van dt = x 

is stabiel als b ~ O, asymptotisch stabiel als b < O, instabiel als b > O. 

Het criterium dat in voorbeeld 2.21 werd gegeven kan enerzijds warden 

uitgebreid naar het geval x E 1Rn, anderzijds naar niet-lineaire vergelij~. 

kingen. De volgende stelling geldt. 

STELLING 2.22. (Poincare-Lyapounov). Zij gegeven de differentiaalvergelij­

king 

(2. 11) dx 
dt =Bx+ r(x) 

met x E 1Rn, B lineair, teruijl r voldoet aan 

(2.12) r(x) = o(lx\), x + O, 

waar lxl de Euclidische norm van x ?s. Dan geldt dat de stationaire oplos-
- n . sing x = 0 E 1R van (2.11) asymptotiseh stabiel is als alle eigenwaarden 

van B negatief reHel deel hebben; x = 0 is instabiel als tenminste. een der 

eigenwaarden van B positief reHel deel heeft. 

BEWIJS. Uit HALE [5], Th.III.4.2. volgt dat x = 0 een asymptotisch stabiele 

oplossing is van:~= Bx als alle eigenwaarden van B negatief re~el deel hebben 
• • II en instabiel als tenminste een der eigenwaarden van B pos1t1ef reeel deel 

heeft. Dat hetzelfde ook geldt wanneer x = 0 wordt opgevat als oplossing 

van (2.11) wordt het principe van gelineariseerde stabiliteit genoemd en 

volgt uit HALE [5], Th.III, 2.4. 

Merk op dat in het geval dat een aantal eigenwaarden van B imaginair is 
• • II terwijl de over1ge negat1ef reeel deel hebben geen uitspraak wordt gedaan. 

De aard van r is dan essentieel. 

Hetzelfde resultaat kan ook warden bewezen met Lyapounovfuncties: HALE 

[5], p.296. □ 
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• II Gebaseerd op definitie 2.20 en stelling 2.22 definieren we formeel de 

stabiliteit van oplossingen van F(x;A) = O. 

DEFINITIE 2.23. Het punt (i,~) E ]Rn x 1R heet een stabiele oplossing van 

F(x,A) = 0 als alle eigenwaarden van de linea~re operator Fx(i,~) = 

clF (x, A) j . f " d . b . -r 1 . ... ... clx (~,~) negatie reeel eel hebben, ~nsta ~ev as tenminste een der 

eigenwaarden positief re~el deel heeft. Een halftak door (O,A0) heet (in)sta­

biel als willekeurig dicht bij (O,A0) op de halftak (in)stabiele oplossingen 

liggen. 

Zoals opgemerkt in§ 2.3 zullen we later het geval beschouwen dat 

F (0,A) = L +AA.Dan kan de stabiliteit van de triviale oplossing alleen 
X 

veranderen als A een waarde AO passeert waar L + \A singulier is, i.e. pre-

cies in die AO die mogelijkerwijs vertakkingspunten zijn (gevolg 2.15). 

Voor takken geldt ten dele hetzelfde: als een halftak instabiel wordt, i.e. 

de oplossingen op de halftak worden instabiel voorbij een zekere waarde ~, 

dan is in zo'n punt voldaan aan de noodzakelijke voorwaarde voor een ver­

takkingspunt (F (x(A),A)singulier). 
X - -

VOORBEELD 2.24. x = AX - 2x2 + x 3 in onderstaande figuur zijn de static-

naire oplossingen getekend en is aangegeven welke (in)stabiel zijn. 

X 

i 

fig.9. 

OPMERKING 2.25. Notaties. 

We zullen in de volgende hoofdstukken vergelijkingen F(x,A) = 0 beschouwen. 

We nemen daarbij steeds aan dat x E ]Rn en A E 1R. Met Ix! geven we de 

Euclidische norm van x aan. 
' 
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Verder zullen we aannemen dat linearisatie mogelijk is en dat de geli­

neariseerde van F, de lineaire afbeelding 

F (x A) = aF(x,A) 
X ' dX ' 

niet de nul-afbeelding is. Aangezien x E JR.n is deze afbeelding voor vaste 

Ate interpreteren als een n x n - matrix werkend op elementen uit JR.n. 

HOOFDSTUK 3: ONTWIKKELEN IN A-AO 

In dit hoofdstuk bespreken we uitgebreid een speciale toepassing van 

de storingsmethode. We onderzoeken het bestaan van takken die gekarakte­

riseerd kunnen warden door x in positieve gehele machten van A-A0 te 

ontwikkelen. 

Om het bestaan van zulke takken te bewijzen (stelling 3.4), moeten we 

strenge eisen .aan F opleggen; sommige daarvan zullen we later afzwakken. Na 

stelling 3.4 behandelen.we stabiliteit van (oplossingen op) takken. We 

besluiten het hoofdstuk met de behandeling van een geval waarbij we twee 

van de veronderstellingen (3.2 en 3.3) wijzigen; <lit geval wordt behandeld 

in McLEOD & SATTINGER [ l 3 J • 

3.1. VERONDERSTELLJHCEN 

VERONDERSTELLING 3.1. 

(3. 1) F(x,A) = (L+AA)x + K(x,x) + S(x), 

Len A lineair, A$ O, K bilineair, K $ O, S(x) = o(lxi 3), x + O 

VERONDERSTELLING 3.2. Voor een zekere AO is 

(3. 2a) dim N = 1, 

(3. 2b) 1R. n = NEBR 



* VERONDERSTELLING 3.3. Zij N opgespannen door ~O met duale ~O . Dan geldt: 

(3. 3a) 

(3.3b) 
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Wat betekenen deze veronderstellingen? Op grond van (3.1) bevat F een 

parameter A, maar bevat deze parameter op een speciale wijze, namelijk al­

leen in de factor AAx (cf. opm. 3.7). 

Verder is Fx(O,A) = L + AA. Wanneer bestaat een tak door (O,A0)? We 

hebben gezien (gevolg 2.15) dat dan tenminste moet gelden dim N(L+A0A)> 0. 

Voorlopig nemen we aan (in(3.2a)) dat dim N(L+A0A) = I. Deze veronderstelling 

zullen we in §3.4 wijzigen. 

Een essentieel bestanddeel van de door ons te volgen methode is de 

splitsing uit §2.3; (3.2b) maakt dit mogelijk. 

Om te besluiten of AO inderdaad vertakkingspunt is, is in het algemeen 

kennis van het niet-lineaire deel van F noodzakelijk. Het zal blijken dat 

kennis van het niet-lineaire deel van de laagste orde voldoende is; ver­

onderstelling 3.1 stelt dat dit het 'kwadratische' deel van Fis (cf. opm. 

4.4). 

Het eerste deel (3.3a) van veronderstelling 3.3 is essentieel; in veel 

literatuur wordt aangenomen dat A= -I, I de nxn eenheidsmatrix, waardoor 

aan deze voorwaarde is voldaan. 

Het tweede deel (3.3b) van veronderstelling 3.3 blijkt noodzakelijk te 

zijn als we de tak willen karakteriseren door x in positieve gehele machten 

van A-A 0 te ontwikkelen (cf. opm. 3.9). 

Tenslotte nog enkele opmerkingen over K. K is bilineair als K lineair 

is in beide argumenten. In de volgende paragrafen zal ook de Frechet-afge­

leide van Keen rol spelen. Dit is een lineaire operator M die in x = a 

gedefinieerd is als 

(3.4) M(a,.) y ➔ K(a,y) + K(y,a), 
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zodat 

(3.5) M(x,y) = K(x,y),+ K(y,x), 

en 

(3.6) M(x,x) = 2K(x,x). 

3.2. DE STORINGSMETHODE 

In deze paragraaf worden zeer uitgebreid de technieken behandeld die in 

het volgende steeds terugkeren. 

We nemen in deze en de volgende paragraaf aan dat aan veronderstelling­

en 3.1, 3.2 en 3.3 is voldaan en zullen laten zien dat dan -- voor 

IA-Aol voldoende klein -- een tak bestaat van de gedaante 

(3.7) 

met x 1 + 0 en x2 differentieerbaar in A. Zo'n t.ak bestaat niet altijd, zoals 

blijkt uit voorbeelden 2.2, 2.4, 2.7 en 2.8. De vector x1 bepaalt de rich­
ting (initial shape) van de tak; we zullen zien dat kennis van x 1 voldoende 

is om het stabiliteitskarakter van te, tak te bepalen. 

Om na te gaan of een tak van de vorm (3.7) inderdaad bestaat, vullen 

we (3.7) in (3.1) in, rekenen x1 uit en bewijzen het bestaan van x2• 

We herschrijven (3.1) als 

(3.8) 

(cf. (2.4)) en vullen nu (3.7) in. Dit levert 

(3.9) -(L+A0A) [(A-A0)x1 + (A-A0) 2x2(A)J = 

2 
= (A-AO)A [(A-A0)x1 + (A-AO) x2(A)] + 

2 2 
+ K((A-l0)x 1 + (A-AO) x2 (A), (A-A0)x1 + (A-AO) x2(A))+ 

+ (A-A0) 3 S'(x(A),A), 
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(Aangezien S(x) = o(jxj 3), x ➔ O, bestaat S', begrensd voor A= A0 , zodat 

S(x(A)) = (A-A0 ) 3 S'(x(A),A)). 

Delen we door (A-AO) en stellen we vervolgens A= AO' dan vinden we: 

(3.10) 

zodat x 1 EN, i.e. x 1 = a¢0 met nader te bepalen a. We vullen x 1 = a¢0 in 
2 

(3.9) in en delen door (A-A0) . Dit levert de volgende vergelijking 

met S" begrensd in AO (S" =S'+Ax2 (A) + M(a¢0 ,x2 (A)). 

We lossen (3.11) eerst op voor A= Ao· Voor A = AO is (3d 1): 

(3. 12) 

Deze vergelijking is van dezelfde vorm als (2.4), zodat (3.12) volgens §2.3 

equivalent is aan: 

(3. 13a) 

(3. 13b) 

* 2 * P(Aa¢0+ K(a¢ 0 ,a¢J) = a<¢ 0 ,A¢0> + a <¢0 ,K(¢ 0 ,¢0)> = 0 

-(L+A0A)Q x2(A0) = Q[Aa¢ 0 + K(a¢0 ,a¢0)J. 

Een oplossing is a= O. De andere oplossing a0 is (cf. veronderstelling 

3.3): 

(3. 14) 

Als we a0 in (3.13b) invullen dan kunnen we Qx2(A0) bepalen. Deze is uniek 

aangezien Qxz(Ao) ER en we geven deze aan met Xzo· 

Als we alle termen in (3.11) naar het rechterlid brengen, krijgen we 

een vergelijking van het type H(x2,a,A) = 0. We hebben gezien dat het drie­

tal (x20 ,a0 ,\0) aan deze vergelijking voldoet. We passen nu de impliciete 

functiestelling toe om te bewijzen dat voor IA-Aol voldoende klein een 

x20), en a(A) bestaan zodat (x2O.),a(A),A) aan H = 0 voldoet en 
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x2 (A0) = x20 , a(A0) = a0; bovendien x2(A) ER. Er bestaat dan dus voor 

jA-A0 j voldoende klein een tak van de vorm 

(3.15) 

met x2 (A) ER. Aangezien a(A) op grond van de impliciete functiestelling en 

(3.1) differentieerbaar is 1 kunnen we (3.15) herschrijven: 

(3. 16) x(A) = (A-AO) (a0+(A-A0)a1(A))¢0 + 

= (A-A0) a0¢0 + (A-A0) 2 i 2 (A) 

Maar we moeten nog wel nagaan of de impliciete functiestelling mag 

worden toegepast. We schrijven de vergelijking H = 0 (cf.(3.11)) in de vorm: 

(3. 17) 

Nu is (3.17) weer equivalent met het volgende tweetal: 

(3.18a) 

(3. 18b) 

laten we de linkerleden van (3.18) H1 resp. H2 noemen. Dan is (x20 ,a0 ,A0) 

een oplossing van H1 = 0, H2 = 0. Er bestaat voorjA-A0 1 voldoende klein 

oplossing (x2 (A),a(A),A) als de lineaire operator 

(3.19) 
cl (Hl ,H2) I 
3 (a ,x ) 1 2 a0 ,x20 ,A 0 

inverteerbaar is. Deze operator wordt gegeven door de nxn matrix: 

(3.20) * 2ao <¢o,K(¢o,¢o)> 

0 
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werkend op elementen (p,q) met p EN en q ER. L + AOA is hier opgevat als 

een inverteerbare (n-1) x (n-1) matrix werkend van R naar Ren de matrix 

(3.20) is dus inverteerbaar dan en slechts dan als 

(3.21) 

Hieraan is inderdaad voldaan omdat het linkerlid volgens (3.14) gelijk is 

aan - <¢;,A¢ 0>, ongelijk O volgens veronderstelling 3.3. We hebben gevonden: 

STELLING 3.4. Zij voldaan aan veronderstelZingen 3.1, 3.2 en 3.3. Dan be­

staat een tak door (O,A0) en deze wordt gegeven door 

x(A) 

met 

2 VOORBEELD 3.5. Beschouw opnieuw voorbeeld 2.3: AX - x = O. Er geldt AO= O, 

¢0 = I, <</>;,A¢ 0> = I, <</>;,K(cp0 ,<J> 0)> = - 1, zodat er een tak moet zijn 

x(A) 
2 

= A • 1 + A x 2 (A). 

In dit geval is x 2(A) = O. 

Merk op dat in voorbeeld 2.4 niet aan (3.3b) is voldaan. 

VOORBEELD 3.6. 

2 
y + AX - y = 0 

2 
x + AY - x = 0. 

0 l l 0 Er geldt L +AA= ( 1 0 ) + A(O 1) zodat AO 
1 *_I( ) 

= + 1. Beschouw AO 

* = ( l ) , ¢ O - 2 l , l • Nu Dan bijvoorbeeld ¢0 

* <¢ 0,K(¢0,¢ 0)> = -1, zodat er een tak is: 

volgt <cp 0 ,A¢0) = 1, 

= - 1. 
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Weer is x (A)= 0. 
2 

2 
OPMERKING 3.7. In het speciale geva~ dat AO= O, mag F ook factoren A Bx 

e.d. bevatten. Men gaat gemakkelijk na dat dit niets uitmaakt voor het be­

palen van x1 . 

OPMERKING 3.8. Met de theorie van de topologiscbe graad van een afbeelding 

kan bewezen worden dat AO in ieder geval vertakkingspunt is als 

dim N(L+A0A) oneven is . Kennis van K is daarvoer niet essentieel. Om ook de 

richting van de tak te bepalen is kennis van K wel nodig (cf. opm. 4.3). 

OPMERKING 3.9. Het eerste deel (3.3a) van veronderstelling 3.3 is gebruike­

lijk, maar bet tweede deel (3.3b) niet. Wat betekent (3.3b)? Een inter­

pretatie wordt gesuggereerd door de voorbeelden uit §2.1: uit de figuren 

is te zien dat de takken uit voorbeelden 2.2, 2.4 en 2.8 niet van de vorm 

(3.7) zijn, die uit de overige voorbeelden wel. In de genoemde voorbeelden 

is <~;,K(~0 ,~0)> = 0 en het valt dus te vermoeden dat (3.3b) vertakking 

als in de figuren I en 3 ('verticale raaklijn') uitsluit. 

Enigszins slordig geformuleerd kan men zeggen dat in deze figuren 

a0 = + 00 en dit is consistent met (3.14). We komen hier in opmerking 4.4 

op terug. 

3.3. STABILITEIT 

We nemen aan (zoals gebruikelijk is) dat de triviale oplossing stabiel 

is voor A< A0 , instabiel voor A> A0 . Wat betekent dit? 

De stabiliteit van de triviale oplossing wordt bepaald door de langs 

nul-oplossing gelineariseerde operator F (0,A) = L + AA, Als 
X 

dim N(L+A0A) = 1 wordt bet re~le deel van een eigenwaarde positief als A de 

waarde AO passeert. Noem deze eigenwaarde µ en de bij µ beborende eigen­

vector X· Deze moeten voldoen aan 

(3. 22) (LHA)x = µx. 

Laten we aanemen dat µ en x in A - AO kunnen worden ontwikkeld, 
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i.e.µ= µ0 + (A-AO)µ 1(A) en x = xO + (A-AO)x 1(A). Aangezien we weten dat 

het regle deel vanµ gelijk is aan O als A= AO en omdat Len A regel 

verondersteld zijn, blijkt direct dat µ0 = 0 en µ1 > O. Nu vullen we in 

en krijgen dan: 

(L+AOA)(xo+(A-Ao)xl(A)) + (A-Ao).A(xo+(A-Ao)xl(A)) = 

= (X-Ao)µl(A)(xo+(A-Ao)xl (A)) 

zodat, door A= AO te stellen direct volgt xO = ¢0 , zoals ook te verwachten 

was. Vullen we dit in, delen we door A - AO en stellen we weer A= xO, dan 

volgt: 

zodat (via de projectie P, zie §2.3) tenminste moet gelden: 

Omdat µ1 > 0 is dus ook <¢;,A¢ O> > 0. 

Laten we nu de stabiliteit van de tak uit stelling 3.4 onderzoeken. 

De langs de tak gelineariseerde operator is 

(3. 23) L +AA+ M(•,x(A)) + R, 

2 waar M als in (3.5) de afgeleide van Kin x(A) is en R = O((A-AO) ), A+ AO. 

Een eigenwaarde 0 en eigenvector¢ van deze operator moeten voldoen aan 

(3.24) (L+AA)¢ + M(¢,x(A)) + R(A)¢ = 0¢. 

We bepalen 0 en¢ weer door beide in A - AO te ontwikkelen: we stellen 

(3. 25a) 

(3.25b) 

0 = 00 + (A-AO)0 1(A), 

¢ = ¢0 + (A-A0)¢l(A), 



28 

Merk nu op dat voor A= AO (3.24) gelijk is aan (3.22) zodat voor een van 

de eigenwaarden van (3.24) geldt 0 0· = 0 (in(3.25a). Dan ook $0 = ¢0 en 

invullen levert: 

(L+AOA)(¢o+(A-Ao)$l(A)) + (A-Ao)A(¢o+(A-Ao)$1) + 

2 
+ M(¢o+(A-Ao)$l(A), (A-Ao)ao¢o + (A-Ao) x2(A)) + R$ = 

2 
= (A-Ao)CT1$0 + (A-Ao) CTl(A)$l(A)). 

Als A= A0, dan volgt weer (L+A0A)¢0 = O, delen door A - AO en opnieuw 

A= AO stellen levert 

zodat zeker moet gelden: 

hetgeen met (3.13a) en M(¢ 0 ,¢ 0) = 2K(¢ 0 ,¢ 0) betekent dat 

a 1 = - <¢;,A¢0> < o. 

Een der eigenwaarden van (3.23) heeft dus positief regel deel voor 

A> AO (enJA-A0 lvoldoende klein), negatief teken voor A< A0 • Hoe zit het 

met de overige eigenwaarden? Het verschil tussen de eigenwaarden van (3.22) 

en (3.23) is 0(A-A0), A+ A0 . Aangezien alle eigenwaarden van L+AA behalve 

µ negatief re~el deel houden als A de waarde A0 passeert geldt hetzelfde 

voor de eigenwaarden van (3.23). Kort gezegd: alleen de eigenwaarde van 

(3.22) waarvan het regle deel van teken verandert, is relevant voor het 

stabiliteitsonderzoek van de tak. 

Wat hebben we nu bewezen? We nemen aan dat de tak 1.n (A-A0) ontwikkeld kan 

worden en dat 1.n de schrijfwijze 

geldt dat x 1 = a0¢0 + 0. Deze tak bestaat dan uit een halftak 'links van 

A0 1 , die we de subkritieke (half)tak noemen en een halftak 'rechts van A0 1 , 

' 
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die we de superkritieke halftak noemen. (let wel, als a0 < O, dan krijgen we 

de subkritieke halftak voor A> A0). 

In deze termen kunnen we het r~sultaat van deze paragraaf als volgt 

formuleren: 

STELLING 3.10. Superkritieke takken zijn stabiel, subkritieke instabiel. 

OPMERKING 3.11. Stelling 3.10 is alleen bewezen voor het geval 

dim N(L+A0A) = p = 1. Als p > 1 is de uitspr~ak niet algemeen waar (cf.§3.5). 

In stelling 3.10 wordt aangenomen dat de triviale oplossing stabiel 

is voor A< AO (en dus instabiel voor A> A0). 

OPMERKING 3.12. Om de analyse van deze paragraaf volledig te maken moeten 

we met de impliciete functiestelling nog het bestaan van a1(A) en ~1 (A) 

aantonen (voor IA-AOI voldoende klein). Dit volgt op analoge wijze als in 

§3.2. 

3.4 HET GEVAL dim N(L+A0A) = 2 

De methode uit §3.2 werd door McLEOD & SATTINGER [13] gebruikt voor 

het geval dim N(L+A0A) = 2. De behandeling van dit geval verloopt geheel 

analoog, 

Laat voldaan zijn aan veronderstelling 3.1. We vervangen veronder­

stelling 3.2 nu door 

VERONDERSTELLING 3.13. Voor zekere AO is 

(a) 

(b) 

dim N = 2, 

Ook veronderstelling 3.3 moet natuurlijk gewijzigd worden, maar het 

is nuttig deze wijziging nog even uit te stellen. 

Laat N opgespannen worden door orthonormale ¢1 en ¢2 . Dan volgt nu uit 

(3. l O) x1 = a¢ 1 + b ¢2 met nader te bepalen a en b. Vergelijking (3. 11) wordt 

nu een vergelijking van het type H(x2,a,b,A) = 0 
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(vervang a¢0 door a¢ 1 + b¢ 2). 

In plaats van (3.13) krijgen we nu: 

(3.26a) 

(3.26b) 

(3. 26c) 

* * <¢ 1,A(a¢ 1+b¢ 2)> + <¢ 1,K(a¢ 1+b¢ 2,a¢ 1+b¢ 2)> = 0 

<¢;,A(a¢1.+b¢ 2)> + <¢;,K(a¢ 1+b¢ 2,a¢ 1+b¢ 2)> = 0 

-(L+A0A)Qx2 (A0) = Q(A(a¢ 1+b¢ 2) + K(a¢ 1+b¢ 2 ,a¢ 1+b¢ 2)) 

De vergelijking (3.13a) is dus vervangen door (3.26a) + (3.26b), twee kwa­

dratische vergelijkingen in a en b. Een oplossing is a= b = O. Er is nog 

een reile oplossing of er zijn er nog drie. Is (a0 ,b0) zo'n re~le oplossing 

dan kan daarbij uit (3.26c) een in R unieke Qx2 (A0) ER warden gevonden; 

noem deze x20 . 

Om het bestaan van een oplossing van H = 0 aan te tonen voor IA-A0 1 

voldoende klein, gebruiken we weer de impliciete functiestelling; De verge­

lijking H = 0 heeft de vorm (cf.(3.17)) 

(3.27) 

met S" = 0(1), A ➔ Ao· Deze vergelijking is weer van het type (2.4) en kan 

gesplitst warden in het volgende drietal: 

(3. 28a) * + <¢~,K(a¢ 1+b¢ 2,a¢ 1+b¢ 2)> + (A-A0)<¢~,S 11> 0 <¢1 ,A(a¢1 ,b¢2)> = 

* * * (3. 28b) <¢2,A(a¢1+b¢2)> + <¢2,K(a¢l+b¢2,a¢1+b¢2)> + (>-->-0)<¢2,SII> = 0 

(3. 28c) (L+>.0A)Qx2(>.) + Q(A(a¢ 1+b¢ 2) + K(a¢ 1+b¢2 ,a¢ 1+b¢ 2) + (A - A ) S 11 ) 
0 

Voor de linkerleden van (3.28) schrijven we H1, H2 en H3 • Nu is 

(x20 ,a0 ,b0 ,A0) een oplossing van H1 = O, H2 = O, H3 = 0. Er bestaat voor 

IA->- 0 1 voldoende klein een oplossing (x2(A),a(A),b(A),>-) als de lineaire 

operator 

(3.29) 
3(H1,H2,H3) I 
3(a,b,x2) a0 ,b0 ,x20 ,>-0 

inverteerbaar is. Deze operator wordt gegeven door de matrix 

= 0. 



cl (HI ,H2) I 
cl(a,b) a0 ,b0,"o 

0 0 

Q ( ••••• ) 

Q( ..... ) 

werkend op elementen (p 1,p2,q) met (p 1,p2) EN en q ER. De matrix 1.s 

inverteerbaar dan en slechts dan als het volgende geldt: 

cl (HI ,H2) I 
VERONDERSTELLING 3.14. De matrix --,--,....,...- is niet singulier. 

cl(a,b) a0 ,bo'"O 

We hebben hiermee de volgende stelling gevonden: 

STELLING 3.15. Zij voldaan aan verondersteZZingen 3.1 en 3.13. Dan Zevert 

ieder van de een of drie reMZe niet-triviale oplossingen (a0 ,b0) van 

(3.26a) + (3.26b) een tak van de vorm 

(3. 30) 

mits &n a0 ,b0 voldaan is aan verondersteZZing 3.14. 

Zijn er takken door (o,A 0) die niet van de vorm (3.30) zijn? 
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McLEOD & SATTINGER hebben bewezen dat de een of drie takken die uit (3.26a) 

+ (3.26b) + veronderstelling 3.14 worden gevonden, de enige zijn als vol­

daan is aan de volgende veronderstelling: 

VERONDERSTELLING 3.16. De matrix met coefficienten <¢~,A¢.> is niet sin-
1. J 

gulier en de twee vergelijkingen in a en b gegeven door 

(3.31a) 

(3.31b) 

* <¢ 1,K(a¢ 1+b¢ 2,a¢ 1+b¢ 2)> = 0 

<¢;,K(a¢ 1+h¢ 2,a¢ 1+b¢ 2)> = 0 

hebben geen factor gemeen (en i.h.b. Zl.Jn geen van beide linkerleden iden­

tiek 0), 

We geven een schets van het bewijs van McLEOD & SATTINGER [13]. 

Als {(u,A)} een verzameling naar (O,A 0) naderende oplossingen is, 

schrijven we 
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met Jul = E en ~(A) ER. Nu wordt nagegaan dat: 

(l) 

(2) 

(3) 

(4) 

a, b en~ blijven begrensd als (u,A) + (O,A 0), 

l~I :s: (IA-A0 J) + [~I) als A+ AO zodat a2 + b2 + 0 orunogelijk is, 

(A-AO)E-l begrensd blijft als A+ AO' 
·-1 E(A-A0) begrensd blijft als A+ AO' E + 0 ( voor deze stap is ver-

onderstelling 3.16 nodig), zodat A - AO en Evan dezelfde orde van 

grootte zijn (cf. opm.4.4). 

(5) Iedere oplossing (u,A) moet voor I A-A0 I ._voldoende klein op een van de 

hierboven geconstrueerde takken liggen. 

In het geval dim N = 2 is veronderstelling 3.3 vervangen door de twee 

veronderstellingen 3. 14 en 3.16. Veronderstelling 3.14 controleert welke van 

de oplossingen van (3.26a) + (3.26b) inderdaad een tak o:pleveren, veJ;onder·­

ste.lling 3.16 of er geen takken 'vergeten' worderi. Merk op dat het analogon van 

(3.3a) alleen voor dit laatste nodig is. (3.3b) is het analogon van veronder-

stelling 3. 14: 

(3. 14) 

VOORBEELD 3.17. 

2 AY - x = 0 

AX - y 2 = 0. 

' 
L = O, A=(~~), K((;), (;1)) = 
(3.26b) warden b - a2 = 0 en a -

xx' l 0 
(yyr), ~l = ( 0), ~2 = ( 1). (3.26a) + 

b2 = 0 metals enige niet-triviale oplos-

sing a= b = I. Deze oplossing voldoet aan veronderstelling 3.14. 

Men moet zich wel realiseren dat de winst van deze methode pas goed 
n 

merkbaar is als x E JR met n > 2. In dat geval zijn de vergelijkingen 

(3.26a) + (3.26b) een essentihlle vereenvoudiging. 

Andere voorbeelden zijn voorbeeld 2.5, 2.6 en 2.7 en verder de voor­

beelden in §5.2. In voorbeeld 2.7 was er geen tak. Laten we nagaan of dat in 

overeensterrnning is met het bovenstaande. 
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VOORBEELD 3.18. (= voorbeeld 2.7). 

L = O, A 
' ' = (xx,+yy,) ~ = 

xx +yy ' 1 

2 2 2 2 
(3.26a) + (3.26b) wordt: - 4a - 2b + a + b = 0 & 4a + 2b + a + b = 0 

die geen niet-triviale oplossing hebben. We mogen echter niet besluiten dat 

er geen tak is aangezien niet aan veronderstelling 3.16 is voldaan. 

Dit geeft de mogelijkheid de veronderstelling te interpreteren. Als we 

voor vaste \ de krommen uit voorbeeld 2.7 tekenen in het (x,y)-vlak vin­

den we de volgende figuur. 

y 

X 

.11 
De krommen raken elkaar. Door Ate varieren komt hierin geen verandering: 

de krommen blijven raken. 

Voor A= 0 zijn beide kronnnen tot een punt gereduceerd. Het gaat er nu 

maar om of voor A# 0 deze kronnnen elkaar raken of snijden. Als ze snijden 

is er een tak, als ze raken is er geen tak. Veronderstelling 3.16 garan­

deert dat de krommen elkaar snijden. 
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3.5. STABILITEIT 

We hebben een tweedimensionaal' analogon nodig van de redenering uit 

§3.3. De langs de tak gelineariseerde operator is weer 

(3.32) L +AA+ M(•,x(A)) + R(A) 

De twee relevante eigenwaarden zijn O als 
'• 

A= AO' en de bijbehorende eigenvectoren zijn lineaire combinaties van $1 

en ~2 als A= A0 . We werken liever niet met dergelijke lineaire 

combinaties maar direct met $i en $2 en defini~ren daarom 

L = ( L 0 ) t = ($1) + (A-Ao) (~l), etc. 
- 0 L ' h -~4--

We beschouwen nu de volgende vergelijking in lR~n (of liever: in (p) met 
n n q 

p E 1R en q E 1R ) : 

(3.33) 

Als we de orde A-A0 termen in deze_vergelijking samennemen en de projecties 

<$7,•> en<$;,•> toepassen op de beide componenten (elementen uit lRn), 

dan vinden we dat de cogfficignten van de 2 x 2 matrix B(A) moeten voldoen 

aan 

(3.34) * b .. (A0) =<$,,A$.+ M($ 1.,x1.)>, i,j = 1,2 
l.J J l. 

waarbij x 1 = a0$ 1 + h0$2• 

Noem de eigenwaarden van (3.32) (A-AO) µ 1(A) en (A-A0) µ2(A).De bij­

behorende eigenvectoren zijn niet noodzakelijk $1 en $2 aangevuld met een 

A-A0 deel, maar wel lineaire combinaties daarvan. We verkrijgen deze door 

een orthogonale transformatie die de eigenwaarden van B(A0) invariant laat. 

Deze eigenwaarden zijn daarom precies µ 1 (A0) en1 µ2(A0). De stabiliteit is 

dus bepaald door de eigenwaarden van B(A0). 

HOOFDSTUK 4: ONTWIKKELEN IN e 

Dopr x in (A-AO) te ontwikkelen warden niet alle takken gevonden. In 

dit hoofdstuk vinden we meer takken door x en A in een nieuwe parameter e 

te ontwikkelen; we werken toe naar stelling 4.2. Vervolgens bespreken we dit 
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resultaat en tot slot vermelden we hoe het stabiliteitsgedrag van (oplos­

singen op) takken in dit geval kan warden bepaald. 

4.1. DE STORINGSMETHODE 

Als we een tak in een hulpparameter E ontwikkelen, proberen we de tak 

voor te stellen door 

(4. la) 

(4. lb) 

2 
X =EX}+ E x2 (E) 

"="a+ d 1(E). 

Soms zullen we meer informatie over x2 (E) en "I (E) willen hebben. We 

kunnen dan bijvoorbeeld de tak voorstellen door 

(4.2a) 
n n+l 

xn+l (E) X = EX} + ....... + E X + E 
n 

(4.2b) "- "- EA I 
n-1 

A n A (E). = + + ••••• 1111 + E + E 
0 n-1 n 

In hoofdstuk 3 hebben we takken voorgesteld door x in )._-)._0 te ontwik­

kelen. Wanneer is dit mogelijk? Dit is eenvoudig in te zien uit (4.2b): 

als "-i + 0 is E als functie van )._-)._ 0 op te lossen volgens de impliciete 

functiestelling. Daarna vullen we de gevonden E in (4.2a) in. 

Er geldt dan: 

We zullen nu onderzoeken wanneer een tak van de vorm (4.1) bestaat. 

Daartoe nemen we aan dat F voldoet aan veronderstelling 3.1, i.e. 

(4. 3) F(x,A) = (L+AA)x + K(x,x) + S(x). 

In plaats van veronderstelling 3.2 nemen we aan: 
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VERONDERSTELLING 4.1. Voor zekere AO is 

( 4. 4a) 

(4.4b) 

dim N = P, 

JR n = NEBR (N=N(L+A0A)). 

We vullen (4.1) in (4.3) in (en herschrijven; cf.(3.8)): 

(L:. 5) 

Stel nus 

(4. 6) 

zodat x 1 
voor N. 

2 2 -(L+A0A) (Ex1+s x2(s)) = EA (E) A(Ex1+E x2 (s))+ 

2 2 + K(Ex 1+s x 2(E),sx1+s x2(E)) + S(x). 

= 0. Dit levert 

-(L+A A)x = O, 
0 l 

= l~=l ak¢k met nader te bepalen ak en {¢k} een orthonormale basis 

Vul (4.6) in (4.5) in, deel door E en stel s = 0, dan 

(4. 7) 

Hieruit volgt (cf. (3.12) en (3. 13)) dat voldaan moet zijn aan de volgende p 

vergelijkingen: 

(4. 8) 

i=l, ...••. ,p. 

Dit zijn p vergelijkingen in de p + 1 onbekenden a 1, ...... ap en 

A1(0). In zekere zin hebben we hier genoeg aan: het gaat ons immers om de 

v~rhouding tussen A1(0) en lk=lak¢k (welke verhouding gegeven wordt door 

E). Deze verhouding kunnen we normeren en daarmee normeren we dan ook s. We 

vullen het stelsel (4.8) bijvoorbeeld aan met 
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(4. 9) 

(zodat jx1 I = s). Een andere veelgebruikte normering is Ix! = s. Normeren 

door de eis A1 = 1 is minder geschikt: de interessante gevallen krijgen we 

juist voor Al= 0 en die sluiten we dan uit. 

We zullen hier een iets andere weg volgen. Als we een niet-triviale 

oplossing Al (O), a= (a 1, •••••• ,ap) van (4.8) hebben, die dan nag van een 

van de parameters afhangt, zeg van ai, dan normeren we door de eis 

(4.10) a. = 1. 
1 

Na eventueel hernummeren kunnen we aannemen dat i = 1 in (4.10). 

We hebben dan een oplossing van (4.8) met a 1 = 1. Zij deze oplossing 

a20 , ...... ,ap0 ,A10 • We gaan nu de impliciete functiestelling toepassen op 

de volgende vergelijking, die equivalent is aan (4.5): 

(4.11) 

met S11 begrensd voor s = 0. Deze vergelijking splitsen we weer volgens de 

methode uit §2.3 en we vinden dan p vergelijkingen in (a 1=1) a2 , ....•. ,ap,AI 

en een (p+I) - ste vergelijking die oak nag x 2 bevat (deze laatste is een 

vergelijking in R c JR n-p). 

Nu is a 1 = I, a 20 , ...... ,apO'AJO'x2(0),s = 0 een oplossing. 

Voor Isl vold,-,ende klein is er dan een oplossing a 1 = 1, a2(s), ••.••. ,ap(s), 

Al (s),x2 (s),s als de volgende matrix inverteerbaar is: 

(4 12) 
Q 

0 

Q(. •qJ1 •·) •••••••••• Q( •• qip •• ) 

9Fi(\ 1 ,a2 , •..... ,ap)I 

a(\ 1,a2 , .....• ,ap) \ 1(0),a20 , ...... ,apO 

Is deze matrix niet-singulier (waarvoor noodzakelijk en voldoende is dat de 

Jacobi-matrix rechtsonder niet-singulier is), dan bestaat voor Isl voldoen­

de klein een oplossing van (4.7): x2(s),a 1 = l,a (s), .....• ,a (s),A (s). 
2 p 1 

Daarmee bestaat dan dus een tak van (4.3) van de vorm: 
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(4. 13a) 

(4. 13b) 

x = £(~1+l~=2ak(£)~k)+e2x2(£), x2(£)'E R, 

A= AO+ £A 1(e). 

Merk op dat de eis a 1 = I dus de normering 

(4.14) * <~I ,x> = £ 

inhoudt. Als p = 1 is dit de gebruikelijke n,l:lrmering lx 1 I = £. 
II • .11 1 Hoe vinden we nu verdere coefficienten? Laten we x2 en Al bepa en. Daar-

voor moeten we aannemen dat ook het trilineaire deel van F bekend is, zeg 

F = (L+AA)x + K(x,x) + T(x) + S. We stellen nu x2 = x2(O) + l~=lbk~k' waar 

x2(O) uit (4.7) + (4.8) is bepaald (x2(O) ER, maar de x2 in (4.2a) zal in 

het algemeen geen element van R zijn). Dit vullen we in in de vergelijking 

d 11ff ' . " 3 ld waaraan e coe icienten van£ moeten vo oen: 

(4.15) -(L+AOA)x3 (O) = A2(O)A(~ 1+I~=Z~~k) + A1A(x2(O) + l~=lbk~k) + 

+ M(~l+I~=2ak~k,x2(0) +I~=lbk~k) + T(~1+l~=2~~k). 

In deze vergelijking is x2(O) bekend uit (4.7), a2 , •••••• ,ap uit (4.8) even­

als Al' verder is b1 = 1 volgens (4.14). We kunnen dus b2 , •••••• ,bp,AZ(O) 

en x3 (O) oplossen. We hoeven existentie van de oplossing niet meer te be­

wijzen, aangezien we het bestaan van x2(e) en A1(e) hebben aangetoond 

met de impliciete functiestelling, waaruit ook differentieerbaarheid van 

x2(e) en A1(e) volgt (mits F voldoende glad is). 

We vatten samen: 

STELLING 4.2. Laat F voldoen aan veronderstelling 3.1 en AO voldoen aan 

veronderstelling 4.1. Iedere oplossing van (4.8) + (4.14) zodanig dat (4.12) 

niet-singulier is., levert een tak van de vorm (4.13); x2(O) in (4.13a) 

voldoet aan (4.7). 
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4.2. ENIGE OPMERKINGEN 

OPMERKING 4.3. (p=l). 

In het geval p = I betekent (4.14) data= I en Al (0) is volgens (4.8): 

Als <</>~,Acp0> f O dan bestaat A1(0) en ook is de Jacobi-matrix in (4.12) 
* dan niet-singulier (want= <cp 0 ,Acp 0>), zodat dan altijd een tak bestaat 

OPMERKING 4.4. Als bijvoorbeeld A1(0) = 0 en x 1(0) f O, dan kan x niet in 

gehele positieve machten van A-A 0 worden ontwikkeld en heeft de tak in 

(O,A0) een 'verticale raaklijn' (evenzo een 'horizontale raaklijn' als 

Al (0) f Oen x 1(0) = O). 

OPMERKING 4.5. Als Al (0) = 0 zijn alle <4>:,K(L~=l~<Pk,l~=lakcpk)> gelijk aan 

0. Een vereenvoudiging van de redenering van de vorige paragraaf is moge­

lijk als K = O. We beschouwen dan het trilineaire deel van F: zij 

F(x,A) = (L+AA)x + T(x) + S(x), S(x) = 0 (lxl 4), x ➔ O. We vinden voor de 
ff . . 3 coe icient van E : 

en de tak wordt gegeven door 

OPMERKING 4.6. Het niet-singulier ziJn van de Jacobi-matrix in (4.12) is 

enigszins te vergelijken met veronderstelling 3.16. Hier is echter niet 

een meetkundige interpretatie (zoals in voorbeeld 3.18) te geven. 

Bijvoorbeeld voor p = 2 wordt deze matrix: 
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Herschrijven door gebruik te maken van (4.8) levert geen vereenvoudiging. 

OPMERKING 4.7. Zoals reeds eerder werd opgemerkt kunnen we niets zeggen 

over het gedrag van takken 'verder weg van' de triviale oplossing. Een van 

de (weinige) resultaten in deze richting is de volgende stelling: 

STELLING.(RABINOWITZ [14]) 

Als dim N(L+A 0A) = dim N2 (L+A 0A) = k oneven- is, dan is er ~~n maximaal 

continu!Jm van oplossingen A0, dat niet-triviale oplossingen bevat, zodanig 

dat (O,A0) E A0 en 6f A0 bevat oplossingen van willekeurig grate norm in 

lR n x JR, of A0 bevat een oplossing (O,A 1) met dim N(L+A 1A) > 0 

4.3. STABILITEIT 

Deze paragraaf is een directe generalisatie van §3.5. De langs de tak 

gelineariseerde operator is 

L + A(E)A + M(•,x(E)). 

Op analoge wijze als in §3.5 volgt dat de stabiliteit bepaald wordt door 

de eigenwaarden van de matrix B(O) met coefficienten 

It 

b .. (0) 
l.J 

Als de reele delen van de eigenwaarden van B(O) alle negatief zijn, dan 1.s 

de tak stabiel voor E > O, instabiel voor E <-0~ 

Is A1(0) = O, dan heeft de tak de gedaante uit een der hieronder ge­

tekende figuren. De eigenwaarden van de gelineariseerde operator hebben 

dan de vorm µ. = E2µ.(E) (als tenm.inste A2(0)#0) zodat het stabiliteits-1. l. 

karakter van de beide halftakken in beide figuren hetzelfde is. In het bij-

zonder blijft voor p = 1 stelling 3.10 doorgaan. 
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HOOFDSTUK 5: GESTOORDE VERGELIJKINGEN 
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We vinden in dit hoofdstuk enkele resultaten over het gedrag van de 

oplossingen van vergelijkingen van het type G(x,A,o) = O, waar o een kleine 

parameter is. Het optreden van secundaire vertakking wordt in voorbeelden 
II 

geillustreerd. 

5.1. INLEIDING 

In de vorige hoofdstukken hebben we ans bezig gehouden met de vraag 

hoe het aantal oplossingen en de aard van een oplossing x van F(x,A) = 0 

afhangen van A. Nu bevatten fysische systemen dikwijls meer dan een parameter. 

We kunnen dus de vraag stellen hoe de voorgaande thearie uitgebreid kan 
. m 

warden naar het geval A E JR • 

Storingsmethoden zijn daarvaor niet erg geschikt. Dikwijls warden voor 

dit geval differentiaaltapalagische technieken gebruikt (cf. CHOW [2],[3]). 

Er is een speciaal geval dat dikwijls wel met storingsmethoden wordt be­

handeld, namelijk het geval dat de vergelijking de gedaante G(x,A,o) = 0 

heeft, waar o een kleine parameter is en A eenzelfde rol vervult als in de 

va--:ge haafdstukken. We zullen dit geval nader beschouwen. 

Za'n kleine parameter o beschrijft bijvaorbeeld een kleine storende invlaed 
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in het fysisch systeem (bijvoorbeeld de invloed van de zwaartekracht bij 

de ingeklemde staaf). Dergelijke kleine invloeden worden dikwijls in het 

model verwaarloosd en we zullen onderzoeken of dit is te rechtvaardigen. 

Om een verband met het voorgaande te krijgen nemen we aan dat voor 

6 = 0 de vergelijking van het type F(x,A) = 0 is, met F als in veronderstel­

ling 3.1. We nemen dus aan dat G(x,A,6) = F(x,A) + 6F 1(x,A,o), zodat 

G(O,A,6) = 0 voor 6 f O. Het geval dat juist G(O,A,6) f O als 6 f O is be­

handeld met iteratiemethoden in [9], [10], [11]. 

De keuze voor F1 is nogal willekeurig: ·in onze, interpretatie waar 

oF 1 de invloed van een storing is, zal de precieze vorm van die storing 

niet bekend zijn. Een niet onredelijke aanname lijkt te stellen F1 = Bx met 

B lineair. We schrijven dus 

(5.1) G = F + 6Bx, 

B lineair, F voldoend aan veronderstelling 3.1. 

We zullen onderzoeken wat het verband is tussen oplossingen van F = 0 

en G = 0. Als vereenvoudiging zullen we aannemen dat takken van F = 0 in 

A-A0 kunnen worden ontwikkeld. 

5.2. VOORBEELDEN 

We zullen in deze paragraaf een aantal voorbeelden geven om de ver­

schillende mogelijkheden·te illustreren. 

VOORBEELD 5.1. 

(A+o)x - xy = 0 

2 2 26x + (A+6)y + x - y = 0. 

Voor 6 = 0 is A= 0 vertakkingspunt: (x,y) = (0,0) en (0,A) zijn oplos-. 

singen. Voor 6 f O is A= -6 vertakkingspunt: (x,y) = (O,O), (0,A+o) en 

(-26,A+o) zijn oplossingen. De oplossing (x,y) = (-26,A+o) is een lijn 

maar geen tak: een zogenaamde vrije lijn. Zowel deze vrije lijn als de tak 
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naderen voor o + 0 naar de tak van F = 0. 

VOORBEELD 5.2. 

(A+o)x + oy + 2xy = 0 

2 2 -ox+ (A-o)y + x + y = o. 

Voor o = 0 is A= 0 vertakkingspunt en er zijn drie takken; de oplossingen 

zijn: (x,y) = (0,0), (0,-A), (½A,-½A), (-½A,-½A). Voor o + 0 is A=:: 0 

weer vertakkingspunt, maar er zijn nu twee takken. Oplossingen zijn: (~,y) 

= (O,O), (½A,-½A) en de twee oplossingen gedefinieerd door (x,y) = 

(!(-A!/A2-so~), !(-3A+/A2-8o~)). Deze laatste uitdrukking definieert een tak 

en een vrije lijn. Zowel deze tak als deze vrije lijn naderen voor o ➔ 0 

niet naar een tak van F = O, maar naar twee halftakken van F = O. 

y 

'( 

X 

fig.11 

VOORBEELD 5.3. (secundaire vertakking)~ 

(A+o)x + 2xy = 0 

2 2 
(A-o)x + X + y o. 

A= o en A= -8 z1Jn vertakkingspunten. Oplossingen zijn: (x,y) = (O,O), 

(O,o-A) en de twee oplossingen gedefinieerd door 
' 
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(x,y) = (±½ ✓ (A+c) (A-3c), -½(A+c)). Vergelijk de takken voor c = 0 uit 

voorbeeld 5.2. 

'y 

fig.12 

V0ORBEELD 5 .4. (secundaire vertakki.ng). 

(A.+c)x + 2xy = 0 

(A-c)y + xy = O. 

Voor c = 0 drie takken; oplossingen zijn: (x,y) = (0,0), (-A,-½A), 

{x=0,\=0}, {y=D,\=0}. Voor c IO de takken {x=0,\=+c}, {y=0,A=-c}. De 

oplossing (x,y) = (c-\,-½(\+c)) is een secundaire tak die beide takken 

snijdt. 

5.3. HET GEVAL dim N(L+A0A) = I 

We nemen aan dat G de volgende vorm heeft: 

(5.2) G(x,\,c) = (L+\A)x + K(x,x) + S(x) + cBx, 



met L, A en B lineair, K bilineair en S(x) = 0 (!x! 3), x ➔ 0. Nu is 

G(x,A,0) gelijk aan de F(x,A) uit de vorige hoofdstukken. 
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Zij nu AO zodanig cl.at dim N(LH0A) = I en JR n = NeR. Dan is AO ver­

takkingspunt van F = 0 en er gaat een tak door (O,A 0). We nemen aan dat 

deze tak in positieve gehele machten van A-A0 kan worden ontwikkeld en dus 

gegeven wordt door een uitdrukking van de vorm: 

(cf.§3.2). 

Nu bestaan voor or Oen lol voldoende klein een A(o) en ~(o) zodat 

(5.3) (L+A(o)A + oB)~(o) = o. 

Innners, stel A(o) =AO+ A1(o), ~(o) = ~O + ~I (o), vul in (5.3) in en het 

bestaan van A1(o) en ~1(o) volgt -voor lo! voldoende klein~ met de impli­

ciete functiestelling. Verder geldt <~1Xo),A~(o)> IO en 

<~1Xo),K(~( 0),~( 0))> IO voor lo! voldoende klein. Dit betekent dater voor 

o # 0 een tak van G = 0 bestaat van de vorm 

(5.4) 

Men ziet gemakkelijk in dat a(o) = a0 + oa1(o) zodat (5.4) herschreven kan 

worden als 

(5. 5) 

We kunnen dus zeggen dat met een tak van F = 0 in het geval 

dim N(L+A0A) = 1 een tak van G = 0 is te associgren die er weinig van ver­

schilt, voor Joi en IA-A0 I voldoende klein. 

OPMERKING 5.5. We kunnen niet zonder meer zeggen dat de tak van G = 0 door 

(0,A(o)) in zijn geheel dichtbij de tak van F = 0 door (O,A0) ligt. 



46 

Weliswaar is dit voor lxl voldoende klein zeker het geval, maar een situa­

tie als geschetst in de volgende figuur is mogelijk. 

q:>(x) 

I 
I 

, 
/ 

I 

fig. I 3 

OPMERKING 5.6. Uit (5.5) volgt dat het stabiliteitsgedrag van de tak voor 

o # 0 hetzelfde is als voor o = 0 mits lol voldoende klein is. 

5.4. HET GEVAL dim N(L+A0A) = 2 

Het geval dim N(L+A 0A) = 2 is veel ingewikkelder. Innners, ,·dan zal niet 

altijd voor o # 0 weer een A(o) bestaan met dim N(L+A(o)A+oB) = 2 (we nemen 

weer aan dat G aan (5.2) voldoet). Dit hangt af van de matrix B (of liever: 

van de relatie tussen Ben A). Welke situatie in specifieke gevallen op­

treedt is meestal gemakkelijk uit te rekenen. Een algemeen criterium is 

moeilijk te geven, maar een special geval wordt in het volgende lennna be­

handeld. 

LEMMA 5.7. Zij A=+ I,I de indentiteit. Laten ~I en ~2 de ruimte N(L+A0A) 

opgespannen. A Zs 

(5.6) 

dan bestaan voor o # 0 en lol voldoende klein twee A.(o), i = 1,2, met 
1. 

dim N(L+A.(o)A+oB) = l; de vectoren ~.(o) die de ruimten N(L+A.(o)A+oB) 
,1. 1. 1. 



op,spa!',nen convergeren voor o ➔ 0 naar twee onafhanke Ujke vectoren in 

N(L+A0A). 

BEWIJS. We prober en of een A ( o) en $ ( o) bes taan van de vorm 
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A(o) = AO + oA 1 (o} en$'(') = $ O + o$ 1 (o). In~ullen in (L+A(o)A+oB)l/) (o) = 0 

levert eerst (L+A0A)$ 0 = 0 zodat $ 0 = cq, 1 + dq, 2 en vervolgens 

(L+A0A)$ 1 (O) + (A 1 (O)A+B)l/1. 0 = 0 zodat moet gelden (dit is de reden van de 

vereenvoudiging A=! I): 

* * !Ale+ c<q, 1,Bq, 1> + d<q, 1,Bq, 2> = 0 

!Aid+ c<<j>;,Bq, 1> + d<<P;,Bq, 2> = O. 

Op grond van (5.6) is c = 0 onmogelijk, zodat we kunnen normeren door de 

eis c = 1. Dat betekent dat kennelijk geldt: 

* ±A 1 +<<j> 1 'B<j> 1 > 

-k... 
-<<Pl ,Bq,2> 

en er moet dus voldaan zijn aan: 

* * 2 * * <q,1 ,Bq,2> <q,2,B<j>I> = Al ± Al(<<j>l ,B<j>l> + <q,2,Bq,2>) + 

* * + <q,l,B<j>l> <q,2,Bq,2>. 

II 

Willen er twee verschillende reele Al ziJn, dan moet gelden dat de dis-

criminant van deze vierkantsvergelijking in Al positief is dus dat 

* * 2 * * (<<P 1,B<P 1> <<P 2 ,B<P2>) + 4<<P 1,B<P 2> <<P 2 ,B<P 1> > 0. Hieraan is zeker voldaan 

als 

Laten we nu de verschillende gevallen apart beschouwen. Alle uitspraken 

gelden voor lol voldoende klein. 

(a) Voor o IO bestaat een A(o) met dim N(L+A(o)A+oB) = 2. Als voor o = O 

een resp. drie takken bestaan, geldt hetzelfde voor 8 I 0. Dit is 

,eenvoudig in te zien door in (3.26a) en (3.26b) een term B(aq, 1+bq, 2) 
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(b) 

toe te voegen en te laten zien dat bij iedere oplossing a0 ,b0 van 

(3.26a) + (3.26b) een oplossing a(o), b(o) bestaat van deze ver­

gelijking als de term B(a~ 1+b~2) is toegevoegd. Bovendien geldt a(O) = 

a0 , b(O) = b0 • Ook de stabiliteit van de (half) takken blijft onver­

anderd (ook weer omdat de eigenwaarden van L + A(o)A + oB en L + A0A 

orde lo! van elkaar verschillen). 

Conclusie: voor o # 0 dezelfde structuur als voor o = O. 

Voor o # 0 bestaan twee A.(o), i = 1,2, met dim N(L+A.(o)A+oB) = I. 
i i 

Beide A.(o) zijn nu vertakkingspunten en door (0,A.(o)) gaat een tak. 
i i 

Voor het geval dat voor o = 0 door (O,A0) een tak gaat zijn enige 

mogelijkheden voor het geval o # 0 in de volgende figuren geschetst. 

fig.14 

Stel nu dater voor o = 0 door (O,A0) drie takken gaan. Voor o # 0 

zijn er twee takken. Wat gebeurt met de derde tak also# O? In de voor­

beelden in §5.2 hebben we gezien dat dit een secundaire tak kan zijn. Dat 

zo'n tak inderdaad een secundaire tak is wordt ook aangenomen in BAUER, 

KELLER & REISS [l]: zij bewijzen niet de existentie van de secundaire tak . . 



Een bewijs van het bestaan van secundaire takken wordt aangekondigd door 

KEENER in [8]. 
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Met onze aanpak is het bestaan van secundaire takken niet te bewijzen. 

Daarvoor hebben we innners de exacte uitdrukking voor de langs de (primaire) 

tak gelineariseerde operator nodig en deze is slechts bij benadering te 

vinden. 

Het is wel waar dat de oplossingen voor o # 0 'dichtbij' de oplossingen 

voor o = 0 liggen; dit is de inhoud van het volgende lennna. 

LEMMA 5.8. Zij G zodanig dat G continu is in (x,A,o). Zij gegeven een 
X 

Zijn van G(x,A,0) = 0 geparametrizeerd door A en zij x(A) continu in A, 

Als voor zekere Al en A2 geldt dat 

(5.7) G 
X x = x(A), o = 0 

niet singulier is voor Al s As A2, dan bestaat voor "ls"- s A2 een Zijn 

van G(x,A,o) = 0 die continu is in o voor lol voldoende klein. 

BEWIJS. Als G continu is in (x,A,o), dan zijn ook de eigenwaarden van G 
X X 

continu in (x,A,o). Kies A1 E D 1,x2J; om de oplossing (x(A'),A',0) van 

G(x,A,0) = 0 bestaat een bolletje (in IR.n+2) waarbinnen de eigenwaarden van 

Gx(x,A,o) ongelijk 0 zijn. Doe dit voor alle A1 in [A 1,A 2]. Er is nu een 

cylinder met straal o1 om de lijn (x(A),A) van G(x,A,0) = 0 voor 

A E [A 1,A 2] die geheel binnen dergelijke bolletjes ligt (compact interval!). 

Dan is binnen deze cylinder G (x,A,o) niet singulier en kunnen we de im-
x 

pliciete functiestelling toepassen. Kies oO ~ o1. 

Zij x(A',0) oplossing van G(x,A',0) = 0. Daarbij bestaat een oplossing 

x(A',o 0) van G(x,A 1 ,0 0) = 0. Voor A11 voldoende dicht bij A1 , zeg 

IA'-A''I <s(A',oo) is er dan een oplossing x(A 11 ,oo) van G(x,A'',oo) = o. 

Maar bij de oplossing ~(A 11 ,0) van G(x,A 11 ,O) = 0 bestaat ook een oplossing 

~(A 11 ,oO) van G(x,A 11 ,o 0) = 0. Deze is uniek aangezien oO s o1 en we op de 

cylinder A1 c [:>,. 1,:>,. 2], \o O! -: o1 de impliciete functiestelling mogen toepassen. 

Er moet dus gelden ~(A' 1 ,0O) = x(A 11 ,0O). 

Dit voltooit het bewijs. Innners voor alle A E (:>,. 1,:>,. 2) bestaat een op­

lossing van G = 0 voor lol voldoende klein. We hebben laten zien dat deze 

oplossingen 'aan elkaar vastzitten', i.e. op een lijn liggen. D 



50 

Conclusie: met delen van lijnen van F = 0 ziJn delen van lijnen van G = 0 
• fl 

te associeren. 

Dit is in feite een globaal resultaat. Het is inderdaad waar dat de 

oplossingen van F = 0 weinig verschillen van de oplossingen van de gestaar­

de vergelijking G = O, behalve in die punten waar (5.7) singulier wordt. 

Het is voar deze uitspraak oak niet meer noodzakelijk dat G voldoet aan 

(5.2). 

Wat betekent het lennna als we het taepassen op de situatie dat voor 

o IO twee A.(o) bestaan met dim N(L+A.(o)A+8B) = I? Er is een amgeving 
i i 

UcJR.n+l van (O,A0) waarbinnen we niet magen aannemen dat (5.7) niet sin-

gulier is. Maar daaromheen bestaat een amgeving V zodat vaar (x,A) E V\U 

het lennna kan warden toegepast. We krijgen de situatie uit de valgende fi­

guur. Het is duidelijk dat oak het stabiliteitskarakter van de getekende 

delen van lijnen van G = 0 hetzelfde is als van de getekende delen van lij­

nen van F = 0. 

Weliswaar weten we niet water binnen U gebeurt, in het bijzonder of 

daar secundaire vertakking optreedt; maar als we van die (toch wel erg 

locale) vraag afzien, weten we water gebeurt. 

fig.15 

Er zij opgemerkt dat het lemma ook in geval (a) kan warden toegepast. 

We zullen zien dat oak in het laatste geval (c) dat we bespreken het lemma 

een zinvol resultaat geeft. 



(c) Voor o 1' O heeft de operator L +')..A+ oB twee toegevoegd complexe 

eigenwaarden. Er bestaan A.(o).waarvoor deze zuiver imaginair zijn. 
1 

In dit geval treedt Hopf-bifur~atie op: er takt een periodieke op-

lossing van ddx = G(x,')..,o) af van (0,')...(o)). Op grand van lemma 5.8 
t 1 

bestaat er echter ook een lijn van G = 0 als er voor o = 0 een tak 

van F = 0 bestaat. Conclusie: gewoonlijk gaat men er van uit dat in 
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dit geval periodieke oplossingen ontstaan ( als het model een dergelij­

ke interpretatie toelaat). Er bestaan echter ook stationaire oplos­

singen van!~= G(x,')..,o) als er takken zijn van F = 0. Voor meer in­

formatie over Hopf-bifurcatie zij verwezen naar TEMME [17] of SATTINGER 

[IS] en de aldaar genoemde literatuur. 
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