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Een electrisch hartmodel
door

E.J.M. Veling

SAMENVATTING

Een electrisch model, waarin een T-periodiek veranderende condensator
is opgenomen, wordt opgesteld voor de beschrijving van de werking van de
linker hartkamer. De bijbehorende differentiaalvergelijking is niet-lineair.
De unieke oplossing met periode T wordt benaderd. Bij variatie van een para-
meter worden gemiddelde spanning en stroom over de periode T met elkaar ver-
geleken. Het verband tussen deze gemiddelden wordt berekend na eliminatie

van de parameter.

TREFWOORDEN: Niet-lineaire differentiaalvergelijking, periodieke oplossing,

contractie afbeelding.






1. PROBLEEMSTELLING

Bij de beschrijving van de werking van de linker hartkamer is het nut-
tig hiervoor een electrisch model te beschouwen. Dit model bestaat uit een
periodiek veranderende condensator (C*(t)) die de spierelasticiteit voor-
stelt. Het model bestaat verder uit twee stroomkringen (A,B). De stroom—
kring A stelt de veneuze (of atriale) vulliﬁg voor; de stroomkring B de
ejectie in het arteriéle systeem. Beide stroomkringen bevatten een diode
(mitraal- en aortakleppen). De belasting van het hart (VB) kan gevarieerd
worden. De spanning op punt M (zie fig. 1) stelt de druk in de linker ven-
trikel voor; de stroom door RB de ejectiestroom. Deze twee grootheden wor-
den bij het hart gemeten. Hun gemiddelden worden tegen elkaar uitgezet. De
verkregen grafiek is een karakterisatie van het hart. Voor het schema van
dit circuit zie fig. 1. Er geldt steeds VB > VA' Laat V' de spanning voor-
stellen op het punt S in dit circuit, en iZ’i;’iz de stromen door de ver-

schillende stroomkringen, dan zijn er drie fasen te onderscheiden:

fase 1: V* < VA R iz £ 0, i; =0,
fase 2: VA < V: < VB, iz = i; =0,

R .k = .k
fase 3: VB <V > i, 0, ig # 0.

Voor deze drie fasen gelden nu de volgende differentiaalvergelijkingen;

¢ = ¢ (v)
«av*  act o« VYV Va X VA-V*
fase 1: C — + — V + =0 i, =
dt ) >
dt R, A R,
* *
. ~x dv dC . * _
fase 2: C it + It vV =0,
* * vy vy
Lxdv o deT ok B _ x _ B
fase 3: C rre + TS vV + R =0, 1z =R



Figuur |

Met behulp van de volgende schaling

* * . . *
vV=Vv'/v,, “‘VB/VA’ C(t) =R, C (1), 1—RA/VA1 . y—RB/RA

kunnen deze vergelijkingen als volgt worden samengevat:

dv dC

1y (<ve1) + YTE g ymyy =
T A (V-1) 8 (=V+1) + Y - 6(V-u) =0,

C

met 6(x) =0, x<0, 6(x) =1, x > 0. Dan geldt iA =1-V, iB==(V—u)/Y.
Met een willekeurige waarde voor V op t = ty is deze vergelijking op-
losbaar: het niet-lineaire karakter treedt op bij de overgang tussen de
verschillende fasen. Voor elke fase is de oplossing voor een functie C(t)
met C(t) > 0 en 1/C(t) integreerbaar algemeen voor te stellen uitgedrukt
in Vi = V(ti) met t = t. het begintijdstip voor de beschrijving van de be-
treffende fase. Een oplossing zal dus in het algemeen impliciet gedefini-

eerde relaties bevatten voor de waarden ti’ i>1.

I -I5 T @

Y
dT+K1) E3) e .

. _ [yt
fase 1: v(t) = \ft] e

met V(tl) = V1 (= KI/C(t])),



fase 2: v(t) = K2/C(t),
met V(tz) =V, (= K2/C(t2)),
1 ¢t 1
1t 1 -= dt
- I —— dTt' Y °t C(t)
fase 3:  V(t) = <$ J‘EB oY ‘t3 C(th) dT+K3> C(‘t) e 3 ,

met V(t3) = V3 (= K3/C(t3)).

Daar de functie C(t) periodiek met periode T wordt verondersteld, kan men
zich afvragen of het systeem ook een T-periodieke oplossing toelaat. Deze
eigenschap zal afhangen van de periodieke functie C(t). In de Appendix zal
bewezen worden dat er inderdaad een unieke T-periodieke oplossing bestaat
indien de functie C(t) de vorm heeft van een blokfunctie (zie hieronder).
De overgang op de nieuwe grootheid w(t) = C(t) V(t) is daarbij van nut.
Bij benadering zal de T-periodieke oplossing worden berekend en met

behulp van deze oplossing zullen de gemiddelde waarden van V en iB worden

bepaald:

= _ 1T T _1 T, . _ V-u
V=g fo v(t)de, i =3 fo ig(e)de, ip=-—=.

Uiteindelijk zal IB worden vergeleken met de gemiddelde spanning

in het punt M : GM =V - yi_. Het zal blijken dat dit verband, bij veran-

B
dering van de variabele u, bij benadering lineair is en de vorm heeft

VM = V0 - AIB’ A > 0, na eliminatie van p. De waarden VO,A zullen bepaald

worden.

2. BEREKENING OPLOSSING MODEL MET DE KEUZE VAN EEN BLOKFUNCTIE VOOR C(t)

In het vervolg beperken wij ons tot een blokfunctie voor C(t):



C(t) = C0 + C] , El <t <ty t, =t = T]
C, _ _ _ _

C0 + C] ——E—l-(t-tz), ty) <t < ty, ty - t, = €
c, _ L
Co—ﬁ(tt3) ,t3<t<t4, t4—t3=6]
C0 - Cl ’ t4 <t < tS’ t5 - t4 = T2

C, _ _ _ _
C0 - C1 + g(t—ts), t5 < t < t6, te = t5 = 52
c, _ _ _ _ _
Cy + g(t-t6) s tg <t <ty £y -to =€,
met t7 - t1 =T,

1~ 8p S8 8y << Ty~ T,.

De essentiéle moeilijkheden bij de oplossing van dit model bestaan uit de

zie fig. 2; hierbij is verondersteld dat ¢

impliciete relaties voor de tijdstippen tss i 2 1. Voor een berekening van

de gemiddelden V,_, i_ zijn deze grootheden noodzakeli jk.

M’ B
C+C. 1 T] Tl
~C(t)0o"1°
1~
o
Ty
C.—C
0 1 816] 62?% 3
t] t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8
-t

Figuur 2



Door de speciale (en fysisch zinvolle) keuze van de functie C(t) zijn de
impliciete relaties echter oplosbaar, terwijl de oplossing expliciet is
voor te stellen. Tevens kan dé middeling worden uitgevoerd op de orde Si
nauwkeurig.

Bij de beschrijving van de oplossing is het noodzakelijk de volgende

gevallen te beschouwen:

Cc,+C c Cc.+C
0 "1 0 1
geval A: u < < — < — ,
C0 C0 C1 C C]
geval B: CO+C1 < qu < CO < C0+Cl
H — — >
C0 CO Cl C Cl
seval C: C0+C] ) C0 <y e C0+C1
CO CO—Cl CO—C1
Stel dat t = tO’ El < tO < EZ’ V = 1 en dat het systeem verkeert in fase 2,
dan geldt g% =0 en volgt V = 1, ty St < EZ' Vanaf dit tijdstip is het nu

mogelijk verder te rekenen en met twee nader te preciseren benaderingen
tijdens dit proces blijkt het mogelijk een T-periodieke oplossing te bepa-
len. Voor geval A zal de rekenwijze worden uitgewerkt, voor de twee overige

gevallen (B,C) zullen de resultaten worden vermeld.

Notatie

De oplossing zal stuksgewijs bestaan uit continue functies Vi; bij
elke Vi behoort een constante Ki; de tijdstippen Ei hebben betrekking op
de functie C(t); de tijdstippen ts hebben betrekking op de overgang van het

systeem naar een andere fase.

C.+C
Geval A, u < o_1
C
0
Gegeven is V = 1, E = E2’ met systeem in fase 2. Voor EZ <t < E3
geldt C(t) = CO + C] - El(t—EZ); de nu geldende differentiaalvergelijking
1
luidt
d -
'd—E(CV) - O’

met VCEZ) = 1, dus



V](t) = C 3

] —
C0+C1_El_(t tz) '
zolang fase 2 geldt en t < 23.

C.+C
- 0 "1
V](tB) = C > u’
0
vanwege de aanname in geval A.
Dus er 1s een waarde t = t1 < EB’ waarvoor V](t]) = U en waarna
fase 3 optreedt, omdat V over de grenswaarde p heenschiet., De oplossing

V](t) geldt dus voor t, < t < t,. De waarde t volgt uit

2 1 1
-~ E] u=1
Vit =ur oty =ty + q(CoJ'Cl)(T-'
Voor t1 < t < E3 geldt
C1 _

1

de nu geldende differentiaalvergeiijking luidt:

-C
C(t)%% + (:;l>v + Y?H =0,
1

met V(t]) = pu., Algemene oplossing homogeen deel

1t 1
% . Yt Tm dr.
c(t) ?

v(t) =
€M
particuliere oplossing Vp = —————., Er volgt met gebruik maken van

EI—CIY
Vl(tl) =y

c, _
- C0+C1_ g;(t~t2)\
Y K YC 1n( . +«CcH/u )
V() = —L 2 o] 071
2 - El—Cly C1 _ ?
co+cl-;;—(t—t2)

1
met Vz(tl) = u, dus



; X c, _
-C,Y . (¢O+C 1} —Zl_(t—tz)
€M (CO+C1)(€1‘CIY> YC, 1n\ (CO+C1)/“ )
V,(t) = T + : c, . e s t>t
C0+C]-E—(t—t2)

1

zolang fase 3 geldt en t < t

3.
Uit de differentiaalvergelijking volgt, daar
1 i
— +=<0 en ——<0 <y,
€ Y e, —C.y
1 1 71
dv,

dat zolang v, >, > 0, dus zeker VZ(E3) > p, Dit betekent dat de op-

dt
lossing V2(t) geldt voor tp<t<t

Voor E3 <t < E& geldt C(t) =

tiaalvergelijking luidt

-C
dv 1 V-
C(t) d_t+ (—g——)" +—1‘l= 0,

3¢
o~ 37

(t—E3); de nu geldende differen-
1

1 Y
met V(t,) = V,(t,). Op analoge wijze geldt nu C

P 7T - e,

84 0 61 3
1n )

v,(t) = 51U + K3 eYC] CO
3 S -C]y C _ 4
Co-5 (t-t3)

iy = () () 5
- . b
273 € Cly Co €4 C]y
S.u K
- 1 3
Volty) = +——F—+ =,
3'7°3 61 CIY 0

dus

1»



€ C.u
! ln< 0 )
K = l: Elu _ 5]Ll . /C0+C1). ( —C]'Y ) e'YC] C0+C1 -I
3 0 e,=CY §,=C,y \ C, e;=C,Y |
. €1 1 8 v . .
Ook nu weer blijkt, daar 7§;-+ ; <0 en ST:ET;-< 0 < p, uit de differen-
tiaalvergelijking dat zolang Vi > W,
dav
3
a9

dit betekent dat V3(t) geldt voor t, < t < t,.

3 4
Voor t4 < t < t5 geldt C(t) = C0 - Cl; de nu geldende differentiaalver-

gelijking luidt

<cydv , Vou_
(CO Cl) It + 5 0,

met V(ta) = V3(t4), dus
1

- e (t-E,)
y(CO—C]) 4
e 3

(t-t

V4(t) =u+K,

- Spu o e S
3*74 6] CIY C0 C] 81 CIY 6] Cly

V4(t4) =y + KA'

Door V ) te benaderen tot op orde e, en 6% nauwkeurig volgt voor K

38, 4



Sy 1n<co"cl)
. C0+C] yCl C0
C —C

- u+ O(sl) + 0(6?).
0 "1

De oplossing V, zal voor E4 <t < ES steeds groter zijn dan u; voor t = t

4
benadert V4 de waarde p exponentieel; voor t > t5 geldt de differentiaal-

5

vergelijking

C
av ("1 V-p _
c(t) Tt \_62)V+ ~ = 0,

dus de oplossing zal verder dalen en snel onder V = y gaan. De bijbehorende
oplossing is te bepalen; daar de bijdrage van deze oplossing in de bereke-

ning van het gemiddelde V echter een exponentieel kleine bijdrage geeft,

=t V =1uen

benaderen wij de oplossing door te stellen dat op t = t 9

5
dat het systeem in fase 2 verkeert. c
-— - _ _ ] __ .
Voor tg < t <t geldt C(t) = CO Cl + 62(t t5), de nu geldende
differentiaalvergelijking luidt

met V(ES) = u, dus

(Cy=Cm _
Vs(t) = C] _ 3 t > ts’
CO—C] +-6——(t—t5)
2
zolang fase 2 geldt en t < E6’ dan
C.—-C

-, _(0"1\ |
Vs(tg) = ( c, )W

de aanname onder geval A impliceert
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c,—C C,+C
01 01
(&) < (o)) <

Dus er is een waarde t = ty < E6’ waarvoor VS(t3) = 1 en waarna fase 1 op-
treedt, omdat V onder de grenswaarde 1 schiet. De oplossing VS(t) geldt dus

voor ES <t < t,. De waarde ty volgt uit

)

V5(t3) =1 t3 = t5 + ET(CO_CI)(U—I)'

Voor t, < t < E6 geldt

3
c

] -
c(t) = Cop = Cy * 6—2(t—t5),

de nu geldende differentiaalvergelijking luidt

C
dv 1
C(t)a"‘('g—)V +V-1=0,
2
met V(t3) = 1. Algemene oplossing homogeen deel
t 1
K, gy "
V(t) = e 3 S
c(t) ?
)
particuliere oplossing Vp = ETIEE . Er volgt met gebruik maken van
v.(t,) =1 C
573 1, -
s, fCoCrE (ets)
-2 1n 2
62 K6 C] (CO—C Ju
V. (t) = + e ]
6 Cl+62 C1 _ ’
Co=Cy + 5 (tts)
2
met V6(t3) 1, dus Cl
c 5, o CitE (tts)
(C,—C.)u ———L—- - —g 1n 2
62 0 "1 Cl+<32 C1 (CO—C])u
Ve (L) = ¢, c e > t>tg,

] -
CO—C1 +E;;(t-t5)

zolang fase |1 geldt en t < E6‘ Uit de differentiaalvergelijking volgt, daar



c 8 8 | av

1 2 2 6
6—2-+_1 >0 e“?FG—z <1 dat Z°1ang'c']—4T2 < V6 <1, T 0, dus zeker_
V6(t6) < 1. Dit betekent dat de oplossing V6(t) geldt voor ty < t < tg.
Voor E6 < t < E7 geldt
C] _
C(t) = Cy + —(t=tg);
2
de nu geldende differentiaalvergelijking luidt
C
dv 1
C(t)E‘F(-E—)V +V -1 =0,
2
met V(t,) = V,(t,). Op analoge wijze geldt nu
6 66 C,
€ CO'F—_(t_t6)
2 2
K "¢ lm C
Vo(t) = 2, 7 o ! 0
7 Cl+£2 ¢, . ’
Co+ o (ttg)
2
met V7(t6) = v6(t6).
% 1n( €o )
v (_E ) _ 62 .\ (CO—C1>u C] )e C] (CO—CI)U
' 9
66 C,+5, Cy \C1+62
> K
- 2 7
Vv (t ) = + - s
7°76 C1+€2 C0
dus
K _ ¢ [ 52 _ €2 . <CO“‘C]\U/ C] >e C1 (CO_CI)U 'I
7 olc,+s, ~ Ci*e, c, / \c+s, |
C1 22 _
Ook nu weer blijkt, daar — + 1 > 0 en =——— < 1, uit de differentiaal-
€2 Ci+e2

vergelijking dat zolang

dus zeker V7(E7) < 1. Dit betekent dat de oplossing V7(t) geldt voor

t, <t<t

6 7°

11
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Voor t7 <t < t8 = t2 + T geldt C(t) = CO + C];

tiaalvergelijking luidt

de nu geldende differen-

av -
(CO+C1) E+V - 1 = 0,\

met V(t,) = V7(E7), dus

7)

V8(t) =1+ K

Sy o
. 62 _ €9 . CO—C1 u/ C] E;anCO_Cl)u
€ 0[C. +§ C +€ C \C +6. /e
Vo(E.y = 2 172 2 0 1772
7\°7 C +e, Co*C,
_ 2 1n<CO+C]>
¢ o
€ ’
V8(t7) =1+ K8.

nauwkeurig volgt voor K

. _5_21n(_<;o_)
‘ - CO I— 52 +<C0-Cl>u< C] )e C] (CO-C])U-I
8 C,+C,LC+s, Co C,+s, |

Door V7(E7) te benaderen tot op orde e, en 62

2 8

~ 1+ 0(ey) + o(ag).

De oplossing V, zal voor t, < t < t, steeds kleiner zijn danl; voor t = t

8 7 8 8
benadert V8 de waarde 1 exponentieel; voor t > t8 geldt de differentiaal-
vergelijking

-C
dv 1
C(C)E'F(?)V +V—]=0,
dus de oplossing zal verder stijgen en snel over de waarde V = 1 schieten.

De bijbehorende oplossing is weer te bepalen; daar de bijdrage van deze
oplossing in de berekening van het gemiddelde V echter een exponentieel

kleine bijdrage geeft, benaderen wij de oplossing door te stellen dat op
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t=t V = 1 en dat het systeem in fase 2 verkeert. Dan kunnen wij

=t
8 4
de oplossing voortzetten met Vl(t4-T), daar op t = tg de beginwaarde
dezelfde is als voor t = EZ' Wij hebben zo een benadering gekregen voor

een T-periodieke oplossing.

Geval B en C

Bij het berekenen van de oplossing in geval A blijkt de functie Vl op

het interval EZ <t < E3 het waardebereik [1,u] te omvatten op grond van

de gemaakte aannamen; tevens bleek V5 op het interval ES <t < E6 hetzelfde

interval te omvatten. In geval B is dit voor de functie v, niet, en voor

V. nog wel het geval, terwijl in geval C de functies V., en V. een kleiner

5 1 5
bereik hebben.
v (6= O Eee<iy, V)1, v, (=0
1 C > 2 3 1072 R C ’
C.+C. - —(t-E.) 0
0 1 € 2
(C,=C,u CoC
. oG T <<k Ty oy (S
Vg (t) = - » tg<t<ty, Voltg)=u, V5(t6)—-( C )u-
C —C . +—(t-t.) °
01 § 5
2
vy (ts) Vs (tg)
CO+C]
geval A, n < > M <1
C
0
C.+C C
geval B, 2: L. H<E fz < H <1
0 0 "1
C C,+C
geval C, e ft < p < CO_CI <u > 1
0 71 0 "1

Dit heeft tot gevolg dat er enige verschillen optreden in deze gevallen
bij de berekening van de functies, volgend op V1 en VS’ omdat het systeem
dan in een andere fase verkeert. De voorwaarde p < g%:gl.in geval C treedt
naar voren om ervoor te zorgen dat het bereik van de functies V5 en V6

samen wel het interval [1,p] omvat.

&
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OVERZICHT RESULTATEN

GEVAL A
fdse 2
(C,+C.) €
_ 0 "1 - - 1 p-1
vy(e) = c, _ > 25t BT hH +c_l(CO"Cl)<—u') .
Cy*C, - ET(t—tz)
fase 3
. Cp
-,y ‘, C0+Cl-€—l(t—t2)\
At (CO+C])(e]—Cly> Yclln( (Cy*C ) /u ) -
Vz(t)=€1_c]y+ ¢, _ _°© > fpet<ts.
C0+Cl - '-e—l—(t—tz)
fase 3
sl n( Cou )
€ u 6]1.1 . C0+C1 —C]y eyC] CO+C]-|
§.u 0 el—Cly $ —C]y c e.-C.y |
vy e, 1 0 171 .
3 61-C]Y C
C, -+ (t-t,)
0 6] 3
C] _
5, Co'ET(t t3)
¥C, tn Co ) - -
x e s ty<t<t,.
fase 3
| ln( COU \
_ _f (S]u / CO EIU (Sl].l CO+C1\ C]‘Y \ YCl C0+C1/-|
VW =ur s eyt )l cy Ty T\ e \e=c I
S R N g VAR I RO B AIRANS Bl
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8 ln(CO_Cl) 8 ln(co’cl)
¢ o Co*Cy 1 o

Joleer)e 0 ]

1

*x e +O(61) +0(el), t4<t<t5,
- (t-E,) -
C0+Cl Y(CO_CI) 4 “ _ _
V4(t) =u+ Kco_cl)—u]e +0(8)) + 0(e)), t, < t< te.
fase 2
(Co=Cpw - - 5
Co=C, +—-(t=E.) !
071 ¢ 5
2
fase 1
C1 _
c s, Lo Citg (tts)
(€ ~C ) u( ) = =21 2
8, 01T +3, P (T _
V6(t) =35t o e 5 t3<t<t6.
2 c.-C +-—1(t-E )
01 ¢ 5
2
fase 1
621n( o )
c [ 62 _ 82 +<CO Cl)u( C] )e C] ZCO Cl)u ]
V(e = €, , 0 CI+62 C1+e:2 C0 C1+<S2 .
7 C1+€2 C] _
C.+—(t-t,)
0 ¢ 6
2
C1 _
e, Co'*E;(t'ts) ) _
- C—ln( C ), t6< t< t7.
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fase 1

1g0 =1+ fo s (e o et (L) O
8 C]+a2 C0+C] C]+6 C 5 9

l —-—
- (cdicl)(t‘t7)

2 - - -
* e +0(62)+0(ez), ty<t<tg=t,+T,
[ Cy=C, 1 (C +C )(t t ) - - -
V8(t)=l+|-(E—OTC—1-)1J-]J e +O(62)+ 0(82), t7< t<t8=t2+T.
GEVAL B
fase 2
(C0+Cl) - -
V](t)— Cl s t2<t< t3
CO+CI——€—]—(t—t )
fase 2
(C,+C.) S C.+C
_ 01 _ = 1/ 0 1)
e D L T o © R
o5 (t-t3)
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fase 3
C] _
c,v s, {Co - ET(t't3)
8, (c]y—al) (Cp*cp) Yclln\ (Cy+C ) /u ) _
CO——-]—(t—tB)
fase 3
°1, ((Co"cl)“) IR SN
C.y CO+C] YC] C0+C1 Y(CO—C]) 4
TR (A s ,
4 Cly—él CO—Cl
1 i 't':4< t<7:5,
Cy*C - y(co-c])(t't4) _ _
v4(t)=”+[(c Cl)_ ] +0(6]), t, < E< s
fase 2
(Co=Cpu - - 5
Vs(t)= a > tg < t< t3, ty = tg + C_(CO_CI)(“_”’
C.-C +—1—(t—-E) !
0 71 § 5
2
fase 1
¢
c 5 Cp=Cy + 5 (t7ts)
(Cc,-C.) ———l—- ——21 2
5, 0 1"MT+E, c, " (€,=Cw _
V6(t)=C 5 + c e s t3< t< t6.
172 ¢ ¢+ e-t)
071 § 5
2
fase 1
il rls)
CI' 62 ) 82 +(C0—Cl)u( C] \e Cl (CO CI)U]
Voo - €, . 0[C+8, C +e, <o C]+62} .
7 C.+e C
b2 C +——l—(t—E )
0 ¢ 6
2
C1 _
e, Co o (t-tg)
- —1n 2
cwnl—t—)
. x e
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fase 1

ooy o122 +< €o >[ 5 5 +<C0'C1)u( € >e €
8 \C,+e e, \Cy*¥C /IC+S, C +e, C C,+5,

1 0 0
€ C.+C
2 0 1
-— qln(-—co——) (C +C )(t t ) _ _ _
* e —1}*e ’ t7<t<t8=t2+T,
621n< CO \
tg0 - 10 (o -+ (L) Coer/
t)=1+ e - 1p =%
1c0+c] C,+s, \ <, C,+8, |
(C +C )(t t.)
2 - - -—
*x e +O(62) +O(sz), t7<t<t8=t2+T,
-——1———-(t t )
l— C Cl\ 'I (C +C ) - -
V8(t) =1+ l_(co+c /u— 1J +0(8 )+O(€ ) t7< t<tg=t,+ T.
GEVAL C
fase 2
vV, (t) = (C0+C1) t,<t<t
1 c, _ 2 3°
CO+C1 ——I-(t—tz)
fase 2
(C.+C.) § C.+C
_ 0”1 - 1 _ 0
V(1) C > Byttt =ty c’(co Y )
C. = —1(t-F.) :
0 61 3
fase 3
CI _
C,v 5, /Co B ﬁ“'%)\
5 u (cly—al> (Cp*Cy) e, ™ o ) _
V3(t) ~51_Cly+ e N ty<t<t, .



4 5°
1
C.+C (t-t,)
O I Mt A VR T (PRl -
Vl}(t) = 1—1"'[ CO_C] U + 0(6])’ t4< t< tst
fase 2
(c -Cl)u - -
Vs(t) = C] . tg<t<te.
C0 C]+§-—(t—t )
2
fase 2
(Cy=Cpu - - = 5
— < < = —_—
V6(t) Aamnaanl te <t <ty ty =t + C1((C0 Cl)u CO).
Co + o (t-tg)
2
fase 3 C1
C.+—(t-t,)
C € 0 ¢ 6
(Cc.-C )u( L 21n/ 2 \
€y 0 “177\C *e, C, \ (Cy-Cu ) _
\Y (t)—cl+€2+ Cl . e , t3<t<t7.
Co * eo(t=tg)
2
fase 3
e (et
v (t)—1+[ e C])“( Gy, G N,
C,*e, \CO+C1 C1+52/
(C +C )(t t ) _ _
* e , t7<t<t8=t2-:T,
CO—CI 'l (C +C )(t £ -
Vs(t)=]+[<c ¥C )u_lJe *0(ey), ty<t<tg =ty + T,
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3., BEREKENING GEMIDDELDEN VM, IB BIJ DE GEGEVEN FUNCTIE C(t)

Voor de gemiddelde waarde van V,, geldt

M
_ t+T ty+T t,+T t,
™, = [_7 Vy(Bde = [ 7 (V()-ipn)de = [_ V(yde- f iy de,
2 £ £ :
daar enkel voor t, <t <t iB # 0, dus
t,+T t t,  t+T
V. =f2 V(t)dt—fzm—ll-ydt=/f ]+j2 )V(t)dt+u(t -t,).
M - t Y \’- t 2 71
t 1 t 2
2 2
Voor de gemiddelde waarde van iB geldt
t t
s 2 V(t)-u _1 2 _u _
i, = jtl ——77—-.dt 7 ft] V(t)dt Y(t2 £).

De berekening van VM en IB zullen wij uitvoeren tot op orde 5?,5%,61,62

nauwkeurig, Dit betekent dat de integralen over de intervallen van lengte
€. worden opgenomen in de orde-term.,
Beschouwen wij eerst O(l)-termen, dan leveren enkel de integralen be-

horend bij V, en V, bijdragen. Voor de drie gevallen A,B,C zijn de functies

4 8

V4 en V8 identiek indien termen van orde Si; € worden verwaarloosd.

t, Es/ y(c =c )(t £,)

[ 7 v, (t)de=[ Tlu+k, e dt =
o Vaes [k, )
t t

4 4 T
3 2
y(C,-C.)
Tou + Y(CO—C])K4<1“'E 01 )
en
- - (tt)
t t (C +C )

f_8 V8(t)dt==f_8(1-+K8 e )dt =

t t
7 7 T

1

B ( _ B (CO+C1)>
= T] + (CO+C1)K8\] e .



Voer de volgende notaties in:

T, T

- y(ﬁoLc]) ‘ - TEBIE{T

Q
1l
L
1

-
™
1]
|
1]

Dit levert met de eerste orde benadering voor K4 en K8:

C.+C 0=C
01 A 1\ -
K, "EB:E; Hs Kg = \ } Wl

voor VM en 1B:

M 1

1. = X1y + y(c.—c )[(C +C])— 1 } i T
BT L2M T YT | CyC o o v

= (C0+C])a - (Co'cl)““°

-C
V. =T, + (Cyt+C ){( 0+C]\ T 1] B + uT
Co*¢y

o

[a—

Eliminatie van u levert

. (C0+C1)0L—T1B
- — B
(c0 C])a

T
2

o T _ 1 _
en dus tenslotte het verband tussen VM en i, (met 6] = T 62 =T

(CO“Cl)aVM + [62T4-(C0—C1)8]1B = (CO—C])ael + (CO+C])a62.

Om de berekening van de termen van orde 6],62 uit te voeren, moeten

wij de gevallen A, B, C onderscheiden. De resultaten van de verschillende

integraties worden hieronder samengevat.

C
. . : 1 -
GEVAL A, integraties s CO-§—(t—t3)
- 1 ln/ 1 \
t K vyC, "\ C )
4 - 4[ 3 1 0 |
3 3 CO - g—]-(t—tB)
(intggrand ontwikkelen naar 61)
BIBLIOTHEEK M2 AATISCH CENTRUM

THEN
AMSTERDAM ——

21
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C.+C C.+C C
0" "1 (70771, ([ "0\
G dt + 0(67) 61\ c, jln\ Co_Clj + 0(8)),
CO - :(t‘t:;) '
C.+C Cc.—C
V4(t)dt = 2'|J+'Y(C +C_)a-v(C.,-C )Ua+61{u+( OC 1)11:1( OCO ]>
+0(8 ) + 0(e.),
/CO C
Vs(t)dt = 62],1\ C] / Inpy + 0(6 ),
(%%, 0 G0 2
V8(t)dt = T14-(C —C])us-(c +C )8+
1, (S04 (-1 ( % W
* %2 Solc; * (e /“\c AN L
+-0(62) + O(ez).
B, integraties

Vz(t)dt =

V3(t)dt

V4(t)dt =

Vs (t)dt

+

/CO+C1\ C

0 2
e ) O

5]\ Cl / n\————CO_C] /+ O( 1)

Tou+ v (Cy+C )a=v(Cy=C Iua+

2

5 (S0 Cl\[ Lo (S50 (ot >1n/<co‘cl’“\
1\ c, ) \c,-¢,/ "\c ¢ \ ¢,*C, /
qu(ca;c / lnp + 0(82)

]a+ 0(6%),



t C,-C c
6 _ (70 "1 0
ft3 V_(t)dt 8 H{ C 1111((C0_C]) ) + 0(87)
tg ’
IE Vg(t)dt = T, + (Cy=C,)uB = (Cy+C )8 +
7

+
O')

1

GEVAL C, integraties

t C +C c
{h v, mae = s (% ]> ( 0o_ 1\, 0(s9,

T 1 (Cy*C) /u)

3
t C,+C (C,+C.) /u

4 P A M A T A e 2
ft] vy (t)de = a]\ C 1n\ CC,; ) +0(87),
£
IE v, (B)dt = Tyu + y(Cy+C)a = y(Cy=Clua +

4

/CO C]\r /C +C]\ (C +C]\ {(C -C )U\]
sl o) * (o) e e ) 00

t c.-C C
f_6 Vg (t)dt = & (0 ])]11( P ) 0(55),

+ (Cu=CpuB = (Cy+CIB + O(e

8
IE Vg(t)dt = T, NE

De gemiddelden ﬁM’ IB kunnen nu worden bepaald; de resultaten

luiden:

GEVAL A: ¥y, i,

- / t1 EZ+T\ ) B
V), = \IE + ftz /V(t)dt+u(t2 £) =

[—é— (c c)u(%l__l_l- (T(%S%W»]Mo(a;no(ez).

23
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Hieruit volgt

CO-C

(€07 %1\ (Co C]) ( % \
= 62u\ C] }]11u + 62u C] 1In (Co_Cl)uj +

+ T, + (C —C )uB _‘(CO+CI)B +

1
Cy=C _
o ol + () (B o) +

Fu(T,#6)) + 0(82) +0(e)) + 0(e,) =

=T, +ul, + (C -C )uB - (C“+C )B +

C,~C C
HETLIR {uB*—&——(l-u)4-( ]\(1 -8)uln ( Of%}) +
( ]>Bu 1n u] +

+ o(sg) + 0(e1) + 0(62),

t
1 2 U
= - v(t)dt - =(t,-t,) =
Y f t (£) Y( 2 1)

< =

C0+C C ]
[6] C )1n. C C /J* [TZU'*Y(C +C )a Y(C -C )ua] +

1, [ (% +Cl\ (o )1
+ - aju + 1n (T+6)+O® )+O@ )—

R L oy \0 I
_ [(1=a)C 1), (% \_ /l—a\]
= (C +C )CX. (C ~-C )]JO."‘(S]!_\ Y /}\ C] ) In \CO—CIJ U\. ” } +
+ 0(6?) + 0(€]).

(1=a)\(%0*C1\. 1 %0
[1=a + 008 +0(ey) =
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(C.+C,)a-Ti
_ 0 B 1 [/ _ 7\/-(1—a))
B (PR +61((:O—cl)m[\(co"“("l)‘" Pel\avc,cy)

Cc,+C C
0 "1)/1-a [ 70 2 _
4-( c, '}( - >]JIKC0_C]/] + 0(61) + 0(e]) =

(CO+C])a-T1B

= (CO'Cl)a + 0(5]) + O(el).

+ T+ (Cy=CuB = (Cy*CIB +

=T, +uT, + (CO“Cl)UB - (C0+C1)B +

c.-C
0o, [
C

C C.-C
[ 0,,_v.,[0 "1
BU+BET(] U)"‘\ C]

o(af) + o(ag) +0(e)) + 0(e,).

/ \ (S VT,
)t NOSRI

1
;[Tzu + Y(CO+C])a - Y(CO—C])Ua] +
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+

Nu geldt voor TEB

geval A; ontwikke

(c

\ .
/]

| (C.-C)u
T A A A VA A T T
7 e, N e )

/C]-CO . C0+C]>

uf
Wt e T T

) +0(8%) =
(C +C )a - (C —C])ua +

0=1\/Co*C (Cy=CH _\/%~C; 5
SN 10 (S50 - (D)o

niet meer de lineaire afhankelijkheid van p zoals in

len naar 6] geeft

0+c1)a—TIB (———) I (€0*C) ><]4_1n(c0-c1)\ .

(Cy-Cpa l(C -C)al “\ c, Cy*C, )
C ]\/(C +C )a TlB\

+ / +
" A, epe )
(
\

C.+C (C.+C.)o~-Ti
0 1), [0 1 B\ 2, _
¢, ) "\ T gy e ,/] + 08 =

\
- l=-a - -
T )
- Corepe TlB+-5 \ f-fcofcl\111<1- he \-TlB]+-o(62).
(C,=Co 1(c, Cl)aL N (Cy*Ca/) Cia]
GEVAL C: ¥, i,
N A M AT L (S~ (%

+

+

T, +(Cy=CuB = (Cy*C,)B +

C +C]

1{T2+6(l—%i'0 0>+0® )+O® )+0@ )+O® ) =

T] + uTz + (CO—C])uB - (CO+C1)8 +
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C.+C C.u
(OC ]){1+1{ 0 ))]+

C.—-C C
( OC ]>1n( 0 ]> + O(Gf) + O(Gg) +0(e;) + 0(c,).

o3 1 5 C0+CW1n C0+C] \
B Ll I\'c, (Co'Cl)“/' +

1 .
+ ;[Tzu + Y(CO+C])a - y(CO—C])ua] +

R Tt I A M A VR A i D
M N e \co-c1,<‘ BN DIk
Cc.-C C.+C
s (5 ) ok -

= (C +C )a - (C —Cl)ua +

/a_]\/C +C \/1 o1 /(CO-CI).]J.)> .

+
Rl ey S o
C.-C :
{1—a 0 "1\ 2
Dit geeft, identiek geval B
- 1-a < T
- (C0+C1)G—T1B+ 5 _'Y__> l-_ (C0+C]\1n/1 _ TlB _TlB'l+0(62)
(€y-Ca 1 (Cy=Cpal C, /7 \ (Cy+C))a Cla_l 17

4. VERBAND TUSSEN \—/M en IB NA ELIMINATIE VAN u

Substitutie van de gevonden formules voor u in de uitdrukkingen voor

V. levert de volgende resultaten met

M T2 T1
e = .r]i]_ e = T_z o = ] - e Y(CO_C]) B = e (CO+C1) .
1 T? 2 T? ? :



28

GEVAL A
(CoCya T + .0, T+ (C -C, )B+s [1_/1'0‘\/ %! \+s\] .
Vet Eaulie 'Rl L (g S | NN (eI VAL
C, ,C,—C C
0 0 1) 0
+6 [B-B——- < (I—B)ln( ) +
21" °c, C, ] Co-C,
"\, Bln\c0 ¢, ©ycpa)lf ~
= (CO—Cl)ae] + (CO+C1)0L62 +
[ ) B (C +C > /C +C )
+8,1 0+ (Co=CP - c,-¢,/"\"c; \c —c )
fC +C o
o (ST
/(C0+C )OL\( 0 /CO C]> / C
+52[\ T / pC] \ C] (1 B)ln\co +
/ 0 ) C0+C1 Ti )
"\ B ln C, €, (©,=C e/
(CA=C,)C 0B |
07"1°~0 2 2
+62 ——T—C]————+O(61)+0(52)+0(e])+0(82).
GEVAL B

- = .7/ _
(c0 Cl)oc Vy * 13192T+ (c0 CI)B +

C .+C Ti
By [1=a)([(0T T, [ B\, T\
+ 6][(62+(C0 C])T)<T>(< C >1n\]— + +

1 (CO+C])0L/ C]a/

(CO—CI) (CO—C]) /co+c ) (C0+C1 Tig \]
- o 1n - +
C, T \ C, Cy=C, (C,=C o)

o
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c c.-C C C.-C C.+C Ti
A AP 0 V(0 "1\, (0“1 __ B =
+ 62[8 BE; \ Cl )(1 B)1n<C —C1)+< Cl )Blll(Co—C] (CO‘C])G>]}—

i | ( (CO'Cl)“)(Co“Cl Co \]
= (Cy=Cylad + (Cy*Cylab, + 61[\ T c >1n<CO+Cl>J *

+ 6

{((CO‘CI)G\<C°+C1\ 6—3294-/C°_C1>(1—s)111< o\,

T Acy=¢,/L NP ¢,-C,/

2 0

(%~ Co*Cy Tig ) <(C0fcl)a) Co\
T e, TG/l TATTT )P St

0 ¢ (G
+ 0(8%) + 0(8%) + 0(e,) + 0(e.)
: 2 ] 2)-
GEVAL C
(CO-C])aVM+-1B{62T + (CO‘C])B +

[ 8 1-a> Co*":) Ty ) T)
+ 6][(62+(CO C])T) ~ -—ET—— 1n{ 1 (C0+Cl)a 4‘C1a +

(Cg=C)) /(C4=CpJay Co+Cpy  Co¥Cy  Tig
T T¢. I o b Vepvereiy coerean oy Bt
I - I 0 ¢ S

. (_.__.) in (%Cgc] )} -

= (CO—Cl)ae] + (CO+C1)d92 +

(Co=C.)ay /Ca+C
e (L0 U0
. TN

(C.-C.)ay ,C+C C
()T ()
+62\ T C] ].]f].c_cl +

+ o(af) + o(ag) +0(e)) + 0(e,).
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APPENDIX
Stel w(t) = C(t)V(t), dan gaat de differentiaalvergelijking over in

- 10 (=i * D) = 2 atey= W8 (g = 1)

L w= -

dt C(t) C(t)

Geven wij het rechterlid aan met g(C(t),w) = f£(t,w), dan kunnen wij in het
(t,w)-vlak, tl_ t< t]+-T 7 de eigenschappen van f(t,w) onderzoeken. Bij
de gegeven functie C(t) is het mogelijk het (t,w) -vlak op te splitsen in

3 gebieden, overeenkomend met de drie fasen 1,2,3: FI’FZ’F3' Vanwege de
periodiciteit in t is het voldoende t te beperken tot het interval [tl,t1+T].
De begrenzingen van de gebieden worden bepaald door de lijnen w = C(t) en

w = uC(t), zie fig. 3.

71
% T
t5 e
+t
t4 4
t3
t
) F Fa F3
Y
w=C(t) w = uC(t) LN
Figuur 3
Er geldt:
(t,w) € F| =-£%—w > 0,

(t,w) € F, = TV 0; de oplossing in het (t,w)-vlak wordt voorgesteld
door een rechte lijn, evenwijdig met de t-as, zolang echter (t,w) ¢ F
blijft,

2

&

(t,w) € F3 = é%-w < 0.



31

De drie gevallen A,B,C, die wij eerder hebben onderscheiden worden
bepaald in het (t,w)-vlak door de ligging van u(CO—Cl) ten opzichte van
C0 en door de ligging van uCO ten opzichte van Co+ Cl' Bij voorbaat is

verondersteld dat u(CO~C1) < C, + Cl; indien u(Co—Cl) > C04-C] dan zou de

0

weinig interessante oplossing w = LA met C0+-C1 < Yo < u(CO—Cl) kunnen op-

treden.

STELLING A (Hale [1], Chapter 1, Theorem 3.1). Als f(t,w) continu is in
D c R? en locaal Lipschitz continu met betrekking tot w im D, dan bestaat
er voor elke (tO’WO)(f D een unieke oplossing w(t,to,wo), w(to,to,wo) =W,
van de vergelijking i f(t,w), gaande door (tO’WO)' Verder geldt dat
het gebied in ]R3, waar w(t,to,wo) bestaat, E, open is en W(t’tO’wO) is con-

ttnu in E.

f(t,w) heet locaal Lipschitz continu met betrekking tot w € D als
voor elke gesloten deelverzameling U in D er een constante k = kU bestaat,

zodat

[f(t,w)-f(t,w)]| < kUlw—vl, voor (t,w),(t,v) € U.

TOEPASSING VAN STELLING A

Stel D = [E],E]+T] X [0,w+], met w_ > u(C0+C]), w, verder willekeurig;

+
f(t,w) is continu in D en f(t,w) Lipschitz continu met betrekking tot w

in D, want

1 1
(t,wl),(t,wz) € F] |f(t,wl)-f(t,w2)l-E7234w]~w2|S-ES:ETIWI wzl,

-1 - S
(t,wl),(t,wz) € F3 If(t,wl)—f(t,wz)l _YC_(tTIWI w2| SY(CO_Cl)Iw] w2|,

en ook de andere mogelijkheden geven analoge schattingen. Dus w(t,El,w(E]))

is uniek en continu in t,t, en W(El).

1

STELLING B (Hale [1], vergelijk Chapter 0, Theorem 3.1). Als J een geslo-
ten deelinterval is van R' en T: J > J een contractie afbeelding op J,

dan be#it T een uniek dekpunt w in J en voor vy in J willekeurig,
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convergeert de rij {wn+1 = Twn, n=20,1,2,...} naar w, n > » en
l&-wnl < Anlwl-woll(l—k), waarbij A de contractie constante is voor T op J,

A< 1.

Als J een deelverzameling is van ]il en T een afbeelding van J naar
een gesloten interval J' (T: J - J'), dan is‘T een contractie op J als er
een ) bestaat, 0 < A < 1 zodanig dat |[Tx-Tyl| < Alx-yl|, %X,y € J; A heet de

contractie constante voor T op J.

TOEPASSING VAN STELLING B

Stel J = [0,w,] en definieer T als volgt:
T(u) = w(El+T,E1,u) = V(E]), ue [0,w],

waarbij w(E]+T,El,u) de oplossing is van de differentiaalvergelijking op

tijdstip E]+T, met als beginwaarde w(E]) = u; u willekeurig, u e J. Uit

stelling A volgt dat V(E]) = W(EI+T,El,u) uniek is en continu in elk argu-
ment en zelfs 0 < W(E]) <w,, daar £(0,t) > 0 en f(w+,t) <0,

£, <t El+T, dus v(El) e J.
Wij zullen nu aantonen dat T een contractie is op J, dus dat er een A

bestaat, 0 < A < 1, zodanig dat
ITul—Tu2| < Alul—uzl.

Een royale bovengrens voor A zal blijken te zijn

Ty 0 Ty

max{ e , e

A= .

s €

Afhankelijk van de waarden up, U, (met u, < uz) dienen wij enige gevallen

1
te onderscheiden; voor elk van de volgende gevallen A,B,C,D zullen wij een

deelinterval I van [E],E +TJaangeven, waarop een bovengrens voor de contac-

1
tie constante kan worden gegeven. Voor t-waarden buiten dit interval geldt
dat daar deze constante niet vergroot kan worden, omdat altijd hetzij beide
functies W, = w(tl,E],ui), i =1,2, constant zijn, hetzij v stijgend, Wy

niet-stijgend, hetzij w niet—-dalend is. Ook is het nogmogelijk dat

&

dalend, w

1 2
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W sV, beide stijgen of dalen, maar deze situatie geeft analoog aan waarden

van t € I een contractie.
GEVAL A

Stel (El,ui) € Fi, i =1,2, dan geldt dat de krommen w, (t) =
= w(t,E],ui) voor El <t < Eli-T], i = 1,2 zeker in gebied F, zullen lopen;
de algemene oplossing luidt

T 1 ' . _(t 1
. IE G dt IE E??j'dT
Wi(t) = <f_ e 1 dt + ui) e 1 .
t 4
1
dus t.+T
_ f 1 1 dr
_ - El Cc(1)
lwl(t]+T])~W2(tl+T1)l = Iul-uzl e =
e Co*Cr
179! € 3

in dit geval is I dus [El,E]+Tl].
GEVAL B

Stel (El,ui) e F 1,2, dan geldt dat de krommen Wi(t) =

3 1=
,ui) voor t, < t < tli-T], i = 1,2 zeker in gebied F3 zullen

= w(t,E1

lopen; de algemene oplossing luidt

1 ¢t 1 ' _ 1t 1
Yoo memy o yIoem
_ H t t] t]
w.(t) = {~= f e dt+u. ) e .
i Y '+ i
t
1
dus analoog geval A: T]
_ _ - Y(CO+C1)
lw](t1+T1)-w2(t]+T])| = Iu]-uzl e H

in dit geval is I dus ook [El,E]+T1].
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GEVAL C

Stel (El,ul) € Fl’ (El,uz) € Fz; stel Coi-Cl-ul = u,
u, - (CO+CI) = v. Er kunnen zich nu 3 gevallen voordoen, afhankelijk of
de kromme w](t) voor t, <t < tg door gebied F., F, of Fy verloopt (resp.
geval CI’CZ’C3); zie fig.4 voor C2, fig. 5 voor CS' In geval C3 kan er
een contractie constante bepaald worden op het interval [t4,t5], analoog
als onder geval A en B. Geval C2 zal hieronder worden uitgewerkt; geval
C1 gaat analoog geval C2. .

Stel t = t, het tijdstip, waarop w](t)_F2 verlaat.

0

=Y il

figuur 4, 02 figuur 5, C3

Er geldt:

lwy (e +T) =,y (£ +T) | < wy () =w, (£ | =
u(CO—C])—w](EO) + wz(to) - u(Cy=C);
Coi;Cl - w, (e, 4T ) = o u, _p] < 1 )

wy(tg) = w(Cy=Cy) = p,y(w,(t,)=u(Cy=C.)) < p,(w,(t,) =~ p(Cy=C)) =
0,(v + Cp+Cy = u(Cy=Ci)); _

wl(tO) > w](t1+Tl); wz(to) < w2(t5), dus

Iw](t]+T)—w2(tl+T)I <
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u(Cy=Cy) = w(tg) + wy(ty) - u(Cy=C,) < _ ,
u(CO—C]) - (C0+C]) + (CO+C1) - w](to) + W2(t5) - u(CO—Cl) <
u(Cy=C,) - (Cy+Cy) + PU + pyv + py(CytCy - u(Cy=C,J) =

pyu + pov + (p,=1)(Cy+Cy = u(Cy=C)) < max(p;,p,) (u+v) =
max(p;,0,) lu;~u,l;

in dit geval is I dus [EI,E1+T]] u [E4,E4+T 1.

2‘
GEVAL D
Stel (El,ul) € FZ’ (El,uz) € F3, dan geldt dat de krommen wi(t),
i=1,2 voor E4 <t < EA + T2 zeker in gebiéd F3 zullen lopen en daar kan

een contractie constante bepaald worden, analoog als onder geval A en B.

Het niet behandelde geval (E],u]) € F, (EI’UZ) € F3 is te beschouwen

als een combinatie van geval C en D.

Toepassing van stelling B levert een uniek' dekpunt w, dus
W(E1+T,El,§) = w. Vanwege de uniciteit, volgend uit stelling A volgt dus
het bestaan van een unieke periodieke oplossing, die uniform asymptotisch

stabiel is. In fig. 5 is de kromme w(t,E],G) geschetst.
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