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Voor de sam
J. Kemperman., De verkre
overleg tussen B,L, van
In het bijzonder zijn de cent
komstig van Dr, Ir,

; aten ziin de vrucht van een gereg
der Waerden , 2 , van W 13 ngaaxy den en Jd. &K

real staande beschouwingen van blz, 3 t/m

A, van Wijngaarden,

vraagd wordt het verloop van de electronenconcentratie in een halfl-
oneindig kritstal, waarvan één zijwand stoctionnair wordt | Wi
kundig is het probleem aequivelent met een randwaardeprobleem blj een
niet-lineaire gewone differentiasalvergelijking. Deze vergelijking word®d
door transformetie der veranderlijken op een meer hanteerbare gedaante
gebracht, waarna bewezen wordt, det mathematisch het gestelde probleem
eenduidig oplosbaar is. Tevens wordt het te verwachten verloop geschetsgt
van de gezochte oplossing

Numerielr zou het probleem kunnen woxden opgelost door aan het Do

lichte uiteinde van het kristcl de beginhoogte van de aldaaxr horizon-
8] beginnende oplossing van de differentisalvergelijking door proberen
pproximatie) zo te kiezen, dat de numeriek voortgezette oplossing
monotoon nazr nul convergeert (alle andere oplosesingen divergeren). Om
het versiste rekenwerk tot een fractie te reduceren wordt een esympto-
tische ontwikkeling opgesteld van de oneindig vele oplossingen ven de
differentiaalvergelijking, die in het oneindige niet dlvergeren, Deze
mntwikkeling wordt uitvoerig besproken, Afgeleid wordt verder het asymp
totigch gedrag van de oplossing in afhankelijkheid van de lichtsterkte
Jy doch alleen voor kleine waarden van J. Tenslotte worden nog enige Op=-
merkingen gemaakt over een door de Heer K, Lieshout gebruikte ileraw
- tiemethode, _ ' -
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Eet physische probvleem is tTerug
ﬁ ifferent iaalver&@ 113 klmg en

.,

»

arin n,N ,F fmxct ieg zijn van de variabele x (aantal electronen per
cm 4 regp. a2antal positieve gaten per em? , resp. veldsterkte terx
pls catse),.De overige grootheden zijn constanten:
'\ =electronenproductie per cm3 en per seconde tengevolge van de
! varmtebeweging.
M =20e0ThY iecoefficient ,4d.w.z, de lichtintensiteit op een afstand
x van het belichte grensvlak is evenredig met e’"}' ix..
ﬂlm electronenproductle/cm sec, 2en het belichte zijvlak Tengevol-
ge van het geabsorbeerde licht,.B1i] een abeilis x dua/\kemﬂ =,
X =constante factor in de wvoor recombinstie van electronen en gaten
gebezigde Tormule
AN= = ¥nN 4t
k= constante val Beltznann,
T= temperatuur.
¢ = lading van eleetron.

u= beweeglijkheid van een electron in het kristal,

(1) drukt uit, dat de electronenproductie fcor warmtebewezing en
lichtebsorbtie) in de stationnaire toestand juist door de re-

combinatie wordt opgeheven. _

(2) drukt uit, dat de barogingen der electronen tengevolge van het
aanwezlige veld resp. ‘cengevelge van de diffussie eclkaar juist
opncifen, ook wecr in stationnaire toestand. .

(3} ﬁeeffb het verband tusscn P(x) en de ladf@sverdellng (wet v Pmiswr

In ecn onbelicht kristal is het aantal electronen n, overal ge=-
1ijke2i] analoog N het aantal positieve gaten per cm3 o« Daaxr het

kristal angeladen 15

,8eldt n =N_.De toestand is stationnair door-

ngevolge van de Wamtebeweglng juist wordt geneu=~
traliseerd d@r de recmbmat ie.Dus

en de vergelijking (1) schrijven we nu als



blz .2
(4) 1 + J%wﬂx = ;ﬁhgfm
Uit (2),(3) en (4) volgt cen differentiaalvergelijking voer n(x).Uit

(2) volgt voorecrst

d.i@f'"" n

. 3 i
& (WP

-

en met (3 den we dan

(5) gm% = - %3 “331*9“5——* 471 & (N-n)

Eliminatie van N uit ( 4) en (5) zeeft tenslotte
2 | 2l
(6) O (‘I o) em};} £ ) ﬁ ¥ a ﬁ Ee
e ¥aT: H

Stel mmg * Voor = vindcn we de differentiaalvergelijking

3‘?’2 + 1 = Jemﬁx = O .

(7)

Tenslotte ba;,e:z"t de trarsform&‘tlu
1
Fa

z = b{x~ = log i/2d) met 2= S0

de vergelijking

Daar de gezochte oplossing n(x), dus . x) positief is kunnen we stellen

p = log m = 1log ﬁ- ’
N, *
waarin p aan ‘de volgende differentiaalvergelijking voldoet

= Sh(p)~- 6"""""'a “e™® ,

De opgave is nu ec¢n begrensde niet-ne gatieve cplossz.ng n{x) van (6)
te bepalen cnder de randvoorwvaaraen

2e 4N .0 VOOIr X3 Do
dx

Immers asn beide randen van het kristal kannen w3 een fﬁ'r@nslaag beschoue-
wan van een dikte A x (inhoud van de 1% orde m A X) JAls nu dn 7& QO ,dan

is het aantal wegdiffunderende electronen +O,a- (waarin ( ’ aus van de
mzlde orde in /Ax, hetgeen onmogelijk is.Aan de beide ul’celnden is dus

.;.; Nu zijn de gebruikbte plaztjes zo dik ,dat er practissh geen licht

C _ ~ |
daarbeen gaat, en dus de rechterrand bi] x=00 mag worden aangenomen.
De opgave voor vergelijking (8) wordt nu een oplossing te bepalen,

die voldoet aan de randvoorwaarden

e G‘m e ﬂ .

Voc:r elke n@gat ieve waaa de van z o maeten we dus een funot:z.e p{z) b
’ * :HO voor Z=2

(8) en ( 1) vgldge-{; en bovendien sar

o*
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Uit v Vurﬁellsm 1:«:3%3 (8) voigt . dot de mecetkundige plasts van de buig-
*Y in het p-z-vlek cen kroome K is

met vergelijking

(11) oh JO I = %emp =
of
_ 3,
P = f’ (Z) = 1/210<1+28 )

.

arin dus Plz)2 0 ), on v
naderen,

r Z«=22 bhLlijlt I ronotocon tot de z-as te

Nu scheld‘b X juist de geb 1ede-'wé.ar voor de oplossingskrommen — >0 ,
resy. % <O (boven resv. bencden K ),Ve zien nu gemakkellgiz,
dat apﬁﬁssa,ngm krommen met ezn dor volgende kenmerken,zullen diverge-
ren nasr +00 0of -0 alsg z— + OO
1« De kromme heeft in ecnpun® P boven XK een horizontale raaklijn,
2e n f " " 8 pened, de z-as " '
3.0¢ kromme heceft in een punt’ﬂbeneden K me’c abeis Z4 €€DN (negatie—
ve) helling, kleiner den de helling van K in het bovenP gelegen
}2) Punt Q van K,4us

On zan de randvaommarde(’%?} te kunnen voldoen moet het beginpux® C
een herizwntale raakllgn heeft,

geren.aeten-we nu een punt C h{,'f' binm‘n ¢, gelugf;ﬁ intc..z*v vl i‘T o
_ daorlopon, dan zal dc in G horizontaal bcginnoendc Gplissln‘s}{r{}me o
- ngeyr + 68 - d 1vargcrun als C scmcnvalt met S, cn cvenze nasr - ,

o 8»18 G “T Op hct intf..r"v 1 5T 1igs cen cenduidig bepasld punt C}z .
- - - - - . S o

#‘- Erxﬁ




blz,4
zo dat & corrcspondircndc oplossingskromnc voor z~3 + O blgrinsd blljfv
Wo kunncn woel ongeveer blschrijvon hol do gezochte oplossirngskromne :':E
virloopt,.wv n rochts van het boeginpunt C, (waar &, c.n horizontzlc rack-
lijn hceoft) is dc he llln& n.gaticts ©

Zou nu O stocds bynudcn K blijwv Ve Lrigd - wordt dcz. helling voor z — 0o
stcode stirker ncgaticf,.Dus voor z) z

O

(Z )~p(z) 2 ”? (z-2 Q) >0

n Jy zou divergercen,vus vanaf G, gurckwd is ¢r cun cerstc punt D wanr
CK/ crn K ¢lkecor snijdcn., hooft J;:, desr cen negaticve helling
andcers divergentic),Ben vagend snijpunt E von d cn K is uitgesloten .

in B zou db\, N,tl, cun ncg”tlovc afgeloeide hebbcn, ,dic in ~benlutc
worrde grotir is drn do cvencoens neganticve afgeclcide von XK in E.Wegeons
(12) trccdét in zo'n gevnl cvenwel divergentie op.Dus veoorbij D verloopt

J{, voortdurend boven K, terwijl dc¢ hclling ncgnticf plijft cn 5, is
dus ccnr monotnon dalendce kromnic,nmct ‘

(13) lin.p(z)= Q('}O
2"’"”‘*“&
Jcgens (8) wvolgt voor e
2

1in, 28 = shx2 0 .

Z¢+m a E

Als nu gcldt X2 Q, d-n is ock ShOX> 0 3dus bestant Cen positicf getal
M, zodanig, dat voor 22 K geldt > 1 /2.ShXcn dus

wa~rult volgt

13:1“ huoel? il o
' L ~> o _
Analoog volgt hicruit nu (13) et < =+00 ,Gegeven wac evenwel, dat voor
de integraclkronne . (13) geldt ,waarin ©f eindig,waarmec wc ecn tegenm

strijdigheid vinden.,Dus volgt &X =0.Dc enige integrazlkromne die begrensd
b1lijft voor z-3 +o® cn cecn afgelelde nul hecft voor z=z_  hecid dua I}QOdZ&m
kclijk d. z-a2s &ls f:,,sgmpto*%'t Fecr voeor J:, (rcehts von D) geldt d _ N

z=l d¢ cecrstc =fgelcide ,abscluut genomen, monotoon afnencn, cn  ©%T _
heceft dus vory 2z —24 cen limict (3 JAls boven volgt &2 =0 (anders divecr-

gentic),Dus voldoct o, can dc r@ndvoomﬁwrde (10) .

_ __ ecn D€ l .
Dan is in (7) J~D¢Boc~r do substltutm

o

‘ herleiden WC 't;r:st
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{ ) 4

Overgnng op p=log m= Log g geceft nu
o

(15)

i
+
-\
i

Als voor vergelijking (8) kunnen we in het p-z-vlalk

plaats van de bulgpunten der coplossingskrommen beschouwen.,De vergew
lijking van K is Sh p=0 , ofwel p=0,K valt hier samen met d. z-as,.

p
VL <o
- | =" L
_ 'h 3 & 2
B@eﬁ de z-as 1is voeor de integra~lkrommen % » 0, bcneden de z~as is
” dat niet op de Z-2.8 ligt,

—% {0.Een cplessing, dic in een punt (p,2)"
dz’

ecn e.f .eleide nul hecft zal za.,ker d ivergeren, evenala ziin afzeleide.
Opdat ecn integreoalkromne veldeet asn de randvoorwearden
(16) % =0 voor 2z=0 en lim =£

z-ﬁ.#w
kan voldocen,moet de kromme noodzaokelijk in de corsprong horizontazl be-

ginnen.,Dan valt hij evenwel samen met #e z-as en we vinden als enigste
cplossing van (15) onder de randvoorwasrden (16) de coploessing p=0 ,cor-
responderend net m=1 en n=n juist vrat we gezien het natuurkundig pro-
bleem zouden verwachten, -

O’

Tot d: zclfde conclusic komen we a=n de hand van de algemene Op-
lossing van vergelijking (14): voorecrst de singuliere oplossing m=1
en verder ' -

(17) 1= 2/30( +

wazrin

(z) de Z.8. Sa ~-functie van Weierstrass voora‘ba 1‘t met gewichten

= 4/3.(4% "*-3>
g.3 ”Ef 27, (9N °-8) X

In (17) is 6 Wlllékeur:ag en - Co << +1.De oplcaaing {1 7) is perlaalek ?'
(dé periode W verloopt van + OO nasr 0 als of zich bewaegt ven +1
nasy - )en heeft in elk intervel ter lemgte | u.) een pool van de

tweede orde, Dus 17) levert geen phys isch aﬁnva.rrgme oplossi ing,
m=1 is dua de enige op 1o £8 ing van (1 4) y dle . haa:r iﬁ, IQOZ& ‘?Qldet ﬁ
bovendien aan de geldende rsmdvoorwaarden. - B

P



blz.s
B@_'p,alihg van de Qoploss ing van (8), onder ~ randvoeorwaarden (9) en (10) «

De volgende methode zal zeker tot €en oplossing leiden:
In het p-z-vlak kiezen we als beglnpunt van de gezochte oplossings-
kromme ccn 0p het oog geschikt punt C op de lijn 2=Z (Natuurlijk met
¢ tussen K en de z-as;zie fig.1).De aldsar horizontaal beginnendc OpP-

lossing van (8) WOI‘dt numeriek naer rechis voortﬁezet (bij ecn tweede-—

orde differentiaalvergelijking van de gedaante p =f(p;2z) gaf-t dait zelfs
bijzonder gem~kkelijk).Deze opleossing z=2l spoedig divergent blijken
te zijn b,v. naasr het positief oneindige .. kiezen vervolgens een
punt 01 Cp Z=2Z_, even beneden het punt C.Dan zal de oplossing bijveeT=
becld naar het negatief oneind ige divcecrgeren.Het ware beginpunt C,
zal dan tusscn £ on C, gelegen zijn.Stapsgewijze verder gaand kunn%n
we Gzog‘beeds verder benaderen,paar in de berekening opvolgend optre-—
dende oploscingen van (8) de gezochte oplossing steecds beter benaderen,
zal divergentie eerst merkbrar zij =~ VvVOoOor een met iedere stap groter
wordende waarde van z.,Elke volgende stap vereist dus mecr berekening.,

Deze mecthode is zecr omslachtig en we zullen hem door e¢cn betere
vervangoen,Opgoemerkt zij nog,dat l
(18) ‘ P(ZO)= __§;____.¢V »

kil _

waarin V het potentia lversehil tusscn de uiteinden van het kristal
voorstelt.Mct een cerste bcn&derlng van het punt O vinden wc¢ dus

ccn ecrste be;nacicrlng van V dus Juist de grootheid, 81e in hcet cxpiri-
ment gemcten wordt, '

Asymptotische ontm.kkellng

Het is zeer belangrijk om cen asympto‘b ische onhrflkkcllng tc kennen
van de¢ oneindig veel (é 2én parameter) gezochte oplossingen van (8).In

dat geval kunnen we n.l. ~voor de (ene )’paramcter in de asymptotisoche

ontwikkcling cen of andcre W&.@rdc nerien,waarmcee ccn in het Onc:md ilge
begrensdce oplossing van (8) corrcspondccrt,dic door de asymptotische
ontwikkcling voor grotc z zecr nauwkeurlg bokond is,Vanaf dczc waarde
van 2 zctton we nu deze opleossing numcrick naar 1links vomr't . Z0long 'toi
dc cersto ;,t.fgc,lo:z.do nul wordt in 7,._.21 We hobben dan ecn opleossing va.n
(8),dic¢ asan (10) cn zan (9) voor Zo =24 voldoct.Door dc paramctor in de

asymptotischc ontvnkkclngg tc ve.,rlcren vindcn wc allc gcC zochto OPIOSSJ.:}--
g(.fﬁ Vfuﬁ (8) & -

We onficrzockcn dua hc‘b g:..drag voor grote waardc van z V"’*n dc ‘ uplosm
singen van (8), dic aan (10) vold c}cn.OVcrffcglngcn analoog mc,’a dle op |
blz*4 lcrcn,dat (10) dan :i.mpllcm,r‘b T -

(19) lim p(z)

2’-—5-&-@0 . - .
.Nu kunncn 7703 { 8) schrijVon Volgcns N



vlz,.7

-..Q“A s

(z0) %% - p-=

e 2“ 3 ¢ o9 '
Az . p+§! ,§!+ )

cn cen oplessing van (20) met bijconditie (19) zal voor grote z met
goedc benadcring voldoen san W

3.2 -
(21) LB wpm 07N
, d Z
Hicraan voldoct = a-i-%-q——.e“% 2 Jus is d¢ algcmene oplosaing
Ae®+Bec™%-- A1 — - 2 1)
,, ~ D w'“1“““‘e

Wegens (1 9) kKiezen we A=0 ..Besehouw nu cen vetore bcnad cring van (20)
(22) 5’*8- - “}i{;?"":) o
Z

"Nu is
(23)  Bo™Z o ] -A z

voor (21) dc ware oplossing en dus voor (22) een benadcerdc oplossing

(allcs voor grote z en kleine p(z) natuurllgk) .Verva.ngcn we in het
rechtcrlid van (22) p door dcze becnadering

(24) -—%d - P = € Z(B«:-.‘s"""""?‘ - —— "‘Az‘ -4 t
dz= | 3—? - 1 ~ )

cn losscen we deze resultoeroendce differentiazlvergelijking op dan z ]
het roesultz t betor aan (22) en dus aan (20) voldoen dan (23) Je 2l-
gemene oplossing van (24) is ‘ '

2Az 4 -~z

. (25) — B I “(} +1)Z - . . —t pa™ , ,
TR BT N
;C 24Dec?, ‘ _ - - & @2}

Wegens (1 9) stellen we weer D=0.,Aldus voor'bgaande komen we btot de
bevinding,l1at de "‘synptotlsche ontwikkeling van de oploss:t.rlgcn var (8) »
die aan (10) en dus aan (19) voldoen,voor?\ verschillend van 1/n de

volgende geda“n'te heeft
e Y - Tt-zm?\kz
<26) PMZ— zaak J o . .
1 chnz:f.} A =1 .Dan wordt n. 1 dc algenono 0p1c>ssn_ng '

_Ac +Z+Bo“z+1/2 ze > - o -
2)D1‘b gcldt nict voor A ..,.....1 en 'A ....,.‘1/2 Voor )\ =1 bes(:ﬁuuwcn we ma.p,v.
(24) i¢ vorgelijking S e S I A
pr-p=c~Z(Be"Z41/22077-1)
met algenene. oplossing
4/2, ze” 241/ 63@“224-1/ 9( 3;28-;—22)6"""2Z Ce™?4De




blz.8
waarin wegens (19) aOO--“O.Om de coefficientcn a;}k te bepalcn substitu-~
eren (26) in (20) en stellen de coefficienten van e—9Ze - kz nal.

Met e aldus verkregen vergelijkingen in de coefficienten 241
ajk.' (Jsk=1,2,3,.,)eenduidig worden uitgedrukt in B40= =A,Met de

verkregen 25k voldoet (26) formeel san (20) en dus aan (8)suit de
beschouwingen van blz,7 volgt,dat de gevonden ontwikkeling de asym=—

ptotische ontwikkeling is van de gezocbte oplossingen,
Uit (26) volg‘b .

- ~Z = AT o—22 ....(14.)‘ Yz ...2) ..

P=84~6 +ao=1e +85,€ +a44€ 8408 +

o3z, ~(2+N)z ~(1+2A )z 3Nz
3.3 e +3-21 +‘a1 23 +303 3 +¢ ’ e

2
Q o=Z ,..,.\\ Z TRT g .,;'«3*;_,} g - -—-2 z

- - ~3
“3&30 35“(24_1 )321 (24'} )Z~(1+2} )a12 "(1+2k )Zﬁ3&03 o —~enew®

kan

w(1+2>\ )

; _ WBZ v 3-!-}\ ﬁ* -
‘*‘28‘1 0®20® ~ *224 0%41© ""'28'10 62° \2+4 ) *

~(1+2 A ) z =3 Az
+2&O1 119 +2a01302 toeoesee

+2301a209

33 3z ~(24A )24, 2 (1422 )z 3 ~3Az

P~ =834° "‘3&1 5201e #38508048 "/ TrEgge ACRRE

De Weicela‘sen termen zij n(voor Z -3 4 OW )van een lagere orde dan e™+%
.Vullen we deze ontwikkelingen in (20} in,dan vinden we

voox: \ 744/:1 (n=1, 2,3, «..) de wvolgende vergellgk:mgen

uit de coeffieient van e~
vs sy L o, oA T
3 ¥ R y 3 6“2?,
22 373 sy _ y s e“(1+>\ )z
_ o P “6523\2
30(9--1)-»1/6 310 o - - ‘o e s s 3%
0y ((24A) 2 =1/ 20080440001/ 2085000 00 0s ~(242)z
24 2((1+2>* )2”1)""/2*8'10 c2)1“'a'1 1*"3108‘01’ R o¥1+24)2
03(9\2#!) “1/6'3'81‘*'302""! 2;8%1 'i 93 T B D 9"3;1 & |

N .B N’e berekenen hierul‘t: da coeff icienten B‘j k.De ooeffioient va.n

in de verbellgka.ng bij e“(a*’) k)z is ((3+?\ k)a'—-“) -213

*k BN
- _}\ ; ==ra'b10naalwp/ a _(p,a onder la.n gndeelbaar) .

Dan én alleen dan is e”(a*l k Zwe”(m"')‘ 1) ala
B mm;]lz-zj-—-lp } - B T P
R (1”’.".‘.1 !i‘?’ > o #} WQ Q‘ﬂi s Aol L
iyl [ (LIS e ) Wagens "’"’5 2 1P2§-Crenzo Vg 3ok
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en mnmoeten we dus eigenlijk niet de coeffiecient van é“(j*R k) Znulstél-
len,maar de som van de coeffiocienten van """""('31'*'R kl}ngVenWe Jds de
resulterende dubbelreeks wezenlljk een enkelvoudige reeks E ~k
Eist men, dat de laatste recks formeel nzn.(2)) voldoet .dan g:fgn dasry—
door de c©.. 0D ¢en parame‘tez N2 . bepaald.ldzar de nu voigende reeks

(27) formeel aan (20) folaoe't ook als A vationaal is,levert nu (27)
juist deze enikelvoudige reeks melt één parameter, .

Na berekening van de coefficiemten ajk vinden we voor p(z) de
volgende asymptotische ontwikkeling,waarin A:a,m willekeurig is.

n{z)=A ~Z_ ...5.__._....@1 ”A Z m “(1‘*‘} )m
pfz)=he A k(?x-x-e)

Pl

27y aadedE AT

( + 2( 7 ‘:'M)(?M-ﬂ(;\ +3)
4'/\4 4'\\3m‘§\\2~?}x

8;)& (\-&-1)3(3 -1) (\ +¢3‘3

De eerste vier termen ontmretten we reeds in (25) JHet blijkt ydat
in (25) moet gelden B=C ordat de daar gegeven benadering nog aan de
differentiaalvergelijking voldoet op Hermen 0(e™>%) en 0(@“"”32 “Y na,
Hoe 1s de asymptobtische onvwikkeling vea de oplossing p(z) in het
geval\ -m (met n geheel en positief)?Vocrtzetting van de gedachte=
gang begonnen op blz.7 (noot 1 en 2)leidt tot een asymptotische ont-
wikkeling van de volgende gedaante, ! ‘

o S * - ‘
g (28) 2 ; (a(o) O)z-vagﬁ}“zh”«}—agi) )e“(j"' k)z
‘f:g -{g’yt ' o |

waarb ig T g 3+?}k¢We berekenen de coeff ieienten a(l) verder niet (onke-
> ,Heel ruw zullen we laten zien hoe in (28} met ?} =}

de pclynocmcoefflclen*ben ontstaan gedacht kunnen worden uit een limiet-
‘i in (27 ) )

&3 ™ ln

gegeven deor de cersie vier ‘*‘ermen van (27) .
N - B R o ;,\
-P(Z)W@ A—"';i‘@““ J”*‘“" [ ( Y

cona'tant | haaemwﬁ gaan

en s“’cel nu A= 3{+ _
ﬂemakkellgkxn&  ' 

’) er i 113 f‘b de meffm :.en‘b A ven e‘”z Onbﬁp‘
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en dus voor >& =1 vinden we voor grolte z een goede benadering VOOI’
de gezochte oplossingen van (8) in de vorm

p( (3 + 1/2.2)e™° 4+ ( 6 +2/3+’1/2.z)e"2z

Wil

e AT

Hoe leggen we nu a (27) dz parameter A wsMNanig vast.izt de corres-—
ponderende oplossing vaan (8; behalve aan {1CY ook zan (_u met gegeven
Z voldoe’c?Voor negatieve wasrden van z ulus . Wegens 2 =m1081/2 40 4 *

2 O

VOoor J= .3 ) 2)is de enigste methode, dav we A xrarleren en de bijbem-

horende wasrde z (A) bepalen op de 0p blz.6 aangeduide wijze,Hieruit
voagt de was rde van J= -2 ,welke correspondeert met de (automatisch

bl;] A gevond en ) oploss:z.ng.

VooriJ <1 bestaat er een andere methode,die we direct zullen _
asngeven Nu vragen we ons af of het voor de in de pract 13k voorko~
mende waarden van \ (beVv o }\ .....2; ) het nodig is om rekenlng te hou-

den met de mogell;ykheld dat geldt ;\ .In (28) Worden nu de ‘temen

X1
van de laagste orde chever{; ci'loor
_ N -
M;k kz S Vs . - mw#“ |
E Oke , - ,{/" - 808 N
_ E %

en de eoe: flOlenten B (E=1,2500negn=1) zz in hler de zelfde als de
overecenkoms’t 1ge in (.47) ,genom@n voor A wg (in het bljzonder zijin
deze 8‘01@: ge’ballen en geen polynomen van dc ‘bt*aadg 1) Het sehlanﬁnio‘*'
nodlg VOoor )\ .......‘%/n (*1 geheel,positief en b.v. groter dan 10 ) om
naecst . (27) nog de cn'tw:!.kkellng (28) te ‘berekenen.:“ftﬂ“ el zlln voor

L gn-1 Ge coéfficicnten 2 I eenduldig bep aid, Om &e olplessing {in

O
vorv-ad met randvoorwaarde (9)) te ‘ﬂmnx.;en varieren, moeten nog meer
..L.

RS

cn in de berekening worden meegenomen. De situatie is in dit
gs.::vaz;l dus niet zeer. gunstig. _

Hoewel in het expiriment inderdaad geldt J} 2 AQaWeZ, o< 0 ;s
is het theore’clsch interessant te weten hoe de functie V(J) zich gon ‘
, draag'b voor kleine waarden van J (dus Jg(é‘l),ala V het poten‘bia.al\mrm
schil tussen de beide ul'teinéen van het kristal voorstelt.Nu geldt

V(T ) mrm (z ) met A Z mlcg%J en p(z) de oploss:mg van (8) met ra.nd-n -

& -
voorv:aarcien (9) en (10).We Wlllen nu p(z ) onderzoeken veor posulem
‘W&arden van z_ e.We weronderstellen zgzo grcm’l“ ‘dat nog voor z= % in

(27) de cerste termen voldoonde snel. afnc,ma.. ,.,.a,-"'fe kunnen b:.;vcmrbeeld

als eis s*bellen h\ 2 > 2 (wegens 'A < 1 geldt A ZO { Z )d.?‘hzi S
J £ --—=2=033 1D dafe goval kunnen we in (27) de parame'ter A bepalen uit |
”a'ﬁe randveorwaarde (9) docr (27} te\;l 1fferen'b1eren naazjz voor z,.z o en
de ul'bkoms't ml.t. 'te stellen, ‘ ' o

‘(29> - O=-hc ~Zo + L N e....A’ 0 A 2 +'1 - -(1+A P ZQ’*’ el

R T
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Jo hieruit af teleiden functie A(z o) denken we ons ontwikkeld volgens

. =z “_.. , 5 : ,,
(30) A(z )ﬂ .“’ O(b e AZG‘!‘b . 2>\30+ﬁtt#i)

en wel kiezen we deze gedaante omdat in (29) wezenlijk eecn funchbi-
oneel verband is aangegeven tussen Ae %o en e”)‘ Invullen van (30)
in (29) en nulstelling van de eoefficient van e""""nA %5 (N=1,2,¢.)

geeft eeﬁ serie vergeli] kingen in 'b1 ,b2, vse Wazruit deze kunnen
worcden ongelost,We vinden o.a, '

_ A
(31) b= ?ié::mmMm
PA +6 A +1
2) oo b ATHEAT
3 : (;\+1)(ﬁ\+2)(4:k2m1)

en dus geldt voor grote A z 1n goede benadering

A(Zo)& %‘:‘;’*w e"ﬁ“x >5’50

en GUES VOOY zgzogelc‘it dan

(33) . p(z) ~ A

Speeiaal geldt (op termen van lﬂ.ainere orde na) ¢

o
(34)  p(z))= o °

en dus volgt voor het potentiaalverschil V (wegens

en\ =4 1
- 2y up §J
A

VM}-@-@(Z )z-Mm W a

& £+ A) <

Hierin is volgens blz,?

Deze formule bepaalt de maklijn in het punt J=0 =zan de grafiek van
V=V (J) .Daar (35) slechts gldig is als ongeveer J< 0,3, kan {35)
Waargchijnlijk niet eXpiI'iLenteel worden getoe’bst . ' o

(35)

N ‘B,. Oock in (33) zien Wﬁda‘b vg@rl..; 1 p(z) bli;; :f:"t* (g -. '

loog voor A > L ) Imers Dn‘b‘i’akkellng van de e«m&.ehﬁen in ( 33) gaef't N




| blZflla

p{,} Ao %eﬂze( (Zﬂz )eﬂ(Z~ZO)+e~(ZWxJO> )

p(z) %(1-5-2*-2 )6 .

Op blz,.7 (nocot 1) bepaalden we voor A =1 een benadering van p(=z)
van analoge gedaa.n'te. _ ‘
Ove r ean 1teratleme’ch0de gebezigd door den Heer R.rvan Lleshou‘b, om
oploss=ingen van (8) te verkrijgen. Essentieel komt deze op het volgenu
de neer.,zZij @ een operator toe te passen op de functie p(z) ymet -

e p{z} mln\\ %14-28")‘ “
Dan is (8) aequivalent me't

(36) p=0p . 1\. _ o

41§ Py ' een benaad erde Oploss ing van 36) .Vorm dan achtereenvolgens
p1 6 5. o S _ _ -
P=0 P1

memmmm

- n+1““‘9p _ o . . ,
Voor elk 1n’terval,waa‘r de ri;; :g:’m,;;g.1 soane ,pn(mede met c‘te ccrrespenm _
derende rigaﬁ dexr eerste en tweede afgelelden) gell,} kma:b 1g converm o

geert,zal de llmle"afunctie aan (36) voldoen, o
~ Als eerste benadering 1{18561'1 we '

(37) Po=1n \/1+28 -
Imers ul‘b (2) en (3) volg*b

o

Nu ‘is de rum"belad 1ng per c.m3 ‘_ 3.n he‘b kristal .El@'b zeer g:mot ,.Daarom
stellen we :m eers*te 1nstantle ——% =0 en dus & =0 (v.g ~3- T 1%&1" JT\,
heef'b steede een flauwe krem:z.ngx ,me’t uegenggsteld teken 11nks en

rech‘bg van D) gdua 8616.13 o AR e R SRUEICE RN R
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het verschil der beide leden van (8) na subg tltutle v L. A8 dus
+O(e”2>‘f} y dus van de zelfde orde als Py zelf . ~
Uit (27) volgt (wegens AL 1/2), dai op een fout 0(z"<" Yna,
p(z) vocr zrote z gegeven rordt door
1 _AZ

2’*@

1_--.)\
en wel voor zlle cpnlossingen van(8),die aan (10) voldoen.,De door den
he genoemde iteratiemethode verkregen reeks 1)

?(&f)mlﬂ(‘{ 1+28mﬂ) 11 }‘ 1+ Jf(e”} E)"ﬁ" ng(e“‘} E’})+ Q(Bh(em) z)"“‘r&
~A T

met £=0{e™" “) ,g::O(e"g} “Y,e tc,,moet dus zodanig zijn,dat
TS L N~ N . ; o
f(e“;\ “Y — 1 A! i’\ u+0 ( emz R 3)

er vin Lieshout med

onverzeert de g@vulgée iteratiznethode?In het algamﬁeniesde
VeErkregen recks P gp1§..,tﬁ,,* hoogstensasymptotisch convergent naar
e zullen eens ﬁagaﬁn in h@@v@rr@ de ulw de

= ;P-f 4 ( Z ) as ¥l payr otisch -

dae Qp lossl I} en van ( D) e die Eﬂ&n ( 1 O) VQ 1d ﬁ@n s T as y mm

Lns ( f“‘}6> D&E 3 a & --v-*'f- ’A

2¢) dus asyuptetisch schrijven als

ﬁf %@‘?

en we ltunnen

b@tg@emﬁﬁV%Tig@nr
Als P, ﬂulae‘barm,;r m
Leide eerste b@ﬁ&mﬁrlﬁ; .
m\i " 2 4 z) 3
gan (38) m E?'t _6 LI} "* .
e” " '“) ”Pg ~ emk “ 40 (eﬁ |

eon de hieruiv af .e

ﬁ}ﬁsﬁunflaﬁl‘bligkt deze een funetlw o
Z nasxr @”?iﬁ,ﬁan;mmeten we Julst (27) krlga

an worden apgevat als een asvmrmlng‘vmu_~
eemahmndlye Wigme termen wlgaen t@ ﬁﬁmﬁﬁ¢@ﬁdw
brmlkba&r 1& Vu&r kleiner@ Gen v
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De analoge fout wvoor p, is . ,

m‘A Z+O(GW2A Z)

— “we
p—2"

en de eerste stap van de benadering geeft dus asymptotisch een verb et er-
de oplossing als

(39) l pu "+p"+’A e"‘?\ ' < ipo_,puwp '>1 < ] +0 (8"2?\ z) . | .
"En nu geld'b voor {37) P, =e™ A Z+O(e“2 A 2y y dus het ecriterium (39) wordt

| 2= A% \# § - A°-1| +0(e™ 2y
‘ A (o - }3) < 7 240 (em 7 2y

Waargan voor 2 <1 niet voldaan is,

 N,BBezwaren tegen de oplossing T van.blzz13 zijas - -
1,We krijgen slechts één oplossing van (8)3;die aan de randvoorwaarde (10)
voldoet . Immers ™ is een constante vastgelegd door natuur-~ en materi-
azlconstanten,0ok de opmerklng 1in de voetnoot op blz,13 laat ul‘bkome‘n,
dat I niet meer dan één oplossing van (8) kan leveren,

Evenwel moeten we bij elke negatieve waarde van z_ een oploss:mg
van (8) bepalen,die aan (9) en (110) voldoet.In de eers‘becpla.ats moeten
we dus beschikken over een asymptotische of expleciete voorstelling
van de oneindig veel opnlossingen van(8), die aan (10) voldoen.Wellieht
ig dit met de iteratiemethode te berelken door uit te gaan van een heel ~
skala van nulc'ie benaderlngen P, salle zoveel mogeli;;k gell‘fl{ aan o ~

\ i ICR N TO0T Z -3 00
Op elk van deze passen we de iterat iemethode toe in de hoop onezndlg ,
vele verschillende oplossingen van (8) te kivijgen,zo dat voor elk nega-

tief gevtal Z, een en hunner ecen afgeleide nul heeft wvoor z--zo

2.He‘b ig lang niet zeker ydat de zeer speciale 0ploss:mg I(zie blz‘13)
': ‘enig punt een efgeleide nul heeft,Er zijn n.l, oplossingen van (8),
dle aan %‘10} voldoen,doch in geen enkel punt een afgeleide mul hebben,

- Beschouw b.v, een kristal,dat alle ruimte inneemt (en zish dus
in het byzonder ultatrekii‘ var X=- 0@ tot x=+ O ),en waar bij een abeis
x een lichtsterkte Ee™ (- Coc¢ x < +00) heerst,Indien in dit (niet
realisee'rﬂbare}geval cen stationnaire toestond z.ntreed"c dan gal de cor~
‘responderende o ‘%10581ngskromme n{x) resp. p(z) nergens een horlzontale -

r:.al ol e By I:?)hebben in fig.1 verloopt deze 0p10881ngskromme voortdurend -




