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1ebben Xq3ee3X  TESP. ¥Vq,-.,¥, €€nN zelfde continue waarschijnlijkheidave:
Jeling F(x) resp. G(y). Elk paar X:y ¥y Met y, < x; wordt als één inversie

reteld. Zij P(u,m,n) de ka§§ oD U inversies en

() Q(u,m,n) = 2 P(V7m1n>

Ve

de kans op ten hoogste u inversies. Gevras

2d wordt de grootheid Q{uw,m,n) =

In dit rapport zZullen we een oplossing geven van het gestelde probleen
in de twee volgende byzondere gevallen.
1. Het geval, dat F(x)=G(x), de z.g. gelijkverdeling. Onderzocht

wordt hiervoor ook het gedrag van Q{u,m,n) voor grote waarden van m resp.

grote waarden van m en n beilde.

2. Het

geval dat G(x) = F(x- M) waarin
/

F(x) = 1 wvoor O¢x 41
= Q0 voor x<£0 en voor x> 1.
In het geval,dat S
G(x-i-/u ) = F(x) = .....\/}..__..., / e"""""'Jf'R/2 at
wordén in een appendix hruikba%e T o}gules gegeven voor de spreiding <
van de waarschijnlijkheidsverdeling van het aamtal inversies, zowel veoD
grote als voor kleine waarden /-A .
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Neem aan, dat F(x) =G6G(x). Zi3 Z1 € 25K +» £ Z 00 de geordende vereniging
van de elementen XqseesX 5 Yqysne ¥, Elke manier om m elementen uit de
ri ] Zyyess2

nym 280 te duiden met xj en de overige met Ve levert.een rang-
schikking met dezelfde wasrschilnlijkheid. Het totaal aantal mogelijkhe-

_ m;n} . Op een factor (m-%-n) na wordt dus de waarschijnlijkheid
P{u,m,n), dat u het aantal inversies is, gegeven door het aantal moge-
1ijkheden om de n elemermnten Vi te verdelen in m+l groepen van Nyy TESP.

Nqses,TESP. N e lementen, zodanig dat de rangschikking

| (2) nm e lem. y] < Xy« [Hmml el,.y}< X oo < X <&n0 el.‘%
een situatie oplevert met u inversies. Als dus A(u,m,n) voorstelt het aman-
tal partities

den is

(%) n = Ny + Ny ...+ 0

van n met N geheel > O voor i = 0,1,...,m, en onder de bijvoorwaarde dat

“”Wﬂmmmmwmm“

b

* 1) vgl.H.B.Mann and D.R.Whithey,On a’'test of whether one of two random va:
1ables is stochastically larger than the othersAnm Math.Stat.18(1947),50-6"



{4) u = Inq -+ ‘2n2 + ...+ mMn

m’
dan volgt '
(5) P(u!m?n) = ""‘fﬂ“.;%lm""“ A(u:m)n)*
Nu geldt ( n ) o
(6) S en 5
mmmml = £ ‘5 ; A{u,m,n) t-.

(1- % )(1- % %)...(1~ ’f‘tm)
want ontwikkelt men het linkerlid van (6) volgens

o s 3. 1]
i > ¢t
1=0 j=0

dan blijkt hiexrim de coefficient wvan ;;n_tu juist gelijk te zijn aan het
aantal mogelijkheden om n zodanig te schrijven als een som (3}, dat te-
gelijkertijd aan (4) voldaan is. Deze coefficient is dus gelijk aan
Alu,m,n). ,

Stel nu A

. % -  }, _
F * — - /A ,
(7) ( ‘g ) (1.-?) Y (1~ gt)“..(l-- ;; ™) 6=0 “n

Wegens (6) 18 hierin de_,coefficient C., dus gelijk aan de ontwikkeling

(8) 0L . = __ A(u,m,n)t"

_ m, N Ar =()
Uit (7) volgt
F( g t) = e i—m F(g )
1~ Et7 -
en dus o J )M
(1~ ‘g't ) " § ‘t (1-§ )n:o* Cn§ .
Vergelijken we de coefficient van “;n in beide leden, dan volgt
et - ¢ £ 2 o - C. ‘
n n—-1 S ¢! n-1
ofwel ‘ '
- 7 40
" _

.
gt

» (1=1,2,3540a4)
“n-1 1t -
- en wegens Cp = 1l volgt hieruit voor QU

m,n n
L

m,n Z—-O-'u___: A(u,myn)t” =‘£"'"""“’)“'“"£”“"“““l{ 1t 5. 3___,.l,.fﬂ+l’ln
(1-t)(1-t"). .. (1-t")

Opm. Deze formule is ook als volgt te bewijzen. Door ¥oor de rangschik-

king (2) de mogelijkheden, dat het eerste element een element x; resp.

cen elemsnt Ve is, afzonderlijk te beschouwen ziet men in dat geldt voor

(m, n) % (OaO) 'k
(10) A{u,m,n)
mits we stellen
A(u,m,n) = O
voor u < 0 voor m < O en voor n { 0. H:Leru.lt volgt voor (m,n) £ (O O)

(9) oL

i

A(u,m~1,n) + A(u-m,m,n-1)

(A(u,mwl n}-t—A(u-—-m m n--l))tu




m € 0 of n<0 is JL_  door de re-
?

@ﬁ?lﬁfﬂr:ulﬁ (11) eenduldlg‘bep;ald* Het rechterlid van (9) voldoet
' waarmee een tweede bewljs

eens aan (11) en genoemde

)2 g 1 nVO O r w *"‘ r d e n ’

van formule {(9) is gevonden.

Uit (9) volgen vele eigenschappen van A{u,m,n) (en dus wegens (5)
ook voor P(u,m,n)) welke overigens ook direct uit de definitie van

) zijn af te leiden. Vooreerst volgt uit

(1*'35}(1“'5 )....(1--"tn) (1~t)“.(1m~gm) N, o

(12) A(u,m,n)
geldt wegens

MmN 4] I
L Ol n (¥}“

i

dat

I

A(u,n,m).

Vedder

(13) A{mn-u,m,n) = A(u,m,n)
Daar A{u,m,n} = 0 voor u < 0, volgt dus ook dat A(u,m,n) O voor u >» mn.
Uit (9) blijkt, dat voor u £ m de grootheid A{u,m,n) van m niet af-
angt. Is bovendien u €< n, dan is A(u,m,n) = z(u) een alleen van u af-
welllgeigrcctheld. En wel geldt

I

N
(1) (1-t5) (1=t2). ..
waarin p{u) het aantal partities voorstelt van u in natuurlijke getallen.
Yan deze functie p(u) zijn vele eigenschappen hekend (vgl. Hardy and

(lmt) (lwt )w.(lwtn)

Verder hebben we wegens (1)

- Q{u,m,n)t" = Z....— £ Z P(u,m,n)

v=0

1w,bm+1 113 o8

| l“'t
(1mt)2(lmt2}(lmt3}.,.(lmt y




waarmee een methode gevonden is voor d e berekening van Q(u,m,n).

Voorbeeld. We berekenen de verdelingsfunctile Q(u,m,n,) voor het geval
m=5 en n=3. Dan hebben we -

6y o T
(1=t ) (31—t ) (1-%
9~ 3 t .
Z%- Q(u,%,3) (8 (1_..1;) *(1-t7) (1-%°).

'Wegens 5 = 2 (k-t-l)"t verloopt de berekening als in het vol-
1t %=0. 1 | -
gende sChema. Hierin 1s
R_ (t) = 1 _

(1-1) (1-°) (1-%7) . . (1=t)
Voor elke functie uit de eerste kolom staan in de overeenkomstige ri] .

de coefficienten uit de machtreeksontwikke ling volgens opklimmende

machten van +.

- KA 4§ b g4 B
Rl(t) 8 9
+2r
t431(t) 6 7
t6R1(t) 4 5
tBRl(t) | 2 3
+ Rl(t) 4 1
R, (%) 1 2 4 6 9 12 16 20 25
3 . '
7R, () 1 2 4 6 9 12
t6R (t) ~ 1 2 4
(t) 1. 2 4 7T 11 16 23 31 41
6 ,
~ 33(-1:) ‘ 1 -2 -4
~‘hTR () * -1 =2
t R (+) " ' ~1
( ) j:% Q(u.S 2 ) 40 1 2 4 7 141 16 22 28 34
v ) nu=
Q(u,5,3) ~> 1 2 4 : 16 22 4
o 56 56 56 15% ’“B‘ 56 ©B “%? 5

Wegens de symmetrieeigenschap (13) is de functie Q{u,5,3) nu volledig
bekend, | o | ' ‘ ;

Uit dit voorbeeld blijkt wel, dat het van vitaal belang is de volgend
gende ontwikkeling te bepalen. ‘h ' ‘

(16) - <2,. % N\ anht‘
‘ (1-t)(1-t°)...(1~t"") h=0 ?

Dit kunnen we doen door het linkerlid in parti8le breuken te split sen..
De polen van het linkerlid ziln de eenheidswortels. :
§ = exp. (277 i 1) o




>

met kK en 1 geheel onderling ondeelbaar en Og k< 1l<n. Hierin heeft
(=1 de multigiciteit M(1) = n+l.
De andere polen hebben een multipliciteit

(o7 1) -[3l< [

o T L o ety
(1_*-{-;) — .. - & 3=0 { L= 645)3*'1

. vclg't uit (18) de asymptotisehe formule

“n,h ;A—:[:ﬁ}. Q’(n,j(’) . ‘(hg:;) + 0 (h””’
j: |3

3 te vinden, zodanig dat voor h —» 9 geldt
> n: s1

{3 Bagrlro LI

h ' ! geldt voor de hoofdterm

Voor kleine waarden van n kan men zorider veel moeite de splitsing
(17) in partiele breuken uitvoerenp en v-.ndt men wegens (18) exacte for—
mules voor 2, 1 Op deze wijze zijn de volgende formules afgeleid

.

(21) a, n = h+2) als h even
3'2 n oo (h;l) ' é—?) als h oneven
(22) a3 h :7--%“ [(h*l)(2h2+l9h+47)+ @]

me+t o _ 95 8 (j i(! ,..

voor h = Q / X > y 5 (medb) *
r 3 OF = g 18 33 " het gelijk aan het grootste gehsle ge'tal
g (h+l) (2h2+19h+47) Vaerder geldt de formule

(23) T [.h‘q‘ +22h3 +166h° +504h+51 S+ @ |



o
= 575~ [n +22h7+166n +4860+420+6} als h

58 57 -78 =15 +58 -7 =14 =15 -6 +57 <14 =79
G 1 2 3 4 5 6 7 8 g9 10 11
(mod.12)
Aan het eind van dit rapport is nog een tabel toegevoegd van a
voor 1 £ m£5 en 0 gh £ 40 (aS,h berekent men uit 84 met de
recursieformule a5 h T B35 h-5 + ath). Men kan deze tabel gebruiken

voor de berekening van Q(u,m,n), mits geldt O < u£40 en 1l £&£ns<s5

iy

n,n

(m is verder willekeurig).
Voorbeeld. Gevrazgy wordt voor m=26 en n=5 de kans Q(34,26,5) op hoog-
stens 34 inversies. Wegens (16) is deze kans gelijk aan de coefficient

van t34 in

27 ::.C' BU 1 31
1 1-t°") (1--‘t | -»'t \1-F “‘t
(31) (1- Y2112 ¥ 1-12) (1t 4)(1~t )

5 |
(16) volgt dus

, 1 3 _ _ _ e |
Q(34’26’5) 13 ll [35y34 ' 85;7 3536 3595 35?4 3533\
en gan de hand vans e tabel viwuden we -
Q(34,26,5) = ?;ig = 0,0513%643.
2 )
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Teneinde de verdelingsfunctie Q{u,m,n) voor grcte waarden van
m of n te bestudaren, beschouwen we de karakterlstleke functie

(24) Pmn (3) - 5“ P(u,m,n) ei(¥= TV

Wit
] ‘“

m+l _ m-l m+n _ m+n
mn - [y 2 2 2 2
{ + U= 1 " i’ L2 , -t )
— Plu,m,n)t" 2 = g5 — A
n 4 2 2 _

., (‘t“t)iﬁib(tﬂ }
en stellen we hierin t = ely dan vinden we

(25) ¢ (v) = ——x sin -;l -y sin w%éy.. .. sin ﬁ'-}‘%é
‘?mfn y) = [ I+ - - TN
- (n ) aln% Sin Jeuo o s:m-éy

Als we ?m,n(y} onth_kkelen volgens

(26)  $m,n(y) 2—0 /‘r (iy)*

dan is we gens (24) /L ’&r gelijk aan
. . mn r
— P(u,m,n) (u~ 27)

moment van de verdelingsfunctie Q(u,m,n) t.o.v.



Wegens (25) en (26) hebben we

M+ o0
_ L sin 2 y...sin 2y _ D /*r o
(2D ([@E]  sinly.. smBy | uo A0
s 2 4
Nu is : z Z
S1n Z = l — 3'! -3 ET“'"“ . I
en K ‘
Z B X 2
. SImz -t *tE*
en uit (27) volgt nu
oo _
. , _
| | T . Ir . . ' .
(28) ;—%‘ R A, | . i 1920 Y T "t }

- 2 4 ‘
_ k= 2 Tk 4 -
’ . l+ y ~ y 4+ o & 4
I &Y T
hieruit volgt onder meer /J o = 1;1 /Uér-i-l = 0( (r=0,1,¢..) €en

= & p(p+1)(2p+l) vinden we

(29) /“2 - ﬁ mn (m+n+l) ;

analoog zouden we uit (28) de hogere momenten kunnen bepalen. De s‘to-—-

chastische variabele u heeft dus een gemiddelde %——n en een spreiding

(30) G‘:%mm

De grootheid mn
| "

heeft een emiddelde (O, een spreiding 1, en heeft als karakteristieke
functie t.0.v., het gemiddelde “’

Voor vaS‘bgehouden n en VOOTr m —p 0O convergeert de teller naar (3111 by ¢

0
m4+n il
Y1 ae _ ’ er
de noemer naar ( ETERT ) wegens ( W ) ‘h mﬁ ,_ Hieruit volgt

(32) 11 (&)
L. ~ AN =
. Mmoo ‘f s ‘
sin ,
= 7

Nu is woor n-oeo |

J?§ﬂ



en dus volgt %
-
(33) évjw\{/n(y) lim Cfm,n ( L)
N —p 0O

Er geldt nu de volgende stelting (vgl. Cramer, Mathematical methods

of statistics, blz.96).
Zij G (v) met k=1,2,3,«». €en oneindige rij verdellngsfuno'tles
(Fk( ¥) (k"“i 2,3,4.+) als de respectievelijke karakteristieke
functies, zodanig dat aan de volgende voorwaarden is voldaan
1) Voor elke reele y bestaat de limiet
%cimm(fk (¥y) = Y(y)
2) L{:?(y) is continu voor y=0. Dan geldt voor elke waarde v,

waagrvoor G (v) continu is,

lim G (V) = G(v),
k«g.oo _
waarin G(v) een verdelingsfunctie is met karaktem.stleke functie (f(y\

Verder merkpn we op, dat

Y¥3n
de karakteristieke functie is bmj een verdelingsfunctie F (v) s die kar
worden opgevat als de superpositie van n homogene verdellglgen, elk
met een gemiddelde nul en breedte 2. ﬁ; Bevendien 1s e v /1. de karakw
teristieke functie bij de normale verdeling P(v) met gemiddelde O en
SPreiding 1.

Gebruik makend van (32) &1 (33) volgt uit deze opmerkingen dat
Vvoor de verdellngsfunctle

Il(v) = Q ( ""§"‘+ G v,m,n)

y - Dn # 1)
Van v = 2 de volgende formules gelden .
G |

(34) lim Q( 3 + ¢v,mn) =P, (V)

My o0 - '
en ‘ | | , | v t/
(35) 1im Q ( %—I}—!- gv,myn) = F(v) = --*..1_......***; ; e~ % gt
n-»o0 ' ‘' ~po

De laatste betrekking drukt uit, dat de verdelingsfunctie Q(u,m,n)
asymptotisch normaal is (voor m-s»o0 en n-»oo ). Wanneer m en n
groot zijn, en wel ongeveer van de zelfde ord*e, dan zal in goede

benadering gelden /{

1) De formulaa (34) en (35) volgen ook ult algemene stelllngen van

B.L. van der Waerden, toegep :st op het byzondere geval van gell;; kverfr};
deling vgl. Rapport T.W. nr.6 (stellingen 4 en 5). S el




cmdat een normale verdeling, die de"trap-
Q(u,m,n) goed benadert, de"treden" ongevee:
het midden zal snijden, terwijl we Jjulst een goede benadering
willen hebben in de sprongpunte n}
Geldt daarentegen m>» n, dan mceten
g geldt Q(u,m,n) ~ F n(v) , waarin v weer door (36 b) wordt

we verwachten, dat in goede

Zij H (w) de verdelingsfunctie van w=w,+W,+...+W , waarin w,,
_ enafhankellgk Stochastlische variabelen zijn met waarschijn-
sdichtheild
flw) = L veor O € w< 1
O voor w < C en w>» 1.
Dan geldt de formule (vgl. Cramer l.c. blz.245)
(37) H (W) n‘} éff ﬁ*“’f)‘k (n ) (w-k) n
O« k<wWw k
Wanneer een stochastische variabele v de verd i ingsfunctie Fn(v)
heeft, dan heeft de grootheid ' .

(38)

1ijkheid

de verdelingsfunctie Hn(w) (dew.2z. Fn(v) = Hn( w)), zoals direct
volgt uit de defini.ie van Fn(v) .
Substitueren we (36 b) in (38) dan vinden we

-_ 61
(39) W = *:fé'

Voor mwp n zal (37) een goede benadering zijn van Q(u,m,n), wanneer
w door (39) wordt gegeven. ‘
Cpm. Rekening houdend met de definit e (16) van a,_ _&lvolg‘b uit
(15) de exact geldende formule n

Q(u,m, n) an u—-2m-h-X -

Wanneer m>> n dan vervangen we eens deze formule ruwweg door

(40) 1 T i (n}f _ m*,}
1200 28, u-m T 5. *n,u-2m -

IIH-II)
Nu volgt uit (19) voor h —s

6!
a o )1 B + Oo(n™ )
n,h int! 7/ 7 ‘ - en wegens

Q(u,m,n)
(

fm+n | mn
o |7 n! volgt uit



- 10
(40) ruw gesproken, dat

Q(u,‘m,n) 1 ;___: (-~1K)k (i‘) ("3" -

Y
B 0gk<s

Deze zelfde formule verkrijgt men uit (37), als men opmerkt dat voor
m>» n uilt (39) volgt w A~ % De boven gehouden heuristisgde redenering
versterkt dus de werwachting, dat de benadering {(u,m,n)~~ H (%),
waarin w door (39) wordt gegeven, bruikbaar zal zijn.

In de volgende tabel is voor m=10 en n=3 de exacte waarde
Q{(u,10,3) aangegeven avanals de benaderde waarden zoals dle zouden vol
gen uit de formules(36) en (37). RBet blijkt dat de benadering (37)

beter voldoet.

exact

Al ) fcn:d::v;'!(}i me-t (3‘7 ) foutx1 04
0 00,0035 +36 0,0034- -1
1 0,0070 _ _ +42 | 0,0077 +7
2 0,0140 0,0%73 +33 0,0145 +5
3 0,0245 0,0260 +15 | 0,0245 ‘ 0
4 0,038 | o0,0380 | -5 | 0,0383 =2
5 0,0559 * 0,0541 | -18 | 0,0565 ‘ +6
6 0,0804 0,0754 -50 | 0,0796 | +8
T 0,1084 0,1024 -60 | 0,1083 ' ~1
8 0,1433 0,1359 75 | 0,1432 I
9 0,1853 20,1762 -91 | 0,1849 -4
10 10,2343 0,2234 | =109 | 0,2331 | —12
11 | 0,2867 0,2771 -96 | 0,2868 +1
12} 0,3482 | 0,3363 -99 | 0,3447 - +15
13 | 0,4056 0,3999 | -57 | 0,4056 - 0
14  0,4685 ' 0,4663 22 | 0,4683 -2

15 - 0,5315 0,5337 ' +22 0,5317 ' +2
Zij & een positief getel <1, en zi] g (m,n) de gehéle waarde
u waarvan (%(u m,n) de waarde & het meest mabij komt. 4ij] WE_ {n)
de waarde, waarvoor H (w_ ) = & . Een goede benadering van u is dan

&
wegens (37) en (39)

, nm-—1 _ % [ v o o
(41) u.&' (myn) ~ o = / m{ .1+m+1) (12- Wé (n) )
A.nalaog als 3 de waarde 18, waarvoor ‘

| dan volgt ui'b (36) de benadering

(42) . iu ' (myn) o g%:l + ‘VE' -}? mn(m+n+1)

£



11
Voor de numerieke berekening is formule (42) het gemakkelijkst.
Evenwel mag zij alleen gebruikt worden als m en n ongeveer van de-
zelfde grootteorde zijn. Voor n=3 en m=40 geeft formule (42) bij-

voorbeeld

U1  ~ 47,203
10
en men zou dus verwachten, dat U 1 = 41, terwijl wegens Q(40) =

0,097413 en Q(41) =0,70429 ii werk91ijkheid geldt U 1_ = 40. Formule
(41) geeft in dit geval U 1 ~~ 40,3838 en levert dugﬁU 1 =40 en
duidt bevendien aan, dat 10 10

‘ E = ©(40) 0,3838
(het linkerlid is in werkelijkheid 1,66). In alle door mij gecon-
troleerde getallen bleek formule (41) het juiste resultaat te geven.

4+« Het geval vuan verscheven homdgene verdelingen.

S WS WERe WTET W A — WY A W AR Ay it e DN e I BT SOTOR S WAL Wi PRy A Al Sl e W ampw Gpnit Sl opall e0TR aunie kP

Onder F(x,/\* ) zullen we de volgende verdelingsfunctie verstaan

(43) Flx, p) =0 als x <2 |
“' = x—» " PEX £ Tem

/7
Laten X4 y @n o ’Xm stochastische variabelen zijn, elk met de waarschijn-
1ijkheidsverdeling ({F(x,0), en analoog Yqs0e39n stochastische vari-

abelen elk met een waarschijnlijkheidsverdeling F(y,/u }. Voor een
Steeka‘Oef :X'-d g ¢ » « ,X ; | y4 9 » % n ’yﬂ Stell’@l’l We | |

m
) | c . 1 1s y.
. o = <40 N S . = %+ als . ¥ X.
Vi,3 T "1, Ry R
&::. 9 » == O Xl 1 .. o= =7 | als . > X.
Tly | o ® Ly ] yZ} > *5
U = ;....w Sl .
1,3 X
o - .
| | — P ~ R o ‘
(44) v 2 - #1'33
~ -+ 2o

Wegens E’i,j = 2 S i j--’t geldt v= Z2u-mn. Wanneer we niet de waars
schijnlijkheidsverdeiing van u, doch die van v weergeven, . dan worden

ae formules iets eleganter. 2ij p(v,m,n) resp. q(vemy,n) de kans, dat

het rechterlid van (44) de waarde v resp. hoogstens de waarde v aan-
neemt. Deze grootheden zijn natutrlijk vok van a afhankelijk. Verder

coldt : )  ¥§ e T , k .

(45) . Q.(mesn) = .Z; -h P(V'*,‘m‘,ﬂ)
In het geval, dat deelementen x, en yy gelijk verdeeld zijn geldt

voor v = 2u-mn dat p(v,m,n) = P(u,m,n) en q(v,m,n)=Q(n,m,n). . .
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Reschouwen wg nu het geval dat de grootheden & respe. yJ stochas-
tisch verderld 2zijn met verdelis:functle F(x,0) respe. F(y/u ). Als
AV 41 (respe Mﬁ -1) dan is steeds v=-mn (resp. v=+mn) en valt er

/
niets te cnderzoeken. We veronderstellen dus, dat l}* < 1 en stel-
len dan

(¢9> g = !M enp=1-gq

de waa rsch13 nlijkheid, dat r elementen X, en s elementen yj(met

O£ r<meno £ s s n) gelegen gijn in het 1nterval [O,p‘\ wordt

vell ao
&cge door ¢ m ) r m-r ( l‘l) quIlWS.

L
In dit geval leveren de(mn-rs) paren X444 Wearveor of x. of Vs bui-

WOVt |

ten het interval lo,p] ligt een bijdrage tot v = 2* * 51 j
1lijk is aan , waarin Lsd ¥

/]
())(:: +1 als /42, 0
(50) y — 1 1" p‘i O
111 het interval lo,p] nemen zowcl de stochastische variabelen X4

als y:j clke waarde met even grote waarschijnlijkheidsdichth:id asan.
In de veronderstelling dat r elementen x.

die ge-

; en s elementen Y5 in het

interval { ,p—‘ liggen wordt d¢ veorwaardelijke kans dat Z 5 3 de
woarde v aanneemt dus gegeven door de coefficient van }v 111
¢ ( ) ‘y(I'S”mﬁ)
) ¢, s 5 . §
w2arin (P . (‘; ) door (48) wordt gegcvan. We vinden nu
vl m n ' m n
.::..:‘ . ) ( ) S, MHN=1=—S, yt
(51) S p(v,m,n) ‘é = / r/ s/ pT q (B
V =-~6a mO 5=0 S 4

en analoog wegens (45)

(52) 2"’"‘ p(Vv,m,n) 3 =

217 ﬁ(v,m,n) de Ze e Hpowerfunction" gedefinleerd door

(53) (> (v,m,n) :‘i (p(v,m n) +p(-v,ym,n)).
Dit is dus de kans, dat 5_—1 5 een der waarden +mn,+(mn-1),...,+v
£3 , _ g
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aameemt (wegens v=2u-mn worden overigens alleen waarden v aange-

nomen met mn-v even).

A ¢ !
Weg;ns @ £§ /= (P (§ ) gézlt-ldt.._ﬁ my ;&\ _Y+S M+n- Y-S Y
2_’ p(-v,m,n) 5"_....__ 2 2 (r) (S)p * 95""5(5)5

r=0Q s=0

i

en wegens (50) reHhben we nu zowel van M2 0 als ‘/’“ﬁ 0

Z {P(V,m,n) + p('-v,m,n)} 3 v oo

V=00

4

. ) r+s m+n-r-s ' ( Yy T rs--ﬂmn_*' =X S+
<) P 4 % T,y S 5 1 l 5 3
/=3 L +
m my /1) e ‘
3 i (r)(s) pT+8 IHn-I-8 4 (3) [ tsrm
r=0 s=0 - > — {4 <2

1n varband met (49) 1s de "powerfunctie" @(v,m,n} d'us een ‘even
functie van /u s €n wel een polynoom in /Aa met een graad & [5'-1'2*'-13] .
Uit (54) volgt bijvoorbeeld voor de coefficient ,

| ¢
&, = | rz 3 (v,m,yn)
dat "'

20 ; J/p.aga ] CP -1 (P , -1 ] L =1
m;n.@@ o, _ay | m=1,n m,n-1
ZgV§V=2(;) I“lll--v (m+n 1){ 1‘#5% fn 1“5 .(‘9'-1-3 )

< Y
o {2) TR Sutint (n) ¢‘%5’3§L (3% 37

‘ T- ED
waaruit g, X nder veel moeite is te berekenen.

*

gl i gupe SO g

Ve beschouwen het algemene probleem gencemd in de inleiding, waar-—
in F(x) en G(y) voorlopig nog willekeurig. Voor het gemiddelde 1 en
de spreiding G van de waarschijnlijkheidsverdeling van het aantal

inversies 1) ~ S <
u = 4 . Ly J
1y d

heeft Prof. B.L. van der Waerden de volgende formules gevonden
(Rapport T.W. nr.6, blz.11)

(55) W= mn o

(56) G- 2,__-.,;; (u-u) "= mn%df)-t-(mm‘!) (A=
waarin - o

(57 X =1 4(5 = J §G(x)’§d F(x)

‘ ey 2 -
__(58)_ _ & =_ f {‘!MF( ) } 46 (x)

1) Voor de definitie van . iy 2zie begin van laatste paragraaf..
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T oo
. D
(59) B = Jw {G(X) } d P(x)
Daar de verdelingsfunctie van u voor grote waarden van m en n na -
genoeg normaal is (vgl. Rapport T.W. nr.6) zijn de grootheden U

en G ° (vooral voor grote waarden m en n) van byzonder belang.
Lemma 1.Als de reelz getallen k en/u bestaan met

F(y) + P(A -y ) =

e
G(x) = F(x - M )
dan volgt A = B.

Stellen we X = ?\ }-/u % dan hebben we

+m

....F(x)} < dG(x) = f {F(?\ wx)} 2 dF(xw//& )
l ¢ -prk2a R g = | {7(g 0} Parcy) =3

Lemma 2. Onder de voorwaarden va.n lemma 1 is cr‘ een even functie van

Bem.'s* Stellen we

? =A- x en M = A -y

dan komt met een steekproef XypeoesX 5 Jaseees¥, met u inversz.es een
gteekprcef %‘ Sy gm : ,?i 3y 3 M cversen me’c W = mn-u inversies

De respectievelijke verdelingsfuncties van u en u' hebben dus dezalfde
spreiding. Elk der variabelen g 3 heeft een verdelingsfunctie

1-F (A-¢) =P(E)
en elk der variabelen heeft een verdelingsfunctie
" P-FQA=7-p ) =Fn+fr)
waarmee het gesgtelde bewezen is.
In de twee volgende gevallen, waarin we (72 zullen berekenen is
inderdaad aan de vo orwaarden vean lemma 1 voldaan cen geldt dus

(€0) < mn { u(a + (m+n-2) (A-of ).L
vegens lemme 2 mogen we ons bij de berekenlng beperken tot het geval
/ug 0.
- I. Beschouw vooreerst het geval, dat
- R(x) = P(x, 0) en G(x) = F(X/U‘ )
waarin F(x, /,\ ) volgens (43) is gedefinieerd.
Voor O )4 < 1 geldt nu

j (x“/A ) dX = 1 (1“/“ )3

(61) ¢ = J (x=-p )dx = g (1“/“‘)
w2arult met (56) ex’iu lemma 2 volgt voor i/M\ q g 1

(62) G‘Z _ (6@ (1-~q) + (m+n+1)(1~q)3( 1+3q§

en



Uit (55) en (61) volgt voor 0L /U...é 1

To= B (1= pm)°

en analoog vinden we voor -1 < M < Q

Hierin 1s
(64)

NN PR o L pvE)
(65) o =1- Pz pY2) = 4) (— pVY
cn wegens (55) is dus | ,.
In verband met (50) kunnen we de berekening van de spreiding

herleiden tot de berekening van o .

, ‘ 3 \

2 ' 2 A ) 2 -
A = j {1*-{5‘(}{)} T dG(x) :! f{( j..w) exP(-%( f + '7? +(x;~7‘/\) )d% dmc
- - %o . ~to XX | Y p ‘ 1 * _
Het Integratiegebied 1is een tweevlaﬁggoek ingesloten door de viakken

? =X en m =x, en wel is de standhoek gelijk aan 120°. De ribbe is

de lijn % =7 =% . Als we door een orthogonale transformatie deze
lijn tot coordinaatsaas maken, dan vinden we
- .
1V 1 22 2 .2
(67) A= (-‘7;—:{,(\;3 [ dz L‘dxdy_.&xp ~ .2.{ (X--/"‘G-) +y +2 § o
waarin we onder L’!X het vdlgende gearceerd gebied in het x-~y-vlak ver-
Staan , '? /éﬁ“"‘““““‘”’"“““““ff_jj:__ o
b - X

De integratie naar =z k:uen We‘ vdifgc‘t: uitvoeren. Stellen we voor :\g} O
‘ ‘ 1 (2. .2 _ -
.. 1 , -
(68) 1_ _ C (A ) = *é*ﬁ/ e‘?( +y)d:x;dy
waarin K het volgende gebied aangeefit “V
t' K
Xy —
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voor C( A } zullen we ontwikkelingen aangeven bruikbaar voor kleine
waarden ) resp. grote waarden A

A PR P ety TODNEE ) Aot Aol MMMMMWMMWWWMMMW

Z1j K,, de sector DEF met tophoek 6C°

" I1 . " DGH " "
"I, " "  FOH * "
" A de driehoek EOG.
Dan geldt

eIl

] 2,2 1 -~
2
wazaruit volgt 1 _ 5 o
("70) C(A ) = 2. 3 exp(—(x°+y°) dx dy
'K
= ¢ (....%. A \/3)" % + 1 exp(«-l(xz 2)) dx dy.
Hierin is 1 Na 3;\('3
J = — ae.}cp*—é- +y )1 x dy=— , exp =3 ¥ rdrd ¥
\ O
cos
czarul't volgt vVOoor- W*Lllekeur'fge Waarden)
J — j —T< "+ ( , . e 4o d
, R {: oog "? n ! coslh | 1?
¢
ofwel 1 '
_ E n- 3 ﬁ 2n
n!
met

(72)

x (

c:cm ‘f . cos
geldt de reahrm.eformule

. »

. &M g = (en-1) 1 - (20-2) I



2&*2 2n~ ..{2n-2k) 2 en-ck-c
W nw nw 5 ool ﬂ“ 1 - 3

Breckt men d¢ recks (71) nao N termen &f, V@lt voor de bo-
vengrens van de gemaaktc fout

en de gemaakte foubt is dus kleiner dan de eerst verwaarloosde term.
Uit (73) vinden we als ruwe bovengre

de berekenlng van J, als de rueks
bereckening van c.
git 770) en (71) volg‘&; na voor m}; Q.

, 1\ n-1 I_ /3 ~ 2} n
(1) o) = P(FAn-F+ 220" In3 37
@ .n N= n! 18 A /
en wegens (69) rinden we voor M3 0 |
_ e 1l osy 1L n-1 I 1 4240
(76) A H(P( Z)AE) 'g"]',ﬂ ﬁa (-1) 1 (4/A )
Wegens (60) en (65) hebben we nu

(77) G‘2= m{@(1*d Y+ (m+n-2) {c{(*jw o« ) - % + %

afleiding van (77} geldt allecn voorﬁa 0.
In verband mect lemma 2 ¢en
P(x) +O(-x) =1~

zijn beide leden van (77) even functies van en geldt (77) dus voor
willckeurige waarden /A Breken we de oncindige som in het rechter-
lid van (77) af na de Nde tcrm dan maken we ecn fout die kleiner is
dan de eerst verwaarloosde term.

Voor/u =0 is & = % en gaa‘t (7‘7) over in (I'

nm { % 4 (m+n-2)( g) . 5
dus juist de formule (29) (a_lda.r 18 /4 2"
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In de door (68) gedefinicerde intesraal C( ;\ ) transfor-
meren we de integratievariabelen op poolcocordinaten

}{:I‘COS? ymrs:ln‘f
D¢ gremns van het integraticgebied wordt dan gegeven door

rfkf) = 1/2',\\/?

sin(", ~ )

cn we vinden nu
(e
6( A ) = R &

‘7’/3
[ 3
= 5 )
Q
waarbi] we dc¢ substitutide \1/
Stellen we nu "

dan volgt
(78) c( A )
4 _
= eme—— O 2
2T

Nu geldt voor £+ 2> O

(79) = & 4+ 4 .t+0 * ¢+an“1"3 ‘*Bn‘t

1
(t+ 3-) Y ‘t+ °
(met a_ = 3/4 F a, = 27 J 3 enz.)

waarin vo or zekere S met 0 < % < t geldt

B - 1 a 1 I
n- ot dg +w[)[§‘+I 271 1
waarin de lntegratiewsg C een in pc¢ sitieve zin omlopen klecine cirkel
om het punt t= % voorstelt (geleger in het complexe t-vlak). Voor
n > 0 mag men deze cirkel deformercn in de (van beneden naaxr boven

doorlopen) lijn

‘tmw%'l-iy 3 - XX ¥y < + oo

en voor i— > 0 vlnd&.n we dan de hovungrens

N VEEE "'3”“‘"" g L
| Pn i€ ﬁ" \ | o B | | tad
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Hierin is voor t = - -%— + 1y
)t—&-%l: y2+’l' en It}__,}%

en 4dus volg’o

(80){B nig i f —-—1—-2————

y(y+1)" ,
Substitutie van (79) in (78) levert nu voor %) O

C(}) —:ﬁ-ef'xz[jo

ofwel

(81) ¢ (A) = 5= &

waarin de coefficienten &, uit (79) volgen en waarin

o0
, o
R, = f exp (- 2 A %) B (t) tVat

Uit (80) vologt nu dat

1
(82) | R Z ¢ 397 n! ;
! . ‘ - ‘ 3 - 1+ 1
. - - ('j___,. A ) |
- 8
waarin - S
(83) . C = = -2 =

Wegens (82) lev ert dus de ontw:.kkellng (81) een agymptotische ont-
wikkeling van G r\ ) voor grote waarden van ?\ . Daar de oneindig

voortgezette reeks (79). een convergen' > LG 5T raal 1 heeft is wegens (82)
de orde van de :E‘out (voer n -a-a-ﬂo) ongeveer de o%de van de eerst ver-

Waarloosae term.

.-p_-ih WWM

E Beschouw het volg@nde gebied - i%n het x-y-vlak

Dus 13 C(>\ ) ZD( \ ; 3' ) A.nalaeg met (81) bewn.;_;st men de asympw\ -
totische ontw:.kkellng voor grote :\ -

o : 2 | 2=

kmo

Waarln de eoefﬁclen‘ben bk volgen ult de ontwikkel,ing_ ' .



1 = k
(86) — o 2 bt
= (t+ F1020) ¥ V t+cot25 K=o

i,

Met (69) en (81) vinden we voor /“> 0

l roge &2 k1 '
_ - _ ! a
=0 K-+ -

(F )
met |
(87) {s,f<cC 3 T —

(4 /“
~en uit (60) volgt nu de asymptotische on‘twn.kkellng -
(88)¢2= mn[d(1~°/)+(m+n-2) { - 2, e J/u( X )é
7 k=0 >rwra 1)
(w 7

waarin & = (P (-- L ‘*“ \! 2) (analoog met (77) blijkt (88) voor willckeu-
rige waarden “te elden |
g M g ) - < q | | .

Desgewenst kan men ook ™ en & asynptotisch ontwikkeleni voor of

gebrulk‘b men dan formule (85) met B/ = :ﬂ-




27

natcl voer de cocfficient a 1D
’ ] Hyll =e

‘ h
- h=0

voor 1« n < 5 en 0 £ h < 40.

_ 12 3 4 5
L 21 [ 22 132 837 1346
23 {144 | 458! 973 1601

| _ 23 | 24 [4156 | s514| 1123 1892
(A A 24 | 25 169 | 575; 1292 2225 |

- 12 12 | 25 | 2671182 | 640| 1477 2602 |
| 16| 18 | 19 | 26 | 27 |196 | T10| 1683 3029
16| 23§ 27 | 29 >7 | 28 |210 | 785| 1908 3509
| 20} 31| 38 | 42 28 | 29 [225 | 865| 2157 4049
9| 25{ 41| 53 60 29 | 30 | 240 | 950| 2427 4652
9 {10] 30| 531 71 | 83 30 | 31 [256 |1041| 2724 5326
10 111 36 | 67| 94 | 113 31 ' 32 | 272 L1'137 - 3045 6074
11 | 12| 42| 83131 | 150 | 32 | 33 [289 [1239] 3396 6905 |
12 { 13| 49 {102 | 155 | 197 | 33 | 34 {306 | 1347 7823
13 | 14| 56 {123 | 194 | 254 | 34 | 35 {328 [1461| 4185 8837
14 | 15| 64 | 147 | 241 | 324 35 | 36 |342 |1581| 4626 9952 |
15 | 16 | 72 | 174 | 295 | 408 36 | 37 1361 [1708] 5104/ 11 178 |
16 | 17| 81 | 204 | 395 | 509 37 | 381380 |1841} 5615 12 520
17 1 18| 90 {237 | 431 | 628 | 38| 39 {400 {1981] 6166 13 989 |
18 | 19 | 100 | 274 | 515 | 769 39 | 40 | 420 |2128{ 6754| 15 591
19 | 20 | 110 {314 | 609 | 933 | 40 | 41 | 441 {2282 7386| 17 338

o | 21|21 [3sef7ar e | L 1 1 .

U SRS KT,
)
™)
[\

. A



