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1 Probleem . 

1. Inleidi"""' .. 

1 

stochastische vari-

abelen zijn, wa.arin m en n vaste na.tuurlijke getallen voorstellen. Hie rin, 
• 

. :ieling 

,ge teld. Z i.j P u,m,n de kans on u inversies en 
A,l 

Q u,m,n) - P v,m,n 

de kans op ten hoogst e u inversies. Gevraagd wordt de groo~heid Q u, m, n) ·'.~ 

te bepalen. 
In dit rapport zullen we een oplossing geven van het gestelde probleem 

in de twee volgende byzondere gevallen. 
1. Het geval, dat F x :::EG x , de z. g. gelijkverdeling. Onderzocht 

wordt hiervoor ook het gedrag van Q u,rn,n voor grate waarden van m resp. 

grote waa:rden van m en n beide. 

2. Het geval dat G x · = F x- J.A 
I 

voor O x ~l 

• waarin 

1 
p;. 0 
,.,_ 11f voor x < 0 en voor x > 1. 

In bet geval,.dat . 1€ 

-·· F ( X) .... 1 -t1 2 e dt 
-011 

word&n in een appendj~ hruikba e formules gegeven voor de spreiding ~ 

van de waarschijnlijkheidsverdeling van het aantal inversies, zowel v•~r 
• 

grote als voor kleine waarden • 

2._He~_geval_van_gelijkverdeli_. 

Neem aan, dat F x) ~-G x • vereniging 

de 

schikking met dezelfde waa.rschij.nlijkheid. Het tots.al aantal mogelijkhe-
m+n 1 

m n na wordt dus de waarschijnlijkheid 

P(u,m,n), dat u het aantal inve"rsies is, gegeven door het aa.ntal moge-

van n0 , resp. 

n1 , .• ,resp. 
- -

(2 y < xl < nm­ el. · 
I. 

een 

tal 
si-tuatie oplevert 

pa.rti ties 

n= 

met u inversies. Als dus A u,m,n) voorstelt het aan-

van n met n. geh eel> 0 voor i 1 •su'hRII 

0, 1, ••• ,m, en onder de b.ijvoorwaarde dat 
·••1•-·••111 _____ _ ---·II Ji --

} 
• 

iables is stochastically larger than the other,Ann. ;A.th. Stat. 18 1947 , 50 6 ~~ 
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dan vol 

5 
Nu geldt 
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u 

P u,m,n 

l 

l 

n 

• • • 

• 

2 

• 

1-

want ontwikkelt men 
m 

het 

• l . J. J 

li ...... erlid van 6. volgens 

l=O 
• 

j=O 

dan blijkt hieri11n··de 

aantal mogelijkheden 

gelijkertijd aan 4 

A u,m,n. 

Stel nu 
F 

coe~ficient van zijn aan 
• 

om n zodanig te schrijven als een som 3 , dat 
voldaan is. Deze coefficient is dus gelijk aan 

-

t n 

1 

he-t 

te-

Wegens is hierin de~coefiicient gelijk aan de ont,¥ikkeling 

en dus 

1-· 
• 

Vergelijken we 

ofwel 
C n 

C n•l 

n 

. en wegens c0 

m,.n 

.. 7 

m..µl 
t 

l 

1-

N=O 

., ,. 1•1-

n=O 
-

de coe£ficient van 

en- . n cn-l 

1.,.tm+n 
., 

1-tn 
•·· l volgt hierui t voor 

. . .. m,~n 
u= 

no C n • 

in beide leden, dan vol_ 

n··" l , 2 , 3 , • • - • . 

m,n 

••• 1-t 
' 

0-pm. Deze formule is ook als volgt te bewijzen1! Door •oor de rangschik , .. 

king 2 de moge li j ..... ~ eden, dat het 
.. 
is, ::;;;1..,,1..zonderlijk te be·schouwen ziet men in dat geldt voor 

• • 

m,n o,o 

10 A -u,m,n 
mits we st-ellen 

• 

A·u,m,n 

A u,m-l,n + A u-m,m,n-l 

0 
. 

voor u.( O, voor m < o·en voor.n < O. Hieruit vol 
;,,-,.,..A . . 
~·· 

voor m,n 

A . ·tu :..-.-,.- · ·. u,m,n. .. ... m,n·.· 
I : IP 

. . . 
·.A, u,m.l,n +A·u-m,m,n l. 

.Al () . . ' . . .. 
. , . .l \. -" . 

. 

• 

o,o 

u·· 



+ 
m""' 1, n 

o:fwel voor. m,n 
·· 11 .. 

m,n 
11 It 

U ..... m UJll: 

o,o. 
+ tm 

nt,,,-, 1, n 

1 en 

, m, n•:.• 1 

f' voor m < 0 of n < 0 is 

3 

o,o 
a~12:1i e-.formule . 11 

m,n 
eend1.1idig bepaald. Het rechterlid van 9 

door de re .. -

voldo et 

eveneens aan 11 en genoemde beginvoorwae.rden, waarmee een tweede bewijf: 

van fo1 ... mule 9. is gevonder1. 

Uit 9 volgen vela eigenschappen van A u,m,n en dus wegens · 5 

oak voor P u,mtn welke overigens ook direct uit de definitie van 
A u,m,n) zijn af te leiden .. Vooreerst volgt uit 

m,n 

dat 

' -· 
{ 1--. t 

Au,m,n 

Vedder geldt wegens 
m+n · · 

t . 

. n 
••• 1-t 

A(u,n,m. 

1 . 
t 

t+l m+n 1-t • • • l•··t ---
1 t m 

· ·· • • • l:••t 

t m,n 
de sy trieeigenschap 

m,n 
t.o.v. de waarde u ::e 

mn 
2 

13 

Daar A u,m,n 

Uit 

A u,m,n A mn-u,m,n 
=·: 0 voor u < O, volgt dus ook dat A u,m,n 

blijkt, dat voor u ~ m de groothbid A u,m,n 

n,m 

O voor u > mn. 
van m niet af-

hangt. Is bovendien u 
hankeli ·ke g:rootheid. 

~ n, dan is A 

En wel geldt 
u,m,n -· ~ u een alleen van u 

t u p u 

• 

l•-t . 

1 
3 1-t ..... 

wa,arin p u het aan-tal parti ties voorstelt van u in· natu1,.1,rlijke getallen. 

Tan deze :functie p u) zijn vele eigenscha.ppen "hekend vgl. Ha:r.dy and 

Wr ht, An introduction to the theory of numbers, Chapt.XIX: p,9r-t..j.tions .. 

Wegens 5 en 9 geldt 
,(J(_ ... 

u= 
1 

. m+n 
n 

Verder hebben we wegens 1 

Q . . tu · · u , m , n . :" ~ ....---
u= 0 

ifl F Ji f1£11 :Ii 111 I 

., . ., 

1 
''" 

1"L • •· I Pt I 1111!$ 

1-•t 

gn wegens · 14 volgt tlus 

11 Q u,m,n t = 1 
n 

n 

.. 

u 

P(u,m,n 

v- "0 



waarmee een methode gevonden is voor de berekening van 

Voorbeeld. We berekenen de verdelings~unctie Q u,m,n, 

m=S en_ n ..... 3. Dan hebben we 

1-
.. u 1-t 1-t l-t . 

I 

Q u,m,n. 

voor het geval 

·wegens 

gende 

1 5 
k+l verloopt de berekening als in het vo~-

t l 
l I o l 

2 
P -. , b l » 

-t 
s t' I r •• ,. 7 * • . • Ji!tJFII :a 

n •• 1-t 

-
, 

Voor elke functie uit de_eerste kolom staan in de overeenkomstige rij -

de coefficienten uit de machtreeksontwikkeling volgens opklimmende 

machten van t. 
" l 0,~o I"'?" LA. 0 I 

..., ,.,, 
1 '""'"' - • 

t 1 2 3 
• • 

1 t 1 

l t 

1 t 
-

1. 
t 

-· - ... ,.. __ -•'\I' -·- ---~- - -- -:, ,.,. -• --

1 2 4 
• 

2 
t 

2 t 
----·----·· ... --- -·- . 

• -
t 1 2 4 • 

• 

3 

3 
t • 

3 
t 

8 Q(u,5,3 tu 1 2 4 
5 uk•O 

Q . U J 5, 3:.•a •) 1 2 _4 
5 

Wegens de 

bekend. 

symmetrieeigenschap 
• 

• 

4 

2 

6 

1 

7 

·7 

4 

5 

3 
1 

·----

9 

2 

11 

11 

11 
5 

6 

4 
2 

-

12 

4 

16 

16 

7 

5 
3 

1 

-- ----..-

16 

6 

1 

23 

1 

22 

8 

6 

4 

2 

·--

20 

9 

2 

31 

····2 

•·111 

28 

28 
5 

is de functie Q u,5,3 

9 

7 
5 

3 

1 
-- . ·- .. ..._ -·-

25 

12 

4 
• l .. ._ 

41 

4 

2 

1 

34 

nu volledig 

Uit dit voorbeeld blijkt wel, dat het van vitaal belang is de volgend 

ge nde ontwikkeling te bepalen. 
. l 

• 

Dit 

De 

nnen we doen door het linkerlid in partiele breuken te splitsen~ '. 

polen van het li. erlid zijn 
exp. ·. 2 11 i 

de eenhe idswortels. 
k 
1. • 

• - ' . . ' 

• 



De een multipliciteit 

n < n 
· l =tt.•· 2 • 

5 

Hierin heeft 

We krijgen dus een splitsing in partiele hreuken ,,..J ( ,!. --1 

(17 
1-t 

waaruit wegens 16 

l 
~ , ,,, , j'+j 
1-~ 

volgt dat 

18 a 
n,h 

1 

en 

h=O 

Wegens l, 

h+j ·l"'v 

•t 1. = n+l 
' • 

(h J 
h . 

j ! 

h+j 
h . 

n, j 

. - ·; 
it i Ii 4; l◄••• r• ::I t 

j=O 

h+j 
. h 

1 en 

(. J..-

voor h, •·> Ore) , vol ui t 18 de asymptotis che for,nule 

a ... , 
n,h n " -- 2 

zi jn dus constaRten 

a . n,h • 
J 

n, 

. te n, J 

n 
2 .. 

.. 
• 

h+j 
h 

,1_, 
h l 

vinden, zodanig dat .. , voor h _. o.o 
n·.=t 
21 0 h .. • n,J 

geldt 

Y{egens ·n,n l l 
n ! en h+n 

h geldt voor de hoofdterm 
1') 

• 

n, ll in 19, dat n,n 
1 

n! • 

Voor kleine ·. waarden van n kan men zo!'.'ier veel moeite de splitsing 

17. in partiele breuken ui tvoeren1p en v. ... .-. ndt men wegens· ( 18 · exacte for7• 

20 

· 21 

22) 

met 

voor h 

n, Op deze wijze zijn de volgende :formules afgeleid 

a 2,h 

a 3,h 

... 0 11 .• , 

• 1S 

I 

h + 1 

2 . 
h+l 

2 

1 
72 

a.ls h even 

h+ 
2 

h+l 

als h oneven 

+ Q 

• 

het gelijk aan het grootste gehele getal 

• V~ er geldt de :formula 
., 

• 
""' 



, ... ., 
h e,-en ~n o a • 

(,,1,, "".. 0 

I I"\ .: " . 
I .. . ~ 

als h a4,h 
t • !fll oneven, \ L, ,; 57 

-waar1n G wt ' ,,, 58 57 78 15 +58 ... 7 14 "·15 6 +57 14 -
voor h 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 lO 

mod.12 

Aa.n=het eind van dj,.t=rapport is nog een tabel toegevoegd van 

6 

79 
11 

voor de berekening van Q · u,m, n , mits geldt O ;;, u :f 40 en l ~ n 4 5 
mis verder willekeurig. 

• 

Voorbeeld.Gevrw.g~ wordt voor m=26 en n=5 de kans Q 34,26,5 op hoog•-

stens 34 inversies. Wegens. 15 is deze kans gelijk aan de coefficient 
• 1n 

1 
31 
5 . 

Wegens 16 VO -
Q 34,26,5 

en 

Q34,26,5 

27 1-t 

1-t 
t dus 

l 

8728 
.· 31 

5 
• 

1 .. t 

e tabel vi ttden we 

""" 0, 05136<3. 

., 1• a ... ,a 
5,5 5,4 

3- _Geli_j_kverdeling_met_~rote ·waa_rd_en m, .. of_n. 

...... 

-a 5,3 

Teneinde de verdelingsf1,111ctie Q u,m,n. voor grote waarden van 
m of functie 

• 

ran 1 
m + 

n 

m+l m-1 m+n 
± 

i% ·2""· '' 2 
t -t •.• 

z z 
t - t 

en stellen we hierin t iy 
e dan 

sin 

vinden we 

• 

~ 

• 

· m, n Y ... 
• 

l 
m+n 

n 
• 

sin 
.. sin y ••.•• 

Ale we · m,n Y ontwikkelen volge.ns 
::?:!,!:,,., 

• 

dan ia wegens 24 
.. ,S?fl ·, 

dus 
het 

, < Ii 

juist het r--de 
.. 

gem:i.ddelde. U= 

"" . r r iy 
r! 

, gelijk aan 
r mn r 

van de verdeli sfunctie Q u,m,n. 

• 

• iJ) 

-t 

m+n 
2 

t.o.v. 
"" 



Wegens 

27 

Nu is 

en 

en uit 

28 

hie,ruit 

" 

o:fwel 

25 en 

l 
• . 

1n In 
n . 

• sin z 
z 

z 
sin z 

27 vol 
oo 

r 0 

vol 0 

l 
2 

2 

2 

l 
-..1.._..2 

k::::1 

• 
' 

26 hebbe· we m+ll 00 m+ • 

• 
I 2: · y •, • ,•. ~~ en& 

... 
sin -:i, Id LI 

• 

1 

• sin 
~ • 

1 

1 
1 2 

+ z 6 

nu 

.J r 
11 Lil St 

r. 

er 
"YJ. 

• 

k l 

• r iy 

meer 

• 

2 k 
k, .. sl 

-
• •• 

Y• •. 

z4 
+ 

+ 

•• •• 

0 
2 

+ 

n • sin y ~ 

' 

••• 

7 4 z + ••• 

• 

l• 
• •.. 4 

• 

l+ 

1, ,.\ . ; . 
2r+l n 

k2 
• 

k--,1 

. " 

k=l. k=l 

u=O 

2 y 

. o 

• • 

• 

r r f ., . 

+ 

r 

r .. ' 1y 

1920 
4. . . 

0,1, ••• 

7· 

• 

•• • • 
• 

. . . 

+ .~. 

en 

' 

• 

analoog zouden wa. ui t 28 de hogere mornanten 
chastische varia.bele u heeft dus een ge.middelde 

en. De sto­
en een spreiding 

De grootheid 

1 m 
~ 

u-
· 31 . V ., . 

• 

mn 

n 
• 

l+ n+l 
m 

. . 

• 

•• 

heeft een gemiddelde O, een spreidi 
f'tlnctie t. o. v. het gemid.de lde 

1, en heeft als rakteristieke 

. m+l sin ·· 
m 

m+n•sin 
, 

m 3n 
' • 

Voor vastgehouden ·n. en voor m ~02~► 
. . . 'fl 

en de noemer naa:1~ - wegens 
h 

Nu 
., 

is woor 

lim 
m~oo 

• 

ll➔oo 
• 

• • 

'· 

m,n 
q-- , .... 

• 

.. sin 
1 

n 

, 

• 

. m•1 n sin ---
m ••• 

••• 

cop.vergeert 
• • 

.m+_n. mn • 
n "'1 ■ • 1111:f Lt - n -• 
" -sin 

2 4 n 
Y. .... + 0 2n n 

• 

• 

m 

de teller naar 
Hieruit vol ...... 

n 
• 

• 

•sin --
• 

• -· > 

• • 



• 

8 

en dus vol 2 
• y e 33 lim y 1 i Ill • . 

n • m,n er 
n➔oo m ~ o-, 

n--,. ex> 

Er geldt nu de volgende stel. Ling vgl. Cra1ner, Mathematical methods 

of statistics, blz.96. 
met k ... 1 , 2, 3 , • • • een oneindige rij verdelings:funoties 

=1,2 ,3, •.•. als de respectievelijke rakteristieke 
functies, zodanig dat aa11 de volgende voorwaarden is voldaan 

1 Voor elke reele y best~at de limiet 

lim .. , 
k➔ oo 

y ••• y 

y is continu voor y .. ,.o. Dan geldt voor elke wa-ax•de v, 

waarvoor G v continu is, 
-- G V , 

k ➔ero 
waarin G v een verdelingsfunctie 

Verder merken we op, dat 

de kara-eristieke 
worden opgevat als 

is met karakteristieke functie 

sin n 

n 
• 

. 

3n 
verdelingsfunotie 

n. met een gemiddelie 
teristieke functie bij de normale verdeling F(v met gemiddelde O en 

• • 

spreiding 1 ~ 
Gebruik makend van 32) 

• 
e 1 33 · volg-t uit deze opmerki _,...en dat 

voor de verdelingsfunctie 

" - Q 
mn v,m,n 

• 

vc:1.n v de volgende £ormules • 

• 

en 

·.J 

lim 

. 

V 

• 

1 lim Q mn+ \J"'v,m,n --===.. . e- 4 dt 
' 

ID➔ 6"' 211 
n➔DIQ -oo 

De laatste betrekki drukt uit, dat de verdelingsfunotie Q u,m,n: 

asymptotisoh normaal is · voor m ~°" en n --JJI,, oro 
•, . . ' ' 

groat zijn, en wel ongeveer van de zelfde orde, 

benadering gelden 

36a • Q u,m,n.-,.....__, 1 • 

.t t: .. 
e- . dt 

• Wanneer m en n 
dan zal in goede 

.. ,._..., .,...-,,,1, ... --·· 11 -aic, 

1. De formules _34 an. 35 vo1gen ook uit algemene stelli· en van 
B .~;• v:an der Waerden, toegep .st op het byzondere geval van gelij.kver···· 
deling vgl. Rapport T. W. r11:• ., 6 . stellingen 4 en 5 • . 



9 
wasrin 

36 b v u mn 1 u .. + "2" 
, Ill • I · \ 

omdat een normale verdeling, die de''trap­

vormige ·· verdelingsfunctie Q( u,m, n goed benadert, de 11treden'1 ongevee:{ 
in l1et midden zal snijden, terwi jl we juist een goede benadering 

' 

willen hebben in de sprongp1J111ten 

Geldt daarentegen m n, dan moeten we verwachten, dat in goede 

benadering geldt Q u,m,n .~ F v , waarin v weer door 36 b wordt . n 
gegeven. 

Zij H w n . ~ n 

lijkheidsdichtheid 
1 

,. -
0 

Dan geldt de :form11.le 

1 
n! 

,roor O .<:::. w "- 1 ........ 

v oor w < 0 en w > 1 . 

vgl. Cramer l.o. 

0 ~ k .. , w 

blz.245 
n 
k 

n ··w-k 

Wanneer een 

heeft, dan heeft 
stochastische varia.bele v 

de grootheid 
de verd .il. ingsfunetie Fn v 

w v+n. n 

n 
de verdelingsfuncti~ H w n , zoals direct 
volgt ui t de defini· .. i.e van 

Substitueren w8 36 b in dan vinden we 

39 w n 
2 + 

u nm 1 
+ 'Z 

Voor m ~ n zal 37 een goede 

w door 39 · wordt gegeven. 
benadering zijn van Q u,m,n., wanneer 

Or~m. Rekening houdend met de definite 
I ii 

• 

15. de exact geldende formule n 
1 

lfW t,t I 

m+n 
n 

t11 ti •• ,,, ur; u : • 4 

a I Ill 

n,u -~ 
h 1 

• 

a + n, U····m·, .. h 

volgt uit 

1.11anneer m>) n dan vervangen we eens deze formula ruwweg door 

40 
Q u,m,.n 1 

m+n 
n 

' 

Nu volgt uit 19 

' . " 

a n,h 

voor h ..,.,, • ...a 

t 1 n 
IJ ".,r· ► oiihi . h + ... n. . 

, ,na 

' 

n 

n, U"''m 
rtt: .. +. . a .. 

2 n,u--2m 
., 

en wegens 
·m+n 

n volgt 

-



. 

• 

• 

10 
40 ruw gesproken, dat 

Q u,m,n. 1 1 k n u n 
k rat •,4 

k u m n. QLk<--
m • 

Daze zelfde formul0 verkrij ,..,_. men uit 37 , als men opmer dat voor 
m>> n uit 39 voJ.ist Wr-,..;,u. De boven gehouden heuristi -~ redenering 

m 

waarin w door 39 wordt gegeven, bruikbaar zal zijn. 

In de volgende tabel is voor m=10 en n=3 de exacte waarde 

Q u, 10,3 aangegeven '7V1:tuals de ben;.1derde waarden zoals die zouden vo1 

gen ui t de f' ormules 36 en 37) • Het blijkt dat de benadering 37 

beter voldoet. 
Q'u 10,3.' 

_______ ....,.,,,,.;Jl,,,;,;J& ..._.. , •• vt .. '----· ··---· -----··-· -··•-u• -··---·-•-•.om•--~◄'' ___ --------:::------:-

-1.,\ exact met ·36· met '37 
.-------· ---r/o,11,o-,· --· ----~.-~-----------~ .. ------
· o 0 ,0035 0.0071 

• +36 0,0034 -1 

1 0,0070 0,0112 +42 0,0077 +7 
. 

2 0,0140 Q A": ."7 3 +33 0,0145 .. +5 ' . . 

3 0,0245 0,0260 +15 0,0245 0 

4 0,0385 o, 0380 
. 

5 0,0383 - 2 
' 

5 0,0559 . 0,0541 18 0,0565 +6 
6 0,0804 0,0754 

' 

0,0796 +8 50 . 

• 

7 0,1084 0, 1024 • 60 o, 1083 1 

8 0, 1433 0,1359 75 o, 1432 1 
. . 

9 0, 1853 !),1762 91 
• 

0,1849 4 
10 

• 

0,2343 0,2234 '. "'"" 1 C 9 0,2331 12 • 

. 
f 

11 o,2867 0,2771 96 0,2868 +1 

12 • 0,34,2 0,3363 ,,, 99 0,3447 +15 

13 0,4056 0,3999 57 0,4056 0 
• 

14 0,4685 0,4663 22 0,4683 'Iii. 2 
a 

15 0,53~-5 0,5337 +22 
' 

0,5317 +2 
. . . . 

' • • • • . . . 

' 

• 

Zij ·. een positief getnl ·. m, n . de gehele waarde 

u waarvan 

de waarde, 

wegens · 37 

· 41 

. u,m, n 
waarvoor 

en 39 

• 

Analoog · als v, 
V. - ',.., 

e 
' 

n , 

7 I Q 

. het rneest 

~ • Een goede 

• 

de waarde is, waarvoor 

dt ... 

. 

dan volgt 
-C'P . 

uit . 36 de benadering 

U· 
' t 

°2 I I l 

1 mn m+n+1 

• 

• 

- w n 
I 

. 

. 

I 

' I • 

• 
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• 

. ' 

voor de ntlrnerieke berekening is fornmle 42 het gemakkelijkst~ 

Evenwel mag zij allee~ gebruik:t worden als men n ongeveer van de 
. 

zel£de grootteo .... e zijn. Voor n=3 en m=40 geeft :formule. 42 bij-" 

voorbeeld 
U 1 ,j .. , 01 ,3 
~ ~ -, .. ·) ...... '\,; 
10 

•• en men zou due vervi1aotl·ten, dat. U 1 •. 4-1, terwljl 

0,097413 en Q 41 =0~ •i0429 ii werY.:~lij eid geld-t 

41 geeft in dj.t geval U 1 ~ 40,3838 en levert 

wegens Q.40 
U 1_ :·~ 40. 

1 
10 

Formule 

40 en 
' 

d1.1jdt bevendien aan, dat 

. ' . 41 0 6162 
-------- ti"'"¥ I I , •11 I 5 =- 1,61 

E. -·· <-~ t~ 4 o o , 3 83 8 
• 

het linkerlid is in ·v1t1~1celijkheid 1, 66 • 
troleerde getallen bJ_eck forrnule 41 het 

• 

In alle door mij 

juiste res taat 
gecon-
te geven. 

?ti.illen YNe de volgende verdelingsfunotie verstaan 

F x, 

1 
' 

Laten 
. m 

als x <-· 

'' 
It 

• 

J-A ~ x ~· 1+ . 

1+ fA ~ x. 
, 

. 

• 

. ' 

elkmet de waarschijn-
• vari-

abelen elk met een waars0hijnlij ~eidsverdeling F y, . Voor een 

. \'!- .. 
.\ 
()i;j 

:i ;, j 

u 

• • 

! m 
.,,.• _.. ➔· t 

0 

~. ·--
• • 

J.. ' ;, 

• 

V 

e.n 

. .. 
J_, J 

••• ·-· 

+1 

-1 

• • 

• 

als 

als 

. 

y. 
J 

y. 
J 

:¥ x. ~. J_ 

> x. 
l. 

,, " - . 

• 

Wegens • • = ~ 2 . . -1 geld.t v= 2u-mn. Wanneer we n:ie t de waar:· 
1, J J.' J . 

schij ij ...... eidsvei-ade}ing van u, doch die van v ·. wee.rgeven, . dan wordan 

de formule s iets elegant er. Zi j. p ·v, m, n . resp. q v ,m, n. de kana, -dat 
~. . . . '••. - . 

. . . . 

het rechterlid van 44 de waarde v re • hoogst~ns de waarde v aan-
' 

' 

neemt. Deze ootheden 
geldt __ ; 

4:f; 

. ' 

• • • 

,, . . 

- . ~ 

' • 

natuurlijk DL>k van t\ afhankelijk. Verder 

• 

v• ... ¢0 

t . .• . pv.,m,n 
' . 

. . . 
. . 

.. 
. . . 

' . . . ' - ' • 

voor v -· 2u mn dat p v,m,n •.= p u,m,n .·. en q -v,.qi,n •··Q ~,m,n ·• .. -
• 
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Uit · 14 en 15 ·. vol · .· due in het geval van gelijkve eling 

V 

en 
v,m,n m,n 

47 
V 

•rt , • 

... 
waarin 

m+1 m 1 1 11111 • .. • 
" m,n m+n • "'• 

Beschouwen we na 

tisch verde:l~ zijn 
t•~ +1 resp. }Af -1 

, I 
• 

niets te onderzoeken. 

le11 dan 

• • • • • 
n ' 

het geval dat de grootheden 

met verdelingsfunctie F x,O 

dan is steeds V=-mn resp. 

We v~ronderstellen dus, dat 

4 9 q = ··.: \ 1il4 \ en p = 1 -q 
I 

De waarschij -'-ijkheid, dat 

m+n m 

m m 

resp. F y, · . Als 

en valt er 

< 1 en st.el-· 

0 ~ r ~ m en O ~ s Sr- 1:1 gelegen zijn in het interval O,p·. wordt 
•• rt 

gegeven door 

r. 

In dit geval leveren de 
-

interval O,p 

• 
' 

·n 
s .. 

.mn-·•rs 

ligt 

s n-s. p q 

een bijdrage tot V ..... 
• • 

die ge-ten het 
lijk is aan .. 

' rS 111'"mn ' waarin J.' J • 

a.ls 

.. , .. -1 tt 

,-
111 het interval O,p 

In de veronderstelling 
interval O li~ en . ,P 

-w~arde v aanneemt dus 

r,s 
• W,SlaJ-ein 

r,s door 
. +, 

V=--~ 

en analoog wegens · 45 

/J 0 
I 

nemen 

even grote waarsohijnlij eidsdichthJid aan. 

wordt de voorwaardelijke kans dat E. .. de 
v ..... J.,J 

gegeven door de coefficient van 

• 

V 

, rs-mn 

wordt 
m 

r=O 

gegeven. 
n 

m n 

We vinden nu 
! m n 

r 

in 

-r,•S 

r,s 

•• 

.,ft 
. \ 

r+s m+n+r ,s p q ' ... 
s. 

" ra•··mn:· 

• • 

Zij v,m,n de z.g. 

v,m,n ·• .... 

r- .. Q . ' 

1-

"powerf1Jt1ction11 gedefiniesrd door 
l t p v,m,n +p ·~·.v ,m,n • 

V 1 :.::- CJ? 

Dit is dus de kat,s, dat ·.. .. een der waarden +mn,+ · mn 1. 1 ••• ,+v i,J ,,,, 
• 

' 



• 

' 

13 
a::1nneemt wegens v u-mn worden overigens alleen en v aange•· 

nomen met 

Wegens 
00 

V=-ro 

• 
• 

• 

p -v,m,n 

. -I 

V -,.. 

geldt 
m n m 

r 

en we gens · 50 l: e""1ben we nu zowel van 
«:) 

V=-,-o,...::> 
• 

m n 
• • 

• 

r O s O 

en uit 53 volgt nu 

• 

m 
• 

r 

V -v ,m,n 

.n 

s 

.. -

• 

r+s m+n-r-s p q 

m 

l"l 

s 
r+s m+n-r s p g_ 

• 

• 

r,s 

• 

r,s 

rS,,·•mn 
+ 

-'r-s 

-r 

• 

.t..s _,."" 

-

. 

V wn • F •00 .;_. 
• 5., 0 

m 

r 

n 

s 
J '" 

+ . -Y~+ 

In va.rband met . 49 is de ''power:fur1ctie'1 . ...., - v ,m,n dus 
graad , en 

Ui+. 54 volgt bijvoorbeeld voor de coef:fioient 

waaruit 

_ ,,' au '2 
d 

v .·m+n 
=2 n 

+ 

.· m 

2 

v ,m,n · 

m-2 n 
1- +mn 

m n-1 n I • di -I llf SR till . d • I ~ . • 

1 ' 

m-1 n 1 
1-

ro nder veel moei te is, te erekenen. 

5. -AE:e.endix. 

een even .. 
·m+n 

+ 

2 
+ 

.. 

We beschouwen het algemene probleem genoemd in de inleiding, waar. 
' 

in F x en. G · y voorlopig nog willekeurig. Voor het gemiddelde u en 
• 

de spreiding u va.n. de waarschijnlij · ....... eidsverdeli.... van het aantal 

u 
• -. .. • • 1,J 

.. .. 
i, J ' 

heeft Prof. B.L •. van der Wae en de volgende ~ormules gevonden 
· Rapport T. W. n1'. 6, blz. 11 

......... 
55 u = mn 0( 

56 
viaarin 

o( .,,. 1 ... 
, 
' 

111.1, ,, 

. ' 

• 

--4111? 

nrsn ••• rr ..._ , e .-A. . ,., 1-F X 
' ~~' 

1 Voor de defini ie van 

2 A ex. + B·,-

~ 

d F X 

d G 

,, 

• 

' 

' 
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59 B 
2 

d F X 
-oo 

naar de verdelingsfunctie van u voor grote waarden van men n na-
genoeg normaal is vgl. Rapport T. Vf. nr. 6 zijn de grootheden u 

en 
Lemma 

. vooral voor grote waarden m en n 

bestaan met 
• 

1 • .Als ii e re ::i getallen en 

• .. 1 

en 
G X F X 

dan volgt A = B. 

Bewi s. Stellen we x .. . _ r dan hebben we 
• 

+ex,, 
' 

A X e a -x 
2 . 

dF x-
• 

- a, 

Ill ■ ·- .. Rt f 

_., =B 
er de voorwaarden van lem1na 1 is een even functie van 

• 
• 

l?~,!?,~,J.s,~. Stellen we 
I . ,. 

--
dan komt met een -stee 

• 

atee roef' • ., ... 1 • 
Jty\ 'l 

X 

roef' 

' ) .. ] 

• 

en .. - y 

u inversies een · m n . 
cvereen met u' = mn-u inversies 

• 

De respectievelij ke verdelingsfunotiea van u en u' hebben dus dezalfde 
" 

spreiding. Elk der variabelen .. heeft een verdelingsfunctie 
l. 

1 - F .. ,,. F 

en elk der variabelen heeft een verdelingsfunctie 
'. . 

1. - F . .• , F + 
waarmee het gestelde bewezen is. • 

In de twee volgende gevallen, waarin we 
inderdaad aan de voorwaarden van le1n111a. 1 volda.ar1 

z len berekenen is 
on geldt dus 

• 

2 
rnn 

2 . 

Wegens lemma 2 m.ogen we ons bij ·ae berekeni 
• '~ o. • 

. 

I - Beschouw vooreerst het geval, dat 

• 

waarin F x,. 
Voor O ~. ~ ~ 1 

, 141 l 

A 
' . '. 

en 
"'" . 

v1a arui t met 
· 62. 2 

' 

" $1 II'. 1 

en G x .... F x, 
' volgens 

geldt nu 
• 
43 · is gedefinieerd. 

1 
• 

• 

x­
e n le1nma • 2 volgt voor 

• 

I 
1-q 

beperken tot hat geval 

1 

• 



Uit 55 en 61 volgt voor 0~ 
• r ,, I 

..... mn 2 
1 u • 

·2 

en analoog vinden we voor -1 '""-
;· , I 

u 
IDtl 

2 1 2 - . ~ 

• ., 

15 
L 1 .,.. 

4':. 0 

II. We bescbouwen nu het geval van verschoven norrnale verdelingen9 
• .. 

• waarin 

63 
Hierin is 

X en G x Ill' $ 

.aal. C 

_64 

dus een 
volgt 

. ofwel 

1 
X 

· 2TT 
normale verdcling 

-oo 

X i IF iii 

1 .. ,. 

d X 

en wegens 

Ci 

55 

·. 1 
2 

is dus 

66 ..... - 1 u - . mn 

.. x.. 

e dt, 
• • 

.,. c,:, 
met gemiddelde 

1 2 
Iii Ill. 1\F If • 

_, 
-~ 

, , 

1 
w r 

2 
, • 

• 
-· 

• 

, 

O en sp reidi '"' 
.X-J-l 

1. Uit 

✓ 

exp 

• 

1 2 2 
~2 X +y dx dy 

' 

' 
' t 2 

In verband met·· SO kunnen we de berekening van de spreidi 

herlciden tot de 
~ 

Het 
. 

x en 

• 

berekening van -. 
Q+>lfitllb> 

? 

• 
• 

3 

-
• 
• 

... 
1 

-.-z 
l 

55 

d.e lijn «. I . Ala we door een orthogon e transformatie deze 
• 

lijn tot coordinaatsas maken, dan vinden we 
3 ,ca,, 

=~ x--
.,,,,(lfJ 6'1 

ender 01' het v gende gearceerd gebied in het x-y:•:••vlak var-• waarin we 

staan 

•• 
•• 

De integratie naar z 

• , 
' 

, 

-----·--- .... - -'"'-·--

___ ,,_ 

' __ ,_ 
I ! -·---------.... ~.,~ .. ·--
00 -·--·--·---'"-_,_ 

-- ·--__;_·, ___ _ 
_ ..,_..,._,.,._4 ___________ _ 

~- Ml f 

• 

, 

we di£ect uitvoeren~ Stellen 

'r " 

1 - 211 e y d:x:. 
1 

we voor r· ~ O 
. ., 

• 

dy 68 
waarin K het volgende gebied 

• a.a ee:ft 
,, 

d.an volgt 

69 
uit 67. 
·A. ... C . ._ 111 

• 
• 

3 

• 

--------- ).( 
1:,•----
=-------­
:--------·--

de substitutie x'= 
' 

• • 

• 

• • 

• 
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voor c zullen we ontwikkeli en 

resp. grote waarden· • 
.even bruikbaar voor kleine 

.... en 

c __ _. _ ~ .. -~qor ... kl_e_~,n-~._waaI'~e_n . 
"I\: .. . -- ... -•-- ---•- ----· • •·--
y ·-· .. ,., ·- . ""- ' - .. -- -- •· --•- 4 ·- •· • • ~ 
--·------ --

------1 .,,,., ___ . .... _____ _ -- . 
-- --- .. " -· --~- . -, 1 - ~ ->-. -...... ~. '"• • ., " •l ,._ ,. --· - ---... .. .. ---• 

·----·-- ' . .., . ..,_ -- ... . _ _, ---- ' . 

" ... -- ' . - '" . . -------
0 b • .. -- ' ,. . w, - -- ·•- - . =, ... --- ... -----

. " ~ --~-- . - ,.. .. . - -•- .. -- - -- --~- ,._. -•"'~ •- .. w -- --~ ~--' "' .... 

• 

Nu is •• 

1 1 2 2 
..... exp "" 2 X +y . 2n. 

en 1 
.. 1 

211 
exp 

2 
waaruit volgt · 

70 

• 

Hierin is 

J 
1 -.,, - (J 

.:1 2 2 
2 X +y 

C( 
~ 

1 
2 

• 

3 

- . 
• 

.., J 
• 

1. 
b 

f 

dy 

.,, 

dx 
~ 

. cos 0 

Zij 
tt 

'' 
ti 

sector DEF met 
'' ,, DGH 11 

ft ft FOH It 

de driehoek EOG. 

Dan geldt 
K 1 

1 
12 

-
I lhl I 

1 
2 3 

• 4, • 

. 

exp 2 x +y 
K 1 1 2 2 

exp 
-n .. ~ .. ) 2,c 

!, ,,~ .~ ,,. 
• M Q;; \f 

dx dy 

1 
e.x. l ,. d~ . ... j Y r .1.v . 

d 
() 0 

• 

waaruit 

1 

Tl 
vol voor·willekeurige waarden 

2n ..... 4 n 

, ' 
tophoek 6C'" 

" " 90~ 
It 3 oc·j 

J 1 3 _, 1 
8 

--- ,_ __ + .. ~. d . 
cos n 

ofwel 

71 

met 

72 

Wegens 

d 
d 

J .. ,,111 •• 

2n-1 

() 

Q:? . . 

1 

Tl n= 

.. it • 

• 

• 

sin 
cos 

• 

·"11 

0 

1 

.!) 

• 

$RI .. ii ~n if'IJ II 

cos -, 

d. 
• 

' . 

geldt de reot:.i-sieform· e 

• 

• .,, n 

' . • 

• 

• 

• 

.. 
• 

cos 

n 
' 

1 

IIJ Li I i 
n. 

• 131 

I ti p "o I ; 3 I 1'2 Iii Yi I I 2PM Ii I 

cos&o.,.n 

2n 
f 

+ · 2n-1 

2n-2 1 
ii ,.. ill I 2 a 1 _Iii I Ill 211\ 1114 ·• n•1• - . 
cos . 

l I r r 

• • 

• 
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• 

Daar volgt nu met inductie I .. 
1 • 

. .} 
2 n"·"'.1. n ,,.,_ . 2n-2_k_e7 

. ·. " 
:;:.;1 r I a ◄l' f111t:u:wr 

2n··· 1 
t + ... -1 n- .. 

v o or n .. •" 1 , 2 , 3 , • • .. • 

Breekt men de reeks 71 no. N tc.rmen nf, dan volgt voor de bo••· 

vengrens van de gem.e .. al,ctc fout 

N 
J .,. 

,vao.rin 0'5 

n ........ 1 

• . ' 

• 

-

{Cf f 1. Dus • 
l.S 

.3 2 
\ 8 r 

( N-1-1 ! 

I . . 
n 

ii!: a • 

' 

N+1 

.. 

3 
~3 ' 

2 n 
1 
Tl 

~ 
ICM: lill$i1tr• 

cos·· · 

N+1 • 

,. ' 

N+1 

• • 

· cos2 
e 

en de 

Uit 

gemaa.kte·· fout is dus kleiner dan de ea.J:ist· verwa.:trloosde term. 

73 vinden weals ruwe bovengrens 

. , 

I . 
N "tlli.'1' " 

en wegens · 7 4 

de berekeni 

• 

•• .. · 'It··-

Lr,1;(lbr, .. 

JP" - • ., 0 
.. '"l...-- .-

• 
l.S 

van J, als de reeks 

I ,. 

reeks 
oc 

71 
1 

nt 

' 

. ' ' •• • 

• 

even goed bruikbaar voo~ 
geschikt is voor de 

berekening van E:~'" 

Uit r70 en 71 volgt nu voor .> o. , 
n2 I Q 

• 

-1 ' 1 1 n: . .,, 1 ·r 2 n • 

75 C 
• 3 1 3 .. . .. , IA .. t + n 

ti c.. n ... n! 8 
• 

en wegcns 69) , ... inden we voor • >O • 

' .;T 

1 1 1 1 I 1 2 .n n (76 A 2 .... , 1 + ..... 

t 
ar1rnr n I ' 

4 2 Tl n n ' 

Wegens en hebben we nu •• 

• 

' . 

mn _ <Y ( 1 ••1
• « + m+n··2 . 1- 1 . ·"YI ' 

1 .It)._ ·. 

afleiding van 77, geldt allecn voor · >. o. 
In verband met le1oma 2 en 

X + ·· -X = 1 .. 
• 

I • 
, 

6 . .,, .n n ..... 1 
n! 

wordt gegeven. De 

zijn beide leden van 77 even funoties van en geldt 77 dus voor 

willekeurige waarden 

lid van 77 af na de 

• Breken we de oneindig-e aom in hot rechter••:: 
IIlaken we een fout die kleinor is 

. 

dan de eerst verwaarloosde term. 
Voor -

nm 

=0 

1 _ 1 4 II ■ 6 

en gaat ·_ 77 

t, r •• 

• 

m.n m+n+1 
2 

dus juist de formule . 29 · _· aldaar is 

over 

- 1 • 

• 



C ..... voor grota waarden · 
.,.. - - - - •11••· 

Inda door 68 gedefiniaerdc int•~raal C 

meren we de integratievariabelen op poolcoordinnten 

X ·· - r 
DJ grens van hat 

r 

en \'-TC vindGn nu 

C 
1 

1 
exp 

0 

cos. 

integratiegebio.d 

3 

7 1/2 / 
I ; 

• sin 

. 2 

11 
? 

3 
. a a • 

y • r sin 

wordt dan gegeven door 

1 
'Tl 0 

., 2 
e -;zrrd 

0 

dr 

1 "' .... ·. e xn. .. n I •.,J;:' 
3 I' 

1 lliP; I Ji 12E¼Pil II I 

0 

18 

transfer ... 

d 

waarbij we de substitut~e 

Stellen we nu 

Tl hebben to-c~past. 

dan volgt 

1 
211 

C 

t 
e 2. 

t ... , 

Nu geldt voor t 

1 

3 4 

1 
. 2 s~n ·· 

41111; 11 . -

i) 

1 

TJ 
0. 

exp 

0 

e ~· 

3 
8 

• 

1 . 
11 t t SI r 2 7 I U P .,, -, 

sin T1 
3 

exp 

' 2 
t 

1 

1 

__ 3 

dt 

• 

• 

2 
t 

waarin.voor zekere met O .c. ~ t geldt 

1 
' I 1 n .. n 

' 

1 -
. +3 
f 

1 
-...,, ,.,,, - • 

2TI 
.. 
1 

4 
3 

d bg sin 1 

• 

1 dt 
srr r nn:re,nr: I s 1511 I -

C 
. t+•::o . 3 

wa~rin de integratieweg C een in pcsitieve zip omlopen kleine cirkel 
•. 

om het punt t.,... . voorstel t ( gelegen in het oomplexe t,.·vlak • Voor 

n?. 0 mag men deze cirkel de:formar0n in de van beneden naar bov~n 

doorlopen lijn 
• 

t 1 .. ; 00. < y < + 

> 0 vinden we dan de bovangrens 
' $ii $ 1 . - . . t-dll 

1 ·• 

• 

1 d ltl ---
211 

1 .. 
. 3 l.00 

t . 

n. II I iii I I •• I I ,sqq: , 

•t .·. n+ 



Hierin is voor t 1 • + iy 
3 

4 2 " 1 " 

t. > t+ y +1 en 
3 3 

en dus volgt 

3 n+1 d 
• 

.. y y 
.. ,, .. , 

+1 •• 

79 • 78 van in Substitutie levert nu voor 
n-1 

> 0 ,>¢ I 

C 
1 
. i)' e 2 

.. . " 

• 

ofwel 

81 C t .. 

exp 
0 

_j - 2 
e ~ r 

8 
. n 1 

• 
" . 

• k=O 

waarin de co ef fi c ient·en 
00 

exp 

Uit 

• -·· . . . . . . 

" 

0 
volgt 

" . " . 
" " 

... -~~ : .. " •,.' .. 

waarin • ; 
' • • ~· .. :!, 
. ' . ' 

" . 
•' 

• 

• 
" . 

" 

nu dat 

L 

.. ..,. ' 
' -

uit 

• 

n! 
I 7 L t 

2 ,3 . 
·s 

" " ·a. • 

-

• 

' 7 p 0 

n+1 

" 
"" . 

" . " . . ,. ,. 

• 
-11• ,,, ' . ' 8.3 " " • • 

.. C 
, . . . . 

• 
• " "" ,. . . . ' . 

-.1 

11 ;;, _ . . Y y +1 
• • ' " . 

" 

• 
• 

" 

• 
• 

.• 

k=o 

I 

volgen en waarin 

• 

" • 

19 • 

• 

-

• 

Vlegens :82 .levert dus de .'.o.ntwikkeling 81 
' , , .. < A•'• # • ,, -···'"'••"· • • .,,.-,~__..,._.•,~ • •. ~'A •·.·• •• jj •;.,.•, , ..• ;' •• • •· f-•- . 

" . . , ' ' ... • -- -· . . . •· . ;, 
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