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Het ,.P,robleem. Een homogeen zandpak!{et n1et doorlatendheid k 

rust op een horizontale, ondoorlaa-t;bare kleiJ aB .. g, en wordt. aan weers_.• 
" 

zijden begrensd door evenwijdige kanalen afstand 2L meter, waarin 

de waterspiegel een gegeven hoogte H boven de J.rleile.ag hee:Et. :t·-1idcJ_en 

tussen de kanalen en evenwijdig h;ermede bevindt zich een drain op 

een hoogte h boven de kleilaa.g. Gevraacd vvordt voor de statio1.1naire 

toestand indien deze bestaat de hoogte te berekenen van he~ phreatisc 

oppervlak recht boven per 

strekkende meter en per dag wordt weggepompt.· Dit probleen1 zaJ_ exact 

warden opgelost. Een goed bruikbare oplossjng vinden "viJe in 11.et tg~\ral. !' 

dat de drain op de kleilaag rust z5ie fo:r'r11ule · 54 
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x + iy -vlak. 

J-! 

I 

De stroomsnelheid ligt altijd in een vlak loodrecht op de drain 

en het gestelde probleem is dus essentieel twee-dimensionaal; ~n fig. 

1 is een dwarsdoorsnede loodrecht op de drain weergegeven. In ·:·s.; be,,. 
·-

vind t zich de drain, waarvan we·de af'metingen verwaarlozen, In Den 

C hee:ft de phreatische krorr11r1e een horizontale raaklijn .. 

Laten U en V de componenten zijn van de stroom--snelheid en zij 

x,y de zoetwater potentiaal met de bovenzijde van de kleilaag 

als nul, .. •ni veau • Dan volgt ui t de wet van Da~rcy · 

U= en V JP9 k 

en uit de continuiteitsvergelijking 

... ax oy 

In elk punt~ van de phreatische kromme is de zoetwaterpotentiaal 
, 

gelijk aan de hoogte va:r1 P boven de kleilaag. Vlanneer y ··· f(x de 

gevra.agde gedaante van deze kromme voors-telt, dan geldt dus 

x, f(x ) 



2 

Omdat de 

voor elk 

phreatische kromme bovendien een stroomlijn is, hebben we 
·~ 

punt van deze kromme 

V ·-- f' t ·. X • 
u 

Door de relatie 3) te diff'erentieren, vinden vve nu \"oor a_e phreati•·· 
, , 

scr1e Krom.me 

o . a'./ V 
+ u = d X ?Jy 

V 
lT 

en geldt dus wegens 1 

k V = 

•• 

0 -

In het bijzonder geldt in de punten C en D, dat U = 

merken we op, dat de stroming horizontaal 
en BC en verticaa.l langs de lijn AD. 

·11anneer we nu de complexe snelheid 

is langs de lijnen 

w u + iv U + iV 

invoeren, dan correspondeert met de gesloten 1.~romt1e ~8.ABCDE in l1:3i:; 

z = x + iY""•·Vlak de volgende l<romme r in het ws:•vla]c · het z.g .. hodo• · 
graphenvlak. 

-

-·· ll... 

.Fig. 2. Het w u + iv-vlak • 
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Immers wegens 

van de cirk.el 
4 
2 u 

corresnondeert met de nhre2 .. tiscl1e lr.romme een deel 
•• 

waa.rbi de nunten C en D 
' • • 

responderen met het punt v1 _ .. ,,. 0 • Het pun-t G is het c.-!J.1:i p;e 

beide cor­

buigpunt 
van de phreatische k1 .. omr:1e, terwijl F het :punt voors·~eJ_t van de lijn 

AB waar de horizontale) stroom.snelheid rtk~xima .. Rl ;s. t"·et het in 1 

het z-vlak gelegen binnengebied van het contour :::J!~BCD:E correspondeert 

het rechts van gelegen. gebied in het w-vJ.a.k:. 
1' • 

Wegens 2 is bij de fm1ctie x,y een geconju11~eerde reele 

functie x,y te vinden, zodanig dat geldt 
. 

?,~ ~ u u ,., 
::iftt 

ay k k oX 
6 

elf' ~\f V V .,., 
• t ·11 ,w ti ,r I .f a 

oY C)X k k ' 

en wel is x,y door . 6 op een constante na beyaa.ldo De functie 

x,y 

is nu een analytische £unctie van z 
lend punt x,y tussen de krommen y 

X + iy 

0 en y 

11 ,·":'\ voor e · r va.n .:::, 

f X • Uit 6 

verschil­

volgt 

ofwel 

w • 

'll,; 
• 0 T = U + 1.• 1 ox ... k 

J.,angs een stroomlijn ge ldt 

kd Cf' c)X + 

V 
k ' 

Vdx Udy ··~ o 

en de stroomlijnen hebben dus de vergelijkin& x,:~r ·;:.: co11si;ar1te- Vic-': 

zullen de £unctie . x,y zodanig kiezen, dat langs 1c stroomlijn 
BAE geldt x,y = 0. 

Uit de drain B wordt Q water 
en per dag. De hel£t hiervan wordt 
Dus geldt voor de lijn BC 

1 ~, 
2 '""i -··"' U L , Ji ... ) dy ,..,.. k 

0 
• 

0 

wegge~ompt ,er stre)c}r:ende meter 

geleverd door het re~hter kanaal. 

dy . T H k ~· ~-J' .. 
I , 

en de stroomlijn CDE heeft dus de vergelijlcing 
t.) 

· x, y) := ·i:i-t:· • Tens]. ot .. ,. 
ta merken we 

da.t langs de 
op, dat in 
lijn BC de 

' t:._ ... b.. 

h t d . t -r:, t 1~ · "1; = I"'\/"'. . e rain-pun· .!Y, moe ge .. \..·.e11 y -·- •-·• ii. ...... , en 

potentiaal een constanti0 11ati,~'"<.1e }-1 a.r\nneGmt.. 
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Ui t bovenstaa:r1de opmerkingen vo . t, da.t do analytische functie 

het binnengebied va.n de kron11,r1e EABCDE conform afbecldt op het 

vo ende gebiod ·. ·. in het J . -vlak 
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Fig. 3. Het 9= 
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B ------ -

af'gebeold op het gebied in het ~-vlak zie fig. 2 , zodanig dat 

het oneindig verre punt invariant is, en het punt C in de oorsprong 
wordt afgcbeeld. Men kan bewijzen, dat cr,op een vrijhcidsgraad 
na,slechts een afbeelding is, welke aan doze voorwae1:~dcn voldoct • 

.,,_,. enwel is in het w vlak de ligging van de puntcn F en G onbckend, 

waa.rdoor we totaal over drie vrijheidsgradcn boschikken. Da bijbe 
horende parainetors dienen achtcra:f zodanig to worden gckozcn, dat 

in het z vlak de lijnstukken AE, AB en BC de gcge\ren lcngtcs h resp. 
L resp. H aannemen. We zullen nu ·.· met een drietal vrijc parameters 

de genoemde a.:f~beelding expliciet a.angeven. 

transformatie 

cosh 
.. 2k ,r 

Q 

-

beeldt het gebied .,,,. op de volgende wijze conform af op de bovenste 
helft van het -vlak 

• •' 

7 
• -I (} • -------

E A 8 D 

Fig. 4. Het vlak. 

De trans:formatie Jt. 

dw 
dt 

pu11ten F en G 

O. Uit 10 · = 
corresponderen met de unten waarvoor 
vol .· nu gema.kkel1jk, dat met F en G 

t vl 
.. 

de wortels eorresponderen van de vergelijki:r1g 

l+Ai1+ II 0 
• ,11111 1 • 

geldt 

in het 



t; ;, • .,. \ 
IP! '\ za:. 

l l • l+t 1 t 1 1 ' 10 + arc • t k s1.n If! I 

2 , l 11 1•t l+t rr ' ' w 

waa.rin A en . -· positieve reele constanten voorstellen, beeldt· het 

gebied · in hct w-vlak op de volgcnde wijze af op de bovenste hel£t 
van hat t-vlak. 

• 
' 

C 

fig. 5. Het t-vlak. 

In formula 10 definieren 
)'-1 is deze wortel positief, 

~-we· l+t als volgt: voor t reeel en 
voor t reeel en <-1 s-tellen we 

J; -,, ' 1• 111111 \ ... 
l+t = i V-t-1, terwijl voor de wa.arden 

geldt. Dus als 
t boven de recle as de 

analytische voortzetting 

t + 1 ieJ r e · met r ;> 0 en O ~ & ~ i1 , 

dan is 

1 + t i~~ . re met r) o • 

Analoog, als 
i (j} 

-t - I _ r e met r ;,o 
• 

en 
t • ! ~ 

dan · 1 ··- -e = --iv r" met Vr >o-. 

Tenslotte definieren we 

aro sin t 

arc sin t 

en voor t < ···l 

arc sin t 

. 

1T + . 
2 l. 

ds 

11 .. 
-·••1111 .,. 1 

2 

t 

waarin 
Nu 

ln 
geldt 

J I 

reeel is voor 
I 

> o. 
voor de drain E, dat w = oo 

deert dus in het •• t-vlak met Ede reele 

i ln 

...,,.. + 
2 

, .. 

, 

, en wegens 10 correspon­
waarde t O met .... ,.1 < t < l en 



t> 

• • 

1-t arg sin -to 
C • 

• 

1 •. 2 0 • 

• 

Voor A)O en >O is het linkerlid van 11 in hot interval 
een monotoon van - DO tot + co toenem3rrle :functie en bestaat dus precies 

, ~ 
een waarde t 0 , waarvoor 

De laatste schakel van de 

geldt •. 

afbeelding tussen 
van de bovenste heJ.ft van 

en 
. 

-vlak on 
-·· 

is de confo1·• .. 

de bovenste me a:fbeelding 

helft van het 

behorende bij 
t-vlak, zodanig dat met = oO het -puni: t t 0 beide 

= 1::>0 beide be . de drain E en met .... + 1 
-

• 

het punt t 
·• 

' 

horend bij C corresponde0rt. Dezo a~beclding wordt gegeven door 

t a 
t-t O 

ofwel t 
~ ··l ' 

waarin a een positieve constante 72-to voorstelt. De :formules 9), 

10 en 12 geven de gezochte conforme afbeolding tussen het ge-
bied in het-', , .. vl en het gebied """"'" in het w-vlak. In deze af,, 

• 

beelding zijn ?> > 0, ) 0 en a vrij e reele parameters. Wanneer )> 

en gegeven zijn, dan vol ..... --+ ui t 14 eenduidig de bijbehorende ,vaar-
• 

de t 0 met -1 ttJ +l ; de constante a moet voldoen aa-n a '7 2-te,. 
Met de punten A en D in het z.,.vlak corresponderGn in het 

t-vl :.7. ·, ~ e punt en t = + 1 resp. t == -1, en dus in het vlak we gens 

12 d-.:.: punten 

l-a. 
1- resp. l+a 

l+t •. • 

A resp. D 

gelijk aan de gezocl,.te lengte van het lijnstuk AD in het z-vlak. 
Dan geldt wegens 9 

=-cosh 2k77 
Q en + cosh 2kn 

0 . l.) 
. \I 

• 

Uit 13 en 14 blijkt, dat R en O bekend zijn , zodra de con•• 

stanten a en t bekend zijn en 

in het complexe t-vlak met Im 
pondeert een -vlak gelegen 
op o~ binnen de contour EABCDE. Uit .lO volgt de com~loxe snelheid. 

w = u + iv 

de complexe potentiaal . i.. = _ 
het bijbehorende punt z • te bepalen, ma.ken we gcbruik van de be 

trekki _ 8 ~ Deze gee:ft 

dz 
dt dt 

k 
w 

' 



Wegcns 9 · hobbcn we 

d 2k;r s ; ,.,, \., 2kl1 
Q .. ,!,. ..... Q. 

en met (12) volgt nu 

2 a-tc.1) 

t-t0 

Verdcr geldt wegens 12 

a-t 0 
- ·• 111 I I 01 2' , 
·. t,. t . 

i} 

7 

_Q H 2k71 
••• '.') .. 

·11.,, w;car 1r:a.o:11 ' 

t 

en uit 14, 15 en 10) vinden we tcnslotte 

fdt • 

dz p 
16) 

! 

~ dt t to t b 

met 

p 
2k ,r 

''"t'' au• . 
t) 

2 

" If 111 I <•\ 
l l+t 

1 t 
• : 1 

en b == 

' < ; 1,rioif \ 

. )_ --t 
J .. +t 

t +a tit 

2 

+ l 
II 

1. 

• . I 

\ A $ I P1i 

2 
1 

1 .. t arc sin a ■r 

2 

We merken op, dat wegcns (11 het rcchterlid van 16 cindig is 
voor t = t 0 • 

We beschikken nu over de volgerrlo relaties 

AE = h 
' 

AB .... L, BC Ii , 

geldig in het z-vlak, waarin h, Lon H ge3even lengtes voorstellen. 
Dit is aeouivalent met 

(19 

( 20) 

Met 

z~ .,,... - i h 
1..' 

z = + L A 

+ i H. 

in vol .. crordo de -punten t ,, .. ,.~ to, v ~· 

t '"" 
zE' zA, zB en zC 
+ 1, t .. ,. b en t 

correspondercn 

= ()J. Dus wegens 1: is formula 18 aequivalcnt 
met 

h ... p . 
I •• 

t'' 
ili , 

j::+ t "' dt 1 1 1 .. t + arc sin • ll 

1 t l+t 2 -, 

7f " 
Ii ' 

t• =t . -t . 

C> 

Analoog 

L p 
' -I- VI I z 14 p 

. ' 

t+l 7' 

I F 1 \ ' . 2 
. t+ t , ·l dt 

#Jo♦,!,;: lll ""\ 



• 

en uit 20 • 

23 H p 
• 

l) 

• 

8 • • 

•• F ' 

t+l 1 t 1 + t t,l~l t+l + II 

AD wordt als vol 

ln 

I \ 
t+ 

t 

ui t::revoerd. 

A en !,/ • 
• ., 

3. ,Ye,r.vq;l_gens ~~~~~n .!!-~ . .. ee.n ree·1~ qons,,tB;n~,~- a > 2 t 0 • 

4. St 
• 

H 2kii' Arc Cosh 

waarme~ w~, qe ROtentiaal 
ICWlltl IIPJPF i a J 11: II 

van ?t , en a. 

14 
--r I 

(' 
; 3 • ln 

2k71 + 

dt • 

to 
II J l T"\ 

-t; •• b 

5. Uit (21 -- (22 en (23 be alen we de biibehorepd_e_~qpgtes h, Hen 

L; de voorkomende constanten Pen b warden door 17 -

De vorm van het phreatische oppervlak kan als volg~ wordBp be­

paald. Met de phreatische kromine DC correspondeort in het t-vlak het 

dz 
d,:: 

waaruit volgt 

en 

d 
di; 

dx 
d'C 

.. . 
-1 op de reele as. Stellen we aldaar t 

·p 
-- ., 

I ; 11 I ' 

-C+to 1:+b 

d 
d1'" 

p 
• J I ., 

t+b 

t:-l 
T+l + 

.:C'' i' 
1:'"+l 

+ 
, 

,..., ii a \ 

i'+l 
c:--1 r, C+ 

I; lno I I ' 
r I a 

. - 1 a 

1 ~ -C dan wordt 

; 

hierin worden Pen b weer door 17 gegeven. Met het punt C d.w.z. 
• 

met~= 

kromrr1e 

. 

+ oa correspondeert e en - hoogte y = H. Voor de phreatische 

H 

l~ t <o<> volgt nu uit 

y ,,_ Q 
2k7T 

.,, .. 

.__ 
ln +a+ 

Bij gegeven waarde y kan men uit 

palen · als wortel van een zekere 

25 door integratie 

a-t 0 
2 2 

a+t r; 
2 

de bijbehorcnde 

vierkantsvergelijking 

•• 

waard e "t· be .. 

en ui-t .··26 
dx voor het ovcreenkomstige punt van de uhrea-·--



... 
' 

tische kromme. Di t stel t ons in staat de pl1rea-tische kronnne te bena• • 

deren met een gebroken lijn •. 

H~t g~yal 2 wat?-:r:-bij .~G, drain .'?R dE?,. ,klei~.~-~g -~~§.~.• 

In dit geval zullen 1e punten A en E samonvallcn, en geldt dus 

t 0 = 1 zie :fig. 5 • Wegens J_l hebben we nu i\. = 0 ... Zoals beJ~oort 9 

vo~ t dan uit 21, dat h = O. 
In plaats van de lengtes L, H en H ... 

mensieloze grootheden 

introduceren we de di-

L' 
• 

k7r 
Q L; H' Q . ' 4

, 

.. . 
Verder voeren we een reele grootheid 

finieerd wordt door 
, 

29 
-6 

e •· 

k1t 
Q 

H ,,. 

• 

• in, 

We zullen bewijzen, da:tt. in het onderhavige geval de formules 22 
• 

en 23 kunnen warden herleid tot de betrekking 

... . 
H' 

t .. 

K cos & 
K 

·K 

.. 
sin""" 
sin J 

Dit is een transcedente vergelijking, waaruit bij 
. I 

berekend. In £ormule 30 is K k de elliptisohe 

I I 

0 

d f.P 

sin ct 

:+cgeven H' en L 1 

kan warden 

integraal 

waarvan uitvoerige tabellen tar beschikki 

blz,.. 85 • 

staan zie Jahnke-Emde9 

Voor het 

17, 22 

en 

met.: 

L' 

H' 

'J 
1 

bewijs 

en 23 

van 30 
volgt 

merken we op, dat wegens t 0 
1 uit 

I 

l 
2 

I 

1 

b-1 

I , 

l . 
+ - - Jl r/l 

, 

-l dt 
' , , 
t 

j 
2 

dt 
-,==;=:e:;-=;:=. =-

t -11 -t-b 

• 

ln ----·---­
• 

t 1 1 t=,~b 

' 



Hierin is b = 

10 
l+a 

2- ecn recle constante) 1. Verdcr gcldt, dat 

wegcns t ::·:. 1 en ui t 24 VO- , t dus 
0 

I k ?T 
Q 

Wanneer we $ellen 

.. 
sin 

Ii 

2 
b+l 

ln cotg ' 2 , 

, dus cos 

.. over in 

. .., 
., 'b-1 

=, b+l 

• 

hetgeen a.equivalent is met 29 • We moeten dus aantonen, 
en 32 

gede:finieerd. • 

dat 
34. . \Vordt 

De integralen ~ direct worden uitgedrukt in do 

functie K k. En wel geldt 

' • ' ., 
2 b··•·l 35 K 

b+l b+l 

en 

2 K (1 
. b+l 

2 
- ... 1 

b 1 

2 

b-1 

cos ~ K cos S 

• 
' 

voor de afleiding zie w. Grobner und N. Hofreiter ., Integraltafcl. 
' 

II, f'ormule 222 2a en 222 2b; genoemde tabel zal voortaan \vordc·n 

geciteerd als 1'G.H.''• 

De integraal J _ transfo:r1neren we volgens s 
1. 

Dan vol 

J 1 
l 

b-1 0 

f 

ln l+/3 s+ 
--

s Vl-s 

Nu hebben we zie G.H. II, 222 2b 

J 

ds 

0 

• Ip Pill I 

• ., I tar ., 
, ,e • ,- ,., n ,., "'?",..;:' 2...,. 

s+ s 

en wegens g 0.= O volgt dus 

./~, 
2 

0 

ds = 

2 
~==~K 

+2 

t-1 
/3 

met 

111 '"''"'t 

• 

A 
Will$:• 

,1+2 

• 



11 .. 

2 De laatste.integraal transiormeren we volgens sin 
~ +2 

wegens 
• • 

vinden we 

4 
b-1 

dan 
7r 
..2 

Op geheel analoge wijze 

• in 

L' 

en 

H' 

4 

b-1 

cos 

cos 

K sin lf 

7r 

d 
• sin 

d 
• sin 

-, . 9-.:e. ' 
sin r.p 

• 

Eliminatie van uit het laatste tweetal vergelijkingen 

slotte de te bewijzen formule 30. 

• , 

De f'unctie K k 

en dus geldt voor 

is voor O ~ k < 1 een monotoon toenemende functie 
. .,. 

- < II ... ~ ·c.. 

1~ .. 

. 

Het rechterlid van 30 is blijkbaar positief en dus volgt 

K cos~ 
K sin~ 

L 
H • 

We hebben zie Jahnke-Emde, blz. 85 voor 

dat 

l o 
10 

' 

sin 

0,0017 radiaal 

• 

• 

737 ... 
1,571 4,92 • 

' 

. L . . 
Bij de toepassi en, die wij op het oog hebben is 

linkerlid van 45 een monotoon afnemende functie van· is, zal in 

deze gevallen gelden'5< 0,0017 en we behoeven dus slechts het geva·]_ 

te beschouwen, dat zeer klein is. 
~ 

Voor kleine waardoo. zul·len we . 30 vervangen doa1~ een veel 

eenvoudigere :formule, · welke in zeor goede benad.sring geldt. Da8.,rtor-j 

maken we gebruik van de reeksontwikkelingen zic Jahnlce•"•Emde, blz .• 

73 



l 12 A111• 

,,.6 + 
.ho. ••• 

en 

42 K 1 ln 4 1 + 1 + 9 k4 + 2 + m -,u I . l 

k 4 4 25 . ,. . 

1 + 21 k4 + 185 + 4 128 1"5"3ktjl ., .• , 

welke convergent zijn voor O <. k < 1. Vcrder introc1ucercn v,c de func• 1
•• 

ties 

en de constanten 
1T,2 

M ... 

0 
en 

N = N sin tp 

0 

en 

d ,p -sin,; 

d tp 
sin <p 

I 

d.k 

0 

I 

() 

dk 
77 111 <Oil .1: .... ' • 2, ; 
l·~ 1-k 

aan de hand van de formules 

dat de integralen 44 en (45 

Wanneer we stellen 

41 en 42 gaat men gcmakkelijk na, 

convorgoren. 

U= , dus sin · 2u 
·~ 

l+u 

dan volgt uit 41 en 44 gemakkelijk de reeksontwikkeling 

terwijl uit 42 en 44 volgt 

N·sin u 

Met behulp van 
"'II~ 

t 

K 2 
* # 

/( 

• sin· • sin ff 

+ ••• 

46. en l = 

I 

., .. _ 4 'e,. 
sin 'f 

du - + ?•I , • u 
() 

+ ••• 

1 
tg ~ 

J 

[ 

Passen we nu de ontwikkeling · 47 toe, da.n vol ...... 
• 

(49 2 
' . 

6 

d 
• 

S1llf 
1 ln -
I.. 

2 3 4 - u + " .. u 0 
t I ... 

vindcn we 

du 
u 

d tP 
sintp 

• 

onmiddcllijk 

11 6 
f"'\4· u +. \ 
C. 

6 
••• 
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Analoog concluderen we uit 43 en 45 

.~ 

K cos 'f> 
d t.p 
• 

s1.n <f ln 4 d t1' + l,T l\f sin ¥· 
d Cf 

• • • . 

sintp sincp 
I c 0 

u 
du + N N • du S1nlf • u u 

0 

Passen we nu de ontwikkeling 48 toe, dan voJ.gt na enige bereke•·· 
• ningen 

d c.t 1 

I:, 

• sinq 2 £ 

Verder geldt wegens 43, · 47 en 48 

(51 

en 
52 

sin£ 

K cos [ -·· ln 

1 1 
+ 4 

+ • • • .., 

• • • 

1 6 
72 f_ +. 

I# •• I 

Gebruik makend van 49, 50 , 51 en (52) volgt nu uit formule · 30 

+ 1 
E_ 

+ M ln 
.. waa.ri.n 

p 

q= 

r = 

M 

2 ••• 

1 + 
2 

+ 

N 2 
~If n 

2 1 +MIii • C 
8 

+ 1 
l. 1 

p£ 2 

6 

4 + + ••• 

+ • • • 

rE-
6 

ill IF ., ..... 

ln 2 • 

Wegens 51 en 52 volgt ui t . 53 . , dat voor kleine waarde L in 

goede benadering geldt 

1 · 1 ln 111,ttzP 

2 E.. 
2 1 + M ln ,, ... + 

l. 
}1 ln 2 

72 
_ N :n•• 

welke vergelijking wegens 29 aequivalent is met de vierkantsverge•·· 
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lijking 

• 

0 
I 

2 6 H' -11 + 11· I,' 2 N 
f 

12 

berekend. De constanten ?t1 en N, 

slechts eens voor alttjd te worden 

45. Alleen dan kan bij gegeven 

waaruit L.l' gemakkelijk kan warden 

welke in 54 voorkomen, behoeven 

berekend uit de integralen 44 en 

we.arden L', H', ken Q vergelijk 
situatie optreden, wanneer 

· 28 een zinvolle stationnaire 

1. Vergelijking 54 een reele positieve wortel 
I 

hee:ft . onder, · 

meer moet dus de discriminant van· 54- positief zijn. 

2. Deze wortel A I kleiner is dan H' • 
• 

9,.P~•- .. +,,• Een met 54 analoge vergelijking krijgt men in de bena.de. 

ring, waa:r,~in wordt aangenomen, dat de potentiaalfunctie . .,,,,. x,y van 
• 

y onafhankelijk is. Uit 3 volgt dan 

. x,y X 

wanneer y = 
dag stroomt 

f x de vergelijking is van de phreatische kronune. Per 

door elke doorsnede x = - geld7. 

en hee:ft x ie vorm 
• 

X C , 

waarin C een constante voorstelt. Uit de voorwaarde f. L = h volgt nu 

_g X•··L 
k • 

Voor de daling H f 0) van het phreatisch 

0 • 

Voor de gereduceerde lengtes 

L' k~,- L ; H' Q 

vinden we te11slotte de vergelijking 

1. 
A - 2 H' ·e:. 1 + 7T L' o, 

welke ze.er analoog aan ( 54 . 

on-pervlak geldt dus 
...; -. 

·, 
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• 

de juiste waa~de voldoende benadert, d.ient men deze te substi tueren 
• 

. -

ze vergelijking wordt voldaan, dan moet £ uit de transcedente ver­

gelijking 53 worden opgelost. Dit kan e .. lleen het geval zijn• 
wa.nneer 

voldoende groot is, zoals we aan de hand van de ongelijkheid 40 

hebben geconstateerd. 

• 

• 

We beschouwen nu bet algemene geval ••l< t
0 

<- l •. Zeals we hebben 

gezien, vereist de bepaling 

d inte_ ...... alen 21 , 22 en 23 • We zullen aangeven hoe deze bere•• 

kening kan geschieden. 

In verband met de vergelijking 11 voor t , is het aan te beve•.• 
0 • 

len de integraal 21 zonder meer numc.3riek te berekenen. De bereke•i• 

ning van de integr en 22 en 23 kan worden vereenvoudigd; hun 
co 

worden uitgedr _tin de volgende elli~tische integralen 

'1" 

0 

0 • 

. 

62• t72, 85 • Geb.r~1ikelijk zijn verder a_e notaties 

?r F zna k 
2 ' en 

Met behulp va11 de formules G.H. II 222 
~ 

I 

met 

56 k 

Uit dezelfde 
-8 

57 

I 

t 11 •l 
t+l 

2 

,, 

b 
'i • 

l 
b+l 

1 

dt 

t-t0 . b t 

• , 

l-t0 

l+t0 

k' 

£ormules 

t+l dt 
t 1 • 

t t() b•1•t 

2 
b+l 

2 

b+l 

:s 
1/ 

• , 

2 

F -

• 

.. 
4 I • a .. rc sin 

K k + 

?r' L.. .• 
' 2 , 

l+t 0 

2 • 

• 
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+ - ' 
. 

waarin k,k' en weer door 56 warden gcgeven. 
Met behulp van 

13b volgt verder 
de :formules G.H. II 222 2a, I 243 8a 9 en II 221 

(58 

met 

c2? 
= 1 

t-1 
t+l 

k= 2 
b+l 

• 

1 

dt 

• , 

Uit dezelfde formules volgt 

+ 

t+l 
t-1 

dt 

1. 

2 . . -· 

b+l -

.. arc sin 

2 

1/b+J.. 

F r.p,k 

b-1 
b-t Q 

• 

b+l 
b ·••-to 

door 59 worden gegeven. 

-

K k 

E 

waarin ken 'f weer 

Verder komt in 22 nog de volgende integraal voor~ 
-6' 

•• 

I 
. 

• 

• 

;. 

Deze kan niet op eenvoudige wijze worden herleid tot bekende 
• 

belleerde 
. -

:functies~ Wanneer men R b,~0 
direct uit .· 61 zou bepalen, 

• -
dan moet men voor elk paar waarden b, t

0 
een nun1erieJ~{e integratie 

toepassen. Er is een bet ere methode, di-e R b, t 0 gee:ft voor alle 

paren 

men de 

dan volgt 

Er geldt 

b-1 = 

1 

l 

0 

l 
• 

1-t 0 
• 

b-1 en , 

1 

s ds 
• 
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I)e :functie 

tegralen E 

II 222 4b, 

go, = 0 

. ' 

,k en F ,k met behulp van de £ormules G.H. II 222 2b, 
. 

II 221 13b, en is dus eenvoudig te bere~enen. Wegens 

hebben we 

h , / = /?> • R + l, 1 
0 l-t0 

• 

Analoge beschouwingen gelden voor de derde in -(23 _ optredende inte•• 

graal. 

Li teratu1_;ir. 
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• 

bruck 1950. 

' 


