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Het stroming,sbe~_J-q.,, b:tj, .. waterontt~ek}~=!-pg_,1.l=!-.. 1 e~.1:?: 
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• 

•• 

We beschouwen een zandmasse.1 welke zich in horizontale richting 

oneindig ver uitstrekt en welke door twee homogene horizontale klei­

lagen in een drietal ~tages wordt verdeeld. TTe vero~derstellen, dat 

alle poriijn beneden een boven de kleilagen gelegen ~hreatisch opper­

vlak met zoet water zijn gevuld. Verder ne111en ~_,.,e a~J11, dBJt in de 

begintoestand geen stroming optreedt d.w.z. de zoetwaterpotentiaal 

van het grondwater is overal nul. 
• 

We brengen nu in een punt P van het door de beide kleilagen 

opgepompt. Het resulterende stromingsbeeld zal in dit rapport worden 

bestudeerd in de veronderstelling, dat het zandpakJcet homogeen is en 

dat de beschouwde wateronttrekking geen merlcbare invloed .. heef't op de 

potentiaal buiten het zandpakket. De laatste voorwaara_e is zeker ver .. [t 

vuld, wanneer beide kleilagen ondoorlaatbaar zijn, en is goede bena­

dering vervuld, wanneer beide kleilagen moeilijk doorlaatba~r zijn 

en het zand beneden de onderste resp. boven de bovenste kleilaag 

een voldoend grote dikte of doorlaatbaarheid heeft. 

' 

De volgende constanten zijn nu van belang. 

1. De dikte D in meters van het zandpa~kJ:eet. 
• 

2. De doorlaatbaarheid k 

3. De weerstand c 1 
4. De weerstand c 2 

• in 
• in 

dagen 

dagen 
....... 

5. De af stand ) in meters 

la8,g. 

-
van het zandnakket. _,. 

van de bovenste kleilaag. 

van de onderste kleilaag. 

van de put P tot de onderste 
•• 

klei•• 

Voor een numerieke illustrewtie zullen deze consta .. nten als volgt woro:•• 

den gekozen~ 
• 

D 120; k 90 • 

In dit geval zijn 

en -c: =· 

kleine getallen; we zullen aannemen dat zulks steeds,het geval is • 
• • 

• 

Zij x,y,z een Cartesisch coordinatenstelsel, ·waarvoor het vlak 

z = O samenvalt met de bovenzijde van de onderste kl8ilaag, en 
waarvoor de opwaarts gerichte z-as door de pui; P gaat. Het stromings.-­

beeld is dan rotatie-symmetrisch t.o.v. de z-as., In Appendix I wordt 
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bewezen, dat bij een bemaling 

wordt gegeven door de reeks 

dag de zoetwater-potentiaal 

' 

Q_ 
2 ....... \ 

(XJ 

• ) 
• • 

11= '-' 

C OS I-\ z,,. .. .... 
n ; n n r n • 

• 4 2 4 2' 
Hierin is r = de z~g. Eng~else £unctie van de orde 

tieve wortels van de transcendente vergelijking 

c;· + --c.: 
(?-C ' -•"· A 

wanneerV en~ door 1 worden gegeven. Tenslotte is 

n arc i;g 

en 
0 

0 

l 
kc 1 

2 

• 

11 

de niet-nega••· 

Indien beide kleilagen ondoorla.8 .. tbaa .. r zijn, dB .. n moet men in het 

rechterlid van 2 de eerste term vervangen a.oar 

In dit 
• 

geval hebben we 

• 

,u / n 
- 00 

2kl1D n.=l 
cos 

n11 
D n 

cos 

• 

0 en /\ 
J. l. n 

Il1\,Z 
1 ., .. 

D 
,..,. rnl't~r) 
;..{ ·- .__,...... r1 • 

.L\.o , lJ , log r , 

welk resultaat reeds door M. MUSKi'~T l937,blz. 267 werd gevonden. In 

dus gegeven door een ree·ks van de vorm 

00 

n= ........ 

Reeds G.J. DE GLEE 

• • 

;'\ r n 

1930,blz. 59 
• 

• 

bev,ees deze -formule, even\veJ_ zonder 

te geven. 

Gebruik makend van het feit, dat G0 en klein zijn, kan men 
bewijzen zie Appendix-II, dat in goede benadering geldt 

en 

/ 

\ 
n 

• 

·l 
kc D 1 

nTT 
D 

l 
D 

n 1,2,3, ••• ) •. 



Verd.er geldt voor x > 0 

Tt 
2x 

,,.. 3-..,. 

· G -~r z ie r. t • 

Ol>"' 
V) 1 1 Yf -.,. I .i • 

8x 

en voor niet te kleine waarde~1 r overweegt dus i~ 2) de eerste term. ·-

( 0 ,.,,.. 
-; 

' 1/f:" 

A cos 
0 ( -~ u 

..r:e- i"8 t7 .,.., D ) 
_, ., •• ;- ,t:..J ~ I ; -

tentiaal in goede benadering gngevcn door 

8 ·r 
]_ 

1 I ISi 11 illlfliJ~li'IIIJI 

1' 
+ "-t;"c"' ·n 

li. ·?.LJ ._ 

' ) . 

0 

de po, .... 

In het geval. c 1 -- c.2 =co . moet deze formule nattiurlijl{ vervangen tvvor­

den door 

9) 

Zoals bekend volgen de beide laatste formules oolr uit een vereAnvou­

digde een-dimensionale voorstelling van het stromirigsbe'.~:ld waarbij 

de verticale snelheids-comnonenten warden verwaarloosd. 
' --

Voor grate waarden 
nauwkeurigheid door 8 

r wordt de potentiaal · ( 1~, z 
• 

gegeven. Voor kleine wa~.rden r 

de verticale component van d .. e stroomsnelheid niet meer 

met voldoende 
mag evenwel 

viorden ver-

waarloosd, en is dus de ben-aderingsformule 8) onge ]_dig. Voor het 

onderzoek van het stromingsveld in de buurt van de put P zou men dus 
gebruik moeten mRken van de exacte fo:r:--111t1.1.e ( 2). De hierin voorkomende 

reeks convergeert wegens (7) weliswaar voor el~e 1Jositieve waarde r, 
doch is slechts langzaam cor1vergent, \\ranneer r }.clei11 is. Voor nume · 

rieke berekeningen is form.ule ( ?) c1tts ongeschil(t, vva.::1!:·1.eer r klein is 

en ze lfs onbruil<baar als r = (). Da8Jrom is het gev1enst J:ormules te 

geven voor de potentiaal ·(r,z), die voor kleine waRrden r beter 

bruikbaar zijn dan formule 2 • 

De berekening van de potentiaal ·~·(r,z) voor kleine waarden r is 
der vcJar1.rden 0 

of oo aanneemt. In di t geval kan men nl. het veld v::=i.n de put P tl1ssen 

de kleilagen vervangen door het veld in een onei~·.1dig homogeen zand 

van een -reeks putten en bronne11 in de punten z _ .. , 2nD + 

n= •• -2., ... ,.1,0,1,2, •• ~ van de Z•11"as. Hiervan uitgaande, 

appendix III bewezen, dat voor r .c::..D de berelrening van 

geschieden aan de han·d van de volgende f'ormules. 

"l(Jordt in 

.- r, z) kan 



Stel 

en 

Dan is 

met 

12) 

R =· 
r 
4D 

+l 

-1 

D 

9 4D 

als 

ti 

• 

Q 
p I f'I' 

16kT\D 

1 

• 

• ,, 
' 

+z 
~--., ■-

Ll.D • 

c. 
J.. 

c. 
J. 

0 
• 

]_ l, 2 . 

• 

R, :> 
• 

De hierin voorkomende functie B( ,Y wordt berekend volgens 

B 

• waarin 

d 
dy 

m=O 

ln 

(-1 m 
m! m! 

y+l 

2m \ J 2m) 
2 J. y , 

_,. 

- . y+l • 

-· 

Van de functie y · en zijn afgeleiden 11. = J_, 2, ••• sta2n 

tabellen ter beschikking zie JAI-Il'TKE-J"Il-IDE blz. 16-19 • 

=CO kB .. n ll 

voetnoot bij Appendix III tot 
• 

• . 

r,z Q 
8k'fl D A 2R,2~ + A 2R,-2 

1 
+ 4 ln 2 

• 

welke formule voor r·=O wegens 10 , 

0, z)= 

+ 

----·-4kn 

+z + 
2D 

r . 

1 + 1 
IS -zl t<;+zl 

7 

+z + 
2D 

........ --z 
2D 

-

+ 8kn D 
Q I 'S. •- z .,, _, 

. ··- ..... 
2D 

4 ln 2 • 

• 

, 

• zie 

+ 

Indien O.,.. z.tC. 
., : a 

' 

snelheid v 

=OQ, 

nunt 
••• 

dan geldt dus voor de (verticale 

O,z van de bronas 

V o,z 

•• 

Q 
4n -

1 

t 
'-- ~+ z 

2D + 

l 

t 

• 

+ 
Q 

...., 
l6 ,t De.. 

• 
• 

ll it wen z 
2D • 

• 
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" D l1ebben ,:e 
r p, a 

z <.:: + 17, r ::r:rr 'f7: ~ + z 
l < 

£:.J 1 < 
u L: . ' en ti - eilM!I .. 

' r1]) ........ , 9D 9T• - ' . ' . _..,., ·' -~- ' ,t& ~ ., * t_, .r,...,., w;J .... ~- .,,,,.._,, 

daar verder de functie X) 1 monotoon afneemt volgt uit 

1 ___ .. __ _ 
, •.. ., 

111 111 

¢J I iiflt 

.., 
• ' ' -

7 

t~n C 1 ·" C ''.) - ~ 
•ui I J--. 

stroomsnelheid in het punt .. 

• Hierin is het rechterlid gelijk aan de 

(o,z) voor het geval D =,·~(eris geen 

bovenlaag, doch alleen een ondoorlaRtbare basis z = 0). In het alge--

meer1 kan men zeggen, dat bij het wegnernen va11 de bo1t'"e11J_e.e .. 13 de absolu-t(:' 

waarde van de snelheid in een punt van de bronas wordt verkleind 0£ -
vergro·ot al naa.r gelang di t punt benedeJ1 of boven de ptit l:i.gt. 

Merk op, dat de snelheid v O,z) een volumesnelheid is. Dit 

houdt in, dat door een oppervlakteelement dO, in het ~unt O,z 

loodrecht op de bronas, in opwaartse richting v(i),z)dl"' kubieke meter 

water per dag stroomt. De ware stroomsnelheid van het door de p0rien 

van het zand stromende water is ongeveer het drievoud vRn de volume­

snelheid. 

Als numerieke illustratie beschouwen we een 

een putter ? 5 t') • 
..... '._J l. n het punt P van de 

•·· 

l1omogeen 

z-a.s met 

90. We onderscl1eiden de volgende drie gevallen. 

zand n1et 

coordj.naat 

I. De put is aan weerszi~den ingesloten door ~e horizontale tJ L-

ondoorlaatbare kleilagen z 0 en z 120 (resp. 90 meter 

onder en 30 meter boven de put). 

II. Ondr3r de put bevindt zich een. ondoorla8-..tbare b8~sis z=O, doc11 
• er is geer1 1'"" o"tren laatr (.,., iJ V ,. .L .. ,~ ..U ·- = 00 ) • 

III. Boven de put bevindt zich de ondoorla~atba1~e ;~::leila .. ?.g z =·-= 120, 

doch er is geen basis. 

Mi ts O ~- z ~ , \vordt de sne lheid in de bronas in geve~l I gesr,eve11. a. oor 

(15), in geval II door 

v(O,z)= l 1 
2 -z 

en in geval III door 

0 ., 1 
4n ... z 
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• 

met D = 120 .. In de volgend.e tabel j_s voor deze drie gevalJ.en de 

verticale snelheid v O,z weergegeven voor de punten z = o, 20, 
• 

40, 60, 80, 90 van de bronas. 

z 0 

20 

40 

60 

80 

90 

¼·-----------------------------------·--·· 
· De 
l 

vo lumesne lheid. in de bronas -in 
•• 

• I 
'2 lagen. 

, 
,g ~ 

.. • 

t • 

0 t 

0,003004 

0 ,008075 

0,023536 

0,202369 
(Xj 

- ...-. ..... ,. ----· ··------- ·1 
II III 

geen ba .. sis 

I 

I ' 
• 

een boven,• 
laag . 

-'•• .... M.-,, • ,,.rr1v·,.._- --~~.---·-t- _,_ ___ -~---•,.--- "fol""'"'-.---•-, CJ-~••• , t J-

0 10024l6 

0,006781 

0,021221 

0, 198255 
C()_ 

' I 0,003340 
• . J 

I 

I 
t 
t 

0,005237 

0,009602 

0,02456~ 

I 
• • 

l r 

' • • 
I 
' I 

0,203003 / 
• 
I 

00 j 

I ! 
! I 

! 
. I 

• I ! 
________________ .....__ -•----- .-.•, ~ I --•···--.. ____ 'l°,.,..._ - llllale• • .. , .... ____ ___ 

Zij s de verhouding van de volumesnelheid tot de ware snelheid 

voor zand geldt ongeveer s = 1/3). Een waterdeeltje, dat zich op 

het tijdstip t ~ 0 in het ~unt z van de bronas bevindt,·zal op het 

tijdstip • 

s 

aankomen bij de 'put P met coordina~t 

geval I 
• 

in dagen 

). Voor z 

s • 
• 17,4 jaar rv 5 1 8 jaar, 

• 

20 vindt men in 

het interval 20 ~ z _f. 40 wordt in ~- ,o jaar doorlo:;,en en het interval 

40 ~ z i,90 in 1, 8 j.aar • Analoog vind_t men in geval III 

• 

s. l4,l jaar "-'3,7 jaar. 
• 

De potentiaal rt z ke~n voor grote waa,rden r met behulp van 

8 of 9) gemakkelijk warden berekend. Zoals we hebben laten zien 

is- b.v. = oo deze uotentiaal ooJ~ voor kleine --
waard en r betrekkelijk gem.akJ:eelijk te berekenen. De vra .. a~ is nu, 

hoe men in het algemene geval 

beeld in de buurt van de bronas zou kunnen berekenen. 
• 

Voor het algemene geva_.l wordt in append~ix IV de volge11de, voor 

elke waarde r ?:0 geldende, formule voor de potentiaal bewezen. 



., 7 
00 

r,z r,z 
Q 

2k1'. D ; 

BesselTunctie en is 

van het stromingsbeeld 9 a_at on ... tstaat door cJ_ 

te vervangen terwijl Q, Den onveranderd blijven. Verder hebben 

we 

en 

g 

Sinh 

Cosh 

D­
D 

Cosh 

4 -

D 

--r: Cosh 

Hierin is, evenals vroeger, 

en verder 

Cosh x 

en 

en 

Cosh 

D-'7 .. :J 

D 

Sinh Jc 

z 
D 

Sj_nh 

~ RMt­

.. + "'"" ,_,. 
A 

2 

. -
D 

Sinh • 

• 

Teneinde ietwat hanteerbare formules te krijgen, beperken we ans 
• 

verder tot het gevalj dat de basislaag z = 0 ondoorlaatbaar is, d.w.z. 

r,z 

=!x.:l ~ Dan geldt t.- = 0 en V\rora~t foi~mule 17 wegens 

o ~,z 
Q 

2k7"1..D 
0 

____ z J 
D o 

r 
D -------IV"-·-------· ......... VI ·-• H• ---- r, -* 

. 

Cosh . Sinh 
-

• 

Hierin is de tweede term van het rechterlid gelijk aan het verschil 

van de potentiaalfuncties r, z en 
O 

r, z beho~,:"e11de bij de ge 

= CT.J • In het a.lgemeen is evcnwel c1 eroot 

en interesseren we ons meer voor het verschil van de potentj_aa1~unc-

ties r,z en 1 r,z, wanneer 

behorende bij 

Nu geldt o. Zouden we nu in formule D 
kc1 

20 de limietovergang C--;. 0 toepassen, dan treedt een in het :punt 

A= 0 divergente integraal op. Tiit bezwa .. ar lean gemak1celijk onder­

vangen warden door op te merken, dat een ·potentiaa,.lf'unctie slechts 

op een van r en z ona:fhankelijke constante na is bepas_ld. \Ve mogen 

dus formule 20 vervangen door 

• 



r,z)= 
0 

1"' , 1,1'. ) _,. I R 
.-, ""' .. J 

--
' ' ' _,, _,_ ______ _ 

d ' 
Si11:1) + c-._,.. 1..-,0 S 11 

..,,- \,,,,,I ... ,( 

\.., 

t .,/ ·~· . - ~ 
,,.. Ill µ ,<,11)1.Qi..,__d J4 · -- -'4),·# _:S._ ....... IO: - - # 1 'llf. 

~Jirih ;\ , 

wa·irin de voorkomende integr:121 w~l convergeert. Door de formules 
?l) e-n (~?) v·an elkP~r a· f\ ·t .. e +rn~kP?1 v~nd0n. we ~ ,. ",,, -"' ""'- .__ ~i );... ;,. A.. V"" ;, """' J _.()_. _..,, _ . ......_ ,_ ~ . J.- .,,.,-

( 23) 
' 

" ·1
1 r, z \ ;;..z:• 

Voor de in 

( l:J) , 11) , ( 12 en 13 

A d 

4k1\ 

+ Ski D 

1 
- 1 I ii I • ■ , I . 

oo ""t :\ 

Sinh 

Vil.di iii~~ 

) (' 
111111• z .,... 

,,J ,/ 

Yll , m, ' 11 .. • ,. !f 

+ 

\ ...,. ,., .. , Ar · r f . '"' ·- 'l .. 11 l . d , 
' o· \ ·,""'t, I 

' ·•-1 
' -~---·,.., -,,~Al"- '' ·- ·- ------••'Ii,,.~ 

• _. 1r ' .. 
:~.. S 1· 'Y"!.1.n . C .1..1 ...... 

1 

(2m 

+ ,-,QC 1 .... J.. \ . 

V ' l~..J ,.t • 4\ 
-

. ,.':S+z 
?D -

-~ .. z 
2D 

• 

+ 

en Viel is de in het rechte1"']_id voor1•::or1ena_c rea}.rs conve1'ro;e11t voor -
r( ?D· .... ...... z. ~en ana .. loge ontivilcl•~eling vi11c1t me11 voor a_e functie 

(r,z)- 23) voorlcomende Besselftinctie 

a . . , t . k, 7 · t oar ziJn reeKson wi Ke_ing vervang: 

Dan volgt nl. 

(25 •
1 r z)-, ' 

00 

' 

m ..... o 

00 

-l)m 
ml m! 

\" Ii> 0 ill• 

r 

Q 
2k1t D 

2m 

s 
n h Z -- 0 

' ....... --~~------ 11 , ..... - ... -· -

:. in 

m -1 -

oa 11. r r., . C h ~_>_ ~ h ~ 0 S D 0 0 S · -l -~ .. 

0m ,_ d 

---"--------~,----·--
As · h' re h . ..... 1n I\ + L;OS ~· ml ml • ' • • 

Sinh 
0 er 

Oak van de in (25) voorkomende ree1rs kan men be\vi~zen 1 dat £ij con•• 

vergeert voor r ( 2 n.... .. ... z. 

(24 stellen ens· althans in 

van de bronas. 

De :formules 

principe) in 
\Villel.ri'::::urig) 

• 

~.) 7 ) e 1"'i · 9 41 \ re SD .__ .~1 # ~ ,. "- I . .i: • 
• 

staat de ~otentiaa.1 r,z 

te berekene~ in de buurt 



,-, 
~e nemen weer aan, z ~ ..... ('J or1~oorla-~tb~Pr 1.·s, "'·"' ,... \ .. ,,l. _.: q • ., .,..,.. \fl v, ... (:lJ - d.w.z. 

c~ -··· oo. Verd.er is d.e weersta11d r.l,.., . bove nste J,:J.P j __ la~g in het 
t!. 

algt1me1":n {5root b.v. en het vermoede.11. l~~Rt dus voor de ·-

h "I 

.i.ana, bronas het stromingsbeeld weinig 
"V\lil'a-1·" - ""' r ·" , -,, --- r ,. it r-~ l· .. ~., · 

~-, ,. . . "' ~ .,_ ' . 

V 1 ::::: 

behorende bij het 

Voor dit verschil 

d t . 1 ,,· .. ~ !:lt '-- e ver . J..c'°·" e 

geval 

V r,z)= v·r,.z) .... 

geldt \vegens 23) 

· 26 V ( r , z) ... · ,,,. Q 

Sinh/\ 

.. 1 . zeer K e1.n 

.. 

.. is. 

\iie zullen nu een ( zeer ruv,e) bovengrens afleide11 voor de i!1 ( 26) 

vo,orkomende integraal, ten einde het vermoede11 te oncler!zoel<e!1, dat 

V(r,z) klein is. 

T··e-r ·ver1""ort1· n('t,' ~ ' .. ii\- . ' t:::~ 

( 27) p z en - 111~::"P a " • "' jdf 

D D .:; 
' ·- • " 

,'"\ 1 . ' 

~-·' , 

mule (26) lra~- n n. u "\., 4,.," "" .L a-p s cl..,, rev· e .,,1.· 1 1i 10 re~ e 11 0 ~ ~ ..., ""... -· ,... \! 'J • ·- ~, .. 

o..,, 
' 

( 28) 11 ( r, z)== 
' 

- ( 0 - .,.,_ t·,, f"'I ) ~-- ,.__.. e ·- . 

-..... \ ', -... ~ ., .... ,· ' ''! ""' \ l+'-:' .... . 
,_.~ •~'1>111 il a• I ,ro., i"-"') -- · ...,.. ,.,_ fj A ·~ 

M 1•• /~;F" ~ <' 

1-e -- l+e · · 

ttr1 e .. ~ .. $ I 

0 

Uit de ongelijkheden 
• 

~:>n 
L 1 e (..-.I,; ' ~1 

0 
,., 

1 04'- ~ 2 1 L Jo 
.i.. """-

1 r • • ~- 2 A -. -•·•• I -

2). :s::: ' 
, 'T"'· I 11,trn, JP n - wrr• . I 

1 
. ' 

--~]• 

e l+e 

en 28) volgt dus 

e 2"•"0"'"Q) .J: ' 
dA ---Tangh. 

• 

+CJ 

+ 

ligge11.. For-

J 
0 

1 

d 

1 
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·•~~··· 
De :?1l.nctie 

1 - ....,., ,.._ ,,.._ - ...... ,,._ 

T f'l i"i,O"h 

i • 

I ·--··--·-----------, •.. 
I 

1 voor O:,. A~ 1 dat 

.. -· ·----_, 2 
l+e 

f:;tr Ji. "'" . " ,,_, 

hee£t het verloo~, dat in neven-

staande 

Stelle!l 
cl.us 

f; gu11 r 
·-- ..i.. 'l '-~ • 

we c = 

is ,11eergegeven. 

Tar1.:gh 1 d.£1.n geldt 

·.>1 - ' - -
ti Tangh -

Hierui t vol . ., 
~ 

fvoor 0 ..c. .. 
{30) 

fl > -•••• 

Met ( 29 en 

V(r,z) L 

en dus 

1 

0-Q 
?IIP!lf 171 di t M I> 11 I !It 

~Q 

lID 

1 dat 

fl 

vinden we nu 
I 

dt 
+ 

1 
Ill IIIP 

£. 

Wegens £ = Tangh 1 

ongelijkheid 

0,7616, 

-

Tangh 

Tan~h -· 

1 
£ 

' 

e 

+ 

D 
kc 1 

+ (j~ 
2 .. . E- 'II 4 + ·.J 

; 

+ (j > l, a: - • 

(2 T.) '""" ('1 '\ .~ J d .. " . ' 

e 
-:,_n,,,,,ri ,_ ~ .... -

2 ""•T.) I rt q 
J; .. -

• 

en valet tenslotte de 

0.,762 
31) Vr,z)-f,-0,209 ln ' 

D 
2D 

• 

Als numerieke illustratie kiezen we het reeds vroeger beschouw-", -· 
de ;geval Q 

Dan vo t uit 
250, D = 120, = 9<). Zi~ ~ 1 "? ·'"" v e re_ e r t.C -- J 1 .... J 3500. 

31) voor O ~ z G :;,-:r -- 90 ~ -· -· 

·. V(r, z) ... . 6,50 
0 ~0 ,{ -5 L t.t'. 6 ... 

,.,, - • 

Zouden we dus in het beschou\vde gev8~1 1'=:'ormule 2'--1 bE,b1Je11 toegep9 __ st 

voor de berekening van het snelheidsveld wellce forrrule alleen exact 
geld-t als c1 

veel kleiner, daar formule 31 slechts een ru\\l'e bover~;rens gee:ft • 
• 

s·te ko l.om van de 

tabel op blz. 6 en is a .. us de afwijking van v O,z)·ten. hoogst~ 1%. 
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Dit numerieke voorbeeld. bevestigt dus ons vermoeden, dat men, 

voor de be1~keninR van het snelheidsveld in de buurt van de nut en 
'·,....,Ji' • > ,. 

men 

gz--ote ~,eerstand 

ma,g df~ ftJ rmll ]~'~ s 
.... ,., ... 

!lll;J ■r ·~'!Qt 7U I ITT\ l\Jt!i.tltl. II\' - p it 1((: t\ LIi If 

w J-ahnke a,.,., d "'..J. l_ l :.. - C ... l1 4 

M M, .. Q1rar t· 
• .. '·"' -..i • l,, " ' 

194r; .. .1 • 

The flo\v of' 
st d 1 e • 

'7Qnf1Pr heztiraar C £J ~- " • ~ •·~" r,,.. ., lll i ,.,_ - 1 =CO mag stellen, d. w. z. 
of (24) toepassen. ~-

homogeneous :1'?luic~.s t11rou,f;h 

1937), Michigan 1946. 

door 

( 1933) 1 I'Tev1 York 

"t)O ro1.1s media, 

ll t1--eatise on the theo1 ... y o:f Besse li'u:r1ctions 1 

-1941) , Ca.mbridge 194•~-. 

""'nd ~ 
L. et.'. • . 

• 
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APPENDIX I. 

Een homogeen horizonta.al zandpakl{et · rloorlatcndheid k wordt 

aan weerszijden begrensd door 

z 0 en z 

tvvee horizontale homogene 

het punt 
z-as, op een hoogte .··. boven de basislaag z = O, bevina.t 

putter sterkte Q. Gevraagd wordt te bewijzen~ dat voor 

rende potentiaal :formule 2) zie te 1:cst geldt • 

kleilagen 

P van de 

zich een 

de resulte-

Vooreerst moet deze 

teitsvergelijking 
potentiao.l r,z voldoen aan de continul., • 

1 + 0 

in elk van P verschillend punt 

gelden de randvoorwaarden 

r,z van het zanduakket. Verder _.,_ 

0 als z 0 

' ; , 

1J z 0 ff z D , 

aannemende, dat buiten 

Tenslotte moet ti r, z 

van de vorm 

de kleilagen 

in het punt 

de zoetwateruotentiaal nul is. 
'-

l ., 

' 

4k1f \ • 

• 

Men kan bewijzen, dater precies een begrensde functie r,z 

welke aan genoemde voorwaardmvoldoet. 

Beschouw nu een cylihdervormige buis 

deze buis wordt in het zandpakket zodanig 

rotatieas met de z-as samenvalt~ 

We veronderstel1en verder, dat • 

• 

met straal 

opgesteld, 

a en lengte D; 

a_at zijn 

1. De stukken O ~ z .(. ~j- h en 
• ',J 

+ ~- h~ z~ D (h >0 van deze 
-

buis geen water doorlaten. 
. 

2. Het gedeelte ~ h .. < z "- + t h van de buis geperforeerd 
¢,. 

• is. 

een hoeveelheid water 

Q 
21T ah 

per tijdseenheid naar binnen wordt gezogen. 
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( r, z) de van a en h af'ha1.11celijlre notentiaal van het resul-
~ 

tert?nde stromin:gsbeeld. Het is d.t.iideJ.1~jlr, dat 

(4) 
h,.... ,, 

'I, • 
·- ~; 

lim 
a ➔ O 

( ...,... 17 ) 
\..!.,, ... .J; o .. '.'.?.n:J;even. Deze vo ldoet voor 

~., .... 

> r: a 

vr 

- ti 

r 27 ahk 

De f 1i1nct ie 

VOOl"' r ,,_ n 
-- :;~1., 

h o:f 

a.ls j h -:e- - • 

voldoet aan de differentiaalvergelijking 

dx • 

Voor elke keuze van de re~le constanten en 6 is dus de functie 

K . 
0 

z .... e 

een oplossing van de differe11tiaalvergelijlrine; (1). \,;le trachten nu 

en 3) wordt voldaan. Dit is c1e~n. e11 allcen dan l1et geval, \Vanneer 

en 
l I 41 

Dit geeft 

tg 

en 

Dus 

tg 

• sin 

D 

Stellen we 

1 
kc 2 

tg 

1-

1 

1 
kc., 

L. 

-& 

cos 

-D- • 8 ... 

+tg 

en T --

en D, dan volgt : 

.... 

0 

cos 

1-

D 
kc 2 

1 

D·. A · ,,. 0 

W #I (lili bu.- IF IPiJI ti I lo 51. 

2) 



,+r 
v'l 

.... 14 

• 

Men kan bev1ij zen, dn.t alJ.:::? o~)lossingen van ( 6 reeal zijn. \Vanneer 

n 
eon ,~vill(:;ktJu1 ... i~Ie \'\rort<,~1 l is V-9_n de tran.sce11c~ente vergelijking · 7 , 

wanneer verder' ~ 
.I, "' 

- A D n 

1 
••w-• 

' 

dan voldoet dus de functie 

K ( 1 r) o
1

n 
COS ·,1, z., .. · n n 

' 

aa.n de differentiaalvergelijking ( 1) en aan de randvoor\11ae~rd_en 2 

en 3 • Opdat deze functie reeel is voor r > 0 moeten \Ve eisen 'J 

... ti 
...... .., " 
d.... 

We trachten nu de reele constanten 

dat de functie 

r,z 

> 0; n 

welke reeds de voorwaarden (1), (2) en 3 vervult, bovendien voldoet 

aan de voor r =a geldende randvoortl\laarde · 5). I-Iie1--bij a.oorloopt 

/\ 
n 

6 • 
Wegens 

X 

dx 

is voor de __ functie (7) voorvvaarde (5) aecuiv06lent n1et 
DO 

cos( 0 als O~z~ 1 h z ,11 ... 
~ _,_,_ 

' 
i) 

' n ,r..., 

n 0 
( 8) 1, h~z,D 0 als + . -

. ' , • C _. 
• 

,. 
waarin 

9 •• [II c a K 1 n n .. 

Men bewijst_gemakkelijk, dat 

cos z-t} · COS u..,. z ... 
n n m m 0 21 .. J,.s n 

6 
en uit (8 volgt dus 

m 



d s n 
'-' 
0 

'"" 15 

27Tkh 

en en wegens 7 
Stellen 

0 
dan volgt uit 10 

lim 
h - ,,=- 0 

d n 
Q 

21f k 

Verder geldt wegens 

lim 
x➔O 

A cos n 

1 

en dus hebben we in verband met (ll • 
• • 

lim 
h➔ O 

• 

lim 
a~O 

cos 

Wegens 7 en 4 vinden_we tenslotte 
s:~::9 

n 

2 tlk n=O 
cos n 

cos 

r,z belrend zijn. 

• 

... 
n 

• 

cos 

welke oplossing inderdaad aan alle gestelde voorwaarden blijkt te 

voldoen. 

log r aan 1, 2 en 3 • Daardoor heeft de formule voor......., r,z 

in dit geval een iets andere gedaante zie formule 6 van tekst • 

• 

• 
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J\ pp 't"'l"f\TD·I X I I .t"i. . .. .1 l \i • 

In formule • zie tekst) zijn de eigen\va,e.rd_e·n ·-t, va11 ¾groot . n 'I. ..... 

belang. ~nD een positieve v1ortel is van a~e trans-•--
, 

cendente vergelijlcing 

1) tg 
' /-

_ ,.- D L D waarin \1 = -- en kleine, niet-,"•neg8*tieve gotallen zijn. 

In deze appendix zullen we en}:ele nractisch br1.1ilcbo.re forn1ules aan-

geven voor 

mtiles zijn 

de wortels van deze vergelijking. Goede 

18 en 23 , waarin resp.•"' door 3 
gedefinieerd. 

res:) • { 4 ''" o rd t 
·•· 

De wortels van 1 
krommen 

corresnonderen met de sniinunten van de 
,_ ~f .... 

y ,:~;· + T 
.,A $ I r.J ) ~ 

\.I ..., 
en Y tg/\ 

in het -Y-vlak. De eerste kromme heeft = + \/ ·z: 
asymptoten en de -as als horizontale asymptoot. De 
verticale asymptoten 

' ' 
t 

f 

I 

• 
; 

t 
j 

t 

I 
' / 

/ 

I 
I . 

' 
(T' +t I 

' • )- C c· 
• J\ ' 
" 

• I 

' 

.3 /\ ., 
• 

• • 

• 

• 

,/ 

/ 
,./ 

0.ls verticale 

tweede hesft de 
) 
• 

' 

../ I 
• 

I 
I 

I 

,I 
• I 

' 

! 

I 
I 
' a "" ,,. "'", •.: ., :: r • 

J:--- Al 
+ -1- --· " '" _ _;_" : : '.' :.: :·: .. ' . ::, ·:::: .: : :: · ' ·; ~ 

~ I 

t 

t t 
• 

* 
/ 
' ' ' 

1 
I / ' t ' • I 

i • 

' i I 
I I 

' ' • 

t 
' ' I 

I 

i I 

I 
I 

' f i • 

I 
t 

I t l ; 

I 

I 



1 ,..,, 
' .,. ,J j} ... 

" •• l 

Daa.1-­

l 

en T klein zijn, gel{it blij1rb:J.8.r voor c1e uosj.tieve ,r:,,ortel var1 

--- n I I + E n n 

• waarin 

Ter bekorting zullen we stell_en 

en 

(4 

VJegens 

hebben we 

v+C 

k 

1 ' 

D 
k 

D 

D 
k 

, __ _ 

Vergelijl{ing 1 ~.rvordt 

D 
4k 

2 
• 

We bewerdn, dat voor de wortels 

ontwikkelingen gelden 

7) 2 • ' 1 k 

en 
n) • 

l 

n n ,, + i+k~ 1 - J..' 

k 

-

,.... - ,""\ 7 :'"", \ 
,£ \· ~.,.· ' ...... - ,,_,:,, •.. , ' 

van n 
r 
0 de 11olgc::nde reeks---

als n ?.1. Deze bewering volgt onmid.d.ellijk uit de volgende, bel{er1de 

stelling uit de functietheorie. 
Zij f , . , z een functie, welke in een zekere omgevi?1g van het 

punt , = oneindig vaak differentieerbaar is. Laat 

verder voldaan zijn aan 

0 

en 

·Z 
=0, =0,z=z0 

0 • 



lG .... 

Onder deze voorwaarden hee:ft de vergelijl{ing f 

welke kan warden ontwikkeld in de machtreeks 

z 
i+k ~ 1 -

' 

c. k 
J..' ~ ' 

, t-; } = \I) e P :r1 'l'tTO "'r"+ A 1 , ...• ,, ,.. "'""' 11, .&. li,I,..,, ' 

I 

v-1elke voor en voldoende klein absoluut convergAert. 
We zullen nu aangeven hoe men de in (7) en 

coe£ficienten kan berekenen. 

We zullen gebruik maken van het feit, dat voor de met 
CXJ 

C 

• 
' 

y 

X 

k. _ .. 1 

• inverse reeks 
~::, 
"""---
/ 
k 1 k 

de eerste coeff'ie11ten worden gegeven door 

1 
dl cl 

d2 cl 
3 

c2 

"'. 5 c2 . . 4 
2 03 cl . , C 9 1 2 

...... 7 -·6 5 + 5 cl cl 2 
., Si Ill If rr • 

Vooreerst beschouwen we de 

6) wordt voldaan 
het 

ontwikke ling <·--o 

(10) 
k=l 

met 
.----· 

door 

• Daar 

2 
0 

51111 P 

11) C --k k! 
1 

••11111•• 
·1 

, K _ ax 
(x-

Verder merken we on. dat 

12) 

met 

waarin 

tg X 

ex. 
m 

m·O 

· 2m+2 

- .. 

1 . 
30' 

'.5 
C3 C4 c2 •• 117 cl 

••• 

7 A l. ·1 . ontwik!ce ling • 1\.8~:n. verge .. lJ-1.{1i1g 

Verder heeft het linkerlid van 6) 

klein is, geldt dus de convergente 

• 

, 

1 • 
42' 

1 • 
30' 

... -
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' . -

de getallen van Bernoulli voorstel1.en. Dus 

' 1; 1 2 17 13 CX:o 
.. ,. ,. • • 0 

3 ' 2 15 ' 3 315 ' 

11 en 12 volgt na enige berelcening 

(14 e:ztr1F14 ► ••• 

Irt:==0 

m+ k,,.1 
k-1 

en dus in het bijzonder wegens 13 

1 1 + 3 

1 

? 
'- + 17 

315 

m 

17 
2835 

~ 

A 
• 

1 1,... ·+ 
~ 

.,I' + ••• 
( 15) 

--

2 
15 + 

-

17 
' 

J.05 
124 /J...., 2 + 
945 

17 + 248 /J,' + 
315 2835 • • • 

• • • 

De coefficienten van de met 10 inverse reeks 

2 
0 

k=l 

-

worden door 9 gegeven. Wegens 15 hebben we dus 

dl c-tg 

1 1 
3 + 15 

139 
945 

-,., 

J ~ . .. __ ,_. + - •• 
945 

1 1 113 I 

3 

1 + ¥)st I zmr1 • 

63 

542 
4725 

• • 

2 

2 
675 

+ .... 

., .. 

3 

2 
..,,, 

.,., , 
•n::11 IP 3 '1it 

945 

+ ••• 

6 r:, '-.., . 
' • /' ~ :!"'" i • 'J? r-

.· ',, '" ") • ( I . ··-· "•-' ,,,, .,., 

1 4 
11 nr 

4725 
•n • .. • 

Uit 16) en (17) vinden we de gezochte coefficj.e11ten uit de dub1)el-
''"' reeks 

.- 5 
fout van de orde ~ na. 

;$ 

= /},' + 

of'wel 

2 1 2 4 (18 + •141,01 

3 45 0 

2 1 1 
.,. 3 + 15 

• 

3 16 4 
945 .., 

(~ een 

+ 
3 16 

•• , 1,, ... • , 9 11 5 
V Lt. 

4 

' 
• 

2 1 1 ' 

-_ 1 ... ? + + f5 ·• 3 . .;, 



2 De eerste benadering ~ 
- -•-1 I _,_,___.o 

r-..J 
.. 0 

-· 

+ D 
• 

• II :,o 

geeft v:egens 

Tenslotte 3ullen we de in (8) voorkomende 
benalen. Analoog met 10) hebben we 

"# "'4lllfl . V"'t Pl'\, f .., . . ' 
~ .. ~,, ~" coe. -~c 1.e.11't en 

.... 

19) 

• 
\

111aarin 

k 

1 
k! 

/~ 

k 

:·• .. k 
dx 

n 

l 
s 

I 

2 

n t, +x 

t,o-
. 1,.,:2 I I 

• 

tg X 

• t oi. 

• 
X lJ 

.. 
• V/egens 12 en 

de ontwikkeling 

13 is dus 1 .. . 1r d e f ...P • • 4 k ge l.J.,.'" aan coe .i..:1c1.enu van 
1{ 

X in 

r 
- 11 n /I + X •:" .· 

zodat 

van de :functie 

X 
IIJ"O,:I O 0:110: o . . fliOI 2 + 

n 1, 

n ,, l ,., T I PIil w ,..,. 

·' 

1 + 2 20 

n ,, 
'" " 3 3 

, ... ,, Wdill .t I * 

De coeffj_cienten 

21 In 
-r7. 

n rt 

n 7T 

• 

n7i) 2 

1 
_, 
) 

0,7 
' • 

11// 

van d.e 
:i.><.:..) 
~ 

✓--
J. \?= 1 

rr; 
n II 3 

met (19) 

k 
k 

worden gegeven door 9) mits 
vangen • Dus 

r 

( ' n It 
1 nt1 •. .-·. 

I --

n ,, .. ,,. 
•r 

X + 1 '3 2 
X' ,., + 11 IWli -

3 15 

i11verse reelcs 

2 

5 
n 11 n il • , 

ii I a &II a rt " 
.... _,. ., , 

3 

.. , ... :bllff \11111 IIINP ••• 

.. . 

ver•"· k 



• 

21 

. " WlJZe 

, dan 

ontstaat uit 21 de dubbelreeks 8 -• Door de eerste termen in deze 

reeks te bescho11wen ontstaat de volgende benaderingsJ~ormule 

n 
12 

••• .-:: SJ 
~ a 

n 1/ 
3 + 

2 --~ ·- 1 3 - + 
-r-"I. ~ 

11 J ./ 

en wel is de in hot rechterlid~ gemaakte :fout va.n de orde 4 
• 

• 

• 

• 
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der 
Stel 

+ 1 als c. + 0() • Ml, ffl 

1. l. ♦ 1 ?) 1 ........ 
, LI 

1 1, c . • • 
l. 

door de Vol apv1Ae ~e-~k· 0 put+p~ , ~, . _., ,~ - · ~ ,;... · . .- · V V- ,,_, -l l -. ~ en bron~en o~ de 
• 

1 1:,: + ter s,te r 1:{te () • de i:)U11.ten /j .,. ' r:: i.p r "OU l' in ·1 ... ' ➔ \ • • # f .; i '1 ... t 
.• J_~ •.,,. ........ ,., ... ~,... , • 

-> • • 

? ! ' '' fl It Q !l i1 '' it ~~,+ ') ) i"t -, 
c.. • 1 <i.-, .. • . ofl9d. 

l --- •· .., t".. -··,., 
' 

If, . 

~ -:, it ; i W! 1 ' r, ii i : 1 r 4-I1 - ' ' 

~)-1 .. \ • 2 
. .., •1 

' 
\ .. ' -

.... J 

4 f! '; 1 'I ; tf ~ () ti fl ti (t ' ·-... + "i ' :>+ j • 1<..~ 2 ; "' ., ,, l 
. "' ' ~ ' ... , . 

\ ~- ., - (._ .• jl ., 

-V\raarbij 

terende 

n a.e ~ctallen doorloopt. ..... ' . Voor O~z~:D 
la + t. 1 f"' t . ~ .,.. 1") \ ~ ~ ' ~ ,. • ,:::i "-· . e e _ i pc "' ..... 1 i ,_...,a _ un c 1 ..... ·-

(1 "'f,.7 17 ,. .. iii• • ,• .I • 

• 
ui tzondering ,ran liet punt \ 

V 

' 

' 

me-+· it,J,i. \,JI 

sterkte Q bevjndt. Verder is 
• 

op de z-as, 
het vJ ale z D een -ot·•···"\ ! ! ... J ·-~ '~ J' i --• 

tiaalvlak of stroo~vlak al naar 

0 ,of..:.;,f'?~ Voor 0~ z~ D is dus het 

met het gezochte stromingsbeeld 
De gezochte potentiaal ~, r,z 

is) wordt dus gegeven door 
+ 

1) Q 

n.=- o-o 

I .• ·~ ') 

+ -- + 
r + 

..,, , 
•= 

:301ij 1·~ 

re 0 ulterende ~+n~n11.·~~~h~p]A t...1 · ,.:::, ,,;1 .J... I. .• ,.i. . -~ 1 •--) .,.,., !>.. • r.-: .... .., . -...1. ...... 

van de put P 

welke ou een .. ~ 

1 + 

,II 'I• 

' t.., ....... z j 

t ll S St; 't'.':i :} e 

, ..... 
-.. ~-

' ' 
r\\ ..• ] 

·"· ' ." rt 

..i., .... .. l. ----··-- ---·---4, j) 
• 

De van 1 .. 

gekozen, 

kiezen 

constar1ten 

dat de reeks in het rechterlid 

C dianen zodani~ te n ·-~· 
van 1) 

hierin 

C n 

• • 
ZlJ 

•· a 2 C It 

C 0, 5772 ••• 
Wanneer we stell_en 

n=•'· ,t> ~~ ,. 

n=O 

de constante van -~'~uleI..,. 

1 
2 n+y 

Iii I# . 

• 

. ... f":) :,,. . d t. . J_ ,... e n . . '"' , __ .~ .. 

• 



• 

en 

R r 
4D 

0 
~ .• ¼ 

'J 4D 

~ 
• ') 

~ +z 
V 4D t 

dan kan 1 geschreven warden als 

r,z 
Q 

16k-=,,~D 

De definitie 3 van A 

-,, 

-
als 

C + 

1 p 
J:~ R, ~-iJ +-- 1\. ... , ; 2 

I 

.. 
,Y is wegens 2 aenuivalent met 

• 

1 1 
• 

Nu volgt met behulp van de rest-·-stelling van Lagr8 .. 11ge 
•• 

2m 2N 
l 

m·-·-
_ .. _,...?."'.___ __ ._,_ + 

2N-1~ 
n+y 

hierin is N een wi.llekeurig natuurlijk getal, ~ 

n+y afhankelijk re eel getal .>- O en ~ l en 

een van N, _ en 
7 

co 1 • Dus 

9 B 

met 

os 

,, -1 m l 
2 

gee:ft 

C + 

3 
• 4 

n 

5 
• 6 

1 

1 
l n 

n=l 

• • • 

. 

2m-l 
2m 

1 
n+y· 

1 

I!• 

n+y 2N+l 

V d -P t .. oar e ~unc ie-:.. y 
c:>0 ..... y 

1 l 
• 

C + 
n=l n n+y 

.,, l 

c ~--1 @¾ 

en 
, 

v)= 
(,,, , "' a 

1 

____________ ,,, _____ _ 
Wanneer 

~ 
c2 resp .• cl 

• 

t . "' / 
Oc·J 

~ 

7 ..... ,.. 

2m l 
C 2m+l 1 m..-> n ... 1 n+y m 

1 geldt 

m 1,2,3, .... 

• 

+ 
~ 

= \ 
• 

en kan 5 warden vereenvoudigd tot t~e8 termen wegens 

-y en 

, y+½ .... 



• 

• , 2 Ll- ,, • 

Dus volgt uit 8 en 9 
N-1 

B m -1 1 
mJrnl 

We zullen aannemen, dat y > -1. Dan 

· 2N 1 
2tT+l l+y 

+ 

en dus wegens 1 , c1at 

2N 

N+l 

1 1 
2N+f + 21:T l+y 

• 

2m 2m 

uit 10 

du 
ti9111AJfl I ltT :d,.,,,no•----

u+y 2rJ+ l 

l 

Voor geldt dus lim 0 ofwel 
~ .><:.J N~· ~o<l 

d . I I I 

2m 

m=O 

• 
• 

De grootheden y, welke optreden bij de berekening V8.n 

behulp van 

zijn steeds 

R 

5 , 6 en 12 en wel +DC., :t.. . ,, + §·· 
3 

r l 4D ... , 
3 
4 

d.w.z. voor rf D. 

• 

r, z met 

' + ~-+.<\".: ) ) 

voor 
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APPENDIX IV. 

In deze appendix zullen we de i11. de telcst vonrl{omende £ormule - -
b ~-e w i j z en. De hierin optredende _functie' r,z voldoet aan 

• 

• 
2 2 ~ 

1 1 + 0 :a I 7 ·2 + rc)r ( r r 

-~ z c1 .. ls z 0 

oz+ 0 als z D 

en hee£t verder in het punt o, een singulariteit van de vorm 

1 
• 

Verder voldoet de voorkomende £unctie 

0 

0 

z 0 

·- 0 • 

en verder hee:ft 

in het punt O, • 

als z 

Hierui~ volgt, dat de functie 

r,z)= r,z 
0 

r,z 

0 
r,z aan 1, aan 

0 

D , 

in de strook O < z .s:'D geen 

geldt 

sin~~lariteiten hee£t, en aldae __ r weer a8.n -
1 voldoet. Verder 

··---z 

• .., , 

z + -I.. 
""' ... 

l{Cl --

1 
kc 2 

- c) z 

we gens 2) en 5 

0 
·r,O 

0 
• 

z=D 

als z 0 

als z D • 

De f'unctie · -(r, z) wordt door bovengenoemde eigenschappe11 eenduicl.ig 

bepaald. VJe· merken nog op, dat, wegens :formule 2 ui t de telcs-t 7 

.,...,..-
2n+ 1 I /I·\ _____ ,. Q 

o r , z -- ... · .. ·11 ·"·1{15 • 

n=O 
cos 

2n+l i7l 
2D 

cos 2D o 2]) I 

Wanneer 

soort en van 

J rx\ de gewone Besseliunctie voorstelt Q\ I 

de orde nul, dan voldoet wegens 

van de eerste 



aan 

• 

+ 
1 

d 

Cash ZJ -, I 
V 

de 
J I ""' JJaarorn '7 U 1] ,--. TI 'fl\_,_r_ A.· • ._, . • v I_ II' -

dJ (x) 
"' ' ., , . . ...,. 

1P ., 

+ 

'· 
I 'tit 

\'"O or 
( overal. 

voor te stellen door de integraal __ , 

( 11) (r,z)= 

() 

en wel door een geschikte lceuze 

weten we, dat een door 11 

voldoet 
staa.n). 

mits dif£erentiatie 

z + A) 

;//egens 
...>~ 

(8) en moet gelden voor~ ellce 

(12 

en 

( 13) 
J 
0 

+ 

\"o lgt, 

1 I\ 
./:'l. 

• 

r 

.... , 

B 

\ 
Sinh A 

.\ 

Cosh AD + 

onder zeer 
r~ 

D+ 

1 

J 
0 

1 

'"l,"I ) --! ' __. ..... - ' ✓ 

C osl1, 

J 
0 

uit 

""11 t <I 

.,., .. , 'II \ "1 .,.,...'.ij --t '"l } ...... ' t ' . • • ,,, , . . r .• 

. ,. . ....,, ·., ' . ' ... ",- ,., -- ,,.,.. .. ~ ... ' 

,. ,,, 
T I ' 
I i ' l .. ' . ;f ' 

'iu•' \ 

0 

., Ip 

h(r)= H(,A) 

algernene 

J ( r)d 
0 

l"' ~ 0) 
' °' 

dat 
). 1 :1(r) .. • 

r)r dr 
; 

( zie "'~i ', rn ,. '1 r-,"NT 
~--·f ,' •' /J ~' ti j-,1~. - .. ,. \ ..... 

# 
Uit ( 12) (1~) 

"",J I 

1L1) . , ..... \~'\) 
'' l~~i \ _;.. = 't = ( .1 

.t'.J . 
•• 

en 
\, 

( 15) . .,-.. 
,. t . + 

,, I .1.J 
1 

l"P iflf ll t• " dP .. Cosh 

waarin 

16) 

en 

17) 

• 
' . 

'

, \\ .I , ;:-< ,.-1 ; r: 
... \ . i 

, 
I. 

' 

"' . \ $ ~. 

' .... + f' 

_,~-,~­
...._,_Ill-. --~' 

I 

- • 
\ -,., .u + 

' nt'# ,. 
I \,.f) ' 0 ,-o' r' ·. 

• ' , l 

l;' O""'l 
if'"' 

0 

0 
r,D 

z 

1 

• 

-,- i..,,'D ~ in;.J. ,, 

dr 

' 

! 
-

' 

1 r. l" dr • 

-

-· ... t ~'\. ' ' , . ! ,. 

' ; .) ' 

,.. 
' -\ " . 



t1et ' ) ,.... n l \ . '· d , , • ~_,· .. ··..,,•.·. . ,l) F ( )\'-
. Ii i:;'!1 ~i /'', Ul , .. r,, ,r,;:•·t~'r"l 1..1'"' · en 11 

J' .J-. J - V ,_ ~i,. .... ~. _., :!. ,,&. ,,. J.. ! .. ,. __ J ,f . ' ,., \ I 'I • 14 en 15 kunnen \11Je A 

We zullen nu de functies E( -) en F( ) benalen uj_t (16) en· 17) 

door maken van de retjl{sont1tt,ri}cl,~e lint!_. ...- ,..,. .., ) on 
'--·' ......, , kJ I ,.,. 

,ran de f'ormule 

(18 1 

0 

geldig voor a> 0 Zl.. e t~.7 e. TS0"·1 
- _,,...... 1\1, blz. 410). Uit (10) volgt 

· r 0 
0 , 

0 -.... 

7TkD cos 
n=O 

( 2n+l) 
2D 

an gebruik makend van 18 volgt ui 

19 E(­D 
Q 
Ilk 

( ><.) 

n=O 

Analoog volgt uit 17 

20 
Q 
kD 

We merken op, dat 

• • 

n-.. -0 

cos n+J; iff­·- D 
----;:~;::--· ·- -· -- ·----

:t . 2 
,..., 

"- . • + 

'2·1+ l)/1 r 
l •. ,D 

16) dus 

• 

cos I n+J:..' ,,- ;...') 
\ ... ; :,;' I I D . • 

1 .. 

Uit de theorie van 

0 ~ · ~ l gedefinieerde 

de Fourieranalyse v1eten ive, dat i'elke'' voo:r 

functie h ( l{an v,orden ontv1ik~-:o ld, in de 

reeks 

h 
n=O 

o< 4 ~ 1 • , waariry 

2 • 

Passen we dit toe op de £unctie Cosh resn. Sinh , 
' 

en 

(0~ 

21) 

en 

-
na enige berekening .,.,,. 

Cosh 2 Cosh 
n=O 

Sinh / ( '1 .. ,,. -- ) .... 2, Cash 
; 

1). Uj_t en 00 ( ...... '-,, 

0 Sinh 1 . l•• 
I 5t: 

'?k c.... 

Q 
2kT(D 

-
Cosh 1 

Cosh D 
Cash.· 

-

n- .. 0 

concludere11 we te11slot·i;e 

, 

• 



•• ?R ..... ,_, 

Nu E en F bekend zijn, kan men met 14 en 15) de func-

ties A en B bepalen en is ook de integraalvoorstelJ.ing. 11 

bekend. Flldus vindt men na enige bere 1cening, gel1ru.il: ma .. J,:ena. van 7) 
11 

(23 

• waar1n 

en 

met 

r,z 
0 

Sinh 

r,z ., .. Q 
2k77·n 

Cash ✓ 1-· 
l) 

1-·· D 

0 

g( Cosh/ +, Cosh 

D 
kc 1 

en 

+ 

[. 

Men gaat gemakkelijk na, dat de in 

vergeert voor z + ~ 2 D. 

• I 
.1.: 

• -11 I t 

r~ ... .. • 

D + Is -J· n1·"1 /. .. ., •. ;· ·' -- -.. ... ... ..... ":") , 
,.. .... ' 

-

u 
Sinh/ 

D 
lcc0 • 

c.. 

23 voorkomende inteR;raal con.,,, 
'---

In zekere zin is de afleiding van 23 ·. heuristiscl1. Im1ners, 

gedurende de ai'le iding waren de functies .1.·\ ) en B " onbekend., en 

ken dus niet worden nagegaan of de gebezigde mani11ulaties toelaat­

baar zijn. Achteraf moeten we dus nagaan of de door (23) gedefi-
) (. \ ,~) nieerde functie _, r,z aan alle gestelde voorwaarde11 n.l. l;, t,~·-., 

(3 en 4-) voldoet. Dit blijkt inderdaad het ge\·al te zij11. 

Het is mogelijk om ui t formule 23) formu]_e ( ~2) ttj_t de telcst 

beperken tot het 

• Dan gaat {23 over in 

Nu geldt voor 

25 1 (' -
0 . 

(1 . ,,.. H ( 
0 

• 

'"' ,. ,,g 111·-

2 k 1, D 

Cosl1 

Cosl1 
{) 

I 

J(f )•11• i N. 
0 

·~ .. -

I 

' 

resp. ) een Besselfunctie van de 
0 ... 0 

een Hankelfunctie "ran de eerste soort voorstel·t. 

warden geschreven als 

1111011 ••11-:•r1 lfll'rl I------------. . •,vw ••• TI. / 

l1 / 

') We beschouwen H _o 
aan, dat voor > 0 deze functie door 25. ,:,ord·t ~sr·:·clt-3·_1~·inieer(.l 

-:; 

• 



• 

Cosh / Cosh D o Q 25 r,z r,z 
0 4 / D c,-

Cosh Sinh • 

/ . 

We transformeren nu 25 volgens /= i At • Vlegens 

K . 
0 

vinden we dan 

r,z 

Wegens 

{Ii 
2 . 

0 

0 
r,z 

0 

• 
l. 

Q 
D 

• 

]_ cos 

COS/ 

• 

, , CY? ( 

.. : .. ~ I{ 

• \J 
sin. 

/r 

D 

•• .. 

Ar 
D di 

• 

.. ,,. 

• 

kan de integraal in 26 warden herleid tot een som van residuen bij 

de polen van de integrand. Deze polen zijn juist de nulpunten van de 

f'unctie 

• cos sin cos 

En wel komen alleen de rechts van de imaginaire as gelegen nulpunten 

in aanmerking. Dit zijn vooreerst de punten 
. 

It 

en verder de positieve wortels 

/ e • / 

n 

van de vergelijking 
l, 

= )\ • tg 

Na enige bereken~ng volgt nu uit 26 

r,z)-
() 

Q 
k11 D 

Q 
k"TrD 

n--0 
C>() 

0 
r,z 

• 

11 

D cos 

n 

n 0,1,2, ..... 

• 

+ 1 ti Z 
n 2 D 

• 

In verband met lO vinden we tenslotte 

r,z 
Q ,. 

klTD n.=0 

cos 

• 

, 



als , ,,. I)..... 
n n 

0 ge·dt 

1 
A n 

D. Dat 

n .--,...., 0 

,,. 30 -

is juist formule 

en 

z dz woo n 
1.:.. D + 2 

van de tekst, daar voor 

]. 
~t.l .... P*~I 11:4•· 

n 2 

-
.. 2 L .... sin n 

V 
D • 


