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Titel : Het stromingsbeeld bij wateronttrekking

ult een zandnakket gelegen tussen twee

moeilijk doorlaatbare lagen.



Het stromingsbeeld bij wateronttrekking uit een

zandpakket gelegen tussen twee moeilijk door-
laatbare lagen.

We beschouwen een zandmassa, welke zich in horizontale richiting
oneindig ver uitstrekt en welke door twee homogene horizontale klei-
lagen in een drietal étages wordt verdeeld. Ve veronderstellen, dat
alle porién (beneden een boven de kleilagen gelegen vhreatisch opnper-
vlak) met zoet water ziin gevuld. Verder nemen we a~n, dat in de
begintoestand geen stroming optreedt d.w.z, de zoetwaterpotentiaal
van het grondwater is overal nul,

We brengen nu in een punt P van het door de beide kleilagen

5

begrensde zandpakket een put asn, waaruit Q m” water per dag wordt

opgepompt. Het resulterende stromingsbeeld zal in dit rapport worden
bestudeerd in de veronderstelling, dat het zandpakket homogeen 1s éen
dat de beschouwde wateronttrekking geen merkbare invloed heeft op de

potentiaal buiten het zandpakket., De laatste voorwaarde is zeker verw

vuld, wanneer beide kleilagen ondoorlaatbaar zijn, en is goede bena-
dering vervuld, wanneer beide kleilagen moeilijk doorlaatba-r zijn
en het zand beneden de onderste (resp. boven de bovenste) kleilaag
een voldoend grote dikte of doorlaatbaarheid heeft.

De volgende constanten zijn nu van belang.

1. De dikte D (in meters) van het zandpakket.

2. De doorlaatbaarheid k(in m/dag) van het zandpakket,

3. De weerstand c, (in dagen) van de bovenste kleilaag.

4, De weerstand Co (in dagen) van de onderste kleilaag,

5« De afstandgtg(in.meters) van de nut P tot de onderste klei-

lasge

Voor een numerieke illustratie zullen deze constanten als volgt wor-
den gekozern:

D = 1205 k = 305 ¢4 = 3500 (resp. Cq =0¢) 5 Cop e&o;‘S = 90 .

In dit geval zijn

(1) GZE%I en t"‘“"}}"%;
kleine getallen; we zullen aannemen dat zulks steeds het geval 1is.
zij (x,y,2) een Cartesisch coﬁrdinaiensteisel,‘waarvoor'het viak
z = 0O samenvalt met de bovenzijde van de onderste klelilazg, en
waarvoor de opwaarts gerichte z-as door de put P gazt. Het stromings-
beeld is dan rotatie-symmetrisch t.o.v. de z-as. In Appendix 1 wordt
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bewezen, dat bij een bemaling van Q m” per dag de zoetwater-potentiasal

wordt gegeven door de reeks

(2) @ = - =2 >
\ 23“5;_‘0 I

il v — - |
COS (/ L5 Oﬂ) cosgunz @n) K (/Un )
———
Hierin is r = \/X2+y2
nul. Verder doorloopt An = }‘;,ID (¢ < AOC Rl‘( ?\2 { +..) de niet-nega-
tieve wortels van de transcendente vergelijking

en KO(X) de z.g. Bngelse Ffunctie ven de orde

(3) 'tg)k R“ :E ’
A

wanneer U en T door (1) worden gegeven. Tenslotte is
(4) 0 = arc tg li (0 < B <™y,

1 kCZ}"‘n = “n 2
en O o

1l 27
(5) e J COS (Pnz- Qn)dz .

n /

O

Indien beide kleilagen ondoorlsatbaar zijn, dan moet men in het
rechterlid van (2) de eerste term vervangen door

—
kWD %8 T -
In dit geval hebben we M, = 23]-5(-- ) 81,1 = 0 en & = 5 en volgt dus

/

(6) C? = - —2—1-5%—5 { 22 y c::)sss(—-—'Si)cc;ws(m-n‘Z KO(..I}.,..::JSZ)“ log r} .

welk resultaat reeds door M. MUSKAT (1937, blz. 267) werd gevonden. In
het bijzondere geval Cp = hebben we 81,1 = 0 en wordt de potentiliaal

dus gegeven door een reeks van de vorm

(f = I{ C,, cos(jvnz) Ko()’\nr) o

Reeds G.Js DE GLEE (1930,blz¢ 59) bewees deze formule, evenwel zonder
de coefficienten Cn expliciet anan te geven.

Gebruik makend van het feit, dat ¢ en T klein zijn, kan men
bewijzen (zie Appendix II), dat in goede benadering geldt
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(7Y K, (x)= N (0 J 21)

te kleine waarden r overweegt dus in (2) de eerste term,

wordt dus voor niet te klcine wa~rden r de po-

Zoals bekend volgen de beide laatste formules ook uit een vere=snvou-
digde één-dimensionale voorstelling van het sitromingsbe~ld (waarbij
de verticale snelheids-componenten worden verwaarloosd).

Voor grote waarden r wordt de potentiaal @(r,z) met voldoende

nauwkeurigheid door (8) gegeven. Voor kleine wa~rden r mag evenwel

de verticale component van de stroomsnelheid niet meer worden ver—
waarloosd, en is dus de benaderingsformule (8) ongeldig. Voor het
onderzoek van het stromingsveld in de buurt van de put P zou men dus
gebruik moeten maken van de exacte formule (2). De hierin voorkomende
reeks convergeert wegens (7) weliswaar voor elke nositieve waarde r,
doch is slechts langzaam convergent, wanreer r klein is. Voor nume-
rieke berekeningen is formule () dus ongeschikt, wanreer r klein is
en zelfs onbruikbaar als r = O, Dasrom is het gewenst formules te
geven voor de potentiaal q{r,z) , die voor kleine waarden r beter
bruikbaar ziin dan formule (2),

De berekening van de potentiaal Qi)(r,z) voor kleine waarden r is
vrij eenvoudig in het geval, dat zowel Cq als ¢, ean der waarden O
0f oo aanneemt. In dit geval kan men nl, het veld van de put P tussen
de kleilagen vervangen door het veld in een oneindig homogeen zand
van een reeks putten en bronnen in de punten z = 2nb +3
(n= +.-2,-1,0,1,2,.++) van de z-as. Hiervan uitgaande, wordt in
appendix I1I bewezen, dat voor r <D de berekening van <§:(r, z) kan
geschieden aan de hand van

de volgende formules.
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- X . L ==z . _ 2%2
(10) R=g35 5 X =27 B =25
en

Si = +1 als C;, = + o9 '
} i = (1,2).

—_— i — |

= -1 Ci = O
Dan is

. ..

(11)  Q@(r,z)= - 161%7113 [A(M,u\)-{- o, A (R, -(’>)+§ f-&(?,p)-s-u UZA(R ol ).& .
met

(12)  A(g,y)= -—-éf-—-?]:.--—_@-: - B(2,y)- B(g,-v):
+y

De hierin voorkomende functie B( g,y) wordt berekend volgens
OO

(13)  Blg, =2 &LT (Gyem g emy,,

O mﬁ mt

waarin
g a | _ r(y-%-l)
) (y)= dy In i (y+1)= —H(y-i-l‘r— .
Van de functie Y(y) en zijn afgeleiden \f(h) (v) (h = 1,2,«4s) staen
tabellen ter beschikking (zie JAHNKE-TMDE blz, 16-19):
In het geval ¢, = ¢, =t kan (11) vereenvoudigd worden (zie
voetnoot bij Appendix III) tot

(14)  @(r,2)= - zri= [A(ZR 2)+ A(2R,=-2P)+ 4 1n ?1; ,

welke formule voor r=0 wegens (10), (12) en (13) overgaat in

Indien 0£2z£ S _en
snelheid v = =k in het punt (0,z) van de bronas

= ¢, =°9, dan geldt dus voor de (verticale)

_ 1 1 Q [ ’\'Z"/?r e
(15) v(0,2)= i { — e — = = T (225
, e G"Z)Z (S+2) . 16 M D° (’ 20

) Tl( __32-52) _ \'r ;+Z)+ \'l/ (:i:@]
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Voor
< S+7
= 2T 7

voOoY XD -1 monotoon afneemt volgt uit

3
R T
B .;% *
+7)
Fhoca? &

A
AV

eNn Cy = C, =0 . Hierin is het rechterlid gelijkx aan de
1elheid in het punt (0,z) voor het g@qu N =0¢ (er iz geen
doch alleen een ondoorlaatbare basis 7z = 0). In het alge-
kon men zeggen, dat bii het wegnemen van de bovenlang de absolute
van de snelheid in een punt van de bronas wordt verxleind of
a2l naar gelang dit punt beneden of becven de put ligt,

Merk op, dat de snelheid v{(0,2) een volumesnelheid is. Dit
heudt in, dat dcor een@pperviakteelement d0, in het »unt (C,z)
t op de bronas, in opwaartse richting v(2,2)d0 kubieke meter
ware stroomsnelheid van het door de porien

1Locdrech

water per dag stroomt. De
van het zand stromende water is ongeveer het drievoud van de volume-

srie Ltheid.

Als numerielke illustratie beschouwen we een homogeen zand met
een put ter sterite O = 250 in het punt P van de z-as met coOrdinaat

Wwe conderscheiden de volgende drie gevallen,

put is aan weersziijden ingesloten door de horizontale
ondccrlaatbare kleilagen z = C en z = 120 (resn. 90 meter
onder en 30 mater boven de put).

II. Ond=r de put bevindt zich een condoorlaathare hasis z=0, doch
er is geen Govenlaag (D =00 ),

ITI. Boven de put bevindt zich de ondoorlaatbare wieilarg z = 120,

doch er 1s geen basis.

Mits C£2z¢ S , wordt de snelheid in de bronas in geval I gezeven door
(15), in geval ITI dcor




met D = 120. In de volgende tabel is voor deze drie gevallen de
(verticale) snelheid v(Q0,z) weergegeven voor de punten z = 0, 20,
40, 60, 80, 90 van de bronas.

}

2y T ot N - B gl i I 5 Tl PN (i S i i i & FOW L R T e R Rl R e

j
m
i De volumesne lheid in de bronas (in /08%)

T IT a TIT |
(2 lagen) (geen boven- } (geen basls)!
— ISR P — 0 S U ————
z =0 0 i 0 i 10,003340 f
20 | 0,003004 0,002416 ‘ 0,005237 i
40 0,008075 0,006781 | 0,009602 |
60 0,023536 0,021221 | 0,024561 ;
80 | 0,202369 0,198255 i 0,203003 |
90 O oG , o ;
! |

* o LT S S PR TS PR L ST R WL - L RN T e T a0 e, gt Yl 7 s . Y

213 s de verhouding van de volumesnelheid tot de ware snelheid
(voor zand geldt ongeveer s = 1/3). Een waterdeeclitje, dat zich op
het tijdstip t = O in het nunt z van de bronas bevindt, zal op het

tijdstip

5
(156) T(z)= s j ;‘(%%‘57 (in dagen)

Z

20 vindt men in

I

aankomen bij de put P (met codrdinant 5 ). Voor =z
geval 1

T(20)= s . 17,4 jaar ~ 5,8 jaar,

(het interval 20< z £40 wordt in 4,0 jaar doorlonen en het interval
402z €90 in 1,8 jaar). Analoog vindt men in geval ITI

T(20)= s. 14,1 jaar ~ 3,7 jaar.

De potentiaal C'g‘?(*r;z) kan voor grote waarden r met behulp van
(8) of (9) gemakkeliik worden berekend. Zoals we hebben laten zien
1s bev. in het geval Cq = Cp =00 deze vpotentiaal ook voor kleine
waarden r betrekkelijk gemakkelijk te berekenen. De vraag 1s nu,
hoe men in het algemene geval (Cl en C, willekeurig) het stromings-
beeld in de buurt van de bronas zou kunnen berekenen. ‘

Voor het algemene geval wordt in appendix 1V de volgende, voor
elke waarde r Z0 geldende, formule voor de potentigal bewezen.,
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(17) C{?(r,z)z ?O(r,z) ~ ZKCTD(D j i-(_f?;.)v_}&l JO(A%)dR .

Hierin is J (x) de gewone Besselfunctie en is @_ (r,z) de potentiaal

van het stromingsbeeld, dat ontstaat door CH door O en C s door oo
te vervangen (terwijl Q, D en S onveranderd blijven). Verder hebben

we
(18) f(Z,S 7\)“ Coshix; L :'\Cosh :2-\5-5 + T Sinh }'ij'z‘
-- D-3 [ -z T . D-2 }
- sinh A 252 | TCosh A =52 + = Sinh A
en
(19) g(A): Cosh A { (T+T) Coshh + (>\ + --:-;—---) ulnh)} .
Hilerin 1s, evenals vroeger,
G = ---]-)-—-* 2711 T = D
kcl kcz
en verder
X, ~X X =X
Cosh x = %8 en  simn x = £38

Teneinde ietwat hanteerbare formules te krijgen, bheperken we ons

verder tot het geval, dat de basislaag z = O ondoorlaatbaar is, d.w.Z.
tot het geval C 5 =2, Dan geldt T = 0 en wordt formule (17) wegens

(18) en (19)
3 FCOSh')‘S COoh} 2 (Z—-)

(20)  @(r,2)= P (ry2)- w55 -

Cosh A [Sznh) + % Coeh)\‘[

aaA,

Hierin is de tweede term van het rechterlid gelijk aan het verschil
van de potentiaalfuncties C{D(r,z) en @O(r,z) behorende bi] de ge-—
vallen, waarin de bovenlaag een weerstand C, Tesp. een weersteand O
heeft (terwijl steeds Co = ). In het algemeen is evenwel Cy £rooT

en interesseren we ons meer voor het verschil van de potentiazalfunc-
ties @(r,z) en @(r,z), wanneer @ (r,z) de potentiaal voorstelt
behorende bij het geval Cq = C, =00 (en de zelfde waarden Q, D en 5) ‘

Nu geldt voor Cq =% , dat G = kD O. Zouden we nu in formule
°1

(20) de limietovergang G -+ 0 toepassen, dan treedt een (in het punt
A= 0) divergente integraal op. Dit bezwaar kan gemakkelijk onder-
vangen worden door op te merken, dat een potentiaalfunctie slechts
op een (van r en z onafhankelijke) constante na is bepaald. We mogen

dus formule (20)vervangen door
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Do ads I L R CRNRIRCY I | I i L R 2 - A ik T 5 Mmmm

Sinh A + ;: Cosh A

o

voorkomende intesrasl wel convergsert. Door de formules

kaar af te trckken vinden we

Voor de in (23) voorkomende functie ¢
ill>$ (12) en (13)

de in het rechterlid voorkormende rezks convergent voor
r{ 20 -~§ - Z. 2en analoge ontwikkeling vindt men voor de functie
wanneer men de in (23) voorkomende Besselfunctie

1@@r Zziin raekﬁontﬁlkfe7lny vervangt:

0 Cosh}j }»Cash 3%: .....*":( d:\

—as L Wﬂwwmm@m% S

2k D ; glnh}[ A 5inh A +Cosh A g
Cosh 22 Cosh A% ¥ mdA

Sll’lh){ A Slnh) +(Cosh \]

an de in (25) voorkomende reeks kan men bewiirzen, dat sij con-
vergeert voor r ¢ 2 D-% - z., De formules (23) en (24) resp. (25) en
(24) stellen ons (althans in principe) in staat de motentiasl F(r,z)
(voor het geval C, =03 en c, willekeourig) te berekenen in de buurt
van de bronas.




= O ondoorlaatbhaar is, GeWeZe

us voor d e

omzeving van de bronas eld weinlg

deze bovenlaag coor een Omdaorlaatbafe klei-
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_ - ) ¢ 2 - Py 2 :
Ondermear zal 12 lheidscompone ny

2reenkomeatige commonent

meer Klilellnl 1S.

bovengrens afleiden voor de in (26)

zullen nu een (zeer ruwe)

voorkomende integraal, ten einde het vermoeden te onderzoeken, dat
Vir,z) klein is.

Ter verkorting stellen we

z _Z

e =35 €0 4 =7

“Le @

we merken omn, dat zowel p als o, in het interval (O

hrevern wordern £.1s
Sy

p

"l f — e""}” . - ﬁn} -§+
YV (I"Q E}:ﬁ - o Q _ ’ e {"“‘“‘ }A 1 8 .ﬁ_..wj,,,,.;ﬂ
> D2 ‘

i
g e T S gadru L b

Uit de ongelijkheden

— D3 =

0 <L - : X; _ y !
1—-e l+e

en (28) volgt dus

<29) iv(raﬁ) i



De functie
~2\
- e — e e —. = - —
i heeft het verloo»n, dat in neven-
S € staande figuur is weergegeven.
Ve j ) Stellen we & = Tanch 1 den geldt
o ‘ cus

1 dat Tangh A 2 AL
. Tangh A 2 &

-»2---- en (27) volgt tenslotte de

ke 1
~ 0.762 ko g ‘
? o 1 2

Als numerieke illustratie kiezen we het reeds vroeger beschouw-
= 250, D = 120, S = 90. Zij verder k = 3J en ¢y = 3500,

de geval Q
‘ lgt uit (31) voor

Cgzg 5= 90

h ) T )
f V(rg Z) I é 034‘15'10 > [6,50 +¢z§§q-}; = 4,55110 2 *

Zouden we dus in het beschouwde geval formule(24) hebben toegepast
voor de berekening van het snelheidsveld (welke formule alleen exact

c, =o0o), dan is de gemaakte fout in de verticale

e ldt als Cl =
component van de snelheid ten hoogste 4—..10“5 (en in werkelijkheid

veel kleiner, daar formule (31) slechts een ruwe bovengrens geeft).
Voor 20« z £90 is vl(O; z)Z 0,003 (veg.l. de eerste kolom van de
tabel op blz., 6) en is dus de afwijking van v{0,z) ten hoogste 1%,
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eld beves
snelheidsveld in de buurt van de put en

igt dus ons vermoeden, dat men,

SRS Y}& d ﬁ I“E b =

Cy s zwaar ¢, = mag stellen, d.w.z.

de Tormules { o 07T ( 24 } 1 QepnNssen .
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j%& Lo %A 4 Ef% i
g e ST N S R T e ¥ eee :

LE b £
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The Tlow of homogenecus [luids throush mnorous media,

S ‘t e | o _ Lo

~nd
Lo

Aatson, A treatise on the theory of
(1941) s Cambridge 1944,

Besse llunctions, eC s .



APPENDIX T.

Een homogeen horizontaal zandpakket (doorlatendheid k) wordt

aan weerszijden begrensd door twee horizontale homogene kleilagen
z = 0 en z = D met weerstanden Co, T'€SDe Cq+ In het punt P van de
z—-as, Op een hoogte § boven de basislaag z = O, bevindt zich een

put ter sterkte Q. Gevraagd wordt te bewijzen, dat voor de resulte-
rende potentiaal formule (2) (zie tekst) geldt.

Vooreerst moet deze potentiaal P (r,z) voldoen aan de continui-
teitsvergelijking

3P 1 2P D2

(1) —s + = — + —= =0
dré T oT ’322

in elk van P verschillend vpunt (r,z) van het zandnakket., Verder
gelden de randvoorwaarden

(2) ,—(S'E —— EE; = 0 als z = 0O
0P 1 )
(3) O"""‘Z" + E:EJ“{ = 0 7 = D ,

asnnemende, dat buiten de kleilagen de zoetwaterpnotentiaal nul is.

Tenslotte moet (P (r,z) in het punt (OS) een singulariteit hebben
van de vorm

o 9 s & o
T N/ y +(z-3)

Men kan bewijzen, dat er precies één begrensde functie ¢ (r,z) is,
welke aan genoemde voorwasrdenr voldoet,

Beschouw nu een cylindervormige buis met straal a en lengte Dj
deze buis wordt in het zandpakket zodanig opgesteld, dat zijn
rotatieas met de z-as samenvali.

We veronderstellen verder, dat

» sl

1, De stukken O €2 5 h en g + 2 hgzgD (h>0) van deze
buis geen water doorlaten.

2. Het gedeelte 5 - 2 h&£ gz <§ + L h van de buis geperforeerd
1Se

3, Door het geperforeerde gedeelte per oppervliakte=eenheid
een hoeveelheid water

Q
2T ah

per tijdseenheid naar binnen wordt gezogel.



iaa]l van het resul-

11111

%1 _ T " , -~
ZY. Verder hehhen we voor = q

Voor elke keuze van de reéle constanten.raenkehis dus de functie

z- 8)

wr) cos{ p

zodanig te bepalen, dat bovendien aan de randvoorwaarden (2)

en (3) wordt voldaan., Dit is dan en alleon dan het geval, wanneer

~ (r,z) a=n-ceven, Deze voldoet voor



nlossingen A van (6) reg8el zijn., Wanneer

i
s van de transcendente vergelijking (7),

iifferentiaalvergelijking (1) en aan de randvoorwaarden (2)

enn (3). Opdat
verder nemen we aan, dat101§n1n< 5 e
We trachten nu de reele constanten Cha1Cqrese zodanig te bepalen

deze functie reg€el is voor r >0 moeten we eisen M _ > O3

dat de functie

welke reeds de voorwaarden (1), (2) en (3) vervult, bovendien voldoet

aan de veor r =a geldende randvoorwaarde (5). Hierbij doorloopt

alle positieve wortels van de transcendente vergelijking

dKO(X)
—ax— =~ K1)

is voor de functie (7) voorwaarde (5) aecuivalent met
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f’f%tn
(10) d = cos® (/énz--9n) dz = é—#ﬁ / cos,(fdtnz-ﬁn)dz,

0 Wi s

waarmee dh en c_ en wegens (7) dus ookﬂ9b(r,z) bekend zijne.
Stellen we

1 _ 0

K-I-l- = COS (/‘gﬂzm @n)dz
-0

dan volgt uit (10)

_ . . Q
(11) h:i'mO dn = 3T % An COS (}V‘n? --Qn)
Verder geldt wegens

1im X Kl(x): 1
x—> 0

en (9), dat

1im cn = - dn
o ~20

en dus hebben we in verband met (11):

B - _ Q
1im lim Cn = e ﬁ*&* A COS (fu“n? w— (91,1) .

h—-=>0 a0 =

Wegens (7) en (4) vinden we tenslotte

= .
(12) Plr,z)= - 52— f’ A, cos(S-8) cos(pz-8) K (),

welke oplossing inderdaad aan alle gestelde voorwaarden blijkt te
voldoen.

Opme In het bijzondere geval c, = Co —~oavoldoet ook de functie
log r aan (1), (2) en (3). Daardoor heeft de formule voor P (r,2)
in dit geval een iets andere gedasnte (zie formule (6) van tekst).



A\PPENDIX II.

S
S

In formule (2) (zie tekst) ziin de elgenwosrden ;vb— n Van
pelang. We weten, dat A n =MD een positieve wortel is van de trans-
cendente vergelijking

D WG

A - —

P
wagrin U 2 enT = <2 kleine, niet-negatieve getallen zi}
&«I‘ : kc -E—c-;;; e o -~ 8 - WL ARG oy m@V 8 %}Q O en 4‘1&13}3!

1 2
In deze apprendix zullen we enkele nractisch bruikbore formules aan—

(1)

|l

ceven voor de wortels van deze verseliiking., Goede benaduringsfor-

mules zijn (18) en (23), waarin 35 reST, )/7 door (3) resvn. (4) wordt
cgedefinieerd.

De wortels van (1) corresnonderen met de sniinunten van de
Krommen
+7r

- 5

in het A-Y-vlak. De eerste kromme heeft A = + Yo T als verticale
asymptoten en de A —as als horizontale asymptoot. De tweede heceft de

Y = enthg%

!

verticale asymptoten N= (W+3 [) 5

Y A gy e 3

: s
t l /
i ' ‘ e
, |
( ' 3 /
| b, ;
§ {
, |/ :
i



de positieve wortel van

& V1>. 0 een kleine gr‘f}i}th@* 1d is,

&

Ter bekorting zullen we stellen

~
{3} g::g“-g-tmy(}w-%}“

hebben we

-
(5) M giz” .

Vergelijking (1) wordt

(6) (Ao A2
)

We beweren, dat voor de wortels h n van (6) de volgende reeks-

ontwikkelingen gelden

< |
_ 2 L w1l kK
(1 o= &1 1,63 7
&Yl
> (n) .
e ik
(8) kn = na* i+k2>1 bi,k }, 47

als n 21. Deze bewering volgt onmiddellijk uit de volgende, bekende
stelling uit de functietheorie,

21 f(é,”’?,z) een functie, welke in een zekere omgeving van het
punt (;,’7,2) = (0,0,zo) oneindig vaak differentieerbasr 1iS. Laat
verder voldaan zijn aan

f(0,0,zo) = O

)

B ] ‘
LB—Z— f(ﬁ, '%Z) gz(},'?:(},z:zo% O .

en
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Cnder deze voorwaarden heeft de vergelijking £ ;3

Yy = O een Wlft@l?
welke kan worden ontwikkeld in de machtresls

: ik
7 o= -+ ( C. ..
°  d¥k 1 1,k§ /

welke voor en (07 ( veldoende klein absoluut converseert.

we zullen nu aangeven hoe men de in (7) en (8) voorliomenie
coefficienten kan berekenen,

We zullen gebrulk maken van het feit, dat voor de met
o)

=1
dl = C4q
_ -3
d2 = =Cq Ch
N -5 2 -4

W w00 wawaie 00 Wm0 s Siaer 00 w0 et 0 e sl Gwee AR S G a0 SEies 000 im0 SR

Vooreerst beschouwen we de ontwikkeling (7)., Aan vergeliiking
(6) wordt voldaan door A= A _+ Verder heeft het linkerlid van ()
het nulpunt >\ ’»"/7 Daar % ’7 klein is, geldt dus de convergentie

ontwikkeling _ -

(10) é :2;1 01«:(>\§ ~"7)k

me t
Kk

_ 1 | af

(11) oy = kY | L%
ax .
Verder merken we ov, dat
(12)
met
2m+2)
.

waarin




(13} OCO ~ 1§ 0(1 = '7-37 . 0( = == 3 O

Uit (11) en (12) volgt na enige berekening
(X

“k T A= ( K—1 )y(m-i-kwl

m=0

De coefficienten van de met (10) inverse reeks

(16)  A; 7 = Z a, £

k=1

worden dcor (9) gegeven. Wegens (15) hebben we dus

foocd
I

(17)

|

4., 139,, _ 542 42
5 =45+ 5257) = q7zs ]t e

16
d B .
4 945 )

Uit (16) en (17) vinden we de gezochte coeffici <5t "te'q uit de dubr
reeks (7). Wegen% (3) zal de volgende formule ) bepalen op een

o
& :4/+§<1-%’7>+§2<-%+ Fe 55 -9
ofwel |
8 A 5= 2-252+ 0 - g5 s - 3sr 58 -



] . 2 ﬁ -
De eerste benadering ) “ov 35 geeft wegens (3)
g — ' N o

Tenslotte zullen we de 1in

Jie

iegens (12) en (13) is dus/ . &elijk aan de coefficient van X" in
de ontwikkeling van de functie
' 2

De coefficienten van de met (19) inverse reeks

ace
< _
(21) %n -0l = = &kék

worden gegeven door (9) (mits we Cy en d;{ door 1. TESDe 8 e Ver-

vangen). Dus
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Uit (21) en (22) kan men >,n op een betrekkelijk ecnvoudige wijze
berekenen. Ontwikkelt men (°  naar opklimmende machten van ’27 , dan
ontstaat uit (21) de dubbelreeks (8). Door de eerste termen in deze

reeks te beschouwen ontstaat de volgende benaderingsiformule

s L 3
(23) >‘ :ﬂt;‘{‘%de““m“.f-—m+§)( 2 . L/3 )._;..._.J/}?



N
m : g 1 ) 1 ' _ - A :& oy v.ﬁ?u ' YRR A ) s . ,
SN owe C 1 A4S C 2 walraor O of sooaonneent.

AY
b
0,
¢
1

en beschouw het veld in een oneindig

docr de velgende re=ks putten en

n ae gihese geitallen doorloopt. Voor £ 7< D is het resul-

terende wld een pctentisalfunctis (d.w.n. voldoet azna ' = 0) met

uitzondering van het punt ¢ op de z-as, alwasr <izh e-n put ter
Sl

“% " !M{

sterkte & bevindt. Verder is het vliak z = D (resn. z = 7)) een not -
tiaalvliak of stroomvlak al naar gelang‘cl (resve. Qqﬁgﬁikyﬂ{fﬂﬁéém}
0f<2, Voor O0< z<D is dus het resulterende stromingsheeld ident:

met het gezochte stromingsbeeld van de

. o e » I i TN
put P tussen e kleilacen.,
F " 3 . | . ”% N

£2(r,z) {welke on een constanie nn hepsald

S Tl M"ﬂ‘ WW -&Mﬂﬂ mwm

. 4 .
YN fx D+ 0D {mm)
Tl

&M ¥

A &

F Lod
——— i I . SISO . il ARG, SN M oo

m cnathankeliijke constanten C . dianen zsodanig te worde::
gekozen, dat de recks in het rechterlid van (1) convergeert, Wno
kiezen

N y
(2) Cm Wgé als n3¥0

= - 2 C " n=0 ;

hierin zij C = ¢,5772... de constante van 3Zuler.

Wanneer we stellen




ernl

(4) R = —e e __f—-z, . , _jj.'*‘ Z
_ — 4D 9 S 41} § T 4_D &

dan kan (1) geschreven wcrden alst)

:-n—n-r-

(5) CP (I‘, Z): - 16%277 Dl’ A(R,O()‘P(‘E_ x&(R,%“”;G)'%gZ ﬁz.(R,f?))-i‘é\l%\zﬁ(R, %f‘*‘@)]‘

( |

De definitie (3) van A(é,y) is wegens (2) aecuivalent met

(6) A<},y>:[_§m_-=§ - B($yy)- B(S,-7)

Nu volgt met behulp van de rest-stelling van Lagrange

~ 2H
1 = C < " + & C % 5
_—:_?______—-—-::—.:-—2 = D e N N, < 2N
V S +(nty)c  “m=0 T (nvy) S T () L

3

-

hierin 1s N een willekeurig natuurlijk getal, <, een (van N, é en
n+y afhankelijk) regel getal > 0 en <1 en

_ (.aym 1 3 5 2m=-1
(8) cp = ()7 5 ¢ 7 ¢ 2 .0 S5
(CO = 1l). Dus geeft ( BT )

- _ o+ < M}. I Zau «4_. 1
(9)  BEy=-o+ Ly |2 — J < Cn S — T Ry
me’ - -
(10) Ry = .....@ N Q?“N Z ""‘"’"‘““““‘%‘m
> n=1 (n+y)~

(0ZEEF 1),
- d -
v de £ g) — In | 1) geldt
oor de functie I’ () 3y v (y+1) ge

o >
k](/(211’1)(1.}5’}: - (2m)! <, — L (m = 1,2,5,000)

X)) Wannegr Cq = Cp = oX resp. Cy = Cp = 0), dan geldtd Xl. :82 = 1 (resp.

~7
I
N7
I
|
N
(D
-~
ol
0
.
Y
\J1
>
=
O
H
Qs
M
8
S
D
H
M
(D
o
<
o
<
0,
-
0Q
o
t
O
cr
C'* .
.{:é
W
ct
F
=
D
A
3
4
®
-
0)
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Dus volgt uit (8) en (9)

N-1
(11) B(éy): Yns"——;b (-1)"™ mllmz (%)2m (}L(2m)(y) + Ry

We zullen aannemen, dat y> -l. Dan volgt uit (10)

| (- _
. 2N 1 du
R ‘g {c é = + 5
v )€ ew ‘ [(1+y} SN+ 1 | Corg) 21
. ; N
en dus wegens \CNK = 1 , dat “

De grootheden y, welke optreden bij de berekening van @(r,z) met

behulp van (5), (6) en (12) (en wel +oc, iﬁ, + (5= [3) , + (z+& ))
3

zijn steeds > - 7 en deze berekeninsg 1s dus bruikbaar voor
1

R = fﬁf - -g-_- AdaWeZe VOOT rgD.
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APPENDIX IV,

In deze appendix zullen we de (in de tekst vonrkomende) formule

. = - . . 'y
(17) bewijzen. De hierin optredende functie “+’ (r,z) voldoet azan

1) D20 10DP D2

Brg T "fé'?‘*‘ or O als 0Lz,
P12 1 |
(2) »b“"g -— 'E‘a*g- = als z = O
2P 4
(3) = For = 0 als z = D

en heeft verder in het punt (O,,f) een singulariteit van de vorm

(4 - = .
/ r +(z~j"’)
Verder voldoet de voorkomende functie @O(r,z) aan (1), aan

0
(5) 5—%=0 als z = 0 ,

(6) % = 0 | als z = D ,

en verder heeft @O(r,z) eveneens een singulariteit van de vorm (4)
in het punt (0,P).
Hieruit volgt, dat de functie

(7) %r,z)z@(r,z)w@o(r,z)

in de strook 0X£zXD geen singulariteiten heeft, en aldaar weer ann
(1) voldoet. Verder geldt wegens (2) en (5)

(8) _?___ZZ: 1 ()L: “fr%g goo(r,O) als 2z

kcz,

12
(9) /%Y4'Tf“¢:-[mgf3} als z =D .
Z Cq 0z o=T)

De functie %{r,z) wordt door bovengenocemde eigenschappen eenduldig
bepaald. We merken nog op, dat, wegens formule (2) (uit de tekst),
voor @o (r,z) de volgende reeksontwikkeling geldt

H
O

(xO
_ .9 Z (on+1)T1S (ert )T 2y ({204 1) Tz
(10) Cpo(ryz)w “T?fiﬁj ﬁ:O COS( 57 ) COS( o) )I{Q( OT) /

Wanneer JO(X} de gewone Besselfunctie voorstelt (van de eerste
soort en van de orde nul), dan voldoet wegens



k.
’ | _ . | . » N, |
Cosh AZJ_( ) r) recn, Sinh A o J (A v

iy ww J
ot - g’% '
gl

7

ifferentiaalvergelijiting (1) vo.
/

L ; . Y s r _ s g
' :,ﬁ ‘,i. “’"“w{ Ao & ? ﬁ? _,ﬂm’? ffr'%} ﬁa ?H éf:“‘*} e *']:._r ;;;!;“h\g. ‘is P P :f,g;m; e wg ﬁ’«?ﬂn{g - 4 Fﬁj?’ . " %'gm;ﬂ
™ ‘ a * ; i e ’ e " '?‘IH ﬁ L %'](E i - \1‘ % "-.' o :.-F ‘\:-.. .ﬁi %I;»—-ﬁil 4 ﬂ"*‘ '-ﬁufﬁ zgh' - --1 .Ein i, } Q-MET Ej*ﬁ.:""- = : ' w
3 3

O
A . Daarom zudlen we trachten de (overal resuliere)

LI

voor te stellen door de integraal

(11) nh Az

weten we, dat een door (11) gedefiniecrde Ffunciics

wel door een geschikte keuze van de Tuncties Al A

voldoet (ml'ts differentiatie "ondor het int eorarliel ren' 18 toern-

st ﬁﬁﬂ) >
Wegens (8) en (9) moet gelden voor 2lke wo e r o0

éf e
¥ '} F Y
o s ¢
aeare: PR RPN L - oes Syaese 1 HNERE R G
: *\ FrwEre
S
. ‘J.:’ Iannu“*

i@:{ﬁ xlw lﬁ%




Met (14) en (15) kunnen we A(A) en B(A) uitdrukien in 2{A en T()).
We zullen nu de functies (A en T(N benzlen uit (15)

i

doocr gebrulik te maken van de reeksontwiklkeling (10) voor{ _

van de formule

en gebruik makend van (18) volgt: uﬁi
SO ‘

CQ@((H+?)
(19)  E( % A- ;k 2:0 ;.....:_E_;é;

Analoog volgt uit (17)

%2
(20)  F(gl= /\‘\“%5 /....,.....O .
Y1==

We merken op, dat é =”§ voldoet aan O ng 1.
Uit de theorie wvan de Fourieranalyse weten we
0= % < 1 gedef 1nleerde functie h(§ ) kan worden ontwikkecld

"alke wvoor

dg ®

O
Passen we dit toe op de functie Cosh>\§ resne. woinh >\(l~ K. aan

(13) en (20} cmpcluderen we teunslottie
Sinh A (1

BQTT Cosh N 7
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Nu E()) en F( N bekend z1in, kan men met (14) en (15) de func-—

ties A(A) en B(A) bepalen en is ook de integrealvecorstelling (11)
bekend. Aldus vindt men na enige berelening, gebruilk mekend van (7)),

AL S N

Q
' i | v
- SinhA (1- 5"5) { Cosh )‘ (1 -~ %)‘*‘ g >1inh /\{1-~ =)
g(A): Cosh /\\[(G—:FT) Cosh>0 + (>s+ {i--z ) Sinh A\
Ve
met
' — m..}.?;... m___ _ D
U = Fes en ( = oy

Men gzat gemakkelijk na, dat de in (23) voorkomende integraal con-
vergeert voor 2z +Jo< 2 De

In zekere zin is de afleiding van (23) heuristische. Tmmers,
gedurende de afleiding waren de functies A(MN) en B() onbekend, en
kon dus niet worden nagegaan of de gebezigde manipulaties toelaat-
baar zijn. Achteraf moeten we dus nagaan of de doocr (2%) gedefi-
nieerde functie (P(r,z) aan alle gestelde voorwaarden (n.l. (1), (2),
(3) en (4)) voldoet. Dit blijkt inderdaad het geval te zijin.

Het is mogelijk om uit formule (23) Fformule (2) uit de tekst
terug te vinden. We zullen ons hierin beperken tot het gevall = O
(02 =), Dan gaat (23) over in,

O
(24) @(T,Z):?)@(T?Z)m mﬂﬁ !

Nu geldt wvoor ;,S O
(25} Hél) (f}: Jo()f) + 1

R S B SRR N (T

als No( 5) TSSD H(Gl) <§() een Besselfunctie van de %

- - % et ~ 1 ' ﬁxﬁ
een Hankelfunctie van de eerste soort voorsteltl. s kan (24}
worden geschreven als

b

VO T W B N I S o I o O o T W ot SN — f'ﬁ
We beschouwen Hrgj( §) alleen in het halfvlak m(g}
aan, dat vocor % >0 deze functie door (25) wordt rudefinieerd

' A

#WJ_%T;
K a3
P
P
1 od
-i;-mw;
sn. -ﬁx'v'-‘
Wit
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.

e Cosh % §D Cosh (l) (Ar)
(EO __<:9 O -
(25) (r,2)= O(r’z)” 4R D CoshAElnh )H- Cc;sh\ o
-

We transformeren nu (25) volgens A= i Nt, Wegens

K (g)-— 0L H(l) (1§ )

vinden we dan el >§’
@ 0 1 | €08 =y COS >-\—-I-)‘g" KO(%I—:) \
(26) @lr,2)-P (x,2)= T2y o7 | 222 )

Wegens ——D €
K (%)= 0(9“--)
| \/X
kan de integraal in (26) worden herleid tot een som van residuen bij

de polen van de integrand. Deze polen zijn juist de nulpunten van de
functie

COS A . sin>\-- ;O::os >\1

En wel komen alleen de rechts van de imaginaire as gelegen nulpunten
in aanmerking. Dit zijn vooreerst de punten

et

(27) A = (20¢1)5 (n

1

Og1y2yc0e)

en verder de positieve wortels

(28) ;\ po— An (n — 0,1?294#-;&)
van de vergelijking
(‘7..
_te X:""" 'y
AN

Na enige berekening volgt nu uit (26)
(27) @ lr,2)-P (r,2)=

| Q / 1 1 1\ Z
m — ""OS(n-i- ) m) COS(ITH- ) ) K (( n+= ) D)
0 E cos()n D)cos()]n D)Ko(\n =)
KD "o 1+ = sin) ‘
7 1l

In verband met (10) wvinden we tenslotte

@(r e ? cos plcos % 2 KOF v r}
- k‘TTD — , 1 . 2 .
n=0 1+ = sin /L'Vn D
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