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apport zullen

sommeren tot een eenvoudig:

en k2 1 zijn ¢
¢) In (1) is k+n even; in (2) is

8Ven¢

VO O nd e Z ij n ong
gewijs de berekening

B Fvenwel is verhouding van A . veel

m hebben

we deze in een aparte paragraaf vooraf

een symbolische schrijfwijze



het 2n-de polynoom van Tscheby scheff
stelt, Tenslotte

o1 L
A1 =1 -1

voor 2N XS4T(.

kan berekenen, Alleen

Aangegeven wordt hoe

“n,o’k

bijzondere geval k = 1 is deze berekening
het geval Oggyg;x
v combinatie van

): (1%)’ (23) en (24)

het geval O<x<y met O< X+ y§ 2 word Bont1, 29,1 gevonden
yvtie van de formules (13), (29) en (14), (30) , (33)

door combin:
en (34)m
Ter illustrati




ende integraalformu.

mules

“

1 » 2 9y ® 00 ) s Zie K .
lichen Reihen,

Theorie und Anwendung:

193 1 ¢ blz. 541, Hic

~§x} = X - 2 ]L%%X ’

aan de "afstand" van x tot het
geheel). Verder

Leipzig rin 1S

dichtstbijzijnd
noet in (4) en (5) de vorm |&

foeut () (2P

. .

Bernoulli voorstellen. En

1 , 1
-— """""""’5* ; B6 — "*é' nzi

2

{l

-
I
!

worden, dat in het geval k = 0 formule {(5) niet
AT QK ®

moet nog

wanneer X een veelvoud is v

sommering van A
n,k

Uit (1) en (3) volgt

oo mn




- 4 -

Als n even is, dan is hierin de tweede integrs+~1l nul. Da~r in dit

geval bovendien k even verondersteld werd, volgt wegens (4) voor
k>1 T,

_ 2 : ;
A2n,2k = J Vzk(x s:.n@)cos 2 n@ ab.

-
O .
Analoog met (5) voor k=1
e
, = £ ‘ V6
A2n+152k+1 = J V2k+1 (x sin® ) sin (2n+1) go ;

¢
Fen nauwkeurige analyse van de verwisseling van sommatie en inte-

gratie leert, dat 4it ook geldt voor k = 0, mits x = 0.
Gebruik makend van het laatste 1lid van (4) en (5) vinden we ten-
slotte '

6 A - _
( ) 21’1,2k(x) 1/1
L, o k=1 { | 2k
(=1)" = 21];, ’ [{X sine} + 2T(B—! cos 2nb a ©
ma * * - ‘
0

voor k=21, en

(1) Aopia, ope1 (0=

L%
k-1 ] 2K+ 1 . _
-g-:}ﬁ)-—-——-—-—- -(é-k—_%-ﬂ—,- f [{ X sin@} + 2T B] sin(2n+l)9 av
voor k%4 O. Wegens

J s:m2 8 cos 21’19 de L“:_}_._,... Z (- 1) 1 (Zh) E%Y}.Lnﬁ*;b“:{)m&@__

en analoge formules; Kan inen tifl;.‘t (6) en (73 de gezochte functiles
A2n oy en A2n+l Sl gemakkellgk berekenens .¥n wel is voor O< x g 2T

-—-I"""'

deze functie een polynoom in x ten hoogste van de graad 2k resp.
2k+ 11

Ter illustratie beschouwen we de functie

— J (mx)
_ 2n4 1
A2n+1,l(x)“;§; m *

«

Deze wordt wegens (7) en By = - 5 gegeven door

r &
A2n+l,1 = ) LT\ -- -gx sinV (] 31n(2n+1)9 s )

geldig voor x % O. Hi - voor O x< 271

VOO nn = 1’2,3’ e 9 ®
X voor n = 0



en verder voor 2T« X< 4Tl

1 2 ‘ S
A2n+l 1(X)""‘ ) + Shr COS (2n+1) 90 _ (n = 1,25600)
(met 90 = arc sin (%?‘) » O< eoévé-) s €n
_ -1 AT
2. De sommerlii vaan,\),k .
Uit (2) en (3) volgt
oz _
Bn,\)9k = g ---E '}12 ] COS (ng - M X Sil’le)dej COS(\)(f’mmy Sin(F) d?%

Voor kg 2 en voor k = 1 met x :} O (of y + 0) is de verWisseling van
sommatie en in‘tegratie toegestaan. ¥We vinden

T
Bn,\),k = i‘]‘:é' O( ; [COS ng COS(IIDC 811’19)4-811‘1 Ile s:a.n(mx s:mﬁ )]

[cos S)*CQ cos (my s:._nq:)-t-s:l.n \)c? sin(my smce)}.

Als n en V van dezelfde parifeit zijn (beide even of beide oneven)

dan volgt hlel“t%._‘ t

B =-€“--J COS ngdej cos\)?dc?z&ima -----)COS(HW ‘—-—@-

nyJyk 2 4
™o

+ 4 jsin ngdg
ne -

7'[»1 -
B = j cos nBab jsuxx)cl:dcp i Wﬁlg’sww
Ny, kK -

e 4 e o

My o _
+ 4| sin nbab j cos Ve dep £ Z glﬂ.(@g-&lﬂ.@ﬁqa(m:x.,ﬁ.:gnse)_ .
TI m

o
In verband met de gemaakte veronderstelling, dat n +2 + k even
1s, 1s in het eerste geval k even en in het twecds geval k oneven.
We beperken ons verder tot het tweede geval {(in het eerste geval
verloopt de berekening geheel analoog).

£

Wegens T

sin % COS 0‘) == % sin ( g-v ’? )+ -3'- sSin (%-—-'?)

en (5) vinden we, als n en ¥ van verschillende pariteit zijn,

_ 0N ,ﬂ_,,n‘ g _




nekend van het laatste 1id van (5) vinden we nu B

n,\) o 2k+1
(n enVy van verschillende parl'belt> als de som van een eindig asantal

n. Elk van deze dubbelintegralen kan elementair wor-

dubbelintegrale

an geintegreerd.
Ter illustratie zullen we berekenen

i3

.....3.;"....
"2 f

We zullen

O u
5 -i x sinb =y s:mcd. sin((2n+1)6 -27¢ )ap dap
o

dat

(10) ; y_.?_:o ;O(x+y§2ﬂt

(x sinb

ing - y 31n%; positief of negat
Wegens (9) vinden we dus

Q

T} Y e 1 \ -
(11) B2n+1:2\>9 - 2n+ 1l W

2
5 81n(2n+1)9 sinb :d.

O

p
j cos(2n+1)9 ap ( sin 29‘{‘, S 4o

Hierin is SQ = U of 1, al naar
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We kunnen (11) herleiden tot

. ~ O a NG -
R _ _o 1 S 2 S o
(13) BQn+l,2\),l T 2n+1 Oy 0 ¢ : Sn v 3

n+yY X \
Dus resteert nog slechts het probleem de 1ntegraal’3 te bepalen. En
wel 1is 3 een functie van n, Vv en y/x welke nul is voor y = O (dan is

03 namelijk leeg), en welke voor x = 0 en y>» 0 (dan vult 08 het hele
vierkant op) gelijk is aan ’

(14) 2n+1 Mn,O ‘ﬂ 2n+l n,\)

al naar gelang Y= 0 of 21,

Opm. We zullen gebruik maken van de polynomen van Tschebyscheff .
Deze worden gedefinieerd door

Tn(g) = cos (n arc cos g )

eI

i 5 = F 1 sin (n atrc cosg )
1-?5 "‘1»---,<,"S ‘

Hiervoor geldt (zie E. MADELUNG, Die mathematische Hilfsmittel des
Physikers, New York, 1943, blz. 55)

cos(2 n arc s*ing ) = (-1 T Zn(g) :
cos((2n+l)arc sin g )= (-1)™ Uen-t-l(%)
sin(2n arc sin @ ) = (=1) T U2n(§) 3

sin( (21’14'1) axrc sin% ) = (*1)1'1 T2n+1(%)

Uit (12) volgt

(15) 3 =23 <))

‘met:

(16) d 1""{ sin(2n+1)8 cos 2\)c€ dB dqp

en 5
(17) 3 o= | cos( 2n+1)'

We beschouwen eerst het geval x3y

A-L.

(18)



Door de transformatie

3 V = sincP,

O}' van het vierkant ‘gfb' (met 0£utl en
2N geldt.

f U= \ar

sin = A sinQ

dan vinden we uit (16)

I3 O, .
( \_ ~ -
| COS 2»)Cp dce j sin (2n+1)0 ab

1-cos ( 2n+ 1 )Ba

l OGlg VO lg‘t uit ( 17)
o

¥ 1|2
(22) 3 - j

O |
e beschouwen eerst . )3 e Weger
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d van de laatste integraal is een wmolvnoom in v, en deze

De integran
integraal kan dus onmlddelllgk worden bepaald. Dasi T 5 n—t-i( ;) een
pclynoom 1s van de graad ?n+l, is 5 een oneven polynoom in
?\ % van ten hoogste de craad 2n+l,

Formule ( 23) heeft alleen zin voor V2 1. Uit (22) blijkt, dat

2 — O, als ‘) .

Tenslotte beschouwen we ) 1+ Vegens

cos(Qm-l)@a = cos((2n+1)arc sin A v)

(- U, (Av)

en
B )
cos 2V@= cos (2V arc sin v)= (-1) Toy (Vv),

Daar an(g) en T, ( %) even polynomen zijn in g (van de graad 2n
pesp‘ 2V ) wordt dOOI‘ (24) de berekem.ng van dl dus herleid tot de

integralen S, kunnen worden uitgedrukt
"
erde) volledige elliptische integralen

o

~~
"

-
I

K(A) 5 5y = -i-g (R(A )= B(A))

ewljst men met partiele integr:

tie gemaklelijk de recursie-
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Conclusies In het geval O£y<x met O<x + y< 27 kan de grootheid
worden berekend uit de formules (13) s (15) y (23) en (24).

B ot 1 . 2 Vv ; 1

e . we eerst een
= 0. Wegens Q, = 1 en T_ = 1 volgt Uit (24).

|

O, en dus wegens (15)

(22) 32

Verder hebben v

3”1”‘“ (‘A)h

-
Uit (13) volgt tenslotte

Il

- L ~ . 2 peyy. 1,

geldig voor O£ y<x en O<x + y£2n . Merk op, dat voor 0 <A £1
£(1)= 1.

de functie ®(A) monotoon afneemt en dat E(0)= _% .

ve het geval y=x d.w.2

Tenslotte beschouwen

/»-_....1’5.
M — .

het vierkant LO‘ b= -§- en 0< ¥= -2-]. Dan wordt

o

Mn’\) — ..% j‘e‘? sin ((2n+l)9 — 2)}? )d ,;

door (14) gegeven, In plaats van J zullen w




igt dus voor de hand in (31) en (32) eerst de integratie naar

et
, en daarna de integratie naar > ~ult te voerea, Passen we daarna

; transformatie u = sin 0 toe, dan volgt na enigce berekent
analoog met (23) en (24))

-2

I>1 (voor V= 0 hebben we
,_ » uit (33) en (34) gelden deze
berekening wvan )31 en D, uit (23) en

o

Conclusies In het geval OL£x<

orden berekend ui

T



