
• 

• 

' . 

R.~pport 
zw 1953 - 010 

TW 21 

Integrntie met behulp v~n k8rskteristieken v:n systemen. 
van niet-linecire partiele differentic □ lvergelijkingen 

met toelichting ~on de hnnd van een voorbeeld uit de 
hydrnulicr1. 

G 1.-.T * v 11 • 

door . 
• 

Veltknmo. .. 

Juni 

1953 



l'tA T MA TISCH C , 
2de Boerhaa.vestraat ··. 9, 
A m a t e r d a m - 0 • 

-1-

Voordracht door de Heer G.W. Valtk;a,mp in de 
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• 

. ~~-~~a~all~~.~, me,t ,~.~ri;-i,lp_" v~~ .. ~ar~kt~r
4
~s~iek~n. van., aya~,~,me~ 

van niet-linea ·· partiele d·1ff8rent1aalver ell .kin en 
. . 

met toel1chtin aan de hand van een voorbeeld u1t de h-
dra.ul1oa 

• • • 

1 . -~~ ~.~.~d ~~~ . 

We beschouwen het volgende stelsel partiele differentiaalvergelijkin­

gen 

a11u + a12vx + a 13uy + a14vy t:-:,:: 
X 1 • 1 

a21ux + a22vx + + a24vy h2, 

waarin u x,y en v x,y onbekende 
?u variabelen x en y·, u = - enz. 

functies zijn van de twee onafhankelijl 

X X 
De coefficienten a en h zijn in het algemeen functiea van x, y, u en 

v. 

We zullen deze vergelijkingen, die een overheersende rol apelen in de 

gaadynamica en in de hydraulioa, in hoofdzaak vanu1t het standpunt van dE 

practicus beschouwen. De belangrijkste · in het algemeen numerieke · op­
lossingsmethode zal word.en aangeb-even. Daarnaast zullen aan de hand van 

een voorbeeld uit de hydraulica enkele gevolgen van het niet-lineaire 
karakter van de vergelijkingen 1 .1 warden toege11cht. 

2. Karakteristieken. ,. 

We beschouwen het stelsel 1.1 • Noem 

1 1, ... ,4. 2 .1 · 

O voor alle i en J, dan zijn de vergelijkingen 2.1 afhanke-

lijk; dit geval sluiten we = 0 en ( 
.. , 

sluiten we bij de algemene behandeling ook uit. Het blijkt dat in deze 
' gevallen of de resul ta ten van het volgende met geringe wijzigingen geldii 

blijven., of dat het systeem ontaardt. We k. · · en dan in het volgende 
o, .. ·. 0. 

Zij nu u x,y , v x,y · een oplossing van 1 .1 · .• Zij K een krormne in 

+ y s ! . , 

waar1n de stip dif:ferentiatie na.ar s aandu1dt. 
· •.· ... ··.·,gs K ·. ·.·. • .· en ook de was,rden van de gegeven oplossing u en v als 

r,.inotie van s besohouwd word.en: 
. . 

U 8 .· = U X • 8 : , y ·. a··.· .. :· , V '. S '·" 't · X .· S · ... ·. 1 y • 8 •. ·: • 
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• U X 
X 

"' ·v X 
X 

+ 

+ 
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.. • u 
• • 

- V 

--_ 2 .. 1 en - 2 .2 • zijn vier 11nea1re verge 11Jk1ngen voor 

De determinant van dit stelsel is 

a 1 1 a12 a.13 a,4 

a 

(? .. 2 \ ' " ""' I 

a22 a23 8.24 ·2 I\ 21 • • 3' A12 yx+ A.--_ X 2 = . t'tf&' - . . ) 
% (J :;4 .. • 

X 0 y 0 

• .. 
0 X 0 y 

t • 
• 

Als 6 
v lan· ,,.a K 

0, d8.n zijn u enz. lang· s X - K bepaald door de waarden van u en 

eo ., 

Intereasanter is het als 6 wel nul is. Dan is het stelsel alleen 

compat1bel als de rang van de matrix van het 1nhomogene stelsel gelijk 

is aan de rang van de matrix van het homogene stelsel. Deze laatste 1.~ 
. • d 3 als ~ = O, want was hij < 3., dan was zeker x dus x. = O., - aar 

• O., ook y • 0, in strijd 
t d .2 ·2 me e aanname x + y --- O • 

We vinden dus: ala in een punt van K 6 = 0, dan m--oet da-ar-- _- . -__ • _-. . . . , Q. . -· het ste ls~: J 

voor een gegeven ~pl9~!ing u, v zeker compatibel moet blijven 

a2 --1 a22 a23 8 24 rang • • 
X 0 y 0 

• • 
0 X 0 y 

hetgeen, daar • 
0 omdat X o, , 

• • • 
a11Y - a13X a12Y 

rang 
• • • 

a21Y a23X a22Y 
• 

h -
1 

h 2 
• 
u 

• 
V 

tz y: 3, 
' 

aequivalent 
• - a14X 
• - a 4X 2 

is root 
• • • 

- a 11 u - a12v 
.. • • 

X - a21u - a22v 
. 1 
• 

• 

2. 

We beschouwen nu bij de vergel1jkingen 2 .1 de z .g. karakter' "'tje 1.'-; 

ve rge l ijking 

-2 
A12Y -

• • .2 
== 0 (2 .5 ,. 

de coeffic ienten A hangen in het algemeen van x, y, u en v af _-_ .. We 

nemen nu aa.11, dat deze vergelijk1ng in ieder punt x,y.,u,v twee ver­

schillende reele oplossingen y:x heeft en noemen het atelael 2.1 •·· dar.. 

h -rbolisch. 

Bij een g·egeven oplosaing u.,v _ geeft _ 2 .5 in ieder punt x,y dan 

due twee veraohillende z~eele riohtingen y .: 'i karakter1stieke riohtir·.,,w'.: 
• _, • > •• .,,""' ~ .,, 1!'· ~ -<II- .i;>. 

waarvoor we kunnen se iJven -·•- da.ar zeker i: O -.-
dy • O"dx 

dy == 1:' dx • 
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' 

Integreren we deze richtingen tot kromrnen karakteristieken met para­

meters s resp. t~ dan geldt dus langs deze krommen 

terwijl uit 2.4 volgt: 2.6) 
• 

V 
s 

~ 

Tot dusver hebben we een speciale oplossing van 2.1 beschouwd. Vat­

ten we nu echter het stelsel 2.6 opals vier vergelijkingen voor vier 

onbekende functies x, y, u en v van s en t er en 7: zijn op grand van 

2.5 bekend als functies van x, y Ju en v dan blijkt dus dat bij ieder, 

oplossing van 2.1 x, y> u en v als functies van parameters sent ge­

schreven kunnen warden en dat deze functies voldoen aan het stelsel 

2.6 . 

Omgekeerd kan bewezen warden, dat uit iedere oplossing x s,t ,Y s,t ~ 

1 . 1 

Bewijs: 

functies van x en y. 

Met 2.5 en 

uxxs + 

u 
X 

0 levert dit 
• 

+ 

0 O! 

0 3 dus sent zijn op te lessen als 

+ 

+ A 4 v -H -1 y 1 

V 
X 

)= 0 



Dezelfde vergelijking geldt met~ 1.p.v. o- en daar 7.: O" is ook 

• 

of 

Daar 

0 

a 11 a 1u + a 2 v + 1 •. X 1 X 

a21 a21ux + a22vx + 

0, gelden dus ook de 
:a 
. 21 

• 

0 

vergelijkingen · 1.1 

q.e.a. 

We hebben nu due het stelsel 1 .1 · t,eruggebracht tot een stelsel 2 .6) 
' 

dat de volgend,e eigenschappen heeft: 

1: 1n twee der verge,11.jkingen wordt alleen naar a, in de andere o.lle,en 
naa.r t gedifferentteerd. 

x,1.Ji u en ·v~ n1et van s en t. 
~· ........ - . 

·. ·.. :· · .· · .···1·· .', .. · ··3··.1·· • , , ' , I . ' . . ' . . 
' I 

I 

A er.. . A·· I 
• • , I 

' ' ' , . . . : • , ·e . , , . . ' ' . . . .' 
I l • - ' ,1J, 

'" .. ' ' . , • ., .. _ _c/4.-·•·-··1· ,-. ' .-_ 

11 ~" • '' • •• .,.. • ' ' , •• ,. ' • ,.. f·--· ~. ,, _,- .,·.· .. , .. -·· ... : - : ' 
li:.:_.\a•::; ,·>,.-/· ',' I """' ' ••.• ,.·.··.,,,.'.; ,,._,;_,.c:,;,:•\::1:J,._J,o .. ;:--_:;,.;t.:;i:,';'.·_::,'_?.!;'··'..•~•'!'_''~-;,:,: ,,-_,.,.•. ,· ,·,--
< • • -



Opmerkingen" 

1. Uitgaande van het stelsel 2.6 kan men verschillende existentie-

stellingen geven 

is; dat als langs 
vgl. Sauer L.1J, Friedrichs en Lewyt_2 __ . Het resultaat 
een kromme Kin het x,y-vlak u en v gegeven zijn, . 

• 

zodanig dat de kromme nergens aan een karakteristieke richting raakt, 

onder zekere differentieerbaarheidsvoorwaarden de oplossing bestaat en 

eenduidig bepaald is. Het gedrag van de oplossing in een punt P hangt 
,-p 

• 

daarbij slechts af van de waarden van 
u en v op het stuk AB van K, dat door 

de karakteristieken door P uitgesneden 

wordt afhankel1jkheidsgebied . 

-------------

- . Essentieel bij het bewijs van de aequivalentie van de systemen 1.1 
I 

,": O , hetgeen onder de aannamen o s.:) en 2.6 0 

en r7 -r neerkomt op x
8 

0, 

Nu stelt x = x s,t; y = y s,t een afbeelding voor 

op het x~ y-vlak O De krornmen t = canst en s .... canst zijn 

van het s,t-vlak 

de karakteris-

tieken-scharen., 

x 3 = O hetgeen impliceert y
8 

dat naburige karakteristieken s 

o, daarcr eindlg is wil nu zeggen 

canst elkaar snijden. Is dit langs 

een kromme in het x~ y-vlak het geva.1 3 dan is deze kromrne omhullende 

van de karakteristieken s canst. - ' 
• 

0 u,y 

Verder zullen, daar bijvo c>u -a ... 
' ,~l , 

c) X ~ x,y 
0 s, 

of 

zijn. 

In de omgeving van dergelijke punten gelden de existentie- en eendui­
digheidsbewijzen niet meer. Indien de vergelijkingen 1 .1 een physisch 

probleem beschrijven, dan zullen we bij het optreden van dergelijke 

singulariteiten moeten concluderen, dat de mathematische beschrijving 

hier faalt en op physische gronden moeten beslissen water verder ge­

beurt. In . 5 zal hiervan een voorbeeld gegeven worden . 
....... 

3. Het hier geschetste precede· is ook toepasbaar op het geval van n ver-

ge lijkingen met n afhankelijke variabelen en 2 onafhankelijke variabe­

len. Zie SauerL1J, MQCinquini Cibrariol3, FriedrichsL4 . 

De karakteristieke vergelijking 

door ieder punt in het x,y-vlak gaan dan n karakteristieken. We kunnen 
nu de parameters van deze karakteristieken niet meer als nieuwe onafhan-

• 

· kelijke variabelen opvatten, maar met behulp van een iteratie-procede 
lukt het toch existentie stellingen ead. te bewijzen~ 

het 

veel ingewikkelder - er zijn karakteristieke oppervlakken enz. 
voor o. a o Courant en Friedrichs I 5 · en Sauer L 1 • - -

probleem 

Zie hier-
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• 

3. Karakteristieke functies. 

Hoewel het systeem 2.6 een zeer geschikt uitgangspunt ~s voor theo­

retische en numerieke discussies, kan in een aantal belangrijke gevallen 
' 

nog een verdere vereenvoudiging door invoering van nieuwe afhankelijke 

variabelen worden aangebracht. 

In het geval van.de een-dimensionale gas-stroming werden deze varia­

be len reeds door R:l..emann _ 6 _ ingevoerd. In het algemene geval kunnen we 

als volgt te werk gaan vergelijk ook Schonfeld L7 ;, die een enigszins 

andere methode volgt en direct uitgaat van de vergelijkinge~ 1,1 . 

We schrijven de vergelijkingen 2.6 in de volgende vorm 

waarbij 

+ y 8 - c x
8 

-
- C 

0 

0 • 
' ( 3 .1 

) 

0. 3.3 

Beschouw nu de totale differentiaalvergelijking 

dv 0 ., 
• • 

waarin we u en v als variabelen en x en y als parameters beschouwen de 

coefficienten A zijn functies Z . · + · t d van x, Ys u en v o lJ _ een in egreren 
• 

bijbehorende integraal hiervan factor 
+ . 

Oen F u3v; x~y de deze besta.'1 

zeker; van de mogelijkheid om bij een gegeven stelsel eenvoudig een inte­

grerende factor te vinden; hangt de practische bruikbaarheid van de vol­

gende herleiding af . 



Beschouwen we nu 
funct1es van x en y 

u en v, die functies waren vans en t, weer als 

dit kan, daar de functionaal determinant 

o x,y 
1). s, C 

- + 
- C 

ctie van x en y beschouwen 
. 

+ F ·u,v;x,y 

Er geldt dan or+ 
·-:') s (.,,, 

en 

r+ x,y • 

r+ 
X XS + r+ 

y 

+ + · A u 
1 s 

+ F + 
X 

.· + 
+ .f C 

X 

X + s 

V .+ F+ 
S X 

+ r+ 
y 

+ 

X + s. 

+ 
C 

+ F ,x , y s 

waarb1j 3.4 en ,3.2 gebruikt zijn. 
A.ls dus x ·a 

i··x 

O, dan 

~ .+ . + qf 
0 • ·. .·, y. 

' . 

ge·ldt •OP grond van , 3.5 

a + 

X s 

+ F y 

3-5 

3.6 



. + + . waar1n a • ... · F + + + + F + o F 
X y 

een bekende r1.u1ct1e van u, v, x en y 1s. 
Analoog ts er een 1ntegraal F- u,v; x,y == r-x,y · van - -

biJ tllll1IJ ..... factor · · 0., waarvoor geldt 

met -a = 

Daar nu .u,v. 

-+ F 
X 

=::-, a 

+ 0 

-

-

- -

+ 
A1 
A-

1 

• 

+, 
A2 ·.··. 

• 

A-·.·· 2: 
o, 

+ -kul--1nen u en v als funct1es van F , F , x en y besohouwd worden 
dus + f+, x en y. 

r+ en r- noemen we karakteristieke funoties. 

en de 

,,,.. 
In de pla.ats van de vier vergelijkingen ,2.b hebben we nu 2 verge-

lijkingen 3.6 en · 3. 7., die we aldus 

langs een + karakteriatiek, waar 

geldt 
+ a- dx. 3.9 

Dat deze vorm z1ch zeer goed leent voor numerieke be!'akeningen ligt voor 
de hand. Zij bijvoorbeeld een beginwa.ardeprobleem g,est,eld, waarbij u e11 

waa.ru1t x· Q1 en y•Q1 

f 

volgen 
+ C p 

i 

+ 

v · dus ook r+ en f.., · voor x .. o als 

runcties van y gegeven zijn. 
Vervangen we nu in 3.8 · en 3.9 · 
de differentialen door differenties 
dan krijgen we zie fig. 

. + 
y Qi -y, p 1 ==e. p 1 . x Qi · -x p 1 , 

Cl 

we nemen aan 
- Uit ·4.9 .·· volgt dan: 

• 

dus alles bekend en we ·. · en nu verder· gaar1 

Men kan bewijzen, dat een dergelijk differentieprocede convergeert., 
d.w.z. dat da oplossingen van de dif:ferentievergelijkingen oonvergeren 
naar de oplosaing van de dif.ferentiaalvergelijkingen, ala d.e maaswijd.te 

van het ka.rakterist1eken-net naar nul gaat •·•· vgl. o .a. Sauer L 1J ~ 
Priedr1eha · 51 .• 

. . ... ,, 



.·. · ynr:'.lllica. 

We besohouwen een recht kanaal met vert1cale evenw1jd1ge wanden en 
hor1zontale bodem. De waterbeweg1ngen hierin worden beheerst door de ver 

gelijkingen var1 Navies Stokes. Bovend1en moeten rend effecten, 111et name 

weerstand, die tot wervel1ngen etc. aanle1d1ng geeft, m.aakt de mathe-ma­

t1sche besohrijving zeer ingewikkeld ·. grenalaa.gtheorie van von Pra.ndtl . 

We zullen h1er echter van de in de hydraul1ca gebruikelijke • vgl. t 8 .. 1 

schematisering ui tgaan: We beschouwen de stroming als uniforn1 over h·e-: h 

le profiel en voeren een volume-kracht in die de invloed van de bodemwrijvi: 

in rekening brengt. Zij de breedte van het kanaal b en de hoogte van de 

• 

···,t. waterspiegel boven de bodem hx,t 

de x-as kiezen we 1n de lengterich-

ting van het ka.nae.l • We maken nu de 

! 

I 
i 

. ""· t" uo 
t 

4 

l 

I 
volgende aannaman 
1 . De drukverdeling in 

verticale richting 1a 

het water in 

.drostatiaoh 

2. In een verticaal vlak loodrecht op de x-as is de .snelheid u1niform. 

Met het oog op volgende beaohouwingen geven we de beweg1ngavergel1j­
kingen nu eerst in integraalvorm. Z1J de anelhe1d in de x-richt1.ng 

u x,t . 

Beschouw twee verticale vlakken.. de x-a.s door de 

a 1 · t; die met de plaatselijke snelheid mee bewegen • 
Dus 

Punten a ·t· 
0 

en 

u 1 "··" 1 , 2 • .· 4. 1 · 

Op grond van aanna.nie 2 is de masaa van de vloe1stof tuasen deze vlakken 

constant, dus 

d 

a.ls 

a 
1 

a 
0 

x, t ..... 

dx · · 0 

b h 

de ma.saa per lengte-eenhe1d in het kanaal 1s 

water• .• 

>4.2. 

4.3 

is de d1chthe1d van het 
•• 

Op grond van a.a1lr1ame 1 geldt voor de druk p x,y, t . in een punt van de 

vloeiatof 

g 

··. g is de versnelling van de zwe.a.rtekracht , geintegroerd 

p i#; ,:: ... • g h - y • 

ala we overdrukken t .. o. v. de a.tmoaferisohe dru.k meten. 

De drtJkkraoht op een hele vert1cale doorsnede is dus. 
h • • 

{4· .. •·1•· ' ' ·-,' !~- ,., 

. -~l .. ·+·· ·.-• ij 
' . I•' ·--••,..!if ! 



We passen nu de wet var1 Newton in de x-r1cht1ng toe op de watertnassa 

tusaen a 
0 

en 

d 

a,: 
a 1 

• 

a 
0 

--- .• -· 
Y\ -- 1'1 

a 
0 

W dx 

-W is de ''wriJvingskracht '' 

ale u .. 
De laatste term I~chts is de wr1jvingaterm; 

per masea-eenhe1d W heeft het zelfde teken 
Uit de integraal wetten 4.2. en 4.6 · . nen we direct differentiaaJ 

wetten halen, daar op grond van 4.1. 

Of, 

11m 
a 1 s. -"> a 0 

d 

1 

a t 
1 

d 

f x,t dt = f 

a 
0 

f x,t 

+ t.3 r x, t. 
Cll 

•bij vaste t 

0 
:-~ ·x 

• 

D1t levert in 4.2 en 4.6 na enige herleidi:og · 

dt. 4.7 

u + 
X == 0 t · 4. 9 . 

p -
X 

l ... T n 

• 

Volgens 4.3 en 4.5 komt hierbij als verband tussen pen 

p , .. ~ 2 

• • 

I 

} 

} 

4 .1 q 

4 .11 

Zien we af van de laa t "-te term van 4.10.·, dan zijn de verge-
lijkingen 4.9 t 4.11 juiat de vergelijkingen voor de 1-dimensiona · 
le stroming van een polytroop gas met exponent 2 voor een polytroop 
gas ge ldt alge1neen p -·- A ....... a . 



Vo,eren we de grootheid c .. x,t in door 

c2 dp 2p 

p 
dan gaan 4.9 ' en · 4 .10 

2 ct + 2 u ex 

. 

ut + 2 C C + X 

de vergelijk4_ngen 
vinden we, ala W O 

2 C + C U t O X 

2 C C . O X 

of . 2 e .. 
0 . ··•·· X' 

gh 

over in: 

+ C ux o. 

u u 
X 

-W. 

' 

0, 

4 .1 ~ 

4 1~ . '"' 
' ' • 
' 

nl ~ 



als 

t 

In het volgende is het nog nuttig, de energie-wet te beschouwen. 

De potent1ele energ1e tussen 

0 Vlak k- ·1e· •e· ·n·:. • - ' .· ' ', ' ·.' ' •· ,, ~-- ·, ·. ' • 

a.1 
' 

·b 
a 

0 

dx 

0 

h 

g y dy • 

a 1 

a 
0 

a 
0 

dx 

p dx 4.14 

Nu blljkt met behulp van· 4.7 en de beweg1ngsvergel1Jkingen -4.9 t m 

_:- 4. 11 · 
. ' 

In woorden: 

a. 1 

a 
0 

a 
1 

a 
0 

4 .15 

de door de drukkrachten verrichte arbe1d - de toena1ne va,11 kinetische 

+ potentiele energie = energieverlies ten gevolge van de wrijving. 

Opgemerkt moet hierbij worden, dat, terwijl bij de opstelling van de 

1ntegraalwetten -4.2 en ·4.6 geen continuiteit of d1fferent1eerbaar-
he1d var1 de functies en u verondersteld behoefde te worden, bij de af 

leiding van 4.15 hiervan essentieel gebruik gemaakt is. 

,0E~rk1ng~n: 

0 

1. Ala we afzien van bodemwrijving en inwendige wrijving ·we kunnen dan 

u1tgaar1 var1 de vergelijking van Euler , Oan blijlct,dat de or1derstelling 2 

een gevolg is van onderstelling 1. Fr1edr1ohs :: 9 -·· heeft laten zien dat 

in d1t geval de bewegingsvergelijkingen opgevat kunnen word.en als verge­
lijkingen voor de eerste-orde termen van de oplossing van de vergel1j­

k1ngen van Euler bij ontwikkeling naar de parameter er - diepte x krom­

ming van het oppervlak op een zeker tljdstip, welke parameter steeds zeer 

klein 1s. 

2. Voor de weerstand W ala functie van u, h etc., zijn ve le geheel-

of half-empirische formules opgesteld · vgl. LBJ • Een der bekendste · geld 1, 

voor een kanaal met b >> h 1s die van Chezy 

w 
C h 

waarin C een constante is. 

3. Desgewenst kunnen we aan de bewegingsvergelijkingen ook nag 
voor veranderl 1Jke d 1epte en bre~d.te, b ·: t.:InQellitlg,. ziJwaartae 
, -" +-.,.. to· -e v: oe-gen . ,; 11' . ,,,. ' ' ., .. '_- • 

_____ _,;,.......;.;;.;..;;.._..:.;..;.:..:,~ ...__ ------- --- --- -____,;- ' .... -· 

Enkelvoudi~e ESOlven. 
a 1 211 _.:n.inr J Ii, I I _(Ill ii SI - . 2 I =,. I :a,;, t 1111 PJ•II_ .,.!Jllitll_ bi 

• 

termen 

Passen we de theor1e van 3 en 4 toe op de ,,erge 11 Jkingen ·. 4 • 13 · _ 



dan vinden we direct, dat deze geschreven ki..1nnen warden als 
' 

&' . . u + 2c· = -W 5.1 . 
• 

+ De karakter1st1eke variabelen zijn dus f- == u + 2c; de karakterist1eke 

r1cht1ngen dx: dt • u + c. 

DaaJ? steeds c > 0., 1.s or·1s stelsel dus altijd hlP~.~.bo,~.1a9I:1.• 

De vergelijkingen 5 .1 d 1.e weer aldus i;elezen kunnen worden: - . 

a 1 s d X .. ,,.. u + c d t 

dan is du+ 2c = -W dt , 

kunnen door numerieke integratie opgelost worden. 
We beperken ons nu verder tot het geval W •:,:: o. 

Dan 1s 
,. .. ,,. 

Noemen 

f,. + en f. 

" 

+ we c-

-
• 

" 

We bewijzen nu eenvoudig de ,rol~cnd~: ,,_,,,, 

~t~~l1nf$ 

karakter1.st1eken , , dan zijn 

lineaire combinaties van 

Als een zekere ksrakteristiek recht 1s, den ligt deze in een schaar 
tJan rechte karakteri.stieken. Langs deze karakterist1eken ziJn u en c 

constant. 

oak 

-en f 

dezelfde waarde hebben f +. 
0 + . 

Langs de - karakter1st1eken die C snijden is r­o constant, dus gelijk 
+ . -aan f • 

0 
van O ontmoet 

0 
overal - k!lrakteristieken met de waarde r- = f -

0 
+ langs C is 

dus ook f 

Nat,iurlijk 

evenwijdig te 

0 

aan 

De oplossingen van 

r~chte lijnen zijn die 

noemen we ~~k~,,~ v,o:;,1,~.i5~ 
volgt ontstaan. 

5.1 

+ niet f 

ia recht. 

c+ hoeft dus ook niet 

waa rbij een der scha ren ka ra kteristieken 

dus constante waarden van u enc dragen. 

go,ly-,en.D,~?.:' enkelvoudige golven kunnen als 

Zij voor t ""4 O en x > .. O u .,. 0 C ·•.• C . =· 
0 

en 
In 

• 

voor t > O en x 
het geb1ed van het 

x • o
0

t is dan u ,.,._ o, 

tieken recht en geldt 

0 u ,,, .. u t .. 

t,x-vlak begrensd door de x-as en de lijn 
' 

e .... c
0

• Onder -deze 11Jn blijven de + kara:kter1a-
- -

• 



' ' 

Lange de + '. re er1st1eken in d~: t: geb:1.ed z1jn u· en c conatar1t, clus 
U, t .. De .b.elling van dez,e karakter1et1eken is 

langs de r,echten 

1s 

X 

u 
C ?11/Jf 

ia■t'ci 

·, C 
0 

·t -~ t)1:")0 

u '"[" ., 5.2 

C + 
0 

Hier,nee ie de beweg1ng overa 1 bet:~chreven, mi .. ta zich geen singula ri tei ten 

vooraoen. 

/ 
,I' 

' 

I / 
• / 

' 

/ 
I' 

p 

• f';f 

/ 
,f 

" 

' 

,. • 
,, 

ff ,,. , 

1$ll • ;He<: 

/ 

, 

,, 

-

' 

t1;art·1 

,· 
' 

., 

,, 
• 

• 

/ 

:1111•1:a: a:• uq • 11:JJI. 

' 
. _,,..# 

-
'" 

t .·' 
' 

I 
t 
t 
• 

' 

" 

I Till lPINlkw1 $ ➔ 

In het geval 'Jan de zg. de£rese1e ~olven., wear U t, een monotoon dalende 
U 1 7 & U IC 11 0 b ii C I I I $ ll Iii 

functie is, treden deze niet op., de+ karakteristieken snijden elkaar 
niet en overdekken het hele •Quadrant enkelvoudig •· zie fig .. 

Bij ~,?,, .. ~i~~,~.~"~ie ,~91:,r~n" daarentegen U t stijgend .·· zullen de + karakterj~s­

tieken elkaar ergens snijden en een omhullende hebben •. zie fig ... Het 

gebied tusaen deze omhullende en de lijn x:::::: ct wordt door de karak-o 
teristieken 3-voudig 0\1 erdet.ct en er kunnen aan een dergelijk punt dus 

drie waarden voor u enc toegekend warden - bv. ala in onderstaande 
figuur. In deze figuur is c ala ctie van x getekend op drie tijd-

voor, op en na het moment, waarop de eerste 
singulariteit optreedt. 

r • ,,,. 

' ' 

' 
' ' 

'- --- ·--..1--~, ' 
' 

-·- ...... 
f 
f • 

t 

t 
l 

I 
1 

! O • : --• :...L::,1-1 ; ·--illMJ-'-J t l_llt-HS--• -·· 41-0-Hett-ll-lJlfll"i-t; a1-'!Jllrt1'Jt• 

' 

Langs de omhullende is wordt hier oo, dus we hebben een 

~ebied waar d,e eend'L11.d1gheidsstelling n1et geldt --r kan ale sohasr­

parameter voor de + karakteristieken opgevat warden. vlg ,: 2., • 
. . ' . 

'' ' 



Hoe mo.et,en we dit versch1jneel physisch 11,tarpl'eteren? 

daer: bij de afle1d1:ng van de vergelijking·en uitdrukkelijk veronder­

steld is, dat zich tussen het grenavlak lticht- water en de bo,de.m een 

ononderbroken vloe1stofkolom bev1ndt •• 

Het is du1del1Jk dat er _&~~~. continue 5>p~o,a~~n$ is. die aan· begin- ·en 
randvoorwaarden voldoet. We zullen dua discontinuiteiten moeten toe­
laten en zullen daartoe eerat de beschouwinryen van ·· 4 uitbreiden. e . 

6. Shock:-relaties. 

en veronderstellen 
pen u discontinu 
Analoog aan 4.7 

dat in het punt x 1s·,-= -:, ·•t· 

zijn. 

geldt nu 

t 

Stoker · 10: 

: dus h · 

d d 
·at f x,t dx + . f x., t .dx = 

• 
4J?loff - O,t - u a ,t· 

0 
r a ,t 

0 

-
, ·t 

+o.,t + .. 

Laten we a 1 ,,,,) a
0 

gaan., 
:3 f . . . . . 

6.1 

blijft., den krijgen we., als 
de omgeving van · 

1 
lim d 

ii a'{; f X , t dx 
ao 

,.,, V f -1 1 

ala 

waarin v 
0 0 

f 1 

-

.. • 

:6.2 

6.3 .· 

de relatieve snelheden links en rechts t.o.v. de discontinu1te1t zijn. 
Eisen we nu dat de integraalwetten 4.2 en· 4.6 ·maasa-behoud en 
1mpula-b·ehoud blijven gelden bij de d1scont1nuite1t en dat W en de 

afgeleiden naar t eindig blijven bij x .. ,. - , dan vinden we met 6.2 : 

1 

p O - p 1 

U ·· V - V o 1 o· 

V 
0 0 

m 

- V U 1 0 0 

m, v 1 - v · 
0 

0 

mis de massa die per t1Jdseenhe1d door het discont1nuiteitsvlak stroomt. 
Vervolgens bezien we de energie-wet ·· 4 .15 · .• 

• 

gaan, dan gaat het rechterl1d naar Oen voor 
het 11nkerlid vinden we 

p1u1 

'

0 6 • 5 ', 

·•, 2 - .... 2 .· 
- V 1' , .. ·. 1 U 1 + p 1 ·• + VO ·.. . ·o U O + p O • 

en ,·4.11· ,· nen we dit herleiden tot: 



• 

m 
\. - 2 
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• 6.6 . 

Hieruit 

0 is 

blijkt, .oat als er een discont1nuiteit optreedt, altijd 
/1-/ == .._..,,, O levert met 6.4· en 6.5 dat en u continu 

., (> ZlJn . · 

Nu stelt ~/ voor: de door 
• 

van kinetische + potenti~le 

anders 

energie. Het blijkt dus dat 

niet nul kan zijn. Op grand 

waarbij het gelijkteken dus 

• 

de drukkrachten verrichte arbeid - de toenamc 

energie per tijdseenheid voor de limiet 

in het discontinuiteitsvlak gedissipeerde 

deze bij het optreden van een discontinuiteit 

van de energie-wet eisen we nu: 

~ o · 6. 7 
alleen bij continuiteit vervuld is. De aldus 

gedissipeerde energie wordt door de sterk wervelende beweging die in de 

werkelijkheid in de onn1iddellijke omgeving van de d1scontinuj_tei t optr~""'r: t 

in warmte omgezet, zodat de energie-balans natuurlijk toch behouden blijf·t 

6.7 drukt echter de onomkeerbaarheid van het proces uit. 

6.4 t m 6.7 noemen we de shock, relaties. We merken op dat alleen de 

relatieve snelheden t.o.,,. het front optreden .. in overeenstemming met ~"r.-'"' 

gallileische relativiteits beginsel. 

Opmerking. In de gasdynamica, waar geheel analoge verschijnselen optreden 

is de temperatuur 

druk en dichtheid 

ongelijkheid door 
• 

afnemen. 

een essenti~el optredende 

samenhangt. In plaats van 

de eis dat de entropie in 

parameter, die direct met 

6.7 krijgen we daar een 
• 

de discont1nuiteit niet mag 

Dat de energie-wet, die in 8 4 uit de bewegingsvergelijkingen afgeleid 
J 

werd, hier niet blijkt te gelden, behoeft geen verwondering: bij deaf-

leiding in 4 werd uitdrukkelijk van de continuiteit en differentieer-
• 

"' baarheid van u en ·gebruik gemaakt. 



We leiden nu enkele gevolgen uit 

Zander beperking kunnen we m > 0 

Dan moet daar ~ > O, volgens 6.4 

6.4 t m 6.7. af. 

veronderstellen. 

en 6.7 

• -, 0 ) ' 

.-··-··-----

l 
..,._ I ",►,,,. 

i 
"' 31 /1): ., 

• --·-~ .. --------•--~----·-· ·--·-·-· ► X 

In 6.4 en 6.5 voeren we nu de grootheio 

2 
C 

Dit levert na enig rekenen 

2 2 
co + c1 

of 2v V 
2 

2 0 1 
C , 

0 V +v o 1 • 

Hieruit volgt: 

2p g 

2v v 1 0 . 

2v 2 
V 2 0 1, 

C 
V +v· • 1 rQ . 1 

0 

.. 
C in: 

6.8 

6.9 

6 .10 
' 



• 

' 

: 

Noemen we de Q.,.zijde van het d1scont1nu1t,e1tsvlak de frontzi de dan 

kur1nen we op grond van het bovenstaande de volgende uitapraken do•en: 

1. ·)an de frontzijde 1e d,e diepte het kle •·· et, 

2 •. de maseafl11x loopt teg.en het front in., 
3. aan de frontzijde is de relatieve snelheid superkritisch .··v

0 
> c 0 ·, 

aan de achterz1,de sub-kritisch v < c .· 
"' 1 1 

4. als aan een der zijden van het front de absolute snelheid O ia., dan 
bewe.egt het front in de richting van de kleinate 

dunningsshocks '' • 

ff diepte geen ver-

• BiJ een shock treden 5 grootheden op, 

geheel bepa len. Hiertuaaen kennen we twee relat1ea ,en een ongelijkheid. 

K•ennen we dus 3 grootheden, dan kunnen we de beide andere berekenen 

de ongeli,jkheid kan dienen om bij het optreden van meerder,e oploasingen 

de goede te kiezen. 

We beschouwen nu de ligging van de karakterietieken ten opzichte van de 
d1scont1ntl1 teitalijn x ',.", - , t in het x., t-vlak. 
Uit 6.10 volgt: 

• 
-~-.. u-v <u 

0 0 0 

.,... u - v· 1. > u
1 

.,,. c ,,,.. 1 1 C 1 
-

= u1-
dus 

-
C 1 < 

x. 
l 
• 
' 

• 
• 

·~ ' 

-
0 

-o 
i 
I 
i 

1 

0 

' .-------··---------

\T 
1 <.u 1 

• 
<c -' 

0 

< u + < c1 
+ 

c1 • 1 

+ <c 6 .. 11 
0 • 

6.12 
• 

Hieruit volgt: 
ieder punt van de discontinuiteits 
lijn wordt gesneden door dr1~ karak~ 

+ C -. 
0 , 

''van links rt komen en een 

fl II ·van rechts komt. 

.c + 
1 die 

Daar iedere karakteristiek een gege­

ven .. _''tranaporteert 't de groothe-

• 

rieke integratie dus precies over 
voldoende gegevens in de punten van de discontinuiteitslijn. Hier blijkt 

opnieuw de onomkeerbaarheid van het proces: we kunnen alleen in de 

richting van positieve t integreren ale er geen discontinuiteiten zijn, 
dan is er natuurlijk geen voorkeursricht1ng voor de integratie • 

• 

Het integratie-probleem voor het geval dat de gegeven begintoestand 
een discontinuiteit bevat is hier mee opgelost. H,et geval van . 5, waarbij 

de d1scont1nuiteit in de loop der integratie optreedt eiat iets meer 
voorzichtigheid: in het eerste punt van de enveloppe z1jn u enc nog con-

; t1nu en de shock-relaties ,· ·· nen dua nog niet gebruikt wprden. We moeten 
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daarom in de omgeving van dit punt reekso~twikkelingen toepassen naar 
' 

een param2ter die de sterkte van de voorlopig nog zwakke shock be-

schrijft vgl. Courant-Friedrichs\5 J pag.156 e.v. en Friedrichsl11J ... 

Appendix~ Volledi6heidshalve geven we ook nog de resultaten voor m<O: 

• 1 
• 

• 

• 

• 

' 

6 .10a 

6. 11 a 

6 .12a 

waarbij de volgende plaatjes behoren: 

v,, I \I, ffJ'1, 
af • It . I ( • I I I -

• 
' 

(t 
• 

7~ Zwakke shocks. 

We beschouwen nu het geval~ dat 

hetgeen we ui t kunnen dr·ukken door 

we stellen: 

waarin dus 
• 

• 

-
C I 

\ J • 
' ', 
\_ I 0 

' • ' I 
+ c, \. I ,, ,_ - • I, 

I I -0 I .,,c + 
t 

c-
0 0 

de discontinuiteiten klein zijnJ 

de eis dat 

• 

0 

' 

' 



Uit de shock-relaties 6.8 en · 6.10 -> resp .. 6.10a · vinden we al-

gemeen: 

hetgeen 

VO 

v1 

met 

V 
0 

sgn 

PTT I sgn 

7 .1 

.,,- ._ C IL 

c1 
C -c 0 • 1 co 

C -c0 
co 

. 1 c1 

levert: 

1+u 

1-2 
' 

' 

2 2 
' cO+c1 ' 

IL C ■I ., $ I l 

• 

2 2 
co+c1 

l n •• 2' 

2 
1+' 

5 2 
+ ~ + 

5 2 
+ ' ' 

~ ' ' ' 
' 

• 

• • 

2 3 + • • • 
7.2 

-2 3 + • • • 
• 
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v1 uo+u1 co+c1 sgn 5 
C sgn ' .. ,. 

~ : 11 an,1u na 1" a :a a a a L 

~ 
a a $ I I • • • 

Als nu ) 0 volgt uit 7.1 , 7.2 en de 

definities 

• 
2 + Ill- 0 • 

• 

• 

r+ f+ 2c 2 3 + • -0 1 C> 0 • • 0 ~ 

• 
• 

- 3 7.3 f 2c +2 - + ..• 1 I 

c+ + 2c '2 .3 
c1 ·+ + ..• -0 • 

• 

- - 3 co c1 2c 3 + 2 + ••• - • 

En voor < 0 dus co> c1 of rn<O 
+ + 

• co+c1 5 2 + C • +. If! • 1 7 ·-~ 7 
IP 

~ 

r+ r+ 2c 4 2 3 + + ••. 0 - 1 7.3a 
f- 3 2c + 2 - -+- ••• 1 

c+ + 2c 3 I + 2 3 + .•• c1 -0 • 

- - 3 co c1 2c + 2 + • • . - • 

We. z ien hieru.i t: • ,,, 
1°~ de karakteristieken warden ' 1gebroken '' over hoe ken die van de orde 

de karakteristieken aan de O zijde is van zijn; de helling van 

altijd het grootst; 

twee elkaar in dat punt ontmoetende karakteristieken uit het Oen 

1 gebied op afwijkingen van de 2de orde na, vergelijk de figuren 

op pag. 14 en 15 - als ~ ~ Oj dan zijn het de+ karakteristieken; 

teristiek zie de figuren - ~ - is vrijwel 

continu op afwijkingen van de d0rd~ orde na. 



Uit dit laatete punt volgt een uitbr-e1d1ng van de atell,ing 5 
·· pa·g· 1··0 • 

' ' ' . ' . 
Indien b1j ' 

, resp. k ' " te ' , .,,._ ... -~ .-· .- ,~_.;l·'• ,,,. 
' . ' ' ' - - ' • 0 '·>' '_, • , ' ' . .• ,'\il/4 i / - •. ' ·~.,:1' ' ' ~ ~ ! -' • ''81~~ (F • • . &. ~' . ' 

tieken · res. + karakteriatieken •···. aa,n een der Z1Jd1ftll van ·de d1a1C,OQ,t1n~l1•· 

teits11jn reeht z1Jn, dan z1Jn ze da't b1J benader1nt; ook &&n de · ·, ·.··ere 
z1Jde op a:twiJkingen van hogere orde na • 

l:mn:rersj als de -karakter1at1ek:en in zeker geb1ed reobt z1Jn, a11n 

' 

dit b1j benadei-tng ook aa,·, de andere &iJde ·van ,de d1ajoont ;,.r ,1 .l't,ll~11
.,~ 

' ' ' 

. -- . . . 
' ' 

i 

W• stallen ona h1er be1
;· .,r: n .1tot ·i.·.t 11:· .olale 

: . . . . ,. . . 

' ' ' I , , I , , . . ' . . 
' ; . - " . '. ' 
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U1t a> o . 

gebied, waar geen eingular1te1ten optreden 
langs de rechten ·+ karakteristieken 

is · u 

C 

terwijl voor 

T > O·.· 

• 

· U . , 0, C ··· ·· a0 . 

5.2 volgt dan, dat in tlet 

geldt: 

, 7· ·5· . . . . 
• • . . 

We zoeken nu de omhullende van de karakteristieken '. 7 .4 ... Dez,e wor­
den gegeven door 

X 

0 

of: co 
t ""' - + 2 -"! 

a 

X. i • 

a 

2 

., "'' 1J'a r ·= 

t-T 

at - c0 .. 2 a -:c-

, T > 0 

.·. "t' > 0 

C 

a 7.7 

Het ''eerste rr punt voor de kleinste waarde van t van de omhullendE:: 

wordt gegeven door de parameterwaarde T O en 11.gt dus op de + karalc­

teristiek x = at., die het in rust zijnde gebied scheidt_van het gebierl 

wa.ar de beweging reeds begonnen is .. N.b. bij meer algem.ene functies ,, 

U t, be hoe ft dit geenszins het geval te zijn .. In dit punt is dus 
dC 



dus m < Q,. 

en deze aanvankelijk zeker zwak zal zijn., volgt uit 6.11.a vgl. 

ook de bijbehorende figuur , dat in het 1-gebled geen karakt.eris tieken 

van de discontinuiteitslijn uit in de positieve t-richting vertrekken 

. a.11ders gezegd: het front beweegt met superkritische snelheid t .o. v. 

de vloeistof aar1 de 1-zijde . Hie1~1it volgt dat hier de rusttoeatand 

' 
' 

X 

bli .ft heersen - de +karak­

teristieken bli·jvan reoht "met 

Volgens het voorgaar1d,e blij -,­

ven dan ook aan de 0-zijde de 

+karakte ris t 1e ken, ge ge ven 

door 7.4: bij benadering 

recht, zola':1.g de shock zwak 

is. 
In 'een p.11nt •t,·.· ... · va.n de 

discontinuitell;slijn x=r ·,t, 

heeft de· ,c+ kariakt.eristiek 

dus d,e r1ehtingsooefri,c1ent 
. + 

c1·• oo,,.·· 
. ' ' ' . 
' ' ' , 

- ' • • , I • 

kd t1,e ., e 
' 

. ' 

. ' . ' 

' '·/ !:, . 
. · .,; . - · . ,. .. ,,, .-.- . ,,_,i-,_-i:;:;,/-_.·-\-,. .. : · ., . --· b:,: .:-,, 
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c 0 + aT, waarbij t;---:;; en T voldoen aan 

Op grond van 

d~ 

nu dat bij benadering: 

1 co+ ar 

C 

a 

- • 

discontinuiteitslijn te vinden moeten we nu van het 

en 7 .9 de oplossing zoeken, waarbij voor T :: , o., t 

' 

stelsel 
C 

a ~ 

nnen We 

schouwen 
functies van_'C" te be­
door de pararn3ter T:; 

ligt een punt t,; . 

Uit 7e8 volgt dan 

en uit 709 volgt 

zodat we 

De oplossing 

t 

dt 
0 

hiervan:; die 

a 3 ' 
en met 7.8 volgt dan 

1 

1 
16a 

+ 

dt 
'-A-r: , 

aan de beginvoorwaarde 

--Z:--> 0 

t) C 
a. 

7.8 

waarmee de discontinuiteitslijn bepaald is. Samen met 

7.6 is hierdoor de beweging geheel beschreven. 

• 

voldoet is 

7.4, 7.5 en 

We merken op dat 

ken verloopt. Vgl. 

er de omhullende karakteristie.-., . 
. 3¥ 

7.7 • 

Natuurlijk geldt 7 .11 alleenj zolang de shock zwak is, d.w.z. 

zolang het verschil van de c-waarden aan weerszijden van het front 
1 

Natuurlijk kunnen we door het beschouwen van hogere benaderingen onze 

resultaten nog verbeteren . 

Voor het verdere verloop 

recht blijven moeten we dan 
bruiken. 

/ / 

weer het numerieke precede van 

niet meer 
· 6 ge-
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