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van een voorbeeld uit de hy-

1.

ux + a.‘g

a21ux + a22Vx

u(x,y) en V(XJY) onbekende functies zljn van

labelen X en y; u 5—— enz.

coefficlenten a en h zijn in het algemeen functies

We zullendeze vergeliljkingen, die een overheersende rol spelen 1in de
gasdynamica en in de hydraulica, in hoofdzaak vanult het standpunt van de
rijkste (in het alg
methode zal worden aangegeven, Daarnaast zullen aan de hand van

gevolgen van het niet-lineaire
relicht.

racticus beschouwen. De belang emeen numerieke) op-

rbeeld ult de hydraulica enkele
elijkingen (1.1) worden toeg

rakter van de versg

Karakteristieken.

We beschouwen het stelsel (1.1). Noem
S

8y Dy

0 voor alle 1 en j, dan zijn de vergelijkingen (2.1) afhanke-
De gevallen A ,, = 3& = 0 en A,}B Apy=
01j de algemene behandeling ook ult. Het blijkt:dat in deze
rolgende met geringe wijzlglngen geldig
We kunnen dan in het volgende
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%° + §2 £ 0.

We vinden dus: als in een punt van r het stels=<]

voor vV Zeker compa’
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* ks b

. 5 = t‘,;-’q.
b e 2l

We beschouwen nu bij de vergelljking:
vergelljking

A

in ieder punt (x,y,u v) twee ver-

TP -

1gen yix heeft en noemer sel (2.1) dar
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Integreren we deze richtingen tot krommen (karakteristleken) met para-
meters s resp. T, dan geldt dus langs deze krommen

yqg = T X

Vg =0 Xy
terwijl uit (2.4) volgt:

(A,‘,lO’-AB,l) u +(A12U-A52)VS = (H,lg "HB)XS
(AH’C ~A, ) Uy +(A127:'«---.---1@32)\;;C = (H,l'z* ~H3)xt

S

Tot dusver hebben we &én speciale oplossing van (2.1) beschouwd. Vat-
ten we nu echter het stelsel (2.0) op als vier vergelijkingen voor vier
onbekende functies x, y, uen v van s en t ( 0 en T zijn op grond van f
(2.5) bekend als functies van x, y , u en v) dan blijkt dus dat blj leder

oplossing van (2.1) x, ¥y, u en v als functies van parameters s en t ge-
schreven kunnen worden en dat deze functies voldoen aan het stelsel

(2.6).

Omgekeerd kan bewezen worden, dat ult iedere oplossing X(Syt),y(sgt)s
u(s,t),v(s,t) van (2.6) door eliminatie van s en t een oplossing van

(1.1) QEVOBden wordt, mits x_ % O, X # O (xs = 0 impliceart y_ = 0!)

Bewljs: 'é%8;4%}=ﬂ (ZT~CT):XS Xy # 0, dus s en t zijn op te lossen als
functies van x en v,

Dan 1s Uy, = U X + U,y

X8 vos (u

. +C7’u.y)x.S etc., dus

(A, - Azi) (u, +O’uy)+ (OA 5 - Azs) (v +va)mUH1 - Hy.

Met (2.5) en A, =0 levert dit

- +
G (A qu, + A v+ Agguy + Agy v H, ) - (A31u HA 2V FA U



W+ 8~ AV. 4+ a. U + 8., V.
21 GoqUx F 8o0Vy t A5zUy 24y

analoog met als eerste kolom.a13, 203

elijkingen (1.1)
g.e.d.

A13 # 0, gelden dus o0k de vers

ggebracht tot een stelsel (2.6)



Opmerkingen.

1. Ultgaande van het stelsel (2.6) kan men verschillende existentle-
stellingen geven (vgl. Sauer|1!, Friedrichs en Lewyl2] ). Het resultaat
1s, dat als langs een kromme K in het x,y-vlak u en v gegeven zljn,.
zodanlg dat de kromme nergens aan een karakteristieke richting raakt,
onder zekere dilifferantieerbaarheidsvoorwaarden de oplossing bestaat en

eenduidig bepaald is. Het gedrag van de oplossing in een punt P hangt
;f 7P daarbij slechts af van de waarden van

A ‘ ‘ u en v op het stuk AB van K, dat door
} | de karakteristieken door P ultgesneden
wordt (afhankelljkheidsgebied).

X

" . Essentleel biJ het bewljs van de aequivalentie van de systemen (1.1)
en (2.6) 1s dat %;%gf%%-; O , hetgeen onder de aannamen A, £ 0, ATE £ 0
en @ # T neerkomt op X £ 0, Xt £ 0, ‘

Nu stelt x = x(s,t); v = y(s,t) een afbeelding voor van het s,t-vlak
op het x,y-vlak. De krommen t = const en s = const zijn de karakterils-

Tieken-scharen.

X, = 0 (hetgeen impliceert y, = 0, daar g elndlg is) wil nu zeggen

dat naburlge karakteristieken s = const elkaar snijden. Is dlt langs
een kromme 1n het x,y-vlak het geval, dan 1is deze kromme omhullende

van de karakteristieken s = const.

Verder zullen, daar bijv} 2 =

de afgeleiden naar x en y van u en v cozijn in punten waar X of X4 nul
zljn. ‘

In de omgeving van dergelijke punten gelden de exlistentie- en eendul-
digheldsbewijzen niet meer. Indien de vergelijkingen (1.1) een physisch
probleem beschrijven, dan zullen we bij het optreden van dergeliljke
silngulariteiten moeten concluderen, dat de mathematische beschrijving
nier faalt en op physische gronden moeten beslissen wat er verder ge-
beurt. In 6?5 zal hiervan éen voorbeeld gegeven worden .

3. Het hier geschetste procede 1is ook toepasbaar op het geval van n ver-
gelijkingen met n afhankelijke variabelen en 2 onafhankeliljke variabe-
len. (Zie Sauer|1], M.Cinquini Cibrariol3?], Friedrichsi{4]).

De karakteristieke vergelijking (2.5) wordt dmn van de n° graad -
door leder punt in het Xx,y-vlak gaan dan n karakteristieken. We kunnen
nu de parameters van deze karakteristieken niet meer als nieuwe onatfthan-
- kelljke variabelen opvatten, maar met behulp van een iteratie-procede
lukt het toch existentie stellingen e.d. te bewijzen.

4 Z1ljn er meer dan 2 onafhankelijke wvariabelen, dan wordt het probleem
veel Ingewlkkelder - er zijn karakteristieke oppervlakken enz. Zie hier-

Voor o.a. Courant en Friedrichs|5! en Sauer L1J.

[
L



3. Karakteristieke functies,

Hoewel het systeem (2.6) een zeer geschilkt uitgangspunt is voor theo-
retische en numerieke discussiles; kan 1n een aantal belangrijke gevallen
nog een verdere vereenvoudiging door invoering van nieuwe atfhankelljke
varliabelen worden aangebracht.

In het geval van de een-dimensionale gas-stroming werden deze varla-
belen reeds door Riemann | € | ingevoerd. In het algemene geval kunnen we
als volgt te werk gaan (vergelijk ook Schonfeld .71, die een enigszins
andere methode volgt en direct uitgaat van de vergellijkingen (1.1)).

We schrijven de vergelijkingen (2.6) in de volgende vorm

ys - c+ XS = ( )
_ ’ (3.1)

Ye = € Xp = 0 . y

+ -+ 1+
A, u. 4+ AL V. = A, X

1 S % S é S (3.2)
A,‘ U.t + AQ Vt = A3 Xt ’

waarbl]

AT A2

- #0en x, #0, y, #0 (3.3)
A1 A

Beschouw nu de totale differentiaalvergell jking

Aq'du.+-Ag'dv =0, , ' (3.4)

waarin we u en v als variabelen en x en y als parameters beschouwen (de
coefficienten A zijn functies van x, y, uen v). Z1] /ug+een integrerend
factor # 0 en F+(u3v; Xx,y) de bijbehorende integraal hiervan (deze bestan
zeker; van de mogelijkheid om bij een gegeven stelsel eenvoudlg een inte-
grerende factor te vinden, hangt de practische bruikbaarheid van de vol-
gende herleiding af).



Beschouwen we nu u en v, die functies waren van s en t, weer als
functlies van x en y (dit kan, daar de functionaal determinant

Kunnen we ook F als functle van x en y beschouwen

+ .
Fi{u,v;x,y)= f+(x,y) .

_ ot o et
“fx X -i-fy Vg = (fx + C

+ oty
fy)x8

|

-+ o . ot +
Fu Ug +Fv Vg +Fx X +Fy Yo

Wi o I o ot +
(AT ug + AZ v)+ F X + By

I
i

|

(/Lt A +E’ + ¢’ )x ,

(3.5)



als functies van F', F~, beschouwd worden en de
Fficienten cii@n al worden dus functles van fig X en y.
karakteristieke functies.
celljkingen (2.6) hebben we nu 2 verge-
gen (3.6) en (3.7), die we aldus kunnen lezen:

een + karakteristlek, waar

dy = ot dx (3.8)

(3.9)

ekKenlngen ligt voor
egteld, waarblj u en

/ A .+ \~ ,
v (dus ook £ en f7) voor x = 0 als

functies var gegeven zijn,

gen we nu in (3.8) en (3.9)
de differentialen door differentiesﬂ
krijgen we (zle fig.)

7 (Qy ) -V (P1)=0+(P1) (x(Qq)-x(Py))

~-x (P

ple” V(Qq)-V(Byyq)=e (Pyyq) (x(Qy)-x(Py

R

waarult x({ Qi) en y( i) volgen (we nemen aan dat Pi en Pi +1 dicht genoeg
p1J elkaar zijn, zodat ¢ (Py)# ¢ (Py,.). Ult (%.9) volgt dan:




gte-eenheld in het kanaal is (

; _ m@ 1




(4.9)

(4.1C

=il nauegl

Volg and tussen p en /O :

2 | (4.1

}

len we al van de laat~te term van (4.10), dan zijn de verge-

gen (4.9) t/m (4.11) Julst de vergelijkingen voor de 1-dimensiona -

met exponent 2 (voor een polytroop




Voeren we de grootheid c(x,t) in

2 dp 2D _
cC = I = = = gh
Lo P

dan gaan (4.9) en (4.10) over in:

2 ctrﬁ-2311<;x + ¢ u._ = 0.

X

door

(4.

’
'

vinden we, als W = O

t T Co Ug =0

of
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krachten verrichte arbeld - de toename

door de druk

cle = energleverlies ten gevolg:
et hierblj worden, dat, terwijl blj de opstelling
wetten (4.2) en (4.6) geen continuiteit of differentieerbaar-

O en u verondersteld behoefde te worden, bljJ de af-
gemaakt 1s.

de functiles QO

g ge wrijving (we kunnen dan

van Euler), dan blijkt,dat de onderstelling 2

onderstelling 1. Friedrighs {9J heeft laten zlen dat
ren opgevat kunnen worden als verge-

geval de beweglngsvergell jking

cerste-orde ter

L1jking men van de oplossing van de vergelij-
ter O = dlepte x krom-

meter steeds zeer

als functle van u, hn etc., zijn vele geheel-
of half-empirische formules opgesteld (vgl.l8]). Een der bekendste (geldi
voor aal met bd>> h) 1s dile van Chézy

een kai
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T
C =

de + karakteristieken.
van de karakteristieken), dan zijn

= U + 2C constant langs
u + ¢ (de helling

3f+ + £ -
_——T_-’ C =

lineaire combins

I , of u
+

dezelfde waard

evenwi jdig te zijn san SP

De oplossin
r:ehite lijnen 2z

een rechte + karakteristilek.
e hebben (f 7).

sangs de - karakterlistiek
. en + karakteristiek C+‘op eni
- karakteristieken met de waarde f = f

Natuurlijk hoeft langs C¥ niet £7 = f

en ¢ constant, Dit

n die €_* snijden is f

0
- t cht,

_ + |
; verder is f = constant, dus C  1is re

+

7. C" hoeft dus ook niet

.

gen van (5.1) waarbij een der scharen karakteristieken

ijn (die dus constante waarden van u en ¢ dragen)

golven.D.»» enkelvoudlige golven kunnen als

er deze lijn blijven de f
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1ijn x = c_t wordt door de karak
overdelkt en er kunnen ' 1ijk punt dus
zekend worden — bv, 8ls In onderstaande

Flguur. In deze figuur is c¢c als functie van x getekend op drie tijd-

stippen t,, t, en t3: resp. voor, op en na het moment, waarop de eerste
singuleriteit optreedt.

C(I)i

aan een derge

ot b3
. .
: .
>



physisch internreteren?
er niet physisch re&€el zijn,
1gen ultdrukkeli jk veronder-

- E (6.3 )

mpuls-behoud) blijven gelden bij de discontinuiteit en dat W en de
afgeleiden naar t eindig blijven bij x = E , dan vinden we met (6

door het discontinuiteits:
Ve & t ( i’% . ’} 5 ) .
gaat het re




- 3
o _m Y " o) (6.6)
' 2 V., + Vv ) ' Tl
1 O
Hierult blijkt, dat als er een discontinuiteit optreedt, 7/ altijd
£ O 1is (7= 0 levert met (6.4) en (6.5) dataﬁi en u continu

zijn).

Nu stelt ¥ voor: de door de drukkrachten verrichte arbeid — de toenamc
van Kinetische + potenti&le energie per tijdseenheid voor de limiet
ay — 8,. Of anders 7 is de in het discontinuiteitsvlak gedissipeerde
energle., Het blijkt dus dat deze bij het optreden van een discontinuiteilt
niet nul Kan zijn. Op grond van de energie-wet eisen we nu:

7 2 0 (6.7)
waarblj het gelijkteken dus alleen bij continuiteit vervuld is, De aldus
gedisslpeerde energie wordt door de sterk wervelende beweging die in de
werkell jkheid in de omnmiddellijke omgeving van de discontinuiteilt Optrgﬁdﬁ
in warmte omgezet, zodat de energie-balans natuurlijk toch behouden blijf't
(6.7) drukt echter de onomkeerbaarheid van het proces uit. *
(6.4) t/m (6.7) noemen we de shock-relaties. We merken op dat alleen de
relatieve snelheden t.o.v, het front optreden -~ 1n overeenstemming met »~*

gallileische relativiteits beginsel.

Opmerking. In de gasdynamica, waar geheel analoge verschijnselen optreden
18 de temperatuur een essenti&el optredende parameter, die direct met
druk en dichtheid samenhangt. In plaats van (6.7) krijgen we daar een
ongelijkheid door de eils dat de entropie in de discontlnulteit niet mag
afnemen. | '

Dat de energie-wet, die 1n §§4 ult de bewegingsvergelijkingen afgeleld
werd, hier niet blijkt te gelden, behoeft geen verwondering: bij de al'-
lelding in 6;4 werd ulitdrukkelijk van de continuiteit en differentleer-

Anpamp

bpaarheid van u en}/> gebrulk gemaaktT,



We leiden nu enkele gevolgen uit (6.4) t/m (6.7) af.
Zonder beperking kunnen we m> O veronderstellen.
Dan moet daar /5 > 0, volgens (6.,4) en (6.7)
O< v, £V e
1 O
— _ —>
Poc - =

In (6.4) en (6.5) voeren we nu de grootheid ¢ in:

2 2p 3/5

c = = = ==
L F
Dit levert na enilg rekenen
2 2
c, t C4 = 2V VA
2 2
“o Vo T %1 V4
of o o 2 v 2.
) > 2v0v,} . > c‘?vc}v,1
O Vot 1 vty

| Hieruit VOlt . |
V0> C/;> CO> vv‘l > O

E(A)

!
“‘j‘"’"’*m —— //};
X

(6.8)

(6.9)

(6.40)



het kleinst,
front in,

>latieve snelheid superkritisch (v0:> co),
isch (v 1 < ¢ 4 )

1et front de absolute snelheld O 1s, dan
richting van de kleinste diepte (¢

-een ''ver-

grootheden op, (c,cq,vb,vq,féi), die de toestand
twee relaties
grootheden, dan kunnen we de beide
ongell jkheld kan dlenen om bij het optreden van meerdere

goede tTe kiezen),

Hiertussen kennen

andere berekenen

~inien

oplos

ng karakteristieken ten opzichte van de
é;(t) in het x,t-vlak.

(L
f=te
0
*
O
'
ct
e
.
-
-t
-
(D
frute
ct
Q
foend
fooke
Couts
-
e
il

dus

(6.11)
é <Cq+ '(6."2)

0 | ieder punt van de discontinuitelts
s | , +
|

4,>7f 11jn wordt gesneden door drie karak-
~ /

O Iﬁ : 7 + =\
\\x\\\\% Vﬁfﬁf teristieken (CO » C, 5 C, ) die

g ; oT—& (A) "van rechts" komt. .
| C:* i Daar ledere karakteristiek een gege-
’ | ven - '"transporteert" (de groothe-
#/l den ﬂi) beschilkken we blj de nume-
rieke integratie dus precies over
voldoende gegevens in de punten van de discontinuiteitslijn. Hier Dblijkt
opnieuw de onomkeerbaarheid van het proces: we kunnen alleen in de
richting van positieve t integreren (als er
dan 1is er natuurliljk geen voorkeursrichting voor de integratie).
Het integratie-probleem voor het geval dat de gegeven beg
een discontinuiteit bevat is hier mee opgelost. Het

geen di

scontinulteiten zijn,

intoestand
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daarom in de omgeving van dit punt reeksontwikkelingen Toepassen naar
een param=ter die de gsterkte van de voorlopig nog zwakke shock be-

schrijft (vgl. Courant-Friedrichs|5]| pag.156 e.v. en Friedrichs |11} ). i

o

Appendix. Volledigheidshalve geven we ook nog de resultaten voor m<O0O:

£1< g

v, = ey <-c, K< V,y<O0 | . (6.10a)
-+ s+

cl <c, <% <cq ‘ (6»“8‘)‘
05 < g | “ (6.12a)

waarblj de volgende plaatjes behoren:

1 )
k’ ' ..
. | _
Vo | \/; '
PR mf——T—— ,5......._/__.._. 1 & : . \“g\ ‘
j Py I
B & 1~
v _ ‘
.f-"C -+ ! C'-

(. Zwakke shocks.

We Dbeschouwen nu het geval, dat de discontinuiteiten klein zijn,
hetgeen we ult kunnen drukken door de eis dat 101 -Cq l <L ¢y ©of C.s €
we stellen:

o = ¢ (-7) (7.1)
C, =¢C (‘H—Z«) |

waarin dus | 3<< 1.



—t

vinden we &al-

7.2)

isgipatlie repre-

teristie-



Als nu s > 0 (dus c,>c¢y of m>0), dan volgt ult (T«1), (7.2) en de
+

deflnities van c-—, £ (pag.10) direct:

i e

. C ~1+C
O 2
% :———2——1— - 0(22’ +.;¢¢)

fo - ] =2¢ (... 237 + ...) - _
fo - £, = 2c (47 42 3+......m) (7.2)
CS*CT‘#QC (3--!—2 *3£+...)

e - ¢] =2 (33+ 273 F...)

En voor 2' < 0 (dus Ca> C

£y - £1 = 2c (Ml + 2%+, ) (7.3a)
£7 - £7 = 2¢ ( +2:245+.,.)
el - el = 2c (3131 + 2!y51+...)
Cqy = ¢4 = 2¢c )21} + 2!}3}-#...)

quzien hleruit:

1°. de karakteristieken worden "ocebroken? over hoeken dile van de orde

vanzr zlin; de helling van de karakterlistieken aan de O zljde 1s

altlijd het grootst;

2°, de discontinuite 1tslijn X = % (t) 1s in ieder punt '"bisectrix" van
twee elkaar in dat punt ontmoetende karakteristieken uit het O en
1 gebled (op afwijkingen van de 2de orde na), vergelijk de figuren
op pag. 14 en 15 - als 9’2 0, dan zijn het de + karakteristieken:

BOQ de karakteristieke functie, die behoort bij de "doorgaande'" karak-
teristiek (zle de figuren - als > Z 0, dan 1is dit ¢y iz vrijwel

continu (op afwijkingen van de derde orde na).






C '-'-TCO +3'8.T

terwlijl voor x > cqat u =0, ¢ = ¢,

We zoeken nu de omhullende van de karakteristieker

even door

{ x = (cytaT) (t-T)
0 = g% (¢n +a7)(t-T)= at - ¢, -2 a<T

of
(T >0)

ct

}
|
+

N
N

(7.7)

B - — (£> =)

Het "eerste! punt (voor de kleinste waarde van t) van de omhullende
wordt gegeven door de parameterwaarde T = 0 en 1ligt dus op de + karak-
teristiek x = at, die het in rust zijnde gebied scheildt van het gebiled
waar de beweging reeds begonnen 1is. (N.b. bij meer algemene functies
U(t) behoeft dit geenszins het geval te zijn). In dit punt is dus

' < =oo0 en hier zal de vorming van de shock-golf moeten beginnen.

g

o X




Daar we hiler ongetwijfeld een shock krijgen met co>~c1 (dus m <0)
en deze aanvankelijk zeker zwak zal zljn, volgt uit (6.11.a) (vgl.
ook de bijbehorende figuur), dat in het 1-gebied geen karakteristieken
van de discontinuiteltslijn uilt in de positieve t-richting vertre
(anders gezegd: het front beweegt met superkritische snelheid t.o.v.
de vlcelstof aan de 1-zijde). Hieruit volgt dat hier de rusttoestand
blijft heersen - de +karak-
teristieken blijven recht met

scoefficient ¢

Volgens het voorgaand 0
_ +karakteristieken,
door (7.4) bij
recht, zolaag de shock zwak
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cg = Cq + a7 , waarbij tjgen T voldoen aan

gm(oo + a7T)(t -T). (7.3)
Op grond van (7.3%a) geldt nu dat bij benadering:

ctyeT

d&€ 07T 1 | |

Om de discontinuiteitslijn te vinden moeten we nu van het stelsel
C
(7.8) en (7.9) de oplossing zoeken, waarbij voor 7 = 0, t :~é9 ,
c

& = ..g.. (7.10)

We kunnen dit stelsel oplossen door £ en % als functies van7 te be-
schouwen (op iedere Cgkarakteristiek, bepaald door de parama2ter T,
ligt een punt (t,&)).

Uit (7.8) volgt dan

aE dt
a-% = ~2a7T ~CO+at + (CO"*‘a‘t)a-%_

en uit (7.9) volgt

aE  a& dt
dz ~ dt - dT

zodat we wvinden

L. _\dt
(cotza¥)zs >

I

Y —_
> a'ta;—t_.‘f" at = CO + 2 a7

De oplossing hiervan, die aan de beginvoorwaarde (7.8) voldoet is

C
b= 2+ 5T, ; , (7.11)
en met (7.8) volgt dan
é) = _315 (co+a'2') (BCO-}-a‘Z') (T>0)
= == (cy+3at) (3cy+at) (> <) (7.12)

waarmee de discontinuiteitslijn bepaald is. Samen met (7.4), (7.5) en
(7.6) is hierdoor de bewegling geheel beschreven.

We merken op dat deze onder de omhullende wvan de Cgkarakteristggr
ken verloopt. (Vgl.(7.7)).

Natuurlijk geldt (7.11) alleen, zolang de shock zwak is, d.w.z.
zolang het verschil van de c-waarden aan weerszijden van het front
kleinis t.o0.v. deze waarden, dus volgens (7.5), zolang % a’(.‘<<co .
CNatuurlijk kunnen we door het beschouwen van hogere benaderingen on:ze

resultaten nog verbeteren).
Voor het verdere verloop (waarbij de ngkarakteristieken niet meer

recht blijven) moeten we dan weer het numerieke proce’de’ van § 6 ge-
bruiken.
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