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Een rc)bleem in confor·111a afbeeldin~. 

Sam.2:nvattin~. 
V ·• I.JJ&il 2¥3 p;f3i7TJ :·--_ 

Het in figuur 1 aan;e.:::ieven g.el)ied G wordt conform aff~0baeld op 

een halfvlalc, ·~odan·i,~ dat de or1eindig ven'~ punten van beide ~:)ebic­

den confc)rm op ~~lkaar 1r11~Jrden afQebeeld. Enk~le ontaardinGsgevallen 

worden beaproken. De oplossinQ van het eerste randwaarde-probleem 
vr)or G word t aan6e 6even. 

1. Probleemstelling. 

Gevraagd w{)rdt het bebied G van het complexe z-vlak., bepaalcl 

door 

-a-<. Im z <m voor O .t"~ Re z 

0 L... Im z < 0() voor 1 < Re z 

1 

~3ie fi;~,uur 1 , conform af te beelJen op het halt~vlak Im S)t OJ zo­

dan 1~~ da t de omgevi11g van het ptu·\t z ;: ep conform op de oml!>evins 

van h2t punt a a Cb wordt afgeb2e ld. 

2 ~ Schwarz-Christoffel transfot"Triatie .. 
I alll 7 1 l&A$f17 II&& :llfJI idlilllilt! balk PlllJl-•ll!J ;M tkl I. 1 I -•• IPI J:tt911111Tlf •• lid 

Door de probleemstellir1g is de afbeelding no6 niet eenduidig 

v a.s tge 1.e gd _ 

F F' 

0 l 

• 

f~ ig. 1 z-vlatt 

~;isen we bovendien, dat de punten z = -1, :r&sp. -ia en ·1 af'tf~·~•·· 

bee :1.,j \"/()rden in s .••· -·-1 ~, res?. O an 1, dan ....... • n we op· 6rond , .. ,ar1 · · 

algernene af·oeeldinssstelling en het spiegelio-gsprincipe verw;::1.c.i1cc~t1 
* dat de ~;ezc1chte afbeeld1ng bestaat en eendu1dig bepaald is~ 

De beelden v,,an de punten C en E zie fig. 1 en 2 moeten tllDsci·1 

Ben F liggen en wel aymmetrisch t.o.v. s = 0, st2l in -k'; resp. 

k• ··O<.. k 1 tl..1 .. , waarin k• een nog te bepalen constante is. 

gcvraagde afbeelding ala bijzonder geval afgeleid 1<:an warden. Zic, 
,:>olc Kob~r 2 .·., pag ~ 181 .. 
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Volf~ens de f 1)rmule van Schwarz-Christoff'el meet nu 
I . , ~ .,,, , ••• ., 

· 3 -1 

We kunnen hi~ri.n he,t tekan van de i .. ort~,1r·1.1.nctizs vast let1gen doo1~ 

de eis,,. 1ja.t z1J \roor s reeel en 

te bepale11 constar1te ·dle prJsiti.efr,_.:-.,!.._.:lmoet z1Jn 1.v.m. hat gedra~~, 
dz van. .- op· co .. 
"s 

Uit 1 kan z als f 1.2nctie van s b,jr~ekend worden met behulp van 

e 11 ipt iache integralen. Eenvoud1:;er 1s het echter., &en hulpvariabe .t.t~ 

tin te vocrcn door 

S ,,,,., d. n 
;tplii!,. ... t k J 

Door deze functle wordt h~t d3el 

0 <. Re t< K k 

0 < Im t '-.. 2 K k • . 

van het t-vlak zie 11g.3 con­

form afgcbeeld op hat halfvlak 

Im s) 0, waarbi.J de correspon-

k = . 
/ 

I I') 
1-k c, k )0 

C 

dentie tussen de verschillende fii. t-vlak -
bijzondere punten is, zeals in 
f1guur 3 is aangegeven. K k ia de volledige 
van de eerste soort met modulus k. N· 

elliptische integ,raal 

'an K k.'• 1'; k' .... K 1 .. 

dn t enz .. 

\Ale h~-= bben nu: 

s -1 2 dn t-1 = t = + i k ant 

.sn tis negatiefi!'1B3ina1r voor t = 1..-, Kt<.rr-.c.2 IC• 

2 1 2 
('"< k u -· 

• •• • , .2, ■ •• r O r•• u 'I 

en tis n::gati·:fre(?clvoor t:: 1-r-;,K•'-.,- 42K• 

ds 2· 
:.r k sn tent 

Dit l2vert mat 1 

dz dz ds 
8 • 

Door integratie volgt hier,.1it 

= i C 1 

' 

0 

• 

2 
1 .,.. C n t l ,.. ,· . • 

• I V I .... - 1 ~ ~JI l .. 1,,,~ 

t - 1 

4) 



waa1~1n :::~n. t,k. de zeta-t~1.1ncti~ van Jacobi is, ged.afinie~rd door 

E k t 

als Ek de volladi~~ 2111ptische integraal van de twecde soort 

met modt1lus l< is. V-:;l. Oberhcttin1:;t:r-Magnus., p.2'·~ en de app~n<.jix " 

We schriJv2n voortaan 

; zn tJk = zn t. 

mocten nu bepaald worden met behttlf) 

\ 1an d,:= c,)r~r~opor1cient12s tuss,::n de verachillen,.le punten uit het z­

vgl. a~ onderataande tabel. 
- •-..,_-. 0 " -~" ••"' • , r"' , "'T"I'~ ,,., a •, < , "'"'"""'loh ,.,,~ •" , ,Ml,,•~ - ii , . ...,~ 'ii'<>' .. ~ II,<, ' ""' .....,..., .. -~-• ,,•~ -- > ,,, __ , .. ,.,,., - -

' 
I t I '·"' . S Jl ' j • 

I • -I . 

t Q,r-•~•••~•,o>•,.-~,.•,+ 0 "4,1>•~• ~~~---~,-..,_ ~-~1',-->~~--Q>,<S - • •""'~ •••-,a -~•-•-•bi. I·--.. ~ ' 
• 
I • 

• ; • ; • 

[ 
A 

l co iK 1 " 
' ' ' ' • I ' 
' 

' ; 
• 

l"' • -1 -1 0 1 

I :) I 
i 

' • 

1 
' ! • • 

• 

C 
1 ,11 ia -k K • ' 

' ! • -I ' -" l J ' 

I : I 
I 

D -ia 0 K+iKI ' ; 

1 • 

' i ' t t I i 
I j I r:, l 

-ia k K+2iKt ' 1 t i 

CJ ' t j ' 

t 
I • 
' ' t ' 

F I 
1 2iK• ' . ·1 • I ' I 

l ll t'Slid iii 111 I '" _,i ......... ., ... ..,, .. ff,._, ... , •• .,. "'ii,, •••• • 11 s ' • 

2n de modulus k. 

a 

b 

C 

t = 0 

In C is t ... K .. , zn K :::: 0, dus z · C =·· - i 
. , ___ a 

! - t 

In D 1 s t .... , K + 1K • ; zn K + iK • = ?r 1 ... , dus 

ia 
'i<' •4~ - , " . , A 

•• 
Ti K-E . K" I 

K+iK I . ·. 

Na eni~e h2rleiding geeft dit de ver~elijkin6 
• 

a ~ + K• K-E 
t:: 

-1 , 

-1 == -1-1a, 

- 1 .. - 1"a. IQ 0 

die rnet ber1ulp '.iran de betrekkin6 van Lesendre 

herleid kan warden tot 

KE t +K I E - KK I .:..: ;.Y 
' 

K-E 
. f~' w, a 

iT 'Tr naar ,o J E van '2" nan ·t : 

dus b1.._euk in · 5 van O naar c.q • En we 1;,, z(·:,;~1~ •.... · 

blJ na~er onderzoek blijkt> ook monotoon. 

Bij i::c1ere positir.:ve waarde van a is er dus een en slechts eet1 

,~aarde va11 k, :..:,e le 6e11 tussen O en -1, waarvoor 5 ge ldt. De tr"ans­

forina tie is nu dus eenduidig bepaald en luidt: 



N .B. Daar~ 

her le 1,~:~ 1ng 

zn t -

o a - dn t 

.,ii 

- l. 

- 4 -

cn-r 
SnT 

-1 

,,,.n ''l · + en r dn -r­
"'-J sn L 

1 -t ,-e ~•• :t_b I 
·f . 

J..,I 

cn"t- dnT 
. Zn'T"' + sn""t'" 

s 1 K' +,:--
. en ·t.-,, 
.L s r1 "t"" 

• 

K-E 
- "· K'' 

Het lijnstuk t\D \ll.t t1et t-vlak t =-z iK' + -r, O 6 "t·•~ K. corres­
pondeert dus met de 1ma;~inair"'e a.s van zowel het s-vlak als van het 

• 

z-vlakj die dus op elkaar warden afgebeeld. Volgens het spiegelin~~s-
princ ipJ:: \iorden d.an ook pun ten in het z-vlak., die -,lkaars spie6c 1-

bee ld ziJn t.o.v. de ima~inaire as~ af3ebeald in punten van het 

s-vlal·c; die oi:)1{ E~lkaar epie~.elbeelcl t.o.v. tje 1ma61na1re as ziJn. 

Uit de forn1ules 7 volst,, da.t v 1:>or klcine rr-geldt n1.l).\t., cie 
. i r ~ · , ·::. . t . l 1 J 1 on \V' .~ '\,. •.c..... . n ,J"·"' n \iroor sn T 

append i :',c 

z iK •+ ~ 

s. iK 1 + r-

, en2:. :.:~ie Oberhett1nger-Ma;;;nus en de 

i 
E• 

1 

·1 

-

2 
1+k r + 

- . l 

• 

' . . 

6 .. ·T+ . . .. 

waaruit volst~ dat voor grate z geldt 

2 k ·1 
+ .... 

De af'b23 lcling) is ::)p c-. c~l\,t~J i11derdaad coni~orm en 

ds 

z .,.,, "'° 

· zeals ook direct uit 1 volgt .• 

Met behulp van de 11e~~even afbeelding van G op het halfvlak 

Im s > O kan het volgende projleam 1J1pgelost warden: 

GeG;even aen continu~ reele functie z· op de rand van G, 
voor :•z\ ➔ OO ·z op· niet aterke:r'ii aaJ1isroeit dan \z\ , Oi>O. 

• •• 

t; ·1. ·' ,,l, '- . .,,. 
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Gevraagd een complexe 

waarvoor lim Re z 

functie ,...,. 
Li c1ie in G analytisch is en 

als is. 
r;,,=z 
.-w 0 

• 

Voor de oplossing hiervan gaan we uit van de formule van Poisson-
• 

Scht\1ar·3 zie bv. t\Teber l:. :; pab. 365 J die het analoge proi:)leem 

oplost voor het geval dat het beschouwde gebied een halfvlak 
., 
is: 

00 

s sat a 115-

"i, I l 

-0:) 

1 __ 1_+_0-s 

1--! Q 

is een in het bovenste halfvlak analytische functie vans met 

lim s s ~ als s op de reele as ligt> mits s con-., 0 

" lS en voor \st➔ (X)- niet sterker aangroeit dan 

Door de substituties 

3 - dn t ; o- ..... - dn rt..,. 

-dn t t 0 , -dn t 

de functie t .. 
'Jr i. 

r 

--, +dn t dn t <.." 
- - -----------·· SD e, ·en 'l ... ,.,,, " '' 2· ... \. 
dn t-dn ·t 1 +dn T-

waarbiJ ~eintP~rc2rd wordt langs de rand r van het gebied G uit 

het t-vlak dat in f'ig~ 3 is aange~even, is een in G analytische 
l ':: !' 

.L. 0 
i :] i --- co n 1~1e on1gev .. g uian t ·· iK I niet sterker aangroeit 

mits t 
dan 

1 1 

✓ )0 dn tJ sn ten en t hebben int iKt polen van 
, 

de orde 1 (J 

.. 
l'-Jt.:t w,:>rdt door 2 

l 
Er zn t - I{- .ti: t 

K 
-1 

,,-

ba 

op ons gebied G uit het z-vlako Alsop ue rand 
ranclv~aarden 

rand.1/1.!8 Etrd en 

op 

1 1 • ,, 

• 

" Vul len 

6a en 

z 

-· ~-,. "''" ... 
I 

~ 

we 
' 

•• 

reeel 6 egeven ziJn) dan corresponderen hierm2e 

,. 
,.., ( 1. 

\ R t 
. ...I 

zn t - K-E -1 ~, 2 

r1u deze functie in 1 1 • lnJ dan wordt c1(_)01) 

t -

een fu.n r- +- -; ,a ,0 ::..: -.. 0 ( z die het gestelde randvoorwaarde­

z continu is en voor p r 0 ·t) l r-:· 21n v o o 1 he t 

grate 1z\ lanbs 

t:.:> , .. ~l i' p j G Op 10 s t :; 
1··, niet sturker 

mits 

aangroeit 

t bij iK 1 
i 1 
E 1 .. ·t.:.. ik* 1 • + ., .• is i1n1:1e rs z t • 

. J 
> 0 VOOI' 



6. Ontaarding voor grate a. 

We beschouwen nos eens de vergelijking 5 

K-E 
E• a • 

waarui t de modulus va1'1 de f·unc ties van Jacobi bepaald moet warden. 

Als k dicht bilj 1 ligt dus kt dicht bij O dan gelden de voleende 

ontwiklce lingen: 

E k 

• 

1 + 

t2 .... 1 + 0 1c 

. } \ 

2 

Hiern1ee vol~t uit 

2 ln 4 
-1 .,..._ 

lr ' 
, ... ,. 

• ,.,..., 
•• ( 4o 

_ ._ 

of k 1 :.-:: 4 e 

a 

0 k 12 
+ 

-2 ~ ,,,4 
Als a o 3./18 volgt r1ieruit kr ~ 10 , aus k-:.:....:1 - 0;5.10 • 

Voor betrekk2lijk kl2ine -~ zijn de functies van Jacobi dus reeds 

vriJwel geheel ontaardo Het is dus zinvol, na te gaan hoe deaf-
• 

beelding wordt voor k 

Voor k - 1 hebben we 

1 dus a -- ar, . 

sn t zn t -.. tgh t 

en t dn t 1 
Ch 't· 

K C a-:.J E 1 J Kr E• ~ --- 2 > 

Dit levert in de formules 6 

2i tgh t t 1 z -1,- • 

1 s - ch t 

• 

• 

• 

13 

11l· 

De hierdoor gegeven a1·bee ldin3en zijn ui t de figuren 4, 5 en 6 
af te lezen: 

• 

I 

.:!_1 0 1 p 7h .. , ............. ··-· ·--··••-l---~---·-· --·.,·-···~- ,..... 

_I) 

fig.4 z-vlak voor k=1 

" 

A .B 
,..._.,--_:,:--: ,......,.-- ,-- .--r- .-i- ,-- ,..._ ,--

,r., 1 

f}ig.5 s-vlak voor k= 1 

• 



U:it r-l ·~ ·,,, ( ... 

levert 

I 

21 -
1 -1.n 

' .. ,,,, ~ :.,_ i 

' 1 -. s 
8 

··--

J) 

t-vlak voo1~ k=1 

+ 
'""a • ., 

2 1 -,s +1 

is "Joor· -1 ( s < 1 en voor de lo1;ari tl1mc d'3 hoof"dlogari throe. 

15 

• • reee ]_ 

s~n 0r1i 0 szins ander ~eval kr1jgen we, wanneer we v66r de ontaar-,,, 

din~ het z-vlak over i a verschuiven, het t-vlak over -K verschui-

ven 211 hr.::t s-vlal<: met ,, , t .o. v .. 

We hebb3n dan met 6 en 5 ... 

t ... t-K 

f"" '.!?" :?: + ia 1 zn t+K K-E t+K -1 + 1 K-E 
' -- 111%1-

LI ...... -.,1. - " K 
•• n: .E, 

E , t 

1 sn t en t K-E ,_,_ 
'-'"" ·s;;•11 h. t 

...... 1 ·1 - 1 
8 s dn t+K - .., 

-- - • .. - I~ ' 
•• 

t I 
' \,, ~( 

Laten we nu k naar 1 gaan, dan krijgen we 

- - 21 
rr tgh t - t~h t - t 

Joi .... 

- ch t 

oi, na eliminatie van t 

H113rbij bel1or2:.n 

A 

l 
' ' ,, 

i 

onderstaande figuren 

A 

II C 

5 I ti .,. -

21 

!D 
0 

~-74:, ''*,. .- : ... ,.-.,.,..,~ ll--T' ., T.,.,,. ' 

-

t -1 

' --

... ~i . 

z- la\c V<)o1·\ Jc ..... 1 fit· .8 
tl_ljl'.Jt I ns:2 41 Tat I I 

s-vlak voor k=1. 
' 

. 
' 10 
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De fi~uren 1~ 4 en 7 laten duideliJk het verschil tussen de beicte 

ontaardingsvc)rm2n zienD Indi2n l{ nadert tot 1, dan warden de for­

mules 14 en 16 natuurli,_,k niet unii'orm int geapproximeerd. De 

fir1uren 4 en 7 d•:)en nu ver11i·1oeden:, clat in de omgeving van z== 0 de 

eerste ontaardingsvorm 2en goed beeld geeft, terwijl in de omgevin~.J 

van z = -ia z = 0 de t\Jeede vorm veel bater is . 

• 

Lit2ratuur: 

1 

-,, 
.) 

F.W. Carter~ The 1na~netic field of the dynamo-electric machi112, 

Journ.InstoEl.En~$ 64~ 1115, 1926. 

H. Kober, A dictionary of conformal representations, 

New Y0rk 1952 Dover . 

F. OiJerhcttin~er und W. IV1agnus> Anwendun6 der elliptischen 

Funktionen in Phys•ik und Technik, Berlin 19490 

E. 't!Gb:::r;, ::~lectror11a6n:2tic fi2lds.:, Vol .I> Mapping of fi2lds, 

l\Jew Yorl,c 1050 ~ --

• 
• 



• 

- 9 -

, 

• 

Appcndi:;c c r~~n i2~e formules ,,·oor de functie zn t 1 l{ . 
• 

v·Je ~::,eve1'1 in deze append i:( zonder bewij s enl<e le formules voor d~ 

zeta-functie v·an Jacobi die in de tekst gebruikt zijn en in de 

lit2ratuur niet systematisch bij 2lkaar staano 

'~n -t - ✓:n t 

zn 2K+t =-
• zn t,. 

zn 2iK 1 +t 'Zn t 7r i 
K .. 

zn 0 0 ·z;n K 0 

Z11. K+iKt 7ri - 2K 

iD iKt heeft zn teen pool met residu 1. 

zn s+t =zn s + zn t 

zn it i - zn• cnrv 

waarin met zn 1 t bedoeld is zn tJk' unz~ 

zn K+t Zll. t 

Zl1. iK f +t zn 

~n K+iK«+t 

Ontwi1cke 1 ingen: 

zn 

zn 

·7n • ..J 

t . ·­

K +t 

K-E t _ 
K 

K-E 
K 

iKt+t 1 
-·· t -

zn K+iKr+t -

Ontaardingen: 

0 

sn ·c 
771 

- ·2K 

sn t dn t 
t - · · · · · ·c n t ... ··· · 

-
3 

;) t + • • • 

1ri 
2K + 

--

K-E 
K -

2 
1 -1< 
3 

3 
?r'i 
2K 

- B t 
K + .• ~ 

'Tri 
- 2K . 

3 t + 

t + 

zn t:; 1 tgh tc 

••• 

• 0 • 

• 


