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De i1nvloed van stationairs wincvelden op een wee van constante dispta

1. Inl=aiding en overzicht.

- i . o A 2Y . -

In dit rappaﬁf)zullen windeffect en driftstroming ) ten gevolge
van stationalre windveldsn behandeld worden. We baseren ons daarbiy
op de door Schalkwijk [1] geseven differentisalverzelijiking.n voor

Ze statlionaire stromine van een z<e onder invloed van tangentiela
windkrachten swaartekracht, Coriolis-kracht en inwendiie wrijving.
We zullen de door hem afgzelelde vergelijkingen, die gebaseerd ziljn
op cen vri] groot aantal aannamen en verwaarlozingen, nier zonder
discussie als uiltiangspunt nemen.

Verder zullen we steeds aannemen, dat niet de windsterkte, doch
de tangentiele kracht W, dle de wind op het zee-oppervlaik ultoefent,
gegeven is als ifunctie van de plaats. We kunnen dit vectorveld, dat
we in het volgende - enizszins onjuilst - steeds het windveld zullen
noemen steeds beschrijven met behulp van twee scalaire velden, de
windpotentiélen°

Indien we onsg beperken tot het geval dat de zee in rusttoestand

-
overal dezelfde diepte heeft ))3 dan is het mogelijk een complexe

analytische functie - die we de complexe potentiaal zullen noemen -

te definieren; met behulp van deze complexe potentiaal en de wind-
potentialen zijn het windeffect en de stromingssnelheld direct te

vinden (zie 2). Als de zee ezheel of gedeeltelijk door kusten be-

grensd wordt, dan kunnen we randvoorwaarden en nevenvoorwaarden

aangeven en in de meeste practisch: voorkomende gevallen is de op-
lossing hierdoor eenduidig bepaald (3).

In 4, worden enkele speciale '"windvelden" besproken. In het al-
gemeen is het veldET te éplitsen in een rotatie-vri]j en een diver-
gentie-vri» deel, die we, dank zi,; de lineariteilt van alle verge-
lijkingen, afzonderlijk kunnen behandelen., Het blijkt dat biy een
rotatievrij windveld de complexe potentiaal constant is, zodat de

oplossing van het probleem hier geen moeilijkheden levert. Speciale

1) Dit onderzoek werd verricht onder leiding van Prof.Dr D. van
Dantzig.

2) Onder windeffect resp, driftstroming zullen we verstaan de ver
hoging van de zeesplezel, resp. de stroming, die het gevolg is
van windkrachten (ter plaatse of elders). We maken ons dus los
van andere effecten, zoals die van getijden, verschillen in tempe-
ratuur of soortelijk gewicht e.d..

3) In een volgend rapport zal het geval dat de zee bestaat uit
meerdere delen, die ieder een constante (verschillende) diepte

hebben worden behandeld.




gevallen van rotatievrije windvelden zijn het homogene windveld

(ﬁ = constant) en de zy. singuliere windvelden, waarbij de wind-
potentialen een logarithmische singulariteit hebben. (Het windveld
is circulair, d.w.z,. rotatie-symmetrisch‘om het singuliere punt en
de sterkte 1s omgekeerd svenredip met de afstand tot dat punt).
Van de divergentievrije velden worden speciaal behandeld de cir-
culaire windvelden ("circulaire depressies') waarbij de windkracht
ﬁ langs cirkels om een vast punt (de "kern" van de depressie) een
constante absolute waarde W heeft {die op een gegeven wijze van de
afstand tot de kern afhanzt) en tangentieel gericht is.

In 5. behandelen we het - zeer eenvoudige - geval van een homo-

geen windveld boven een begrensde zee.

Als de zee niet begrensd is, treden enkele bijzonderheden op.
Dexe worden in O, en 7. behandeld voor het geval dat de zee een Egiﬁ
viak, begrensd door een rechte lijn, beslaat. In 6. beschouwen we
enkele circulaire windvelden, waarbl] speciaal het stromingsbeeld
en de niveaulijnen onze aandacht hebben. Bij het homogene windveld
blijkt een extra-onderstelling nodig te zijn om de stroming en het

windeffect eenduidig te bepalen (7).

Dank zij het feit.  dat de complexe potentiaal een analytische
funectie is, bezitten we een zeer belangrijke steun in de conforme
afbeelding f{als de diepte van de zee nilet meer constant ig, dan
missen we dit hulpmiddel). Voor een singuller windveld boven een
willekeurig enkelvoudily samenhanzend zebied, kan de complexe potens=
tiaal direct opgeschreven worden (8), voor een willekeurig windveld
kunnen we met behulp van de integraalformule van Poisson de complexe
potentiaal steeds in de vorm van een integraal schrijven (9); in
eenvoudine gevallen kan deze natuurlijk berekend worden.

Tenslotte beschouwen we in 10. en 11. de door Schalkwijk gegeven
vborstelling van de Noordzee als rechthoekige baal van een oceaan
die een halfvlak besglaat. Met behulp van de conforme afbeelding van
dit gebied op een halfvlak kunnen we het effect van een homogeen
windveld boven dit zebied exact berekenen. Het blijkt dat Schalk-
wijks voornaamste resultaat (het windeffect in "Hoek van Holland")
bevestigd wordt. Doch zijn aanname dat het windeffect in de eind-
punten van de grenslijn tussen oceaan en baal nul zou zijn, 1ls zeer

aanvechtbaar.

Deze studie is gegroeid ult de wens om Schalkwijks resultaten
voor het hierboven genoemde model van Noordzee en Atlantische
Oceaan op een meer exacte wijze af te leiden.

Daarnaast bleek ultbreiding en vereenvoudiglng van de door
Schalkwijk voor een rotatievrij windveld in principe aangegeven
berekeningsmethode mogelijk door gebruik te maken van de bovenge=-
noemde (bekende) splitsing van een vector-veld in een divergentie-
an een rotatie-vrij deel en de daarop gebaseerde beschrijving van
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4).

zulk een windveld met behulp van twee wind-potentialen
Het resultaat iz, dat voor een zes van willekeurige vorm en
constante diepte de stationairs toestand, die bi) een willekeuriy
stationair windveld behoort, in principe pgeheel berekend kan wordan,
In deze ultspraak zijn drie zeer ernsti.e beperxin.en besloten,
die. behoudens de laatste, zeer wezenlijk schijnen en geen van allen
eenvoudig op;eheven kunnen worden, Waar schter in het hier bereikte
mozelijk ook al enkele bruikbare resultaten schullen, hevben wij
semeend, deze reeds thans in eesn rapport te moeten samenvatten in

de hoop, dat door discussic hiervan sen uitzicht op verdere ont-
wikkelinien geopend kan worden.

Veel van het hier voliende is ontstaan en gerijpt tijdens de bij-
na dagelijksze besprekingen ma2t mijn collega Drs T.¢.Braakman. De
vervaardisin, van de bij 6. behorende platen is geschied door
Mej. G. Botterweg van de Resksnafdeling van het Mathematisch Centrum.

2. Invoering van de potentialen,

We nemen aan, dat het zee-oppervlak in de ongestoorde toestand
een plat vak is - het x,y-vlak (van de kromming van de aarde zien
we af). Daar de optredende grootheden dan functies zijn van twee
variabelen (sealaire velden en vector-velden, waarbi, de vectoren
in het x, y-vlak liggen) zullen we in het vol_.ende eni. gebruik
maken van vector-analvse in twee dimensies, Hiervoor zijn versghil-
lende formalismen mogelijk (cf .Brand,[2). p.421 e.v.). Om eghter
zo dicht mogelijk blj het algemeen bekende formalisme van de drie-
dimensionale vector-analyse aan te sluiten, zullen we ons x,y-vlak
ultbreiden tot een drie-dimensionale x,y,z~ruimte, zodanig dad
X, ¥ en z-as een positiefl georienteerd.assenstelsel vormen. ..

Do aenholidsvoctor langs de goathiows 248 QO2MIG ‘1w %i

- © ~  Besehouwen we nu onze twee-dimensionale scalar- e vece
torvelden formeel als drie-dimensionaal {de velden hangen dan niet
van z af en de derde component van de vector-velden is identilek
nul). dan kunnen daarop de normale operatoren gradient, divergentie
en rotatie toegepast worden.

Twee bljzonderheden kunnen we hierbij opmaken. De rotatie van
een vector-veld W =(w1(x,y)) wy(x,y)) is

D W DW
- 2 Ty T
rot W = (bx - BY') k.

Dit is een (axiale) vector die slechts een component heeft (lood-
recht op het x,y-vlak), dus in wezen een scalar. Van betekenils is
dan slechts de operatie ﬁnrot (met . wordt het scalaire product

-, G o e qny - -

4) Op cdeze mozelijkheid werd onze aandacht gevestigd door Prof.Dr

D. van Dantzig.




aangeduid) die levert

bw D W
—fcgrot_v? = b:«:g - 33’1 .

Omgekeerd 1s het zinvol, bij een scalar-veld q7(xdy) de rotatie van
het (axiale) vector-veld (met slechts een component)l??(xyy) te
begschouwen. We vinden hiervoor

rov K¢ = (3% - ).

dus een vector in het x,y-vlak.
Voor verdere rekenresels an verbanden tussen de verschlllende
operaties verwljzen we naar appendix 1.

Verder zullen we van het reele .x,y-vlak vaak overgaan naar het
complexe z = x+ly-vliak. Ook zullen we voor een reele (0. complex )
functie F van de twee varilabelen x en y soms schrijven F(z)y waay-
mee we bedoelen F(Re z, Im z).

Het gebied van het z-vlak (of x,y-vlak) daf door de zee ingenomen
wordt, zullen we vaak G noemen, de rand (kust) van G noemen we 1. .,

In het al_emeer zulletr we onder een gebled steeds verstaan een,
al dan niet bexrensde, open, samenhanzende punfverzamelin,, waarvan
de rand bestaat uit een eindig aantal continu differentiecerbare
krommen. Deze voorwaarden leggen we ook aan G op.

’ ot L B I

ZiJ ﬁ(xyy) de schuifspanning, die de wind in het punt (x. y) langs
het zee~oppervlak uitoefent, ﬁ(x,y) de verhozing van de zeespilegel
boven de ongestoorde toestand tengevolge van deze schuifspanningen i
{ het windeffect) en §(xjy) de Integraal van de door deze schuif-

spanningen veroorzaakte stroomsnelheld in de zee, genomen langs een
verticale 1lijn door het punt (x,y) van bodem tot oppervlak, dus de
“"gotale stroom in (x,y)".

Z1j verder

W = hoeksnelheid van de aarde,
? = gemiddelde geografische breedte van de beschouwde zee,
1 =2 u)sincpg
p= dichtheild van het zee-water,
m= virtuele viscositeitscoefficient van het zeewater,
2

D = WTV/-Ef% (de "Reibungstiefe" van Ekman),
H = dlepte van de zee in ongestoorde toestand,

_ D N
A = g (door Schalkwijk g genoemd), (2.1)

g = zwaartekrachtsversnelling.
Iy7We zien af van andere oorzaken, zoals drukverschillen in de lucht,
verschillen in temperatuur en dichtheld van het zeewater, die
veranderingen van het zee-niveau en stromingen tengevolie kunnen

hebben.
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Dan luiden de vergelijkingen (11) en (12) van Schalkwijk voor de
stationalre stroming van een zee onder invloed van wind-schuifspan-
ningen, zwaartekracht, Corlolis-kracht en inwendige wrijving in de

hierboven aangegeven vector-notatie (met x wordt het vector-product

aangeduid)

3

jé‘ H grad ¢

o
(=)

clv

=

maken we

T
o

Om deze vergelljkingen in prettiger vorm te brengen,

brulk van drie lemma‘'s, waarin welbekende stellingen in een voor ons

zo g2schikt mogelijke formulering segeven worden,
a2 L 5 .'.'_’9 -
Lemma 1. Als voor een continu differentieerbaar vector-veld u(x.y)
. e —>
geldt k,rot u = 0,
dan iz er een scalar-veld 4/ (x,y), zodanig dat
~)
u - zrad NV 2
- A 2 5o 3 : =
Als voor een continu differentieerbaar vector-veld v(x,y) geldt
R ~¥
div v = 0,
dan is er een scalar-veld 99(1 v), zodanig dat
= .
vV = - rot x<p .

cen additieve constante na eenduidig bepaald en
sebled

cp

&

@ en+ zijn elk

in een enkelvoudiy eenwaardig.

> sainenhangend

Lemma 2., Als voor continu differentieerbare scalar~veldencp
en\p'(xﬁy) in zen zecker gebled G van het x,y-vlak geldt

1ad\k =

dan 153 q>+ 1Y een in G complexe analytische functie van de complexe

-3
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dat een rota

cbled eenwaardi.

het omgekeerde van deze stelling geldt.

ontinu differentiecervaar vector-veld

g; X,y) en y/(x,y) te vinden, zodanig dat

grad'@r,
iy van

X

en y 1s hierbiy op een additieve

= wnoeen

X + 1y na eenduidig bepaald en iun

ekos

’:x
Ien

wordaen.

“ D
tie-vrij vector-veld voorgesteld kan wor-
potentiaal en een divergentie-vrij
Omdat onze vec-

als rotatie van »=en vector-potentlaal.
-dimensionaal zijn, kunnen we voor de vector-potentiaal
eld nemen, dat overal csvenwljdig is met de z-as (E 9})
zen een scalar-veld is,

on Ywertasing® van de verseclijgkin,.n van Cauchy-
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Temma % ig het tweo-dimensionale analogon van de stelling, dat
ieder vector-veld tes splitsen is in een rotatie-vri, en een diver-
gentie-vri, bastanddeel (en dus voortgebracht wordt door cen
gcalalrs en =en vactor-potentiaal). De bewering voor de esenduidig-
heid van ( +iyr volgt direct uit lemma 2. Voor een eenvoudise metho-
de om bl, een gegaeven veld 3’(pen'wfte epalen, verwl jzen we naar
Brand ([2]. p.keh),

In appendix 2 zijn de bewljren van de lemmats kort aangepzeven.

. , . - -
We iren nu teruz tot de vergelijkingen (2.2) en (2.3). Als ¥
een continu dilferentlearbaar vector-veld is, hefgeen we aannemen,
Jan kunnen we op arond van lemma 3 schrijven

T J%QQ (rot.ﬁ U + grad V) (2.4)

saring

De scalaire velden U(x.y) en V(x,y) zullen we de windpotentialen

noemen.

In het volgende zullen we vaal aannemen, dat U en V segeven zijn.
- Deze grootheden '"bren .en het windlkrachtenve 1d voort". Uit (2.5) en
lemma 1 volgt verder dat er (mits S continu differenticerbaar 13,
wat we aannimen) een functiz @ (x,y) i1s, zodaniy dat

2 gy

1S:-ﬁ-,)—r-rotf@. (2.5)

@noanzn we-om redenen die nog zullen blijken - de stroomiunctie.
Vullen we (2.4) en (2.5) in (2.2) in, dan volgt na deling door
)

=D . . .
- $= . en georuilkmaking van (2.

- - Y -
K®xrot % @+ A rot 1{@: rot kK U + grad V + —_1\- gradﬁo

-

Nemen we aan, dat H en D (en dus R.) constant zijn, dan volgt hier-
. ‘ ™ -
uit (dear & x rot K@ = grad®)

rot L(A0 - U)+ grad (O-v - L& )=0 . (2.6)

4
A

Uit lemma 2 volxt nu:
er is een complexe analybische functie (die we de complexe poten=-

tiaal nocmen) i
(z) =P e+ Wixy),

wasrvoor geldt

d, O-v-Licg-VY.

S

D
i
s
i

Re(QL+ U + 2 V), - (2.7)

—_-C}'-!—U--/\(—\V+ V)= Re(1 + 1 A) (CL+ U + 1V), (2.8)




Hieruit blijkt dat de "physische grootheden! ghen C,bekend zign,
zodra we de analytische f{unctie (L (z) bepaald hebben.

De factoren in de rechter leden van (2.4) en (2.5) zijn zo geko-
zen dat{d ,69 o U en V elk da dimensie van een lenzte hebben. Verder
ziin deze [aetoren onalhankelljk van H. Dit is voordelig wanncer we
ons interesseren voor jebieden, wasrin H in verschillende deelgeble~
den een verschillende (constante) waarde heeft (dg srootheid D hangt
in zerste benadering nizt af van de diePte). Deze zevallen zullen
behandeld worden in een aitzonderiijk rapport.

We =ullen in het volgende vaax de verschillende grootheden als

s . rekenen met hun getalwaarden na aan-

\Y

Jimensieloos wezchouwen, d.w,

name van zeliers eenheden. We zullen bijvoorbeeld schrijvenil.: In 2z,

hoewel de . rootheden (L en z beide de dimensie van een lengte hebben,

2. Randvoorwaarden :n cenduidizheid.

Door de eis dat()l (z) een in G analytische functie is. is L nog
niet bopaald. Hiervoor ziljn randvoorwaardasn nodig,

We beginnen met de vraag naar de stroomlijnen bij cen eeven
functie C)(x,y)w ZyLj 8 eesn wvenheldsvector rakend aan een stroomlii_n

;—)

- s e -
(dus 5 is evenwijdlsz met 5), 1 = & =«

wy

ce normaal hizrop {de %%éhv
i - . . . , -, .
ting van n 1s zo gzloien dat bij een gesloten kromme n Ge inwendige
.§ ] 3 : 'Y
normaal is als s de ricntlng van de positieve vmloopszin - tesen de
wijzers van de klok in - heetit).
. -y R . -
Uit #1.S = 0 volgt dan met (2.5)

0 = - 0. (rot £@)= ~(Fx?).rot E@= 2. (Exrot %)= 5.gradB= 'ﬁ@% ,
Langs de stroomlljnen geldt dus: ' %
lj: conat of: §’+ U = const. (BQT%'%

\

Z1j vervolsens L cen willekeurige {continu differentieerbare) kromme

dle de punten A en B uilt G verbindt., Z21j s de booglengte langs dese

Lrommea (n de normaal). Dan geldt voor de totale stroom Ei‘AB door

deze kromme (zic [ig.3.1)

§ =
ZABz ﬁ . e o=

2 B A
B
g = - %E S ﬁlrot??@ds =
A
s e '
= D - 8D
T T S ST = mr ©5-8).  (.2)
£iz, 3.1 B

Dit resultaat hangt cus allecen arl van de punten A 2n B, niet van de

gkozen krommo.




Het verschil van ‘& wasarden van E), behorende bi; twee verschillende

e

stroomlinen zeceft dus (op een factor na) de tussen deze stroomlijnen

donr stromende vloeistof-hoeveelheid aan. Het 1s daarom, ‘et we (9

e soroomfunctie noeman.

We beschouwen ook de circulatie van de stroom langs een gegeven

gesloten kromme X, zonder dubbelpunten, die e
hangend deelgebled G van G omsluit; we definleren deze door
b e
Cu = S. ds.
P
X
Met behulp van h\c theorema van Stokes vinden we

e

4D LT - 5 D S N
CS= - 1T § (rot x @).db = - 1%7—1- Jj k.rot(rot &k @)dO:
>~ G’

2D 10=

daar ilals reéel deel van een analytische functie, een potentiaal-
functie 1is, dcw.zbél‘@ = 0. Analoog gzeldt voor de circulatic van het

windkrachtenveld langs dezelfde kromme

- — i - D -
C. = .ds= i.rot 7 d0= - & k.rot(rot NU+ ,radyv )do

" av
i T ey

= J%%E i[gg U 40,

G

N

We hebben dus

— et
Cp = NP1 Cy = Jf K.rot ¥ do (5.3)

Daar esn kust (rand van het gebled G) zeker een stroomlijn is,
seldt als randvoorwaarde langs ecen kust volgens (3.1)

Re =P = - U+ const. (3.4)

We beschouwen nu achltereenvolgens

1. be,rensde enkelvoudilg samenhangende sebieden,

2. niet begrensde enkelvoudlg samenhangende mebleden,

3. mezervoudig samenhangzende gebieden,
=n zullen nagaan welke bijvoorwaarden er naast de randvoorwaarde
(3.4) nodiy zijn, opdat bij een gegeven wxndvvld w de physische

1unct1uo(3 enéi eenduidig bepaald zZijn.




Ad 1. Bij een begrensd enkelvoudiy samenhangend gebled bestaat de
rand uit een enkele gesloten kromme | . Langzs deze kromme geldt
(3.4) met langs de hele kromme dezelides constante, die we O kiezen,
Voor de functief{l (z) geldt dan
L (2) is analytisch in G en continu in G+ T,
Re 0 (z)= - U langs [ .

We kunnen nu eenvoudilz bewljzen datlz-(z) hierdoor op een imagzinaire
constante na eenduldily bepaald is > . Imners, a.ls.Q1 en—-‘;l2 verschil-
lende oplossingen zijn, dan is f2 4 - 512 een in G analytische func-
tie,; continu in G+r‘j waarvan het reele deel 0 is op I . Daar echter
het reele deel van een in G analytische rfunctie 2'n minimum- en
maximum-waarde op de rand van G aanneemt, moet Re(fl1—g?2)= 0 in G,
dus ) 4 flo een imapinaire constante zijn.

De onbepaalde constante Lnlp' Im L) kunnen we bepalen door aan G
de nevenvoorwaarde é{ d0 = 0 (3.5)
op te lezgen.,
Daar in de ongestoorde toesgtand C\= 0 is, drukt (5.5) uit, dat de
totale hoeveelheld water in G constant is. Op grond van (2.8) is
hierdoor de onbepaalds imagzilnaire constante in 2 (z) geheel be-
paald. Bij gegeven U en V zijn dus 0, ® en & door (3.4) en (3.5)
ondubbelzinniyg bepasld.

Dit alles :eldt voor gegeven U en V. Hoe is het, als we niet uit-
zaan van zegeven U en V, doch van een gegeven windveld-g ? In lemma
% zagzen we dat dan de functies U + 1 V slechts op een analytische
functie van = na bepaald is. Dus als UO en V het veld ! voortbrengen
dan kan volgeng lemma % leder stelsel (U,V) dat W voortbrengt, ge-
schreven worden als
U=1U, +Re F(2), V =V, + Im F(z)

waarin F(z) een in G analytische functie is,
74 nu.flo(z) de bij (Uo’vo> "behorende' complexe potentiaal en
GDOA resp. C,m de hierbij behorende stroomfunctie, resp. windeffect,
We bewijzennu sidzbiy (U,V) behorende complexe potentiaal is

Sl_(z)=.§lo(z) - F(z).

Immer“.ll( z) 1s een in G analytische functie en langs fqgeldt
Re (1 (z)= e_(L - Re F(z)= - U, - (U-U_)= - U.
Daar v

erder (L (z)+ U + 1V = (O (2)+ U, + 17V, is, volgt uit
(2.7) en (2.8) dat de biy (L, U en V behorende physische functies

e e R L

5) Op de existentie van_fl(z) die onder zeer rulme voorwaarden voor
de vorm van @ en de waarden van U op r‘verzekerd is, gaan we hiler
niet in.




[)cnléi identier gelijx zijn aan C)o' resp. C’o“ Ook aan de bijvoor-
waarde (5.4) is dus voldaan.

We kunnen dit resultaat als volgt formuleren:
Bij een begrensd, enkelvoudiz samenhangend gebied met een gegeven
windveld ¥ zijn @ en & door de voorwaarden (3.4) (3.5) ondubbel-

zinniyz vastgelegd.

en

Ad 2., Vergeleken bl) het voorgaande, treden in het geval cdat G nilet
begrenad 1is, enkele bijzonderhzden op.

In de eerste plaats kan de rand [ van @ uit meerderée,; slechts in
het oneindi:e samenhanzende delen bestaan, ook al is G enkelvoudig
samenhangend (vgl., {1i..3.2). We nemen aan dat dit er slechts eindig
vol ziin, Het is dan niet a priori
zeker dat @ + U lan;s de verschil-
lende delen van | dezelfde constante

waarde aannsemt., Indien echter de

stroom in het oneindige uniform tot

nul nadert, dan moet dit op grond
van 3%.2. wel het zeval zijn, want cde totale stroom door ecen lijn
dis twee in het oneindi e samennangende delen van [C verbindt moet
dan nul #ijn (er stroomt in het oneindige niets binnen). Daar [
slechts uit eindiz vesl delen bestaat, die twez aan twee in het on-
eind%ge samenhangen (G is enkelvoudlpg samenhangend!), volgt hieruit
dat §’+ U lanzs alle delen van dezelfde waarde heeft.

Aan de nevenvoorwaarde (3.5) zullen we in het algemeen niet wun-

.

nen voldoen. In 6. zal hierop voor een specilaal geval nader ingegaan
worden . In de plaats hiervan kunnen we eisen, dat (. = 0 is in een
eindig »f oneindig punt. Speciaal als U en V in het oneindige naar
nul gaan (waarvoor we steeds kunnen zorgen, als T?(z) hier voldoende
sterk naar nul gaat), dan kunnen we eisen, dat.fl(aﬁ: 0 is, hetgeen

dan impliceert ¢ (ooj= O.

Ook de eenduidigheid van (2 (z) is niet zonder meer verzekerd. Bij
seven {1 (z) die aan de randvoorwaarde (3.4) voldoet, kunnen

een zeg
vwe immers iedere iunctie iF(z), waarin F(z) analytisch is in G,
continu in ¢ + [  en reéel op ["optellen. Als G begrensd is, dan 1is

C( ¢ reéel); is G echter niet begrensd,

i

de enige mogelijkheid F(z)
dan 1s er een veel grotere klasse van functies F(z), althans als we
toelaten dat F(z) in het oneindige niet begrensd is. In het bijzon-
der kunnen we voor F(z) de analytische functie w = w(z) kiezen, die
het zebied G conform afbeeldt op het halve vliak Im w) 0, zodanig

dat het punt z =co afgebeeld wordt op w = 0 (deze laatste voorwaarde
is nodig om te verzgekeren,6 dat w(z) continu is in G +["). In 7.
zullen we zien dat deze onbepaaldheid 1in sommige gevallen slechts
door een ad hoc hypothese opgeheven kan worden.
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Als het windveld cchtar "bazrensd" i1s, d.w.z., als Uen V in G
unirorm naar O fasn voor 7=, dan 13 door de nevenvoorwaarda:
jnlll( Y= 0 uniiorm in G, L2(z) ecndudiy bepaald. We kunnen dit
np dezelfde manlier als ad 1 Zewlyzen, omdat voor twee oplossingen
N, =0y, op I zeldt Re(KLl -0,)= 0; terwiyl bij segeven £>0
steads 2en R te vinden is, zodani, dat iReLﬂq(z)-.ﬂg(z))\<.£ is
voor alle z ult G waarvoor |zl > R.

P4

Voor het geval dat G een half vlak 13, kunnen we nog eenvoudig
scherpzre resultaten berceiken met bzhulp van d=2 volgende

Stelling: Als f(z) analytisch is voor Im z » O, continu voor
Im z 2 0 en redel voor Im z = 0, dan is ©(z) door analytische
voortzetting in het onderste halve vlak uilt te breiden tot een ge-

hele functie en dus te schrijven als

N
b}
i\'

an alle coeffilglientaen &

6
£y
H
i

waarin de reeks voor alls o conver:: n
reéel =ijgn,

Voor het bewijs van dewze stelling dile we enkele malen zullsn ge-
bruiken, verwiljzen we naar appeniix 3. Door conforme afbeelding kun-
nen uit deze stelling natuurlijk resultaten voor algemenere zzbic-
den verkrepen worden,

Dat bij een anders keuze van de windpotentialsn U en V de func~
ties @ &n (¢ niet veranderen, blijkt op dezelfde manier als hier-

boven.

Ad 3. Over meervoudl, samenhan ende zebleden (dus zeeén met eilunden),
dile voor het volaoends niet zeer belangrljk zullen zijn, kunnen we

het voluzende zeggsn. We baperken ons daarbij tot oc grensde gebfieden,
de overgany naar nist-bezgrensde gebizden kan analoe& aan het hier-

boven behandelde aeschieden.

Verder zullen we ons, ten einde niet te zeser in allerlei topplo-
glsche details te hoesven treden, beperken tot het belangrijkste ge
val dat ons zzbled een "zee met eindig veel eilanden'" is, of anders
gaformuleerd, we beschouwen het zeval, dat =r een enkelvoudig samen-
hanuenu open iebied G, aan te geven 1is zodanig dat het complement van
ons gebied G ten opzichte van GO bestaat ult eindig veel enkelvoudig

samenhan; ende afgesloten zebieden (ellanaen) GW,GQ,,..,G (zie fig.
3.3), die noch onderiing, noch met de rand van Goj punten gemeen heb-

ben.
Alg randvoorwaarden hebben we

weer dat 6) langs alle kusten con-

stant moet zijn. Mazr dezz constan-
Te heeft nu in het alzsmeen niet op
alle delen van de rand van G dezelf-

de waarde, Langs de rand Y; van G

kunnen w2 ®= 0 nemen maar dan is de o~ 1
waardse @ van ©® lanzs de rand van G fiz.3.3
A "




- 1D -
(k = 1,2,...,0n) wel constent, doch onbekend en in het algemeen nizt
nul.

Om het probleem mathematisch zencuidig bepaald te maken, hebben

a

we behalve de bijvoorwaarde (3.5) nog twee biljvoorwaarden nodig,
-
Cie physisch ulterst vanzelisprekend zijn: we <¢isen dat S en ¢

. 5 ~ - . b
enwaardize continue functies zijn. )

W2 bewiizen eerst dat ult de cenwaardighs1d van §%(dus van
grad B8 = ﬁ X rot ﬁ(j ) die van C)volgt. Z1ij C een gesloten kromme
zondar dubbelpunten, Jdie sehez2l in G verloopt. Als C uitsluitend
punten van G omvat, dan 1s volgens lemma 2 C)noodzaxelijk Qen-
waardizy lanze C. Als C een of meer van de gebileden Gi omsluit, dan
kunnen we C door verbindinuslijntjes met de randen IE van deze
gebieden Gi verbinden (zie fiz.3.4). Intesreren we nu langs de in
I'ig.3.4 aangegseven wey, dan

vinden we

@d@: Zjéd@= 0

C L
daar’é)constant is langs Y;
(natuurlijk moaten we alleen

T&, die bin-

sommeren over die
nen ¢ ligzen; daar d®@=

-3 - 3
grad ®.d3 en grad ® senwaardis

is, vallen de bijdrasen van de

verbindingslijntjes, die twee-
maal en in teusn_estelde zin Jdoorlopzn worden, Tegen elkaar wey).
Hiermee is dus de eenwaardisheild van C)j dus van @ + U bewezen.
Uit dz eenwaardi.h2id van ¢ volzt dan op grond van (2.8) ook die
vazn‘%f-% V.

Uit opmerkinz 2 bij het bewljs van lemma 3 in appendix 2 volgt
verder dat U en V steeds cenwaardig gekozen kunnen worden, omdat
het windveld ﬁ natuurlijk een continu en eenwaardiz vectorveld 1is.
Nemzn we aan dat dit gebeurd is, dan volgt uit het bovenstaande de
2is. dat fl(z) cenwaardiy moast zijn.

We kunnsn nu bewijzen dat (bl cen bsgrensd sebiled) ult de rand-
voorwaarde (3.4) (met onbekende constanten A(Dl langs [ﬂl) en de
2is dat (L (z) zenwaardis is volgt dat [l (z) op een additieve ima-
slnaire constante na eenduldig bepaald is (zile appendix 4). Deze
imaginartre constante wordt weer door dz bijvoorwaarde (3.5) bepaald.

Qo i1n 41t geval 2ijn de consequenties van overgan, op andere
windpotentialen dezelfde alg hierboven ad 1.

- - o g

heid direct uit de continuiteit (vgl. lemma 2 en 3 uit 2).
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Samenvattend kunnen we zeggen, dat ult het bovenstaande geblake

is, dat de mathematische formulering van ons probleem volledig is

in die zin, dat bi; ecn fegeven sebiled en windveld de physische
cothzden @ en & ondubbelzinniy bepaald ziyn. Slechts biy niet

3

’T
L
beyrensde xebl kunnpnj als het winaveld nict begrensd 13, enige

ader
eilijkheden optreden.

-..JO

4, Windvelden.

We zullen hier enkzle opmerkingen maken voor speciale typen wind-
velden die we in het voliende zullen gwebrulken,

Op srond van lemma 3 schreven we

P gD P ‘
W= - ( rot & U + grad V) (2.4)

an in opmerking i biy het bewijs van Lt ilemna (appendix 2) consta-
Teerden we dat de earste en Tweeds term van het rechterlid van
(2.4) resp. het diverzentie-vrije on het rotatie-vrije deel van‘ﬁ
zijn. Daar alle vergelijkingen linezir zijn, kunnen we belde delen
van het windveld geheel afzondeorlijk behandelen. Na onkele opmer-

Sing2an over de rotatic-vrlje windvelden, weartce ook het homogene

ad
windveld behoort, zullen we hier specilaal spreken over de zg.

M

w

SlnﬁJllth windvelden en de circulalre diverzgentievrije velden,

a. Rotat1\~vr1 windvelden.

Als rot W = 0, dan wmecet K .rot ( rot ¥ U + grad V)= 0, dus
AU =0 (%.1)
In 5. zal blijken, dat het in dit geval niet mocilijk is om Oen &
te bepalen,

We merken op, dat we bij rotatie-vrije windvelden altijd U = 0
kunnen kiezen (althans bij enkelvoudiyg samenhangende gebileden),
Imners, als het veld wordt voortiebracht door U en V s met A.U = 0,
dan 1s er zen functie Vi, (de bij U behorende chonguupbrde potun—
tiaalfunctie), zodaniy dat UO + 1 Vo cen analytische functie van z
is., Het veld wordt nu ook voortgebracht door U = 0, V = V - Vo’
want

(U+1V) - (U, +1V)=~U, -1V,
1s ¢en analytische functie van z (vgl. lemma 3. N

Alg U en V lineaire functics van x en vy zZijn, dan is W overal

degzelide vector en dit 21dT ook omgekeerd. Dit homogene windveld

is dus zowel rotatie- als divergentie-vrij.
Voor een homogeen windveld met componenten W1 en W2 Kunnen we

dus schrijvens

X+ Wy ¥)= - Ax - Ay y (4.2)
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1!"IT'W,I MGTWE
met A,t = ""é'*z—‘—')—" B AE = W o (4»3)

Een algemenere voorstelling van hetzelide windveld, die we in 7.

zullen gebrulken 1s

Us=x(A, x = Ay ¥), V= (e=1)(A; x + A7), (%.4)

waar in K een willekeurig reeel gotal 1s.
Opmerking. Het verschil tussen ds functies U+1V, behorende bij

(4.4), rosp. (4.2) is

k(Ay = - A, y)+ 1w (A

5 X + Ay y)=

1 1

= x(Ay + 1 A ) (x+ly)= w(Ay + 1A,)z

dus naar behoren een analytische funcetie van z.

o v wn T o W T o ot e ot O St St e 0

Onder singulicre windvelden zullen we verstaan velden van het

U=1n lz-z \, V=0enU=0, V=1n lz-z5| (4.5)

Lez:velden; en speciaal het serste, zijn om verschillende redenen
belansrijk. Ten serste omdat ze rotaties-symmetrisch zign (langs
ol

- ¢ 3
cirkels om het punt 2 is de grootte van W constant en W 1is tangen-

tle2l, resp, radiaal gericht) en ten tweede omdat U en V potentiaal
functies zijn (behalve in z,, als dit punt in G ligt), zodat deze
velden zowel rotatie- als divergentie-vrij zijn. En de lineaire
combinaties van deze velden zijn ook de enige nilet-triviale velden,
die deze twee 13pn3chapppn bezlitten.

dan moet

Immers, als W circulair symmetrisch is om het punt 255

W de vorm
— X
W=7 o(r) + k2% a(r), (.6)

waarin r =\z-z )}, hebben (de cerste term van 4.6 geeft de radiale,

N . -
de tweede de tangentlele component van W).
Met de bekende regels van de vector-analyse vinden we hileruit

div W = 2 f(r) +r g§ . (%.7)
T.rot W = 2a(r)+ ¢ %% . (%.8)

—
Als W davergentie- en rotatie-vrij is, dan volgt uit (4.7) en (4.8)
C

s(r)= , dus

my
R

C
i
r‘
W=C il + 0, 255 = grad (C.1n r + C)+ §3<vrad (Colnr+Cy
Yot Op T = emad (Y 3 © 2 *

waarmee het gestelde bewezen 1s.,
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Als Z4 buiten G ligt dan kunnen we de singuliere velden op de-
zelfde wijze behandelen als de andere rotatie-vrije velden. Alleen
zullen we bily niet begresnde gebleden in het algemeen niet kunnen
eisen dat QL en G naar nul gaan voor z = co .

Als Z in ¢ ligt dan kunnen we Aalt punt beschouwen als een
zelsoleerd randpunt van G (een "zeer klein eiland" dat de stroming
niet beinvloedt). G is dan meervoudig samenhangend geworden en daar
U en V cenwaardi; zijn moet volgende de redenering van 3 ad. 3
ook f1 {z) in de omgeving van z, eenwaardig zijn. Daar Q1 (z) "veroor-
zaakt" wordt door de velden U en V die in Z logarithmisch singulier
zijn, 1is het plausibel, te eisen dat {L in Z, 00k hoogstens logarithe-
misch singulier is. 7) Als in de omgeving van Z echter.!L(z)+
~-Cln (z-zo) regulier is, dan is, als C # 0 is, Ll (z) hier niet
eenwaardig,., We kunnen dus concluderen dat we bij een singulier
windveld als nevenvoorwaarde moaten stellen dat C = 0 is, dus dat
{L (z) ook in het singuliere punt 24 regulicr en analytisch blijfct,
Ook voor windvelden van het alicmenere type

U=AIn iz—zo]+ U, » V=08 1in \Z-ZO}+ Voo

waarin UO an Vo in 24 rézulier zijn, geldt deze elgenschap.

Natuurlijk zijn, als ZO in G ligt, de hiler beschouwde windvelden
meer mathematisch dan physisch van belang. In de omgeving van Zq
wordt W namelljk oneindig en, omdat {1 (z) regulier blijft, zullen
ook & =n S niet besrensd zijn. 0ok in het oneindige treden singu-
lariteiten op. De mathematische voordelen zijn echter van dien aard
(zie 8.) dat cen behandeling, specilaal van het esrste veld (4.5),
dat globaal toch een zekere beschrijving van een clrculaire depres-
sie geeft, alleszins gzewettlgd is.

Een windvald dat divergentie-vrij, cilrculair symmetrisch om
het punt Z, &n in z yniet singulicr is, heeft volgens het hlerboven
behandelde de gedaante

- o 5
W=kx? a(r), (4.9)
-
als T de vector van z . naar z is en r = \z-zoh W wordt dan voortge-
bracht door
U = U(r), V=0, (4.10)

7) We kunnen ook eisen dat het singuliere dezel van (L (z) in de om-
geving van Z allsen van)z—zo\ en nlet van arg(z—zo) afhangt,
dit geeft hetzelfde resultaat,
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? B xW 3)
waarin de functie U(z)dircct uit g(r)= - s volgt, daar
A r
- Ay > {xy dU
~£7%—W = -~ rot k U =kxgrad U = hr di s

dus U(r)= —=p r g(r)dr . (%.11)

Volgens (4.8) zeldt voor het windveld (4.9)

¥ et T ds 1 4 2
.rot W =2 g(r) + 1 T2 = % §%.(r 2)

Jzen nu dat als 11@ r%W o= 0 1l en W <indisg blijft voor
. ’:'9' ' - ) resco 1 . , o 2
r- 0, k.rot W nict toenvast zan zijn, Immers de functie r b(r)=

+ v W nadert ©ot nul als - 0 ¢n als r=co , moet dus (tenziy
W = 0) minstias &én ccht extreom hebben in e¢cn punt r = T, # 0.

2ide van deze functic, en dus

1

(.
-t
[
,..J

In Qlt punt wigselt
k.rot W,van

=Y
In 3. zazen we (formule (3.3)) dat de circulatie Cq van S lanse

J,(u

en geslatan Kromms zvenredis is met de oppervlakte-infesraal van
rot W voor het door de kromms: omzloten .ebilad. Onder de boven
noands voorwaarden h:eft C, dus nist voor iedere sesloten yromme

hatzelfd. teken. In O, zullen we zien, welke conssquenties dit

n

voor het stroomlijnenbecld ian hsbben.

Als daarentezen _1im r W # 0 of oncindis is, dan is U op grond
van (4.11) nizt begronsd in het oncindige. Reikt de kust tot in het
oneindize, dan zeldt ditzelide voor $ en ¥, dus ¢, kan dan niet naar

an constante naderen.

Om deze zevallen nader tos te lichten, zullen we in 6. een drie-

tal diver_.entile-vrije clrculaire windvelden nader beschouwen:

I. U=1lnr
[ n
IT. U =% 1n (r° + D)

ITI. U ~ .
2(r“+b")

i

Veld I iz mathematisch het eenvoudigste, cdoch singulier in het
centrum :n in het oneindize. Veld II is alleen singulier in het

oneindige, veld IIT is nergens singulizr,

Voor veld I gzeldt
- . ETA- \
T e 2D kx 1 , _ D 1
W o= T . 5 . dus W = = - T
T
Voor vald II geildt
- . . T, Z o
L T - UT-J s <5 s S
' r+b” r°+b

8) We kunnen ook schrijven: g(r)= + g met +(~) teken als g(r) posi-
tief (negatisf) is, d.1i. als W links-circulair (rechts-circulair)

138,
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Voor klegine r zeidt W = ~%%2 ~§2« {1 +E)(£§)) dus in eerste bena-
; . . R e - : gD 1 D
dering neemt W linealr toe. Voor grote r geldt W = i%%r ?(1+O(—Fﬁ
dug hier gedraapgt dat veld zich net als veld I. W is
: : . - o 1 €:D
maximaal voor r = b en is daar 5 - Tep
Voor veld III pgeldtb:
2 -
> _ _paD pep T qus y - 8D ber
—_ y) a ° P - T e ® s T °
1 (r2+b2)2 r 07 (r2+ba)d
e 2D r rg ;
Voor kleine r geldt W = —== . g§ (1 + O(g§))y dus W gedraast zich
hier net als veld II. 5 o

Voor grote r zeldt W = J%%Q . 23 (1 + O(B§))j dus hier gaat W vesl
sterker naar O dan biy veld IIV W is maximaal voor r = % b¥3 en

is daar 22 ,  8&D
10 49 0

De drie velden z2ijn e . alle links-circulair en
unnen dus opzevat worden als beschrijvingen van “depressies op het
Noorcdelijk halfrond. Bij de velden II en III bepaalt de parameter o
de uitgebreidheid van het windveld (afstand ¥kern  tot maximum),

Verder kunnen we U natuurlijk nog met een factor vermenigvuldigen

om de sterkte van het windveld te varlieren.

We merken nog op dat voeor het veld II zeldt

.2
¥.rot W = %BD . 2209 .
T (r°+b")
en voor veld III
¥ = 2,2 2
¥.rot W = %%D . 202(b2~r )
T (r°+b )3

3 » ing -‘y o .
Hier is dus k.rot W nilet tekenvast, zoals op grond van de boven-

staande algemene beschouwingen te verwachten was.

5. Rotatie-vrij windveld boven een afzesloten zee,

Z1J G een begrensd, snkelvoudig samenhangend gebied en zij het

rotatie-vrije windveld voortgebracht door (vil.h.a)

U

i

U(x,y), V = V(x.¥) (5.1)

0 (5.2)

Daar U een potentiaalfunctie 1s, is er een in G analytische functie
A(z), zodanig dat

Re A = U,
Nemen we nu

(z)= ~A(z) +1c0, (C regel)

met AU

i




>

dan geldt langs de rand van G

ReQl = - Re . A= - 1,

dus &t voldoet aan de randvoorwaarde (3.4) en is dus (op de vrije
imaginaire constante 1iC na) de enige mogelijke oplossing voor de
complexs potentiaal (vgl. 3, ad a).

We vinden nu

Q- ;{ (Re D + U)= 0. (5.3)
Q=20 - A(InO+ V)= - A(V - InA+ C) (5.4)

en de vrije constante ¢ kunnen we bepalen met de nevenvoorwaarde

(3.5).
Het resultaat (5.3) leert: bij een rotatie-vrij windveld boven

een afiesloten zee Treedt geen stroming oOp.

Opmerking: In plaats van door (5.1) kan het windveld natuurlijk
oolr worden voortzebracht door

U =0, V=V - In

) P )
’ i3 behoort (= 1iC, waaruit voor ®en ¢ weer de
)

(v.l. b4.2). Hier
esultaten (5;5)

algemena theori

1
en (5.4) volgen, geheel in overecenstemming met de

Als U = 0 is, versenvoudigt (5.%) ziech tot

61: '“./\(V + C)y

en daar voor een rotatie-vrij veld met U= O geldt
-

3 v
V = A[grad V. dr = -~ yfifdr,
€
Lunnen we met zebruikmaking van (2. 1) ook schrijven
>
d“‘@?*'\fbwvdf + const. {5.5)

Deze formule ¢eldt voor alle rotatie-vrije windvelden, daar we
daarvoor steeds U = 0 kunnen kiezen.

Als biljzonder gzeval behandelen we nogz een homogeen windveld
-3
boven een afgesloten zee. Volgens (5.5) geldt hiervoor, daar nu W

constant is

G = uﬂ W (T - 7)) (5.6)

: ‘—> .—) 2 3 . & 3
‘waarin w,ro een intezratie-constante is, die we met (3.5) kunnen
52 —. ~>
bepalen. Uit (3.5) volgt dat voor r_ geldt

W. j/? d0= ﬁo}’off 40, en daar ff T 40 = 7, jfdo,
G G ' G a
als ?7 de radius-vector van het zwaartepunt van G 1s, moet
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-3 >
W.r o= W.r, zign, ULt (5.6) krijgen we dus
1 7 (=
G by W(E-E) (5.7)

Dit resultaat 1s aequivalent met dat van Schalkwijk ([ﬂ)g p.22).

6. Circulaire diveruentie-vrije windvelden boven een half vlak,

We beschouwen een zee die bestaat AN
z.veu.k‘

uit het gebied Im z >0 en berekenen
oo : o Py s + o
het effect van de circulaire diver-
gentle-vrije windvelden I, II en IIT

X
utli 3.c¢ hierop. De korn van de depres- //;644(?Z77a7§§4§§77Q7

sies veronderstellen we in het punt

z = 1 a, waarin a relol is.

I. U=1n lz-ial, V = 0. fig, 6.1

We moeten hier de gevallen & é 0 onderscheiden (vgl.3.b). Als rand-
- voorwaarde heboen we

¢+ U =0 voor Imz =0, of
Re {jl(z) +1n (z - ia)}=0 (6.1)
’ v ok a). Als a < 0 is, (zie fig.6.2), dan is
0N (z)= - In (z-ia)+ g'i (6.2)

een functie die in het bovenste halve vlak

/4?7222%7 /é?é&iéééé??/x analytisch is en aan (6.1) voldoet. Bij

deze oplossing behoort

O(x,y)= 0, (6.3)
C(x,v)= A{Im 1n(z+i\a\)-'%§
= Marg (z+ial)- %}
fiz.6.2 = - ) arctg §$%§T’ (6.4)

waarin we de hooifdwaarde van de arctg moeten nemen,
Uit deze oplossing blijkt, dat er zeen stroming is (hetgeen op

grond van 5. ook te verwachten is, daar het windveld overal in G

rotatie-vrij tsen-omon singulariteiten heeft). € is constant langs
stralen door het punt z = - 1lal en wordt dus niet nul in het on-
eindige doch neemt., wanneer z de bovenste helft van een cirkel

P

met grote straal om het punt z = 0 in positieve zin doorloopt,
toe van i2 Ts meer dan - gn\ tot bijna %ﬁ\. De imaginaire constante
die we aan LL (z) toegevoegd hebben, zorgt er voor dat ¢ een oneven
functie van = is en dus nul is voor z = 0.

Langs de kust (y = 0) geldt (zie fig.6.3)

C(x,0)= -\ arctg —— (6.5)

lal
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b). Als a > 0 1s, dan is de oplossing (6.2) niet toclaatbaar, daar
fL(z) analytisch moet zijn voor Im z > O (vgl. 3.b). Door splegelin,
vinden we dat we ook aan (6.1) kunnen voldoen met

Q(z)= - 1n (z + ta)+ 5 1 (6.6)
en deze functie is wel analytisch in het bovenste halve vlak. Hier-
bij behoort '

i 2 5
N T z-ia _ 1 x“+(y=-a .
B (x.v)= 5 Re In 2o = 57 In _?.L.__lz. , (6.7)

x“+(y+a)
Z-18 s
C(X-JY): Re 1n ?:—T'.fé- + Rglm in (Z’rla) - i—g} =

2 2
1, xo4(y-a) :
=5 In J s - Aar & - (6.8)

=+ (y+ay

é. en@ gaen In de omgeving van de kern van de depressis naar -¢e,
hetgeen duldelijk aantoont dat de hier beschouwde beschrijving van

het windveld niet zeer fraal is.
Langs de lijn y = 0 is

¢ (x,0)= -Rrarctg % , (6.9)

dus net als in het vorige geval. Qok in het oneinuige gedraagt ¢,
zich net als in het vorige geval, daar de cerste term van (6.8)
naar nul gaat; @ zaat hier naar O.

Als a tot nul nadert dan naderen (6.2) en (6.6) tot elkaar. We
wunnen dus zeggen, dat (6.2) zeldt voor a40., Dit zelfde geldt voor
de functies @ en ¢ . Lanzs de kust geldt nu

¢ (x.0)= =ADb szn x, 9) (6.10)

dus<iris nu discontinu langs de kust.

Concluderend kunnen we zeggen, dat het singuliesre windveld wel -
een zeker be=ld geeft, doch in de kern en - in mindere mate - in

het oneindige faalt.

- e - .o

: : U -1 als %
9) Hierin is szn x =i 0 als x
1 als x

AV Be
OO




Opmerking.

De complexe potentialen zijn volgens de in 3.ad 2 genoemde stei-
ling door dz randvoorwaarde (6.1) slechts dan op een ima.inaire con-
gtante na eenduidiz bepaald, indien we Ge plausibele bijvoorwaarce
stellen det£Y (z) in het oneindige sl»chts logarithmisch oneindig
worct, hetgeen wil zeggen dat hier S naar nul gaat.

TI. U =1 1n (1z -1a1® + %), V = 0,
Hier luidt de randvoorwaards (als c ¥/ag + b
Re f2(z)= - 4 In (yg + 02) voor Im z = O.
Hilsraan wordt voldaan door
fL(z)= - In (2 + ic)+ g71 , (6.11)
, ) e T ; o ) 2 2
want voor ¥ = 0 is Re In{z+ic)= 1In Ix+ic) =% In (x° + ¢7).
Hierbij beshoort
N-PY- 2 2.2
O (x,7)= gf 1n A2za2) gb = é%-ln X +£y"d2 +E . {6.12)
| z+1ic! =+ (y+c)
C(x, =7\{(\§+b (Im 1n {z+ic) - E} =
2, (e N2, .2
=4 1n B () 407 5 ropy X (6.13)
2 P p [ I °
xc+(y+c)gf J+e

Bij dit windveld blijven & en ¢ overal eindig.

@ heeft é4n minimum. nl. in z = 0, y = ¢ ¢n ig daar @(o,c)m
1 C~-a
]
zx -0 oo
De stroomlijnen (J: const. zijn cirxels uit d= cirkelbundel die
Ge puncten & = 0, y = + ¢ als nulcirkels heeft.
In het oneindi.e gaat @ naar 0, ¢, blijrt eindig en gedraast

zich net als bil) de singuliere depressie. Lanzs de kust geldt

d,(xjo)= -Aarc tg

ol

Ook dit is bijna hetzelfde als in het vorige geval, alleen is a
vervansen door ¢.
Over de eznduidigheid geldt dezelfde opmerking als ad I.
.2
ITT. U= - - , V. =0,

2(Iz—iat2+b2)

2.2
Hier luidt de randvoorwaarde (weer met ¢ =]/é +b7)

Re LL(z)= voor Im z = O 6.14
- oEy ()

Ben oplossinz Q (z) die voor z-ee naar nul gaat (en dit is op grond

van de stelling uit 3. ad b) ook de enige) is 10)

- o G - -

10) In 9. zullen we een algemene formule geven, waarmee we de op-
lossing van randwaarde-problemen van dit type kunnen berekenen.
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b2
(z)= - (6.15)
Ric(z+ic)
B° (x-1(y+e))
Immers Sl (z)= - == 25
2ic(x“+(y+c))
dus voor y = 0 geldt (6.14).
We vinden uilt (6.15)
.2
¢ y+c c ST
Ox.v)= » z " 2 T = 5 (6.10)
enc x£+(y+c)£ xd+(y~a)“+ba}
Cﬁ‘ y)= EE { yonite c } (6.17)
] 2¢ xd+(y+c)£ x£+(y-a)£+bd

Hier blijven C)en ¢, overal begrensd en gaan ze in het oneilndlge naar
0.
Langs de kust geldt (zie fi,.6.4%)

L2
€ (x,0)= - Do R (6.18)
o C Xd-}‘Ca A&fx\“)

We merizn op, dat B nist alleen

nul is langs de reels as en in w“_«/////’“\\\\
het onasindige, doch 20k langs
een geheel in het eindige gelegen \\\\w//////#/V*

kromme in G, nl. langs het deel
van de cirkel x2+(y-~a)2=(a+c)2
dat in G ligt. Deze cirkelboog fiy.6.4

verdeelt G in twee delen, waarbinnan de stroomlijnen in zichzelf

1 J

]

zesloten moeten zijn, In ieder der gebieden heeft &) een extreem

(op de y~-an; de y-coordinaat wordt gevonden als wortel van een
vierdegraadsvergell jking 1) en is dus niet eenvoudig aan te geven),
in het deel tussen de cirkelboog en de reéle as een minimum, in

het andere deel cen maximum. Dit houdt in dat de circulatie van §
langs de stroomlijnen in het eerste gebizd positiel 1s, in het
twzede negatiefl, hetgeen klopt met de beschouwingen van het begin
van 4.c, waar we al za.en dat de circulatie van S niet tekenvast

is in G.

In de platen I tot en met IV is voor de windvelden II en III een
santal stroomlijnecn (@ const.) en een aantal niveaulijnen (& =
const.) getekend. Hizrin is genomen a = 1, b =115, dus ¢ = 4, ter-
wijl aan dz Fformules voor U, en dus ook aan die voor @ end noy, een

factor b 1s toezevoegd.

11) nl. (y° - 2ay + 02)2 - 2c(y—-a)(y+c)2 = 0.
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Er is, tencevolge van het feit dat G nizt begrensd is, nog seon
bijzonderheicd die we thans willen onderzoeiien. We hebben in alle
drie gevallen de vrije constante in ImQL zo bepaald dat ¢ = 0 voor
%z = 0. Blj windveld III impliceert dit dat € — 0 voor z — oo . Hoe is
het nu met jfé\dO? Het blijkt cdirect dat cdeze Integraal in alle gé—
vallen diveggeert° Zr 1is dus als het ware oneindiyg veel watzr naar
het oneindi.e wegsestroomd (de integraal is negatief als we hem
nemen cv.1 2en groot, maar eindiz gebied).

Om dit specisal voor windveld IIT nader ts onderzosken bzschouven
we (zie fig.6.5) een cirkelvormis gebied G(R) met straal R:lal 4R,
In het punt # = - 1 (R-a) (04 a<R) plaatsen we een circulairs
depressie van het type III:

. %
’ 21\z+i(R—a)2)2+btg S
We berekenen hierbij flend
i /i\ en daar ong gebied nu wsar
;/ R '\ begrensd 1s, kunnen we de
o) ; vrije imaginaire constante
E/ , in ). w0 bepalsn dat agn
A)i_,f” (%.5) voldaan is. Ver%%lgen&
1A nemen we het punt z = -~ iR
fig.6.5. z-vlak als oorsprong van =2€n nieuw

De oorsprong van het w-vlak 1ligpt

ordi anoatbals S
in het punt A. codrdinatenstalsel (w =z+1R)

en laten bij vaste a en b

R onbegzrensc toepnemen. Het
gebizd G(R) uit het w-vlak dat met G(R) overeenkomt nadert dan tot
het halve vlak Im w> O (in die zin dat leder punt van dit halve vlak
voor voldoende grote R tot E(R) behoort) en daar we voor het wind-
veld kunnen schrijven

. 2
U= - D , V=0
2 {|w-1al “+p°

izrijgen we dan precies het hierboven beschouwde geval van het halve

viak met windveld III.

In appendix 5 bewijzen we dat voor het cirkelvormlge gzebled G(R)

Zeldt
2
b z~1R .
O(z)= - 2= {mzﬁaﬁ +1c}, (6.19)

waarin d =1/{(R+a')2+b2} {(R—a')2+b2$r

a' = R"a«_;
1 > > 2 .
w = SETR .(R +a'm + Db + O.)
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=n C z2n noy vrlj: redls consitante is.

Uit (6.19) volzt
2

e ix 7)= - b° _b2{12y~whuRaw£R -nc).
a 2{#21(y~a)£+b2§ - xa+(y+wR)27
Om jf é.ﬁO te berekenen zaan we ult van
G(R) R o
, LI
Sjle&= pde |0 (=" )ayp=
G (R) 0 0
4 2 RS
= 2r{L(0) ‘5 pdp = TRX0) = "5 (1-1C).
0

daar voor IL(Z) al: analytischs functies eldt, dat h=t semiddelde
van {1 over ean cirkelomtre’r selijk 1o aan de waarde van L in het
middelpunt.

In appendix 5 bersikenen wa verdsr

}J Udo = - 4 7 5% 1n ELLB%:ELL ” (6.20)

i

d
.” ¢ 0 = IY (Re L+ U - AInQ)d0 =
G(R) G(R)

2.2 ;
TRD” [0 - & h}a%Rg—qﬂ}‘
B2 2

) b
: 1 a a'(Rw -at)
Nemen we dus C = - — { 1 - In 6.21
tan is aan (3.5) voldaan.

Met de transformatic w =z + 1 krijsen we

§ 2 e
8 (W)=04n)= - %3 { %?%%%;§+% + i C}

en hisrin laten we nu R onbegrensd toenem:n. We vinden dan dat voor

o a . ' R 2,,2_2
vaste w gellt (gebrulkmakon' van a“+b%=c?)

27

R® +a'® + % =2 R°-2 Ra + ¢®= 2 R%(1 - & + 0(R™?)).
VU4 RE - 4 Ra +c? =2 Re(1 + 0(R™)).

d

il

w ! eie R2(1 - =+ o(R'2n+ 2 Rc(1+o(R'1)ﬁ=

“(1 -2

oy R

il

(1 + O(R’w))n




at{wR-at)= (R-a) (R{w-1)+a)= R(a+c)(1+O(R'1))

be EEE~ (1 + 0(R™")+ —2— 1nlr(a+c) (140(R™1)}=0(R™")
gd - t,;\R.C l 2/\?\.2 % -
% ssaR(wtl) L G w-2iR(1+0(R™"))

2d * FFIRle=T) e (140 (R71))  weic(140(R™'))

2
'b X ?I—A
T T Dic(uFic (i +0(r 1))
e b2
En dus Rllégﬂ(MT): - m » (6;22)

en deze limieteisenschep zeldt uniform in iesder oindip deelgebied
van het halve vlak Im w>-Q,
Als limiet van {2 (w) vinden we dus juist het resultaat (6.15)

. . . A T 1
van het halve vliak. Hetzelfde geldt natuurlijgk voor ¢, . Het
windaffact voor het halve vlak verschijnt nier dus als limlet

o

van wWindzfiecte voor besrensde pebiledsn, welke aan de voQr-

(f

waarde (3. 5) voldoen. Dezondanks diverzesrt de integraal in (3.5)

als w2 hem bepreiizhnen voor het halve Vlax.le)

Dit resultaat, ~.at hier voor een speciaal nist-be;prensd Lebiled
en gen apesciaal winiveld bewezan 1s, kan ongetwijfeld geszenesrali-

zeerd worden.

[«

0]
)

[ars

L

Daar nu ilsdere zee In fei begrensd is, behoeven we ons over

1n:
het felt dat jféado olj cen onbegrensd go

bied in het algemezen zal
divergeren (dit is gesn g2vols van heb speciaal gekozen windveld, in
het algemezn zaldl (z) zich voor zrote z steeds als 7~ sedragen),

niet te veel zorgen te maken., Wel maakt dsze berekening plausibel
dat het bij een zeer {root sebied lang kan duren, voordat de

[

a i

stationalre toestand zich ingesteld heeft.

12) Er is hier geen sprake van cen paradox. Het feit dat J CRQO=Q
impliceert geanszins g 1im,&R d0 = 0, G(R)
lim G(R)
Een ander, voudlzger voorbesld moge dit nogz verduldelijken,
Voor de functie f(x,a)= X2 - i 272 seldt
& 1
g f(x.,a)dx = 0, lim f(x,a)= %2 (uniform in ieder eindig

o
sozment. Maar j * < dx duvergiert.
0
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7. Homogesn windveld boven 2en halfl vlak,

We beschouwzn zen homogeen windveld W = (%%,wz) boven het halve
vlak Im z » O, Volzens (4,2) kunnen wa als windpotentialen kiezen

U=0,V=-2Aa x-Ayy, (7.1)

waarbij A, en A, aan (¥.3) voldoen.
Een oplossing voor de complexe potentiaal, die aan de randvoor-

waarde volicat, 6 1is
L (z)= 0.

doch in 3. ad 2 zagen we reeds dat dit geenszins d2 enlge mogelijk-

heid 1z, In het algemeen kunnen we ncmen

O_(Z): i f(Z)J

waarin f(z) nul is als z redal is,
-
<t

We stellen nu allercerst de eis dat de stroomsnelheid 8 in het

.-‘\' . r'Y
oneindige begrensd is. Hicrult volgt dat (daar § evenpedip is met
> Q. . .

k xgrad (Re (1)) dat if? in het oneindige begrensd mo2t zijn. En

uit de 1in 3.,ad 2 genoemd: stelling volgt dan dat

N(z) =1i(cz +C1), (7.2)

waarin C en Ct vrije reéle constanten zijn. De constante €', die
oninteressant is, zullen we in het volgende weg laten (dit komt er
op neer dat wear ¢ (0,0)= 0 gesteld wordt). We vinden dan ult (7.1)
en (7.2) als algemen:z oplossing
AB=-0Cy
&=a(h, - C) x + (xAy, - C) v,
De stroomlijnen lopen dus steeds evenwljdig aan de kust,.

De constante C 1s nu nog onbepaald. Twee speciale waardsen ver-
disnen de aandacht. In de eerste plaats kunnen we nemen C = A1.

We hebben dan £ (z)= 1 Ay z (7.3)
2@ = - Ay \ (7.4
C:, = (;\ A2 - A1) V. (7:5

In dit speclale geval is & dus onafhankelljk van x en met name
constant langs de kust 13) . Nemen we daarentegen C = 0, dan hebben

0 (z)=0 (7.6)
@ = 0 (7-7)
e, =;\(A1 x4+ Ay ) (7.8).

D

13) Dit geldt ook omgekeerd: als langs de kust é,onafhankelijk is
van ¢, dan moet C = A1 zijgn.
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Dit is, afiezien van ecn additieve constante in C., de oplossing
(5.3) en (5.7) voor het homogene windveld boven een afgesloten zse,
Er is geen stroming en de gradient van & is evenwijdig met W. Be-
denkend dat ledere zee in wezen begrensd is, lijkt dit de meest
plausibele oplossing.

W2 kunnen evenwel ook anders redeneren en zeggen dat geen enkel
windveld boven =zen zee r groot gebled homogeen is. In het bijzonder
kunnen we een plaatselljk min of meer homogeen windveld opvatten
als het tussengebled tussen een depressie en een hogedruk gebled.

Om zen Indruk te krijgen van wat er in dit tussengebled gebeurt,
nemen we eens het geval dat het quasi-homogene windveld het resul-
taat is van twee singuliere clrculaire windvelden met tegengestelde
polariteit, die zich bevinden in de punten z = RA, resp. =~RA,
(waarin A:--A2 + 1 A1 en R een positieve parameter is), die symme-
trisch liggen t.o.v. z = 0. De "sterkte'"van de windvelden zi]

1 R\ALZ.
We hebben dus (vgl, 4.5)

U=%Rra% I [ZR), v=o. (7.9)

Als }z) & R1IAl , dan hebben we
Z

']..
Us=3RIMN®Re In —82 o _ 2 Re &=

1+ g

{

=-Re B z = Ao x - Ay, V=0, (7.10)

dus juist één der voorstellingen van ons homogens windveld (vgl,
(4.4), met k = 1),

BiJ de windpotentialen (7.9) behoort nu als complsxe potentiaal
in het geval dat Im A > 0 is (vgl. (6.2) en (6,6))

R\A12 1n A | RAzZ

A RA+Z

O (z)= - , (7.11)

o

waarlin de vrije lmagzinaire constante zo gekozen is, dat de 1ogérith-
me naar O gaat als R blJ vaste A en z onbegrensd toeneemt,
Voor (zl«& RIA\ geldt dan

L
1. &
Q(z)= - 4 R\ 2 1n — N 11 T
RE
= %— Z(A + -A)= - A2 z, (7'12)

Als Im A £ 0 is, vinden we precies hetzelfde resultaat.




Uit (7.10) z2n (7.12) volst

AQ = . A,ly

C}" (v Ag - A.])y_,
dus )ui$t (7.4%) en (705).14)

Nemen we dus aan dat onze zee zroot ia ten opzichte van de "af-
metingen" van het guasi-homogen: windveld dan is het redelijk om
niet (7.7) en (7.8) doch (7.4) en (7.5) als de mecat plausibele
physische functies te nemen., Voor windpotentialen en complexn
potentiaal kunnen we dan (7.1) en (7.3) nemen. In 10. zullen we

dit g2bruikan.

opmerkinz 1. We habben bij de aflsidin,, van (7.10) en (7.12) aange-
nomen dat \z\ &\Alw. We kunnen de resultaten cchter ook anders op-
vatten. Laten we blj willekeurige vast: » R onbegrensd toenemen,

dan gelden (7.10) en (7.12) in de limiet exact. We hebben het homo-

ene windveld dan a.h.w. voorzasteld door een wervel-dipool in
=OO‘

2
5
Z

Opmerking 2. Het is volstrekt niest cssentleel dat we hiler ultgegaan

z1l'm van singuliere windvelden. We kunnen alzemeen bewijzen dat

als U(x. ) een onzven Cilfferenticerbare functie van x is en we
. . . VA - N -

eisen dat,iig 43%71 = 0, voor kleine z geldt

N

AU
D)y 10 - .z

waarin 1 C een imaginaire constante is. Voor het bewijs van deze
stelling verwijzen we naar appendix 6.

Als we nu het quasi-homogsne wincdveld ontstaan denken ult twee
divergentie-vrije circulaire windvelden met tegengestelde draaizin

en kernen in z = &, resp. z = -~ (%= & + 1d,), dan is (vgl.lc)

Us=17(1z ~a«t) = ()2 +a). dus

U(x.0)= £ (v (x-0)2 +0) = £(1/ (xeq)° +02)

is 2en onesven functle van x. In dit geval geldt dus voor kleine |zl
in esrste benadering(op een vrije imazinaire constante na) formule

(7.12) met A, = (g-_}g-)z:O

14) We kunnen dit ook anders inzien: uit (2.7) en (2.8) blijkt dat
de physische functiles geheel bepaald zijn door de functie
{l+ U + 1 V. Berekenen we deze functie uit (7.9) en (7.11) dan
is het resultaat voor kleine lz] in eerste benadering hetzelfde
als wanneer we uitgaan van (7.1) en (7.3), nl.!l+U+iV=—(A,,+iA2)y°
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8., Singulier circulair windveld boven zen willekeurig gebied.

Conforme afbeelding.

7Z1ij G een willekeurig enkelvoudiz samenhanzend zebied (begrensd
of niet) met rand [ en zi, hzt windveld gegeven door

V=0 (8.1)

Als Z, niet in ¢ ligt, dan kunnen we alg complexe potentiaal

nams:n
Ol o ; 3.2
Q(z)= - In (z-z )+ 1 C (3.2)
want £ (z) is dan in G analytisch en senwaardig en op [ is
Reqa = - 1n \z-zo\ = - U,
Uit (8.1) en (8.2) volgt °)
®= O } (8'3)
)~ C)

= NMIn ln(z-z

Als Z wel in @ ligt, dan kunnen we gebrulk maken van het felfp
dat onder zeer rulms vonrwaarden ezn snhzlvoudlg samanhangend gebied
¢ van het z-vlak conform af te beslden is op het halve vlak
Im w>0 (dat gebizd zullen we G nocmen), D.ow.z. er iz een funetile
Wom w(z) die in @ analytisch en eonwaardls is, wodanig dat aan leder
punt z van G eeneenduiiiz een punt w van 3 wordt tosgevo:zd. En
eveneens onder ruime voorwsarden geldt dat w(z) continu is in G+ 1,
zodat de punten van I’ aficbeeld worden op de redle as, Verder is
dw % 0 overal in G (dit vol:it direct ult de eeneenduidigheid).

We bewi.zen nu

Als Z o in G 1ligt dan is

Q (2)= - 1nx(w(2)-wzzog ° (ZMZO);} +i0 (8.4)

w(z)-w(zo

een bij het windveld (8.1) behorende oplossing voor de complexe

potentiaal. 1C 1s een vrije imaginaire constante en met w(zo) is de

eomplex zeconjuzzerds van w(z,) bedoeld.
Immsrs: 1°. Als 7, in G ligt, dan ligt wi(z

s
in ¢ (want onder d= re2le ap). Voor alle

in G, dus W(z_) ligt

o)
z ult G ig dus

is, omdat de

£

# w(z,). Verder is alleen w(z)= w(z, ) als z = z
1

ding sencenduidi , is. De enips sinzulariteit van f) (z) in G

15) EBen andere manier om <1t resultaat te besreiken is de volgende.
De windpotentialen (8.1) zijn aequivalent met
U=0,V=-In 1n(z~zo)
(daar z, nlet in G light is V eenwaardi, in G, vgl.3.ad 3). Hisr-
bij behoort £ (z)=1iC, waaruit weer (8.3) volgt.




ligt dus in 2 = Zoe Maar
w(z )-w(z)

ZE%&Q(Z%="1ﬂ WI(Z,) +10
en dear w'(z,)# O is, heeft {1 (z) in z_ slechts esen ophelbare
singulariteit, Als we definieren LL(z o) =, LD Q(z), dan is L. (z)

in heel G analytisch.

2%, Als z nadert tot een punt Cvan |, dan nadert w(z) tot een
reZel gzetal u = w(&). En dus is

A
Re ) (C\)= - 1n m—(—)—y ( ) = - 1n }Z—ZO\': - U

omdat \u - wl = \u - w!l is, als u redel is.
Hiermee is het bawljs dat (3.4%) =en oplossing voor de complexe
potaentiaal is, voltooid,

Opmerking. We kunnen ons nog afvragen wat e¢r gebeurt als het punt

Z nadert tot een punt Z van ' , Als Z, van buiten G naar Z nadert,
dan nadert - (z) volgens (8.2) tot -ln(z-Z)+ iC. Als z_ van binnen
¢ naar Z nadert, dan naderen zowel w(zo) als w(zo) tot de reéle
waarde w(Z). Volgens (8.4) nadert O (z) dan dus ook tot

-In(z-Z)+ iC. We kunnen dus zeggen dat (8.2) ook geldt als Z, Op

[ 1igt.

Voorbeelden

1. Half vlak. Im =z >0. Hier kunnen we nemen w = z, We vinden dan
(als z in G 1ligt) Q(z)= - 1n (z-Z,) + 1 C, hetgeen klopt met
(6.6) als we z, door i1 a vervangen. L (z) is hier singuller
in het spilegelbeszld E; van %z  t.o.v, ds rand van G,

2. Kwartvlak, Im - >0, Re z>0. De afbeeldingsiunctie is hier

in G ligt)

W = z°. En dus is (

- 1n T (z—zO)+ 1¢
%0

Hier is Ll (z) singulier in de spigelbeelden E;, - E; en -z van

'Zo t.0.v, d2 rand van G.

3. Cirkel lz)\ < 1. Nu is de afbecldingsfunctie w = i 1+

N

(immers,

N

-

als z = pei@ dan is

2
W o= i 1~ e +21 sinw.
1+g -2 cosp
dus Im w = 1*9 >0 ds p<Li).

1+@2+2pcosq'




We krljgen nu

1-2
. 1=z 0
i + 1 o

Z Z <

2 (z)= - 1In 1tz 1wzo (z-zo)} +1¢C

L3 - b
A "'..AO
T4z .

= - 1n 1, n (z 2, - 1)+ 1C=

De eerste term iz zen imaginaire constante, de tweede term is
singulier in het t.o.v. de cirkel bij z_ r~horende inverse punt
— -1 N
2 .
(Z,)
4, Rechthoek ~1<4Re z41, 0<Im z<4a,
De elliptische functlie van Jacobi
w=sn (K z, k),
waarin d2 modulus k bepaald wordt door

K1

K<

en K = K(k), K = K(k')= K(m/?jgzs volledige ¢lliptische inte-
gralen van de cerstes soort zijn, bseldt dit gebied conform af op
het halve vlak Im w>O0.

We vinden hier dus

' 8an z-8n Eb
A(z)= - 1n { = A(z-2z,) i.

sn - Z
Z=3Sn o

De singulariteiten van L{2(z) liggen hier in de punten waar
sn z = sn z_ (exclusief z = z ) of waar sn 7 = sn zZ, is. Dit
zijn de punten

z = (-1)" 2z

1

o tT2mK+21nK! (m,n geheel, niet beide 0)

en %

it

(-1)"Z, +2mK+2inK' (mn geheel),

die alle wzer ontstaah door spicgeling of »erhaalde spiegeling
van z, t.0o.v, de zljden van de rechthoel.

0. De integraal van Poisson,

Willekeuriy Zivergentie-vrilj windveld.

De behandeling van zen willeckeurly diver entie-vrij windveld
boven een enikelvoudily =amenhangend gebied G nmst rand [T komt neer
op de oplossing van het randwaardeproilseme ~~oneht een in G ana-
lytische functie (L (z) waarvan het reéle deel op L voorgeschreven
waarden aanneemt (de waarden van -U op[ ). Voor alle enkelvoudig
samenhangende gebvieden G, dic we conform op =cn half vlak kunnen
afbeeld:n, kunnen we de oplossing van dit vraagstuk -vinden met be-
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hulp van de integraalformule van Poisson-Schwarz voor een half vlak.

Deze luldt:
Alz (o (x) een voor alle redle x continue functie is, waarvoor de

integraal +00

1 1+4 1
Q(z)= =% —jo (&*Z)-(F1+ZE\“) % (é)aﬁ (9.1)

bestaat dan is Q) (z) e:n voor Im z >0 analytische functie zn als z
vanuit het bovenste halv: vlak nadert tot een punt x van de reéle
as, dan 1s

ZLim, Re 0 (z) =g (x) . (9.2)

Een voldoendz voorwaards voor het beustaan van de¢ integraal is
natuurlijk: er zijn positisve 2etallin M, L en d te vinden, zodanig
dat | (z)1 < Mx) 178

2 kunnen Schrijveglo

T SV (&) 2t

~eo

voor x> L.

en als het gzdrag, van (P(x) voor grot: (x| zodanig is dat we de

integraal in twee intszralen mogon aptitsen (voldnende voorwaarde:
. s c \ - 4§

er zijn positieve M, L 2n o, zodani. dat | (x)| < Mx voor

r

Ixl > L) dan gzldt de bewering (9.2) ook voor

(2)= = f 9e) b, (9.3)

aangezien de tweede integraal cen imajinaire constante is.

Het bewljs van (9.2) laten we hier achterwege, dit verloopt ze-
heel op dezelfd: manizr als het bewiis van de formule van Polsaon
voor 22n cirkel (aie b.v. Hurwitz—Courant,[B), 11T, 3,§ 8 en 9).

Met behulp van (9.1) of (9.3) kunnen we nu de complexe potentiaal
bzhorend bij een diverzentie-vrij windveld bovien een half vlak direct
herekenen. Voor de functie ¢>(x) moeten we dan -U(x,o0) nemen.

Als voorbeeld nemen we het windveld III uit 4.c:

2
b
U = V = 0.
2f\z-1al “4p°}
( e 5
Hiervoor is dus -U(x.o0)= ———— pls e =Y a” + b~
2(x%+c¢“)

We krljgen nu, daar dez2 functie zich voor srote (x| als x"e £E -

draagt volgens (9.3) e
A

ﬂ(z): ,‘hz., [ =
e (E-)(enet)

-0
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Deze integraal berekenen we het eenvoudizsgt door contour-integratle
van de functie 1 57 1angs de in fiz.9.1 aangegeven contour

(w-z) (w"+c?) s
ABCD. Laten we de straal van de AL c
halve clrkel onbegrensd toenemen : \\ -ic R
dan vinden we in de limiet (voor \\*
Im z> 0) el

® £iz.9.1

£ (z)=~ e (residu van 12 s— in w = -ic)= w-vlak

(w=z) (w +c)

2 1 e

=-0 (Fic-z)(-21ic) ~ = Zic(z+ic) *

dus het resultaat (6.15).
Ook de formule (6.11) kunnen we op Jdeze wijze vinden, doch hier

mozten we natuurlijk (9.1) gebruiken.

We willen nu formule (9.1) generaliseren. Zij G een enkelvoudig
samenhangend gobied van het z-vlak . lat door w = f(z) conform wordt
afgebeeld op het halve viliak Im waX O,

7Zij @ (z) een continus reile lanis de rand [ van'¢ gegeven func-
tie. 10) We definicren nu langs d2 rezle as van het w-vlak de func-
tie 67 (w) door

(daar £{z) =zeneenduldiz is, ook lan=s [, is deze definitie ondub-
belzinnis).

Dan is o '
0 (ye L J 1+£wf * I
W=7 | ot ¢ at, (9.4)

cen voor Im w> O analytlsche functie, waarvoor geldt

" * ¢
w¥}mw() Re L (w)= " (w,)

als w vanult het bovenste halve vlak tot e¢en reéel zetal w, nadert.
De functile

0 (z)=00(0(2) ..%Lj( J(f

%f(?‘) @ (&)at (9.5)

is dan zen in G analytische functie, waarvoor pzeldt

Mm,  ReQ(z)= @72 (%)= F (3,) (9.6)

als z vanult G tot een punt z_ van de rend van G nadert.
16) De notatiaq;(z) is aanvechtbaar, maar gemakkelijk; we bedoelen:
(p 1s functie van dz booglengte of esn andere reéle parameter langs

o ¢ is dus slechts gedefinicerd in de punten z die opfﬂliggen.




We kunnen nu in (9.5) nog c¢en nieuws integraties-variabele ¢ in-
voeren: & = £(t). De integratie lcopt dan langs | en als ¢ in posi-
e€le as in positieve riche

b

ol
v
o)
o
Q
(o]

!. -d
¢

s
e
(ay)
f‘f;.
Cu
[
*“5

).

tievs #in [ doorloopt,
Ting. We %rijgen dan

PR SERTEIC NI PRI

waarna dse gewensts generalisatis van du formule van Poisson bersilkt
is,

We hebben de voorwaarde veor cp%(w) voor |wWl-eoeven veronacnt-
zaamd, In het algemeen kunnen we ze.gsn, dat fow) zodanig moet
zijn dat de integraal in (9.4) bestaat en dit is dan en slechts
dan het geval als ( (z) zodaniz is dat dc integraal in (9.7) be-
staat.

Qok nu Kunnen ws Wser 2Zaig

(¥ (z)= 'l:l f ‘(U(g_(tzv—) £1(t) dt (9.8)

ecen in G analytische functies ig di= aan (9.0) voldoet, mits de
integraal in (9.8)bzstaat. Immors Je functiss .QF(z) en 0 (z) ver-
Y i

senills glzechts de eons

1
1

-

die zuiver imaginair is,  dasr £(t) en i1 (L)dt resel zijn op [

Met de formules (9.7), resp. (9.8) kunien we onze randwaarde
problemen oplossen voor alle enkelvoudisz samenhangende gebieden G,
van het z-vlak, diz door een in G analytische functie w = £(z)
conform op het halve vliak Inm w>0 afgebeeld worden, Voor de functie
@(t) moetzn we natuurlijk weer -U(Re t, Im t) nemen,

Wa behandelen nu enkele voorbeelden,

1. Zij G de cirkel |zl< R. De afvesldingsfunctie is dan w = f(z)=
= i Ltz
- T R-z °?

en als z de cirkel z{ = R in positieve zin doorloopt; dan loopt
w langs de recéle as in positieve richting.

Vullen we deze functie £(z) in (9.7)in dan vindenwe na enig reke-
nen de bekende intesraaliormule van Poisson-Schwarz voor de

cirkel

17) Als regel bewijst m:an dezz formuls direct on leidt daaruit de
formule (9.1) voor het halve vlak af. Daar echter voor de toe-
pagsingen de afbeclding op cen half vlak vaak cenvoudiger 1is
dan de afbeeldin: op zen cirkel, geven wij er hier de voorkeur

te

aan om (9.1) als fundamentesl beschouwen.
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0(2)- pir § B2 ¢ (1) & (9.9)

waarbi] geintegreerd moet worden langzgs de clrkel itl = R,

2. Zii & het kwartv}ak Im 2>»0, Re z0 0 en zlj een windveld .szsven

. door U = ~—“*77T—75 g V =0
\z +b”

met a = a1 + i as .

' 1 . , 1
We hebben dan U(x.,o0)= - i e )= - 22
. ] 2 v o « z
(z-a,)%+c] (y-245)"+cs
— ey
o i ) 2 we
als Cy = fs + h o, 02 = . AR
Daar w = z2 de afbeeldinsasfunctiz is, vinden we met (9.8)
2 Ut oA
.Q(Z)=*“:,‘:“fj,_ava°d“x '
-7, &g
T & A - j Y) dn « i".(' ";,.
a 2 2 2 2 & *":'v
[O 2z ) (&- 1) +C,‘) (n"+z X{n-2 2) .

(9.10)
waarin langs de positief redle as t = & en langs de positief ima-
ginalre as t = 1y gesteld is. A

De integralen kunnen berekend worden door contour-integratie
{zie appendix 7) en we vinden

(-1)" In (=)™

noA=0 z-(—1)ma1—(~1)nic1 —a1—(-1)m+nic
£

Y ()" PP G4 Wl C I PR

27 ‘o 12-(-1)"ay=(-1) e,  ~ay-(-1)"Tig,

Q)= o
)

waarin voor elke logarithme het verschil van de hoofdlogarithmen
van teller en nosmer genomen moet worden

We merken op dat l?(z) in de punten, gegzven door z=(-1)ma1+
+(-1)" ic, en iz = (-1)" a, + (-1)" ic, (m,n = 0.1) rezuller is,
omdat dz logarithiuezn hier nul worden. In het punt z = 0 is f2 (z)
sinzulier, maar in een omueving van z = 0 (incluslef dit punt) is
2 (z) begrensd, daar voor kleine =

N(z)=|- _(=1)" Y (=1)" -
= [ “mey 2 (-1)"a, +(~1) 1, T ewe, (-1)"ay+(-1)"1c o

+ 0(1)=
21 1 1 -
= == ( - - ) Inizl+ 0(1)= 0(1)
T '3%40°  af+cc ’
b 2 72
2 2 .2 2 2 .2 2 ..
daar a1 + c1 = a2 + Co = a1 + &5 + b7 is
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We zien af van verdere interpretatie en uitwerking van (9.11).

11. Homogeen windveld boven een zee met baai.

We beschouwen het gebied G, bepaald door

-2 Im z oo voor 0 £\Re zl ¢ a>o0
0¢Im z<oa voor 14 \Re z\<co T
IA 'B O F ﬁ\x

<

(vergelijk f£ig.10.1)

We kunnen dit gebied opvatten
als een zee (dle een half
vlak beslaat) met een baai

of ook alg een oceaan met

een randzee. Schalkwijk({1],
p.24 ) beschouwt dit pebied
(met a = 4 en een schaal-
factor 4 L) als model voor Atlantischz Oceaan met Noordzee.

Y
ad
TR

NN

é D l-is [

£12.10.1

Als windpotentialasn voor zen horwoszesn windveld nemen we

U=0,V=-~0L x-5 ¥ (10.1)

Daar het gebisd G niet bzuransd i<, minnen we dezelfde onbepazald-
hzid in Qen ¢o daaruit arzelelds physicche functles verwaehten als
in 7., toen het geblad G een half vlak was.

We kunnen het effect van de baal in het onderhavige probleem aAu
opvatten als een storing in de oplo=sin: van het problecm voor heg
halve vlak, die op arote afstanden van de baai nauwelljis meer
merkbaar zal zijn. Dat wil zezxgen, dat als \z\| onbepaald toeneemt,
de complexe potentlaal moet naderen tot de complexe potentlaal van
het probleem voor het halve vlak.

Nemen we voor de complzaze potentisal voor het halve vlak Im z )0,
behorend bij de windpotentialen (10.1) de alsemene vorm (7.2)

(met C* = 0), dan moet de complexe potentiaal L1 (z) v%ﬂr de zee

met baal voor zrote z naderen tot !

Nz)=1¢ = (C reéel) (10.2)

Stellen we 0(z)= 1 f(z)  (10.3)

g,
o

dan geldt voor f{z) dus
Im £(z)= 0 lanes [ (10.4)
terwijl voor grote z [(z) moet naderen tot

foo (2)= C 2. (10.5)
Zij nu s = s(z) een in G analytische functisz, die het gebied G

afbeeldt op het halve vlak Im 5 0, zodanig dat de omgeving van
het punt .z =o0o conform op de omgeviny van het punt s =oco wordt af-




afgebeeld, Dan zeldt dus voor * -. z opl  Im s(z)= 0, (10.6)
Tterwijl voor rote z geldt
=yz(1 +o(z"y) (10.7)

Hierin 1g ¥y een in net alaemeen complexe cenetante,. maar steilen
we bovandien ncg als eis voor de afbeslding dat de punten 2 = -1,
resp. ~-ia en 1 afzebzeld worden in -1, rzsp, 0 en 1, dan is hisrdoowr
d2 afbeelding eenduidiz bepaald «n op gron’ van het aplegelingsprin-
cipz kunnsn ws inzien cdat y regel 1s (de imaginaire as wordt dan
afrebesld ov do imazinaire as).

Vergelijken we de eilgzenschappen (10.0) en
s(z) met de eisen (10.4) en (10.5) die w2 aan §
blijkt dat

f{z)= % s(z) ‘ (10.8)

volledig aan deze eisen voldoet.

In rapport Tw 22 (4] ir de nizrboven vedefinicerde afbeeldings-
functie bepaald. Het biijkt niet mozzlijk om s d.m.v., bekende fung-
ties expliciet in z uit te drukkan, doech er is eon hulp-variabele ¢
nodig. We kunnen <e¢ afbeeldinsg dan als volglt besehrijven:

Door:

t} -1 (10.9)

7 = ET?ﬁj—{zn (t,x) -
waarin (10.10)

)
zn(t,k) de z.g. z8ta-functie van Jaeobi 18)
)

de z.z. delta-amplitudinis, een der elliptische

e

functiss van Jaeobi is.

k1 =‘V1«kz

K(k) en E(k) de volledige elliptische integralen van de

eerste resp. twezde soort zijn,
wordt het sebied 0 < Re t <K(k)

0<Im t<2 K(k')

van het t-vlak afgebeesld op het zebled G van het z-vlak, resp. op
het p2bizd Im >0 van het s~vlak, waarbij de correspondentis tussen
de verschillends hijzonders punten is sls in £iz.10.2 t/m 10.4 aan-
gegeven 18, De modulus k van de functies van Jacobi moet bepaald

worden uit

AR - a (10.11)

en ligt voor iedere positizve waarde van a eenduldiz vast,

- - oo

18) Voor formules butreffende deze functies verwljzen we near Ober-
hettingzr und Magnus (5] en naar de appendix van rapport TW 22,
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In het volgende noemen ws zn(t k)= =n t, K(k)= K, K(kt)= K', etc.
A B _____loe____F A K 7,
7 /(Z-: 1,/‘ 7 u///‘;F///'I//////XE/%
77 = %
2 % 7] %
7 2 Kia DY
7 / 2 /
g?c D-ca E// ;2 ;j
L e AN3B ¢
,23¢5§7222572%4
fiz.10.2 zZ-vlal fig.10.3 tevliak
:‘4ﬁ a3 C n E £ A
Y L T Y
£i1g.10.4 s-vlak,
Voor zrote z blijkt uit (10.9) en (10.10)
s =Et z (1 +0(z"%)) (10.12)
en op grond van (10.7) en (10.8) en (10.3) krijgen we dus 19}
Q(2)= 3% s(z) (10.13)

Om hieruit de waarde van (1l in een bepasld punt z te vinden moe-
ten we natuurlijk eerst m.b.v. (10.9) de bijbehorende waarde van t
- bepalen, waarna s uit (10.10) volgt. Substitueren we {10.10) in
(10.13) dan krijzen we {1 als functie van t; samen met (10,9) geeft
dit een parameter-voorstelling van_Q.=.K1(:) met t als parameter.
In 7. hebben we aangetoond dat de meest plausibele waarde voor

de nog vrije constante C 1s C = A1, Nemen we deze waarde hier over
(op grond van het feit dat de baai alleen een plaatselijke storing

in het stromingsbecld van de zee geeft) dan vinden we voor de func-
tle L +U+ 1 V, waardoor volgens (2.7) en (2.8) de physische func-

ties bepaald zijn.

5
+
[o}
+
-
<
il

1A,
o s(z) - 1(a, = + Ay ) (10.14)

. . . * .
19) Door beschouwin, van de functie f) (s)=£(z(s)) vinden we met
behulp van de stelling ult 3.b direct dat (10.13) ook de enige
oplossing 1g, dic a2an de zestelde eilszen voldoet,




i

9..

Opmerking. We kunnen dit resultaat ook op zzn andere manler; ana-

N}

3]

relken. We baschouwsn haet homdgene windveld
n tweo
met kernon an dePpUnten 7 = + RA(K re€el, A = =Ay + 1 A1) mat
nsterkte"i ) RIA|¢ :

loog aan die van 7., bs

b

2]
)

VS

7
i\

weer als ftusszenzebied Tu singulisre circulaire windvelown

2 7 -RA

U=z RIA ZTRE|

1n] V = 0. (10.15),
Met behulp van (8.2) en (8.4) vinden we voor de hierbij behorends
complexe potentiaal als Im AD> 0 (voor voldoende grote R ligt dan

RA in G en -RA buiten @)

(z)=- % RIM° 1n{S RE) (10.16)

waarin 2 = s(z) de door (10.9) en (10.10) gedefiniecerde afbzzldings-
functie is. De vrije imaginaire econstante in £L hebben we 20 Le-

kozen dat de¢ logarithmz naar nul gaat als R bi; vaste A en z on-
beasrensd toznsemt.
Voor }zl« RIAl vindsn we uit (10.15) (vgl.7.10) de met (10.1)
~asquivalonte windpotentialen

Us Ay 7 = Ay y, V=0 (10.17)
erwiil mzt behulp van (10.12) uit (10.16) volgt
1. 8(z | Z
Oz)= - 4 R m} e ﬁ?f;t,
1= TR 1+ ﬁk

l‘\’A
- 82) (4 Ry X
= ==t (A )+ 7
A
=1 gy os(z)- (A, +1 Az, (10,18)

Als Im A £ 0, dan verandert wel (10.15) maar de benadering (10.18)
0liift dezelfide.
Uit (10.17) en (10.18) vinden we voor de functie {L+ U + 1 V

=

N+ U +1 Vel s(z) - 1(Ay % + Ay Y),

=

dus inderdasd het resultaat (10.714)
I

L
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Nioen ws verder aan dat C = A, dan vinden we uit (10.1%) voor &

1
o A
t,nl.'. ) A,l
G= - g7 s(z)
\ A, XA, |
C= - o Ims(z) - = Re s(z)e MAyz + AgY). (10.72)
MI'W,; ) 477"/\12 )
Nemen vie nog A, = T Ay E (vzl., %.3),
A inden we dat lan:s [,
o " 1. Re g(z) + —— (W + W, ) (10.20)
w7 REE T el por V1T 2 Y

A g C\-.
A | 00 oo O
B -1 -1 - “FE (1 - =)
W Uy
C -k 1ot - 1d (1 - ﬁl) - M?
g =H Bt p sH
by
3 _ 2
W Low
B 1= ' (- Ey . 2
psH E! e gH
- W
- (. L

Tanzs de "Zuildkust" CE van de baail varieert s(z) van k' tot kt.
Bn daar voor a = 4 uilt (10.11) volat ki~ 3.1077 (vgl. (4],

dns E?a:% , #eldt langs CE practisch

‘ 1 . - )_| Ty
L“‘“@’:}F (w,‘ 2= b, (10.21)

a.1. de oplossing voor de pesloten zZe: met zwaartepunt in z = 0

(v:l.5.7)).

11 Vergelijking van de resultaten ult 10, met die van Schalkwil k.

In § %a van zljn dissertatie behandelt Schalkwljk het geval
e gan homogeen windveld boven ean oceaan met baal van congtante
dilepte met behulp van ean benaderingsmethode. De afmetingen van de
ka2l zijn bij hem % L maal zo zroot als bij ons, zodat de uitkom-
sten -t 10, met ean factor 3 L vermenigvuldigd moeten worden om
ol

mat die van Schalkwijk vergeliljkbaar te zijn




De moeilijkhzil dat =en ad hoc-himothose nodig is om «e stroom-

[
sterkte op de oceaan var van d2 haal vast te leggen, lost Schalk-
wiijk als volzt op: "we A8SUMe wenerally that the height of the
sea-l:zvel in C and 7 (dat zijn de puntin B en P uit £1z.10.1) will
not be chanced by the wind., In the case of the North Sca we are
suraly allcwed to dn that. In C and P hold: thereiore Co=0n,

Als wij dez. voorwaarde overnsemzn, an kKrijgen we, daar alzemeon
uit (10.13) volst

\

G(x,7)=a&(A
dus

po— N

hY 8]
CG(+ 1.0)= AN FE BT

voor C de waarde
C =E' A, .

1
Met deze waards van C krijoen war vol:ens (10.2)

O (z)= 1 #@¢ Ay 2.

Daar nu de¢ waarde van ! van 4. afmetingen van de baal afhangt
(Bv = E(k') 2n k' hanst velzens (10.11) af van a), zouden op grote
afstand van de baai <d¢ complexe potentiaal en dus ook de physische
functies & en C. afhankelijk zijn van de afmetingen van de baai. DitT
strijdt met het (ook door Schalkwijk zehuldigde) uitgangspunt, cat
ha@ erfect van de bvaal op d= ocz2aan-stroning slzchts tot op bopurute
afstanu van de taal merébaar zou =ijn,

De Boor Schall wijgk _ebrurkt: voorwaards mozt daorhalve onjulst
zeacht worden on vervangen worden aoor de voorwaarde dat op grots

alfstand van dz baal d¢ stroming nadert ot de a priori bekende
[}
20)

stroming in @en oceaan zonder basi,

We zien uit de tafel op pa;.h0 dat de waarde van ¢, in het punt
D ("Hoek van Holland") overeenstent met die van Schalkwijk. Dit is
niet verwonderlijk; daar in dit punt s(z)= 0 is, is de waarde van G
hier onafhankelijk van de waard: van de¢ congtante C.
Verder is ook eenvoudiz in te zien dat langs de geh
(z

Ze
cer soede

(

ele Zuidkust
Schalkwijk's uitkomst overeenstemt met da ) benadering
(10.21) die ult onze exacts bohandeling volzt. Wat de voor de prac-
ti:k belansrijke resultaten botreft; zlin Schallkwijk's antwoorden

dus correct.

20) Schalkwijk neemt van de occaanstroming op srote afstand van ds
vaal alleen aan dat de stroemlinen daar evenwijdig met de kust
en asquidistant lopen. Dit komt nezr op onze aanname (10.2)

met eon onbekanda constantae C.
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Bopmen o
Ratrzarsogols 2-.ilnonsionals vactoranalyus,
> e
1. Als o a =(~, A len i ’
' (71 aa).
=
heoxoa =( - aq,ai)
[
-3 - s -y
moax(ik x A)= - 2
g L, AT

2.

a) op =calar-vsiiin @ =@ )
radp = (28 9¥
Srad (}/ ( 3 3 ,> .

: - >

retatizs: rot k= - x urat .
= -

:rad,gi SRR I SALTEE S

e e e t

K.rot u = = - -
o) oy

. bl —> . - -3

relatios: H.rot u = - 21iv (kK x 1)

. - -— , N -3

diva = k.,rot (B x u)

5. Voor herhaalde differentistic ven 3calaire velden -o1dU:

div {xrad

div(rot %

¢
-ue,.
.rot (wrad &)=

¢)

)
g)=0
.rot(rot K¢ )=

-A

Lemmatls.

voor sen continu i

v -3
.rot u = 0

-

zen scalarveld ¥ (=

RV

¥} zodanil:

Fliverent:

1 A%

P P - o~y it 3 .
arbaar vectorveld u(x,y)
dat




—
U = - tradys,
. Vs . : =+
Als vaor een continu differenticerhasr vectorvezld v geldt

R ->
div v = O
dan 1z er =zen scsiarvald @ zodanly fat

- Lo
Vo= - 00 K

1
en y’zijn op een 2dditieve constante na c2nduldly bepaall en ia

een ankolvoudi: samenhangend [ zblel ceznwaardlyg.

5 . —‘—* b o ~ e a le bug s PR T R ] 41{
Bawljs., WK.rot u = 0 betekent 5 T T dus de verg:lijking

U, GX 4+ Us dy = ¢ 1
dus (cf. CourantLS]p,352 e.v.) een functis ¥ (i,y) dle op een addi-
tieve constante na eenduidiyg bepaald 1s cn waarvoor geldt

0= - zrad ¥
rd

8§ 2an exacte difrzrantlaalvereelijking., Er 1.

en deze functie is in een onkelvoudig semsnhenzend gebizad ecnwaardi g,

Het tweede deel van dit lemms bewi zen we eenveudiy door op te

emina
- . - - — -
merken dat-voor het veclorveld w = &k x v geldt

> > > , Pt - - -
K.rot w = k.rot (k x v)=div v = 0.
Uit het ezrste deel van net lemma volgt dan dat aor zon fugstie

P (x,y) is, waarvoor
—
W o= - gradg

. -3

-
Hierult vol:zt $'= -k X W =Xk x zrad ?>= - rot

. g

en’%‘(x,y) in een zeker gebied G van hat x,y-vlak geldt

dan is ¢ + 1¥ in G een complex> analytische functie van de complexe

variabele z = x + 1y. 0ok het ompesecerde van deze stelling geldt.
Bewljs. Schrijven we het gegeven in componenten uit, dan krijgzn we

QY _ ¥ Q¢ _ v

3y X ox >y

Dit z1ijn de differentiaalvergelijkinzen van Cauchy~Riemann, dis,
samen met de continuiteit van Je afseleiden van @en ¥ , nodig en

w

voliounds ziin voor de analyticitelt van Y+ 14y~ , Dbeschouwd als

functie van 2 = x + iv,

- 3 2 oy 5 o e A 30 1oz >
Lemna 3. Bij 2en willekouriz continu differeniicerbaar vectorveld u

e s =0 o

zljn scalaire veldsn ( en ¥ te vinizn, zodanwi;, dat

- - )
U= - rot k¢ - rrady




~Uh .

De complexe functie @ + 14y 1s hierbij op een additieve analytische
functie van z = x + iy na eenduidig bepaald en kan in een enkelvoudig
samenhangend gebied eenwaardig worden gekozen,

Bewijs. Z1j ¥(x,y) een willekeurige,bij het gebied waarin u gedefi-
nieerd is behorende oplossing van de vergelijking

—
A'\/’: - div u,

-
dan geldt div (u + grad¥y¥’) = O,
dus volgens lemma 1 is er een functie ¢ (x,y), zodanig dat

U= - rot'g - grad ¥V .
Als ook voor de functies ¢, en 1#% geldt dat
3= - rot k tp, - grad ¥q,
dan geldt voor ?o = - 4% en Y, = y/- 941

-
rot k ¢4, + grad V/O = 0,

Volgens lemma 2 1is dan 990 + iyVo een analytische functie van
Z = X + 1y,

Daar we de functie Y zeker eenwaardig kunnen kiezen en volgens
lemma 4 de hierbij behorende functie tp in een enkelvoudig samenhangend
gebied ook eenwaardig is, kan dus ook ( + 1y in een enkelvoudig sa-
menhangend gebied eenwaardlg worden gekozen,

-
Opmerking 1. Noemen we - rot k W= GAj - grad\f = Gés dan geldt

31 i8 dus het divergentie-vrije, ﬁé het rotatie-vrije deel van 3,
Natuurlijk is

- - -~ -~
k.rot u, = k.rot u
div Uy = div 4.

Opmerking 2. In alle voor ons helangrijke meervoudlg samenhangende ge=-

o hd o N N
bieden kunnen we, als U eenwaardig 1s, ook & en Yy eenwaardig kilezen,

/1
V(- £)4(3- )%
dan is yVo een in G eenwaardige oplossing van de vergeliljking
A Y, = - div
De hierbij behorende functie q%(x,y), die voldoet aan

Zij v, (x,y) = -2._“ div ¥(&,7M) 1n ey A& dm,

—

- rot k o = U + grad NVO

behoeft dan nog niet eenwaardig te zijn, doch, daar U en grad V’O een-
—y

-

waardig zijn, 1s ook grad «p» - = =nt k ?o wel eenwaardig.
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We bepsrisa ons nu tot hot geval dat @ eon "zee met elndly veel

ellandan® i3, D.w.¥. 2r i3 smen open -=ebled GQ aan te geven zodanig

Iat het cuonplement vin G Lzn opzichte van Go bestaat uit eindiy

722l enkslvendis z2sa0nhon; ende afesltan gebieden G1;G2,°~43Gn

diz onderiing noch msb & randpunten gomesn hebben (zie fiz.A2.1).
-y B - - . - )
7213 .1% gen czalotoa roctificosr-

oars Xromms zoadzr dutnzlipunton i

in G verloopt, allzen punt
G + G, omvat en G, in posl
e 1"\. :

doorloopt.

713 j&d ¢ = a.
Iy

+

Dat deze uitkomst dezelfde iz voor alls krommen [, van het do-
schouwde type. zien we als volgtﬂ Wz loannen het aebie
dergelijke krommen enkazlvoud saTonnaniand me'rs
bindingslijn aa' (zie flﬂen,.2)21l
In dit snkelvoudig samanhan .ende
sebled kungem we cen cenwa rdige
taxw van queschouweni WERBDLVOOY

we vinden

. . alt cret
i dy, - 5?.1. d = j d P j é,'
Kk e

") (-

waarbij we lancs aat ‘uncticwasrdsn man dz +, resp. aan de - ziljds

van dez:z lijn mooftsn nemen., Daar nu
Jﬁx
a
{+)
omdat grad ?o eznwaardiy is, 18 5& d”fo = f‘ d(Po .
i [a ¥
r N

! at al
t% j @ﬁd%oﬁg==j d%o
a a
(-) (-)

gra?

il

D =T
——
+

|
({_‘J

e

an =i

Kies mi punten (x..y,) in G

. . 1 - e
%(K,j)z ¢ (2.9) - == %;* a, Im In(z-z))

.

wearin z = 2 + iy, Zy, = Ky F i ¥ie

- ——— 1]
21) Als qu en F& (:ventuz:1 odvaal) slkaar snijden, dan kunnen
1S 1

we een derds kromms aanbrengen, disz zZc dicht langs de rand

)

ven G loopt, dat hLJ ,F noch FX- znijcdt, Voor de combinatiesz
0] " 38

F@ an f;, TEED. f} in f} selat dan het volgende bewljs, waar-

ult dz bewering volgt. .




. n
Daar {+ 1V - ( p, + 1 xbo)z - ??%T’ > &, In(z-z,)

emma 2

;_-

ean in G analzticchs functie van 7z i3 geldt volygms .
T ! 1" A
- Vg - rradiyr= . rot rod - an
rob ki rracty rot e 208 o
Verder zien we Cirect dat Woin ored lp in G eenwaardig zijn. Qo ¢

Pk 3214%v al,

t—
Y]
o}
1
]
f
n
i)
N
H
=
o
<\
o
8}
D"
(‘
ct
a4
o]
[}

is nu zcoater ¢anwaardaln.

= a . - 1 aL{o Im é‘ '_1 :"_n(""'f/_,lr): O}

daar Fk van de punten 21,z2,n,g,zn alleen hat punt 2y omvat. Daar
nu voor iedsre in G verlopende sesloten rectificeerbars kromme [

de kringintegraal ?ciq: gesplitast kan worden in een aantal kring-

integralen van hat type § (de bij de splitsing aan te brengen
8
vegbindingslijnen, Jdiz dubbel worden doorlopen, geven weer gean blje-

ings
drage, dasr zradyp eenwaardlp is), is steeds ? d%}: 0, wagrmce het
r

Appendix 3.

£21ling. Als {(z) @aalytiseh i: voor Im =« >0, continu voor Im =20
en peéel voor Im 2z = 0, dan 13 [{z) door analytisch:s voortzetting
In hat onderste halve vliak uit te oreiden tot een 2gshele functiz en

dus te zehrljven als
(2]

£{z)= >  a Z° | (A3.1)

n
n=0
waarin de reeks voor alle = conversgeert ¢n alls coefficlenten A
raegel zijn.
Bawijs. f(z) is allesn ~ci:finizerd voor Im = 2 C, Definleer de

fgﬁctie £ (=) voor Im 2z %0 door
S

f
{ . s
HeY¢ 1z senvoudig in te zien

ﬁmann verzelijkingan) dat f1(z) voor Im z <0 analytisch is.
f (z) continu voor Im = £ 0 en voor Im z = 0 is f,(z) = f(z)

b.v. door verificatie van de Cauchy-
Verder

£,(7)= £(Z)= Re £(Z)- 1 Im £(Z)
(

(daar Im £(z) hizr nul is).

Volgens =2n bekends stelling (zie b.v. Hurwitz-Courant [;]
p.349) is dan fw(z) de analytisehe vooritzetting van £(z) in het
ondarste halve vlak. f£(z) is dus ven functie eleument van een gehele




functic zr dus in 42 vorm (A3.1) te schrijven, waarbilj de reek

5
voor allz z moct convergeren. Daar i(z) langs de re€le as resel 1s,

moaten alle coefficienten a, reczl zimn,

Appendix 4,

Bewiljs van de eznduidi nsid van de oplossing van het

randwaardcprobloen blj con nservoudiz samenhangend zee

bied,

We bewlizen hat volionda2:

Als @G e@=2n meaervoudly samenhangsand oo
typ: en van de functic (L (z) zezzven is
1%, 0 (z) is analytisch en ecnwaardiyg in G
2°. Be O (z)= 0 op r,

bzschouwde

Re 0 (z)= constant op [ (1 =1,2,.,.n)

dan is (L (z) zelijk aan ecen imazinaire constante.

2)= ®(xy)e 1¥(xy).

Bewijs. 213 L (
G =enwaardige potentiaalfunctie QJ(x,y) zeldt dan

Voor dz

0;1,...0).

s
s(€ 5
fl

il

(@]

H

©

o]

o

[

=

Ve

i

H

Iling van Green geldt vooy aon enkelvoudi: samen-

o

Volrens ean

ste
“hangend gebied &' met rand C

36\]) %}:}; ds = - j}' (zraa¥)? 6o, (A‘ﬁ;ﬂ)
c

(inwendige normaal).

We maken ons gebled G nu tot e2n enkelvoudl: samenhangend gebie
Gt door verpindinagslijntjes dis f; mest 1y, resp. _fé,u,., fh ver-
binden (zie £is. A 4).
D&ar‘%)Cquaa”dl’ ta, zim ce
bijdragen van de intezralen
langs de verbindingslimtjes
nul. Voor het linksrlid van
(A%.1) vinden we dus

n
7~. f "ﬁ)“ /‘}.u = O
1=0 Flw an

. . " . ;.
Hiarult volgt dat grad %/oVera1 in G nul moet zijn (we veronder-

1s.A4 1

-y

stellen natuurlijk continuit=it). Dus Y = constant in G, waaruit
volgt dat ook N constant iz, Daar echter ¥ = 0 op Y;, moet {1

gellik zi:n aan een imaginaire constante.




£t wob doze 3t:1Yline het senduidighaidsbewijs uit 3.ad 3 direct
vy b

Te peven 19, vol.T op de babends maniesr,

A1

Appendix

y Py )

Circulalrs Ceprassic boven zen cirkelvormisze zee.

We bezchouwen het gebied \zl < R en het windveld

Alsg a' = R - a 2n z do complex gec.onyiscerde van z is, dan 1s

lz+1(ama)\2 = (z+iat)(z-ia')= zZ - l&(ﬁw?)+a’2)

s AuS

(A5.1)

Als Yzl = R. dan w3 * = %? zn dan =&1dT

s ) (85.2)

12 fl d-+: a &
- 16 -R®

¢, ° 2,12
¢2+ R +a ‘+b

sy}

waarbi) z:integresrd moct worden lanse de eirkel Vol= R.

N2, 12,42
Z-LJ &2 + R +aa +0

o
1 R%+a 'S4 P

ﬂwfﬁ=(d+1ﬂwﬂé+%iymw w >1,

jay)

s d =\/k32+a'2+b2)2_4a‘2R2 = \//{(R+a')2+b2§ {(R—af)2+b2} .
Verdor geldt nog

1

w  H'R

Door toepassing van de residucsnstelling voor de integratieweg be-
staands uit dz cirkels \CM =R en \G|= M vinden we, als we M
onberrensd laten tosnemen, dat voor 1z] < R geldt




\ \
G +z a6
N (2)= T"’" § 1oz IR =
Clen (G+iRw ) (G + =)
b2 ] 2 e X Ky A .
S 271, {residu in G = - 1 Rw)=
_ip® _iRw+s 1 ~
T T Pav o HARw - iR
h ~-i1Rw 4 —
r L
_ ne Z-1Rw g 3
- T Za'R C z+Rw o, 1
2
_ 4] Z-1Rew » (85.5)

T T3 ¥ Rw

wearns: (0.19) baw:zzan is,

Wa herekenan nu non I = J
|

1 LETVOOY met (AS.J\ )

R 2
1 = 2 bg j 3
[ per | et

. R i u . .
In de tweszde intecsraal substitueren we o i = — ., Dan zaat daezce

intesraal over in

g:_ul 1 —
}ul=€> Hu €£+a +b —Wa|p(% %

A é; du
T oar D 2
ul= f 2

RN -

uc+ -Q +8 E4+D" ) o
pyy iu-p

We b Eant: hier ode integrand van (A5, 2) als daarin R door o en

z door & vervangen wordt. Met behulp van het resultaat (A5.3) vinden

we dus R >
b2 b
I::-c—?-._.. 21€ —
2 S 2.2 2.2
0 2\//9 o 240 ) ~bg' Q
R A
.—_—7rb2 S Q\Q 1
0 \/k9d+a +b2)2 ha 292
Nu is (92+a'2+32)2 ha'? 92 =(92~aid+b2)2 + ba'? bg; dus met de
aubstrtutie 92=a‘2~b2 + Qa{bt vinden we
R2~a12+b2
28D
I =- %1rb2 di =
Te -

} a!?ﬂbz
2a'h
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> L Re_a'2+b2+b/’R2max2+b2)2+4a:2b2
—a'p+b2+L/y '2 1 2+4a %y 2

2 . R°-a'f4b2+/(R°+a C+b°)“-ba '°R°

i
H
ol
=3
&)
]._l

1
= - 3Tb 1n a =
207
2 12,2
=—{;—7Tb2 lnR-—a ;O+d~:-——i§7rb2 1n (ng—a!))
2h” b

waarn:z (6.20) bewezen 1is.

Appendix 6.

"?1

We bewijzen cerst:

Voor cen fumchie ﬂ(z):cé(x,y)% iFP(X)V) die analytisch is voor
L(7)

a

Im z> 0 en continu voor Im 20, terwijl 1linm = 0 en
- -

@(x,y)-—: - P (-x,0) 0£x<eo (A6.1)
zeldt

- (-

£y

—
'C/‘!
ll

Bewijs: Zij 0¥z 7= ~Q(-Z)= -DP(-x,y)+ 19?(ux;y), Dit ig voor
Im 2z 0 een analytisqghe functiz van z (wat b.v., blijkt door
zrificatie van de¢ @auchy-Ricmann vorgslighin sen), die continu is

/ 4

voor Im z 2 0 ¢n waarvoor ,lim - = 0. 0ok F(z)=L(z)- £L(z)

= V2

bezit deze drie eizenschappen. Voor Im z = 0 is Re F(z)= ®(x,0)+

k?(_ﬁkw)— 0. Velgens de in 3.b zeformuleerde stelling moet dan

<

F(z) =zen gehole functic zijn, ¢n ten zevolss van de limizt voor-
waarde mozt F(z) dan constant zijn. Dezs constante is echter nul,

daar F(o)= 0. Hicrmee 1s het buwijs voltecoid,

Z1j nu U(x,0) oneven. Dan is ook & (:2,0) oneven en als Q (z)
veldoet aan de eisen van de boveéngenoemd.: #8telling, dan volgt hier-
uit dat W (x,0) even is,

Q)
Nu is 9§£ = JEE + 1 SQL .
Gz QL d X
N _ ¥ _ o, 2% _ U
Voor z = 0 geldt =0 , 5= =0, 5% = S -

De eerste termen van de machtreocks-cnbtwikkzling van L2 (z) in de
omgeving van =0 zien cr dus aldus uilt

D(z)=1 ¢ - z(%gi) i e
7=

waarin C rceel is.




Eppundir 7,

"3

Bereksnin., van dz intzopa’en an (2.10),

ey
Patan
_{\'L
™
%
—~ P\’
P
o~
S Dite
S
hY
J
- N\
e
OL—/—/ﬁS
P
Pt
N
4
N
N
g
N
—~ Fj
3
-
i —_
4%}
9]
S’
N
+
')
\
L

.\
&
o

Wer berevensn werste ¢ zersce Late iras

Beochouw de intspraal

¢ Ind o
o A2 _,e v om VT P e G,
((n -7 )(((A\‘) ‘C’g)

wanomen lanzs de in £ig A7.1 coLeronds anntour, We doeiiniiren in

het gebied blanen dez: contour
di funetiz In &  zenwaardip door
steceds de hoofdwaard: te nemen
(dus -7<In ind<7T). Langs AB
moctan We dan nemen
in C = 1n(«cl)+'ﬁ'i, lanaa RC in G o= S ﬂ/
m{-¢&)-m1. T .
Als d2 straal R ven ¢e cirizel one- iz A7
ot ¢, -viak

[
< ¥

haegrensd torneemt dan naedert

=

0
SOn(-o)iri)
2 72 P4 T

N 1

Dz som der risiducn in 4= polen van de integrand binnen de con-

tour is, als R 2root wemocy iz (d- polen zign: &=+ 2, C= - a1+1o1)

in{-z) (&1+icq)1n(-a1—1cq)

: +
21@1(32~(a +ic1)?)

1

)

+1n (=2) (g = ) - (8 -10) (e - mree )
' RPN AT G- Zo FLC, AT 1/ s-a, ~1c z+a,+1c,
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m+1
= -n-uj—-—— (“1 )n in (-‘1) 2 s
Fromms0 z-(-1)"a - (-1)1e,  -a,-(-1)"Tie,

waarin voor de logarithmen het verschil van de hoofdwaarden van de
logarithmen van teller en nocmer genomen moet worden.
Op grond van de residuenstelling hebben we nu dus

vl

| Cat e T,

3 (85-27) ((B-a,)"+e) 1

Vervangen we a1,
uit dit resulfaat ook de tweede integraal uit de formule voor .(1(z)
vinden,

cy en z door resp. a2, Cy en iz, dan kunnen we

In totaal krijgen we dan

n m-+1
QO4{z)= 1 > (=1) an =) oz
2w, m,n=0 z-—(-1)ma1-—(-1)nic1 —a1-(-1)m+nic1
1 (-1)" (-1)™ 1z
L.} 1n L
P M, n= 1z-(~1)ma2-(—1)ic2 —ae-(—1)m+ni02
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