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!F [i!lj !:! i1; Ii.I 

1. Inl2L·'.ing en overz::icht, 

In dit rapport}) ·~~ullen w-indef'fect en driftstroming 2 ) t2n 6ev•)l 0 8 

van stationaire windvelden behandeld warden. We baseren ans daarbiJ 

op de door SchalkwiJk [1] ge~even different1aalverbelijlin6 ~n vuor 
2e Jtationaire strominw van een z~e on1er invloea van tansentiel2 

windkrachten ~waartekracht. Corialis-kracht en inwendibe wriJving. 

We zull~n de door hem afgeleide verseliJkinsen. die 6 ebaseerd zijn 
op 22n vrij ~root aantal aannamen en verwaarlozin6en, hier zonder 

discussie als uitsansspunt nemen. 
Verder zullen we steeds aannemen, dat niet de windsterkte, ~och 

~ 

de tanG,entiele kracht 1 ✓, die de wind op het zee-oppervlaic uitoefent, 
gegeven is als i.unctie van d(-3 plaats. We tcunnen dj_t vectorveld, dat 

we in het v1Jlgande - eni:;szins onjuist - steeds het windveld zullen 

noemen steeds beschriJven met behulp van twee scalaire velden; de 

windpotentialen. 
Indien we onfl beperk2n tot het geval d.at de zee in-·rusttoestand 

overal dezelfde diepte h2eft 3 )s dan is het mogelijk een complexe 

analytische functie - die we de complexe potentiaal zullen noemen -
te definieren; met behulp van deze complexe pot-:mtiaal en de wind­
potentialen ziJn het windeffect en de stromingssnelheid direct te 

vinden (zL? 2)'. Als de zee 1:,2heel of gedeelteli,jk door 1-msten be­

g,rensd wordt.:, dan kunnen we randvoorwaarden en nevenvoorwaarden 
aangev0n en in de meeste praotischa voorkome.!.lde 6evallen is de op­

losaing hierdoor eenduidig bepaald (3). 
In 4. worden enkele speciale 11windvelden 11 besproken. In het al-

~ ' 

gemeen is het veld w te splitsen in een rotatie-vrij en een diver-
gentie-vri} deel.:, die w2 1 dank ziJ de lineariteit van alle verge­
lijkinGen.:, afzonderlijk kunnen behandelen. Het blijkt dat biJ een 
rotatievrij windveld de compl2xe potentiaal constant is, zodat de 

oplossin~ van het probleem hier seen moeilijkheden levert. Speciale 

1) Dit onderzoek werd verricht onder leiding van Prof.Dr D. van 

Dantzig. 
2) Onder windeffect resp. driitstroming zullen we verstaan de ver­

hoging van de zeespie.::;el, resp. de stroming,_, die het t,evolg is 

van windkrachten (ter plaatse of elders). We maken ons Jus los 
van andere effecten, zoals jie van getijden; verschillen in tempe­

ratuur of so~rtelijk 6ewicht e,d .. 
3) In een vol62nd rapport zal het geval dat de zee bestaat uit 

meerdere delen. dis ie6er een constante (verschillende) diepte 

hebben, worden behandeld, 
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gevallen van rotatievrije windvelden ziJn het homogene windveld 

(W ::::: constant) en de zg. sin6uliere windvelden, waarbij de wind­
potentialen een logarithmische singulariteit hebben. (Het windveld 
is circulair_, d.w.z. rotatie-symmetrisch om het singuliere punt en 
de sterkte is omgekeerd e·venredi;; met de afstand tot dat punt). 

Van de diversentievriJe velden worden speciaal b-ehandeld de .22:£_­
culaire windvelden ("circulaire depressies 11

) waarbij de windkracht _,. 
1·1.T langs cirkels om een vast punt (de 11 kern 11 van de depressie) een 
constante absolute waarde W heeft {die op een gegeven wiJze van de 
afstand tot de kern afhan6t) en tangentieel g0richt is, 

In 5. behandelen we het - zeer eenvoudise - 6eval van een homo­
geen windveld boven een begrensde zee. 

Als de zee niet begrensd is, treden enkele bijzonderheden op. 

DetE worden in 6. en 7, behandeld voor het geval dat de zee een ~ 
vlak, begrensd door een rechte liJn., beslaat. In 6. beschouwen we 
enkele circulaire windvelden, waarbij speciaal het stroming,sbeeld 
en ·:ie niveaulijnen onze aandacht hebben. Bij het homogene windve ld 
blijkt een extra-onderstelling nodi6 te ziJn om de stroming en het 
windeffect eenduidig te bepalen (7), 

Dank ::!:i,j het feit_ dat de complexe potentiaal een analytische 

functie is, bezitten we een zeer belangriJke steun in de conforme 
afbeelding (als ds diepte van ds zee niet meer constant is, dan 
missen we dit hulpmiddel). Voor een singulier windveld boven een 

willekeurig enkelvoudib samenhan6end bebied; kan de complexe poten­
tiaal direct opgeschreven worden (8); voor een willekeurig windveld 
kunnen we met behulp van de integraalformule van Poisson de complexe 
potentiaal steeds in de vorm van een intesraal schrijven (9); in 
eenvoudiae gevallen kan deze natuurlijk berekend worden. 

Tenslotte beschouwen we in 10. en 11. de door Schalkwijk gegeven 
voorstelling van de Noordzee als rechthoekige baai van een oceaan 
die een halfvlak beslaat, Met behulp van de conforme afbeeldin~ van 
dit gebied op een halfvlak kunnen we het effect van een homogeen 
windveld boven dit gebied exact berekenen. Het blijkt dat Schalk­
wijks voornaamst,3 resultaat (het windeffect in "Hoek van Holland") 
bevestigd wordt, Doch zijn aanname dat het windeffect in de eind~ 

punten van de ~rensliJn tussen oceaan en baai nul zou zijn, is zeer 
aanvechtbaar. 

Deze studie is see:;roeid uit de wens om SchaHcwiJks resultaten 
voor het hierboven genoemde model van Noordzee en Atlantische 
Oceaan op een meer exacte wijze af te leiden. 

Daarnaast blGek uitbreiding en vereenvoudi6in~ van de door 
Schalkwijk voor een rotatievriJ windveld in principe aanse6even 
berekeningsmethode mo 6elijk door gebruik te maken van de boveng,e­
noemde (bekende) splitsing van een vector-veld in een divergentie-
0n een rotatie-vrij deel en de daarop gebaseerde beschriJving van 
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cen windveld met behulp van twee wind-potentialen ~-). 

Het resultaat i3~ dat voor een ze2 van willekeuribe vorm ~n 
constante diepte de stationaira toestand. die blJ een willek~uri~ 
stationair windveld behoort, in principe geh-::1el berel{end tcan warden. 

In deze uitspraak ziJn drie zeer ernsti 6 e beperKin 0 en besloten, 
die_ be~Judens de laatste, ~eer wezenlijk schijnen en gean van allen 
eenvoudig op~eheven kunnen worden. Waar echter in het hier bereikte 
mo 6e 1 iJk ook al enke le brui1cbare resul ta ten schuilen, heoben wij 
-:Sem,::end; ·deze reeds thans in e2n rapport te mueten samenvatten in 
de hoo~, dat door discussie hiervan een uitzicht op verdere ont­
wikkelin~en geopend kan warden. 

Vee 1 van het hier v,Jl1;_,ende is ontstaan ::m 6 iJrj_jpt tijdens de bij­

na da6eliJk3e 1Jespre1c:i..ngen m2t mi1n colle 6a Drs 1r .c .Braakman. De 
vorvaardis1n~ van de biJ 6. behorende platen is geachied door 
Mej, G, Botterweg van de Rekenafdelin(1 van het Mathernatisch Centrum, 

2. Invoerlng van de potentialen. 

We nemen aan, dat het zee-oppervlal( in de ongestoorde toestand 

een plat vla:.c is - het x; y-vlak (van de kromming van de aarde zien 

we af). Daar de optredende grootheden dan functies ziJn van twee 
variab2len (scalaire velden en vector-velden, waarbiJ de vectoren 
in het x_y-vlak lisgen) zullen we in het vol~ende eni 0 ~ebruik 
maken van vector-analyse in twee dimensies. Hiervoor ziJn versghil­
lende formalisman mogelljk (cf,Brand.;[2). p.l+2'1 e.v.). Om echter 
zo dicht mogelijk bij het algemeen bekende formalisme van de drie­
dimensionale vector-analyse aan te sluiten, ~~ullen we ons x~y-vlak 
uitbreiden tot een drie-dimensionale x,y,z-ruimte, zodani6 dat 
x. yen z-as een positief georienteerdcassenstelsel vormen. 
De c0nh:: 1-1 ·; vuctor lan6 s de P· ,:iit :..21:·,: ~-=as· u.o..:nt~ll ':-..; 1 .... 

Besehouwen we nu onze twee-dimensionale scalar- en, vec-
torvelden formeel als drie-dimensionaal tcte velden han6en dan niet , 
van z af en de derde component van de vector-velden is identiek 
nul), dan lcunnen daarop de normale operatoren eSradient, divergentie 
en rotatie toegepast worden. 

Twee biJzonc1erheden kunn2n we hierbij opmaken. De rotatie van 
~ 

een vector-veld w =(w1 (x,y), w2 (x;y)) is 

"ow ow, ➔ 
rot °vf = ( 2 ) k ~- uY ' 

Dit is een (axiale) vector die slechts een compon2nt heeft (lood­
rec ht op het x.;, y-vlal-c), dus in we zen clen scaJ.ar. Van betelrnnis is 

dan slechts de operatie t,rot (met , wordt het scalaire product 

4) Op deze mo::jeli-Jkheid werd onze aandacht gevesti6d door Prof.Dr 

D. van Dantzi['... 



aangeduid), die levert 

➔ ➔ o w2 
k.rot w = ~ -u ..:'\. 
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oY 

Omgekeerd is het zinvol, bij een scalar-veld (f (x,y) de rotatie van 
het (axiale) vector-veld (met slechts een component) t~(x,y) te 
beschouwen. We vinden hiervoor 

rot k lb = ( .£:£.. - 2.:f) l c) y VX , 

dus een vector in het x;y-vlak. 
Voor verdere rekenre:;els en verbanden tussen de verschillende 

operaties verwijzen we naar appendix 1. 

Verder zullen we van het reele -~.y-vlak vaak overgaan naar het 
complexe z = x+iy-vlak. Ook zullen we voor een reele (o~ complexe) 
functi2 F van de twee variabelen x en y soms schrijven F(z)J waar­
mee we bedoelen F(Re Z; Im z). 

Het gebied van he.t z-vlak (of x,y-vlak) dat door de zee in1:,enomen 
wordt_ :c;ullen we vaak G noemen> de rand (kust) van G noemen we r. 

In het al~.EH!'!Be~ zullen we onder een gebied steeds verstaan een, 

al dan niet be:"srensde., open_, samenhan::;Qnde puntverzamelin0 ~ waarvan 
de rand bestaat uit een eindi6 aantal continu differentieerbare 
krommen. Deze voorwaarden leggen we ook aan G op. 

\ . -~-

Zij 'w(x..,,y) de schuifspannins, die de wind in het punt (x. y) J.angs 
het zee-oppervlak uitoefent, t(x,y) de verhosing van de zeespiesel 
boven de on;~~estoorde toestand ten6evol6 e van deze schuifspanningen 1 

➔ 

( het windeffect) en S(x.,y) de integraal van de door de~e schuif-
spanningen veroorzaakte stroomsnelheid in de zee, genomen lan6s een 
verticale lijn door het punt (x,y) van bodem tot oppervlak 1 dus de 
"totale strrJom in (x,y-) 11

, 
4) 

Zij verder 

W = hoe ksne 1 he id van de aarde j 

<.p = gemiddeld.e 0eo2,rafische breedte van de beschouwde zee., 
1 = 2 w s in t.p , 
e = dichtheid van het zee-wateri 

.,,.u = virtue le visc,Js i tei tscoeffic ient van het zeewater., 

D = 'Tr• I 2
fa ( de "Re ibungs tie fe" van Ekman), 

V e 1 

H = uiepte van de zee in ongestoorde toestand, 

I\= 4:H (door Schalkwijk ~ genoemd):, ( 2. 1 ) 

g = zwaartekrachtsversnelling. 

~J-We-zien af van andere oorzaken, zoals drukverschillen in de lucht, 

verschillen in temperatuur en dichtheid van het zeewater, die 
verand.erin3;en van het zee-niveau en stromingen ten2,evol~e kunnen 
h<2bben. 
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Dan lu1den de vergelijkingen (11) en (12) van SchalkwiJk voor de 
stationaire stroming van een zee onder invloed van wind-schu1fspan-

nincen, ~waartekracht> Coriolis-kracht en inwendi~e wriJving in de 

hierboven aangc.igeven vector-notatie (met x wordt het vector-product 

aan0eduid) 
7 ...... - 1 :-i ,>. .c X 1 S + J\. 1 S - e ,·· - g H grad c._ ., 

➔ 
<}iv .S:::: 0, 

(2.2) 
i ' , \ 
\ c:. • ~·) 

Om (e,~e ver;._;eli,Jlci.ngen in prettii~;er vorm te breng2n, maken vJe ge­

bruik van drie lemma1s.i waarin v,1elbeh:Emcle stellin0 2n in een voor ems 

zo e:.")Schikt mo__,eliJlw formulerin1, ::,eg,even worden. 

Lemma 1. Al.s 

gelcl"t 

➔ 
voor e2n co.ntinu dif'ferentieerbaar vector-veld u(x_y) 

-!> ~ 

L.r·ot u = 0., 

dan i,s er een scalar-veld f- (x;y); zodani2; dat 

Als voor een continu differentieerbaar vector-veld 1(x,y) geldt 

div-:(; = 0, 

dan is er een DcalRr-ve ld ([> (x; y) J ::;odanig dat 
~ 

v = - rot i·· I[) ·'-- T . 

'f en "V ziJn elk cp een additieve constante na eenduidi& bepaald en 

in een enkelvoudtc:~ samenhan;end 6ebied eenwaardig. 

Lemma 2. Al~; voor cont inu c1 if feren t ieerbare scalar-ve lden lf (1:, y) 

en '\f" (x,y) in 2en -::~2ker ~;2bied G van het X,;y-vlalc 6eld-c 

➔ 

rot k([>+ c.,racty = 0:. 

dan is (f + iy e2n in G complcx8 analytische functie van de complexe 

variabele z = x + iy. Ook het omsekeerde van deze stelling geldt. 

Lemma ), Bij e:;en wl.llelceur1.,.:::, continu di:Cferentieeroaar vector-veld 

1J'.(x,y) ::::i,n :,calar-veld::_~n (f (x,y) en ~(x,y) te vinden, zodanig dat 

➔ ➔ 

u = - rot k tp - grad "r. 
De comp).exe funct:Le ~ + it" van x en y is h1erbiJ op een additieve 

analytischc functL: van z -= x + iy na eencluidig, bepaald 2n l:c:,;.n :i.n 2,::n 

2nl,:e l vm.Y.1:L,~ snm2nhang2nd :;2 b ied eenwaard i 0 .:::,e kc>zen wor,rnn. 

Lemna 1 ze";t, dat een rotati,2-vrij vector-veld voore;;esteld h:an wor­

den ala ~r2dl2nt van een scalaire potentiaal en een diver6entie-vriJ 

vect,'.Jr-v2lcl. als rotatie van ,.=:en vector-potentiaal. Omd.at onze vec­

tor-v2 lct-211 2-i2 imens ionaal z iJn:, lcunnen we voor de vec tor-potentiaal 

een vector-vel~ nemen, dat overal evenwiJdi~ is met de z-as (~ 1) 
en dus in wezen een scalar-veld is, 

li'.::ITr:1,; 2 i .. ,.in 1'\."0.rl:a.:in:_:, 11 van '.Je v .. iJ' __ ,11,:ikin,_0 ... n van Cauchy­

Ri ':mr,nn 
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Lemma 3 is het twe2-dim2nsionaie analogon van de stelling, dat 

ieder vector-veld ta splitsen is in een rotatie-vriJ en een diver­

gentie-vri, b2standd~2l (en dus voortsebracht wordt door een 
ecalairs en een vector-potentiaal). De bewering voor de eenduidig­

he1.d van cp +it" volgt direct uit lemma 2. Voor een eenvoudi6 e metho-

d '. l" ➔ . t b 1 .. e om ,)1J een geg2ven ve a u <p d:1 '\f/ e epa en.:, verwiJzen w2 naar 

Brand ([2]_ p.424). 
In app2ndix 2 ztJn J.e b:;wiJ'.'.':c.~n van de lemma is kort aan;::,eg,even, 

We 1-.::ren nu tcru:I'. tot ds::} ver;;,:lijkin,_,,en (2.2) en (2,3). Al:s 0 
een cont inu cIJ.f feren t ie2rbaar vector-veld is, het;een we aannemen, 

ian kunnen ;ve op ,;rond van lemma 3 cchrtJven 

-:!-

(rot k U + srat V) 

De scalaire ·ve lc1en U(x .. y) en V ( " , .. ) 
.'>. -' ;y zullen we de windpot2ntialen 

noemen. 

In h~!t vol:sencL: ·~uU.cn w::.: vaak aanncmen, dat U en V 6 et:,even ziJn, 

Deze ;roothac.ten li'eirf:n,c:n h:::G 11'inc:krRcht0,nvel.d voort 11 • Uit (2,)) en 

l2m.ma '! ·vol::::t v-::,rc2r dat er (mits S continu differentieerbaar is> 

wat W2 aann=:·rnen) een iunct·.L-~; (9 (x)y) :i.s, '.:::.Jdani._; dat 
➔ ::.D ➔ 

1 s = - it;;;:- I')t '. - 8 ... 'i'1i I.. ,.\.. • (2,5) 

~;1·,-, ~:•.~.-:. we-o.n recL~nen dJ.8 n,.:.;;;, zullan bli
0
H-cen - de stroom1.'unctie. 

Vullen we (2.4) en (2.5) in (2.2) in, dan valgt na delinJ door 
eD - 1f1r en ;iebr·:1iknakin~: v2n (2 .1) 

~ 

t: ~ rot t 8 + )\ ro c k 8== rot k U + grad V + ~ srad C., 

Nemen we aan dat Hen D (en dus ~) constant ~ijn, dan volgt hier­

uit (daar ~ x rot k8 = grad8) 

r:Jt I(il.8 - U)+ t;;rad (8- V - }C. )= 0. ( 2 .6) 

Uit lemma 2 ·rnl;t nu: 

er is een complaxe analytische functie (die we de complexe poten­

t iaa 1 no,:mci1) 

il(z) =<f(x;J')+ i'f(x.,yL 

van z = x + ij; waarvoor geldt 

/\8-u=cb 8-v-lC=\1J_ J , l\ J 

Of: 

8 = ~ ( <p + U ) = ~ Re (D._ + U + i V ) ; (2.7) 

C, = If+ U -- A (o/ + V) = Re ( 1 + i i\ ) (D.. + U + i V) , (2. 8) 
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Hieruit blijkt dat de nphy;:1i:::sche g,rootheden 11 Sen~ bekend zi.:;n_ 

;;odra we de analytische functie..fL (z) bepaald hebben. 

De factoren in de rechter ledan van (2.4) en (2.5) ziJn zo geko­

zen_ dat..(l, 8 .. U 211. V ellc c12 dimensie van een len6 t2 h2bben. Verder 

ziJn deze factoren onafhankelijk van H. Dit is voordelig wann8er we 

ons interesseren voor ,.i,eb1~den., wa&rin H in verschillende deel62bie­

den een ver-schillende ( constante) waarde heeft ( d,2 ;::;root he id D baugt 

in eerste benadering ni~t af van d2 diePte). Deze ~eyallen zullen 
behandeld worden :i..n een a1""onder1ijk rapport. 

We ·:ull0n ln het vol2,2nde vaa::c de verschillend2 sroothed<an a1s 

1imenaieloos beschouwan_ d.w.s. rekenen met hun 6 etalwaarden na aan­

name van zei:er,:; eenheden, We zull2n biJvoorbeeld schrijven .D.. = ln ::.;, 

hoewe 1 ch? .,rooth8d2n Jl en z 9e ide de dim<:!ns ie van ,?)en len~.;t2 hebben. 

3. Randvoorwaardan jD 2enduidi~heid. 

Dr1or do (:is datf2. (2) een in G analytische tunctie is_ isU nog 

niet b::;paalcl. Hiervoor •;:i,jn randvoorwaardc:m nodi6 . 

We belinnen mat da vraa; naar de stroomliJnan bij aen 0 e~even 

functie 8 (x,y). Z1.J? ean ~enheldsvactor rakend aan een stroomliun 

(dus s J.S 2VGDWJ.Jdi,~, m0t 3) J ri = rr .~ s cle normaal hL:rop (de ~eh ... 
t1ng van n H, zo i:,2\~u~;en dat bij e2n 0esloten krorrune °r1 ~e ir1w2ndige 

➔ 

normaal is als s Jc richt1nl van de positieve umloopszin - te~en ~e 
WiJsers van d2 klok in - h2e1t), 

_. ➔ 

Uit n.S = o vo1st dan met (2.5) 
➔ ➔ Q ➔ -'lo 

0 = - n , ( rot ~,. d ) = •· ( k ,<. ~) • rot k 9 = :. " 

Lange de stroomliJ~en ~eldt dus; 

8= con-::;t_ of: P+ U = const. ( 3-1\ 
Zij vervol.~;ens L 2en wille::!wuri;_;e ~continu diff't-?.rentieerbare) kromme 

die de punt2n A en B uit G verbindt. ZiJ s de booglengte langs de~e 

kromm2 (n de n,Jrmaal) . Dan se ldt voor de to tale s troom LAB door 

lcromme ( ::: is 

s 
; '~. = 

B 
= gD ( ➔ ..,,_r\ 

- 4111 ) n.rot le ods = 

A 
B 

A = 0D ) ~G ds= gD (t1-GA). 1fr,="T () t 4n-l (3.2) 
'A 

Dit resultaat hangt Gus alloen af van de punten A an B, niet van de 

;;2 ~rnzen lcromm::. 



G 

Het verschil van :a ~aarden van 8. behorende bi; twee verschillende 

strooml iJnen Jec::ft dus ( op 2en fac t•)r na) d2 tus sen de;::;e s trooml iJnen 
dO')r stromende vloeistof-hoev12elll.eid aan. H2t is daarom_, '11:.t we 0 
de stroomfunctie noem2n. 

We beschouwen ook de c1rculatie van de stroam langs een begeven 
ge_s1oten kromme K, zonder dubbelpunten, die een ,:mkelvoud.ic?, samen­
hangend deelsebied G1 van G omsluit; Wd deflnieren deze door 

-;,. ~ 
S. d.s, 

Met behulp van hct theorema van Stok2s vinden w0 

. ~ -'lo- •:-D 
(rut ~z: 8) .ds == - 2f1rr JJ """o/ _,,_ 0 

k,rot(rot le O)dQ:;:: 

= 4'f'1 J J,s 810= 

Gt 

J j AU dO, 

G' 

daar Pals ree2l deol van een anal;ytisch0 functie, 2en potentiaal­

functie isJ d,w.z,~ f == O. Analoog geldt voor de circulatic van het 
windkrac ht2nve ld lan:_;:::; d.2ze lfd,::; 1<:romm2 

~ ~ ·o 
Tc.rot ·: dO= - ~;- jf k. rot ( rot ";tu+bradV) dO 

Qt 

::;:: ~ I ri- jf 11 u dO. 
Gt 

We hebben -.:1.us 

JI 
➔ ➔ 

cw = Afl (" = k.rot \! d.0 (3.3) Vn 
"":) 

G 

Daar e;,::n i:cust (rand van het g,2bied G) zelcer een stroomlijn is, 

geldt als randvoorwaarde langs ~en kust volgans (3.1) 

Re fl = P = - U + cons t . (3.4) 

Wa beschouwen nu achtereenvolgens 

1. be 0 rensde enkelvoudig samenhan~ende 6 ebieden, 
2. niet b2sr0nsde enkelvoudig samenhangende 6 ebieden, 

3. m2ervoudig samenhan~ande gebieden, 

~n ~ullen nagaan welke biJvoorwaarden er naast de randvoorwaarde 
~ 

(3,4) n0di""; zijn, opdat bij een gegeven windveld tJ de physische 

tuncti<::3 8 en l. eenduidig bepaald ziJn. 
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Ad 1, Bij een besrensd enkelvoudig samenhangend g;ebied bestaat de 

rand uit een ,~nkele gesloten krornme f1 . Lan:_:;s deze l{romme geldt 

(3,4) met langs de hele 1cromme dezelfde constante, die we O l{iez:_jn. 

Voor de functiel'l (z) 3:eldt dan 

_Q (::;) is analytisch in Gen continu in G+ 1, 
Re Jl ( z) = - U lang,s · l' . 

We kunnen nu eenv 1Judi;; bewiJzen dat;..D.. (z) hierd,:ior op een ima6 inaire 

cons tan te na eenduid i2~ be paald is 5 ) . Imrners, als S2. 
1 

en ..0.2 verse hil­

lende oplossingen zj_Jn; clan is S2. 
1 

- D. 2 een in G analytische func­

tie ~ continu in G+ I-,, waarvan het reele deel O is op r . Daar echter 

het reele deel van een in G analytische functie z 1n minimum- en 

me.ximum-waarde op de rand van G aanneemt, mo0t Re(1l 1-½)= 0 in G, 
dus .Q 

1 
- ..0. 2 een ima:i,j_na:Lre constante ziJn. 

De onbepaa1c,e constante in 1¥ = Im n kunnen we bepalen door 

cle nevenvoorwaarde y l dO == 0 

cp te le,:;cen, 

aan~ 

(3.5) 

Daar in de on3estoorde toestand ( = O is. drukt (3.5) uit, dat de 

totale hoeveelheid water in G constant is. Op grond van (2.8) is 

h:1.erdoor d2 onbepaald2 irna;:::;inaire constante j_n SJ. (z) 0eheel be­

paald, B1.j segeven U en V ZlJn dus -0.., 8 en C- door (3.4) en (3,5) 

ondubbelzinnig bepa.1ld. 

Dit alles /2eldt voor ge~2ven U en V. Hoe is het, als we niet uit­
~ 

gaan van '"~egeven U en V, doch van een gegeven windve lcl ,J ? In lemma 

3 zagen we dat dan de funct1e U + i V slechts op een analytische 
~ 

functie van ::: na bepaald is. Dus als U en V het veld 1.~ voortbreng,en 
· 0 0 -

dan lrnn v0lgens lemma :") ieder stelsel (U.,V) dat W voortbrengt, g,e-

schreven warden als 

U = U
0 

+ Re F(z), V = V
0 

+ Im F(z) 

waarin F(z) een in G analytj_sche functie is, 

Z:Lj nu l1
0

(z) de bij (U
0

,V
0

) 11behorende 1
; complexe potentiaal en 

t') 
0

, resp. ~ode hi.erbij behorende stroomfunctie, resp. windeffect. 

We bewiJzenn1..: r:vr-1::: biJ (U.,V) behorende complexe potentiaal is 

Sl ( z ) = _Q
0 

( z ) - F ( z ) . 

Immers Sl.(z) hJ een in G analytische functie en langs L 6eldt 

Re fl ( 2) = Re Sl
0 

- Re F ( z) = - U 
O 

- ( U-U 
O

) = - U, 

Daar verderSi_(z)+ U + i V = _(l
0

(z)+ U
0 

+ i V
0 

is, volgt uit 

(2.7) en (2.8) dat de biJ Jl., U en V behorende physische functies 

5) Op de e.1~istentie van _Q (z) die onder zeer ruime voorwaarden voor 

de vorm van Gen de waarden van U op r verzekerd is, gaan we hier 

niet in. 
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8 en ~ ic'lentie 1c gelij'<c ziJn aan 8,'J' resp. C, 
0

• Ool{ aan de bijvoor­

waarde (3.4) is dus voldaan. 
WG 1-<:unnen c~.it resultaat als vol6t formul8r2n: 

BiJ een begrensd, enkelvo'J.dig samenhang,end gebied met een gegeven 
windveld ~ zijn 8 en~ door de voorwaarden (3.4) en (3,5) ondubbel­

zinnig vastgelegd. 

Ad 2, Vergelek2n biJ het voorgaande:, treden in het g,eval dat G niet 

begrensd is, enkele biJzonderheden op. 

In de eerste plaats kan de rand r van G uit meerdere, slechts in 

het oneindi~;e samenhan6ende delen b-estaan, ool-c al is G enkelvoudig 

sarnenhangend. (v;l. fi 0 .3,2). We nemen aan dat dit er slechts eindig 
,, ::,;l. ziJn, Het is dan niet a priori 

zeker dat q> + U lan:;s de verschil­

lende delen van f dezelfde constants 
waarde aanneemt. Indien echter de 
stroom in het oneindige uniform tot 

nul nadert. dan maet dit op ~rond 

I 

van 3.2. wel bet g;eval zijn 2 want de totale stroom door een liJn 
die tw2e in het oneindi 0 e samenhan~ende delen van f verbindt moet 

dan nul ~iJn (er stroomt in hat uneindige niets binnen). Daar r 
slechts uit eindi;; \,,,.<: delen bestaat, die twe2 aan twee in het on­

eincli2;e samenhani_'_en (G 1s enkelvoudig samenhan6 end ! ) , vol6 t hieruit 
da t 'P + U lan:::,s al le de len ,:an deze lfde waarde heeft. 

Aan de nevenvoorwaarde ( J. 5) zullen we in het algemeen niet ;,,:un­

nen voldoen, In 6. zal h1.2rop voor een speciaal seval nader ingegaan 

warden. In de plaats hiervan kunnen we eisen, dat C = O is in een 
eindiG Jf onelndig pur1t. Speciaal als U en Vin het oneindige naar -nul gaan (waarvoor we steeds lrnnrnm zorgen., als 1i ( z) hier voldoende 

sterlc naar nul gaa t), dan kunnen w2 e isen, da t Sl (oo) = 0 is, hetseen 
dan impliceert c:_ (oo)= O, 

Ook de een~luid.ighe id van _O. ( ;~) is niet ;.:;onder meer verzel{erd. Bij 

een :::;egeven ..D. (z) d:Le aan de randvoorwaarde (3,4) voldoet.., kunnen 

we immers iedere tunctie iF(z), waarin F(z) analytisch is in G, 
continu in G + r en re~el op r optellen. Ale G begrensd is, dan is 

de enise moselijkheid F(z) = c( c re~el); is G echter niet begrensd 1 

dan is er een veel 6rotere klasse van functies F(z)., althans als we 

toelaten dat P(z) in het oneindige niet begrensd is. In het biJzon­
der kunnen we voor F(z) de analytische functie w = w(z) kiezen. die 
het ;::_~ebied G conform afbeelclt op het halv2 vlak Im w) OJ zodanig 

dat het punt z == oo afc~ebeeld i:vordt op w == co (deze laatste voorwaarde 

is nodig om te verze'.~eren, dat v-.r(z) continu is in G + f). In 7. 
zullen we zien dat deze onbepaaldheid in sommige gevallen slechts 

door een ad hoc hypothese ope,eheven kan worden. 



AJ.1:., het winclvel,::. ccht~r 11 b2.:;r2nsd'; l3, cLw.z. als U 2n Vin G 

uniform naar O _,;aen voor z. ~ oo) dan i3 cloor de nevsnvoorwaarcJ.2: 

l lm ..0. (-;;) = 0 uni:i. rn•m J.n G, Jl( z) e:,_.nclucl i 0 bepaa1d. We kunnen clit 
Z ➔ co 

op de2elfde manier als ad 1 jewiJzen_ omdat voor twee oplossinsen 

Jl
1 

::mJ2.2 op f' 0eldt Re(JL
1 

- _Q2 )= O; terwi:Jl bij 6 egeven €...> 0 

steeds ·-;en Rte vinden is, ~=o::.iani,j dat I Re(.n
1
(z)-.n2 (z))\<.£. is 

voor alle z uit G waarvoor 1z1 > R. 

Voor het geva1 dat G een half v .Lak is, ~cunnen w2 nog eenvoudig 

scherp-::re reGultaten berc,1ken met behulp van ,.le volc:.;enr:~e 

Stelling: Als f(z) analytisch is voor Im z) 0. continu voor 

Im z ~Oen re~2l voor Im z = 0, dan is f(z) door analytischa 

voortzetting in het ondsrst2 halve vlak uit te breiden tot een se­
hele functi2 en dus te schriJven als 

oQ 

f(z)= ~ 
~=D 

waarin cle reelcs voor all: :,~ conv,.'r::e2:rt 

r2eel '.~iJn. 

an alle coeffioienten a n 

Voor het b2w1Js van deze stelling Jie we enkele malan zullsn 69-

bruil-cC::n) verwiJzen we naar appen '. iz: 3. Door conform2 afbee ldin6 kun­

nen uit d2,7,e r1tell1.n;_; nntuurliJh::: resultaten voor al5emener2 zebie­

den verkresen worden. 

Dat bi1 2en anderc keuze van de w~ndpotentialen U en V de func­
ties 8 ,~m C, nir_ct veranderen, blijkt op dezelfd2 manier als hier­

boven, 

Ad 3, Over rneervou{i.L_., saff12nhan'-'ende ;:_:,ebieden (dus zeeen met eil:.:.tnd0n); 

die voor het voJ.,;2nd2 niet zeer belane.~riJl-c zullen zijn, kunnen we 

het vol~ende ~eggcn. We bsperken ons daarbij tot begrensde geb~~den, 

de over:;an:, naar nL,t-be 6rensde ;.,ebi2den kan analo~ 6 aan het hier­

boven behandelde s2schieden. 

Verder zullcn we ans, ten einde niet te zeer in allerlei top~lo­

e;ische details te hoeven treclen; beperlcen tot het belangriJkste ge­

va1 dat ans 2/jbiecl ei:;n "zee met eindig v2el eilanden" is, of anders 

g~:?formul2r:=rd, we besch'Juwen het seval, dat er een enkelvoudig samen­

hansend open ~ebisd G
0 

aan te seven is zodanib dat het complement van 

ons gebied G ten opzichte van G bestaat uit eindig veel enkelvoudig. 
0 

samenhan~ende af~esloten ~ebieden (silanden) G1 ;G2 , .•. ,Gn (zie fig. 

3,3); die noch on:J.erJ.ing> noch met de rand van G
0

; punten gemeen heb-

br:=n. 
Als randvoorwaarden hebben we 

weer dat 8 langs alle kusten con­

stant moet zijn. Maar dez3 constan­

te heeft nu in het aJ.~;2meen niet op 

alle delen van de rand van G dezelf­

de Haarde. Lan2,s de ran,:7 ~ van G
0 

l{unnen w~ 8 = O nemen maar dan is de 

waarde el. van e lan,:.;o de rand van °-~ - Uk 

n w 
G

0 
= G + G1 + G2 . 

fl'rr--;, 3 Q.). 
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(k = 1,2J ..• ;n) Hel const2.nt. doch onbeken1..t en in h8t al6emeen ni-2t 
nul, 

Om het probL;em mathematisch 22nc~uid1g b8paahi. te malcen, hebben. 

we behalve de b1Jvoorwaarde (3.5) nob twa2 bijvoorwaarden nodi~. 
➔ 

die phy,3isch uiterst vanzeli"sprek2nd~zijn: we eisen dat S en C, 
eenwaardi~e continue functies ziJn. b) 

➔ 
We bewi1zen eerst dat uit de eenwaardibh21d va~ S (dus van 

grad 8 = k :x rot k 8 ) die van 8 vol:_;t, Zij C een gesloten kromme 

zonder dubbelpunten, Jie ~ehe2l in G verloopt. Als C uitsluitend 
pun ten van G omvat, cian is volgens lemma 2 G noodzaKeliJk cen­

waar1i3 lan;s C. Als C ean of meer van de gebiedcn G1 omsluit; dan 

kunnen we C door verbindin0sliJntJes m2t de randen f1 van deze 

gabieden G1 verbinden (zie 

:f ii:'.., • ) O 1.~ 

"· -· 4) I t 11g,). , n esreren we nu lan1.::,s de in 
.·,1·· ,'.,. 3 4 aa·,.,, , ""V·"'n w·:.•· 1 t.'"Jo O lJ.t:)l:".-t:,\.;,, ~ 1.:....2;); dan 

vinJ.en we 

daar G constant is lan6s r l 
(natuurlijk mo2t2n we all8en 

somrn<2ren over die ['1 , die bin­

nen C lits6en; daar d9= 
grad G. a] en grad G .~2nwaardi6 

is, vallen de biJdra~en van de 
verbindingslijntjas, did twee­

maal en in tc~2n~cstelde zin toorlopen warden~ tasan elkaar web). 
HiernK~e is dus de e:mwaard i~-;he id van e i dus van ~ + U beWcZ2n, 
Uit cL~ cern·,aan:li,'.JL:id van c. vol~:.:t dan op srond van (2 ,8) ook die 

van \f + V .. 

Ui t oprnerk:Ln:.:; 2 bi J het bewij s van l2mma ) in appendix 2 vol;;t 
v2rd2r dat U en V st2eds e2nwaardi8, gekozen 1-rnnni:;n worden., omdat 

--:J, 

hot windveld W natuurliJk oen continu en eenwaardi~ vectorveld is. 
Neman we aan dat dit gebeurd is, dan volgt uit het bovenstaande de 
a is. da t {)_ ( z) cenwaard1u; moet z iJn, 

Wc kunn2n nu bawijz8n dat (biJ ean be~rensd ;ebied) uit da rand­
voorwaarde (), l.J.) (m2 t onb,:: kende cons tan ten I\ f) lan6s f' . ) en de 

l l 
-~is dat f1_ (z) 20nwaardi6 is volgt dat fl (z) op e2n additieve ima-
~inaire constante na eanduidis bepaald is (zie appendix 4). Deze 
1ma~1na1ra c0nstante wordt weer door d2 bijvoorwaarda (3.5) bepaald. 

Oo'c in d1 t g,eva l :;: iJn de consequent i.2 s van overg,an0 op andere 
windpotentialen dezelfde als hierboven ad 1. 

6) Bij een en1~lvoudig 3amenhangend gebi2d volst deze eenwaardiB­

heid direct uit de conti.nuiteit (vgl. lemma 2 2n 3 uit 2). 
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,San1;.:;nvattGnd kunnen we zc,;g,:mJ dat uit h~.:t bov2nstaande 6 t;bldcen 

is, dat de math2matische formulering van ons probleem volledi0 is 

in die zin, clat bJ.J c'-:::n z:,eseven 62bi0.cl en windveld de physisch0 

irooth~den 8 en t onJubb0l~inniG bepaald ziJn. Slechts biJ niet 

begrensde :;2bi2den l{unnen, als het wine,ve ld ni-2t b22,rensd i.s, cni6e 

moeilijkh2den optreden. 

4. Windve lden. 

We zullen hier enk2l0 opmerkin~en ma~an voor speciale typen ~ind­

velden die We in het voL,~_;2nd2 zullen 6ebruik1:.~n. 

Op 1::,rond van lemma 3 Gchreven wo 

W = - - ~SD ( rot t: U + c:c;rad V) 
rTt 

(2.4) 

311. in opme1:kin1.s ·i bJ.J h,: t b,.: i'vij s van u Lt l..:~rnma ( appand ix 2) cons ta .. 

teerdan we dat de 22rst2 en tweeda t~rm van h2t rcchterlid van _.. 
(2,4) resp_ het divcn>;:!,c:'ntie-vrij,::: ,:n het r,:-tatie-vrijtj d.2.sl van W 

ziJn. Daar al1e vers2l:i.Jt:i.ngen lin1:::.:ir ziJn~ kunnen w.,:; beide delen 

van het wirniv21c; t;.,eh,:·el af::;ond:.::rlijk b1:.:hand,~len. Na ,:-t1lc0le opmer­

~intJn over de rotati~-vrije windvsld2n. waartae ook het homo~ene 

w-.t:-idveld bohoor't, ;~ullen Wei hh:r speciaal sprdcen over d2 zg. 

singuliere windv2lc~8n en d.2 circulair0 dtv2r6t.mtievrije velden. 

a. Rotatia-vri12 windvaldan. ------------------------
~ ➔ -+ 

Als rot W = o. dan moat k .rot ( rot k U + grad V)= O, dus 

(4-.1) 

In 5, 1,al blijk":nJ dat h0t in dit 6eval nu:t mocilijk is om E) en e, 
te 'Jepalen, 

We merlcen op, dat 11✓ 2 iJij rotatie-vrije windve ld0n al tijd U = O 

kunnen k12zen (althans biJ enkelvoudiG samenhangande ~ebieden). 
Imm2rs, als h,~t veld wordt voort..:..0bracht door U en V , met A U = O · - o o· - o J 

dan is er :';en iunctl2 V~.i (de bij U
0 

behor2nde e,econju6eerde poten-

tiaalfunctie). zodani::, dat U +iv* een anal\/tische functie van z 
'-· 0 0 " 

is. Het veld wordt nu ook voortgebracht door U = 0 1 V = V - v*, 
0 0 

want 

-is een analytische functie van z (vgl. l0mma 3), 
Als U en V linaaire functi0s van x en y ziJn, dan is W overal 

dezelfd2 vect0~ en dit ~~ldt ook omgekaard. D1t homogencl windveld 

is dus zowel rotatie- als divergenti2-vrij. 

Voor e2n homogean windveld met componenten w1 en w2 kunnen we 

dus ,schrijven: 

U = O.i V (4.2) 
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met 
4•'iTW

2 
, A2 = ~ gD (4.3) 

Eon alg,emenere voorstelling van hetzelide windveld; diia we in 7, 
zullen gatruiken is 

(4,4) 

waar in Kean willek0urig reeel getal is. 

Opmerkins. Het verschil tussen c18 functies U+iV, ,)ehor2nde bij 
( 4 • 4 ), r ~, s p • ( 4 , 2 ) i s 

K(A2 x A
1 

y)+ i K (A
1 

x + A
2 

y)= 

- K(A2 + i A1 )(x+iy)= K(A2 + iA1 )z 

dus naar b,chor2n een analytlsch2 i'uncti2 van z. 

b. Singuliere_windveld2n. 

Ond0r sin2;uliere ~vindv2lcLm :rnlL·n we verstaan veld2n van het 
type 

U = ln \z-z \, V = 0 en U = o. V = ln /z-z \ 
0 , 0 (4.5) 

rezjvelden, en speciaal hat 22rste, zijn om verschillende redenen 

belan~~riJk, 'I'en 22rst,: omdat ZG rotatie-symmetrisch ziJn (langs 
➔ -cirkels om het punt z

0 
is de grootte van W constant en Wis tangen-

tie.?l, resp, r·adiaal gericht) en tan tweede omJ.at U en V potentiaal 

functies zijn (behalve in z
0

J als dit punt in G ligt), zodat deze 

velden zowel rotatie- als divergenti2-vrij ~iJn. En de lineaire 

combinati23 van d0z2 veld.;:;n ziJn ook de enige niet-triviale v~lden, 

die deza twee ei~enschappan bezitten . ...,. 
Immers. als W circulair syrnmetrisch is om het punt z

0
, dan moet 

W d2 vorm 
➔ ' ➔ ➔ 
W == r f(r) +kt r 2;(r), (4.6) 

waarin r =\z-z \. h2bb2n (de aarste 
') 

de tweeda de tan~entiala component 
t2rm van 4,6 geeft de radiale, 

~ 

van W) . 
Met da bekande regels van de vector-analyse vinden we hieruit 

➔ 

div w ') = ,_ 

~ ...... 
k.rot w = 

➔ 

Als W d1verg~ntie-
C 

f(r)= -t _ 
r-

df f(r) + r dr . 
2;(r)+ r dg 

ar . 
en rotath:-vrij 

c2 
,~(r)= ~ , dus 

r 

dan volg,t uit 

(4,7) 

(4.8) 

(4.7) en (4,8) 

:-? r C Ux r - -vv = c
1 

7T + 2 ~ - grad (C,
1 
ln r + c3 )+ k x. 6rad (c21nr+C4 \, 

r r 

waarme2 het 6estelcle b2wezen is. 
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Als z
0 

buiten G ligt dan kunnen we de singuliere velden op de­

zelfde wijze behandelen als de andere rotatie-vrije velde.p. Alleen 

'6Ull2n we biJ niet begresnde g-ebieden in het algemeen niet 1-mnnen 

eisen dat ..ft en C. naar nul gaan voor z ➔ co . 

Als z
0 

in G ligt dan kunnen we dit punt beschouwen als een 

geisoleGrd randpunt van G (een 11 ze2r klein eiland 11 dat de strominb 

niet beinvloedt}, G is dan meervoudig samenhangend beworden en daar 

U en V 3enwaardi~ zijn moet volgende de radenering van 3 ad. 3 
ool{ 11. (z) in de omgeving van z

0 
eenwaardi2, zijn. Daar _(). (z) "veroor­

zaakt" wordt door de velden U en V die in z logarithmisch singbll:i.er 
0 

zijn, is het plausibel, te eisen datil in z
0 

ook hoogstens logarith-

misch sin.;ulier is, 7 ) Als in de omg2vin6 van z
0 

echter _(L(z)+ 

-Cln (z-z
0

) regu1ier is., dan iG.:. als C / 0 is, ..f'L. (z) hiGr niet 

eenwaardig. We kunnen dus concluderen dat we bij een singulier 
windveld als nevenvoorwaarde moeten stellen dat C = 0 is, dus dat 
11.. (z) ook in hat sin1;uli(:;re punt z

0 
regulL:r en analytisch bliJft. 

Ook voor windveld2n van het al 0 ~menere type 

waarin U
0 

en V
0 

in z
0 

re~ulier zijn, geldt daze eigenschap. 

NatuurliJk ziJn, als ~
0 

in G ligt, de hier beschouwde windvelden 
meer mathematisch dan physisch van belang. In de omgeving van z

0 
wordt W nameliJk onej_ndig en, omdat .fl. (z) regulier bliJft, zullen 

oak C. 2n S niet be 6rensd ziJn. Ook in het oneindige treden sin6u­
larit0it2n op, DG mathamatische voordelen zijn echter van dien aard 

(:~ie 8,) dat cen behandelin~;, speciaal van hat eerste veld (4.5); 
dat globaal toch een zakere beschrijving van een circulaire depres­
sie geeft, alleszins g~wettigd is. 

c. C!rculaire_divergentie-vrije_windvelde~. 

Een windv2ld dat diver:;enti2-vriJ, circulair symmetrisch om 

het punt z
0 

en in ;.3 ,:) nict singuli.;;r is 1 heeft volgens het hierboven 
bGhandelde de 6edaante 

aJ.,s J de vector van z naar z is en r = \z-z
0

\1-o 
bracht door 

U == U(r), V ::: 0 

(4.9) 
➔ 

W wordt dan voortge-

(4.10) 

7) We kunnen oo'.~ ei.:,,Jn dat h.::t sin,;uliere d-2cl vanfL (z) in de om­

gevins van z
0 

alle2n vanjz-z
0

\ en ni2t van arg(z-z
0

) afhangt, 
dit g()..:.:ft hc:tzolfdu Y\..:SUlt&at. 

• 
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➔ c-r ~ 
r,(kxW) waarin de functie U(z)dir~ct uit g(r)= - - 2 -

411_ ~w ➔ ➔ T,fT = k x t- c1u r = - rot le U = k x. ,•::,'·rad u - -e ::,D r dr ' 

dus . 41, J ( , U(r)= ~D r g, r),:1r . f l,IJ 

Volg~ns (4.0) 32ltt voor h2t windv~lt (4.9) 

"? -,1,· d ·: 'i 
;~. rot W = 2 g ( r) + r rr == r d 2 - (-,,, '•) ·'11~ . .i.. b ,...,~ 

8) volgt> daar 

(4.11) 

W = 0 ls 2n W ~indig blijft voor 

j'_:an :0 i jn. Ir.nn-2 rs c'.L~ func tie r 2 ;:, ( r) = 

+ r W nad2rt t•/c nul a1s r -> O en s.ls r...;:. co , mo2t dus (t~nziJ 
1.J - 0) ri1inst.}ns 22n ~-cl1.t extr\:;2n1 habban in 2~n punt r = r ~ 0. 

0 

In dit punt v;i,3:J2lt ·.ie afq,21-.)ide van d~z-:; functh:, en clus 
➔ ➔ 
k.rot w,van t0k~n. 

In). Zf<?,-,;n v-k (formLll-.:: (3,3)) dat 
➔ 

d2 circulati0 Cn van S lan0s 
0 

2Em ~2slot,.:m 1-.:r,::,rnm~::- ~,vs::i-ir'edi; 1s m,;t d2 opp~:rvlakt,,:! -inta,::;raal van 

'it .. rot W vo-:,r h,.-t dc;or d0 lcrommc..· om:1J.ot-:.:n 0 2bL::d. Oncl-.:;r de bov0n,_,:.:-

no0md2 voorwaa1.0 d2n h.::<:oi't c
8 

dus niat voor icd~1°e ,_:,es lot2n Kromm-.: 

h2tzelfd~ t~k~n. In 6. zull2n Wd z10n. w~lka cons2qu2nt1as dit 

voor h2t f,troornliJnench::..;lc'. 1:8.n h;,:;bb2n. 

Als daar8nta:,dn lim r W r~ 0 of onulndi; is, dan is U op 0~rond ,_ r- oo ..., 

van (4,11) ni2t b,::;r._;nsd in h2t on2indige. Reikt de kust tot in het 
oneindi2_,2_ ,-1.an 12ldt ditzelfde voor <p en 1¥, dus C, kan dan niet naar 

een constnnte naderen. 

Om deze ~evallen nader to2 te lichten, zullen we in 6. een drie­

tal diver~cntie-vriJe circulaire windvelden nader beschouwen: 

I. J = ln r 

~ 
r, 

IL u = 1 ' be) 
"' C. 

III. u = -· . 
2 ( r +b ) 

Veld I L, mathematisch het eenvoudi~ste, doch sinsulier in het 

cent.rum ::n in het oneinc:i._;e .. Veld II is alleen singulier in het 

oneindiGe; v2ld III is n2r~ens sin 0 uli2r. 
Voor veld I geldt 

_,_ ➔ ~ -,, e gD k X r e t,D 
W = ~ • --2- ; dud W = ~ 1 

r 

Voor v2ld II ~eldt 

8) We kunnen ook schrijven: ~(r)= 
tief (ne6atief) is, d,i. als W 
lSo 

-r 

r 
r2+b2 . 

+~met+(-) teken als g(r) posi­- r 
links-circulair (rechts-nirculair) 
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V 1 l · - , · \ , Q g;D oor ,c e ine r ;::,e 1a t 'J = 1.f 11 
"•") 

l -·-G~· 

r2 
(1 + O (""2)) dus 

b 
in eerste oena-

2 
= t'.> gD 1 (1 + 0 (L) derin~ neemt W lineair toe. Voor grater caldt W 

. dus hier gedraast dat veld zich net 

maximaal voor r = b en is daar ~ . 4~ 0
~. 

---zr:n=- r r 
als veld I.Wis 

Voor veld III geldt: 

dus W 

2 
~ (1 + o(r2 ))i 

b b 

V t ld , W l!.r:_•,D ~- (1 + O(b2)) oor c_ro e r :?:e. c = · ---· - - 7:f:;""·) 2 j 

sterLer naar O clan btJ veld II: Wis maximaal 

Voor 1cle ine r ;:i.:e ld t w e gD - = --iw-
hier net als veld II. 

1s daar JV) l:l[~D · 
C -ro • l\-11'b' 

dus W gedraa6t zich 

dus hier saat W veal 
1 b ~r:::i voor r = 3 VJ en 

De drie velden ziJn . alle links-circulair en 

~unnen dus op~evat ~orden als beschrijvin~en van depressies op het 

NaordeliJk halfrond. Blj de velden II en III bepaalt de parameter b 

de uitr;ubreidheid van l"lel~ windveld (afstand lrnrn tot maximum). 

Verder t 1J.nnen we U :1at1.nu'lijk nog met een factor vermeni;svuldigr;_,n 

om d0 s terkte vr:1n het \Nind Ve: 1,5 tc varieren. 

We merken noi op dat voor het veld II geldt 

en voor velcl III 

k.rot ~J = ~~D 

...... ->-
Hier is dus k,rot W niet tekenvast. zoals op grand van de boven-
staande algemene beschouwingen te verwachten was. 

5. Rotatie-vrij windveld boven een af;esloten zee. 

Zij G een begrensd, enl-rnlvoudig samenhan6end 6ebied en zij het 

rotatie-vrije windveld voortBebracht door (v~l.4.a) 

U = U(x,y), V = V(x,y) 

met 

( 5. 1 ) 

(5.2) 

Daar U een potentiaalfunctie is:, is er een in G analytische functie 
A(z), zod.anig da.t 

Re A = U o 

Nemen we nu 

ll (z)= -A(z) + i C j ( c reee l) 
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dan geldt langs de rand van G 

Re fl = - Re A= - U .1 

dus _Q voldoet aan de randvoorwaarde (3,4) en is dus (op de vrije 

imaginaire constante iC na) de enige mogelijke oplossin~ voor de 

complexe potentiaal (vgl-. 3~ ad a). 
We vind(::n nu 

8 = l ( Re Jl + U) = O • 
[\.. 

~ = i\ Q - A (ImJl+ V)= - 'A(V - Im.A+ C) 

(5,3) 

(5.4) 

en de vrije constante C kunnen we bepalen met de nevenvoorwaarde 

( 3. 5) . 
Het resultaat _(5.3) leert: bij een rotatie-vrij windveld boven 

een af~esloten zee treedt ~een stroming op. 

Opm,';rking: In pJ.aats van door (5.1) kan het windveld natuurlijk 
ool: worrlen voort;x,ebracht door 

u =-= o , v* = v - Im A. 
(v.:._l, L1-.2.), Hi2rbiJ behoort _0.~= iC 0 waaruit voor Gen~ weer de 

re~mltatcn (:.,,3) en (5.4) vole/?.n_. geheel in overeenstemming met de 

alsemene theori2. 

Als U = O is~ veraenvoudigt (5.4) zich tot 

C, = - A (V + C).. 

en daar voor een rotatie-vriJ veld met U= 0 geldt 

v = J :;rad V . ~ = - ; g,D j V. fu:, 

l~unnen we met 3;ebruikmakin2, van (2 .1) ool-c schriJven 

~ 1 J ➔ ::-+ v-i = -. - W .. j_r + const. 
p;;;J 

Deze formule ~,eldt voor alle rotatie-vrije windvelden, daar we 
daarvoor steeds U = O kunnen kiezen. 

Als bijzonder geval behandelen we no; een homoseen windveld 

(5.5) 

~ 

boven een afsesloten zee. Volgens (5.5) g2ldt hiervoor, daar nu W 
constant is 

(5,6) 
➔➔ 

waarin W,r een inte.::,ratie-constante is, die we met (3.5) kunnen 
0 4 

bepalen. Uit (3,5) volgt dat voor r
0 

geldt 

W, ff 7 dO= W. :i\ ff dO, en daar ff 1° dO = r
2 

G G G 
~ G 

als r?.: de radius-vector van het zvvaartepunt van G is, moet 

ff dO, 



➔.... 4--+ 

W.r
0 

- W.rz zijn. Uit (5.6) krij~en we dus 

,A 1 ➔ (....,. -~ = - W r-r) egH e z (5.7) 

Dit resultaat is aequivale:nt met dat van Schalkwijk ( [1}; p.22). 

6. Circulaire divergentie-vrije windvelden boven een half vlak. 

We b?schouwen een zee die bestaat 
uit het gebied Im z >Oen berekenen 
hot effect van de circulaire diver­
gentie-vrije windvelden I, II en III 
uti 3,c hierop. De k~rn van de depres­
sies veronderstellen we in het punt 
z = i a, waarin a ra1cl is. 

I. U = ln lz-ia\, V = o. 

:fj. -z.. vl?a.k 

lo. 

:Ci.~;. 6.1 

We moeten hier de gevallen a~ O onderscheiden (v61,3.b). Als rand­
. voorwaarde hebuen we 

fj_:;.6.2 

p+ U = 0 voor Im z = O; of 

Re f Jl ( z) + ln ( z - ia )} = O ( 6. 1 ) 

a), Als a< O is 3 (zie fir::,.6,2), dan is 

Jl(z)= - ln (z-ia)+ r i (6,2) 

een functie die in het bovenste halve vlak 
analytisch is en aan (6.1) voldoet. Bij 
deze oplossing behoort 

B(x.,y)= o> 
C, ( x j y ) = A { Im l n ( z + i \ a\ ) - 2 \ 

= A{arg (z+i \a\)-! l 
= - A arctg y+~a\, 

(6.3) 

(6.4) 

waarin we de hoofd0'aarde van de arctg moeten nemen, 
Uit deze oploi:,sing blijkt., dat er geen stroming is (hetgeen op 

grand van 5. ook te verwachten is, daar het windveld overal in G 
rotatie-vrij iscjn::,>-.:nsingulariteiten heeft). ~ is constant langs 
stralen door het punt z == - ila\ en wordt dus niet nul in het on­
eindige, doch neemt, wanneer z de bov2nste helft van een cirkel 
met ;rote strcal om het punt z = O in positiev2 zin doorloopt~ 
tocJ van i":: ts meer dan - ~J\ tot bijna f I\ • De imaginaire constante 
die we aan _Q (z) toe;evoegd hebben, zorgt er voor dat C, een oneven 
functie van xis en dus nul is voor z = O. 

Lanr::,s de lcust (y = 0) geldt (zie fig.6 ,3) 

C.,(x:-o)= -A arctg \~\ (6.5) 
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fig. 6.3 

b). Als a> o is, dan is de oplossing (6.2) niet toelaatbaar, daar 

.rt. {z) analytisch moet zi.Jn voor Im z) 0 (vgl. 3.b}. Door spie 6elir.<i 

vind2n we dat v'7e ook aan ( 6 .1) kunncn voldoen met 

""( ) l ( ., ) ;r-. ~~ z = - n z + ia + 2 i (6.6) 

en daze functie is wel analytisch in hat bovenGte halve vlak. Hier­
bij behoort 

e ( ) 1 l z-ia o x,y = A Re n z+ia 

C(x;y)= Re ln ~:t! + i\t Irn ln (z+ia) - -;t == 

2 2 
1 X +(y-a) = 2 ln ~ 2 - i\ ar1 

X +( y.+-a7 

(6.7) 

(6.8) 

l en e gac:n in de omgeving van de kern van de depressie naar -Of5; 

hetgean duidelijk aantoont dat d2 hier beachouwde beschrijving van 
het windveld niet zeer fraai is. 

Langi de lijn y = O is 

l 1x,o)= -A arct 0 · ~ • 
' o a , (6.9) 

dus net als in het vorige geval. Qok in het onein~iige gedraagt C. 
Zich net als in hat vorig~ geval, daar de eerste term van (6.8) 
naar nul gaat; {E) ~aat hi2r naar 0. 

Als a tot nul nadort dan naderen (6.2) en (6.6) tot elkaar. We 
'.mnnen dus zeggen, dat (6.2) g2ldt voor a.fO. Dit z0lfde geldt voor 
d~ functies 9 en t . Lan6 s de ~ust geldt nu 

c._ ( X , o ) = - A b s gn x , 9 ) (6.10) 

dus l is nu discontinu lan~s de kust. 

Concluderend kunnen we zeG,gens dat het singuliere windveld wel 
~en zeker be8ld geeft, doch in de kern en - in mindere mate - in 
het oneindige faalt. 

9j-iii;;in is sgn x f ~ als x < O 
als x = o 
als x > O 



Opmer~·:in6 , 
De complexe potentialen zijn vol6ens de in :,.ad 2 geno2mde stei ... 

ling door d,-:; randvoorwaarde (6 .1) slschts dan op een ima,;;,inaire con­

stante na senduidi; bepaald; indien we de plausibele bijvoorwaard8 

,Jte 111:m det.:..tl. (z) in het one ind ige slechts logari thmisch one indi0 
➔ 

wordt. hatgeen wil ze;gan dat hier S naar nul gaat. 

1 l ( ~ 1 2 1 ~2) _ II. u = ~ ~n \u -~a\ Tu • V - o. 
-.,,..--= 

Hier luidt de randvoorwaarde (als c ==Va2 + 1:.i2) 

Re Jl ( z ) = - ½ J. n ( x 
2 + c 

2 ) 

Hlsraan wordt voldaan door 

SL ( z) = - ln (;;; + ic) + ;- i , 

voor Im ?, c:: 0. 

t O · R 1 ( 1 ) 1 \ ' I ·'· ln ( x. 2 + ,-.. ~ ) • wnn voor y = is e .n z+·c ~ n x+ic - ~ . v 

Hierbi:; 1).shoort 

8( -.,-.-,y--)-- 1 1 \:-~-:1.r:i.\2+b2 1 1· x2+(y-a)2+b2 
·- ~ n c - 2A .n 2 2 

\z+icl ~-+(y+c) 

t ( X .. y) = "A { 0 +b ( Im ln ( z+ic) - >- 1 ;;; 
- .l. l x2+(y-a)2+b2 
- 2 n .. 2 

xc.:+(y+c) 
.. i\ arcta: _!__ 

~ y+c 

Bij dit windveld blijven 9 en l overal eindig. 

G} heeft 06n minimumi nl. in 1c :;:: 0, y • c •,:m is daar G(oJc):::: 
1 1 c-a 

(6.-11) 

(6.12) 

(6.13) 

2~ .. n 2c 
De stroomliJncn 9 = const. zijn c1r:-ce1s uit d'::! cirkel''. . .iundel die 

cte puncen .. ( :::: 0, y = .± c als nulc irke ls heeft. 

In het oneindi,,e gaat 9 naar O; C.. bliJft eindig en ge<lraa6t 

zich net als biJ d2 singuliere depressie. Lan6 s de kust geldt 
V 
;\. 

c· 
Ook dit is bijna hetzelfde als in het vorige geval; alleen is a 

vervan 0 en door c. 

Over de e·:mduidigheid geldt dezelfde opmerking als ad I • 
. 2 

III, 
u ___ .J ___ _ 

- - 2(1z-iat 2+t2) 
, V = O. 

Hier luidt de randvoorwaarde (weer met c =Va2+b2 ) 
1,2 

Re.n.(z)= 2 2 voor Im z = O 
2 (x +c ) 

(6.14) 

Een oplossin; _Q (z) die voor Z ➔ ClQ naar nul gaat (en dit is op grond 

van de stellins uit 3. ad b) ook ~e enige) is 10 ) 

10) In 9. zullen we een algemene formule beven; waarmee we de op­

lossing van ranct·,qaarde-problernen van dit type kunnen berekenen. 
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_O..(z)= -
2ic(z+ic) 

(6.15) 

Immers .s'(z)= _ h
2

(x-i(y+c)) 
'-- 2 2 ' 2ic (x +(y+c) ) 

dus voor y = 0 gcldt (6.14). 
We vinden uit (6.15) 

2 C 2 2} ;, 
::: +(y-a) -+}_; 

(6.16) 

~ ( b 
2 f y- iV +c c l 

C, x_y)= 2c 2 2 - 2 2 2 > 
X +(y+c) X +(y-a) +b 

(6.17) 

Hier blijven Ben i overal bagrensd en gaan ze in het on2lndige naar 

0. 

La.ngs de kust geldt (zie fi 0 .6.4) 
., 2 "'\l" 

l( ) t\o ,._ 
;c.o=--r-- --; ,;:C 2 2 

X +c 

We m2rl~-=;n op, dat 9 niet all 1:::2r~ 

nul is lanss de reele as en in 
het on2inclige.; c:och :>ok J.angs 
een geheel in het eindigc gelegen 
kromme in G, nl. lanes het deel 
van de cirkel x

2 +(y-a) 2 =(a+c) 2 ., 

dat in G ligt. Deze cirkelboo3 fi~.6.4 

(6018) 

verdeelt Gin twee delen, waarbinnen d2 stroomlijnen in zichzelf 
iesloten moeten ziJn. In ied,:=r der ge·bieden heeft 8 een extreem 
(op de y-aa; de y-coordinaat wordt gevonden als wortel van een 
vierde3raadsvergeliJkin~ 11 ) en is dus niet eenvoudig aan te geven), 
1.n het d(jel tussen de cirkelboog en de reele as een minimum, in 

➔ 

het andcre deel een maximum. Dit houdt in dat de circulatie van S 

1an1:;s c5.:: s trooml iJnen in het eerste gebi,3-cl posit ief is., in het 
tw.::;ede n2satief, hetgeen 1-clopt met de beschouwingen van h0t begin 
van 4.c, waar we al za0 0n dat d:2 circulatie van S niet tekenvast 
is in G. 

In de plat2n I tot en met IV is voor de windvelden II en III een 
aantal stroomlijn8n (G const.) 0n een aantal niveaulijnen (C = 

const.) get2kend. Hi.::rin is 6enomen a = 1, b = ¥15; dus c = 4, ter­
wi J 1 aan d.:: formul2s voor U, en dus ook aan die voor Glen C. no 0 een 
factor bis toegevoegd. 

11) nl. (y2 - 2ay + c2 )2 - 2c(y-a)(y+c) 2 = 0. 
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Er is, ten:::;evr) lge van het fe 1 t da t G niat beg,rensd is_, no[:; ,2,~n 

bij6onderheid die we thans Willen onderzoe.t:en. We hebben in alle 

drie i::;evallen de vrije constante in Im .0.. zo bepaald dat ~ = O voor 

z = 0, Bij windve ld III imp 1 iceert di t da t ~ -;,, O voor z ~ oo . hoe it; 

het nu met JS C.. dO? Het blijkt cUrect dat c'ezi2: integraal in alle ;;~­

vall2n diva~geert. Er is dus als het ware onoindi~ veel water naar 

het oneindi:.::,<2 weg·,:;estroomd (de integraal is n2gatief als 'i-lc.~ hr~m 

nernE:rn C•'.· ::. ,~en F~root, maar eindig 6ebied). 

Om cH t sp..:::c :Laal voor windve ld III nctder te onderzo,::!ken b:::ec.houv12n 

we (zie fig.6.5) e2n cirk2lvormi; gebiec; G(R) m~-;t 3t1,aal H: \,.:\ ZR. 

In hat punt z = - t (R•-a) (0 ( a ( H) plaataen we een circulaire 

depressie van het type III: 

U = b2 
- 2th~+i(R-a) 2 l 2+b2) 

. - . 
ft 

fig.6.5, z-vlak 
De oorspron6 van het w-vlak 1.i.L,t 
in het punt A, 

, V - 0 

We berekenen hierbij _n en C. 
en daar ons 6ebied nu wear 

begrensd is, kunnen we de 

vrije imaginaire constante 

in ...,'L •:,u bepalen dat a\l.n 
( 3. 5) vo l,'.taan is. Ver'°le;;ens 

• 
nemen we het punt z = - i~ 
als oorsprong van 0en nieuw 

c0Brdinat2nst0lsel (w ~z+iR) 

en laten bij vaste a en b 

R onbegrensc toe~pemen. Het 
\ t' 

gebied ~(R) uit het w-vlak dat mat G(R) overeenkomt nad~rt dan tot 

het halve vlali: Im w > O (in die zin dat ieder punt van dit halve vlak 

voor voldoende grote R tot ~(R) behoort) en daar we voor het wind-

veld kunnen schrijven 

1 2 
U = - o ) V = 0 

2 l \w-ial 
2

+b
2

~ 

1cri.Jf~Gn v.re dan precies het hierbov2n beschouwde ;eval van het halve 

vlak met windveld III. 

In appendix 5 bewijzen we dat voor het oirkelvormigc 5ebied G(R) 

geldt 

I"\ ( z )-- b
2 

f z-iRw + . CJ 
.. u. - 2d l z+iRw l 3 (6.19) 

a 1 = R-a;. 
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~n C ~2n n~~ vrij~ re§l2 con3tante is. 

Uit (6.19) vol~t 

b2 
c.(x y)= - 2 2 2j 

2{ x +(y-a) +b 

Om Jf C. JO te berekenen ;;aan we uit van 

G(R) R 27r 

J} J'LcW= j f'df j_o_ ( e_·2llf )dlf == 

G(R) 0 0 

R 2 2 
{ , 2 ( ) r,R b J e Ct f = ?IR n O =:; 2d = 2n-Jl(0) (1-iC) .. 
0 

:l.aar voor _ti_ (z) aL analytisch-:... 1uncti2 :-:,el1t~ dat hst ..:.iemi(delde 

vann. over e;=;n cirkelomtreic ,:;eliJ\{ '.L~ aan de -..raarcie van SL in hct 

middelpunt. 

In appendix 5 bers~enen w2 v2rfer 

Jf 
·1 '.,-~J2 -in !3- 1(Rw

2
-a1) U dO = - 2 Ti 

b G(R) 

We kri J.;.::,en dus 

Jf c'.,c.;o = 

G(R) 
JJ 

G(R) 

(Re Jl + U - i\Im_Q)dO = 

1 a 1 (Rw -a,) 1_ 
n 2 J 

b 

Nemen we dus C = - l { 1 - ~ ln a 1 (Rw -a 1 
) )_ 

~ RC b2 ) 

:an is aan (J.5) voldaan. 

Met de transformati2 w = z + l R kriJ~en we 

_n_ (w)=1l(~)= - ~d2 f w-iR w+·1 + i Cl 
cu l w+1.R w -1 J 

(6.20) 

(6.21) 

en hiarin laten we nu R onbegrensd toenem~n. We vinden dan dat voor 

vaste w f~eL'.t (2,ebruikmak-:;n•·: van a 2 +b 2 =c 2 ) 

R2 + a,2 + .0 2 = 2 R2_2 Ra 2 2( a . -2) + c = 2 R 1 - R + O\R ) . 

d = cV4 R2 - 4 Ra+ c
21

= 2 Rc(1 + O(R-1 )). 

W= 21 a .[2 R2 (1 - ~ + O(R-2))+ 2 Rc(1+0(R- 1 ))}= 
2R ( 1 - R) 

= 1 + ~ (1 + O(R-1)), 



a 1 (wR-a')== (R-a) (H(w-1)+a)== R(a+c)('i+O(R--1)) 

== b 
2 

( 1 + O ( R - ·1 ) + b 
2 

ln IR ( a +c ) ( 1 +o ( R - ✓, ).} =0 ( R - ·i ) 
- 4i\Rc 2"r:;c 1 

En d.us 

0 2 w-2iR(1+0(R-1 )) = 
~He ( 1 +o (d- 1

)) • w+ic ( 1 +O'(R_.,)) 

b 2 4 

( ·; + O(R- 1
)), 

2ic(::+ic) 

- ],2 
1 im J'1. ( w) = - 2 . ( . ) > 

7 C '''+lC 
R ➔ OO ·- " 

(6.2~) 

en deze limietei~onsch2p ;8ldt unif8rm in iad2r eindig deelgebi6d 

van het halve vlalc Im w >·O. 

Als limiet van.TI. (w) vinden we dus .}uist het resultaat (6.15) 
~ 

van het halve v1ak. Hetzelfde e:eldt n2.tuurlijk voor Ci . Het 
winddff2ct voor het halv9 vlak verschijnt hier dus als limiet 

van wind2ff2ct~~ voor bebrensde Gabiedsn, welk2 aan Ge voor-

waarde (J.5) voldoen. De~onCanks d1ver3eart de inte~raal in (3.5) 
als W•:: h2m bere:_,2n\~n v·)or het halve via;,;:, 'l 2 ) 

Di t resul taat, :/at hier voor een Gp2c iaal nk.t.;.be;{,rensd 0 ebied 

en sen sp2ciaal w1njveld ~ewezan is, kan ongetwijfeld ge~enerali­

seerd wor,)en. 

Daar nu iedere zee in fa1te bagransd is, behoeven we ans over 

het feit dat JJ (.dO "biJ :::en onbesrensd 02bied in het alGem:::cen zal 

divergGren (dit is za~n ~~volz van hot sp2ciaal gekozen windveld) in 
het algeme::m zal-0. (z) zich voor 6rot2 z steeds als z- 1 

6edragen), 

niet te veel zorgen t2 ma'.ce:n. WeJ. maakt d2z8 barekening plausibel 

dat hat 'oij een zeer ::_,root sebied lang kan duren, voordat de 

stationaire to2stanc'. zich in;estel(L heeft. 

12) Er is hier ge-:m spralce van een pars.dox. Het feit dat 

impliceert 16e2nsz ins lim tR dO = 0. 

lim 

Een anders eanV'Ju,::1i.;.':'r voo:rbealc3. m?6e dit nos verduideliJkan. 

Voor de functie f(x.a)= x-~ - ½ a-~ ;eldt 

i f ( x .•a) dx -
0 

Ol lim f(x.a)= x-1 (uniform in 

rt~~; d,_ 

0 

ieder eind.ig 
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7 111 ~omoge3n windv~ ld boven ,:;.:;n half vla1c. 

We b0schou1,v-:m 2en homogeen windv2ld W = (H1 )./ 2 ) boven het halve 
vlak Im z > O. Volgens ( 4. 2) kunnen w.~ als windpotentialen kiezen 

U = 0, V = - A1 x - A2 Y7 

waarbij A
1 

en A
2 

aan (4.3) voldoen, 

( 7. ·1 ) 

Een oplossing voor de complexG potentiaal, die aan de randvoor-
waarde vol1oat. is 

_(l (z)= 0 

doc~ in 3. ad 2 -z;r.i.0,en W'~, re<:)ds do.t d l t i?/)2n;:1:z.in3 d.:J ;~mige moge 1 ijk­

heic! is. In hGt alg2:n0e11 kunncn we ncmen 

Jl (z)= i f(zL 

waarin f(z) nul is als z re~2l is. 
➔ 

We stell,an nu all2re2rst de 2is dat de stroomsnelheid S in het 

oneindige begrensd is. Hicruit volgt dat (daar l even~edis is met 
k xgrad (Reil)) dat de~ in het on2indig,2 begrensd mo.~t zijn. En 
uit de in 3,ad 2 genoemd.-~ st;-)llin6 volgt dan dat 

J). (z) ~ i(C z + c 1 ), (7.2) 

waarin C en er vrij0 re~le constanten zijn. De constante c,, die 
oninterassant is, zullen we in het volgende weg laten (dit komt er 
op neer dat wear l (0,0)= 0 gesteld wordt). We vinden dan uit (7.1) 
en (7.2) als algemena oplossing 

A0=-Cy 

C... == i\ ( A1 - C) x + ( >.. A2 - C) y. 

De stroomlijnen lopen dus steeds evenwijdig aan de kust. 
De constante C is nu nog onbapaald. Twee speciale waarden ver­

dienen de aandacht. In de eerste plaats kunnen we nemen C = A1 . 
We hebben dan 11 (z)= i A1 z (7.3) 

~E) == - A
1 

y (7.4) 

C, = ( /I A2 - A1 ) y. ( 7. 5) 

In dit speciale g2val isl. dus onafhanl-celijk van x en met name 
constant langs de kur:3t 13 ) • Nemen we daarentegen C == O, dan hebben 
We 

_()_ ( z) == 0 

e = o 
C, = 'i\ ( A 1 x + A2 y ) 

(7.6) 
(7.7) 
(7 .8). 

13) Dit geldt ook omgek1:?8rcl: als langs de lmst t±._ onafhan1celijk is 

van v dan moet C = A ziJ"n 
' J 1 . 
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Dit is, af~ezien van een additieve constante in C.., de oplossing 

(5.3) en (5.7) voor het homog~ne windveld boven een afgesloten zee. 
Er is geen stroming en de gradient van C is evenwijdig met W. Be­
denkend dat iedere Z8e in wezen begrensd is, lijkt dit de meest 

plausibele oplossing. 

W·~ kunnen evenwel ook anders redeneren en zeggen dat geen enkel 
windveld boven een zee r groot gebied homogeen is. In het bijzonder 

kunnen we een plaatselijk min of me2r homogeen windveld opvatten 

als het tussengebied tussen een depressie en een hogedruk gebied. 

Om een indruk te krijgen van water in dit tussengebied gebeurt, 

nemen we aens het geval dat het quasi-homogene windveld het resul­
taat is van twee singuliere circulaire windvelden met tegengestelde 

polariteit. die zich bevinden in de punten z = RA, resp. -RA, 
(waarin A= - A2 + i A1 en R een positieve parameter is), die symme­
trisch liggen t,o.v. z = o. De 11 sterkte"van de windvelden zij 

½ R\Al 2 , 

We hebben dus (vgl. 4.5) 

U = ½ RIA\
2 

ln }!~~!) J V = 0. 

Als \zl <<.. R \Al , dan hebben we 
z 1 - RA 

U :;:: ½ R l Al 2 
Re ln '7 ~ - \A\ 

2 
Re K = 

1+ ~ 

(7.9) 

(7.10) 

dus juist ~~n der voorstellingen van ons homogena windveld (vgl. 
(4.4), met k = 1). 

Bij de windpotentialen (7.9) behoort nu als complaxe potentiaal 
in het geval dat Im A> O is (vgl. (6.2) en (6.6)) 

_Q (z)= - 1 2 A RA-z 
2 R\A\ ln =. - , (7.11) 

A RA+z 

waarin de vrije imaginaire constante zo gekozen is~ dat de logarith­
me naar O gaat als µ bij vaste A en z onbegrensd toeneemt. 

Voor \zl<<R\A\ geldt dan 

...O.(z)= 
1- -Z::: 

½ R\A\ 2 ln RA ~ ½IAl 2 z(t + })= 
1 + ms; 

= ½ z(A + A)= - A2 z. (7.12) 

Als Im A ~ 0 is, vinden we precies hetzelfde resultaat. 
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Uit (7.10) 2n (7.12) v0l~t 

Nemen we dus aan dat onze zee groat is ten opsichte van de 11 af­
met1ngen11 van het qua:ii-homo2en=; win(fvelcl dan is het recJ.elijk om 
niet (7,7) en (7.8) ooch (7.1~) en (7,5) als d0 mec:.:1t piauslbele 
phys ische fu:..1.cties t;:i n12m,.m. Voor windpotent1alen en comple,r.e 
potantiaal kunnen we dan (7.1) en (7,3) nemen. In 10. zUllen we 

dit 1;2:bruil-cen. 

Opmerkins 1. We h2bben bij de afJ.si·6ln,.., van (7.10) en (7.12) aang,e ... 

nomen dat \z\ (<.\AIH, W2 kunrn:m ,-le resu1tat:~n 0chter ,)ok anders op­

vatten. Laten we blj willekeurige vast: ~ ~ onbegrensd toenemen. 
dan ge1den (7.10) en (7.12) in de limiet axact. We hebben het homo­
;ene ~indveld dan a,h.w. voorg~steld door een wervel-dipooJ. in 
z = 00. 

Opm~rking 2. Het is volstrekt niat 2ssentieel dat we hier uitgegahn 
zi~n van singuliere windvelden. We kunnen alsemeen bewijzen dat 
als U(x.o) een on2ven d.iff2rentieerbare functie van x is en we 
eisen dat lim ..D..{z) =· 0., voor k1eine z geldt 

~~ ➔ eio ?"; 

J).. ( ~ ) -::::t i C - (C). U ) z ox ·2=0· -

waarin i C een imag,tnaire constante is. Voor het bewijs van deze 
stelling verwijzen we naar appendix 6. 

Als we nu het quasi-homogene windvelC ontstaan denken uit twee 
divergentie-vrlje circulaire windvelden met tegengestelde draaizin 
en kernen in z = o<., resp. ·z. = - o<-. (ct= cx.

1 
+ i o<. 2 ), dan is (vg,l .4c) 

U = f(\z -ot\) -·f(lz +cxl)_ du3 

U (x, o) = f ( ✓( x- °1 ) 2 + °'-~ ) .. - i ( ✓ (x+o, ) 2 +ex~) 

is een oneven functie van x. In dit geval geldt dus voor kleine 1z1 

in eer3te benadering; ( op een vrije imaJ;inaire constante na) formule 

(7,12) met A2 = (:~)z=O 
-------
14) We kunnen dit ook anders inzien: uit (2.7) en (2.8) blijkt dat 

de physische functies geheel bepaald zijn door de functie 
iL+ U + i V, Berek2nen we deze functie uit (7 ,9) en (7 .11) dan 
is het resultaat voor kleine lzl in eerste benadering hetzelfde 
als wanneer we ui tgaan van ( 7. 1) en (7. 3), nl. _n .. +U+iV=-(A.

1 
+iA2 )y, 
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8. Singulier circulair windveld boven 3en willekeurig gebied. 

Conforme afbeelding. 

Zij G aen willekeurig enkelvoudig samenhan~end gebied (begrensd 

of niet) met rand r en z i.J h::;t winJv0 ld gegeven door 

( 8 .1 ) 

Als z
0 

niet in G ligt, dan l{unnen w0"J ala compL.:.:xe potcmtiaal 

J'l(z)== - J.n (z-z
0

)+ i C 

want !1 (z) is dan in G analytisch en eenwaardig cm op f is 

Re a = - ln \ z -z 
O 

\ = - U . 

Uit (8.1) en· (8.2) volgt 15) 

0= 0 

t = A(Im ln(z-z
0
)- c) 

} 

(l3.2) 

(8,3) 

Als z
0 

·:rel in G 116t_; clan \,;:unnen WC:: ;;ebrutk ma.!:cen van het feit 

dat onder zeer r~im2 vo0rw2arden e3n ~nt~~lvoudis samanhangend gebied 

G van het z-vlak conform af te beelden is ~p het halve vlak 

Im w > 0 (dat gebi2d ;;ullen we G no,~m:.:n). D"w,z ,. er L3 ei:m ium,tie 
·w = w(-;_,:) die in G analytisch en 2-::ni01:::iardl-, 'Ls; ,;,c1.Janig dat aan iedar 

punt z van G eeneanduidi3 een punt w van 1: ~ordt toesevo3gd. En 
eveneens onder ruime voor;mard(::n g,0ldt dat w(z) conthrn is in G+ r, 
zodat de pun ten van f af\~cbee 1d word,i'm op d,:=1 rc:i,~ le as. Verder is 

t-/, 0 OVc;ral in G (dit vol;t direct uit de eeneenduidigheid). 

We bewLzen nu 
Als z

0 
in G ligt dan is 

t 
W ( Z ) --w...,....( Z-, """"") 

Cl (z)= - ln ° - w(z)-w(z ) 
0 

(8.4) 

een bij het windveld (8.1) behorende oplosaing voor de complex.e 

potentiaal. iC is een vrije ima~inaire constante en met w(z
0

) is de 

complex zeconjugeerd2 van w(z
0

) bedoeld. 
"" Immers: -1-, Als ·;:

0 
in G li.:..-;t, clan 1igt w(z

0
) in CL dus w(z

0
) 1igt 

niet in ij (want ond2r ct~ re~Je as). Voor alle z uit G is dus 

w(z) ~ w(z
0

), Verddr is alle2n ¼(z)= w(z
0

) als z = z
0 

is, omdat de 
afbael::-J.inf., een.::~enduidi, is. D2 eni;,.,·~ :in:i~uJar1teit van J2 (z) in G 

15) Een andere manier am dit resultaat tG b2reiken is de volsende. 
De windpotentialen (8.·1) ~~i.:Jn aequivaL,nt met 

U = O, V = - Im ln(z-z
0

) 

(daar z
0 

niet in G ligt is V eenwaardi6 in G, vgl,3.ad J). Hier­
bij behoort n. (z)=iCs waaruit weer (8,3) volgt. 
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ligt dus in z ~ z
0

• Maar 

(l ( ) W ( Z ,.) ) - W ( Z O ) 

7 °U-1;£- _ z = - 7_n w 1 (;?'. ) + i C 
., 0 0 

en daar ·wt (z
0
)f O is; heeft .n (z) in z

0 
slechts een oph0fbarB 

:3insularit-.:d.t. Als we definieren .ll(z )= lim _Q(zL dan is Jl.(z) 
0 Z ➔ z

0 in heel G analyti8ch. 

28
• Als z nadert tot een punt 

re~el getal u = w(l), En dus is 

t, van f , dan nadert w ( z) tot een 

I u-w(z
0

) 

Rell (l)= - ln u-w(z ) 
0 

omdat \u - w\ = \u - w I is, al3 u ree~l is. 

Hierme2 is het b8wiJs dat (8,1+) ,=:,en oplossin:,; voor de complexe 

potentiaal is, voltooid, 

Opmerldng, We kunnen ons no2:, nfvrag;en wat er 1,;2beurt als het punt 

z
0 

nadert tot ean punt Z van f. Als z
0 

van buiten G naar Z nadert, 

dan nad2rt _n (z) volgens (8.2) tot -ln(z-Z)+ iC. Als z
0 

van binnen 

G naar Z nadert; dan naderen zowel w(z
0

) als w(z
0

) tot de re~le 

waarde w(Z). Volgens (8.4) nadert n (z) dan dus ook tot 

-ln(z-Z)+ iC, We kunnen dus zaggen dat (8.2) ook geldt als z
0 

op 
f ligt, 

Voorbeelden. 

1 • Half vlak, Im ,z,; > 0, Hier kunnen we nemen w = z. We vinden dan 

(als z
0 

in G ligt) Jl(z)= - ln (z-z
0

) + i C, hetgeen klopt met 
(6.6) als w,: z

0 
door i a v2rvant,en. ..0.. (z) is hier singulier 

in het spiee,:elbeeld z
0 

van ~~ 0 t,o.v. d2 rand van G, 

2. Kwartvlak. Im :·· > O, Re z), O, De afbeeldingsfunctie is hier 

w = z2
. En dus is (als z in G ligt) 

Z
2 ~ 0 

-,::, 

_O.(z)= - ln 2 ° (z-z )+ i C 
z--z2 o 

0 

('2-Z ) (z+z) 
= - ln ___ o ___ o_ + i C 

.7. +•7. :..., .~o 

Hier is Jl (:z;) s ini;ul ier in de spige lbee lC::.en 

z
0 

t.o.v, d~ rand van G. 
z ; 

0 

1 +z ( 3. Cirkel lzl <. 1, Nu L3 de afbe2lc":.inssfunctie w = i 1 _2 
immers, 

a 1 s z = p e i <e d an is 

.. ·1 - .-,2 +2 i sin t.p 
W - l ~ 

- 1+f?-2 cos cp 
1- ~2 dus Im w = 2 >o al.s p< 1). 

1+e +2rcosy, 
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We krijgen nu 

1-z 
1-z li + i 0 

{z-z
0

)} S1 (z)= ln . 
1 +z TTzo + i C - 'l -z; 
1-z i 

·o 
J_ 

1 +z - 1-z 
0 

1 +z ~ () 
ln - 1)+ :L C ln ( '7 zo - ·-= - 1 +zo 

;, 

De eerste term is ~en irnaginaire constante, de tweede term is 

singulier in hct t.o.v, de cirkel bij z_ 'r'-' 1'1nrende inverse punt 

(- )-1 ~ 
zo . 

4 . Rec ht hoe k -1 I.. Re z L... 'l ., 0 <'. Im z < a , 

De ellipti3ch2 functle Vfm ,Jacobi 

waarin d~ modulus k bepaald wordt door 

K, -- a 
K -

en I{= K(k), Kt= K(k')= K('V1-k2) volledig2 elliptisehe inte­

gralen van de aerste ~nort zijn. bseldt dit gebied conform af op 

het halve vlak Im w > 0, 

We vinden hier dus 

.c1(z)= - ln lsn 

sn 

z-sn z 
0 

De singulariteiten van..D.(z) liggen hier in de punten waar 

sn z = sn z
0 

(exclusi.2f z = z
0

) of waar rsn 7.::::: sn z
0 

is. Dit 

zijn de punton 

z - (-1 )m z
0 

+ 2 rn K + 2 in Kt (rn,n geheel; niet beide 0) 

en ?: = (-1)m z
0 

+ 2 m K + 2 in Kt (m,n g2heel), 

di2 alle wser ontstaah door spieg~ling or ~Prhaalde spiegeling 

van zr t.o.v. de zijden van de rechthoek_ 
.J 

9. De integraal van Poisson. 

Willekeurig ~ivergentie-vrij windv2ld. 

De behand,:?ling van ,:::sn willckeuri6 cliver-,_::ntie-vrij windveld 

boven 2en entrnlvoudi.::~ ':!e.!r:~nhangend gcbicd G m-:,.t rand I' komt neer 
op de opJ.ossing; van het rr:\nrJ•c1aard2pr•uLJc-,.,,.,,,.,, ··,:,,-,cht een in Gana­

lytische functie n (z) waarvan het re0le d~el op r voorgeschrcven 

waarden aanneemt (de waarden van -U op r). Voor alle enkelvoudig 

samenhangende ge':Jieden G, 1Ji--:: we conform op ''-'cm half vlak kunn~n 

afbeeldjn; kunnen we de oplossing van dit vraagstuk •Vinden met be-
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hulp van de int:.;;graalformulc~ van Poisson-Schwarz voor een half vlak. 

D,3Ze luidt: 

Al3 ~(x) een voor alle re~le x continue functie is1 waarvoor d2 

integraal 

_O.(z)= 

-1-00 

f 
-ro 

1 + l z 
(t -z ) ( 1 + e., 'i) <p (t.)dC. ( 9. 1 ) 

bestaat dan is .Q (:z) e.0n voor Im z > O analytischa functic:: cm als z 
vanuit het bov2nsta halv2 vlak nadart tot e~n punt x van de ragle 

as, dA.n is 

Z 
1 im,. Re J'l ( z ) = t.p ( x ) -,.. ,.,_ (9.2) 

Een voldo8nd::; voorwaarda voor het b,.;staan van d-.;: integraa.l is 

natuurlijk: er ziJn positiave .:::;etalL.:n M; L en J t-.;; vinden., zodanig 

dat l lp (x)I < M ]xi 1-b voor )x\) L. 

W2 kunnGn schrijven 
co 

Jl(z)= _J__ J 
7r l 

- (JC 

l . ( •· -1 • • •- '-·-;-:,) 1
1
0 ( l) ed .. 

·e_-z 1+E..'-

cm als het E,:;;dra(, vi:m lp (x) voor grot; l :~. \ zodanig is dat we de 

integraal in tiJ,:':8 int<.-:-:_;ralen n1C\:;:;n 1-:;1·'.J.CB:Jn (vold 1xmd2 voorwaard2: 
r ( ) - J er zijn positiev:.::: M, L 1n cJ, 2odan1~: dat \(p x \L.M\x\ voor 

lxl > L) dan g~ldt d0 b2w2rini (g.2) ook VGOr 
co 

_cf(z)= ~i r ~~£ dl; (9-3) 
-,:,0 

aangazion de twe2de integraal een imaiinaire constant0 is. 
Het bewijs van (9.2) laten we hier achterwegc, dit verloopt ge­

heel op dezelfd,:; mani2r als het b.::::w1.js van de formule van Poisson 

voor e2n cirkel ( :sie b. v. Hurwitz-C,:mrant, [3), III, 3. § 8 en 9). 

Met behulp van (9, 1) of (9.3) kunncn we nu de comph:!Y.e potcntiaal 

bshorend bij aen divar;entie-vrij windveld bov~n een half vlak direct 
ber.J1(enen, Voor de functie cp (x) moeten we dan -U(x,o) nemen. 

Al9 voorbaeJd namen we het windveld III uit 4,c: 

Hiervoor 

2 [ \z-ia\ 2+b2 } ' V = O' 
2 

l.R c~us -u(~ o)- __ b __ 
~ .l ''-, - 2 2 , 

2 (x +c ) 

We krijgen nu. daar daz~ functie ~ich voor srote 1x/ als x-2 ge-

draagt volgens (9,3) ~ 

b2 J SL (z)= ~ 
cT,-l . 

-c,,o 
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Dcze intGgraal berekenen ·we het eenvoudi3st door contour-int,jgrati6 

van de functie 1 
2 2 lan1s aangegevE:n contour 

( w-z) (w +c ) 

ABCD. Laten we de straal van de 
-A-,--··<········--··· .. ··l-,I> ____ ...........,_c_ 

halve cirkal onbegrensd to8nem2n 

dan vinden we in de limiet (voor 

Im z > 0) 

'. 
\ 
' 

2 1 _C'l..(z):=;- b (residu van C ( 2 2 in w == -ic)= 
w- .:; ) w +c ) 

= _ b2 1 
(-ic-z) (-~)ic) 

b2 
= ·· 21c (~+:Le J " 

dus het resultaat (6, 'i5). 

R 

B fig,9.1 
w-vlak 

Ook d2 formul2 (6 .11) kunn2n we op c}"'•ze wijze vinden; doch hier 

mo2tan w2 natuurlijk (9.1) g2bruiken. 

We will-:;n nu forrnul2 (9.1) [;enaraliseren. Zi,j Gean 2nkelvoudig 

samenhang(~nd 3:-.::bL')·::1 van h.Jt ::.-vlak :i.at door w == f (z) conform wordt 

af;{/~beold op het halve vla!::: Im 1/,1 > O, 

Z i j . <p ( z) een cont inu::: r2-2 L:: lan:_:;s de rand .f van· G ge geven func ... 

tie. 16 ) We defini2ren n,:i lc1.ng3 ct) re:012 c1s van het w-vlak de: func­

tie tp* (w) door 

ep* ( f ( z ) ) = lp ( z ) , 

( daar f ( z) '_jen:denc'1.uld ig is.,, ook lan~;s r , is dc·ze def ini tie ondub­

be lz inni::,;) , 

Dan is 
'J\\-

_(Y. (w)= 

ean voor Im w > 0 analytische functie;; waarvoor geJ.dt 

J.im 
W-+ W 

n 

(9.4) 

als i.r vanui t h;;;t bov-.:::nste hal V;J vla1( tot ,~en reee l :setal w
0 

nadert. 

De functie ~ 

J)_ ( z ) = _()_'~\ f ( z ) ) = ; l J (9.5) 
-cO 

is dan een in G analytische functia, waarvoor geldt 

(9.6) 

als z vanuit G tot een punt z
0 

van de rand van G nadert. 
-------
16) D~ notati2~ (z) is aanvcchtbaar, maar gemakkalijk; we bedoelen: 

t.p is functie van d2 boo:;l.:mgt2 of e•::m andere reele parameter langs 

r , <.p is dus slechts ged2fini.:erd in d8 pun ten z die op r liggen. 
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We kunnc~n nu in (9.5) nog 8en r-.1i2m:r.::.: integrati2-variabele t in­
voer2n: l = f(t). De int2grat1e loopt dan lanbs r en als tin posi­
tiev::-:: ?in f doorloopt., dan cloorlo9pt l. de reela as in positieve rich­

ting. We kriJgcn dan 

.D.. (z)= _1_. ,[ 
7r·1 J 

r 
1+ f(t) f(z) t.p (t) fi(t) dt. 

(f(t)-f(z))(1+f2 (t)) 
(9,'7) 

waarna de gewGnst~ ~encralisati2 van d~ formul~ van Poisson ber~ikt 

>,."-
We hebben de voorv,1aard2 voor c.p (w) voor )w/--,. 002ven veronac~1.t-

zaamd. In het al 6ema:;;n kunn<'c:n wr:: ze~ .. g•:m, c1at 4>~(w) zodanig moet 

zijn dat da integraal in (9,4) baataat en dit is dan en slechts 

dan het geval als ~ (z) zodanis is dat d3 integraal in (9.7) be­

staat. 
Oak nu kunnen we weer zazg2n dat oak 

I"'\$-() 1 f ~(t~ ·" (') 't _\.L. z =----,- , r~-;-•·;''7) 1 
1 c a 7r 1 ·- \ \,, - ., 

r 
(9.8) 

2en in G analytische functL:: :Ls di', aan (9,6) voldoet> mits de 

intagraal in (9.8)b·.:::at22t. Ir:mL.:o:rs 5;:; functit:JS _Q*(z) an ..n(z) ver­

schille sl~chts dG const0ntd 

~ ( l{'(t~f(t} f',(t:) ~t, 

1r 
1 + 1 +f ( t) 

die zuivGr imaginair is_ ~aar f(t) ~n r1(L)dt reaal zijn op f. 
Met de formulas (9,7), re,,,p. (9.8) kmn~1en 1/h~ onze randwaarde 

prob l2men op J.os,~ien voor a 1 le ,]nt-::2 l vouc_;_ L:,: samenhangende gebieden G > 

van het z-vlak, di? door een jn G analytische functie w = f(z) 

conform op h2t halvr:: vlak L·il w) O af[:/:';beeld worden. Voor de functi2 

(p (t) moet3n we natuurlij'k wc~:r -U(He t 3 Im t) nemen. 
We behandelsn nu 2nkel2 vaorbeelden, 

1. Zij G de cirkel lzl < R. De af~eeld1ngsfunctie is dan w; f(z)= 
= j_ R+z 

R-z ' 
en als z de cirk0l \zj = R in posltieve zin doorloopt, dan loopt 

w langs de re~le as in positiave richting, 

Vull2n we deze functie f(z) in (9.7):::..n dun vindenwe na enig relce-
nen de 

cirk2l 

bel{ende 
17) 

int·22Ta.alformule van Poisson-Schwarz voor de 

17) Als r2geJ. b:.:wiJst m::n {~0°:: 0
~ formuL::: clirc~ct :_m lGidt daaruit de 

formule (9,1) voor h(;t halv,.::· vlak ai. Daar echter voor d0 toe­

pnss1ngon de afb2Gl.ding op ~8n half vlak vaak oenvoudiger is 

dan de afbeeldin~ op ~en cirkel~ geven wiJ er hier de voorkeur 
aan om (9.1) als fundam2nteel te beschouwen. 
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_a ( z ) = ~ f i ~~ ff ( t ) dtt • (9.9) 

waarbi.j gE;intesreerd moet worden langs de cirkc::l \t\ = R. 

2, Zi.:+ a het kwartvJrlk Im z), o_, Re z) O en zij een winc:veld .-::_c.I/::Ve!l 

door U a~ 
1
2 2 , V ~ 0 

lz-al +b-

met a = a 1 + i a2 . 

We hebb8n dan U(x.o)= -
( ) c.:J.. ,-_! • x-a,

1 
. c

1 

1 

2' 
+ b C2 

_,,.,/~2 ..1-. ~ ... 2·· -·v ::-... i , .· .• 
l 

·:-r{ ,- .. ) u '.J :. = .... 
-· ,,1 

1 

waarin langs de positief reele as t = l en langs de positief ima­
g1aa1re as t = i ~ geste ld is. 

De 1ntegralen kunnen berekend 
{zie appendix 7) en we vinden 

warden door oontour-integratie 

1 

Jl (z)~ 2~c1 . ~ n=O 
(-1 )n 

i 

C , (9.11) 
m:.n=O 

waarin voor elke lozarithme het verschil van de hoofdlogarithmen 
van teller en noemer genomen moet warden. 

We merk~n op dat J1 (z) in de pun ten, ge;:::.,2ven door z=(-1 )rna1 + 
+(-1)n ic 1 en iz = (-1)m a 2 + (-1)n ic2 (m,n = 0.1) re~ulier is> 

omdat d.:; l0garithm::n hj_er nul word.en. In het punt z = O is fl (z) 

sin,~;ulj_,er_., maar in ee:1. 01n::,evtn1:, van z = O (inclusief dit punt) is 
Ji ( z) be gr·ensd., daar voor kJe ine ·::, 

_(l ( z ) = [- r 1 L . ( --1 ) n + 1 ~ ( -1 } n l lnlz/+ 
21rc1 (-1)1'1a1+(-1)nic1 21rc2 (-1)ma2+(-1)nicJ 

+ 0(1 )== 
,::i· 1 1 '--l ( lnlz\+ 0 ( 1 ) = 0 ( 1 ) , = 2 2 - 2 2) 7r 

a_l +c 1 a2+c" 
- c:. 

daar a2 + c2 a2 + 2 2 
+ 

2 
+ 

,2 
is (i = c2 = a1 a2 0 1 1 2 
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We zien af van verdere interpretatie en uitwerkins van (9.11). 

11, Homogeen windveld boven een zee met baai. 

We beschouwen het gebied G, bepaald door 

-a ( Im z ( oo voor O ~ \Re z I ( 1 

0 ( Im z < oa voor 1 ~ \ Rr:; 

(vergelijk fig.10.1) 

We kunnen dit gebied opvatten 

als een zee (die een half 

vlak beslaat) met een baai 

of ook als een oceaan met 

a> o 
':J 

0 

een randzee. Schalkwijk([1], 

p.24) be,schouwt dit :;e·i)ied 

(met a= 4 en 2en schaa~- fig .10 .1 

, 
1 

factor½ L) als model voor Atl2ntisch2 0cenan met Noordzee. 

Als 1J11indp'JtentiaL:n v,Y)l" .::en honor,:2:2n windveld nemcn we 

Daar het g2bi-~c'.t G niE:!t /J'.~''.•;ran::,cl :i.·: :0 i.r1ncn we d:::zc:lfde onb:.?.pa2.ld.-

h2id in Slen c~.,:, dBaruit a;:·~:/JLi.Vi•::, ph_y -;:\=::ch::: fv.ncti2s verwa~hten ~ls 

in 7., toen het gebi2d Geen half vlak was. 

We l{unnen het effect van de baai :1.n het onderhavige probleem nu 

opvatten als een storin_; in de oplo::: ·•.in:, van het probleem voor het 

halve vlak~ die op },rote afstanden van de baai nauwelijirn meer 

merkbaar zal ziJn. Dat wil ze 2gen., dat als \z\ onbepaald toeneemt~ 

de complexe potentiaal moet nad2ren tot de complaxe potentiaal van 
het probleem voor h2t halve:; vla\:" 

Nemen we voor de compl,:;xe pcitenttaal voor het halve vlal{ Im 

behorend bi,j de windpotentiRlen (10,1) de al 0 ernene vorm (7.2) 
(met C, == O}o dan moet de comph;xe potentiaal J1.. (z) vo

1
~r de zee 

met baai voor ,srote z naderen tot : \. 

z > o, 

Jl00( z ) = i C ,~ ( C re e e 1 ) .~ 

Stellen we..0.(z)== i f(z) , , 

dan geldt voor f(z) dus 

Im f(z)= 0 lanss r 
terwijl voor ~rote z r(z) moet naderen tot 

fac(z)== C z. 

t * 
.I 

(10.2) 

(10.3) 

(10.4) 

(10.5) 

Zij nu s == s(z) een in G analytlsche functie, die het gebied G 

afbeeldt op het halvs vlak Im 3) O, ~oJanig dat de omgeving van 

het punt .z = oo conform op de omgevin..; van het punt s = oo wordt af-
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terwiJl voor :\rote z geldt 
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z op r Im s(z)= 0, (10.6) 

(10.'7) 

Hierin is K een in het al?2meen complaxe constante, maar stellen 

we bovandien neg aJ.s eis voor d~ afbe~lding dat de punten z = -1, 
1 af~ebeel1 warden in -1 r~sp. 0 en 1. dan is h1ardc0r - - . 

ds afbee 1.d ins 2enduid ig bepaa1d ,::n op :;r.-)n..: van h2t Jpi0g,..: lingspr-::..:~­

c ips- l-mnn:::n v-.r2 inGien dat 6 rGeel is (de imaginatr2 as wordt dan 

afsebeeld op d2 imaGinatre as). 
V8rgGlijkan we de ei~enschapp8n (10.6) an (10.7) van de functie 

s(z) met de eisen (10.4) en (10.5) die w~ aan f(z) stelJen~ dan 

bliJkt dat 

f(z)= ~ s(z) (10.8) 

volledig aan deze eisen voldoet. 

In rapport TW 22 (;.;.} 12 d.e h:L,rboven ged.ef1nicerde afbeeldings­

functie bepaald. Bet blijkt nict mo;3liJk oms d.m.v. bekende funp­
ties expliciet in z uit te druk1G:)n, c.och er is esn hulp-variabele t 

nodig" We !cunn,:in ('<:~ af'b(;;;eldin:-:, dan al;:: vol 6t beschrijven: 

Door: 
"l [ z = E _Oc 1 ) zn ( t, l,;:) K l: 

ens= - dn(t.k), waarin 

zn(t)k) de z.s. zBta-functie van Jaeobi 18 ) is. 

(1~.9) 

(10.10) 

o."n ( t 17 ) de r• -·,· .. ) ')., L: (' t.:.. .. delta-amplitudinie~ een der ellipt1sche 
functies van Jacobi is 

k r = v'1-k
21 

K(k) en E(k) de voll2di62 elliptische inte 6ralen van de 

eerste re3p. twe~de soort zijn, 

wordt het :\ebied. O < Re t <- K(k) 
0 < Im t ( 2 K ( k r ) 

van het t-vlak afgebe,:?ld op hst -:_;e1::iied G van het z-vlak, resp. op 
het g2bi2d Im s> O van het s-vlak, waarbij de correspondentie tussen 
de verschill:::nd.2, rnj:rnndere punten is als in fi:__;.10.2 t/m 10.4 aan­

g2gc,Vrc)n is. De modulus k van de functies van Jacobi moet bepaald 
warden uit 

K k -Ek = a (10.11) 

en ligt voor iedere positi2ve waarde van a eenduidig vast. 

18) \Toor forrnul2s bJtreffende daze functies verwiJzen we naar Ober­
hetting'.~r u:nj_ Ma.;rrns [5] en naar de appendix van rapport rrw 22. 
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In het volgende noem~n ~a zn(t,k)= zn t. K(k)= K, K(kt)= K', etc . . ... 

ftg.10.2 z-vlat:: fig. 1 O. 3 t ... vlak 

.B C A 

fig.10.4 s-vla~{. 

Voor irate z blijkt uit (10.9) en (10.10) 

s = Et z ('l + O(z-2 )) '10.12) 

en op srond van (10.7) en (10.8} en (10,3) krijgen we dus 19} 

.Q(z)= i~ s(z) {10.13) 

Om hieruit de waarde van _n_ in een bepaald punt z te vinden moe­

ten we natuurlijk eerst m.b.v. (10.9) de bijbehorende waarde van t 

· bepalen, waarna suit (10.10) volgt. Substitueren we {10.10) in 

( 10, 13) dan krijgen we 11 als functie van t; samen met ( 10 ,9) gee ft 

dit een parameter-voorstelling van_(1 = _(l (';;) met t als parameter. 

In 7. hebben we aangetoond dat de meest plausibele waard2 voor 

de nog vrije constante C is C = A1 . Nemen we deze waaroe hier over 

(op grand van het feit dat de baai alleen een plaatselijke storing 

in het stromingsbe2ld van de zee geeft) dan vinden we voor de func­

tie_Q. +U+ i V, waardoor volgens (2.7) en (2.8) de physische func­

ties bepaald zijn. 
iA1 _Q+U+iV=-w s(z) - i(A1 x (10.14) 

* 19) Door beschouwin.:, van de functie fl (s)=.0.(z(s)) vinden we met 

behulp van de stelli::1,; uit 3,~J c'.irect dat (10.13) ool<: de enige 

oplossins is, die aan de ~est0lde ei3en voldoat. 
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Opm'-·r1cing. We 1'::unnen dit resultaat ool-:: op 2·.:::n andere manier; ana­

loog aan die van 7., bereikan. We b~schouwen hat hom~~en~ w1ndv~l6 

we2r als tus~:'.an:ss1:n,::,.:: t·•.rnscm tw,~o sin6uliera c1rculaire windv0l<1~;r 

met l{erD::::n in d.2,.,rmnt-::n z = + RA(Ft r,;;eel_., A = -A2 + i A1 ) met 
" 1 c 

11
sterktr~ + 2 R /Al : 

U = i R \Al 
2 

ln \ ~~~:) > V == 0. (10.15), 

Met behuJ.p van (8.2) en (8.1!·) vinden we voor de hierbij behorc-md-.:; 

compl2~xe pot:~ntiaal als Im A> O (voor voldoende :;rote R ligt dan 

RA in Gan -RA buiten G) 

_0.. ( z) =- ·½ Rt A\ 2 ln{ s_( RA) 
s (RA

0

") 

RA-z ]_ 
• Rlt+z J; (10.16) 

waarin s = s(z) de door (10.9) en (10.10) 6edefinieerde a.fbe,:::ldinisS­

functie is .. De vrije imaginair,; eonstant·2 in ..<"l. h?boen we zo 6e­

k0·::::en dat d-.::: lo1;arithm,3 naa.r nul gaat a.ls R bi.J vaste A en z on­

begrensd toaneemt. 

Voor }zl.(<R\AI 7lnd:m w,:: 1,1-:..t (10.15) {vgL7.,10) de m,2t (10.1) 

aequival~nte windpotentialen 

tcrwij 1 m,:;;t b2 hulp van ( 10. 12) ui t ( 10 .16) VO lgt 

1 - ~~ z ~ 
Jl(z)== - -,l. R \Af 1n\ sc!A ,, t 1- _s/z) 

s(RAT 

'7. 

1- IDtJ , ,--~ 
1+ ~ RA 

~ , \Al 2 [-, ( "' ) ( 1 1 ) -1- 2 z ] 
r.J -;~- 1..,1 L; ::-= - E I A -r" T .. 

1:., l A 

- s (~) - -- .(A-A)+ A z 2~, 

(10.'17) 

(10.18) 

Als Im A s. , ~ dan ·;crand:~;rt we 1 ( 1 D, ': S) maar de benadering ( 1 O .18) 

bli1ft d2zclfde. 

Uit (10.17) 2n ('10.-i8) vin,:::3n W•:.: voor de functie J1.+ U + l V 

A 
_o_ + U + t V ~ i E; r; ( z ) - i ( A1 x + A2 y }a 

dus indcrda:1d het r2sultaat (10.1!.l) . 
I 

l _,.,, 
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Im s(z) 

,,~ = - A1 Im -.... Et s(z) 

4 7iW
1 Nerr1<:;n v;-2 no; A -

'I - ~gD ; A2··' = . e,,·D ,~ ~, 

w ? 1 1 - - - e :::;.h 2 1 

(10.·:9) 

(10. 20) 

:n da bijzondur~ punten uit fii.10.1 h~bb~n w0 speciaal (m0t a= 4) 

-·- - ---

•;~ s l 

A + 00 00 0 
Tre~:2 l) w 

B -1 ~ 1 (1 ·1 
-1 - e2H - EI) 

-✓I _l+l 
w1 

( 1 
l{I 4w2 

C -]{ I - e r.,H - EI) - e ._ .. ·tr ,_. r_)J. 

D -4-i 0 
4w

2 - --.. f ;;:h 

w, 
£) 

4 w2 
J"';\ '1 _).~j_ kt (1 1.::., e sI-1 

- Et - e gH 

F 1 1 
w, 

(1 1 e gH 
- Et) 

-- ., ·-

T.nn-3:s d2 11 Zui:.lkust n CE van de baai vari-2-::;rt s (z) van .:.k I tot k 1, 

gn rl::i8r voor a= J-t- u:Lt (10.11) vol._;t k: 1 ,-..,3,10-3 (vsl.(4]; (13)), 
dw=: E 1~~ ., golclt lans:'i CE practisch 

(10.21) 

c1.i. de oplo[rning voor de 02slot2n ::.e., r,1et zwaartepunt in z = O 

( V .,·,L 5. 7)) ., 

11 Verg__:?lilkin::.; van de r,2':1ultaten uit ·10, m,::t die van Schalk:Wijk. 

In f 3a van zijn dissertatte behandc~lt Schalkwijk het geval 

or,-, e2n homog~;en windveld boven e:an oceaan met baai van constante 

diepte met behulp van e:~n b<:maderin,::;sm2thode. De afm2tingen van de 

b8ai zijn bij hem½ L maal zo groot als bij ons, zodat d~ uitkom­
sten ·t 10. m0.:t e:c:n factor½ L vermeni.svuldigd moeten worden om 

wet die van Schalkwijk vergelijkbaar to zijn. 
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De rnoeil'ijl<:h:::::t-~:. dat :,en &d hi::ic-h~-:::,oth.,se nod1; is om C,-..:· stroom­

starkt~ op de ~c2aan v~r van d2 baai veit t~ leggen, lost Schalk­

wijk als vuL:ci~ op: 11 v,·;:_, :cu3su.rnc :;s:::n-~rslly that the h2ight of the 

s2a-lsvel in C and F (1q~ ziJ~ d2 ount1n Ben F uit fi3.10.1) will 
not b8 ch2:n.~·ed by trk Hincl, In th . .:: c:::ic:k, of th;j North S2a we are 

sur:;;ly allcwcd i::;o no th8t, In C ::l;:-ic: I' hold.:: thLref'ore C. = 0 11
• 

Als wij duz~ voorwaarda ~v~rna~~n ... Rn ~rijgen wej daar algem~~n 

uit (10.13) vol~t 

C. ( x J y) == "- ( A1 x + A2 y) .. ~c, Im c; ( z) - ~ ~ Re s ( z) .i 

dus 

voor C da waarde 

Met deze waard2 v:an C kri.L>::n vr, v01,,,2ns (10.2) 

Daar nu de waard2 van ;,:; 1 , an ·.L. .sfm0,tin2,(:;n v·an d2 baai afhangt 

(E 1 = .E ( k 1 ) ·.m k I han:,t vo l;=-,-::rn=; ( 1 O. 11 ) af van a), zo-Udd .n op g;rot2 

afstand van. de: baRi ;-;0 cornpL.:X(: pot,mtiaal en dus ook de phys1sch.:: 

functies 0 0n t afhank2lijk zijn van d~ afmetingen van de baai. Dit 
s triJd t mot he t ( ook door Sc ha l k111ijk :_sehuld i[::,dc:) ui tgangspunt, c:.,-:..t 

he\~ -2::..'foct van d2 'baai op d::: oc::aan-f;tro:nng sL~chts tot op b::;p:~n:t,0 

afs'tanc'. van c1e l:aai ~11.::r.'cb::-tnr· zn~ ·zijn. 

De ··c,oor JchGli:vvi,Jk .. -?br··1.nkt:::. voor1,raarde mo3t d.:·rhalve onjuJ.[d::; 

c:;.:2acht worden ::m v::,r"nn,,,:;,n 1,/·-,n3•c'n (oor d.:: voorwaarde dat op grot::: 

afstand van d2 baai dJ 

strominv in 22n oceaan 

·;tror, 1in: nad2rt tot de a priori b2kenc1e 
· ~,. 20) 

?:.011c1e11 bsa.i. 

We zic:n ult de:: tafcl op pa,;. 11-0 d2.t de waarde van C. in het punt 

D ( 11 Hoek van Holland") ov2rec~nst2r.1t met dj_,,: van SchalkvJijl{, Dit 1s 

niet varwonderlijk; daar in dit punt s(z)= O is 5 is da waarde van~ 

hier onafhankelijk van d0 waard2 van du constant2 C. 

Verdar is ook eenvoudiJ in tc zien dat langs de gehele Zuidkust 

SchalkwiJk 1s uitkomst ov2reenstemt mGt d2 (zaer ~oede) b0nadcrinB 

(10,21) die uit on''.:,J exact:; lY::ha.ndelin2, volgt, Wat ct,2 voor de prac,­

ti;k be1an~riJk2 resultaten ~~tr2fts ziJn Schalkw1Jk 1 s antwoordan 
dus correct, 

20) SchalkwiJk neamt van de ocaaan~tromins op srot2 afstand van d2 

;Jaal alleen aan dat de :::;troc•mli.:,mcn daar 2ven\l'l:ijdig met de kust 

En a,::;quidistant lop2n. Dit learnt nE<:::1:· op onz2 aanname (10.2) 
met e:;:;;n onb2kenc:,.; constant:~ C ., 
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~ ➔ ,.... .x. [\ -, ( .. a C) ; Cc ,. ) 
,:: I 

➔ -} ~ ➔ 

.'l :,. >( (1:;: x. &)= - 8. 

~-) •'.lp •:,: CR l.ar--. "/~ _:_:-~ ✓ i.'l 

b) op 

'11" (c)(p _,ra'.L LI' = 
0 

< 

rot 

- ➔ ro .l,,_ 1r(.J)-- ->"_.·., 
.. ,. I - " 

__ ?:__!!_) , 
l) .. 

➔ ➔ 
.- X "'nt- : (;.; 

: C .). - ·' '· I " 

ur::,ctnr~-·1,rr:,·1,~--~·r~, ·i·• ::.:(u, (·, v) U (,r v)) 
V ., - ✓ ••• •"'-" • • 1 L. V ; 2 .. \. > •J 

➔ au,. <) u
2 d j_ V u == ~- + .. (./ Ty 

➔ ~ 
k.rot u -

d U,, 
i 

Q _;:: 

➔ ......,. 
1;. , r C, t U = - :'. "i_ v 

d
. ~ 
3.V U 

➔ 

-:-,- ' = ~:. o rn·c 

div(rot k f )= 0, 

➔ 
1c. rot ( i<rad fJ) ) = O 

- I 

....,.. ➔ 

( f~ )(. u) 

( ' ~ 1{ x u) 

k.rot(rot 1 r )= - t::. tp . 

Append 1·.-· 2, 

L2rr1ma, s. 

X 

fi _.A"i, 1 

➔ 
Jj~r:1;-:~a 1. Als ·,roor :::en c0ntinu ·1iL·i:2rent:: - ➔ rbaar ·Jectorv:::::lc1 u(x,y) -------
GC·• lJt 

-:I- ➔ 
icrot u = O, 

d8n is er 2en scalarveld ~i (~ v) i - . .; 
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-+ 
u = - ;raC:: . .J,;-. 

Als voor een continu d.ii"ferenticerbaa.r vecto-rv2ld ":J .;eldt 
7 

div v = O 

Can is er ~~n 3calArvalJ ~ z0daniJ 1at 
-;Ir ➔ 

v = - rot 1-c (J) 
I 

(f en f '.?Ljn 0.p een ?dditJ.en., constante ni:'l C":}nO.U.LClit;" b(=.:paal l en itl 

een 2nkclvoudt::; sri:n2nh2nc_,'.nd , .. 0:b.L•:; ;::.:::_;nwaarc1i 6 , 
➔ ➔ , _ 3 u1 2) u2 

Be1.;11ijs. le.rot u = O 02tekent -°'- = -..,...- , du.J v2rg::1i.jkin2, 
O Y LI Y.. 

U •·'x + u dy - C' 1··, c,•··n e·xacte 0 "1'·0
··-•_ .... ,"',·1 t· 1'8..,·1-· .. :.,r,,-·o.l1'J 1r1'v1--· H'r• i,: 1 ._;, 2 , - ' ,--; ;_;,,:. . -.l .Ll-.~ .• ,; .... ... r:.,,_'v•~. ,,_,,... L .' b• JC.I • 

dvfi (cf, Courant[5]P,352 e.v.) een f'unctl-:,-yr (.:~)/) .Jie op een a.-Jdl­

tievs constante na eenduidi~ bepaald is en w8arvaor geldt 
➔ 

u = - :;rad t 
/ 

en 1eze functie is in een 0nkslvoudig saITTsnh2n;2nd ~ebi0d ea~~aar~i-~. 

Het tweede d~:hC;l VF.l.n dit le:.Tii"la lkv11i,:.2,:-:-:n w:3 eern:ou,?12, doo1"' op te 

nK=rl{E:n dat--voor hst ·l(!ctcn··veld w = k x. '::! ,J~lot 
...,,_ - .-'>,- ➔ ➔ ➔ 
k.rot w = k.rot (k ~ v)=dlv v = 0. 

U:Lt het e::rste deel van het 

lp (x) y) is> waa.rvoor 
...,. 
w = - grad tf, 

lemma. vo L~t dan da t er ean 

~ -i> ➔ ~ --:)>, 

Hierui t vol,;t v = - k >< w "" k >< ::,rad cp === - rot l{ <f 

~·~_12}12_l§_g. Als voor cont inu d iff 8r2nt ieerbare scalaire v2 lden cp- (x; y) 
en y (x.,y) in een zel{er g':;bied G van h::t x,y-vlak c!.,elclt 

➔ 

rot ::: 1.f + §;rad 'If' = O > 

dan is~+ 1~ in Geen complex~ analytische functie van de complexe 

variabale z = x + iy, Ooi-c het om::,;e·,:e2rd:::; van d,)2:0 stelling geldt. 

Bewijs. Schrijven we het gegeven in componenten uit, dan krijgen we 

Dit zijn de differentiaalvergelijkin3en van Cauchy-Riemann. die, 
san11::.·n m2t d2 cont:Lnu:Lteit van :~2 af,~ele l-::1..·en van c.p en tf/ , nodig en 

vol'\o:,,1cL zijn voor de anal,\,ticitej_t; van <p + i1( ., beschouwd als 

functie van~= x + iy. 

➔ 
c·Jttti.nu cliff.3r,:;nti-~erbaar vectorve ld u 

zi.jn scalaire velrL:n (p en 1'- tc vin•'.--~n, ::;odc.n c.at 
➔ ..... 
u = - rot k <p - t,r11cl"f . 
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De complexe functie c.p + i'l( is hierbij op een additieve analytische 
functie van z = x + iy na eenduidig bepaald en kan in een enkelvoudig 
samenhangend gebied eenwaardig worden gekozen. 

Bewijs. Zij t(x,y) een willekeurige,bij het gebied waarin u gedefi­
nieerd is behorende oplossing van de vergelijking -A 1{= - div u. 

4 
dan geldt div (u + grad 1/J'") = O, 

dus volgens lemma 1 is er een func tie ff ( x, y), zodanig da t 
➔ 

u = -
➔ 

rot k lf - grad "fl" • 

Als ook voor de functies <f'l en ,r1 geldt dat 

➔ -u = - rot k 'f'l - grad ~, 

dan geldt voor 'fo = 'f- <f1 en Yo = r- r,, 
➔ 

rot k fo + grad V/
0 

= O. 

Volgens lemma 2 is dan 'f 
O 

+ ii.{/ 
0 

een ana lytische func tie van 
Z = X + iy. 

Daar we de functie ,r zeker eenwaardig kunnen kiezen en volgens 
lemma 1 de hierbij behorende functie lp in een enkelvoudig samenhangend 
gebied ook eenwaardig is, kan dus ook 'f + i y in een enkelvoudig sa ... 
menhangend gebied eenwaardig warden gekozen. 

-Ir ➔ -4-

0pmerking 1. Noemen we - rot k t.p = u1 , - grad y..r "" u2 , dan geldt 

-4, - --1-u = u 1 + u2 
➔ 

div u1= 0 

➔ ' -l, k roe u2= O 

➔ ➔ ➔ 
u1 is dus het divergentie-vrije, u2 het rotatie-vrije deel van u. 

Natuurlijk is 
➔ ~ ➔ ➔ 

k.rot u1 = k.rot u 
➔ ~ 

div u2 = div u. 

Opmerking 2. In alle voor on~ hPl~~~rijke meervoudig samenhangende ge­
bieden kunnen we, als u eenwaardig is, ook Cf en y eenwaardig kiezen. 

Zij v-ro(x~y) = -2~, j) div u( l,"Yt) ln ~ 2,ata-v,, 
G Y(x-t,) +(Y-'t) 

dan is y;-
0 

een in G eenwaardige opJossing van de vergelijking 
~ 

6 y-
0 

= - div u . 

De hierbij behorende functie <p
0

(x,y), die voldoet aan 
➔ --l> 

- rot k <f o = u + grad Y 0 
...,i.. 

behoeft dan nog niet eenwaardig te zijn, doch, daar u en grad ty-
0 

een-
-} ➔ 

waardig zijn., is ook grao ,n - -.,.,,,..,t k 'fo wel eenwaardig. 
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.r0 b ic 1i G aan te gevcn zodani~; 
- 0 

"r'• , ........ ••.•, 7 ,~-· t· -r ,..., ;-- ., .. , ht·· ,an G b;.:,c-.'-aat u1.·t (:c.,l·"'r'",· ... dv u,~:v C .. 1 •. ,p.,.,c,,.~,-::n iJ•-D '.x ,,..;:D op .. ,.~c . 1...: ,,. O t::uC , ,,,..J..~-~ 

v:::.-:)1 0nk:-;::1v0•1.1.i·i.\. •::-s.·i:·nlv·,n~_::::i.1:~.::: nf::c~s:: ·-t,!n gebi,::d2n G1 ;G2 ,,,, .:1G·n 

Ch(:: '>~V:L::;rJ.in~ D 1)C~~ m,:;t Ci r8.D•~.jJU,::!"CC:D g::t1(:;2n h2boen (zh~ fi3,.A2.1). 
- r_; . 

""' :,;-; i j l k -2 ,-~ :1. . : ,-:: fs 1 o t ~., '.1 I\:: c t i f i c :.::, r .. 

t,~r.s· ~crvrr.r~·,...::: 7;0~"1d.::1"} {1-~;·_··~_0::.·1) 1.~_:nt..-r1 ·i.:.~, 

in G v0rloopt, al12~n punt0n van 

G + G, omvD-t 2n G
1
_ in p•:i::Jl.ti(:\"8 zin 

:-C c\. 

doorloopt. 

'.2: ij f d (-p o "" ak, 

~ 
fig.A2.1 

Gn = G + G 1 + ... +Gn • 

Det deze uitkomst dczalfdc 13 voor 1.::. .L l.'. kr·:)iT,;n,::;r. f k van het be: --

schouw(::.2 type:. zien wo &12. voJ.gt. vh 1:1..i.nn:::-m het 3:;ebi0d tuss;::n tv1t;;·.? 

derg,2lijk2 kromm,::n en:--::.:·::lvoudi_. c,,3,,;-,,nr,a:1·;·.md ms';:2n door 2en v-.::r-

b , d' -~•] ·.. , ( -•. f·' rr ?)21) in J.ng,::, .. iJn aa z:i.e 1g,,,-i,-•·-· , 

In di t ~-H'lke 1 voud ig sarn.,mhan 0ende 

L(ebled kun1c~ we 02n :~ 1:.:nwa rdigt! 

talc .,.,an cp beschouwen; wa~·rvo0r 

w<;; vind-2n 
8, I 

¢ . d f O "' fr , d <-f O; 

tk ½-c r 
8(+) 

)" ''''f. 
a(-) 

waarbJ...J w2 lanL_.s r-:.a 1 -~ unc t i2i,rn . .,.rd::n r'lan d·::: +, resp. aan de - z ijd-3 

van d,;Z;:;; lijn me)·_.· C~;n n0m:::n. Daar nu 

r i' <f< ~ d(f> o ;:: 1::,r8J ~ 1.0== 

a(+) 
0 

a(+) 

omdat grad (f o e2nwaardig is~ 1s J r 

w:earL:1 'Z = Z + iy, 7 ._,- I 
t:..11,.. = .:-· -r v,~ '-},: 

8.1 

J 
a(-) 

-;.. 

(~.rad. Cf O • ds 

= f' r 
le 

r.'. k I·•:·, J.n ( z - z k) 

ar 

=] d <fo 
a(-) 

------- I 

21) Als f 1 en f,·_, ( .::v,::;ntu;:; ·:l e>0 1.raa::) -:"::.·11rnar sniJden, dan 1-rnnnGn 
{ t\ ,, 

1,.r(-:: e-2n d2rd2 t-;:r,)mrw~ ~- aanbren0 1c::n. di::: '.?,.::: dicht langs de rand 
l\. t 

vo.n Gk lC?,opt, dRt h:~j .r k ,;10ch .r.,c· .3n1jcit. Voor de combina'ci.,;;2 

rt ;:;n rk., r:~sp" .f'1: .:,n ~~ :r:Llt dan hec volg.2nd0 bewijs, waar­

uit ds bswerin~ volst •. 
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n 
L 
l-<:=1 

...,, _..,_ ➔ 

- rot ktp- --~·r:·a/'.:-i/'"= - r,:;t 1
,:: lfo - 2:,rad'l.)/

0
::;:: u . 

V,--:rn.,:,:r·· ,,.,,_,,.. ,.·r-:, ,"·1.· r-'C"" ·'"':'-... , .. .-.. ,1 ,·--•,,c-,", /I) 1 '~J (: ... ,c,nwaarrli'i ZiJ"n. Oc;',( 't~ ~ ""'"- ···---·11 .. _, 1..~ ,._. v \...t., ..• \, r . ..,,.J, • ._1 ... t...... .... T ""-'- u \...:.,_; . ,.__, o 

is rn~ 8C(l'GGr (>':mw,'larc::·.L::,• LB.D/f, ,,;'."':. ],::.•:);!llTIC--; 11:1:1 h2t type rk J,3ldc :iJ.. 

§ J: d {f = 
', ·::. 'P 

1 
>-= ) 

l . ·- 2.?r 0 

S: r: J =1 , .. .. \. 

r 
a_, I;n f ci ln(z-z J) 

G';: 

El.k 
1 

at • Im J' :::;: - 2rr .( 

.fk 
daar f k van d1c-) punten z 1 ,z2 :. .. , ,zn allcen h,::t punt zlc omvat. Daar 
nu voor ied2re in G v,~rlopende sosloten rectific2erbar0 kromme I' 
d2 k.rin;int0f;raal fctt.p g2splitst kan worden in e,m aa.ntal kring-

r 
inter;r~len vri.n h~t type fr, (de; blj da splitsin::_, aan te bren§,en 

k 
ve~bindin6Blijn2n, ~l0 dubbel 

dr...,,o· ri"'"'r --·•ra"t iD . C-c:,-:! .s · ...... a._ Q ( ,.., I 

\~e~te lcle b2w2z2n is. 

A pp<,:md ix 3 . 

warden doorlopan, geven weer gean 

is), is steeds f d 9' == O;; waarmco 
I' 

bij­

h2t 

tt-~111,ng. f\ls f(::) nn:::t1Jti:34h L v:;or' L·1 ·:·. > O; continu voor Im :::~O 

0" ~e~el voor Im 2 • o. dan 13 f(z) door en~lyti~cha voort28ttins 

in h~t onderste halvo vl~k uit te brcidan tot e2n 1ehel0 functi2 en 
dus te s,hrijven als 

CiO 

r(z)== L 
n=O 

a n 
n z {A3. 1 ) 

wBnrin de reeks voor alle ~ conver~ecrt ~n alls oocfficienten ~n 
r2e0l zijn, 

Bawijs. f(z) ir nllscn ~~J2f1ni80rd voor Im ~ o. Definiear de 

r11eti2 f; (:c:) voor Ilil .::., ~i-:.:0 door 

/ f f 1 (-,. ) = f ( 2') = Re f ( z ) - i Im f ( z) 

lei 10 ,,c,n~oudi.g in te zien (b, v. door verificatie van de Cauchy­

fU,c.y:1ann ver:£c;lijking2n) da. t r1 (7,) 
{is 11 (z) continu voor Im ',; ~ O 2n 

(da
1

ar Im f (z) hi-:-;r nu1 is). 

voor Im z ,( O analytisch is. Vcrcler 
voor Im z = 0 is r 1 (z) = f(z) 

Volg~ns ~en bekend~ stellin~ (zi2 b,v. Hurwi~z-Courant [J] , 
p.31+9)_ ls dan r 1 (z) d2 anal:ytischt:: voorczetting van f(z) in het 
onderste halve ,,Jak. f(z) is dus 22n functie el~m2nt van een gehele 
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functi,~' ::r. ch.L; :i.n <l'.: vorm (A3 .1) te schrijv2n; Haarbij de r2e~cs 

voor all3 z mo~t convargeren. Daar f(3) lanss de re~le as re§Gl is, 
t 11 f' - ' " .,_ " J . moe en a e coe_1·1ci2nG2n an r2~~-- zi)n. 

Bewijs van da ~endu1d1 0 haid van da oplossins van het 

randwaa1~0problo2n1 biJ ~2n ne8rvaud1~ samenhan~end ~2-

b1cd. 

AL: G ~~·:,;n rn-:>::rvc,uclig sam_nhRnf,•~:nd :-:,:::.,!:ij_, :1. J.0 van h2t in ). ao. :3 · 
b2schouwde: typ· r_::n •✓-an d,;:; funct:i.,;;; _Q. (z) ;e.?.~•:)\ en is 

e ( ) 1 ., ...D.. z ir; analytiscl1 pn e,~:1wc1a:c'd:Lg :l.n G 

2·~ . R,:: _Q ( z) = 0 op [' 
0 

R01 J.1 (z.)== constant op f, 5 (J. = 1,2, .•• n) 
l 

dcm is ..D. (z) g2lijlc aan sen ima.bina.ire constanta. 

Bew Lj s . z i j n ( z ) = p ( X., y) 'f j_ 'f' ( X ; y ) . 

VoQr d2 1~ G ~enwaardige potcntiaalfunctie ~ (x.y) geldt dan 

V0lcens e~n st2lling van Gr0en galt~ vonr ~2n enkelvoudiJ samen­

han~and gebied a, met rnn~ C 

jJ 
Gt 

(inwendige normaal). 

W,:: ;t:aleen ons gabied G nu tot 2~n enk .. ~lvoudi:; samenhan,c;and g;ebi2d 

GI door v2rbindin:::_~sli,jntji..::;;: di,2 f'o m0t l~ ;, r2sp' 12, ... , rn ver­

bindan (zi2 fi~.A.4). 

Daar ·oJ .·,,°';r,l•'BB""0 d1' ,·, 1·· ·=\ z· J0 
,.,, c·i ··, T .._. ._, ;. J. ~v J. , . ..:, • "-· ., ..J • ~ ,. L .i .... (.;.: 

bijdrag2n van da int2~ral2n 

langs d0 ver:)in(inf:_;SliJn'cJ,:S 

nul, Voor het link2rlid van 

( A3. 1 ) vind;;;n ~AT~ dus 

n 

fG f o'P ~ Cls = 0. "'an i=O l 

fi_;.A4.1 

HL>.ruit volgt dat grad o/ ov2ral in G nul moet zijn (w2 veronch:r-

2,t2ll,:;n natuurliJk continuit,;it). Dus o/ = constant in G3 waaruit 

vo lgt dat ook fL constant i:. Daar echter '±' = 0 op f , moet _(2. 
0 

gelijk ~i;n aan een imaginaire constante. 
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App2nd"Lx 5. 
Circulair:. GE:pr2ssi:j bovcn :;;;;;;n cirl{21vormi0e ze;:;. 

u -

AJ.s lzl = R. 

u(z)== -

dan 

~ . 2 
2 Ci 

2 1:) 

,, 
i 

1 
2, _· 12 , ~ . ~ (z h 

R ,-a +,J -le 1R R - :J 

(A5. 1 ) 

D~ar ;-n_ vo n \ ,1. \ == R FL .fl ( z) = - U. i? vo l:.:;cn,'.:: c1.:; formul.::: van 

Pci::.s0n-Sch0,rerc,; (".": ;·?) '"'XJY d:0 cirk:~-1 

' 2 "" ( ) :) _ll_ Z ::.:-- 2 U(C.,) dz 

f l + ... -,--... C, -:c, 
d c; 

(A5.2) 

waart-:LJ _;:,,inte:;r:,>.:n::·d mo0t word8n l:ln~.}:. d:: cirkcl \C,I = R. 

Z:i.;j 
2 R2+~12.L:,2 l 2 1'R 

l + a a ' ~ 1 C, - R = ( C + ·1 H t-v ) ( l + 7:v ) , m2 t w :> 1 , 

1 c.J = 2Ra 1 
( R 2 + a 1 2 + b 2 + '.:. ) , 

Vercl.:::r 6ollit no.:~ 
1 d 

w-0==a1R 

Door toapassin; van da residu~nstelling voor d2 integratieweg ba­

staandc::: uit d:,:: cirk-.:::ls \C,l = R 2-m \C-! = M vinden we> als we M 

onbe'.;r0nscl 1at2n to"memen., •:lat voor )z/ < R i:~elr'1.t 
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J)_ (z)= § 
\C\ =h. 

l+z 
C, -z . = 

= 2 r,- i. ( res idu 
~ 

in C- = - i R w )= 

, ,~2 
lu -iRW +z. 1 

= - 2a r -------=- = 
' -iRw -z ' -iRw + lR 

W' 

= -·· 

I = 

2 1) z-iRc..,., 
2a 1R ' z+iRw 

z-lRw 
· z+1Rw ' 

R 
:I 

0 j ,, b'"" f "-

0 

(-:.f 

,, 
I 

--1 
W- -w 

[zJ ~ R 

211" 

= 

TJ(z)dO, 

d ) 2 i'.c:: ._ d , r ; 

0 e +a +u -1.G e 
su})stituer2n We 2J.t_f = U 

(A5.;;) 

lCf - l'f> (e -e ) 

. Dan gaat d0z~ 

intc~raal ov2r in e 
t ~1): 

\ul = f' lU 

1 

1 j 
/U!= f 

du 
2. 2+ '2+' 2 u + J! a o . . 2 

lU- 0 
cl I 1-. 

VJ,=.: ., 1 ,,:c:.r.1· '! hier de: 1nt8r:~rand van (AS 2) als daarin R door (! 2n 

,.: door(', v::.:rvar,e::::::n wordt. MGt b8hulp ,Jan h2t r,jsultaat (A5.3) vin:5•:m 

w2 dus 

I -
R 
( p JD • 41, J '- \ b;2 • 
0 

2 
b 

V 2 12 2 '2 12 2 1 

(e +a +b ) _lf2 f 

:::: 

+ 4a' 2 b 2 ; dus met d2 



= 

= 
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R2-a '2+b2+1/(R2_,a '2+b2)2+4a ,2b2' = 

-a 12+b2+V(a 12 __ b2)2+4a 12b2' 

1 2 a 1 ( Rw -a 1 ) 
2 rr b ln 2 , 

b 

waarm-:·:3 (6 .20) bc:wezen is. 

App.~nd ix 6. 

We bewiJz~n eerst: 

Voor (jeni.'urrct.:L'.) ..O.(z)=T(x;,y)+ 11.f(x;,y) die:: P..nalytisch is voor 

Im z > 0 en continu voor Im :_;; ~ 0. tervnj l 1 im S2 (:,;) = 0 2n 

galdt 

P(x;,y)= - P(-x,O) 

c}(x~y)= - P(-x,y) 

\IJ(x u)= ,Tr (-·:··.v) r :) .J 't' ·'- ✓ V 

~ ,, '6 ➔ ro z 

0 ~ v< oa -,, 

B2wi,Js: Zij Jt(z)::;;;; -...Q.(-z)= -cfa(-·<,:y)+ Lo/(-:\;y), Dit is voor .... 
Im z > 0 een analytisQh2 funotis vRn 2 (~2t b.v. blijkt door 

(A6.1) 

v2rificati2 van d2 eauGhy-Ri~~a~n v2rgalijkin~en), die continu is 
n_• ( ··•) ~ 

vo•Jr Im z ~ 0 .::n wae.rvoor lim._c, """G, Ook: F(z)=JJ..(z)- S1-'(z) 
- Z ➔ CO Li · 

bezit d8zg drie ei3onschRpp2n. Voor Im z = 0 is R0 F(z)= t(x~O)+ 
+ P (-x:,) )= O. Volg,:.:ns d~ j_ri. 3. b 8>-·d~ormuL:(;Pd,::: c:;t,::; 11 ln§; mo2t dan 

F(z) ~en ~ehale functl2 ziJn, en ten ~~vol 0 2 van 1e limi~t voor­
woarde mo::Jt F(z) dan con::.ltant :;:~:l.Jn. De?:s:, constant:::, is (~cht~;r nul, 

dBar F(G)= 0. Hiermee is h2t bJWiJS voltooid. 

Zij nu U(x,o) on2ven. Dan i2, or)): T(:.:,O) onev,0n en als J2 (z) 

vcldo~t aan de 0is0n van d2 bov2n2,::nocmcL: at,:::lllngs dan volgt hicr-
• t· d"+· \+J(y ") T•• , u1., cv _ .•. ,u -c,;,,\.::n 1.s, 

a;. ·w 
N . d_Q 2tr +, o':I 

U lS -, - = -- l - • az 2) x q x 

Voor ;;:, = O i.o-~ ld t ¢ = 0 ,. %-t = 0, '-1 t = - ~ ~ 

D2 eerst2 tcrmen VFJ.n •:-:Li machtrc:fr~s-cn'c·nikl{·.::lin~; van .I2 (z) in d2 

omgevins van z:O zion 2r dus alduc uit 

J1 ( z ) = i C - 7 (
6 U ) '-' ox 

Z=O 



,,. .. r Y': 
•, d..i 

.. '.) 1 ·-

J
oo t.\ C, ,J. 

( 
2 C.... •.c C, 

Jl. z ) == ~ -.,----,., 
'TT J. [ ( 1 C. , C. , ( ( C:.. ) r • , ••• C. \ c:.. ... I, ) •- a ,, °"! '•.• .• ' 

() i "i I 

' . 
::~:.l·C.:.::/.r~f,.Ct.L o 

( r;, 1-·~ - .,,._ <_ Il'·A 'j n ,-\ < 7T" ) L"'n;:< •:;, AnD -l .... . . ll .l _ '-t ._ _ c.., ,.-:, c, 

ln t = ln(-C)+,r- i, J.G.n~.:' :nc :i.r(l= 

ln ( - C, ) - 7r i. 

f 
-C,O 

Ci £ 1 n ( - ~ ) + -rr i. J_
7 

__ _ 

( ' r 2) ( (1'+ ) c'. I.. C:.) ~ -z ~ a 1 ~c 1 

co 

= ·· 2 Ti r 
0 

() 

co 

j 
0 

r: 
., 

'R/'\ 
\ 

fi;.A7.1 
t -·v 1ak 

- .\ ~ ( ln ( - ~ )- 71' i) 
( , 2 ., C ) ( (r' ) 2 2 ) 

,') 1..-. = 
~ -~ ~+a1 +c 1 

D.3 riom d2r r . .:,r-; iou;.;n irt d:"' polon van de j_ntcgrfm.d binnen de con­

t1J1.J.r ts, aJ.r. 11 :::xoot :::-::1::)-:,/. :Le\ (cc ,:.i,Jl.,:n :::.ijn: l= + ,:, C.== - a,
1
±_:Lc.

1
) 

ln. ::c, 

·;,;: ( ,·.• +r.. ) 2 .J..Q 2 
t.,., r,.-., 1 I ✓ 1 

1 

+ ln (--z)(./-" -~l-· .• '-'·-•1 ... \_, 1 

·; ,,, ( '7 ) 
J .. iJ. - :-, ·• 

2 c ( -·.• -· ,., ) +c .·., ·--~ 1 ~; 
I I 

., 
i 

-~c 
-t - 1 

[ 1.n 

1 ) - , .. ( ~ . ·, ) ( 1 
, - .L . l ·-· C', ·1· - l c 1 -, .. -, -...-. -

z-&. TiC, u-d.1-101 
I i 

1 
z+a · · · )+ 

1
-Hc.

1 
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1 
= -xrrc:i C 

m,n-0 

wearin voor de logarithman het verschil van de hoofdwaarden van de 

logarithman van teller en no~mer gGnomen moet word.en. 

Op grond van de r 1.=siduenstelling hebben we nu dus 

r(l() l de 
~ (i2-z~)((t-a1 )

2+c~) 
= - ~ I ..... . 

V'ervan6cn WG a1 , c 1 9n z door resp. a2 , c2 en iz, dan kunnen wa 

uit dit !'esultaat ool:: de tweede integraal uit de formule voor _Cl(z) 
vinden. 

In totaal krijgen we dan 

...O.{z}..: 2 ~c 
1 

C 
mJn=O 
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