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We zullen dit probleem nu herleiden tot een z.g. singuliere inte-
graalvergell jking met kern van het Cauchy-type. Deze herleiding gaat
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die in de theorilie van dit type integraalvergelijkingen en verwante
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ne! functies voldoen dus aan de HOlder-voorwaarde.
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SO a) P ol x langs [, (6.5)

En voor ﬂ(;) hebben we de randvoorwearde (%.9b), die we met (6.3)
kunnen schrljven als

(1)
¢‘(;)" 7\5 q)(%)= ?\2' (A‘t X - A,} Xx)= 0 langs ..P,!(,_),

waarult volgt Q(;) = 0. We zien dus dat
_(7_2(2)-..: _O_(g)(z)-}- 52 Q(g)(Z)-i—..k . s

waarult volgt dat, als & klein 1is,
-
Q,(z) ~a'9) (2) | (6.6)

een zeer goede benadering is.
!
Schrijven we ter afkorting f£2 (z) voor .Q(S) (z)}) en A voor ALY
dan 1is dus te bepalen de functie £1 (z), analytisch in G2 en continu

in G2 ~+ fé + fqgﬁ die wvoldoet aan de volgende randvoorwaarden
langs [,: ‘?mo o
langs f‘,‘lg*z. P . AY = ..,.AA,‘ X = AV (x,0)

D1t probleem 1is van{het in 5. behandelde type.

Voor de oplossing moeten we eerst de functie w = £(z) bepalen
die het gebied G2 conform afbeeldt op het halve vlak Im w > 0, zZo-
danig dat f}z afgebeecld wordt op het interval (-1,1) van de reéle
as van het w-vlak. Aan deze elsen voldoet

w = f(z)= - sn(K(k)z,k), (6.3)

waarin de functie sn(u,k) de elliptische sinus amplitudinis van
Jacobl met de modulus k en K(k) de volledige elliptische integraal
van de eerste soort met modulus k 1s; k moet bepaald worden uilt

Kékf} = a, (6,9)

waarin, zoals gebruikelijk, k' = ]/1 ~k2 .
De correspondentie tussen de verschillende biljzondere punten uit

Z- en w-vlak is in de figuren 6.1 en 6.2 aangegeven. In het
volgende zullen we steeds | *
de modulus van de ellip-
tische functizs en inte-
gralen weglaten, en dus

schrijven w=-sn K z,

Fr = @ ete. fig, 6.2  w-vlak
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Co= L o w4
s W (11 Wy -4,z

De overeenkomst 1s, hoewel de uitgang
verschillend zijn, opvallend.

7. Lineair varlerend windveld boven een
aan een dilepe oceaan.

We beschouwen hetzelfde gebied (vgl. fig.6.1 ) als in de vorige
paragraal; doch nemen aan dat de componenten van het windveld niet
constant, doch lineaire functies van x en y zijn.

We noemen de componenten van het windveld in het vervolg W

wyen stellen

zee, grenzend

W, :.-..-wq -%-W,H X +w12 (y+2) (7.1)
Wo = Wy + Wyy X + Wy (y+2)

W,l en we zljn dus de gemiddelde waarden van de windcomponenten ern Wyi
W: bepalen eerst de bij (7.1) behorende windpotentialen.,
Stellen we w,! = %, A’l etc. (vgl‘. ™ 23, (4.3) ), dan moet vol-
gens (2.4)
- rot kK U - grad V m(iﬂx1 + Aﬂx + A12(y+2)’ A2+A21X+A22(y+2))
(7.2)
Toepassing van de operator E.rot op deze vergelijking levert (vgl.

de rekenregels 1in appendix 1 van TW 23)

AU = A - A

2 12 °
We kunnen hieraan voldoen door te kilezen

U= -3 (Ay - A12)(1“X2) (7.3)

en dan volgt uit (7.2)

-grad Vo= (A, +A, % + A, o (y+2), Ay+h ox+ Ayn(¥42)),

waaraan voldaan wordt door

2 =

V = m(A1+2A12)x~(A2+2A22)y 3 ALgX

De windpotentialen (7.3) en (7.4) zijn echter niet de enlge, die
het windveld (7.1) voortbrengen, we kunnen hij de functie
U(x,y)+1V(x,y) nog een willekeurige analytische functie S\ (z) van
z=x+1y optellen (vgl. lemma 3 in TW 23). We willen deze functle zo

- ~ U*(x,y)=U + Re A geldt U = 0 op de

bepalen dat voor de functie U (x,y)=U + Re/\ ge = P
gehele rand van G.




Hiertoe ontwlkkelen we eerst U(x) in een Pouriler-ree
2(A,, =4, 4)
0(x)= - 21 f12)

'

Beschouw nu de functie

2(Ay -815)

Al(z)= —3—

1

Ntz )r{y+e)cos (nyjrx-1 H)w(y+2)sin(n+}) v

M=0

Deze functie heeft de volgende eigenschappen

19, NA(z) is in G een analytische functie van z (de reeks conver-
geert hier uniform; daar hier, zoals gemakkelijk te verifieren
18 \cos(n-{—é—) ™ (z+21))¢ ch(2n+1 )7 ).

2%, Re A(+ 1 + 1y)= 0O voor -4< y<£0,

3. Re A(x)= Re A(x-41) ——-—-—3————2(A2‘ hi2) ) 1), (n+3)
- ' - i o | COS (N5 ) X =
s n=0 (n+s5)~

= - U(x) voor -1¢x¢1 .

En daar voor z =+ 1 + 1y , =4 ¢y <0 U=20 1s , geldt: U+Re L= O

e

langs de gehele rand van G .
Nemen we dus als windpotentialen

U.(xﬁy)m U + Re/\ =
2{A,.-A.,)
. 2 21 12 |
s

}

o0

n 1 Ve { g (1) _
z (-1) " ch{n+z)m{y+2).cos{ntz) wX
. - A —l (7 ) }_;)

"3 (n+})
V‘tx,y)m V + Im A\ =

o y A _ _ 1 2 U = [ -.
WW(A1+212)x~(A2+2A22)y- % Aﬂx --Amxy > Aoy

2(A,,-A,,) T
. 212/ 5
;?3 n=0

dan wordt ook hierdoor het windveld (7.1) voorgesteld, terwijl
U¥(x,y)= 0 langs de hele rand van G.




waarin

11 jJken zlJn in appendix 3 vermeld.

We wlllen nu de opwaaling ¢ 'x,y) bepalen die behoort bij het
windveld (7.1), waarbij we ons tevreden zullen stellen met de in 4.
aangegeven nulde benadering (die reeds een goede benadering 1s als

de oceaan zeer diep is ten opzichte van de zee).
Volgens (4.8a) en (4.9a) hebben we in nulde benadering
complexe potentiaal in het gebied van de zee de randvoorwaard

¢= - U langs 72 (vgl. fig.6.1)

C}?--A\Vm - U+ AV , langs [

12
A N\
: T2 .
waarin Am :]:—E-— P = T .

Kiezen we nu de functies UY en V¥ uit (7.4) en (7.5) als windpoten-
tialen, dan krijgen we, dank zij de elgenschappen van U¥dat de 1in
G analytische functie i (Z)m P -+ i\ij moet voldoen aan

=0 1langs Fg (7.9)

% -P\\P::: }\Va,langs 122 . (7-10)

Dit probleem is in de vorige paragraaf reeds behandeld (vgl. de
randvoorwaarden (6.7)).

Als resultaat vinden we dat langs de "zuildkust" geldt
1

(ctgmy =2; 04 p<3).
Met (7.6) vinden we hieruit

2 (z)= -1

waarin*Ii(;) door (6.1%4), en I, (y)

|
B 3 4




gegeven zijn,

Door de Rekenafdeling van het Mathematisch Centrum is de functie
(p (x) getabelleerd en zijn de integralen I 5 ( X ) en 13( 3,) berekend voor

r == O_s L;‘L" (Vgl ’ . 2*«1}’ Xm G«} «ﬂ;q? ) ,,
Gevonden werd:

X = 0 (-P(x)-: 0 X = 0,6 (P(X)m 0,407
0,1 0,074 0,7 0,457
0,2 0,147 0,8 0,497
0,9
1,0

053 0,218 0352‘
0,4 0,286 0,5&1
0,5 0,349

en I,(0,44)= 0,819, Ix(0,44)= 0,472,

3 {
Hiermee vinden we

Y(Azﬁ"A‘Q)],
(7.12)

+ 0

geldig in het "zuldelijke!" deel van de zee.

Met behulp van (2.7) vinden we uit (7.7) en (7.12) dat voor de
geldt (onder gebruikmaking van

— A ¥ DL Che <t T arnToH CVED
Ay = E%gﬁg- en wanneer ook nog de schaalfactor 3 L wordt toe

opwaallng langs de Zuidkust

gevoegd)
(:,: - A? (V + Imil):

L (/e anios ; e
=<§7;§ﬁ5.t(0,84+x)w1 - bW, - (0,41 - 3 xP)u,
+ (1,21 - 2 x +(x)) W,n + (0,47 - @(x))wm] . (7.13)

Speciaal vinden we voor x = O ("Hoek van Holland")

C. = » - 0,41 W 41,21 W, 540,47 wm] -

11




In deze lasatste
lijke betekenis.

De term -4 W >lang
windcomponent in de y-richting.Het va
voorkomt - voor de opwaaling tengevolge van de
ting 1s de variatie van de windsterkte in de y-richting niet van
belang.

De termen 0,84 (W + 2 W
in de x-richting in de omgeving
y = 0 geldt‘wx + 2 W

“* 1P + W.}.! D E
waarin een term 0,84 W, voorkomt. Thans 1ijkt dat speciaal

1t op dat

lg van winden

12)

(voar

{

zaakt nlet bv, de gemidde lde windsterkte in de x-riehting
term -0,41 W
X afhangt.

De term 0,47 (w -W.5) tenslotte is een gevolg -
het windveld (k rot Wo=W ). BlJ] poslitieve rotatlie wordt een

21
extra opwaaling veroorzaakt,

. treedt op omdat langs de ocea

5 K N
i 2

Bij de beschouwilng van de windvelden die optreden blj ernstige
N.W, stormen, vallen twee bljzonderheden vaak op:

a) In het algemeen is de windsterkte in het Westelijk deel van
de Noordzee veel groter dan in het Oostelijk deel (waar zich ong:
veer de kern van de depressie bevindt). Dit betekent dat de groot-
held W,, n hebben (de component
wy is negatief maar neemt met toenemende x toe (in algebraische zin)).

b) Vaak gebeurt het dat de x-component van het windveld in de
Noordell jke t 21ft van de Noordzee practisch nul is, doch een posi-
tieve waarde heeft in het Zuidelijk deel van de Noordzee. Dit bete-
kent dat W1 + 2 qu practisch nul is, doch dat WJE2 ‘

(WX neemt bij afnemende y toe).

Het 1s duldelijk dat belde effecten volg

invloed hebben op de waarde van C. in het punt "Hoek van Holland®",

ean vrij grote posltieve waarde ks

ens (7.14) een vergrotende

W}{ = 0 $ wym__w +W X ,

De wind is dus overal langs de as gericht doch de sterkte 1s nul

Als voorbeeld beschouwen we eerst het windveld

langs de ocostkust en langs de westkust 1s de sterkte het d
van de gemlddelde waarde W.

Uit (7.14%) vinden we dan, met W= W, =W, =0; Wy = - W,
= (

Wn, =W, W

2] 22
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Als tTweede voorbeeld beschouwen we

J° . 1 ow _
W, =3 W

1
I = . S5 .
Wy =-W+ W :

e

In figuur 7.1 is een
van dit windve.

sterkte -

E T A7 c :
L ¥ I .,
B il : W ; .
A PH
;

it (7.14%)

AN\

rwijl
emiddelde windveld zouden

7A

' ef'fect is hier dus 9%

iy 7.7



Appendix 1.

We bewljzen eerst de volgende hulpstelling:

Z1J G een gebled Van(*k)let in 2. beschouwde type. In ieder der
afgesloten gebieden Gj*‘f " (J=1,...n) ziJ een vector-veld 'ﬁj (x,¥)

1
.
5

gedefinieerd dat aan de volgende elsen voldoet

19, {:TJ 1s continu in GJ+F(3),

2° langs het gemeenschappelijke deel [, (j,k=1,...n)van Fm an

- . Jk
[‘M isdk tangentiele component van u, gelijk aan die van "ﬁk,
Dan geldt

5 é 7, .ds = 5 f u,.ds (A1.1)
['(J) J=1
( T,

; is dat deel van L° (J) dat samenvalt met de prand [ \fan G, de
integratierichting langs f:j is die, behorende bij [ ).

Bewl js:

We splitsen in het linkerlid van (A1.1) [ (J) (J = 15+..n) in
stukken Fjﬁ [—:]1 s e e any rjn (voor zover aanwezlig). De integralen langs
de delen Fj leveren juist het rechterlid van (A1.1) (met de goede
integratie-richtingen). Verder komt ledere kromme f;km ij s,j k=1, e.0)
blj deze splitsing tweemaal voor, een maal als deegl van [° 35 en
cen maal als deel van L (k) . Bij de integratie langs [’ (J) resp,
I (k) wordt ij echter in verschillende zin doorlopen en daar langs

fjk de tangentiele componenten van 'ffj en T%c relijk zijn, vallen

de integralen langs de krommen I?jl»c tezen elkaar weg.

Vervolzens bewljzen we de in 2. genoemde stelling, dle we echter
in een iets algemenere vorm zullen ultspreken.
Stelling.

7Z1j G een gebied van het in 2. beschouwde type. In leder van de
algesloten gebleden G,+ ) (j = 1,...n) zijn vectorvelden
{ . ;?j (i{,y) zedefinieerd die aan de volgende voorwaarden

is continu in Gj + f‘(j):

, en hiler

J

. is continu differentieerbaar in G
.; y e {1 TOQY ' | 3
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O , |
4~¥. lanis het gemeenschappell jke deel . (Jsk=1,...n) van [ (3)

en 8 de tangentiéle compcnent, resp. normale component
,._* _

van uj,resp, ?j selljk aan die vanw{;k resp. ?k‘
Dan 1s er een op een additieve constante na eenduldig be
larveld ¥ (x,¥) resp. (,D (x,y) met de vol | nschappen:
19, ,% resp. (9 18 continu en eenwaardig in G+ L',
2° v,resp. ¥ 1s continu differentieerbaar in G, + f‘(j ) (J=1...n)
(op I (3) moet in Iinwendige richting ged ig"f
den) en hier geldt

—y —gh

- - ?
uj = - .: resp. Vj = - rot K L{? . (A'?.})

paald sca-

i i " )
] £ r E i il - i 24 E]
1 ¥ " H P g i
it 5 S, =

iy 3 Al E
& y : A II . "

i

Bewljs:

We bewljzen deze stelling alleen voor het eerste geval (de vel-

— .

den uj en ¥ ) het tweede geval volgt direct hleruit indien —‘33

vangen wordt k X v. en V¥ d ‘ '
2 V5 VW door

Zij het veld u(x,y) gedefinieerd door

Vel

——g

-
u = u

4. (J) _ . _
j 1in cj+[‘ (J = 1,...n)

Op de krommen I’ ik is U hierdoor in het algemeen niet eenduidig
gedefinieerd, de tangentiele component van Sbis dat

dank zlj de voorwaarde 40.
Z1j de functie v (x,y) in G+1 gedefinieerd door

W(xy)= - | .8, (A.1.4)
C

waarin C een geheel in G+ I verlopende kromme 1is dle een (willekeu-

rig gekozen) vast punt in G+ ' verbindt met het punt (x,y) , Zodaniyg
cstens eindig vaak snijdt (C mag
en 1 ji samenvallen - de

dat C ieder der krommen fsk oo
wel gedeeltelijk met delen van de Krom

tangentiele component van T 1s hier eenduidi bepaald, dus de on-

bepaaldheid in By langs ij heeft geen invloed op deultkomst van de
integraal in (A1.4)).

De aldus gedefinieerde functie W (x,y) 1s zeker continu in G+ 1"
en voldoet ook zeker aan (A1.3), ook in punten van de krommen [

ik’
goede zijde van [ gedifferentieerd wordt.

mits aan de

te bewijzen, dat als C een ge:

i -

. y 3 o _ - . -y % . | | : 'F : : v P £ P,
Ve P 1 o O t &i . i f; ﬁ D r St T &ﬁ#&%ﬁw fA} T 1. s o o
geldt
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Het deel G' van G dat binnen C ligt is van hetzelfde type als G
en heeft tot rand C benevens het deel [t van ['dat binnen C 1igt
(als G enkelvoudig samenhangend 1s, dan 1is ['' er niet)., Noemen we
h@tw deel van Gj (J = 1,...n) dat binnen C ligt (indien aanwezig)
G3 %) en de rand van G3 f(‘j) t, dan geldt volgens de bovengenoemde
hulpstelling (A1.1)

— > . —
Nu 1s - u.ds = 0, omdat de tangentiele component van u nul 1is o0p I
En volgens het theorema van Stokes (dat ook voor meervoudig samen-

hangende gebieden geldt, mits U eenwaardig is) is
J S*Cﬁm jj ; rot u d0 = 0,
{
o
J

) a

ﬁj zeker continu is in G

z | J
is in G, en in G, aan (A1.2) voldoet.
Dus i u.ds = 0, waarmee de eenwaardigheid
gedefiniBerde functie ¥ (x,y) bewezen 1is.
Dat de velden y die aan alle eisen voldoen op een additleve con-
stante na eenduidig bepaald zijn, volgt direct ult het felt

verschil van twee dergelijke velden een in G+ 1 continu veld is,

o I (3) , continu differentieerbaar

van de door (A1.4)

We beginnen met het bewlijs van een formule van het type van de

formules van Green:

plexe functie

suf:miﬁ*cx,y)¢ 14%”Yxfy)

G + I'" continu en eenwaardig

en in G¥ een analytische functie
b* continu is in ¢* + C*,
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W: Volgens het theorema van Stokes geldt voor een vectorveld

Q dat in GT + '™ continu en cenwaardig en in G¢v continu differen-

tieerbaar is

~» -~
Jj K. rot u d0 = ‘f’ u.ds.
{

C#'

Kies 0 = - \?*grad é*g
Dan is in G¥

—3. , ¥ W
K.rot u = - E (grad‘?ﬂ‘x grad $ ) - kx Y. rot grad P =
* = - )%
= - grad P (k % grad\P ) .

Daar volgens lemma 2 uilt TW 23 (de vergelijkingen van Cauchy-Rie-
mann) geldt: grad ‘Y* = - rot ‘?* K x grad > 5 volgt hieruit

k.rot U = (grad @*)2 = (grad Y™ )2

Hieruit volgt direct (A.2.1).
We bewiljzen nu dat de in 2. ingevoerde complexe potentialen
.ﬂj(z) (J = 1,...n) door de eis dat .Qj(z) in Gy + r (3) continu
en 1in Gj analytisch is en door de overgangs- en randvoorwaarden
(2 8) (2 g ) en (2.10 ) eenduidig bepaald zijn op addlitieve con-

stanten ¢4 na, dle aan (2.11) voldoen.
41 ] { 51(1 ) (z)g en { S)_(Q) (z)} twee stellen co

die aan de bcvengenoemde eisen voldoen, De verschil-functies
o X

_Q;(Z)m j(X;Y)+ i\P;(xjy)-- (1)(2’)" (1)(2) (j““‘":*-* )

nplexe potentlialen

zljn dan ook continu in Gy + ) en analytisch in G j en voldoen
aan de bij (2.3), (2.9 ) en (2.10) behorende homog
en randvocorwaarden:

lang f}k(jﬁkm1,,..n) geldt:
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We passen <de hulpstelling (A1.1) uilt appendix 1 toe op de 1n
'+I“(J) (J=1....n) gelefinieerde Vecz’[:c:nr*velcien“3

— ‘2 L 3 - H
. = 1_ N . 2 * .
U ( zj\PJ ?J ) grad 7\J ‘?J

Volzens (A2.2) en (A2.3) is langs de krommen FJ (j,k=1,...,n) de

tangentiele cumponent van'35 gelijk aan dle van uk(uit (A2.3) volgt

d differentiatie dat “;‘ «‘3@: 7\“1 B‘}‘k E lgens (A1 1) 1s
joor erentiatie dat A, 5= =2 "SET»” n volgen: .

dus
;n . 5* 4 -1 A* —
)
i ’\ j R‘l’ é’}gradéﬁa‘;mo
ml _

bf§ )
daar uit (A2.4) volgt dat ﬁ;ﬂm- O langs %j (J = 15.een),

Voor de tweede term van (A2.6) schrijven we

' R31 § %’ grad (? ds = 5 i ,\31 § a (éj)e =
- 7) J=1 (3)
p(d

J=
?j eenwaardig is in G+ 1 (J) (j=1,...n).

y ¥ e
grad éJ an grad -K}l]j

We hebben dus bewezen dat I = 0 1s en daar
continu zijn in C{rj -+ f(J) (j=1,...n) volgt uit (A2.5)

3 X )

i
C 5 en zijn constant in Gj + (3=1,...n), want ze zijn
convinu, |
: 3N -1
Stellen we Ly = ﬂj C \P%“ CJ = Aj1 J (J=1,...n), waarin CJ

t uit (A2.2) en (A2.3) dat voor alle
t, geldt C, = Oy, 3 o
J

, ~ 1 -
en 03 constanten zijn, dan vole

waarvoor de kKromme f}w bestas

Daar hect gebied G samenhangend 1s, volgt hl
o~}
C, =C' voor alle j.

we vinden dus als resultaat dat voor het verschll van

rult dat C C,

Cwee stellen
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Appendix 3.
De functie (p(x) is door (7.8) gedefinieerd als

(fp(x)m _L_U_? tgh (2n+1) 7.sin (n+—) X -1£x <£1.
7 A o)

Daar reeds tgh @ = 0,9963 is het zinvol om naast (P (x) te be-
schouwen de functile

(p(x)* }:09_____ Jlllg sin (n+s) x (A3.1)

D OO
S A )___ Ln_u_ sin (n+}) 7x = = 1n tg T (1-x), (A3.2)

hetgeen bewezen kan worden door Fourler-ontwikkeling van het rechter-

11id of door sommatie van de reeks met behulp van de machtreeks voor

de functie 1n %—% .

Verder zlen we onmiddellijk

CO
¥ *, 16 N 1 14
(O): O, (’!)m —_— / = dj 5
f ! ™2 h=0 (21'1-!-1)E > 3)
QO
1) 8 ol
Ly TmeE gz b @(D= 0,

getal van Catalan is (L = 0,916..).
Op grond van (A3.2) kunnen we schrijven

1=-X

. . -
(P(E)mtp(?)-l—l (’1--}()2 1n tgg (1-x)- (1-x) . | wdau
r ‘ sin g- u
O.
1-X
4 ’Y ‘( wl.'}fm..g_gm.. -
r & | — _
3 sin o) W

van deze formule, blijkt onmiddellljk door differentia-

even dile geschikt 1s voor kleine x

n formule aang
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