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Oplossing van een integraalvergelijking met singuliere kern.

Samenvatting.

FEen samengesteld randwaardewprobleemmetvrandm en aanslultings-
voorwaarden, wordt herleid tot een lineaire integraalvergeliljking
met een singuliere kern van het Cauchy-type. Deze integraalvergell] -
king wordt teruggebracht tot een gewone integraalvergelijking, wel:i.
na een transformatie een convolutie-kern blijkt te hebben en met b

hulp van een Laplace~transformatie oplosba.r 1s.

Belangrijk 1s dat de 1lntegraalvergelljking behalve een onbekend..
functie, ook nog een onbekende additieve constante bevat; deze mo2c
zO bepaald worden,; dat de integraalvergeli jking, aan de oplossing
waarvan zekere bijvoorwaarden gesteld worden, een oplossing toelaat.

De oplossing van het randwaarde-probleem wordt gegeven en Totv
slot worden enige speciale waarden van de optredende parameters be-
sproken. '

Dit rapport heeft slechts tot doel de gevonden oplossing van eet.
betrekkell jk gecompliceerd vraagstuk vast te leggen, doch kan daar:

naast mogelijk dlenen om een indruk te geven van de methodiek die
in de theorie en de practijk van de singuliere integraalvergelljk. .
met Cauchy-kern en verwante problemen gebruikt wordt.

1. Formulering van het randwaarde-probleem en opstelling van de
integraalvergelljking.

In een onderzoek betreffende het gedrag van een zee onder Invloo
van windkrachten (vgl. de rapporten (1] en [2]) werd een type rand
waarde-probleem gesuggereerd, waarvan het volgende een voorbeeld

Z 1] G,l het geblied Im z > 0 en G2 het gebled |zl ¢ 1, Im z L0 van
het complexe z = x + 1y -vlak. De gemeenschappelljke rand van G1 S
G 21] THQﬁ het deel van de ] 7 C%l
rand van G,, resp. G~ dat o * - . i

1 Pe Mo N = T Ty
niet samenvalt met FHQ ; 12 =~ |
* By
. ) N
noemen we ., resp. I, =Y Q. g
(zie fig.1). f;a
s .

HeT probleem bestaat nu ’%bﬁ“wt Jﬂé@N
1n de bepaling van complexe “ | /T / !TH\’\
functies flq(z) en.CIQ(z)j big.t.

die gedefinieerd zijn in G +'rH + Mo, resp. G +-fé +-f}2 en di:
aan de volgende voorwaarden voldoen:



- D

10.~()k(2) (k = 1,2) is analytisch en eenwaardig in Gk en continu

in Gk +Pk + T}Q;

2”. langs T (k = 1,2) geldt Refl = 0; (1.1)
20 yoor |zl 1 geldt ' _
Q1(Z)=- 1z + 0(2"1); (1.2)
419, langs 'P12 celdt
A ReQ, =257 ReQ),, (1.5)
1

waarin 7\1 en 7\2 gegeven positieve getallen zijn.

Opmerkingen:

1. Langs de rand 5“1 4 F’g van G1 -+ rgg -+ ng inclusief het oneindi;
verre punt van G,, 1s dus eeén randvoorwaarde gegeven ((1.1), resp.
(1.2)), langs de soheidingslijn.’rwz van Gj en G2 zljn Twee aan-

- sluitingsvoorwaarden gegeven. Men kan bewljzen (zie (2]1), dat het

gestelde probleem hoogstens ééhﬁoplossing toelaat,

2. Ten opzichte van de in bovengenoemd onderzoek optredende proble-

men 1s het hier geformuleerde probleem specilaal,in zoverre dat
cn 62 anders kan zijn en dat in plaats

de vorm.der gebieden G1
van de termen  in (1.4),meer algemene functies kunnen optreden.

Een dleperzaande generalisatie krijgen we natuurlijk, wanneer
we 1n plaats van (1.3) en (1.4) twee willekeurige lineaire rela-

Tles met eventueel niet-constante coefficienten tussen Re§113

Imﬁlq, Ref72 en Im§72 zeven .

2. HetT 1s natuurlijk ook mogelijk, het gestelde probleem als een
probleem voor reele harmonische functies te formuleren. Stellen

we Wy, = Reivk (k = 1,2), dan kunnen we voor (1.4) schrijven:
O L D W1 QWP QW |
O S +”\’l (ESn+X)” O S +h2(sn tx),
h Jd_ _ 0 D 0 y e a
waarin SE T 93X’ YR ST de dlfferentiatle 1in tangentliele,

resp. normals richting In 2 punten van r&z aandulden. Wat
ult -(1.1), (1.2) en (1.3) ontstaat, is duldelijk.

We zullen het hierboven geformuleerde probleem nu herleiden tot
een integraalvergelijking. Deze herlelding gaat het eenvoudigste
met behulp van een tweetal formules van Plemelj, die ook in het
volgende een essentiele rol zullen spelen.
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2ijJ I een continu differentieerbare kromme zonder dubbelpunten
in het z-vlak. Zij @ (2) een op U gedefiniecepde ruale of complexe
functle die daar aan de volgende Holder-vo-rwiarde voldoet:

er zljn positieve getallen A en p zodanig dat voor leder tweetal
punten z, en z, van 7 geldt
M

e (z)- €(z)] ¢ Afzy-z5]" .
De functie fl(z)m§%%€~ S (P_E at | (1.5)

»
is dan analytisch en eenwaardig in het gehele vlak, behalve op [’

en nadert (behalve in de eindpunten van I , wanneer daar qD(t)# O)
continu tot een eindige limilet als z tot een punt to van |7 nadert
langs een weg die met |7 geen punten gemeen heeflt.

Noemen we de + zijde (- zijde) van [ die zijde die 1links (rechts)
van‘f“ ligt als |” in de integratierichting doorlopen wordt, dan
geldt blj nadering aan de + zijde van ' tot een punt to van | (dat
geen eindpunt is)

(F(t)= atn Q) ()= 3 pls v iy | A a (1-6)
r

7 — to(+)

en blj nadering aan de - ziljde
Z-—-;to(w) l"‘ 5 i

In deze formules van Plemel] moect de integraal opgevat worden als
hoofdwaarde (in het punt tO) in de zin van Cauchy (welke bestaat '
omdat @ (t) aan de HOlder voorwaarde voldoet).

Een andere schrijfwijze voor de bovenstaande formules 1is

O (e ) - (e )= @ (t,), (1.8)
§1+(to)+§1”(to) = ﬁ%f-‘gﬁéé%% at. (1.9)

-
Opm. Als qP(t): O in een eindpunt van U , dan gelden de formules

ook nogz in dat punt (de integraal bestaat dan, dank zij de Holder-
voorwaarde in de gewone (oneigenlijke) zin).

Voor ultvoerige behandeling en bewljzen van het bovenstTaande,
verwijzen we naar Muskhelishvili [3] .

‘We keren nu terug tot ons probleem. Indien langs [ ., Fie.(\l,l en

. 1
Eﬁ.flg bekend zijn, dan zijn f)q(z) geheel en 512(2) op een additieve

imaginaire constante na bepaald door de eisen 10, 2% en BOQ
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vVOoOor X < -7

de puntiten z =
gstens onelndilg

waarin

wlillekeurige gehele
of nul) en Pm(z) een polynoom is van willekeurilge
nulpunten heeft in z = 4+ 1.

zlin nu kls

ar als we nog




van
%

.10) ziech in de omgeving

[T

(2.7)

als k en 1 niet

]




We Keren nu terug tot de Integraalvergell jking
dat als F(x) aan (2.1) voldoet,
| i die uitg (2.?@) ontstaat,

het rechterlid van (2.1) substitueren

a1t (2.11) ontstaa

de verg

recnterliid

In het
Doch het recl.terlid van (2.1) bevat nog de vri
we zZullen deze

je constante ¢, en

dus zo moeten bLepalen,
voldaan 1is.

We zullen echter een enigszins andere werkwljze

stitueren het rechterlid van (2.1) in (2.12) (waarbi]
¢ blijkt te verdwljnen) en van je dan ontstane verge.
wWEe d@ O*lOBSing ?(ﬁ),

de constante

Daarna berekenen we met deze functie F(x) de

gezochte functies llq(g) on [}?(g) wit (1.12) en (1.17

tueren het resultas

t in de met (2.1) aequivalente

de waarde van ¢ volnt

rechterlid van

(2.1) (#ﬂ?
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Substitutie van het rechterlid van (2.1) in (2.12) levert
1

I X e Y-
F(x)= ~ sinT™ % .cos® & . = S TET F(t)dt + sinw ¥ . (c-x)

1
1 1_ i ==+ &
- ecos Yy .coswg,(’l+x)2+5(1-x)2 £ 0 f 1+L) “ f(1-)72

1

1-TS

1
f ' F(s)ds dt+
:

e

1 ! 1 N=-5~§ -5+
+ cosm ¥ (1+x)2T 8 (1) & J*rF j w}gﬁl——— .(c-t)at.
|

Na verwlsseling van de integratie-volgorde in de derde tTerm van
het rechterlid (hetgeen gecorloofd is, vgl.[ 3], §23) kunnen we met
behulp van de in de appendix te bewljzen resultaten

= - sose— [t sinm g (40T V(o) B Feex) ], (8.3)

COSTYX

deze vergelljking herleiden tot

7-x) : (2.13)

Van de integraalvergelil jking (2,13) 1s de kern niet singulier,
zodat de gewenste reductie berelkt is.

We kunnen (2.13) nog vereenvoudigen door de substitutie
- L+ ¥ - ¥ ,
F(x)= (1+4x) (1-x) H(x) . , (2.14)

Voor H(x) krijgen we dan de volgende vergelijking, geldlg voor

-1 L X 1, 1
j M dsg = =1, (2’1&:
- ‘

H(x)+ cosm o e



5. Oplossing van ¢

De integraalvergelijking (2

bare vorm door de substitutie

H(tfh y)+’COS"W ;

of, na deling door ch vy

Stellen we nog

Daar deze vergell jking van het conve

+ so heeft, kunnen we hem oplosscn met behulp van
L.aplace-transiformatile.

21 ; e
K(p)= /'e_py K(y)dy

de Laplace-getransformee:

ae van

dat deze integraal convergeert als p in een

f
Fom

k (f i : a - - r
Band o T s 7 IS i % 5
. 4 i ‘& - LI
E‘ -"--'.'I p @;‘ ‘&*&‘a ﬁw@u& < i 2y gy ; ‘i"“"
e

Pol-Rremmers Eé}

vergentie strook, vpl. v.d )
Immers, de functie F(x) is nul voor x = |
voorwaarde, dus er 1s cen ¢ > 0, zodanliyg dat
F(x)= O0((1-x)" ).
Met (2.14) volgt hieruit dat hier H(x)=
1-e”<Y -2y
grote Yy tgh.y*m:mwujﬁm.ﬂ«ﬁ~2e 5
1+e <Y
O (e (1~2£~2K}y) en dus volgens (3.1)

® % ; z;\-g
S S N
m&nﬁ‘-w’i %:md 1 ——

dus hier

K(y)= 0 (g(£+3>yl*

Analoo. »oidt in de omgeving van xX =

F E 3

dus

Voor y=— + oo

b +'.' o . i :'. Y I,.
i ..' L o m * H
1Y £ L
N3 ! 1
‘ @
N i
%

‘* 4+ ¥ " L ! - " gﬂf{\( - g,
- e sa ' - A . 4 " Tl Lz k , ‘- h P T L I
T o L ! \ e il e [ i " N 7 . 4
s T R 1 | i . . . o E k ) Vo ) y
¥ . . HEEF) N - o . " Hpadd ’
; i
i’ -3
Gt i b = - [
; " y i W i N T T FoEay, TR N o LT 3 )
. g SR o L Tuiny, 7 K, R . J i ;R THR, * LA™ " r 5 e -3 - B [ A K b !
2 i i & A7 : s, 4 : f 3 )
¥ ; : . E, ;, ST b RN o % . ! g X 13 i » i ) 2 " Y
1 [ % i O e r kX ' ; ‘ v ) e 4 B i i
& - £ » , . s, ¥ on . : g 3 ¥] ,
£ [} i " = | = ' - . L i a3 s &
¥ = T i s d . v Iy oA




er dus een

ot
L

| E{ Salnen

( V£

formeerde van deze functie zegzeven,
daar dlirect ult afl te leilden; ook ult de h
formules (3.5) en (3.8) volgt dit resultaat
De convergentle-stirook voor

1. bv., Magnus-Oberhettinger |

cverlapt dus althans gedeeltell jk

de integraal in vergelijkingz (3.2)

en we krijgen dat in de gemeznschapt

) { - cos Ta

w

K(p)= - = *
0s & ptcosw 8

Hierult volgt van de

waarin D, een reeel

gemeenschappell jke

relkenen de integraas

de in fig.Z2




De residuen zijn daar

in p =

dus

Daar de berekening van de integ
J =} volgt ult (3.5) en (3.8) met & = 3

dawsr.

Verder zien we uit (3.8) dat de conver
iRe

Uit (3.8) en (3.1) volgt

en daar ult x

vinden we

raal (3.6

zentle-strook

;}4 2-2 ¢ . Deze overlapt dus aanzlenll ]l

no;

direct de formule ( j% . 4 )

e

>



waarmee de oplossing van de integra

alve T % o 1 j 'Sl ne
Het 1s duldelijk dat F(x) voor x = 0 niet

wordt de noemer van (3.10) daar nul.

functie F(X) inderdaad
x = + 1 en aan de Holder voorwaarde voldoe
is continu differentieerbaar in het inwendig
gedraapt zich als (1 + 3{)1 -9 - 111

x = + 1.

Verder zlen we dat de gevonden

De gevonden functie F(x) uit (3.10) is dus de enige func
eventueel aan de oorspronkell jke integraalvergelijking (2.1) voldoet.
E)f hij voldoet en zo ja, voor welke waard
stante ¢ uit (2.1), zal nog moeten blijken.

4 Berelienling V&HQ(Z);OQ(E) .

Jit (3.‘10) en de substituties van het begin van 2. volgt

f(x)= --->-3—--2- cos T & F(x)=

) +0 / -0 - : = X
& LK, 1-X : (X)) A

140- %
— | cto e S, ) e
?RE = X

j

(4.1)

dan vinden we




Cemgr

In de appendlx berekenen

IB( < )m ! cos i -ﬂ'

voor Im z ) O

. . QYo D
1,(z)= - S3sinT 8 cosw¥ -8 Yeosw

cos ™ ¥ -

Sy )
(1-e TEEHE)y oy t+ed o

Z slnw ( &+ %

T“QHFi(Q“K)7+W1”&+§‘

Lo

1-z)

+ T - (A7)

geldlg voor Im z ¢ O.
We verifieren hilerult onmiliddellijk

+ . - .
Re Q ,%(X)m A1 i’(X)ﬁ Re () 5 (x )= A? f(l’{)g

(1.10) en (1.11), en dus met (1.3).

Verder geldt op r'ié

A o ImQT(X)w}{ Re I;({)

Tl

A4 COBTW & 2 sinT

&

cos“mY - cosT M




L

n daar ult de

_ ....,\1

relaties uit h o A ey

kunnen we

Substitueren we in

enig rek




5. Bijzondere gevallen.

A\

We beschouwen nog enige bijzondere waarden van de parameters .
en X .
2 &
. . . ;l 2 - X = O
Dan geldt volgens het begin van 2. a =0, b =215, g™ 5
cos™8 =3, dus ¥ =0, & = %——
Uit (4.7) en (4.8) vinden we dan na enig rekenen

A, Z1i] ,M = A\

11o: 2 w2k
0, (2)=0,(2)= & [1+ 22~ e F(142)7(1-2)° -e’ U-*—zﬁ(%zi ];)

O1 (z) en () ~(z) vormen dus samen cen functie, die continu is op
i""‘m . Dit 1s ook geheel in overeenstemming met de overgangsvoorwaar-
den (1.3) en (1.4).

Natuurllijk kan deze functile, die we Q (z) kunnen noemen, Op eén
eenvoudiger wijze bepaald worden. Immers (} (z) is een in G,+ V12+G2
cenwaardlige analytische functie, waarvoor op rq + I ~ g€ 1at
Re {) (z)= 0, terwijl voor grote z () (z)= 1z+ ()(zmli ), waarult volgt
dat w = -1 {) (z) het gebied G, + r‘m + G, afbeeldt op het gebled
Im w » O, zodanig dat de omgeving van z = @@ identiek wordt afgebeeld

op dle van w = .4)

B. Laat hq tot nul naderen.

Dan geldt a — /\25 b —-—aﬂgﬁ tg‘ﬂ"?f ~ 4 5 cosﬂge A2 = , AUS
Ao {/ 1+ 7t§
J-~> 8 . 2

N\
In (4..7) kunnen we niet gzonder meer d = X substitueren, het blii it

echter dat de vorm tussen vierkante haken een ceindige limliet heef't

A .
voor ¢ — § , zodat we vinden

1im Q,l(z);.- iz, ? | (4.10)
A,Iw-a O

En uit (4.8) vinden we

ind 2 -1y Wi g 142 & 1-2 8
lim Q (z)-—.—.-..— cE -2 e _-& __ . (4 .11 )
}\ — 0 2 Z S1n w | .
[
metﬁmlarc ctg Rggodd{:(%.
Ril

Ook deze resultaten zijn in overeenstemming met wat in dit geval
uit (1.3) en (1.4) ontstaat, nl. dat op r'ee geldt

Reo = O, ReQQm Ag ImO m-—-ﬁ

2 X .

2

4) Dat uit (4.9) volgt dat 0 (z)= 1z+ 0(2”1 ) 1s eenvoudig in te zien,
daar voor Im z > O geldt 1 - 2z = (z-1)e " 3‘$ dus

. 1 2 N7 N Y/ L\
(z)= 5z [142"+(z+ NIETIDE-ICEED I CTV b




- 19 -

Omgekeerd kunnen uit deze randvoorwaarden, samen met (1.1) en (1.2),
de resultaten (4.10) en (4#.11) weer direct gevonden worden. Voor
(4.10) is dat triviaal} de bepaling van (72(2) kunnen we na
afbeelding wvan G2 Op een half vlak herlelden tof de oplossing van s&n
probleem dat overeen komt met het voor de functie O (z) uit 2. ge-
stelde probleem, '



F oy,
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O~

cen pool Iin w = 2

de residuenstelling

X ]

e iy '”% ”“”
: S




De

iy
t

%5

1s z in het
.4) vinden

bovenste halve vlak ligt, dan 1is z-1=

we nu dat voor Im =z

4

¢ sinw

0
}




Er geldt dus (na enige vereenvoudigingen)

Als z 1n het onderste halve wvlak lig
Met (A.6) vinden we dan

I, (z)= ”88“ cosT g +8JcosT d sin®
cos“Ty¥Y - cos“wd

<3 (8 6 _J-
w+(”“eﬁi(o+x)1*€1+'+X1“£1 -

sinT (& + ¥,

1-C+Y 140 ¥

S
1-e” " L(d-7) )

z sinw (4 - ¥

Literatuur.

[1] G.W. Veltkamp, De invlced van stationaire wi
zee van constante dilepte. Rag
Mathematisch Centrum, 1955
W. Veltkamp, De invloed van stationalre
zee van in delen constante .
T™W 24 van het Mathematlsch Centrum ,1954,

§ % 1 e ! % % e,




