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Voordracht door de Heer T,C. Braakman 1in de
serie Actualiteiten op Zaterdag 30 Januari 1954,

Gravitatlegolven in de hydrodynamica,

sSsamenvatting.

In de hydrodynamica verstaat men onder gravitatiegolven golfbe-
weglingen van kleine amplitude onder invloed van de zwaartekracht.
Is de vloelstof homogeen, dan treden deze alleen op aan de opper-

viakte, en men spreekt van oppervlaktegolven, in tegenstelling tot
zelaagde vloelstoffen (d.w,z. vlcelstoffen met discontinulteltsop-
pervliakken in de dichtheld), waarbilij ook zg. inwendige golven op-
Creden,

Daar wi]) ultslultend homogene vliocelstoffen beschouwen, spreken
we steeds van gravitatiegolven, waaronder men dan oppervliaktegoiven
moet verstaan, In de meeste in dit mapport gencemde publicaties
worden de benamingen "zravity waves" en "surface waves! dooreen gc
bruikt, hoewel steeds sprake 1is van homogene vloelstof'fen.

De bedoeling van dit rapport is een oveprzicht te geven van de
recente literatuur over dit onderwerp, alsmede van de verschlillen.s
problemen, die in deze literatuur fter sprake komen, en van de vCcor-
naamste methoden, die voor de oplossing ten dienste staan, gelllu-

streerd met enige voorbeelden.
In é 1 wordt eerst de algemene inleldende theorle gegeven, wa
we speciaal ingaan op de exacte lineaire theorie, verkregen door .

SN TS
algemene theorle te lineariseren in de veronderstelling, dat de bLoe-
wezingen ”infinitesimaal”‘zijn.

We onderzoeken alleen bewegingen die enkelvoudlg harmonisch van
de tiljd afhangen en in§ 2 wordt aangetoond, dat we 1n dat geval DLl
tweedimensionale stroming te maken krijgen met de potentlaalverge-
11jking:

AP o= 0 (1)
en blj driedimensionale stroming met de golfvergelijking:
(D - mg)k@m O, m reeel (2)

De (lineaire en homogene) randvoorwaarden zljn voor (1) en (2) het-
zelfde., De nuloplossing voldoet derhalve, en dat desalnletemlin ook

niet-triviale oplossingen bestaan, betekent dus dat deze problemen

blijkbaar niet eenduidig een oplossing bepalen. De oorzaak nlervan

ligt in de aard van de randvoorwaarde aan het vrije oppervlak,
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cen (3.1) de enige overal in het gebied
pegrensde oplossingen zijn.

comblnatie vinden we met (2.1)
Singzen kunnen nemen:

Y aos (kx +Wt + &)

(X,y.5t)= A e

Dit 1s dus de oplossing 1in de gewenste vorm, nl. een vlakke voortlo-

- .. _ 2 . -y
De golflengte N wordt gegeven door /b = —7— en met (2.0) dus:
(3.3)

cgsnelheld ¢ vin-

(3.4)
niet onafhankelijk van de golf-
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de golfvergelljking). Voor de oplossing hiervan heeft men een machtig
hulpmiddel in de functietheorle. Men kan q>(xﬂy) beschouwen als het
reele deel van een analytische functie en de randvoorwaarden omzet-
ten in voorwaarden voor die analytische functie op de rand van het
gebiled (zoals bv. in § 4 is gebeurd). Deze wijze van oplossen 1is
dikwljls aanzienlijk eenvoudiger dan voor een driedimensionaal pro-

bleemn.,

In de tweede plaats 1is gebleken, dat men in de oplossing van een
O kan nemen,

driedimensionaal probleem veelal niet zonder meer m
doch dat men op subtiele wijze m naar O moet laten naderen. We gaan
op dit verlschil tussen twee- en driedimensionale gevallen hler niet

nader in, maar verwijzen naar de literatuur, bv. § 6 in Heins [ 181.
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ledere publicatie, waarin een der In de vorilge paragraafl genoemde
gevallen wordt opgelost, heeft natuurlijk zijn eigen aantrekkeli jkeo
spitsvondigheden, zonder dat de gevolgde wijze van oplossen veelal
kKan worden gekenschetst als een oplosmethode voor een zekere groey
van problemen betrefifende gravitatiegolven.

We zullen hieronder dan ook alleen de voornaamste oplosmethoden
in het kort schetsen, die zich wat betreft hun bruikbaarheid niet

beperken tot een geval. De onder 1. en 2. gencemde methoden worden

‘i

geilllustreerd door de voorbeelden van & 8 en § 9.

1. De reductlemethode,
Deze methode 1s afkomstig van Lewy en Stoker en voornamell jk

ﬁ # O
brulkbaar voor de in & 5 onder 1~ . genoemde problemen. Ze berust op

N 3 #'f 3
de aanname van een nieuwe onbekende functie X die voldoet zan een

homogene randvoorwaarde van de eerste soort op -de gehele rand van
het gebied. (X = 0). Men reduceert dus het randprobleem tot een met
eenvoudlger randvoorwaarden. Is deze functie opgelost, dan moet nog
een partiele (in tweedimensionale gevallen een gewone) differen-
Claalvergell jking worden opgelost teneinde @ te vinden.

Vooral blj functietheoretische oplossing van tweedlimensilionale
problemen heeft deze oplosmethode waarde. We 1llustreren deze metho-

de m.b.v, het tweedimensionale geval van een rechte klip in § o

2. De methode van Heilns.
Deze methode wordt ook wel aangedulid als de methode metT behulp

van integraalvergelljkingen. Daar z1j echter 1s ontworpen door Heins

en Speciaal door hem met vrucht 1s toegepast op verscheldene geval-
len, 1lijkt bovenstaande titel gerechtvaardigd. Voor de gevallen onder
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B. Verticale vlakke barrieres.
Dean [ 47 publiceerde in 1945 een oplossing voor (tweedimensiona.l)
a =0, 0<b <o (zile figuur §5. 2° B), terwijl Ursell T401 in 1947

een oplossing gaf voor willekeurige a en b (tweedimensionaal) met

behulp van een integraalvergelijking. (Deze integraalvergelijking
zou herleid kunnen worden tof zen van het Wiener-Hopf type, zoals
optreden bilj de methode van Heilns, maar dit is nilet noodzakeli jk;
Ursell gaf een directe oplossing).
C. Scheefstaande vlakke barrieres.

Voor tweedimensionale gevallen, waarin deze barriere een hoek-%g
maakt met het ongestoorde wateroppervlak, 1s de oplossing gepubli-
ceerd door John [22] in 1948, gevonden m.b.v. de reductiemethode.
(In het geval van cen eindig lange barriere van het oppervlak naar
beneden, neemt John twee logarithmische singulariteiten aan in de
uliteinden van deze barriere).

50 . Andere barrieres.

FEr zijn enige artikelen verschenen over hetl tweedimenslonale
geval van een cilrculalre cylinder onder het wateroppervliak. We gaan
hierop niet in, maar verwijzen naar Dean [ 57 en Ursell L4711].

4° . Problemen met een "ffloating-mat' voorwaarde.

De invoering van deze voorwaarde aan het 'vrlje oppervlak',
teneinde problemen betreffende gebroken 1jsvelden e.d. 1n eerste
benadering op te lossen, 1s afkomstig van Peters [33] (1948) voor
cen tweedimensionaal probleem. (Bv.: een half vlak is bedekt met
ceen '""floating mat'" en de 1lijnen van constante phase van de voort-
lopende golf op oneindigz lopen evenwijdlg aan de rand van deze
laag). Peters loste meer algemeen het geval op dat de voorwaarde
(5.4) geldt langs de halfrechte y + Xx.tg Ty =0 (y < 0; O<Y & 1).
Het hierboven genocemde voorbeeld correspondeért dan met Y = 1, Ler-
wijl voor k. = 0 in (5.4), (L«:1 zegeven door (5.5)) we voor wille-
Keurige > het door Isaacson opgeloste algemene tweedlmenslonale pe-
val van een uniform hellende bodem krijgen en voor ' = 1 het dok-

probleem. De oplossing van Peters klopt 1nderdaad voor k1 = 0 met

. =0, ¥ =1 met het resultaat van
Friedrichs en Lewy [7]Q Peters volgt een functletheoretische methode,

die van Isaacson [ 271] en voor K

die leidt tot een differentie-differentiaalvergelijking, dle hij
alyemeen oplost.,

We gaan op problemen van deze aard nlet verder 1n; merken slechts
op dat ook Jde methode van Heins geschikt 1s, speciaal blj driedimen-
sionale problemen, en verwljzen naar de volgende publicatles: Weltz
en Keller [451 (1950) en W61 (1953), Heins WU71(1951), Weiltz [44)
(1952), Keller en Goldstein [26]1(1953) en Shapiro en Simpson [381
(1953).’Voor meer algemene theorle over drijvende lichamen zl] hier
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voor dit geval (kanaal met overal oneindige dilepte) hebben we In &4
aangetoond, dat de enige reguliere oplossing van de gedaante
QY = Aeky cos (kx+x) met willekeurige reele A en & is.

Omdat de oplossing echter noodzakelijk een even functie van x moet
zijn, zlen we direct in: _

de enlge 1in het pehele 4% kwadrant reguliere oplossingen worden

cepgeven door: qgj(xjy)m Aeky ccs kx., M.a,w,: alle nilet-singuliere
oplossingen dile begrensd zijn op oo, hebben op co dezelfde phase, nl,
ze gedragen zich daar als coskx. Teneinde voortlopende golven te
vinden voor @?(X,y;t) moeten we echter ook een oplossing Ggg(x,y)
vinden die zich op ca gedraagt als sinkx, (die daar dus 900 "uit
phase' 1s met de reguliere oplossing) en het is dus duidelijk dat
we daartoe een singulariteit zullen moeten toestaan. Het ligt voor
de hand de zwakste singulariteit, dus ecen logarithmische, aan te
nemen en eveneens 1s het plausibel deze aan te nemen aan de kust,
dus in x =y = 0,

We kunnen niet a priori zeggen, dat deze oplossing het goede pze-

drag op ¢o zal vertonen, maar bepalen eenvoudiligweg de oplossing en
tonen dan aan, dat dez= zich op oo gedraagt als sin x.
We formuleren het probleem voor §>2(x,y) nu volledlg als volgt:
© ,(x,y) moet voldoen aan (8.1) tot en met (8.3) en verder:
in de buurt van 0 kan §?2 worden voorgesteld door

Q?g = & log r + %? (S.4)
(P)Y met P8 = x° & y2 en %? en£§ functies die tezamen met hun eerste

twee aflgelelden begrensd zijn in een omgeving van 0.
Op oo elsen we dat <§>2 en de eerste twee afgeleiden unilform be-

grensd zljn.

g

Wwe lossen dit vraagstuk langs functietheoretische weg op met behulp

van de reductiemethode.,
Stel qgg = Re f(z) met f(z) analytisch. Het probleem formuleren w-

nu als een probleem voor f(z):

< o e
a. f(z) moet analytisch zijn in het gebied:%LIm z & U behalve 1n =
Re 2z z O
(8.5)

b. Voor Im z = O, Re z > 0O moet gelden:

Re (iD-k) f(z)= Re L. (D) £(z)= 0 (8.0)
(D is operator %E~),

c, Voor Im z <0, Re z = 0O:

Tl

Re D f(z)= Re LQ(D) f(z)= 0O ‘ (8.7)
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d. Op co voldoet f(z) binnen het gencemde gebled aan de elsen:

w * 2
1. t%éﬁ,en figg- zljn uniform begrensd in z, alsizl-— co, maar
OOk aan:
2

2. ‘%gw en lgggjmﬁ-o langs alle rechten in het kwartvlak, die

niet evenwijdig lopen aan de grenzen.

c. In de buurt van z = 0 geldt binnen het kwartvlak voor f(z):

Amaarvaiiin

M 2 M
df | a~f 2
lafwﬁfnTET' en }g;§f<: T;Tg me T M,1 en M, constanten.

Dat dit probleem voor f£(z) volgt uit dat voor %?2, tonen we aan:

a., 1ls direct duidelil jk. 9

b. volgt uit (8.2) omdat: Re (iD-k) f(z)= C?_y - k@.

c. volgt direct uit (3.3).

d. 1. volgt uit de eis voor (?2 enn de afgeleilden op & volgens de

Cauchy-Riemann vergelijkingen (die leveren: %é'm(?x - 1 g?y_dus

'%‘g’é‘@xl 1oy ) -
2. dit volgt uit de eis voorfigg op ¢© volgens het Lemma dat we
aan het eind van dit voorbeeld zullen bewiljzen, (zie p.22 ).
e, volgt uit de eils voor <g>2 in de buurt van 0, omdat daar
r(?x,, rc?y,, I*QC?XX en v Cg) vy begrensd moeten zljn en dus ook

2

{z f'] eniz f“] volgens de Cauchy-Riemann vergelljkingen.

Het princlpe van de reductliemethode berust nu op de aard van de
voorwaarden (8.6) en (8.7) en op de lineariteit van de daarin op-
tredende operatoren L,(D) en L,(D). Er geldt nl. dat:

Re L,! L Lf1l = Re Ly Lq[flﬁO ‘ (8.9)

op de gehele rand van het gebied. Daarom voeren we 1n de functie

F(z)= L, L, (f(z)} = &= (L == - k). £(z) (8.9)

Volgens (8.8) is nu het reele deel van F(z) gelijk O langs beilde
grenzen van het kwartvlalk en daarom kunnen we F(z) m.b.v. spilegelin.
voortzetten in het gehele complexe vlak. (N.B.: Hier wordt het dui-
delijk waarom deze reductiemethode dcor Stoker werd toegepast op
kKusten, die hellen onder een hoek ggimet n geheel)., Het resultaat ig
een eenwaardige functie waarvan het reele deel nul is langs de ge-
hele 1maginalre en reele as.

In de oorsprong heeft F(z) hoogstens een pool van de tWﬁede orde,

_ M. - 2
lmmers: in de buurt van z = O geldt}§g¢<: ‘;K enlgm£w<fmm$%;ixlkmﬁs
dz” | Z

kwartvlak en deze grenzen leiden tot:
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‘F(Z)l < ﬁ% in een
Z

feit, dat we F(z)

Uit de eis C.

ook F{z) uniform beg

c.2 levert dat {F (z )] —> 0 langs alle rechten
de 1lmaginaire of de reele as zijn, (hieruit vo

zodat: F(z) is van de gedaantes o2 o

"‘?‘*‘m«

Nu moet nog: Re F(z) = 0 langs reele en imaglnalire
Re X -2 - Re X -

z reeel levert: (z=x): Re F(z)=

OCHQ

|

1A en OC,...."]

z lmaginalr geeft: (z=iy): F(z)

dus Re F(z)= % - 0 waaruit volgt: O

Derhalve volgt uit de definitie van F(z) en ult
dat:

F(z)= A 3-2- , A reeel,

zodat de oplossingen @ (x,y) van potentiaa

deel moeten zijn van een analytische functile [ ( z), die volgens (8
en ( 8.10 ) voldoet aan de gewone differentlaalvergelljking:

a%- (1 = - k). f£(z)

»
&

il
I
f‘J =
E;;y
3
o
hH
et
O
ey

reee 1 .

We integreren (8.11) eenmaal,

+ i .' ) » f | ( Z ) <=




Volgens (8.6) moet Re (i
adus R@(wl% + 1 P)md

Een particuliere oplossing

_—

slechts aanleiding

de algemen2 oplossing voor [,
zochte functie @ = Re [(z). We

dat: ?
a )
(a—?:- -+ ﬁ.i{). f(Z)m -

Alle oplossingen van (8.13) voldoe
Van (8.13) bepalen we algemenc
homogene vergelljking is: f(z)=

en teneinde een particuliere integraal
) ~-1kz |
C(z)= oL(z).e ~"° (variatie van

det, A _1kz
az Z

N

]
i
|
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S
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tieweg kiezen: langs de
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cirkelboogje
straal naar =z
De 1integ
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Z Op de negatief imaginaire as, betekent -1kz negatiefl reeel, dus

OOk emikz reeel. Verder zljn van de integraal de stukken van + &<
naar P1 en vantP2 naar -ikz reeel. De integraal langs de boog is T 1.
(Residu van Efm- in £t = 0O is 1, en we lopen 1in posltieve richiting

L

langs een halve cirkel om t = 0). Voorts is E~positief imaginair.

We vinden derhalve:
e g P : af ~-1k=z
VOoor zZ op de negatief imaginaire as, 1s: Re ag-mwT[Ake +
-1k zZ | ‘
tke .Im A ., Teneinde aan (8.7) te voldoen, moeten we dus nemen:
Im A = WA, We stellen daarom: <= B + T 1 A, (B willekeurig reeel)

én vinden zo: alle oplossingen van (8.13) die aan de randvoorwaarden

(8.6) en (8.7) voldoen, worden gegeven doors:

- 1KZ
“ikz “iKZ — “t
f(Z)wB@ + A e .{[llm j = _ } .
J —— dt (8.15)

met B en A recle constanten.

We moeten nu het gedrag bij 0 en op ec veocor z 1In het vierde kwa-
drant nog nagaan. Het is duidelijk dat e“ikz voor z bij O reguller
1s en dat de integraal daar een logarithmische singulariteit heeft.
Voor |z|- o0 in het vierde kwadrant is e™t%Z uniform begrensd (en
cok alle afgelelden) omdat k > 0, en e“ikz
als |z]| -~ o langs een rechte die niet evenwijdig is aan de reele
raal gebruilken we de volgende asymptotlische ontwilill -

en de afgeleliden — 0O

as. Voor de intey

n
'

Kellng:
~-1K7Z

‘-t 2
e , , . 1kz | 1 l A
j —_‘E—dt ~ 2701 - 1 e {E—l— O('Z‘-é-)} (8.,’]@{

+ OO

(Deze ontwikkeling bewijzen we niet, maar verwljzen naar Appendix II
in Stoker {39]). Uit (8.16) volgt:
o SRKE g @
A @“ik““‘{‘fri - j i—ﬁmd{}m A @"lkz{"i‘(i +o(%~)} (8.17°
+ oG

zodat aan de voorwaarden bij 0 en op oo door de oplossingen (8.15)
wordt voldaan. Als oplossing voor het op pag. 19 in a.tot en met e,
geformuleerde probleem, hebben we dus gevonden: £(z) moet een
linealre combinatle zljn met reele coefficienten van de volgende

linealy onafhankelljke oplossingen:

% ' - 1K w

fq(Z)m e . (84{185‘3)

f2<ﬁ)m e { 1 - #S E%f-dt } (8,78%}
O

Voor het potentlaalprobleem (P) hebben we als oplossingen: lineairec
met reele coefficienten van:

comblinaties



(p : (x,y)= Y cos ix

© Q(X,}y)z Re t o~ LKZ {m

Hierin 1is ij de regulilere oplossing,
streeks hebben bepaald en (PQ
liecre, UlT (8.1?) vOolgt,
. . T, =1k2Z

dus @ 5 als Re Lie ]
linealire combinatie van (p 1 €n

Fo
ARanmin

0
@(K:y; t) verkrecgen kunnen worden,

van ecen vlakke voortlopende golf,

We bewljzen nu nog het volgende Lemma,

bij els d.2 voor f(z) op pag.iq.
Lemma: Als f(z) een reguliere analytische

dige van een sector van het complexe vlak

begrensd voor |[z|-so0 binnen de sectcr,

.|§

|z| - o0 langs een rechte die niect evenwljdiy

den van de sector, voor ledere gehele n
Bewijs: Z21] Z cen willekeurig inwendlg
wordt f£(z) op de cirkel C: {z-z_| =R
©(x,y) op die cirkel met behulp

Polsson

1functie 1is

, geldt:
ki |

in een willekeurig inwendlg

Wiy

pOositieve constante en
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Tot slotT van deze paragraal no g een opmerkin
gavonden oplossing: We hebben gezien d:
lossing voor @ (x,y3;t) te geven, die op
van cen vlakke lopende golf van willekeurige
Schrijven we deze amplitude z@n phase op o

deze golf naar de kust toe loopt, dan is

vastgelegd. Stoker [ 39] berekende de oplossing
hoeken van de kust (5= met n = 1_?2,15)

leverden op dat de golflengtcn en de

len van de waarde op es,tot aan punten die ongeveer
uit de kust liggen (met golflengte wordt
doeld). Daarna neemt de amplitude =znel toe en
aan de kust. (Logarithmische singulariteit).

in strijd 1is met de blj de linearisatie gebrulkte veronderstell
van "Infinitesimale! beweg

ringen, 18

omdat we ook hebben verondersteld dat

golflengte en bij hellingshoeken < %

kust een andere methode moeten volgen. Stoker
dieper op in te gaan; men zlec de inlelding (pag
artikel van Stoker.

lossing m.b.v, de shallow-water theory.
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Als voorbeeld behandelen we:
een cindig diep kanaal (zie Heins [15

theorie dus neer op het volgende

~
LPXX +(pyy - }T}&(Pm 0,

VOOr -8 €y € (0, -~ 090 <X ¢ ®

met randvoorwaarden:
‘Py = 0 voor y=-a,-
oy = O voor y = O,

= k @(k >»0) voor ¥y
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waarin:
ds !
betekent differentiatlie langs de: normaal naar builte

[

lijnelement langs de rand van de gencemde rechthoek en SHT

|

n .

Dit 1s eenvoudig af te leiden door de stelling van Green toe

waarblij men rekening moet houden met het logarithmische
¢ in (x,v), zoals voorgeschreven in (9.0).
We laten nu 1 en 1, —3 oo en eisen dat @({x.¥) na-

" _
dert voor x >0, dat de 1ntegraal van (11ﬁ0) tot (11ﬂw&) tot O nadert

uit-~

als 1, —» oo . (Dit is dus ecen extra voorwaarde voor

voeriger discussie, zle Helns). De integraal va

levert geen biljdrazge als 1 —socovanwege het g

Maken we verder gebrulk van de randvoorwaard

voor G, dan volgt direct uit (9.8):
O

Y (x,y)= k C G(x,y,x1',0). _ (x1,0)dx?t .
b 0

Laat nu v 1 o, dan kan men aantonen dat
oG

miet verkrijgt:
(x,0)=k | G(x,0,x',0).©(x, o)dx! (9.710)

5 d.%@‘r*ﬁ#
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Fouriertransiormatie
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van de kern, immers: de integraal is van het convolutle~type en laatv
zich dus eenvoudig transformeren.
We merken hier nog op, dat de oplossing die Heins verkrijgt, zcer

gecompliceerd is, maar zich wel leent voor numerieke bewerking.
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