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Voordracht door de Heer T,C. Braakman in de 

serie Actualiteiten op Zaterdag 30 Januari 1954. 

Gravitatiegolven in de hydrodynamica~ 
• • • :a O a •• £ t g1 : : a r g I d s 1 p a a a q ii p;.1 1$ : ~ I Ji J J ~: a ; ii :a : J •• a , , a1 1 • "" 

' 

Samen\rattin,g., 

In de hydrodynamica ver~taat men onder gravitatiegolven golfbe­

wegingen van kleine amplitude onder invloed van de zwaartekracht. 

Is de vloeistof homogeen, dan treden deze alleen op aan de opper­

vlakte, en men spreekt van oppervlaktegolven, in tegenstelling t,Jt 

gelaagde vloeistoffen d.w.z. vloeistoffen met discontinuiteitsop­

pervlakken in de dichtheid, waarbij ook zg~ inwendige golven op­

treden .. 

Daar wij uitsluitend homogene vloe1stoffen beschouwenJ spreken 
,~2 steeds van gravitatiegolven, waaronder men dan oppervlaktegolven 

moet verstaan. In de meeste in dit t,a.pport genoemde publicaties 

warden de benamingen trf~ravi ty ·waves,'' en f'surface ·w.aves '' dooreen g,c. · 

bruikt, hoewel steeds spr··ake is van homogene vloeistoffen. 

De bedoeling van dit rapport is een overzicht te geven van de 

rec en te 1 i tera tuur over di t onderwerp, alsmede van de verschillen _i_1.:: 

problemen 2 die in deze literatuur ter s
1
prake komen, en van de voc):1~-­

naamste methoden, die voor de oplossing ten dienste staan, geill~·, 

streerd met enige voorbeelden_ 
In ...... 1 wordt eerst de algemene inleidende theorie gegeven, wo.c1r;:Lc:t 

i.Are speciaal ingaan op de exacte lineaire theorie> verkregen door ,l .. ; 

algemene theorie te lineariseren in de veronderstellingj dat de IJJ-
• 

v-1egingen '1 infinitesimaal'' zijn. 

We onderzoe1cen alleen bewegingen die enkelvoudig harmonisch van 

de tijd afhangen en in~- 2 wordt aangetoond, dat we in dat geval l)i.J 

tweedimensionaJ.e stroming te ma1cen krijgen met de potentiaalverge-­

lijking: 

0 ' . 1 

en bij driedimensionale stroming met de golfvergelijking: 

0 :, m reeel 

De lineaire en homogene randvoorwaarden zijn voor 1 en 2 het­

zelfde. De nuloplossing voldoet derhalve 5 en dat desalnietemin ook 

niet-triviale oplossingen bestaan, betekent dus dat deze problemen 

blijkbaar niet eenduidig een oplossing bepalen o De oorzaa1c hiervan 

ligt in de aard van de randvoorwaarde aan het vriJe oppervla~ • 
• 
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Tengevolge van deze n1et-eenduid1gheid moeten we extra e1sen aan 
~r,lorss· 1n 7 en a~e1·1°n i-w11·~., - - _ i. .. - .- ~~ ~--- · ·U lJ· - ·~.::ii.; ~ 

' ' . . ,'-1!·,.l, 
'.-&,·,.,.~ 

Wat ons in het bijzoncier intereseeert zijn oplossingen voor het 

eventueel alleen op oneindig 

het n ie t t i.jc1-af'r1ankE: l i ,j1<e prob leem, 

van twee oplossingen 
(j·ie le·ve~re.111 ~taande ~c;·l 'io .,...,... ~, ' . .- '__ e, .... ~ ., " ;i._-., 

eventueel alleen op oneindig gedragen als cos x, 
respectieveliJk sin x. 

In - 3 behandelen we twee eenvoudige voorbeelden, nl. een_onein­
dig diep l<a11aal en een kanaal rrlet eindige constante diepte. Er blij­

ken incif.:.?r(:laa(i o·~)lc,ssint,~er1 in (~le vor1rr1 var1 voortlopende golven te be-

staan. Heeft de vloeistofmassa een 
van ,je gravitatiegolven 

grate diepte, groat t.o.v. de 

, wat we steeds aannemen, dan 
t) .l ,j ,, deze golven dispersie op te treden. 

Ten aanzien van de eenduid1ghe1d wordt in~· 4 bewezen, dat met 

behulp van gestelde eisen op oneindig, het karakter van een regulie:,e 

oplossing van het eerste voorbeeld is vastgelegdj en wel dat deze 
J·- ·r· 1 .. ) f""1 (:", in · . ., r·i e ~PE"' -·j a ant~--, \,.lee f .. " t ·. l. ., t°" t.. b '1,,,,) c, '-· · , f :::, · -:' , . ., · · .1. · C 1 _ 

·x,y· A kx+c:A met A en cA. willekeurig 

3 

Een analoge stelling geldt voor het tweede voorbeeld. 

Een overzicht van de optredende problemen wordt gegeven in ~ 5, 
terwi.,j 1 KJe voornaamst.e oplosmet.hoden in het kort v.1or·der1 a:3.i··1i:sedl.li:.~1 :1 r··1 

;/"' 

o. Het eigenlijke literatuuroverzicht 1s vervat in 

tisch gerangschikt naar de problemen, en voor ieder probleem in 

ct1ronologische volgorde. Aan het slot warden enige publicaties ge­

noemd, die feitelijk buiten de in dit rapport gegeven opzet vallenj 

doch wel nauw verwante problemen behandelen. 8 en ~ 9 tenslotte 

11·1ustratie 

een voorbeeld van de oplossing van een probleem ter 
van de twee belangr1jkste oplcsmethoden. 

Beschou1r1 eer1 1ncompressibele vloE::isto!~ zor1der inwend:ige ¥TriQ.,1ving, 

in een kanaal met evenwijd1ge verticale wanden, waarin we dwars­
strorningen verwaarl<)zen> zoclat de beweg:ir1g tweed,imer1sionaal is. \tie 

lef;gen eer1 Cartes isc ri coordinatens t.e lse 1 met de oorspro11g in he t 
oorspronkelijk ongestoorde wateroppervlak, en wel. de x-as in d,a 

l,er1gterichting van het kanaal langs t1et oppervlak, en de y-as loo<:l •· 

recht naar boven. 

1. Z1e bijv _ Lamb : 28 of Milne-Thompson 31 • 
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warden gegeven door de vergeliJkingen 

van Euler en de contir1uiteitsvergelijklng: 

wf~ ll 

:is d.e 

+ \/ u 
V 
"' 

= 'I - 1 .. ,. t) .. x· 
4 

·t· \ r \l ••- y --✓ lµQo, 

y 

l .. l + V ~ 0 
X y 
I'"!E? s pc: ct ie ve 1 i j k 

cor1s t.ant ve ronde rs t,E~ lcle 

y-component van 

dichtheid; X en 

de stroorr.­

Y zijn 

de componenten van cl~ uitweniiile krachten per massa-eenheid; pis d2 

atmosferische druk aan de oppervlakte deze laat,-

wordt constant aa11genomen; x, y, z en t als index duiden par-

, clat cie vloeistofbeweging rotatievrij is, 

d ..., . .,-. rL11 t·· i., -- t· b · s t- r, an 1 f~i Ci . . , · l ;. t e -.... C1 · .. van eer1 sne lhe iclspotentiaal : 

u = ~ 'l - - y 
.. ' 

c:ia t ook de u1twend1~e krachten een . ,,,::, potentiaal 
va,n &l • 1 

heb•· 

b ,..·:::.1·""' • X _.,,, f-l 
,, .¾ • -·"" ~ Ji!. -· ~ . ,,, 

X 
y -0 y ., dan i~ordt eer1 integraal 

<ioor de s te 1.1 ing var1 Bernc)uilli: 

l""'\ 2 2 l }:;.,J 

+ ' F t 1 4 - + - - __ ., - • , .. 
t G 

,, 

"' ' 

X y 

\\f[1a1"ain 14' een vJi]-leiceurige ft1nctie is var1 t. 

leveren tezamen, dat 
tiaalvergelijking van Laplace: 

voldoet aan de differen-

+ yy 
f"'\ 

·- l' ·- . ;i 1 .. 5 

N.B.: Aar1rsez1.211 vie, nl(:t-staticJnaire bewef;ingen zullen beschouwen, 

Vt?!rl t: - X ,r • t , J , .. 

We gaan er nu van uit, dat de gravitatie de enige uitwendige 
kracht is, (1Ut3: 

{)'Y 
- I, (~ . 

Deze thE::orie \•1or(1 t cie rr1a 1 ve bt~ heersd door de potentiaalverge 1 ij kine:: 

1 .5., waa1'""aar1 lli/e ra11,jvoorwaar•rjen zullen moeten tocvoegen, gebruilc• 

IT1al<end van ·1.4 c:n ·1 • 6 . 

\ 
,, 

\.1ar1net~r 1t\1e veror1der·~stellen dat de watermassa niet meer in de or1-

ges toor~de t,oe s t,a nc1. v·{~~ rkt::e rt, l<:unnen we de ve r'ge 11 jking van he t v.r'il :l tJ ,~• 

vloe1stofoppervlak geven door y • X, t .· .. 

Op phys i sc he gron::ien e i ser1 \tt,e nu aar1 de randen: · 
1 0 

• aan 
.. a . 

. b· .. 
. . 

. . ; 

een vrij oppervlak: 

de dr1J.k is gel 1jk aan de 

een vloeistofdeeltje dat 

atrr1osferische druk, m.a.w.· p .... OJ 

aan de oppervlakte is, blijft aan 



de oppervlakte dit volgt oo~c noodzakeliJk uit de vergelijkin~en, 

aar1gezien w,~ i::f2:,. •1con1.:.1~r1,ue b,~wegingen 11 beschouwen, zie bv. 

0 ~ - . 

Lamb 

aar1 

C 

~"''t'l 

"'P f ;_ 3 

VOC) r y = , · X, ·t 

·1 ,"::: . () 
,, 
!. 

• • 

loodrecht op de begrenzing 1s 0. 

' t - g°l 1 • 7 

de. '!lw '11 1 .,.."' ice u r·i ~ ~~·• e·--""" - . - - ~ ;Jr'""'@, : ' : ' l ~.J .,«,a 
. .. ' ""'' "'"" . . . ·- 1.,:;::. functie van t ult nemen we op in • 

Voor een cieeltje aan de oppervlakte geldt met b II d' 
• • • • • · ... dx+fYltdt, 

Cl • 

,, dj 8 ,,.i... 
:~pr, ''I~ij C)nre··r,rl~l, ,. - ., '-.,.,,, "' V _ .- -~ ~ _ r_,,,,, t.;,J -~. \/ - c·,1 C\.- • 

ni.et-lineaire 

cit dus uit eis 
X 

b 

1 • 8 

Uit (c) volgt direct de randvoorwaarde aan een vaste wand: 

1 r .9 

Bij wat men noemt de exacte lineaire theorie der gravitatiegolven 

\i"Etri klE: i.n~:: an1pl i tud0~ l lnear1serer1 111e de r,.:1ndvoorwaarde r1an e~n vx~t,J 

O{)pervlf1lc clo<:)r' t<::: Vt2>r'lon(1er .. st2llc~n, cjat de be\'leginger1 ''ir1fir1itesi­

r1·1;::ialt' ·z1«.:Jn, ljn ija·t d.c:1"lr1alve r1i€:t-lini~airle termen 111 de s11elheclen 

en 
X 

vcr1 ticale verplaatsing en de afgeleiden 

,g;roothe<:ien ze lf"'. 

claar-
V ~..,.,l t.l ! 

-- {'T) - ~ 

1 • ·7 · 1 • 8 

en 

X .(-·))+. fl"\ ( V () + .-.., , .,, •. ·v . .r· .. ;;, ·-# ..... -

..,, 

over in: 

-- ..... 
t 1 . 11 

ge lden voor1 

door ontwikkeling: 

zodat combinatie van er1 

tenslotte als randvoorwaarde ""· a I"' (:1 C , l vrij oppervlak levert: 

,,oor 

Is de f"unc tie 

1 .. 9 - er1 
Y"'\ 1 a. . t.:) 'T' S ·1,r) ·-ir t~ ~ JJ< ~ V . J; _:. ~:) rnet 

.... ,_, ... 
. ,..,_ 

1 
g 

tt 

x.,y;t 

dan vinden we hieruit de verticale ver-

t 



terwij 1 

,., . ' t~ n8· 

. ,r . ' ' ' . ' "\I i f ,r • (' . ·. y• j i r ,i 11 \, . v o c) r ,/'I a (,1 r,. t:: l 1 

} . t. ) ,.. 1·· 

'I r ;:cl r·1 V .... .1. 

-

-

,;··7 
-4,,,...,-i: 

. . 

ot:) prac t isc he 

pr1ob leerr1 

l 1gt dar1 

niet 

langs 

":'.I 1 s· CJ. .. . 

een-

') (x,~r,z;t , .. 1cJ ldoe t 

is 

aa11 de 

en -~lus \.. ' 
r" 0 ,,. lo ge f~ever1 

ons tot er1ke 1-

.. 

Z O<lri t ! m 1,..e eel 1 • 1 5 

+ - m ••• 
2 

,. i?.Jf 

t"'"'1 
' V 

Periodieke onloss1ni~en· eenduidigheid van onlossinaen~ onlos-
~~~~~~-~~~--~~-~~~-~~~L~~~-~--~-----~~~-~-~~-~~~--~--L~-c~~~ 

T "' we 
, .. ..,,. ·1 1" y~ 
,t,, ! ""' ... .1 

!3 i n f~ t~~ 1·1 i r'1 (:j f:: v o r' 111 v a r1 'Iv tJ o !~ t, l o ~-· E:~ r1 (:i e ,:f () :L v e r1 • 
---~-------------------------~-----------

ini~e res S(~ r(~r·1 C)!1 :.~ 1-1 it~ s l t .. l i tenci V ()CJ 1~ 

t j.• ""( ("i . 
~,/,I., - - !3 tc~ l len -,;, ,,. • t = lfJ ~7\.. J .;; , ; W"I l Tc 

Per,.. iO<'i ir.~ i_,.. _. .......... ,(,, ~ t\.... 

sir1 wt 
cos wt 

, r "'('\ ri \J (..,, ·.J we dc1r1 t1et rar·1( .. i prob leerr1: 

·o i +' f"1, ""V . - ' -., 
' ' .--.:.;a t '"; • .1.. • . e r ..,_.;., . 0 - r·l -, ·r1·, e ri C'.' 1' :, i,·1 a: a 1 .. {_ ... , .J... ii 10, l,.Jl • 0 ' --

3-d ir-:1ens ior1nal: xx 
2 

C> - m ... _ ·-

ir·1 be ic.le 
' 

' 

, r .,,.,, 1" ). 
V l. - ! 

K 

' ,,. - t\. -· y 
; I 

• ""t 

' ,,.\ 1·· " 
' .,~ .,i " 

·r ' '" r 1 

,·} 1'") 
-t~""' ~ L 

~ ·, 

. ' ,. 
' '> ' ' t l~,1._J_ 

' .. 
.... ... _j; ., 

(1 it 
... i t • 11.."'I ' ,_) l.l i..'> , 

"c;ill!S ""· ' ' ''q ,.:, . . l , , , . 
. I - ' 
·"'"" ,, ' t,. / ' ' ,,. c-. «ff _,_._ 

> 0 

,, ·11-. 
' , 

I ') r~., \ 
\ 

,-· I 1 
, ..• "--✓ I 

' ' ' ! ,,,,. 
, I . ' } . , ' ' " "- ., .... 

r·1e t 

~'- a 

l "·' 

vaste wctnd 

d1.1s 

I /") It \ I •. L. 
\ .i::.. " I 

1{ a" ' . . 
' . u 

• • n --
/'"·, c, 2.5 

reele con-

is echter niet geldig, 
Ji ' '7 7 ,n 

•-· .J.. ,WJ J. , ir1 0!1S 

r11E:; t-tr~i v iale ,) r.:: -
-~ 

niet eenduidig een oplossing bepalen. 
z1.1 l ler1 

~la-at.•·s·. a~ .. e. -~1r-• ,j· • r: ."' v,,J 0 en, e. 

er1 a J."' , .... ·e· 1 e 1· ct. · E:.::i. r\ 1 ,e:::i . ~ ..,, .. 
X 

We be sc ho1,1wen 

en y 2~ ijn in 

b 1
, ,, 

ge eaen, 

en wel in de eerste 

l1et 

zich 

onein<:iige 

tot in het 



-1 • ·1;; en ') 'l 
'- • I be t e l< e r1 t ,~l i t , d. at de s n e 1 ne id en de V' e rt i (~ :.:1 l t:? 

verplaatsing in het oneindige uniform begrensd zijn. 
,,,:~-Ae::i.r· l.· i,rt het voc)r-- tj(~ hanc-i .. clat we steetis Z<..?uden moeten e1S•E~r1 .. w ~ .J .. ""\A ·~ ~~:) _,, ,, 

-,·· ·:.11 C . ' ··r.; ·1 . i Bi ' ct· rt; ~:::) u. 1 e r ._., . J . ;::;, prac tisc.he prloblemen, waar.,t.) i,,J 

VOOl,._ oplossingen te vinden in de vorm van 
,2:al di t, ect1ter niet steeds mogelijk zijn, zodat 

aar1 de oorspronkelijke veronder-

stell1n;,~ van infinitesimale bewegingen. We komen hier·nader op te-.,.,,,,,, 

'x y· \ ' overal regulier is, dan blijkt steeds Eisen we wel, dat 

dat de gedaante van 
, '"""'""' 

x,y en inzonderheid het gedrag voor 
Een algemeen bewijs hiervan 1s echter 

""' y ::::1, 0, 

no ·- ' 
'~' 

niet gegeven, wel voor speciale gevallen. Zie de twee voorbeelden, 
die warden behandeld in 

Zoals hierboven reeds aangekondigd, gaat het ans er om voor 

oplossingen te vinden in de vorm van voortlopende golven. 2.1 laat 

2:1,~n, dat oplossingen voor tp ons oplossingen ~ leveren 1n de vo14 r11 

va.r1 staande golven. Door super"lpositie van 2 staande golven, zuller1 

\•J1j dan tracr1ten voortlopende golven te construeren. Dit is enit~!\S­

z ins afwij ken(1 van de ese bruike 1 ij ke t heorie van golfversc hijnse lt:7r1., 

waarin men meestal een staande golf beschouwt als superpositie van 
t"iiiree voort lopen{je . 

In 3 zal dit aan de twee eenvoudigste gevallen, waarin we 

bovenstaande theorie lcunnen toepassen, warden toegelicht. Bij de 

practische gevallenj waarbij het gebied waar de vloeistof zich uit­

ir1gewikkelder is, blijkt het echter pas mogelijk voortlopen-

t:e c or1. st rll(2 re n, wanr1ee I .. we voor ook een oplossing toe-

str:1ar1 rnE:;t E!er1 leJgarithn1ische singulariteit. 

9 e?;e v ::n r1 it::: rvat1 
qt~1 J·ct·i•rh·~1·<j 11ie· rvan n·1~+ de ~.... , ... ...... . "'"· /'.; ... ~ .l. t:,:; ,. .M, i. • e v 

. . \..,_,,,) 

voorbeelden. Een opmerking over de tegen­
oorspronkelijke veronderstellingen, 

t-w·· i:':' ,. 111 ,, ... ,;.;: e . 3 gegeven voorbeelden 

8. Verder zal het slechts bij de 
een oplossing te geven 

cii,2 "\roor alle x de gedaar1te heef"•t van een voortlopende golf, terwiljl 

bi•j alle overige gevallen wordt volstaan met een oplossing die zict1 

op oneindig gedraagt als een voortlopende golf, die men construeert 

do6r superpositie van twee oplossingen voor 

zich gedragen als cos x, resp. sin x. 

' 

' 

, die \7oor x -1 + c.>o· 
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" 

1~1ee eenvouci i~f~ V(JOrbe12 :l.<jer1.. 
~-~~--~--~~-~~~-~~~~~~~--~-

I. Oneindig diep kanaal. 

In dit ~eval treecit randvoorwaarde ,.,...,_ n1et op; we vervangen 
deze door de e is, dat ·1

- ~ y 
~, 1 ...-.-. U a S V ,,,➔ - ._ - .. ,.,, .,. en we hebben dus het vol-

~cnde potentiaalprobleem: 
""'" 

int~t ra.ndvoorwaarder1: y 

en ala extra eis: voor 

~·- o· 1o aloPlf 

2 
X 

_c-.'.) < X 

- CCii (. y 

+ 

• • ln :: k tt1 · k ) 0 . Ty T 

<.p,, ~➔ 0 
.J 

0 
C + y -~ ~ zijn ) 

.. en 
X 

Het is eenvoudig in te z ie1·1 <.1 at 
k 

aan cleze e isen voldaar1 word t cioox"" 

x,y .,,.. A E.~ y cos kx + °" 
A en o<.. , en 3., 1 

ir1derdaad staande golven voor x,y;t • 

geeft dus volgens 

3 • ··1 

2. 1 
• 

5 zullen we, in navolging van Stoker 39 · aan tonen da t <.ii:._: 
~ - , 

3. 1 de t2ni~;e overal in het gebied reguliere en op or·1-

oplo (:_') f .. inge~1 7 iJ'n _ 0 ~:) ... __ ,_jl J. f;..,~i .t o 

' :Door" 1 inea ire c orr-1b in£1 tie v ir1cje 11 we 111e t dc::1,t we voor X "'\i · l 
,I V .) 

kunnen 11emen: 

'{ y · t .,,. A ~ ~ J, -- ' :; ' • 

is dus de oplossing in de gewenste vorm, nl. een vlakke voortlc)­
(" ''"' 0 , f· ;;;;:.-., ' J... • it .... .v 

golflengtt~ 7\. ·worc.i t 
2 1 l ('I' f\. ""' . 9:S t.,} 
WL 

door /\- ... 

• 

2 It 
· ·ic• .. ,,,, en met 2.6 dus: 

2 ll De trillingstijd Tis 
w 

... 
e11 voor OE: voortplantingssnelheid c vin-

C 
i\ 
iii 
J. 

C ---

g ' ' 

w 
, dtl~i V<) lgens 

' • 
• 

De voortplantingssnelheid is derhalve niet onafhankelijk van de golf-

lE:r1gte, maar is evenrE!dig~ n1et "i\ • Bij deze gc)lven tree-dt dus, dis-

pe 1'"&::i 1.e op. 

II. Kanaal met eindige, constante diepte h. 

Het potentiaalprobleem luidt hier: :7": O voor - ·C'-:J (X ( + 
- h~y~O 

met • y 1*::q; 0 .. ·k • .I 4! • y 
y ~' ls»ill -t1 • - 0 ,:S I id .. y 



d . _- . ' . ,111,'o. r ,~ n 111 . ~ . 

··1 

.l. 

1 

Dit; 

3.6) 
' 

:A 
C ··-·- T 

rr,i), , ... ,.· ' "=ii a '"'1 "'? 1 e n ~ J. ,1 -('.:l~ 1 -(,,J ', ~. J. 

is 
I 3 ' \ '.· " 14- .. 

w --

van 

th 

T --· 

- 8 -

~ ,.,~ .. ---,,. -~... .. cp en , .X 
uni1"'>orm beg~rensd., y . 

a.an, c·.iat de enige overal reguliere oplossingen 

j " ~ ,V""· ?' ,,; :; .. ~ r1 1 e 
~~. ¾,.,, . 

• C0!3 

.ch 1 y+h met wille-

l<eur·ige A en t?< 

, ., ..::·, rH· i'" £.'.) l ·1 J.· k i n g.. • \I ,..., 0 ,;:.., " ' . . • 

door 3.5 en 

voor 

lx + wt + ·o(. 

3.6 

3.5 

3.6 

·•·· ·e l:'. -~ 

x.,y;t: 

3-7 
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aan ciat zicri r•vaste wanden'' in de 

a er1 voor x 0, -b~y>-e>o. 

De vloeistof wordt bij deze pro­

blemen oneindig diep verondersteld. 

Speciale gevallen krijgen we voor: 

a <er;>, b een vaste wand vanaf 

het oppervlak tot eindige diepte . 

o, 

v ana. 1·· 

() < b < oo : een vaste wand 

de bodem tot ender het 

oppervlak. H1erb1j kan men nag 
het speciale geval beschouwen dat 
b ~ (.) • 

nemen we aan dat zich in een kanaal met oneindige diepte 

't1a11ti'' bevi11c1t vanaf' het OI)pervla1{ tot eind1ge diepte on-

d {::J, r 
i.,,..... ' . (~pn h· o·e 1K ·t,usqe.n o·~ 0 n 

,,,., ·- • "- ~.. ,,_,; ' ¾.,,,..,. 

(o.o) 

IX.\ 

\ )' I I 
< CC)_ -

· lX, v;1 
0 3. Barrieres van andere 

de 

on(i.er r1et oppervlak onder 
'ff 

hoek tussen Oen~. 
c.. 

ee11 

,;erschenen, waarin zich ender t1et 

wa te r 18ppi~ rv lalc eer·1 1·1ir1(1e rr1 j_ s v·an (~ yl indrisc r1e vorr.1 be vind t. 

l1et vri~Je oonervlak. 
l-..,- ~ ~ 

•• 

Een speciale plaats nernen de problemen in, waarbij sprake is 

van een Zi;;. it 1· 1 oat ir1 _r n1a t '' - \Jc:)C)rv,Jaarcl<.:: clan r1e t v·r·i:Je opperv lal<. We 

ver()ni:1e1·1 st.ell(::n hier~bi.,J (·Jat; eer·1 haJ.f v1 lak 'Jan cie oppervlakte van een 

· \~1a.tt:::~rrnassa rr1et i:;::1'"llc)te < .. i·l.ef)tt:: if3 b~:?del{t rnet een drijven(je dunne laae;. 

benader1 ing warden beschouwd voor een veld 
· n· · t , i " . . ·- - - .. , . \1,.r1 ~.,.~ iri}K· f, .. lY' JQ ~ ... ~ f"" '- •. , _, ,4 ! '""" , 

"''"'.# 

] , . k .. v .aK te ma.en met cen anaere 

we hier zullen afleiden: 
Volgens '1 • 4 · e 'r"I ' ' ,. .• 1 • 6 

de druk aan het oppervlak: 

t -rgri 

van drij~end materiaal dat be-

randvoorwaarde voor y -- O, die 

' 

lineE~~isatie voor 

Wf:;; t1e'bben \i1·eronderste]~d, d.at de tirijvex1de deeltjes geen ·wisselwe:r:'lki11.g~ 

t1ebben, en nemen daarc)rn aan ., cla t de en ige werkencle krachten afkorn-

st ig zijr1 van de zwaartekracht en van de druk ·van het water onder de 
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ma+ fl• 
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5.5 

De randvoorwaarde i. f~ du s '·'e 1 111· an i." { % t· ,z· · e ~\ + .... d ··::-i ~., I-. V""i ..I.. ' .4 i. J. .;: 1 . ~L 4 - ~ 

2.4 essentiesl ·\,i·an 

wiljl k steeds > 0 i (::, 
u. 

Bi i 
'-" 

' 0 de onder 1 , 

in 

c,plt2vert: 

5.3 

r1ie ru it: 

5.4 
t"" 2.o • 

type, manr verschilt 

hebben met 2-, :;~ov1e 1. ftl::1 n1e:1t 3-d1n·1E::1·1s·1one"le pr<)blemer1 ai~hanke li,"ik 

van de i r ti - ~ t r C ,..l n ,, Va· l""'I 1 ' T ".'."'.I ~ ~-u ·1.·· ·-. . L:) C ! J. 111'! f.,..l. {..J. l. , 

' Kornen ~ Staan cle punten van constante phase verbinden 

zoals de d1:11-1 

" , f'"'° . . . ,., ,,,, ·"'·· .-~ ...... ji. d c 001,,c .. na,1 tassen f::, tee b 

dat de kustlijn of de rand van een barriere in een vlak 

y 

' ..• O' •• 
,1- :·_,,; 

,-ol·f·' 1rruinrn r•en a·n·c~-r~~ ,f':..._ • ' . f">.. ' . t: . ~ J. . ..I. t:: t..::;: _,,.,. 
~ ,, ' 

1 1 ! ti· :i -oE''r ffiE~t' ,~~ ~p I~ ~n- •nnr Ca-,, """IA ,,, • ...:i,, ,,.-• .l ••-· i., , !:,: il ·J. i ~¥ i- ,._. -~ · ,__, ~"11'' ''-,~-"L ~ ..) r.., , "'1.,,# II'< , ·• (:) ""' - is t1e t pro 'b 1 e (~ r11 

driedimensionaal. 1 . 1 5) 
·n~:t'IT'O'nis~hE~ z-ar~a.n 1{e~L~ ·1·k 1r1~1·~ ~ 11,., • .i v 4 -~ C, .;,. ! ~,. ,I: .• • J.. • . k",,.> ... l J ~, 

·~a··~ Anz·- ODl')-cin~E'D ·'" 1 .;,··· 'v , , ·"·•"' t '"", :"'~ . , i ; •·• ~ ~ ..._ J . .,.. '-..,w ,, •·- i,..J' ........,.. .Jo J.: ""') -1 ... - \ 1 oor 

d-· w '""' ' . / • • ,.-,J • we proberen oplossingen 
' 

ans tot enkelvoud1g 

daar we oak voor x op­

s it1 X en C lJ [3 X J 
.; 

a 1 S. . . i 1 X +n1 Z ) 
" "'":ii ; 

..., "' V ;) 

een ,~,lakke VC)(JrtlC){)encie golf, waarvar·1 c'if~ 'Joor'tplant.in[ssrichtir1g eE":11 

-:r e 1
K· re re ,, •'Wit hoek maakt met de x-richting. 

""'""""' 

1-fet voor de hand om te veronderstellen, dat het 

het eenvoudigste is, nlle gevallen driedimensionaal op te lessen 

er1 dan de oplclSS intsf.:n vroor tweed imens ionale PI .. ob leme!1 te verkri.J t!;"""~t1 

door m = O te nemen •. ··z1e (2.2 en 2.3 .. Dit is ecr1ter' om t\Jvee 

r·e<:iener1 niet gerieel. ,:1uist. In d,e eerste plaats is1 i;ebleket1. ir1 _ 2 
dat tweedimenaionale problemen aanleiding geven tot potentiaalpro­
t)lemen voor • .. ·.· x,y·, ·.·ter,~1.Jl d1~*iE::dirr1ensionale probleme1,.1 leide1-i tot 
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de golfvergelijking. Voor d~ oplossing hiervan heeft men een machtig 

hulpmiddel in de functietheorie. Men kan xJy beschouwen als het 
• 

reele deel van een analytische functie en de randvoorwa~rden omzet-
• 

ten in voorwaarden voor die analytische functie op de rand van het 

gebied zoals bvu in~ 4 is gebeurd . Deze wijze van oplossen is 

dikwijls aanzienlijk eenvoudiger dan voor een driedimensionaal pro­

b leer11. 

In de tweede plaats is gebleken~ dat men in de oplossing van een 

driedimensionaal probleem veelal niet zonder meer m = 0 kan nemen~ 
• 

doch dat men op subtiele wijze n1 naar O moet laten na·deren. We gaan 

op dit ve~schil tussen twee- en driedimensionale gevallen hier~niet 

nader in, maar verwijzen naar de literatuur, bv. § 6 in Heins 18~. 

6. Overzicht van de voornaamste oplosmethoden . ......... ._ ... -- ........ _ .... ___ ..,._.__ ..... __ ...,_,..._, ..... .-... ................. - ..... -· - -------.-. ............. _ 

Iedere publicatie, waarin een der in de vorige paragraaf genoer11cle 

gevallen wordt opgelost, heeft natuurlijk zijn eigen aantrekkelijke 

spitsvondigheden, zonder dat de gevolgde wijze van oplossen veelal 

kan worden gekenschetst als een oplosmethode voor een zekere groep 

van problemen betreff"ende gravitatiegolveno 

We zullen hieronder dan ook alleen de voornaamste oplosmethoden 

in het kort schetsen, die zich wat betreft hun bruikbaarheid niet 
., .,. 

beperken tot een gevalQ De onder 1. en_2. genoemde methoden warden 

geillustreerd door de voorbeelden van~ 8 en_ 9. 
' ' 

1. De reductiemethode. 

Deze methode is afkomstig van Lewy en Stoker en voornamelijk 

br1uikbaa r voor de in _ 5 onder 1 °. genoemde prob lemen. Ze berus t OIJ 

de aanname van een nieuwe onbekende functie X die voldoet aan een 
• 

homogene randvoorwaarde van de eerste soort op ·de gehele rand van 

het gebied. X = 0 . Men reduceert dus het randprobleem tot een met 

eenvoudiger randvoorwaarden. Is deze functie opgelost, dan moet nog 

een partiele in tweedimensionale gevallen een gewone differen­

tiaalvergelijking warden opgelost teneinde ~ te vinden. 

Voora,l bij functietheoretische oplossing van tweedimensionale 

problemen heeft deze oplosmethode waarde. We illustreren deze methc)­

de m. b .. v. het tv1eed imens iona le geval van een rec hte kl ip in ~, 8. 

2. De methode van Heins. 

Deze methode wordt ook wel aangeduid als de methode met behulp 

van integraalvergelijkingen. Daar zij echter is ontworpen door Heins 

en speciaal door hem met vrucht is toegepast op verscheidene geval­

lenJ lijkt bovenstaande titel gerechtvaardigd. Voor de gevallen onder 
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5 is n i f-::}. t t (,,j. 
. ,,_, V \.,...., 

7 e O' 01<' b i .j (j ,~·)/,.. 0, !wld' e:·:ii r' 1 
,W !'.) ,., - .. - ,,. . ._. ~ , , (:> , . · i,.. t;:: ; :I .,. . • ~ . v "4.kJ. ,. 

nut is .. Of het probleem van twee- of~ van 1j.r1e{::iimensi()nale aarci if,, 

maakt geen essentieel verschil. 

Het principe berust op de cc)nstr·L1ctie van een Greense i'ur1cJt.1~:: \1 0,,):r~· 

het randprobleem. Met behulp van deze functie verkrijgt men een 

integraalvergeli,jkin;::; voo:r" de t·,.1.nctie (x,y die var·1 t·1et \i1.e~r1er11
-

I-Iopf type blijkt te zijn, en met ber1ul1) ·va,n cte daar•voor,. t1esc!hikbar)f: 

theorie zie bv. 32 kan warden opgelost. Deze methode laat zich 
slechts goed beschri,jv·E-::n aar1 cie t1and van eer·1 voorl)eeld, en rw-ord·t in 

9 geillustreerd m.b.v. het driedimensionale geval van een kanaal 
van eindige dieptG een dok, waarvan we de oploasing gedeelte-
lijk zullen leveren. 

Er zij hier nog opgemerkt, dat deze methode ook bruikbaar en 

door }ieins oak inderdac:1cl toegepast is v"oor J;)ro·blernen in analo,ge 

''stripvormige r, geb ieden, in de theor·ie ·va.n E:: lectron·1a~~r1etische er1 

acoustische golven. 

3. De eigenwaarde-methode. 

Deze is afkon1stig van Weinstein en ber·ust op de ontwikkeling: ,1<:~11 

x j y naar de e igenf· 11 ·ct 1.e s v,1n een ve rwant ge~10,on rc1n.,j {:.)1~o·t1 .le 1_: 1' 1 

Deze methode heeft niet zeer veel zelfstandige betekenis, maar kar·1 

leiden tot een verkorting van de reductiemethode, wanneer ze in 

combinatic met deze wordt gebruikt. Verder is ze wel nuttig voor t1et 

th~oretisch inzicht, dat 

als men alleen reguliere 

mer1 geen voortlopende golven kan vinden, 

oplossingen voor ( x,y · toelaat, maar 
' 

da-'c 1nen een 1~e f~:u 1 ie re , __ , en een lc1[;ari thrr11sch singuliere oplossing 

combineren. Aangezien deze methode in haar uitvoering weinig inee­
wikkeld is> geven we geen voor'beeld, maar verwijzen direct naar de 

2 en 4 van de desbetreffende publicatie van Weinstein -43]. 

70 Literatuuroverzicht. --------~ ___ ,... ______ ... _______ _ 

We zullen in deze paragraaf een overzicht gev8n van de verschil­

lende publlcaties, ingedeeld naar de in§ 5 genoemde problemen, en 

voor ieder problcen1 in chronologische volgorde, terwijl we in het 
' 

algemeen enige aanduidingen zullen geven betreffende de gevolgde 

oplosmethode. De notaties zijn gelijk aan die van§ 5. 

1°. Uniform hellende bodem. 

In 1926 beschouwde Hanson ·13 i1et tweedimensionale geval, 

gaf hiervoor een oplossing~ Hij slaaG-

de echter niet in de constructie van een ult oneindig komende voort­
lopende vlakke golf, c)mdat hij voor cp alleen eer1 ret,~uliere oplossi1~1,::,t~ 

\. 
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,<I 

bE:paalde. Na I - 30"' 111 ~, 94 4. 

Ir·1 1 g46 
,e••-·f<' 

lost Lewy ) rne t r:) on-,_q ' 
even,. 

"" 
0. < lJ < ?_· q , r) ... "' q :::-:::: ··'1 "' , r··, -mi:·=~ t " ,.. t, Q.t..,., t,~ _)!' , 11 :-,J l i A ~-"~ ,# t) it,,~). l1 i 1 1 f"\ .. ,, <l"'J Yi r1" ✓), ! 11 e~ .. ] 'l. C 4,, '1 e rne t· hod· . e· ,, ,~· , lJt .,,.."' t.,l v· c;i .f, 4\, "¾,. _ t:'efl _- . t...jJ- 'l.A v _ v . - · l-¾~ · - ,~ - • 

·~ 

V()rl(:l ind e rti a ad e en ·1 () I.)t~ I'1<~i t~ ,.~ () 1.1" op oneindig door een rer~uliere e~ 

kust X -- "'tr - i...,·I ~ -- __ ..,. / .. . O{:) loss 1.nf~ 

ln 

t'l(: t gev,11. 

hij een aantal nractische berekenin~en. t-' '-'' 

N B • V F.i n r1 1 e ·~ ::1 f ''7, l l l· '] F" r· 1 t;,.f c·~ C) n. ( } ,:,, r·. ' l e· ,1;,:,, n /"'\ 'II"'\ ~1 0 ~:, 0 1 n ~y , 1 
• • • ·"' ,J. ,.,, 4!.- -" .. , •. , . " I \,~· • ,. "· '- ,., 'i;.., ., ; ,.,,; t,J ···"" y ,:) . f'':> 

•1 ., I ( ::r ""' ff ' ' ') ' ' . ' . :::l " "'\ • ., .. 
0 \.J ..... op onE.~,,.1r .. 

cl ig . ·-
In ,;ol crde· 

½ .· (J . tJ·oi:)r ,., 
' e ·"" n· o I" 1 o· s ", 1· n ;'·,· '! 1 a ,-·1· t;,::: · . .,i ·. · i.:) $,I~-,, IP (,, , J, 

. ~# 

Fr1edric 11s [6] 

methode de oplossing van Stoker. 
Ve rci e l'."' -vr e rs 1::! l1e n e n in dat 'i ~ ... 1 r~. O ·p, 1 .(') 11:,,"'.'I S ·1 r1 .", ., .i:::~ r·1 • ' (.JI. CA ~ . .::> . Io: "'I i;;::., ~;,.J (, ,,,,_,.,, van Friedrichs en Lewy ~- .•··7 , I 

' , 
I 
l,.,, • 

voor het 

diepte 

1- 111.1e:-.f~d imens i 1·)·r•1a· ,j, e {.)'e\;r•··~ ~I V tr~ ,,q;,11- -- . , - \.4 -. .,,, Q -~ ';/' (:,4 ,,.L t) ··~-· 1 

1 tl r·1 : ·• c"' , . . ..:i D 

-""l. ,.,. ·''l ~ . · t 1 1. r 1 e t:::i 1. a ;.J. , en 

door oplossingen 

I . . r I'') ""\-, saa.cson L '-v~~I zoel{en 
voor 1, 

ir1 de 
3 
tr 0 Ve r 1·1an -" 1·e n-·1 ...... l - ,f;,...- I...,, •. 

. ., _., . 
·t l i '\. . ' £) , tweed :ll1te r1s ion a a :1 

va11 

met een metrio·d.e, 

schillen met de 

i"'f' e· . \·' a , P,:... , ..L ,,, ) 

rne thode. 

In lost.e 

v1 i 11 eke tir ·.t ::~e 
·~, ,,,,"' 

er1 Le\ivy voor 

publj_caties 

~~·ar1 \J C . Isaacson. In 1952 

en 
,,an·· ., '• 1 

·1 door het probleem in 

Laplace-Transforrnatie 
0 2 .. A. l·Iorizor1 ta le \' 1 a.1{icf; 

• 

, ... "' 3 , q :"'I, £""?, • 

(.i rieci irr1e ns i (Jr··, ·, 1 

11.,ran cle ,~ 1i,!:e11waarde- en de 
, .... _...,,-

r 'e du. 1·"' ··' •· 
. \._,, ~-

Voorlts '✓ f.::r•sc:; henE:I1 ir1 1950 en ·1951 E.~1.1 · .. 

l
_,, "'JI' ...,, ... , 

""' " J rne t I,E: t3 l.1 l ta te r1 .. ana 1. 0 01r~ clal1 (.:'!. i :, ; ./ I .. . ., c,, 

heeft Peters [34] de oplossing sc· 
r·ne t "'v"tt t' 1 '\ S O ,.... r·· ·1 1 , • 

~ · ·LA, a e ·"'·· 
! 

op te losser1 

naar dE~ r~ad i tis . 

~ ~ oarr1eres. 

va.t·1 Heins, c~r1 wel stee~is voor driedirnensionale In de no-~ 

·ta t iE1 vo lgens de " :Ln A. verwijzen we voor: 

a b:7, () naar Heir1s r·1 ,,, t '-1'..J b= O: l-Ieins [ 151 1948 

Gree11e 

paa },.d _,, 

0< .. b<a: J .. {e ins 

1951 ; a rs1 
[16} 195() 

• 
en 

r~~b oo L>-.<. ·.: 

a = o.o, 0 ~ b <. co: 

l91 ( 1953 ~ 
problerrit?n is !::)teeds een r<~£;·uliere oi)lossing voor be-

f 

101:~a.ri t,h1r1isc h s ingul :it:~ I'' 1.s 11"'1 he t punt ( 0, -b .· · .• en ee11 die 

\ 
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Bo Verticale vlakke barriereso 

Dean [ 4 J pub l iceerde in ·1 945 een op loss in6 voor tweedimens iona._t l 

a= B, terwijl Ursell [401 in 1947 
een oplossing gaf voor willekeurige a 

behulp van een integraalvergelijking. 

zou herleid kunnen warden tot een van 

en b tweedimensionaal met 

Deze integraalvergelijkin~ 

het Wiener-Hopf typeJ zoals 

optreden b_~j de methode van HeinsJ maar dit is niet noodzakelijk; 

Ursell gaf een directe oplossing. 

Co Scheefstaande vlakl{e barrieres~ 

maakt met het ongestoorde wateroppervlak~ is de oplossing gepubli­

ceerd door John 22] in ·1948) gevonc1en m.b .. v .. de reductiemethode .. 

In het geval van een eindig lange barriere van het oppervlak naar 

benedenj) neemt John twee lo,g;arithmische singulariteiten aan in de 

uiteinden van deze barriere 4 

3°. Andere barrieres. · 

Rr zijn enige artikelen verschenen over het tweedimensionale 

geval van een circulaire cylinder onder het wateroppervlak. We gaan 
' 

hierop niet inJ maar verw1Jzen naar Dean [5] en Ursell [4110 

voorwaarde. 

De in voe ring van deze voorwaarde aan het ''vrije oppervlal-c '', 

teneind.e problemen betreffende gebroken ijsvelden eod. in eerste 

benadering op te lossen~ is afkomstig van Peters [33] 1948 voor 

een tweedimensionaal probleemo Bv.: een half vlak is bedekt met 

een 1'floatin.g mat r, en de lijnen van constante phase van de voort­

lopende golf op oneindig lopen evenwijdig aan de rand van deze 

laag O Peters loste meer algemeen het geval op dat de voorwaarde 

5.4 gel(1t langs de half'r•echte y + x.tg Tl3~ = 0 y <. O; 0 < "f ~ 1 . 
. 

Het hierboven genoemde voorbeeld correspondeert dan met 

0 in we voor wille­

keurige yhet door Isaacson opgeloste algemene tweedimensionale se-
5.5 

val van eer1 uniform hellende bodem kri~jr5en en voor = 1 het do1c-

0 met 

21 = ,.w 1 met het resultaat var1 

Friedrichs en Lewy [7 0 Peters volgt een functietheoretische methode~ 

{Jie leidt tot een d.iff'erentie-dif1 ferentiaalvergelijking, die hiJ 

alf_~emeen op lost. 

We gaan op problemen van deze aard niet verder in; merken slechts 

op dat oak •le methode van Heins geschikt is, speciaal bij driedimen­

sionale problemen) en verwijzen naar de volgende publicaties: Weitz 

en Keller [451 1950 en [461 1953 , Heins .... 1951 :; Weitz 44 
1952 ., Keller en Goldstein 26..,.. 1953 en Shapir·o en Simpson 38 

1953 • Voor meer algemene theorie over drijvende lichamen zij hier 
, 



11Je bes 1 u i ten :j 1 t 11 te rat tlt,1rc)Vf~ r~~~ ic t·1 t 1ne t r1et vo 1 ].ed 1.f;he id sha lve 

noemen van enige publ1caties over.gravitat1egolven, die buiten de 

cj r.:)o r c)ns bE::~ s c h<Juwde f~)l ... C) b 1.e rr1er1 val le r1, of'' u i tg,aan van a.ncie re "re ron(i.(➔ r~-
~t·el 1 1' n "".r-n. o , ..L • .. ~e .1. , zoals: 

a. Enige artikelen van Davies -~ die gravitatlegolven van 
1 li lit .. , b e r ·,.r· · r,,,e amp u-•ie ,,::i.,--., ... ··r"cuwt· 1,L 6 it. , l_t t::;.:,.._,,,) :, 

vlak niet lineariseert. 

b. Een methode van Gr~bner 

kanaal oplost m.b.v. een variatieprincipe. 

c. Een artikel van Kreisel [27], die het geval van tweed1mens1onale 
oppervlakte golven in een 

diepte beschouwt, waarbij 

oneindig lang kanaal van w1llekeurige 

(cyl1ndr1sche veronderstelde) 

obstakels op de overigens horizontale bodem bevinden, terwijl hij 

ook, v'ar~iaties ir1 de atn1osferiscr1e d:r~lulc aar·1 ije oppervlal{te acin.neerr1t o 

d. Enige artikelen van Groen die gelaagde vloeistoffen 
bt::-schouwt met een 2~el{ere v~:rtic:Etle dl.chtheidsver')delingJ zodat 001{ 

inwendige golven ter sprake komen~ 

8. Een voorbeeld van de reductiemethode. 

Als voorbeeld van deze methode behandelen we: het tweedimensionaL~ 

pr()bleer11 van de construe t.ie var1 vla1,ci{e voortlopende gol ven ir1 e(:'n t:i1·1-

e,inciig cliepe oceaan, c1ie aan. een zitjde begrensd \'1:ordt d()Or een Vf.::r&·ti.•' 

• 

tY 
' 
f 
I 
' • 
' ' 

0 

1·ne t ranci voorv1aa ri.lt.= r1: 

-·· l-c y 

voor 
,,, 

" u ., 'f' 

.Y 
0 < y· 

-=:. ~" 

> -
<, + 

Volgens de gegeven theorie komt 

dit neer op het oplosf:.1er·1 va1·1 

volgende potentiaalprobleem: 

00 
(8 

C<:> 

k '? 0 

1,,-. . ·t r t , ~ 

~ 1" "·••· . 

• \ ' ' J ll> I 

' - 0 
.X 

voor x = O,y < 0 

metals extra eis: 
" 

J x en ~ ~1 
"" 

Un. · ·1.i 1·~ """ r· ·m \,,,,i 

bepalen eerst langs 
8.3 · ma.a.kt hf~t mc:,gel1.jk . X y:, 

' . ', 
. .., 

Y-as a.nalytisch voort, te zetten 

door spieg~lin~ t.o~v. de negatiev8 

1n het gehele onderste halve vlak er1 
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voor dit geval kanaal n1et overal oneindige diepte hebben we in~4 

aangetoond, dat de enige reguliere oplossin6 van de gedaante 

1s. 

Omdat de oplossing echter noodzakelijk een even functie van x moet 
• 

zijnJ zien we direct in: 

de enige in het gehele 4e kwadrant reguliere oplossingen worden 

oplossingen die begrensd zijn op ()0, hebben op co dezelfde phase, nl. 

22 gedragen zich daar als cosKx. Teneinde voortlopende golven te 

vinden· voor ~ x,y;t moeten we echter ook een oplossing ~ 2 x,y 

vinden 

phase tr is met de reguliere oplossing en het is dus duidelijk dat 

we daartoe een stngulariteit zullen moeten toestaan. Het ligt voor 

de hand de zwakste singulariteit> dus een logarithmische, aan te 

nernen en eveneens is het plausibel deze aan te nemen aan de kust, 

dus in x = y = O. 

We kunnen niet a priori zeggen, dat deze oplossing het goede ge­

drag op oo zal vertonen., maar bepalen eenvoudigweg de oplossing en 

tonen dan aan, dat deze zich op oogedraagt als sin x. 

We formuleren het probleem voor ~✓ 2 x,y nu volledig als volgt: 

in de buurt van O kan 2 warden voorgesteld door 

2 
1 o {-,. r + I_-:> 8.4 

CP) met r 2 x2 + 2 y en en functies die tezamen met hun eerste -
twee afgeleiden begrensd zijn in een omgeving van O. 

be-

grensd.zijn. 

We lossen dit vraagstuk langs functietheoretische weg op met behul~ 

van de reductiemethode. 

Stel 2 =Ref z · met f z 

nu als een probleem voor f z : 

analytischo Het probleem formuleren \>J·:; 

a. f z moet analytisch zijn in het gebied: 

b. Voor Im z O> Re z > O moet gelden: 

Re iD-k f z Re L 1 D i' z 0 

Dis • 

c . Voor Im z < 0, Re z O: 

Re D f z Re L 2 D f z 0 

Im 
Re 

z < 
z 2: ... ,,,... 

0 behalve 
0 

8.5 

8.7 
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d. Op covoldoet f z binnen het genoemde gebied aan de eisen: 
! df · ct2f 

1 . I ........ z ·. en • ····· 2 zijn uniform begrensd in z, als z .,,_ CCJ J maar 
' dz 

2. 

ool-<: 

df 
-z 

aan: 

ct2 f en , 2 
dz 

' 

w->- 0 langs alle rechten in het kwartvlak., die 

niet evenwijdig lopen aan de grer1zeno 
• 

e. In de buurt van z 0 geldt binnen het kwartvlak voor f z : 

M 

-Z J z I en 
ct 2 f M2 

2 · 2 en M2 constanten. 
dz z 

Dat dit probleem voor f z volgt uit dat voor _ 2 , tonen we aan: 

a. is direct duidelijk. 

b. volgt uit 8.2 omdat: Re iD-k f z 

c. volgt direct uit 8.3 . 

vergelijkingen die 

'-I. z X 
+ y • 

uit de eis voor 

- k y 

z 

• 

X 

2. dit volgt 

aan het eind van dit voorbeeld zullen bewijzen, zie 

e. volgt uit de 

r x' r 

ei 
2 r 

VO 

en r xx 

dllS y 
• 

we 

p. 23 • 

ook 

z fr en f'' volgens de Ca.uchy-Riemann vergelijkingen. 

Het principe van de reductiemethode berust nu op de aard van de 

voorwaarden 8.6 en 8.7 en op de lineariteit van de daarin op-

0 
• 

op· de gehele rand van het gebied. Daarom voeren we in de functie 

d 
·z 

8.8 

8.9 

Volgens 8.8 is nu het reele deel van F z gelijk O langs beide 

grenzen van het kwartvlalc en daarom kunnen we F z m. b. v. spiege 1 i111.:: 

voortzetten in het ger1ele complexe vlak. N .B.: Hier wordt het dui­

delijk waarom deze reductiemethode door Stoker werd toegepast op 

kusten, die hellen ~n 
een eenwaardige functie waarvan het reele deel nul is langs de ge­

hele imaginaire en reele as. 

In de oorsprong heeft F z hoogstens een pool van de tweede ordeJ 
df M · ct2f M2 

0 immers: in de buurt van z 

kwartvlak en deze grenzen leiden tot: 2 
''"" '"'?" 
z 
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z 
feit, dat we 

kunnen we F z 

F z hebben voortgezet 

in het gehele z-vlak 
reeks van de gedaante: 

fX-2 o(_1 
= 'X. + 

c::.. z z 
F z 

" 

+ o( 
0 

d f 
dz 

door sp1ege lir.lg ~ Dienterigevolt:;e 

v·oo1~ate llen doo1'1 een Laurent-

+ ex. " 1 z + ..• m o; ."1 a "2" I 
,,,.,, ' 

L, 

volgt echter volgens 8.9. dat 

ook F z uniform begrensd is op C() h1er·u1 t: p. z = constant . 

c.2 levert dat F z ..... } 0 lar1(~S alle rechten die n1et evenw1jd1g aan 

de imaginaire of de reele as zi 1jn, hieruit vc)lgt p z .·. = O). 

0( - 1 
+ "'? • 

• ..... 
Zodat: F z is van de 

z 

Nu moet nog: Re F z - O langs 1.,ee le en irr1agit1a1re as. 

z reeel levert: Z=X: Re F z 
D( ") I 

RP D<. - ·1 
a 2• I I I ., + X = , .. llS : 

X 

-2 iA en = i C rne t A e11 C reee 1. 

z imaginair geeft: -iA 
• ,_ "' I 2 

y 
+ y 

dus Re F z C 
y 0 waaruit volgt: C " . 0 - . 

Derhalve volgt uit de definitie van F z en llit de eisen voor f' z , 
dat: 

i A.~ , A reeel. 
-

8 .. 1 O 

zodat de oplossingen 

deel moeten zijn van een 

en 8.10 voldoet aan de 

x,y) van potentiaalprobleem P het reele 

analytische functie f z, die volgens 8.9) 
pewone differentiaalverg~el1Jk1ng: 1..;,'_) 

d 
z 

d d + il{ . f z --

1 
-,5 , A reeel, of: 

.c.:. 
z 

A 

z 

Het probleem is dus gereduceerd tot het bepalen van oplossingen 

van de inhomogene differentiaalvergelijking 8.11 , die tevens vol­

doen aan de ra,ndvoorwaarden 8. 6 · en 8. 7 · e.n aan de voor'waardet'l C)p 

en verder dat deze zich op co gedragen 

reee 1. 

We integreren 8.11 eenmaal, wat levert: 

.·• d + 
·Z 

A 
1k . r· z . m,,,, - - ·+ integratie­

constante ·. 

. . o(") • ' ,~} 
..... ! it;,,, ·.• 

. ' op>;; ... . . • ? 
~ .. • ' 

• 
' 
• 



Ve, lgt:ns 

cius Re -i 

8.6 
A 

moet Re 

+ 1 

T' c. I -

i d ' 
- k , f'' z · ~ 0 

-·· 0 waa1·1 uit ,ro ·1 t'J•t· • . .; . . • e, • reee 1. 

Een particuliere r""' rJ l n Cl s ·1n 1 ,* ',. Q n 1 8 1 2 ,.Jt l,..:v . I:'.:> vv \· •. _. 

,; 
• M/ • ls: l \ Z . ~ - -· 

slechts aanleiding geeft tot een 

de algemen.3 oplossing voor, f, en derhalve geen b1jdrage 
~~(')Chte functie . We nemen daarom gemakshalve 
cla t: ! 

-Z 
d + 1k . f·z A 

7 1 
i¾,,J 

A :r~eee 1. -

Alle oplossingen va11 8.13 ,,olcioeri nu al1ton1atisct1 aan (8.6 .. 
Van 8.13 bepalen we de algemene oplossing; de oplossing van 

-ikz r1omogene vergelijkir1g is: f z • ole ol.will.corr1plexe const. 

en teneinde een particuliere integraal te verkr1jgen stellen we 
f z C O!'l st ant( . ·, J • 

z ik Cl(.X; 

dz 
A ikz ::::) rdu s • Al r·• = A. - -t;; J. -~ ~ ·- - .. z 

(~ .... cl L .. \·1aar~1r1 we ala inte,l,r~,:(-
' , L 

00 
tieweg kiezen: langs de positieve imaginaire 

',-6 
cirkelboogje in positieve richting 01n ~ = O, 

as var1af' i oo , dan t:!e r1 

en tens lot te lang:s e-:..) ,, 
straal :t1aar) z z in r1et vierde k1tJ,1.cirar1t •. 

De integraal convergeert in dat 

geval. We nemen nog 

integratievariabele 
als nieuw~ 

it 
-.,µ 4 .. ,. :.a,, , 

K . ' 
• 
' . -ikz -t e 

~~••:11 I ;...,,..,, I , .. ,111,>'ll!Jloii r..n1r ; \111,'.a-.-+,-. ~~MIi<• ;@ ___ ,,,,,w~~..,.,.,,,,,_ __ .. ___ __,,_~,¥••1!:<11"'➔ 
' '· 

wat oplevert: cL... 

zodat weals algemene 

·8.13 vinden: 

- A 

f,.,e,-, 

111r1 f' I 4 

V 

1
•) ·pl o e1 C"' in ti ,, !::;,n .. I, ~ , 00. 0 i;J.. 

waarir1 de integratieweg loopt 

a l.s 111 d.c.~ vo lgi2r1de f it·;·uur ( orr1clc1 t 

k > 0 • • 

(it, 

-t e 
.,-t·•-"· -.,.. 

cl t, 
• 

....,.__,.1¥1..,....,..,.,,,_., ...... ". __ ,,., __ ... ~ .,,,\Cl/4 ,~, .... '" -, .,.. ' ·-· , /' 

Nu moeten we nag voldoen 
Volgens 

df 
z 

.~ df' 
di •• --

•u - A ·. 1 -l)or.to, 

7 ,,;;.; 

en voor z op de negatieve 

aa11 
A - 11-c 1:- z z 

-ikz 

+eo 

--t e "'" 't. '" 

. ; 

'''ll 'l - l t-. • 

dt 

imaginaire as, moet Re 

J· 

df 

. ' 
' 
' 

= Q) 
• • 

t 
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z op de negatief imaginaire as, betekent -ikz negatief reeel, dus 

~ · stukken van+ ex:> 

e-t 
-ikz reee 1 .. De integraal langs de boog is .. \\ i. 

O is 1~ en we lopen in positieve richting 

langs een halve cirkel om t = 0 0 Voorts is - imaginair. z 
We vinden derhalve: 

voor z op de negatief imaginaire as, is: df -ikz 
Re dz ·.;- Tl Ake + 

-ikz · 
+ke .Im~. Teneinde aan 8.7 

,~ 
Im d-. = tl. A. We stellen daarom: 

te voldoen, 

B + II i A, 

moeten we dus nemen: 

B willekeurig reeel 

en vinden zo: alle oplossingen van 8.13 die aan de randvoorwaarden 

8.6 en 8.7 voldoen, worden gegeven door: 
... ikz 

-ikz -ikz ,. .. Be +A e • 11 i -
-t e 

" t" dt 8 .15 
+co 

met Ben A reele constanteno 

We moeten nu het gedrag bij Oen op CX) voor z in het vierde kwa-

drant nog nagaan. Het is duidel jk a e voor z J regu ier~ 

is en dat de integraal daar een logarithmische singulariteit heei\t. 
-ikz Voor z ➔ c,o in het vierde kwadrant is e uniform begrensd en 

Ook 11 -ikz d f 1 9 d 0 a e af ge le iden orr1da.t k ) 0, en e en e a ge el en ..... -➔ 

als l z ·,., 00 langs een rechte die niet evenwijdig is aan de ree le 

as. Voor de integraal gebruiken we de volgende asymptotische ontwil{­
keling: 

-ikz -t e 
"' £ dt .,...._ 2 1T i - i ikz 

e 1 
kz + 0 1 8. 16' 

✓ 

+ 0() 
z 

Deze ontwikkeling bewijzen we niet, maar verwijzen naar Appendix II 

in Stol{~ .... ~~ r39] .. Uit 8.16 volgt: 
• • 

-1kz A e 1f i --

-ikz 

+CX) 

-t 
-
8

-.-.- ell"'- A t 
-ikz e + 0 1 

z 

zodat aan de Vl10rt1Jaa1~cten bi,j O er1 op oa cloor de oplossingen 8 .15 

wordt voldaan. Als oplossing voor het op pag. 19 in a.tot en met eo 

geformuleerde probleem, hebben we dus gevonden: f z n1oet een 

lineaire combinatie zijn met reele coefficienten van de volgende 

lineai1 onafhankelijke oplossingen: 

e -ikz 

-ikz e 

-ikz 

oc 

-t e 
" 13· dt ,_A: J ~f 8 (-, 

• 1 QC)) 

Voor het potentiaalprobleem P hebben weals oplossingen: lineaire 

co,mbinaties met reele coefficienten \.Tan: 



• 

1 x,y 
ky 

e cos lex 

Re 
- -ikz 

e 
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-il{Z 

oO 

-t e 
t dt 

Hier1 in is 

streeks hebben bepaald en 

liere. Uit 8.17 volgt, 

op 1 o s s in i;, d 1 e we a 1 op pa g • 18 1~e <7: t·1 t -

2 de i r1 x = y · ··· o l 1:) gar 1 t hm .1 s c r1 s in J_'.;1 1 -
- ; l< ~,, 

cla t f"' 2 z . z ic t·1 4:_)p oCJ gedraagt a ls ie •· ··-~ ~i 

. -1 kz - TA ~ k~, .. 
Re i-' l. :: ,,, ,y a in k X z o· d '!:l ·t 1~ ... , !"). (')' ·r-· ~ :r:r.J ~ ~ .. · _. . ' ' , . ft~- ~ ·, ,,'.~ '.!,_ f;lf 

lineaire combinatic van 1 <=n 2 ir1derdaad oplc>ssingen voo1" 

x,y;t ver·kr,::gr:;n icunnen wcJrden, clie O{) CXJ r1et karalcter hf::bben 
' 

een vlakke voortlopende golf. 

We bewijzen nu nog het volgende Lerrm1aJ dat we al 13ebruikt hebb•~:r·t 

bij eis d.2 voor f z op pag.19. 
Lemma: Als f z cer1 regt1liere analytisc11e fur1ctie is in het 1ntt1er·1.­

dige van een sector van t1et cc>rr1plexe vlak en - = f{e f~ z · is ·unif: 1 )1,.1r1 
dnf ·. . 

begrensd voor (z. ➔ oabinnen <ie sectcr~ i.an geldt: -- ,,,.t,iO als 
· dzn · 

I z 1---y oo langs eer1 rec hte die n i~::t eveni/Jij<j ig is aan eeri van de 2, ·l. \ -

dt::n van de sector, voor ie<.lere f;ehele n ~ 1. 

wordt f z 
x, y op die c irkE.~ 1 rnet behulp van de f'ormule van Pois~:!or1-Sc! t11.-,i".~ .. r,·t·· , .. 

f z 

C 

+z-2 z 
0 

s-z . r -z 
J 0 

waarbij R zodanig is gencmen, 

ge hee 1 b ir1nen de sec to1,, ~", [i 1 t . 

d-t ~ rn~t 1n1,-g·rJ~r ·van ct·-ct V !:;:' ·. Vt:!'•~ .. ·· ~t-1 . e 
. ~ dfl 1 

Daarui t volgt: c., z = it' r· 

en omdat E.:en reglil ierE.: potentiaalfunctie 

zocla t . ( •1 t I 4 ll ,,, 

c... 

rvi 1 
'""~ ' .. 

',r 'f,$ . ·~ 

(
"t 
,,,. 

in een willekeurig inwendig punt z 

is, ge ldt: 
21r 

cj· tu, c• J ,, ;..,J 

rr1e t M0 c;8l1 
t:;;. 

positieve constante en R d8 straal van een cirkel, die nog geheel 

binnen de sactor, ligt. 11i-er11it volr;t dir'ect orrtdat ··- uniforrr1 be-

[;;rensd op ex) 

, 

: als z.-. c<l langs een rechta blnr1en de st~ctor di 1
:~ 

df 
niat evenwijdig is aan een van de zijden, nadert . z tot o. Omci~1t 
o,:)k zijn er1 deZr3 begrensd moeten ~1.:ljx.i 

dp .... 

R .. ct2f.'ll. 
zen, enz'!/A 

" 

·d7 ·. ' ':..I 
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Tot slot van deze pa,ragraaf nog een opmer1'.:1ng betret~fertdf;f <:it~ 

gevonden oplossing: We hebben gezien dat we nu in staat zijri t:eri 

loss ing voor -,.. x, Y; t te geven, die op o0 het karakter aanneamt; 

van een vlakke lopende golf van willekeurige amp11tuc:le en ·phase. 

Schrijven we deze amplitude en phase op oo voor en eisen ·we dat 

deze golf naar de kust toe loopt, dan is de oplosaing eenduidig 
-

vastgelegd~ Stoker 

hoeken van de kust 

leverden op dat de 

l 39 berekende de oplossing 11oor enige t1cllings-.. ,,. 

\l 

2n met n = 1,2.,15. en de numerieke re.s,.i1ltatt•r1 

golflengtcn en de amplitudes zei~r· weinig verS(~hil.-

len van de waarde op .oo,tot aan punten die ongeveer e,en gol.flengt-e 

uit de kust liggen m8t golflengte wordt de gol!'le;~ngte op co be­

doeld . Daarna neemt de amplitude snel toe en wordt oneindif; groc)t 

aa11. de kust. 1.ogari thmische singulariteit .. Hoe\#<1el dit natu1..1rli,.Jl{ 

in strijd is met de bij de linearisatie gebruikte veronde1')ste1·11r1t:~ 

van 1'infinitesimale 11 bewegingen, is dit niet geheel ~1erwo11der~li~J};: 

omdat we ook hebben verondersteld dat de dieote g:root was t.o.ve 1,:•t~ .. ,_ 
. ~ in de buurt· van de 

kust een andere methode n1oeten volgen. Stoker berekent daar een c:>f)-· 

lossing m.b.v,, de shallow-ivater theory. Het voert te ver., h1~er, tr1::111~:i 

dieper op in te gaan; men zi2 de inleiding pag. 4 en 5 van het 

artikel van Stoker. 

9. Een voorb<::e ld van de methode ~.;an H•2! ins. 
----~~-~-~-~-~-~~~~-~~~~~~-----~~-~-~~ 

Als voorbeeld behandelen 
een cindig diep kanaal e 

Zle 

v1e: Het dri2dimensionale dc)kproblaG,m l:11·1 

Heins 15 . Dat komt volg~ns de geg8ven 

theo1'lie dus neer op 11et volgende ran<jwaardeprobleem: 
0 " 

111 L. .,.. :=·-= O , m re e e 1 

voor -a f: y f O, - oo <. x 1... (!JC 

met randvoorwaarden: 
• « """" .,,.n_., e I> 1 I ll!o.'111!r>t hid! J .,,__.,.,,,__ .,,,m !M\'sil f'<s>•l<i!O¥ ·- Ii ; ' l••-­-·--"-•--~'"''~YJ,, -~-~,,.J:----~ 

• y 0 

. . y 0 

' y k 

Vo a r-v"'\ + -.A. Q I'') ... or y=-·· ,-~<xz.. ,.,,_ .;,,•c. 

voor y 

k > 0 

,,.RO, x<O 

voor y = 0, 
x>O 

( • I . 9 '-:(. 
. .., 

9 j . 
• I 

We behandelen het vindex1 va,n de oplossing r1iat in exter1so, mi1,1.1i 

verwijzen voor theoretische beacho·uwingen e .d. naar l1et bovenge1,.10\.:~1~1c1.".: 

artikel van Heins; wij geven a,leehts de directe loop van de 01-11.os­

sing a,ar1. Daartoe bepalen .,,,e eerst een ai~eense fl1nct1e, en wel een 

voor een analoog randprobleem, eehter tnet n1et-gemengde randvoorwaar..­
den. , De, randvoorwaarde langs y = O in or1~, ge.:\ra l. noerrit me11 een ge­

mengde randv.oorwaarde, omdat v~oor x ) O t?n x < O verschillenc type 



randvoorwaarden gelden, nl. 

en een van de tweede soort . 
respectievelijk een 

1
"' x ·y·x 1 Y' u '' , j 

die V()lcJ.(.Jet aar1: 

D • 

in hr::i t l'~). 'll1 t- ,, · = .,.. t 
""" t: \. ... " "~ , h J :1 '¥· 1 ~-· = y • 

() " Ir1 G Zich. als: 

C • 

d. 

V()Or y 

Voor 

G y 

y 

o. 
Opmerking: 

o., 

- a, 

Voor de 

leidt echter tot 
integraalvergelijking. 

~ 
t "" · .. {X-X. I.·· + 2 

= 0. 

ra.nd V()OI'lwaarcli;~: 
. . . 

<le 

Een functie clie aan deze ei~1en \'1~)1.c1oet, t)e~~it bir1ner,1 cie stri·f:) ":ic.· 

volgende ontwikkeling: 

G x,y;xt,y1 
0,0, f 

--

'ttlllt ti., . - . , 
"'"' a 

•. x-x f 

n .... C) 

•• ae sommatie betekent, dat de coefficient voor n=O ver-

Greense 1-.unc tie bv. 

g ·1 e 1 c hun , ·i• 
..I. . 0, D Ma .. t· 11 ~ T ·.::::. r 

• • . I l • V t., • , 

por1eren 9-7 is 

deze functie 

1 ~ z Jn: 
en r1iet, van 

2~icr1 voor x '>) }~ 1 

.x-x 1 

Het doel is voor het 
'!'"·en l:\. ... . , 

I ~ 

)le 

, 'T i··~ 1· "" 1 Vu • C vJ lj 
eenvoudig om na te gaan dat , . .., -..,;;; 

7 1'' -,,·-r·-t·ue~··1· IJ·e-1·~" r,~ ·b-LJ C t:: V I;; . . l ' . . C: ' l ' ..... ,t l .;::;;i . • l,,J , .. :: .) L"".' -

plaats dat G slechts een f'unctie 

x of x 1 afzonder'lijk en 
lrr'l ·x•-Y ·1 · t ·1·~ j i • JI l:.. geGraais as e · 

~l11 cie tweede plaats 

die lo ga ri t hmi SC l:1 s ingu 1 ie Iw' is in X .,,,.M ~"f ...... 0; ~:ie 2,e_ ·twee ~~even (ia11 

lineair tsecombineerd lot::1ende gt')lven op c,(J ~voc)1··~ 

Omdat dus overal ir1 de strip reg·ulit:r v-,or·dt. aru~ger,ornen, volgt, 

uit de eisen v,:>or G, 11a toepassing van de t)el<er1de stellirig v,.111. Gr~e,,::;r1 

(){) de rechthoek: - 1. f x f + O., --a f y f O, dat: 
• 

. x· ,.y·. ~-.. i hi •• G ·x y X 11 ·y• ' . 1f! ' '' i 
' .. , . , '. , .. - . xi 1,, 

·.· J ,J 

G 



• 

• 

-·~b - • 

.. waar1n: 
ds 1 = lijnelement langs 

betekent differentiatie langs de• normaal naar buiten. 
Dit is eenvoudig af te leiden door de stelling van Green toe te pati-

sen C)p g~ebied: 

- s I 

• 

waarbij men rekening rnoet t1ouden ntet het logarithmische gedrag Vlir-1 

~ . 1 Gin x,y, zoa s voorgeschreven in 
.,,,-

9 f_ 

• 0 .• 

We laten ~ dat .x.. y zo sterk naar O Ilc:i-

dert voor x )~0, dat de integraal van tot tot O nadert 

-➔~ - • Dit is dus een extra voorwaarde voor i ; voor een uit-

voeriger discussie, zie }Ieins 0 De ir1tegraal van· -1,-a tot -1,o 

levert geen bijdrar~e als 1 -?06,1ar1wege het gedrag van G op 0() • 

Maken we verder f~ebruik ~van de randvoorwaartien voor .,,.., e11 v·an ell(: 

voor G, dan volgt direct uit 9.8: 

k G x.,y.,x 1 .,o. x ' , o dx r • 

t 0 

Laat nu y to, dan kan men aantonen dat men volgens 9.9 in de 11-

miet verkrijgt: 

X 0 , k G x.,c.),x 1 ,o .. x1., o dx, c1····· ···i• , ·, . • u 
·~ 

0 
\-le hebben dus een integraal·ver,gelijking voor ""'·x,o ver¥~ret~er,1, et .. 1 

deze is van het Wiener-Hopf type, d.w.z. een integraalvergelijking 

van de gedaante 

K~x-y. f.y·· dy 9 .11 

0 

waarin de kern ex11oner1tieel afneernt voor grote Ix.·•. rlit~r 
-, " .. -.-~- "" · .. , . . . ~l .. . . . . . .l,,, .. l, 'bli. jkt t + 

belang van de eit~enschap dat G alleeri een furictie is van . ·· x-x t ·. • VC>OI"' 
-

• 

tte theorie van de::~e 1ntegx~aalvergelijk1ng<~n verwiJzen we naar · 32 e11 
• .. ··voor de oplossing van .·9.10· naar het .meergenoetnde artikel v'an Heins. 

Het idee van cle methode van Heins is thans wel voldoende r1aa1"vor~e1,·1 
' 

• 

'."~.c:t)racht, e11 de 01:)lc)ssing van ···9·.10••·• is ve~er·een rakentechn.iscr1e 
l·:\.•,re~3t·ie, waar-avoor mer1 de bE:?staan<le th.eerie over Wiener~H.op:f ve1~gel:lj·~ ... 

. ' . . . 

"' " t ' 1·4, t D 1 · · 'i · ., · a ti't· 11 · t a~ b'· · r· ''I,' ·1· · l, · ·v· ~ ~ h /"1\1!'1\li"\' 1· £1t v.Q l{ ·11-1 ~ 1: E: n t .. t.:: r·1 c·.1 l ,:~ n s . c· r1e e • · e C) p o s s . ?lti m;f ~K o~ · .·• .. · ~ · ~ ·. · ~~:. ~v,i,,~ . QA-ti 
.._ . 

. . . 

F<~)l,,t1~iertr·1 c·:tn~.;1·orr.1a tit:·: ( oak La1)lace tr,ansforrr,a.tie kan d1.i(t1-1j.ls tot ee11 ··. :, 
' ., . --·· ,• 

- - . ,.-.' . ' ,- . . ~ 

- '·-.; . :' . . ' ' 
. ' . ' 
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van de kern, imrners: de integraal is van het convolutie-type en laat 

zich dus eenvoudig transformeren. 

We merken hier nag op, dat de oplossing die Heins verkrijgt, zeer 

gecompliceerd is, maar zich wel leent voor numerieke bewerking. 

, 

• 

• 

• 
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