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52, Ontwikkelingsstellingen in de Hilbert-ruimte L.

In de § § 2-5 zullen we gebruik maken van de terminologie van de

complexe Hilbert ruimte Lo. Met convergentie van reeksen wordt steeds
semlddelde convergentie bedoeld en twee functies fq(x) en fe(x) heten

* T , o * D
"pelijk" als }}fq(x)wfg(x)&\ “Slfq(x)mfg(x) | © dx = 0.

Stelling 2.1. (Paley en Wiener |1}, Sz.Nagy LEJ )

Als 1°. het stelsel {un(x)g , Nn=0,1,... volledig en orthogonaal 1S
in L?(d,ﬁ),
2%, het stelsel &vn(x)% , n=0,1,... zodanig is dat voor ieder
eindlig stel coefficienten N PERRRLEN geldt
g 2
N2 N2 }é"
s oa v . (x) £y (5 18l (2.1)
)‘wa “n 'n — &j (L ) )
nqu nqu
met 3/ C 1,
dan bestaat bij iedcre functie f(x) & Lp(d,ﬂ) een eenduldig be-
paald stel cocfficienten As8as o zodanig dat > (an\géuo@
N=0
oo
en f(x) = éja a_(u (x) + vn(x)) (2.2)

(in de zin van gemiddelde convergentic in Lg@xﬁﬁ))e

Bewil s

oo il ] A28 s cen willekcurig stel coefficlenten waarvoor geldt
5 2 : a
_ \a } "< oo . Dan bestaan de functies a(x) en b(x) € L (x,p) gedefi-
N=0 | '
nicerd door
Rl
\\ r
a(x) = / a_ u_ (x) (2.3)
n o n
N=0
L
b(x) = 2 a_ v (x) (2.4)
n n
N=0
De functie a(x) bestaat volgens de stelling van Riesz en Fischer en
we hebben e 1

L~ - E
L } S \f-‘:-) (2"5)

(5
.
}
D
I
Q
O

(a,(x), u (x)) = a_,  1=0,1,... (2.6)
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leit g(x)m  (Eﬁ3 iﬁvg Tricom
Omgekeerd vormen ook de

dig stelsel,

Lets dergeli OOK VOOr

prmerking

%

'hi P e % - P I
‘EPE %kg fk? 3 ;r ' Eﬂg .
:ii-_,._ ol #?? 3 ‘___.:_ N .

Men kan bewljzen

val van stelling 2.1 bestaan

We weten T) een

fﬁtﬁajﬁi
cooinus~coefficienten ch

nlg

dus uniform onverpeepﬁ'VOOPiﬁéﬁfé”?. Voor de
lantste slechts als f{@) = {m) = 0.

Tets derg
otelling

clijks hebben we hier ook

ﬁﬁ
AT
A

Y

Ty
T
Mo

Rt

(5.3)
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We merken op dat voor ¥ 1<1 (Rem <1/4) stelling 6.2 het eerste
2
< O )

_ #

&

deel van stelling 2.2 omvat (bijna-sinus-rceks, ao=o, Zf(anl
Voor 1y > (1/4 < Re m ¢<1/2) omvat stelling 6.1 het tweede deel van
ctelling 2.2 en ook stelling 5.1 ("gladde" functie, bijna-cosinus-reeks,
:z?to;éo_, ) ne \an\ecoo),

De andere resultaten vallen buiten het kader van de vorige stellin-

zen., Stelling 6.1 zegt dat de convergentie van een bijna-sinus-reeks

kan worden verbeterd door een nulde term toe te laten; terwijl ulit stel-
ling 6.2 volgt dat we bij een bijna-cosinus-reeks steeds aomo Kunnen
Klezen, zij het dan ook dat voor IXD’} 2 (anj s divergeert, Hier

nlijkt dus duidelijk dat begrippen als volledigheld en afhankelil jkheld

van de functlies sin nx;+k*’cos Nnx nauw samenhangen met de convergentie-~

clsen die men stelt.

Stelling 6.1 kan worden bewezen door invoering van de functie

|

(Q(z) 1%;6 aL e'? die de volgende eigenschappen heeft:

19, (p(z) is analytisch voor -7 < Re z<7, Im 2> 0 en continu tot op de
rand van dit gebied:

2O.£f(z)*a const. voor zZ= oo ;

BO. Lp(z) 1S periodiek: l{’(y%— '7:*:3“‘_) mtp(y--’iri) s V=203

49, voor O ¢x «m geldt

e'h_i/&tf?(x) - e Tj”uéf) (-x) = 21 cos T f(x).

Met behulp van de conforme afbeelding w= - cos z en de door Muskhe-
lishivili (|71 , specianl Ch.10) gegeven methodiek blijkt dat hierdoor
de functie (P(z) cenduidig bepaald is. En als f£(x) "glad" is dan wordt
het gedrag van de coefficienten A bepaald door het gedrag V&ﬂz?(Z)
bl1J z=+1 dat betrekkelijk eenvoudig te onderzoeken 1is.

De overgang naar stelling 6.2 wordt gegeven door de ontwikkeling
van de constante functie f£(x) = 1 volgens de voorwaarden van stelling
O.2. Beschouwen we de functie

®(z) = ctg mMU (1-e TIA (tg Ez) M)

i inz
=y_ a,_ e
d

| Q!
(omdat ¢ (z) - O voor z= 1ieoo 2zijn alle Fourier-coefficienten met
n<0 nul), dan is voor O £x <« 7

O ~ )
> a, sln nx = cos T ltg Ex ) (6.5)
N="1

e Zf% a, COS DX = 1-cos T4 (tg 3x)= $6.6)
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en dus 1 = %;—;} a_(sin nx + Ycos nx). (6.7)

Uit (6.5) leidt men eenvoudig af dat hier

1+2 /4
2
a_~ S (=) cos®ra [(1-24)n

P e

H

~ 42 a4

Stelling 6.2 wordt nu eenvoudlg uit stelling 6.1 verkregen door de con-

stante term van de laatste volgens (6.7) te ontwikkelen in een reeks
met n o> 1.

De behandeling van het geval dat de getallen g% niet constant zijn
doch een 1imiet£y hebben, sluit bij het bovenstaande aan. Voor de toe-
pagsingen 1is speclaal van belang de vraag naar de voorwaarde opdat van
de "sterk" convergente ontwikkeling van het type van stelling 6.1. de
nulde Term a . nul 1s. Hiervoor is nodig dat f(x) orthogonaal 1s op een
“ekere functle g_(x) (vel. §U4; als Vo= dan is g _(x) = (tg 1x) 1.
Men kan voor go(x) ecen 1integraal-vergelljking opstellen waarvan de keprn

onder zekere voorwaarden voor de getallen J/'n“ J/ een Fredholm-kern 1is,
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