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Warmte-overdracht 1n een giletblok

1. Inleiding
Aan het Mathematisch Centrum werd de vraag gesteld een wis-

kundig onderzoek te verrichten over het gedrag van een stalen gilet-
blok in de volgende drie fasen onmiddellijk volgend op het glet-

proces
L afkoeling in de vorm,

IT afkoeling zonder vorm,
ITI egalisering.

In wezen betreft het hier een warmtegeleldingsprobleem dat
beschreven kan worden door een partié€le differentiaalvergelijking
met zekere randvoorwaarden. De hierbi]j voorkomende moeilil jkheden
zlijn deels van mathematische deels van fysische aard,

De mathematische formulering van de randvoorwaarden vooronder-
stelt een julste kennis van wat er zich aan het oppervlak van het
blok afspe~lt, b.v, de invlioed van straling en convectie. Zodra de
elgenschappen hiervan bekend zijn kunnen de desbetreffcecnde diffec
tliaalvergelijking en randvoorwaarden opgesteld worden. De mathema-
tlscne uliswerking is in het algemeen slechts mogelijk door gebruik
te maken van een grote eclectronische rekenmachine. Het is hierbij
wens2llijk het probleem tot een tweecdimensionaal probleem te ver-
eenvoudigen (staaf met een rcechthoekige doorsnede). Dezc methodc
wordt o.a. gevolgd door Sarjant en Slack.

L2 essentille mathematische moellijkheid bij dit soort proble.
men 18 het optreden van cen variabel scheildingsvlak tussen twee

gebleden, de een vloelbaar,de ander vast. De wijze waarop dit front
zich bkeweegt, zodanig dat b.v. bij stolling het vaste gecbied zich
ulcbre ' dt, 1s a priori onbekend en is zelf door het probleem be-
paald. ’roblemen van degze aard treden veclal op bij faseovergangen
als swelten, stollen, kristallisatie, en heten Stefan-problemen
naar de eerste onderzocker.,

Slechts onder zeer vereenvoudigde aannamen kan men met behuln
van de analytische hulpmiddelen van de wiskunde enig inzicht ver-
krijgen. In 8§ 2 wordt aldus het klassieke probleem van Neumann hog
€eens behandeld. In feite wordt hierbij het blok vervangen door een
planparallele plak of een halfruimte, hetgeen neerkomt op een reduc-
tie tot een ééndimensionaal probleem. De randvoorwaarde bij het pro
bleem van Neumann is dat de temperatuur aan de wand plotseling ver-



-

laagd wordt en verder constant wordt gehouden., Ondanks deze kunst-
matige randvoorwaarde geeft het probleem van Neumann het aantrek-
kellijke resultaat dat het grensvliak met de wortel van de tijd voort-
schrijdt, hetgeen in de practijk vrij goed schijnt te kloppen. In

@ 3 behandelen we een ultbreiding van het probleem van Neumann,
waarblj de warmtegeleidingscoé&fficiént een functie van de tempera-
tuur 1s. De oplossing van dit probleem is aangegeven door de heer
M.L. Potters van het Mathematisch Centrum. In Q I behandelen we een
generalisatie van het probleem van Neumann, waarbij een willekeu-
rige randvoorwaarde gekozcn is, Dit komt dus er op neer, dat van
het gletblok slechts een zijvlak bekeken wordt. Mathematisch 1leidft
dit probleem tot cen integraalvergelijking welke redelijk hanteer-
paar is, d.w.z. dat er een analytische benaderingsmethode mogeli jk
is en dat een numerieke oplossing met betrekkeliljk eenvoudige hulp-
middelen kan worden ultgevoerd. De essentié&le beperking van deze
methode is dat slechts één dimensie beschouwd wordt. Ien tweedimen-

sionaal model vereist daarentegen, zoals boven opgemerkt, het ge-
brulik van omvangrijke numerieke hulpmiddelen,




2. Probleemstelling

We beschouwen het model van een halfruimte x >0 welke op het
begintijdstip t=0 geheel uit vloeilbaar staal bestaat waarvan de
temperatuur T Jjuist de smelttemperatuur Tm is, Aan de wand x=0 gaat
warmte verloren volgens een of ander principe, hetgeen ultgedrukt
kan worden 1n een zekere randvoorwaarde van algemene aard. Ten ge-
volge hlervan tTreedt stolling op en wel zodanig dat het vaste ge-
bied zlch ultbreidt in de richting van de positieve ¥X-as. Nemen we
aan dat op zeker ogenblik het gestolde medium bepaald is door
O<x <X(t) en het vloeibare medium, dat dus steeds de stollings-
temperatuur T =~ bezit, door x> X(t), dan vindt aan het front X(t)
warmte-productie plaats ten gevolge van de vrijkomende stollings-
warmte .

Mathematisch wordt het probleem beschreven door de parti&le
differentiaalvergelijking in het gebied 0 <x <« X(t)

|

2 . 2T o™
(2.1) s 1 K(T) 35§ = pe3p s

en de randvoorwaarden

(2.2) x=0 =% + al + b = 0,
(2.3) x=X(t) { T =T,
i oT dX
Ksx =Pb &

De beginvoorwaarde is tenslotte
(2.4) t=0 X = 0.

De randvoorwaarde (2.2) is zeer algemeen en kan op verschillen-
de uiteenlopende fysische situaties betrekking hebben. De grootheden
a en b kunnen hetzlij constanten hetzij bekende functies van de tijd
z1ljn, In het algemeen moeten zij van te voren experimentecel of semil-
eXperimenteel bepaald zijn.

Ter wille van de eenvoud en ook om dc¢ methode gemakkelil jk te

kunnen demonstreren beschouwen we i.p.v., (2.2) de eenvoudiger rand-
voorwaarde

(2.5) T=T {1-f(t)},

hetgeen will zeggen, dat het temperatuursverloop aan de wand x=0 be-
Kend 1s verondersteld.
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De randvoorwaarde (2.3) drukt uit dat het front X(t), dat
zlch in de Tijd dt over een afstand dX verplaatst, in die tijd
een hoeveelheid warmte wvan p LdX per oppervlaktc-element produ-
ceert.

We nemen nu aan, dat fsc en L constanten zijn en dat K
eventueel nog lets van T mag afhangen. We vervangen nu T door de

tieuwe variabele

(&,6) Vv o=

2
(2.7, r &V - 2V
me g ax2 ot
(2.8) « = K(T)

P
Nu 1s ehter < een functie van T en kan dus ook opgevat worden

als een functle van v, Volgens Carslaw and Jaeger 8§ 1.6 I mag men
echter x in 2.7) met een gerust geweten door een constante (ge-

(

middelde vervangen, aangezien de varlabiliteit van K primair door

(2.56) tot uitdrukking kan worden gebracht.
We zallen r=t ons nu maar gemakkelijk maken en ook K constant

nemen (zile 2chter § 4). De dimensieloze variabele v is nu

(2#9\ V::/lm-—-----.

~€ randvo rwaarden luiden ultgedrukt in v als volgt

:2.’10) X = O Vo= f(t),

X(t)j VvV = O,

OV X
“5%x Tdaz = O,

(2.11) X

|

waarbil] e de volgenae dimensielcze groep voorstelt

L
3 S

I

BlJ de te maken numerleke toepassing gebrulken we de door de "Hoog-
ovens' verstrekt: gegevens betreffende een staalsoort



7 7.3 (gm)/(cm”)

C 0.15 (cal)/(gm)(°C)

K 0.07 (cal)/(cmj(seo)(cb)
< 0.064 (cm®) /(sce)

T 06 (cal)/(gm)

T 1530 e

Hieruit volgt dat jy = 0.287.
Voordat we de discussie van hct algemence geval vervolgen zullen we
eerst het clementaire geval beschouwen waarbij f(t) een constante



3., Probleem van Neumann

Ter wille van de duildelil jkheid herhalen
matische beschrlijving

(3.1) O <x <X(%) RBZE“E*%:
oX

(3.2) x = O v o= v,

(3.3) x = X(t) v = O

we nog even de mathe-

Het blijkt te gelukken een oplossing te vinden waarbl]j v slechts
van de combinatie p=x/2 Vkt)afhangt. Deze oplossing is

(3.4) vV =v_ - A erf —2

O Vet

waarblij A een nog nader te bepalen constante i1is.
De functie erf (error functie) is gedefinicerd als

(3.5) erf z = 2 jﬁ e gu

We merken even op dat voor kleline waarden van 2z

(3.6), erf z = fi-(z* %-23+,.,)j
en voor grote waarden van 2z
2
) f 1 E:im-(q 1+
3.7 erf z = 1 - (g -
( \/'ETJ 4 223

De oplossing (3.4) voldoet aan (3.1) en (3.2). Uit de eerste voor-

waarde van (3.3) volgt

(3.8) A erf 2 = v

We kunnen dus stellen

(3.9) X(t) = 29 Vi t .

Dan 1s dus

(3.10) A erf g =V
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Uit de tweede voorwaarde van (3.3) volegt in verband hicermee

2
(3.11) Ve qged erf<q::vo/1’.

.

Hieruit kan dus bilj gegeven V de waarde van g gevonden worden.
We hebben dus als oplossing

2
(3.12) { VA V. mg/\/‘rcqeq erf p D < g

\Y

|

O D >qg

i

Enkele waarden van het linkerlid van (3.11) volgen hieronder

3
-

q Vrger erf g
0.4 0.35064
0 .45 O.464L
0.5 0.5205
0.55 O, T7H32
0.6 0.9205
0.65 1.1286
0.7 1.3727
0.75 1.6593
0.8 1.9956

Bij wijze van numerielke toepassing leidt een wandtemperatuur van

T.= 1200° tot v_=0.216 en g=0.55. Uit (3.9) volgt dan dat na b.v.
10 vur het front zich bevindt op een afstand van 53 cm van de wand,
Voor de totale hoeveelheld uitgestraalde warmte per oppervliak-

te~eenheid Q(t) in een interval t vinden we gemakkelijk

T
- 2T
Q(t) = gﬂl\ (5§Jz%f =
(3.13)
:-—\7% J’JC ATm\[Rtm

I

2
2p L o e? Vit

In bovengenoemd voorbeeld is dit 35 (kcal)/(cmz).
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4, Generalisatie van het probleem van Neumann
We beschouwen nu het probleem van Neumann waarbij x van de
temperatuur T afhangt. Indien we de substitutic (2.6) uitvoeren

luidt het probleem nu

2

(4.1) O <x <«X(t) < (v B—%:%%j
X

(4.2) x = O Vo=V,

{ v = 0,
dV ad X
K,(O)_-:: +{a*€'~m O,

r
&

(4.3) x = X(t)

Volgens een opmerking van M,L. Potters laat ook dit probleem een
oplossing toe welke van de comblnatlie u:x/Q\f% afhangt. Stellen

we v=v(u), dan gaat (4.1) over in

2
d~v dv _
(L"’L[-) K—(V) ‘5{1-2- + 22U a“a- = 05
met de randvoorwaarden
(4.5) u = O Vo=V _,
" { dv
ﬁ(O) a“ﬁ'“gé/um -

Hierbij 1s uiteraard umlvoorlopig cen onbekende constante. Inte-
gratie van (4.4) en (4.5), (4.6) is in principe mogelijk en hier-
door 1is umook bepaald. Tenslotte volgt het front ult

(%.7) Z(t) = 2u Vt.
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5. Reductle Tot een integraalvergelijking

We vervolgen nu wecr het hoofdprobleem, d.w.z. de vergelijking
(2.7) met de randvoorwaarden (2.10) en (2.11). In plaats van (2.10)

Kan ook een andere voorwaarde gekozen worden. De methode blijft
echter dezelfde., We stellen nu

(5-/]) V = V

1 1T Vo

waaﬁbij'vq de temperatuursverdeling aangeeft bij afwezigheid van

het stollingsproces en waarbij Vo de tempcecratuursverdeling aangeeft

Ten gevolge van alleen het vrijkomen van de¢ stollingswarmte. Voor
x=0 1s dus

(5.2) v, = £(t) en v, = O,

De oplossing v
Men hecft

4 is elementair (zile Carslaw and Jaeger p.03).

5 0 X2 *}&2
(5.3) v(x,t) = TE'L/ £(t- * ~)e " du

X

>kt

of ir diets andere vorm

3
C - = 2
(5.4) vq(xjt)=m-X: Jf f(n)(t-2n) “expe —X  da
D\ K, O q—&(tw'ﬁ)

Indien f(t) een cenvoudige functie 1s (zie Carslaw and Jaeger 1l.c.)

leidt (5.3) of (5,4) tot een betrekkellijk eenvoudige uitdrukking.
Is in het bijzonder V=V dan reduceert (5.3) zich tot

(5.5) v, (x,t) = v_ erfe -,
L © 2 VKT

waarbl/]

(5.6) erfc z = 1 - crf z.

De oplossing van het tweede probleem kan eveneens gemakkelil jk
gevonden worden., We maken hierbij gebrulk van de elementalre oplos-
sing I'(x,t) behorende blj een momentane puntbron op de plaats x=0
op het tijdstip t=0 nml. .

|
(D

(5.7) E(x,t)
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Volgens Carslaw and Jaeger p.262 en p.293 is de oplossing

C
(5.8) o= =1 [ [E{x- () ton] E{x+x(n),t-2}] X' (2)an

Deze oplossing kan geinterpreteerd worden als de som van de bij-
dragen van de warmtebron aan het lopende front x= X (t) en van een

tegengestelde t.o.v. x=0 gespiegelde oneigenlijke warmtebron bi]
x=- X(%).

Tenslotte stellen we de voorwaarde dat aan het front x= X(t)
aan v=0 voldaan moet zijn, derhalve

(5.9) v,l(X(t)ﬂt) + v (X(t),t) = O.

2

Denken we de uitdrukkingen (5.3) en (5.8) in (5.9) gesubstitueerd
dan ontstaat een integraalvergelijking waardoor X (t) bepaald is.

De oplossing van deze integraalvergelijking 1s in het algemeen
slechts met behulp van numerieke hulpmiddelen mogelijk. Toch kan
men er langs analytische weg nog wel enige resultaten aan ontlenen.

0!

In de eerste plaats gaan we nog eens na wat deze methode in het
gevel van het in § 3 behandelde probleem van Neumann oplevert.
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6. Discussie van de integraalvergeli jking

- A e . PN ins. N P i,

Indien f(t)=v_ volgt uit (5.3) onmiddellijk

2th’

(6.1) vq(x,t)zmwﬂjenﬁﬂz

Stellen we

(6.2) x = 2p V xt X 20 V kT,

dan volgt uit (5.8) na een elementaire herleiding

1 . 2
(6.3) me_ﬁig_j{exp-—pwaq\fu) _exp-—-p-i-qxfu) }_,___9_3______‘
2 oVE & 1-u - Ju(1-u)

Het rechterlid van (€.3) kan uitgedrukt worden in error-functies.
De volgende methode leidt snel tot het doel. Uit (6.3) volgt

4 =P errc o] indien p< g,

}
|
AV,
S
30
D

I

(6.4) {

= 2yq e? P erf g indien p > Q.

Aangezien v2-%~o VOoOor p — 0 volgt na integratie van dit resultaat

. 1 D |
(6.5) Vo, = mmEqugﬁl erf p erfc g VOOr P < Q,

~TC quezq erfc p erf g VOOor p > Jd.

Het bovenstaande resultaat is reeds in 1929 door Lightfoot gevonden,
overigens op vrij ingewikkelde wijze (zie Carslaw and Jaeger p.293).

De integraalvergelijking (5.9) wordt met X(t) = 23Vt nu
1 2
(6.6) v, erfc g -2 yqge? erfqg erfec q = O,

hetgeen inderdaad equivalent is met (3.11).
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We kunnen van het bovenstaande gebrulk maken om een schatting
af te leilden van de snelheild waarmee het stollingsfront X(t) voort-
schrijdt indien f(t) een willekeurige functie van de tijd is. Bij

wijze van 1llustratle kiezen we het geval

1
(6.7) £(t) = at®.
Volgens Carslaw and Jaeger p.03 is
]
Lo -
(6.8) v (x,t) = a(xt)® 1ierfc 5
| 2Y kt
waarbi]
-
(6.9) 1 erfc z dgfrt"z e™® - z erfc z .

Deze oplossing kan ook geinterpreteerd worden als te behoren bij
een constant warmteverlies per oppervliakte-eenhcld aan de wand x=0.
We maken nu de hypothese dat K(t) ongeveer met de wortel van de

tijd toencemt, d.w.z.
(6‘40) X(t) = 2qVrt,

waarplj nu g weliswaar van de tijd afhangt, mear overigens tocnh
welnlg van een constante afwijkt. Bij de integraalvergell jking (5.9)

i8 de eerste term exact

1
(=t )2 ierfc q.

)

0

(6.11) v,l(}{(t),t) —

De tweede term is in eerste benadering, nml. g constant, volgens

(6.6) gelijk aan
: 2

(6.12) Vp( (t),t) = -=2yq e¥ erf g erfc q,

zodat dus de integraalvergelil jking benaderd kan worden door

1 2 .
(6.13) a t2ierfc g=y qe? erf g erfc q.

We vatten nu g weer als een functie van de tijd op welke door (6.13)
bepaald 1is. Aldus vindt men een tweede benadering van g en dus van

X(t).
Onderstaande tabel geeft de ultdrukking

L 2
(6.14) Q =Tw=Q e? erf qerfc gq/ierfc g

Vvoor enkele waarden van q.
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0.4 0.8083 0.6573

0.45 I 1.034 1.175

0.5 1,423 | 2,024

0.55 | 1.836 | 3.37

0.6 | 2.338 | 5.L66

0.065 2,947 | 3. 084

O.7 3. 683 ‘ 13.56
MetT behulp van derze tabhel kan mnon geomakkelijk een grafiek samen-
stellen, waarbij o teron = 82 (,V“zt uilitgezet 1o, Het blijkt uit dez=

[l e takl

cencierins drc, o7gez.n van kot begin, g slechts weinig met de

tijd toenceml, hetocen in cverecconstemming is met de veronderstel-
ling welke we bij heot ~fleid~n van deze beradering gemaakt hebben,

s
Kiezen we ter i1l at=atie am‘mﬂeg’ of
. .k
(6 o /l“,)) Vo= Q.0 .20 (JG in U_Pen) P

zoda”, met een boointemperytuur ‘I‘m = ’15300 de tempcratuur van de
wani na 10 uur ongevecr 730° bedraegt, dan volgt ult de grafiek
dat 1. d~z2 10 uur he’ fiont zich op ongeveer 64 ¢cm van de wand
bevisdt., Uit cde2oc twende denadering volgt dat het stollingsfront
enigezins sneller dan met een V T-vet voortschrijdt, hetgeen ook
wel a priori duidelijk ir omdat de oppervlaktetemperatuur steeds
lager 1s (verg.grafick 1).

-t verfigron van deze bonadering zal hieronder beschreven
worder , Evenwel verelst dit proces 7= berekenlng van ecn groot 2°n -—
tal integralen hetgern 11leen receliik uitvoerbaar 1s met behulp
van e¢n electrcnische " »2lrenmachine. Op het ""thematisch Centrum 1s
dit be 1nderingopreces etest en brulkbaar bevonden, Lchter is het
onder: 5 < in deve fasc stopegezet in verband met elders gevonden
recsultaten.

2 beschouwen ncxmas=ls het oorspronkelijke probleem met de
randvcorwaarde (2.10) waarbij £(t) een willekeurige functle van de
tijd iz, BljJ de proefberekening 1s hlervoor ecn oOns door de HooOg-

A——

c7ens tor beschiklzirne cnstelde grafiek gebruikt. De integraalver-

LD

g2lijbing (5.9) scarijven we in de vorm

(6.16° v (X(8),8) = —v,(X(t),t).
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In de eerste plaats vervaardigen we een tabel of een reeks gra-
fieken van vq(x,t) als functie van x en t. Dat vereist een a2antal
numerieke integraties met behulp van de voorstelling (5.4). We

hebben hierboven gezien dat deze ececrste stap overbodig is indien

f(t) een eenvoudige functie is omdat dan v.(x,t) door een een-

voudige analytische uitdrukking voorgesteld kan worden. We nemen

nu als eerste benadering voor X(t) de formule (6.10) aan waarbi]
g constant is.

Het rechterlid van (6.16) 1s nu de eenvoudige uiltdrukking (6.12).
We kunnen de betrekking (6.16) nu gaan opvatten als een impliciete
bepaling van g als functie van t. Aldus ontstaat een tweede bena-
dering van X(t), waarbij in de voorstelling (6.10) nu g van de
tijd afhangt. De volgende stap bestaat hierin om de tweede bena-
dering van X(t) te substitueren in het rechterlid van (6.16).
Eechter moet nmu ook dit rechterlid door numerieke integratie met
behulp van (5.8) bepaald worden. Kennen we dit rechterlid als
functie van de tijd dan levert gelijkstelling met het linkerlid

-

een volgende benadering van X(t). We kunnen dit proces beschrijven
met

(6.17) R B S N R E S IR

o s I o o
waarhij X( ) de n° benadering is.
We hebben rcdenen om aan te nemen dat de tweede benadering reeds

voldoende betrouwbaar is. Een numericke verificatie van dit ver-
moeden 1is niet meer tot uitvoecring gekomen.

—




¢ | X(t) = 2qV kt

q

Nneede .
hadering)

0.8 |

0.6 | e

0.4
0.2
k — 1 _2 — : I — e e L
’ | 0 0 [ . J ’“lwmmm9~1tadx ~t
. a L
Voortschrijden van stollingsfront X(t) bii oppervlaktetemperatuur é&.: 1 - 0.162t2
L

m

crafiek
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