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‘Fundamentele oplossingen van de Klein-Gordon vergelijkine

door

E.M. de Jager

1. Inleiding
In de veldentheorie speelt de vergelijking
(1 -n) @ (x)= = & (x) (1.1)
met  » 2 2 2
E3w=f:§'+ ELQ e ﬁLg» een belangrijke rol.

q 3%, &xB axb
Hierin zijn xq,xg,x3 de plaatscoﬁr@inaten en X, de tijd-
co¥rdinaat van een deeltje met massa m.
S(x)m‘J(x1,x2,x3,xo) is de vier-dimensionale & -functie
van Dirac. Eén van de oplossingen van deze differentiaal-
vergelljking is de zgn. "causale voortplantings" functie
of Feynman functie, aangegeven door het symbool'DC(x).

De sunctie Da(xny) beschrijft de "causale verwantschap"
tussen de processen van schepping en vernietiging van
deelt jes in verschillende rulmte-tiJd punten x en y.

Voor m=0 krijgen we de electromaghetische theorie en het
deeltje is geworden een photon. De Feynman functie wordt
nu aangeduld met Dg(x).

De oplossingen Dc(x) en Dg(x) worden in dit rapport gege-
ven, waarblj we gebrulk zullen maken van de functionaal
analyse. De lezer wordt verondersteld enige kennis van de
theorie der distributies te bezitten (één dimensionale
distributies, Fouriertransformatie en de op een opperviak
P geconcentreerde distributie & (P)). In de paragrafen
2-5 wordt de meer dimensionale distributie P A ingevoerd,
waarin P een willekeurige kwadratische vorm met complexe
cogfficil8nten voorstelt en A een complex getal is. Hierbi]
is gebruik gemaakt van literatuur 1, pag.23%6-272,

In de volgende paragrafen (6«7 ) wordt deze theorie met
vrucht toegepast op de golfvergelijking en de vergelijking



van Klein-Gordon.

2. De gegeneraliseerde functies x2 en r’

We beschouwen de functie xi, die voor x ) O gelijk aan
x» en voor x< 0 gelijk aan nul is; A 1s een complex getal.
Voor Re A > -1, laat zich de distributie %7 eenvoudlg defi-

+
ni&ren door de convergente integraal.

A P oA
(xp 5 ¢(x)) = 5/ x"p(x)dx (2.1)

waarin ¢(x)€ K of ¢(x)€ S.

K is de verzameling van alle finiete, onelndig vaak diffe-
rentieerbare toetsfunctiesg; S 1s de verzameling van toets-
functies, waarvoor [xk y(qj(x)) begrensd is voor wille-
keurige gehele waarden van k en q. Daar het rechterlid
van (2.1) voor ReA>-1 differentiecerbaar naar A is, is
(v“.y*), opgevat als functie van A , voor Re)> -1 een ana-
lytische functie van A .

De distributie x$ voor Re Ag -1 definieren we door de
analytische voortzetting van‘(x#?, w).

Dit geschiedt met behulp van de voor Re 2> -1 geldige iden-

titelt:
o) 1 00
(x]0p)= 6/ x" p(x ) dx= 6[ xz(y(x)—y(o)dx + ¥f xzy(x)dx+¥£%l

| (2.2)
Voor Rear> -2 en a# -1 is het rechterlid een analytische
functie van A . Het rechterlid van (2.2) definieert
(x2,¢) in het gebied Rer> -2 met 2# -1.
Op analoge wijze wordt (xl,y) in het gebied ReA> -n-1 met
A# =1,-2,...,~n gedefinieerd door:

® 2 ? o . g (0=1) 017
é/ x"p(x) dx= é/ b4 [y(x)-f(o)mxya(02~,,T:TE:?T~~¢M, ,,(OX]dx
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(2.3) toont aan dat (xi,y) als functie van A analytisch voort-
gezet kan worden in het gebled ReArg -1 met uitzondering van
de punten A= -1,-2,...5~Kye0e, waar (xi,?) enkelvoudige

polen heeft met residu (k=1) 0
( 1) (k"’ ! 5 °
K- k-1
Omdat 1’-7—7)(-91 “"__ (J(k“")(x),y(x)) heeft de distri-

butie x* voor A= -k (k=+1,42,...) een pool van de eerste

+
k-1
Gibayr 5V

orde met residu
Voor A= -k is de distributie xﬁ niet gedefinieerd, voor

a#¢ -~k 1s de distributie xi gedefinieerd door (2.3).

We beschouwen nu de functie r” met r=V/x§+x§+...+x2 (n di-

mensionale ruimte).
Voor ReA> -n 1s de distributie rm gedefinieerd door de con-
vergente integraal:

) = [ P elx)ax (2.4)
R

waarin de integratie over de n dimensionale ruimte Rn uitge~-
voerd wordt en.ly(x) een n-dimensionale toetsfunctie is, die
wederom tot K of S behoort., (Definities van K en S voor n
dimensionale toetsfuncties analoog aan die van één dimensi-
onale toetsfuncties, zie 1lit 1, hfdst.I).
Voor Re A4 -n convergeert de integraal niet meer. Voor
Ren> -n is het rechterlid van (2.4) een analytische functie
van a ; de distributie r” voor Re Ang -n wordt gedefinleerd
door de analytlsche voortzetting van het rechterlid van
(2.4).

Hiertoe gaan we in de integraal (2.4) over op boleoBrdina-
ten en we kunnen schrijven:

(r?\"f) - o}o r7\+n-’l{/'so(x)dﬂ}dr‘ (2.5)
Lo



4

waarin dLL het oppervlakte element van de eenheidsbol fL in
Rn is. De binnenintegraal kan geschreven worden als:

[yxlan =0 g(r) (2.6)
O

waarbijilhn de oppervlakte van de éénheidsbol in Rn en
?(r) het gemiddelde van ¢(x) op de bol met straal r voor-
stelt. Dus '

- 00
(I"A:?)= -an / ALl @(r)dr
4

De functie ¢(r), die voor rj O gedefinieerd is, heeft de
volgende eigenschappen:

1¢ ?(r) is finiet en willekeurig vaak differentieerbaar
naar r.

o€ alle afgeleiden van oneven orde zijn nul voor r=0,
De eerste eigenschap is zonder meer duidelijk. Om de twee-
de eigenschap te bewijzen schrijven we:

2
2, ?(r);{[y(ohz %—%—91 X+ 1/2 L. g‘;{fé?(% x; Xy o+

1/34 ) g%;g%g%%; Xy Xy Xy teoot Rest] df)
Tedere term, die een oneven aantal factoren bevat, verdwijnt
na integratie; substitutie van xj=r wJ (d11‘=dm1dw2...dwn)
levert 4

@(r)= p(0)+ay r2+a4 r4+...+a2kr +o(r
Hierult volgt de tweede eigenschap.

2k 2k+2)

De functionaal (ra,y) kan dus opgevat worden, als de distri-
butie Kln xi‘@a=2\+n-ﬂ) op de toetsfunctie ¢(x).

We hebben gezien, dat (Jl,n x:‘,?) enkelvoudige polen heeft
in = -1,-2,...-k,... met residu

k-1
Citbyr (s BN ), §x)

Omdat echter de oneven afgeleiden van <;Z(x) voor x=0 nul



zijn, heeft (£ x4 ,#) polen in slechts
/&?,z f")“B.""J—(ek‘*”‘):oo- met reSidu

1 2k -
T (8P ), ).
Dus (ra,y) heeft enkelvoudige polen in
A= “n’_n‘zgoong-n—gk,ooo met residu

YT S alEE @), B
Dus voor bijv. A= -n heeft (r“,y) een pool met residu
2 (8(r),p(r))= S §(0)= £ 19(0,0,..,0)= SL (J(x),¢(x)).

2

Dus de distribgtie r” heeft in A= -n een pool met residu

2re
L, J(x)= 5(x).
M) (

A
% TDe gegeneraliseerde functile ?

?zij een n-dimensionale kwadratische vorm met complexe
coéfficienten:

n n n
= 8. X, Xo= ) X, X, + Qe X, Xo  (3.1)
f ,qurs r s E?SEFS r s g;;ﬂ rs “r s
met 8,s=8 (zonder de algemeenheid te schaden), Pps re&el

en Qg zuiver imaginair.

We willen de gegeneraliseerde functie ? defini&ren; in
het algemeen zal echter f geen éénduidige analytische
functie van A zijn.

Daarom kiezen we in de ruimte van alle quadratische vormen

P=P, + 1P, (3.2)

met P, en P, re¥el, het "bovenste halfvlak" van de
quadratische vormen met positief definiet imaginair deel.
In dit "bovenste halfvlak" is ? ondubbelzinnig éénduidig
bepaald door de definitie:

] ?9‘= en{ln!?l-l-i arg P} (3.3)



met O < arg ?-:Tr

Deze functie is een éénduidige analytische functie van A .
We defini8ren de gegeneraliseerde functie ?2 door de
functionaal

(P%9)=f Py ax (3.4)
waarin ¢6'K(of S) en de integratie over de gehele ruimte
R uiltgestrekt wordt.

Voor ReA2 O convergeert de integraal (3. 4) en is in het
"povenste halfvlak" van de quadratische vormen een ééndui-
dige analytische functie van A .

De functionaal (?2 ,¢) wordt voor andere waarden van 2
gedefinieerd door de analytische voortzetting van (3.4)
als functie van A .(De quadratische vorm 1% blijft tot het
"bovenste halfvlak" behoren)

De gegeneraliseerde funotiee?n hangt niet alleen analy-
tisch van A af maar ook van de co&fficienten Bps

Bij gevolg wordt ? éénduidig bepaald door de waarden op
Qc imaginaire halfas van het P1+i P2 vliak, d.w.z. door de
waarden op de verzameling van de quadratische vormen van
de gedaante =i P, met P,> O.

Daarom zullen we eerst de functionaal@ bepalen voor

P=1 P, en vervolgens het resultaat uitbreiden naar

P=p,+1 P, (met P,>0).

%

il

f L %, %, = (%, Q%)= 1(x,Ax)  (3.5)
I,
o (o

met qrs=i
matrices.
Er bestaat een linealre transformatie met re&le co&fficien-
ten x=Bx' met:

reéel), Q en A zijn de corresponderende

P=i(x,A x)=1(B x',A B x")=1(x',B¥A B x")=i(x',x').

De functionaal determinant van deze transformatie is ge-

lijk aan [Bl= + —_— = 1 s waarin |Q| de discri-

R

minant wvan de quadratische vorm =i P2 is.

&
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Er zij opgemerkt, dat VIAl=YV (-i)n |Q| een re&el positief
getal is, daar P2 positief definiet is.

We vinden dus na toepassing van de transformatie x=B x'

=M

A ej:% 2 '2 2 12

(P ,9)= /r pdax' met rT=x)T+x T+, 4x!T .
V(-1)P1al’ 1 n

In § 2 hebben we gezien, dat de functionaal (rem,w) enkel-

voudige polen heeft in de punten a= —%,~%—1,...,-§-k,...

12 A

met

A= -5 I
Bij gevolg is (fﬂ;w)=((i Pg)h,q)een analytische functie
van A voor alle complexe waarden van A met uitzondering van
de waarden A = —’%) - %—1,..., - gvk,..., waar
(@A sp)=((1 Pg)a,y) enkelvoudige polen heeft.
Er geldt

F(x) .

inx :

Res, ((i P,) ,9)= o T 13
A= -3 2! -f VDTl Md f

en dus ook

(O’O, ° oc,O)

r
_in n

Res, (1 P,) = S(x) (3.6)

e _ng
n

A= 5 VEDRIRl (@)

Om de residuen in de andere polen te bepalen voeren we in

de differentiaal operator:
2

rs )
Lo=2 8 (3.7)
% 2 3X50X
met .
2 rs r
7 & Bg =64 (& Kronecker symbool)
s5="1

Het is duildelijk, dat
2
L?? A h(a 1) (A + %)P

en dus ook na k-voudige toepassingen wvan L? :

¥ o2 HIk ) () (A Bl (o + By 97

f? 2



of wel .
A_ 1 k p(A+k)
P=—= e - Lt ¢
Pa+1) . (ak) (2t 5) . (At 5 k1) £
. | (3.8)
Hét residu van (1 P2) ina= - %‘-k (k=1,2,3,...) 1s dus
A .
Res (1 By) = — 1 T
A= _%_k Pra+1) .. (a+k) (A 45) oo (A 4 mHk=1) _no.
: S o a=-3
W . X
. Res LY (1 B,)
_n %
= -5 | |
Met behulp van (3.6) vinden we na enlg elementalr rekenen:
nx n o :
e S

Res 'ufbf= I Lkﬂ£§<3g>

€ ,
A=- 5 -k K ke M3 + k) V(-1)"al g

We moeten nu (3.9) analytisch voortzetten in het "bovenste
he*evlak”" vah alle quadratische vormen §)=P,|+1'P2 met posi-
tief definlet Imaginalr deel,
-De analytlsche voortzetting van de operator L? is echter
bekend, daar zljn coefficienten door de coefficlenten van
de quadratische vorm ¥ analytisch ulitgedrukt worden,
Rest ons nog de vorm V(-1)R]Q| als éénduidige analytische
functie in het "bovenste halfvlak" van de quadratische
vormen voort te zetten.
We schrljven wederom:

n n n

f= z:'g; X X = P x x+ % g x_ % (3.1)
B rs .r 8 IZ’:_S=1I’S r s rﬁ‘"s:mrs r 78
en

?=P,]+1P2

waarin Pq en P2 quadratische vormen zijn met reele coeffi-
clenten en waarin P2 positief definiet 1is.
n

n
P, = P X_ X eniP,=§ q X, X
1 g;é rs “r “s 2 5%3 rs “r Ts



?= (x, G x)

waarin G de complexe matrix 1is, die met de coefficienten

Bpg correspondeert.

Er besraat een niet ontaarde linealre transformatie

X =By
met reele coeffliclenten, die P1 en P2 overvoeren in de ge-
daante:
2 2 2
PA= 2 ¥ T Ao ¥+ eee t ALV
.2 2 2

11, Aoseses An hangen niet van de keuze van B af en zljn
invarianten van de quadratische vorm ?

P=(x,6 x)=(B y,6 B y)=(y,B%G B y)=(y, Ay)

waarin /\. een diagonaal matrix is met Je element gelljk aan

Aj+i. Hieruit volgt

n
ol 1B 2 = T ()
en -

(-0)" lel= 137 ;ﬁ} (1-12 )2 (3.10)

waarblj in het rechterlid de waarde van de vierkantswortels
bepaald wordt door de formule: '

Z1/2 _ lzl’1/2 e’1/2 iarg z , -mcarg z< +7.

Voor Pqﬁ()( A ,=0 voor alle j) krijgen we natuurlijk weer

J
\/‘_w \/"AI -——-%—- (zle pag6)

(3.10) is de gezochte analytische voortzetting van

Vi-1)Piaf

Samenvatting n

Wanneer §7= 2:: 8y ¥, Xg €€n willekeurige quadratische vorm
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1s met positief definiet imaginair deel, dan 1s de gegene-
raliseerde functie (@Z ;) een analytische functile van 3
met ultzondering van de punten

n n ¢!
A= -5, -5 -1, - -g- ~2,... = % -k,... waarin ziJ enkel-
youdige polen heeft,
Hierblj geldt: -1%n n 1
2

Res Pro—=e ' T (Z'_ &° 2 a,x) )
A=k W (5 k) V(-1)T o\ 8

(3.11)

waarin } G| de dlscriminant van de quadratische vorm ls en

\/(-1)n|Gl gedefinieerd 1s door (3,10),

Geheel analoog geldt er:

Wanneer P een willekeurige quadratische vorm is met
"negatlief definiet" imaglnair deel, dan geldt hetzelfde,
mr=2r nu 1is

*‘E%E 3 n 2 \K
Res P'= —2 T E g —2__ ) (x)
n axrexs
A=-75-k krF(—+k)\/1 |Gl

(3.12)

waarin |G| de dlscriminant van de quadratische vorm 1s en

V inIGl gedefinleerd is door
n
Vit pel = 1317 (T (A )VEL (5.13)
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2 , A
4, De gegeneraliseerde functies (P+i0) en (P-10)

P zi) een niet ontaarde quadratische vorm met regle

coesfficienten
n
P = P X_ X (4,1)
ﬁ;;;ﬂ rs “r Os
We beschouwen:
P=P + 1 P!

met

2

2

P'= 8(Xi + x

Het 1is gemikkelijk in te zien, dat de dlstributile
A
@ =(P+1 P') naar een geheel bepaalde limiet-distributie

nadert, indiené&-— +0,

2
Voor Re A »0 1s dit duidelijk, daar in/ P yax de limiet-
overgang achter het integraalteken genomen mag worden,
Voor ReAag O maken we gebrulk van de identitelt (3.8) nml,:

n_ - 1 . . LK ?A+k (3,8)
Pa+...a )@+ 35)...(a+ 5 + k-1) P

We nemen in (3,8) k zodanlg, dat (A+k)> O is en maken nu

gebrulk van het felt dat de volgorde van differentiatie

en limietovergang bij distributies niet wezenlijk is.

De limiet-distributie noemen we (P+1 Of .

- Indien we & < O nemen en vervolgens €—— -0, dan kriljgen we

geheel analoog (P-1 O)A .

De distributies (P+i O)x hebben voor =a=- gy - %--1,...

- %-~k,... polen, waarvan de residuen bepaald worden door
in (3.11) en (3.12) € naar +0 resp -0 te laten naderen,
Indien Agseees Dy de eigenwaarden zljn van de matrix
(prs) dan kan (-1)*|al' geschreven worden in de gedaan~-

te:
VIDTT6l= 5 (e-12 )2

& =

Stel dat in de kanonieke vorm van P Ags Apsen Ap>-0
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&N Apyqs Apgupoce hp+q<:0 zijn (p+q=n); indien we nu 8ﬁ
tot +0 laten naderen dan krijgen we:

1im V(-0)"e1 = Viag, a0 0002 ](-1)° (42)

_ £—+0
ofwel )»
- - -g)i
nmo\/(-i)“lel =V]|A| e f(p-a
£~—+0 -

waarin A de discriminant van de re&le quadratische vorm P
is. Met behulp van (3.11) krijgen we nu het resultaat:

De functionaal ((P+i O)z »#) is voor alle complexe waarden
van A een analytische functie met ultzondering van de punten
A= - g, ~Boa,...,- 8 - Ky..., waarin de distributie

2
(P+1 Of‘ polen heeft met
-%qi n K
2 2
A e Tz n
Res (P41 o= (>, 7™ 5] o
A= _%_k uk’ k: P(g'l’k)\, lA'l I‘,Su" r s
n (4.2)
st t
met 2:: Ppg P = Jr (Kronecker-symbool).
a="1
A
Analoog geldt voor (P-i Q) hetzelfde, maar nu is
+§qi n o k
A e 3 e rs 9
Res (P-1 0) = . > ; P s I(x)
A= -5k ! T (B VAl s T

(4.3)

5. Fundamentele oplossingen van lineaire differentiaalverge-

1ijkingen
We beschouwen de differentiaalvergelijking
LX £ = &(x) .(5.1)
waarin de differentiaaloperator L de volgende gedaante heeft:
a2 a2 a2 2
L=—'§+ eso + 2- 2 = es e "'—%‘- (5.2)
X4 axp axp+4 axp+q

en k=1,2,3,... ;d(x) is de n-dimensionale J-functie:
Jqu,xa,...,xn). Eerst twee opmerkingen voor af:
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1° Omdat :f(x) homogeen van de graad-n en de operator Lk
een homogene operator is, moet f homogeen zijn van de
graad -n+2k.

2® De differentiaalvergelijkihg (5.1) is invariant voor
alle lineaire transformaties, die de vorm
2 2 2 2 2

.P :X,‘ +X2 + LI I +xp - Xp+1_..‘“xp+q (5'3)

invariant laten.
Daarom zullen er oplossingen zijn van de gedaante:

£ = £(P)
Met uitzondering van het geval, dat de dimensie Q}even is
en tegelijkertijd k3 5 zijn de functies (P+i 0) 2K en
n
(p-1 0)” 2 K op een constante factor na oplossingen
van de vergelijking (5.1).
Bewijs:

Volgens (3.8) geldt er:
LE(pri 0O Eu® (1) . (4k) (A + B) e (amtk=1) (P+i o)

nofs

Dus voor A =-
n ' A
L¥(p+1 0) 2‘“1%4"(1--24)...(1:--2‘1)(}:-1)! Res (P+i 0)  (5.4)
A—p
-n
Uit (5.4) volgt onmiddellijk, dat (P+i 0) otk een oplos-

sing is van de homogene vergelijking

¥r = o

indien n even en tegelijkertijd k;»% is. Is dit niet het
geval, dan vinden we m.b.v. (4.2):

~%-+k - % qi %
1¥(p+1 0) “4E(1-B) L (D) (1) e g(x)
()
Dus de functie L qi
n n
K © [(z-k) . - Btk
£,=(-1) P+i 0) 5.5)
, 1 W (1)t n B ( (

is een oplossing van de differentiaalvergelijking (5.1),
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tenzij de dimensie van de ruimte even is en tegelijkertijd

geldt k » -2‘1

Geheel analoog geldt ook, dat de functie

-

al (k)

— k 2
fo=fa=(-1)% 2

4 (1e-1) ! w2

(p-1 0)

_n
...é..;.k

(5.6)

4
een oplossing is van de differentiaalvergelijking (5.j),
tenzli]) de dimensie van de ruimte even is en tegelijkertijd
geldt k3 -g- Er zi) opgemerkt dat f,] en f2 geconjugeerd

complex zijn.

6. Toepassingen op de golfvergelijking en de Klein-Gordon

6.1 Toepassing op de golfvergelijking in R

vergelijking

We beschouwen

212 \32 82
(‘ R - Sl Sty

8X1 4 X2 @ X}

2

9
xO

) f= JJ(X)= J(X/‘,VXZQX3JXO) (6'1)

xq,xg,x3 zijn plaatscoUrdinaten en Xs is de tijd co®rdinaat.
Toepassing van de theorie van § 5 met n=4,k=1,p=3 en g=1
levert als oplossingen:

en

met

1 =1
£, = - =5 (P+i 0)
1 Lx
£, = + = (P-1 0)
Ly
2 2 2 2
P = Xq + X5 + x3 o= Xo

(6.2)

(6.3)
(6.4)

De oplossing (6.2) is de zgn. causale Greense functie of

Feynman functie voor het electromagnetische veld. Deze wordt
vaak aangeduid met het symbool Dg(x) (zie 1it.2, § 14 en

8 15). De functies (P+i O)-q, opgevat als distributies, zijn
in zeker opzicht generalisaties van de één dimensionale dis-
tributie (xx1 0)™ " (zle § 7).

&
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6.2 Toepassing op de Klein-Gordon vergelijking.

We beschouwen de Klein-Gordon vergelijking:

Mf =<f(x1.x2,x3,xo) (6.5)
met ,2 2 2 2 »
M=~§+§—§+i-§-%~m (6.6)

We vatten f op, als een vijf dimensionale distributie
f(xq,xg,xj,xo,m) op de ruimte S van viJjf dimensionale {oets~
functies, die we aanduiden met w(xq,xg,xj,xo,m).

We kunnen tp partieel Fourier-transformeren met betrekking
tot m.

Fo [V(Xﬂ’XQ’XB’Xo’“O] = y(x4,x2,x3,xo,k).

Omdat P tot S behoort, behoort Yy ook weer tot S.

We defini&ren de partieel - Fourier getransformeerde van de
distributie f(xq,x2,x3,xo,m) met betrekking tot m door de
definitie:

(f(xq,xe,xj,xo,m), y(xq,xg,XB,xo,m)) =

= "2275' (g(xq,xe,xj,xo,k), Y(X4:X2:X3,X0,k)) (6.7)

In het bijzonder geldt er:

+Q0
(J(anxgsx-)nxo), ‘f’(xqaxg:xjaxoam))L' -O{ y(0,0,0,0,m)dm=

_
/ 9(0,0,0,0,m)e™*™ an = ¢(0,0,0,0,0) =
- Q0

%5 (QW;Jqu,x2,x3,xo,k), y(xq,xz,x3,xo,k))
en dus

Fo [7(%45%0:%55%,)] =2% d(x4,%5.%5,% k) (6.8)

We voeren nu in de differentiaaloperator:

2 2 2 2 2
2 3 3

L=fg+2n+ By iy 25 - (6.9)

ax1 ax2 ax3 ak axo
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Indien g de partieel~Fourier getransformeerde is van f met

betrekking tot m, dan geldt er:

(M f:?)=(f:M‘f’)= '2':% (S,LY)% 515 (LE,Y).

Op grond van de oorspronkelijke differentiaalvergelljking

(6.5) en formule (6.8) voldoet de partieel Fourier getrans-
formeerde g van £ aan de differentiaalvergelijking:

LEg=2xn Jqu,xg,xj,xo,k) (6.10)
Toepassing van de resultaten van § 5 met n=5, k=1, p=4,

=1 levert de volgende onafhankelijke oplossingen van
(6.10)

gy = - gz (pr1 0)E (6.11)

en ,
1 -t 6.12

82 = E;'(P~i 0) ( .12)
waarin ,

P=x§+xg+x§—x§+k2=R+k2 (6.13)
met

R=x§ + xg +x§ - xi (6.14)

Om de met g4 en g, corresponderende oplossingen van de
Klein-~Gordon vergelijking te krijgen, behoeven we alleen nog
maar (6.11) en (6.12) terug te transformeren.
We zullen ons beperken tot de terugtransformatie wvan gh,omdat
die van g, volkomen analoog is.
Dit kan handig geschieden, indien we bedenken dat (P+i O)-% '
de distributionele limiet is van de functie (P+i P')'i met
P'= s(x§+x§+k§+x§+k2), waarbij €>0 en &-—+0.
Omdat de Fourier-transformatie voor distributies een continue
operatie is geldt:

F [(P+i o)“—ﬂ =lim F"‘[ (p+1 p')7# }

g— +0

Daarna gaan we (P+i P')"é terug transformeren en vervolgens
de limiet nemen met €— +0.

‘ 2, 2ie 2
P+1 P'z;(1+i € )(R+k™+ e O)
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We stellen nu
i -3
g1¢ = - 1% (P+1 P')72 (6.15)

en
£q, = F£1 [84’81 (6.16)

Waarin F£1 het symbool is voor partieel Fourier teruggetrans-

formeerde met betrekking tot k.

g1 ¢ kan dus geschreven worden als
2 ’
i -3, 2 2 2.~
81,6 = " Ix (1+1i& ) 7 (kK"+R+ ﬁ%ﬁg‘xo) 2
(6.17)

De lezer zij er aan herinnerd, dat de wortelvorm éénduidig
bepaald is in het "bovenste halfvlak" van alle kwadratische
vormen (zie § 3); omdat €> 0 is, is dus ook het rechterlid
van (6.17) ondubbelzinnig bepaald.

Indien we ons beperken tot toetsfuncties, waarvan de drager
niet de punten (0,0,0,0,k) bevat, dan is R+ iiie x # 0 en
en het rechterlid van (6.17) kan als een gewone functie op~-
gevat worden; bij gevolg kan dan g4’8 op de klassieken ma-

nier terug getransformeerd worden volgens:

_ i -2 2 2ig  _2.-4 _-ikm.
f1,€ = - g;g (1+1i€) = 425 (k™ +R+ WITE‘XO) e dk=

-3
i L \=3 P 2 Pie 2,72
—_——452(1+l£) E) (‘)/ (k +R+ ';‘-_]-;-E-g- XO) cos k m dk
(6.18)

Met behulp -van de bekende relatie

09
Ko(a‘m) — g[ cos km ,Re a O

Vk +8a

kan (6.18) herleid worden tot:

! P

~im -3 2i¢€ 2, 2 24i¢e 2,2
f,e =52 (82 (BRr Tgp %) Ky m(B Figp %) }
‘ (6.19)

(zie ook 1lit 3, pag. 172)
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Indien R>» O 18, dan kunnen we € op de gewone manier naar
nul laten naderen en het resultaat is:

£, = - im 1 6;20
y “._;;?WK(’“V_") (6.20)

hetgeen in overeenstemming 1is met 1it 2, § 15,
Indien R< O is, dan zetten we het rechterlid van (6,19) ana-
lytisch voort met behulp van de formule:

K,(z)= ~%x[J1(i z)+ ¥,(1 z)] (6.21)

en we vinden voor voldoend kleine waarden van &

1 1
_m -3 21€ 2,72 2ig 2,2
f4,6 =gz (11€) 2(-R+ J357 %) [ m(-R+ S x0) ) -

N
2 2
-1 v {m(-r+ 2LE xo)z}] +0(€ ) (6.22)
Laten we vervolgens ¢—+0, dan krijgen we:
m 1
£.= 85'"f§ Erﬁn1V—R3-i Yq(m\/—Rﬂ (6.23)

hetgeen wederom 1in overeenstemming is met 1it 2, .§ 5.

Voor R zeer klein kunnen we het rechterlid van (6,19) in
21¢

een reeks naar m, (R+ AT )E ontwikkelen,
1
-1
21 & 21¢g
o i B <2)%) = {mine B 20T} T 4
1 1 L
1 21¢€ N 21e 2,2 21 2,2
+3m( R+ T ¥ ) log { im( R+ Ty xo) } -+ m(R+ Erers xo)..
Ay @)+ v(N)}
3
2i¢ 1 21 & gi
+0 { (r+ Zhie x0)F tog(r+ Zhpr x0)} +0(R+ T #0)
Dus voor R zeer klein kunnen we voor f‘,I € schrijven:
AR
fq,e = - Z;§(1+1£) (R+ T xo) + Restterm,

-1
_ i o\ -5 2, 2. 2,2
ﬁ = - Z;§(1+18) (R+ié(x1+x2+x3+xo)) +Restterm,
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wadhin de resttérm: een integreerbare functle van R is, -
Laten we nu ¢ tot +0 naderen, dan vinden we de distributle:

X -1
: £fq=- —-§ (R+1 0) + Restterm: (6,24)
b ‘
De eerste term l1ls onafhankelljk van m en daar de restterm:
voor m=0 nul wordt, moet f,= - :ig (r+1 O)"1 een fundamen-
»

L

tele oplossing ziJn van de golfvergelljking, hetgeen ook
het geval is, (zle § 6.1).

Zoals in de volgende paragraaf zal blijken, stemt deze van
m onafhankell jke term in f1 overeen met de van m onafhanke-
11jke term, optredend in de causale functie D°(x) van 11t 2,

8 15.

7. De distributie (P+L 0)~ "

In § 6 werden we bij de bepaling van een fundamentele oplos—

8ing van de golfvergelijking en van de Klein-Gordon verge-

1ijking tot de distributie (P+1 0)" gevoerd, met

P—x§+x§ g 2
- We zullen in deze paragraaf deze dlstrlbutle nader bestuderen,

Hiertoe 1s noodzakelijk, dat we eerst de op de lichtkegel

P=0 geconcenmtreerde distributie 4(P) invoeren,

7.1. De_distributie J(P)

In 1it.4 1s de op een oppervlak S=0 geconcentreerde distribu-
tie gedefinleerd; hierbl] werd verondersteld, dat het opper-
vlak S=0 geen singulier punt bevat (|VS|#0). Het kegelopper-
vlak P=0 heeft een singulier punt in de oorsprong, Om de
definitie van J&(P) van 1it.4 te kunnen toepassen, moeten we
ons voorloplg beperken tot toetsfuncties, waarvan de drager
de oorsprong nlet bevat,
We voeren voor de plaatscovrdinaten x,],xz,x3 bolcoordinaten
in; nml, X,=ra,, X,=ros, X,=rw., met r = X24xC4x0; dus

1 1?2 “2 22 73 3 1 ot 3’

dxq dx2 dx3=r2dr d L), waarin 4fL het oppervlakte element
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van de éénheidsbol in de (X1,X2,X3) ruimte is,
In plaats van de tijdcoordinaat gebruiken we de coordinaat
P, gedefinieerd door P=r2—xg 5 dus x_= + VrE—P en

e}
dxo=4?-———g£—— . Voor het vier dimensionale volume element
2 Vrz-P
dx geldt nu: L
: — ~Z
dX=dX1dX2dX3dXO=+ %(r2~P) r° dr dp dfl. (7.1)

Indien we zorgen, dat we bij de integratie naar de nleuwe
variabelen steeds 1n positieve richting integreren, dan
kunnen we schrijven:

1

-3

(o(2), % [ paxt | (x2) " rPpar apan (7.2)
’ P2 O P30

waarin y een toetsfunctie is, Waarvanuderdragﬁrﬂd?~OPPBPrDDgﬂy?

ﬁxi=o;'¢=ﬁ,2,3,o) niet bevat,

Uit (7.2) volgt

Nofi~

A o(p+c)-0(P),p)= 5= / (r®-P) rPpar ap dQd

-c£ PO

Indien we ¢ nu tot nul laten naderen, dan vinden we:

(J(P),;ﬁ)——% P[O(rz—-P)—E rg;odr af)= %P[O redr dl)

Uitvoering van de integratie naar 2 levert:

/,p(xq,xz,xyxomn =y(z.x,) - (7.3)
en )
0.0] @
(5(2), =% [ wy(relarst [ eyle,m)ar  (7.0)
O

y(r,xo) is op een constante factor na het gemiddelde van
7(X1’X2’X3’Xo) op een bol met straal r in de (xq,x2,x3)
ruimte,

De herleiding van (d(P),#) tot formule (7.4) geldt strikt
genomen alleen voor toetsfunctie, waarvan de drager de oor-
spréng niet bevat, immers de transformatie naar de nieuwe
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~variabelen is 1in de oorsprong singulier, Het rechterlid

van (7.4) heeft echter voor toetsfuncties, waarvan de
drager de oorsprong wel bevat, betekenis. We definieren
nu de distributie & (P) voor willekeurige toetsfuncties

~ door de formules (7.3) en (7.4).

7.2 De distributie (P+10)” "

De distributie (B+i 0)7 (met P=x7ix5+ g

vatten als de analytische voortzetting van de functionaal
((P+1 O) ,#) met Rea> 0 in het punt a=-1, Voor Rea>0
geldt:

-x ) is op te

A A :
(p+1 o) =P} + &1 PP (7.5)
A szom’Pgo |
met P+ =
0 wvoor P¢ O
o A 0 voor P> O
en P’ = (7.6)

(-p)* voor P£ O

‘De distributies (P+,y) en (P ,y) zijn voor Rea>0 analytische
functies van a , zoals dit ook het geval is voor ((P+1 O) *y).

Daar (7.5) geldt voor Reas O en de analytische voortzetting
éénduidig 1is, geldt (7 5) ook voor de analytische voortzet-

'tingen van (P+1 O), en P in het gebied Rea< 0. 0m (Pfio)

in P 'en P’ uit tewdrukken,«daenen we eerst: (P%,¢) en.(p? Zetp)
1n.het,gebied Rea < 0 analytisch voort te zetten,

Voor Re a> 0 kunnen we schrijven:

(B}, ¢)= /Py’dx (7.7)

We voeren weer dezelfde coordinaten in als in 8 7.1

vs

- _ _ _ 2 2
' ,xq T Wy, x2—r<»2 en x3—r wB met r= X4 +X X en

273
=+VrP-p (P=r®-x2). substitutie in (7.7) levert:

. |
. ) .
(Pt,¢)= -1 j/ Plg.(rP-P) ~ rPdr @P dQ+ .. (o
4

Nll—-

P30
Xy>0 +5 // P, @, (r«—P) rPar aP QL

ol\&’
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~In de eerste integraal wordt m,b.t, Xq geintegreerd van
O0—r en dus m.b,t.,Pvan e naar 0; in de tweede integraal
wordt m,b.t, X, geintegreerd van -r—0 en dus m,b,t, P
van O—erg. Voeren we de integratie naar {1 uilt, dan krij-
gen we met gebruik van (7.3):

iV

2 |
:[O{Z p” V(:;n": =) dP}rzdr +

2
}O{Z' pA ¥ (2, - Vr2-p) dP}radr (7.8)
© V:r‘§ P ,

A
(Pp)=+

+
N

Uit (7.8) zlen we dat (Pi’?) een analytische functie is van
2 voor Reax -1,

Om (Pi,y) analytisch voort te zetten in het gebied

-2< Rer§ -1 zullen we de ' bimenintegralen van (7,8)
regulariseren.

Voor Re A> ~1 mogen we schrijven:

2 2
[ P XlzasVeler) g 7 Pﬁ(v(r,i.\/re—P) _ _!"_Lmr.:).}dP -
© Vrz—P ° \/;5:; r

+’_1"TP2(?\+1) tgrr,i r) (7.9)

At

Substitutie van (7.9) in (7.8) levert:

IR

A 1 % 2(a +1 1. %P 2(a+1
(P, ¢)=3 5T O/y(r,+r‘).r.r ( )dr-t-%— ey 0/ y’(r,-r)rr( Dar+

2 e

[? PA{ y’(r,+2\/r -P) _ Y(‘r,-l—r)i dP] 24 +
o) ‘/r —P' r

@

7l j P VaTR) | rlnim)) i)l
O

2 r
(7.10)

+
O
Oo\ 8

+
noj-

r -P

geldlg voor Reay -1,
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Omdat de laatste twee termen in het rechterlid van (7.10)
analytisch zijn voor Rea» -2, geeft het rechterlid van
(7.10) de analytische voortzetting van (P+,,) in het
gebied Rexr> -2 met uitzondering van het punt a=-1,

waar (P+,f) een enkelvoudige pool heeft,

Met behulp van (7.4) blijkt het residu van (P+,y) in de
pool a=-1 gelijk te zijn aan (§(P),yp).

De Laurent bntwikkeling van (Pl,y) in de omgeving van
A=-1 leidt met behulp van

2R+ _q45(a41) 1og r+0(a+1)2

tot de formule

(Pho9)= gy (F(B),9)+(2],9)+ 0(a+1) (7.11)

- waarin:

(s ®
(P;1:V)= o/ y(r,+r)r log r dr+ of ¥(r,-r)r log r dr+

P-1{¥'(r,+ r2-p) - l?cr,+f)} dP:lrzdP+

r
rg—P

o

O™~y

[l

+3

2
aa[jﬁ P-1{y(r,~\/réeP) _ Y’(r,-r)} ap JPer
0 r2—P r

(7.12)
De lezer zij er op gewezen, dat de distributie (P+ ,y) niet
de functionaal (P+,¢) met a=-1 1s; deze laatste bestaat
zelfs nlet, omdat (P+,¢) in a=-1 een pool heeft, (P ,?)
is echter de waarde van het regullere deel van (P+,y) in
A=-1, Op dezelfde wijze kunnen we de distributie (P ,¢) in
het gebied Rea» -2 analytisch voortzetten,
Voor Re2 > O kunnen we schriljven:

(Pﬂ?)=F[O(~Pf¢dx=5Q[OQZ?dx (7.13)
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In plaats,van X sXpsX, VOEren we weer bolcovrdinaten in

3
1 ‘“_\/ 2 2.0 _ .2
met r= 1+X2‘+X3 en dus dx—dxcdx,‘dxdeB-—r dr 4} d.xo

(afl is oppervliakte element van éénheildsbol),
-Substitutie van deze nieuwe coourdinaten in (7.13) levert
ng ultvoering van de integratie met betrekking tot dJfL:

A A 2
(P_,¢)=Qé(0 Q 'y(r,xo)r dr dx (7.14)

waarin de functie y~(r,x,) weer door (7.3) gedefinieerd is.
Tenslotte voeren we i1.p.v. r de variabele Q=x§-f2 in; sub-
stitutie in (7.14) 1ever22tenslotte:

(PT_,;&)=+% 70 dx {!O Q" Y(+\/x§-—Q,xo) in—Q dQ} (7.15)

Uit (7.15) zien we, dat (P ,y) een analytische functie is
van A voor Rea» -1,

Om (P ,y) analytisch voort te zetten in het gebiled

-2 <Reag -1 zullen we de binnen integraal van (7.15) weer
regulariseren,

Voor Rea> -1 mogen we schrijven:

2

0
Q;\ yf(+\/ XO: ~Qy xo) V Xg-Q dQ =

O\x O~

2
OQ{}V("'VX Q,x)\/ )V(IX' x)lx ]}dQ,-i-
fx |2(7\+1)
* i\+1 Y“Xol’xo)'xol (7.76)

‘Substitutie van (7.16) in (7.15) levert:

J 2(A+1)dxo +

+
(2 _a )= “T;;qy // ylxl.x)) x| .]x

2
4 7 e[ [T VB Vi pxg ) ix)ee ]

: (7.17)

geldig voor Rea> -1,
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. Omdat .de tweede term in het rechterlid van (7.17) analy-
tisch is voor Rea> -2, geeft het rechterlid van (7.17) de
analytische voortzetting van (Pi,y) in het gebied ReaA>» -2
met ultzondering van het punt a=-1, waar (P?,f) weer een
enkelvoudige pool heeft.
Met behulp van (7.4) blijkt het residu van (P’,y) in de
pool A =-1 gelijk te zijn aan (3(P),p).
-De Laurent-ontwikkeling van (Pi,f) in de omgeving van

=~ kunnen we nu weer gemakkelljk aangeven,
Met behulp wvan

‘2(7\+1)

[x =1+2(a+1) log |x | +0(r+1)°

0
krijgen we het resultaat:

(P}, 0)= o (§(B), ) +(22 ", 0)+0(n +1) (7.8)
ﬁéarin

+C0

(B0)= [ plingl o) Ixd 208 gl i, -

+ _
4 oo [, om VR VIt e

%o (7.19)

(We hebben Q weer door -P vervangen)

De distributie (P:q,f) 1s weer de waarde van het regullere
‘deel van (Pi,p) in het punt a=-1,

Substitutie van de Laurent-ontwikkelingen (7.11) en (7,18) 1in

~ Al

((P+1 0)",p)=(2],p)+e™ M (2, p) (z1e(7.5))

A
levert voor ((P+1 0) ,7) met A in de omgeving van a=-1:
A -1 =1
((P+1 0) ,¢)= ~m 1(J(P),p)+(P, -P_ ,)+0( +1)

en dus

© ((p+1 0) L p)=(p] P2 ) -7 1(8(R),p)

ofwel
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(p+1 0)”T=p7 Pl -w 15(p) (7.20)

De polen van (Pi,y) en (Pi, ) zijn tegen elkaar weggevallen,
hetgeen ook te verwachten was, omdat ((P+i O)A,y) in a=-1
een analytische functie vanais (zie § 4).

Om de distributie (P+i O)“q goed te begrijpen zullen we nu
de dlstributie P] -P]" nader onderzoeken.

De eerste term van het rechterlid van (7.19) kan als volgt
herleld worden; |

+00
S oylixglx ) x] loglx | dx =

-

0 o)
o/ y(xo,xo)xo log x dx _+ -o/o y(-—xo,xo)(-xo)log(*xo)dxoz

o : ®
é/ y(xo,xo)xo log x dx _+ 6/Vy(+x0,—xo)(+xo)1og(+xo)dxo

Dus de eerste term van het rechterlid van (7.19) 1s gellJk
aan de eerste term van het rechterlid van (7.12).
Ten gevolge hiervan mogen we schrijven:

o
Pr7 yir,+Vr-P) _ ylr,r)]

/{j! P~ { Lyt i VI;P dP]rdr
?[j p~1 ¥r,- Vre- ) V(r’, -r) dP]

(7 "-p2 ", p)=%

rdr

o

r —P

+3 —zp dxg_[;/‘.z P""{y,(\/ X§+P,Xo) \/XOE-E—P- \f(fxéj,xo)[xo]}dP]

} -

Omdat de binnen integralen in de omgeving van P=0 integreer-
baar zijn, kunnen we dit als volgt herleiden:
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(27 1-p2 7, p)= . .’
2
Ve
3 lim { 7[ o {Y(r” r -P) _ ¥(r,r) } dP}rzdr ¥
g—+0Ll o L F¢ 2_p r

+zo[ +22 P’“{ V/(r,;g\l_:g—f’l ; Y(r,r—r)} dp] r? dr

+_:ZO dx [ /: p~ {7'(\/ x§+P,xo)\/x§+P; JASEN ,xo)lxbl} dp ]}
~Xe

(7.21)

Er geldt evenwel:

2
jo[ f: p-! Xlr.r) ap | r2ar+ /OO[ 11: p~ 1 ¥A2o2) gp]n2ar +

+ (o] +E
+00 - ‘
- :
+ :é: dax [d/; P y([xol,xo)]xol dP] =0 voor willekeurige €
‘}‘XO
en dus
-1 =1

(P+ "'P_ 177)=

2 —
3 1lim { fo[/r P—ﬂ{ ¥(r,+\Vr°-p)+ Y’(r',—\/rg-P)} dp]rsz
E—3+0% 0 € \/;ﬁj;

+00

+—d{. dx [;425 P'qzyz() x§+P,xO)V x§+pﬂ}dP]]> (7.22)
_ (o]

Het rechterlid van (7.22) is niets anders, dan

-1
1im P (X, 5XnsXq,X_)dx ,dx,dx,dx
£—4+0  |P]>E PrAEqs%0s 3*"o 177727730
en dus
I / -1
(Py -P_ ,9) = lim P” 'y dx (7.23)

€—+0 [PI>¢€
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Uit het bovenstaande blijkt,
dat de limiet in het rechter-
1id van (7.23) bestaat en deze
is een generalisatie van de

) hoofdwaarde van Cauchy voor de
integraal / %ydx, wagrblj de

integratie over de gehele vier
dimensionale ruimte wordt uit-

gevoerd,
P=0

We hebben dus gevonden, dat

-1 1
((P+1 0)™ ", 9)=(3,9)- 5 1((P),¥)
ofwel (P+1 0)™'= 4 -x1 &(P) (7.24)
waarblj (%3?) in de gegeneraliseerde zln van Cauchy opgevat
moet worden,

Geheel analoog toont men aan, dat

(-1 0) "= 3 +71 5(p) (7.25)

De formules (7.24) en (7.25) zijn op zich zelf weer generall-
satieés van de bekende één dimensionale distributies

=£—'—F7oi &(x) (7.26)

waarblj de distributie %-opgevat wor@f als de gewone hoofd-
“waarde van Cauchy van de integraal d(X) %-y(x)dx.
In § 6.1 1s aangetoond, dat

f

- Ij?(m 0) = - o5 #(p) - L5 4 (7.27)

~ 4x? ;

rola

1
en

i -1 1 i 1
fa= + —5(P-1 O = - J(P)+ — = 7.28
2 4752( ) Ix (P) 4_&2 P ( )

oplossingen zijn van de inhomogene golfvergeliljking, nml.:
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02 82 2 .2 |
(a 5t s+ 2 - ——§)f=J(x1,x2,x3,xo) (6.1)
X3 exg  axy 8%,

Uit (7.27) en (7.28) volgt dus, dat ook - ﬁ%d(P) een oplos-
sing van de differentiaalvergelijking (6.1)is; daarentegen
.1s de distributie j-een oplossing van de homogene golfverge-

P
lijking; dit laatste 1s echter ook a priori evldent,

8. De Fourier getransformeerde van §

In deze paragraaf zullen we tenslotte nog de Fourler ge-
transformeerde (m.b,.t, alle variabelen) van de distributile
?A bepalen, Het resultaat zullen we o0.,a, toepassen op de
elementaire oplossingen'i-—l§ (P+i O)",l van de golfverge-
11 jking; aldus krijgen we ;E de zgn, "momenten" representa-
tie van de functile Dg(x).

?zi,j van de gedaante

2 2 2
P= oyt agipt con +k Xy (8.1)
ImtImNJ>Q,Fm2“..n~

Dus ¥ is een quadratlische vorm met positief definlet imagil-
nalr deel,

A A
De Fourler getransformeerde van " duiden we aan met F[?’ ]
en die van de toetsfunctie ¢ met v ; dus krachtens de
definitlie van de Fourier transformatie geldt:

(P p)= (QLn (?[8" 1) (8.2)

De distributie (?A,w) en daarom ook (F[?’];y)is een analy-
tische functie van de coefficlenten %y ee0® VOOr anJ> O,
Dus om F[? i]te bepalen 1s het reeds voldoende het geval te
beschouwen, dat de <xj zulver imaginalr zijn; we kunnen
immers het resultaat weer naar algemene complexe “J met

Im Mj> 0 analytisch voortzetten,

-8tel o,.= t > 0,
Ste j»i bJ me bJ 0
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Ll +00 ‘ ‘ i{x Kk +...+x k)
A2 2 20 TRt n'n
F[? }fe (bxo+...4b x ) e dx =

~00
T s k kh
B oo i e )
= ' J/ PEA e 1 1 nVbn [ gx
‘Vbabé.;:bn -~
(8.3)
in re Vxlix? 2 ,
waarin r= x1+x2 coe +xn en de integralen convergeren
xmor-%<ReA<O.
Volgens 1it 1, pag. 187 e.v. geldt:
N n {”(Ai&)
p[r?] =22 — 2. A (8.4)
M- 2) |
A2 2 2
Waal"in g - Vk1+k2+ ® o 9 +kn 0

Het resultaat (8.4) is weer algemeen geldig voor willekeu-~
rige waarden van a , behalve voor a=-n, -n-2,,.., op grond
van het principe van de analytische voortzetting naar a .
Substitutie van (8.4) in (8.3) levert:

K A 5
Al n n 2 2 2
e e p2Mn 2 [+ 3) (k5 Ky
= v_________' n ‘ b ‘ooc+ 'B-_
b bs.. . b r(-2) 1 n
ofwel met uj=i b
nn-. n -A- =
o T oeam 2+ B [k K2 2
F[#7]- < 2 o et (8.5)
1 1 u ® o “ ®
Ve, Veiwy o V-iw M(-2) \*1 n

, AN
Wegens de éénduidigheid van de analytische voortzetting be-

houdt de formule (8.5) zijn geldigheld voor een willekeurige
quadratische vorm van de gedaante (8.1), waarin de coeffi-
clenten “j complex zijn met Im«,> 0. De wa?rden van de
wortels V-i&. zijn bepaald door VCE:5=103|5 exp(% 1 arg(aimj))

J
(- Bearg(-ix;)¢ +'5). ,
K< k
We merken op, dat (;;+n..+';2) een quadratische vorm met nega-
1 n

tief definiet imaginair deel is,
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Stellen we nu

2 2 2 2 2

P = X1+x2+ *+X_’ﬁ‘xf:?+’l_ s e s "Xﬁ’%—qm s pta=n (8.6)
2.2 2 .2 2 -

Q = KiHgt ... +kp- NPLIE -kp+q , pHa=n (8.7)

dan geeft (8.5) met %= Ry= ,.,=(xp=1+i 0 en

- Geheel analoog kan men afleiden:

. n
+ = ai - n n
A T2 22 4 _2 M(A+ ) -A-
F [(P-i 0) ] - & 2 E 2" (g1 0) 2
M(-2)
(8.9)
In § 5 1s aangetoond dat de diffenentiaalvergeliJking:
L™ £ = J(x) (m=1,2,...) (8.10)
a2 a2 32 32 :
met L=;‘;§-+ a9 ¢ +6X2 - 1X2 . - e 08 - ax2
= p el p+q

de volgende elementaire oplogsingen heeft:

+%ai gn . _n,
f=(—1)m = - r‘(21'1 ) (P£ 1 0) = (8.11)

Y m-1)14%2

(indien niet tegelijkertljd n even en m;?%-is). Toepassing
van (8.8) en (8.9) levert voor de Fourler getransformeerde
van de elementalire oplossingen:

F ] = (-1)™eF 1 0)™ (8.12)
Specialisatie‘op de golfvergeliljking
2 2 2 2
&) D 2 ®
st—p+t - —3 f=3(xx5%5%)

SX,] <9X2 QXB EXO

geeft:
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F[ X i (P +1 0) 1] -(Q 1 o)‘1 (8,13)
met
e, 2, .2 2
P = x1+x2+x3-xo
o, 2,.2.2 2
Q = .k1+k2+k3 ko

M.b.v. (7.27) en (7.28) kunnen we ook schrijven:

[:—iﬁ (g F21 &) ]= - (g £ 515()) (8.14)
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