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Notatie-afspraken:

“aangeduid met w3 { W= w

In een totaalgeordende verzameling X zij

[=0]

(a,b)

I

I

{x/a<x<b} ("gesloten" interval)

{x/a<x <b} ("open interval)

Als J zowel een "gesloten" als een "open"interval is, zullen

we J een "clopen" interval noemen.

Een geordend paar van elementen a en b wordt (ook) aangegeven

met (a,b); indien misverstand mogelijk is (a,b) kan ook een

open interval aanduiden schrijven we a,b voor het geordende

paar.

Als X een verzameling is, zi] ]X] het kardinaalgetal van X

Als y een ordinaalgetal is, zij |u| het kardinaalgetal van y .

Als p = (pi)i<a s dan is voor B <as
p/g = (pi)i<B
Msp=(p)y, »a= (gl »denis
pq= (Si)i<a + B ?
met S, = p. voor i < a
i i ]
5. = q. voor & < i <a + B
i i =

(i) In de kxlasse der ordinaalgetallen wordt het iée begingetal

0
= w,
(ii) Als X een kardinaalgetal is, zij Wes het eerste ordinaalge-
tal met kardinaalgetal £ .
Indien de welgeordende klasse der transfiniete kardinaalge-

tallen wordt aangeduid met {x"i}i is blijkbaar

w = w.
& - i°

i
Xy =0 ,
X =h (continuum hypothese)
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(iii) Als o een ordinaalgetal is, zij

W, = W) = {u/u<a}
W, = W) = {u/uge}
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Totaal geordende topologische ruimten

§1. Totaal geordende verzamelingen

1.1, Een "totaalgeordende verzameling" is een paar (X,<), waar-
in X een verzameling is, en < een deelverzameling van X x X,

met de eigenschappen:

@) VxeX & (x,x)¢ <
(ii) Vx,y,zeX : [(x,7)e< en (y,z)e <] » (x,z)e<
(iii) Vx,ye X ¢ x = 3 of (x,y)€< of (y,x) € <

< heet de "ordening" van (X,<)
N.B. (i) de totaalgeordende verszameling (X,<) wordt in het
vervolg veelal alleen met X aangeduid.,
(ii) voor (x,y) € < zullen we steeds x <y schrijven.
Voor de definitie en eigenschappen van de begrippen "orde-
type", “welgeordende verzameling", "ordinaalgetal" etc. zie

men bijv. F. Hausdorff: "Grundzlge der Mengenlehre".

1.2, Als X een totaalgeordende verzameling is, en Ac¢ X, wordt
door < in A een ordening < geinduceerd,
Voor de definitie en eigenschappen van de begrippen "boven-
grens (ondergrens) van A", "sup A(inf A)", "A is begrensd"
en het begrip "X is volledig" zie men bijv. J.L. Kelley,

"General Topology", Chapter O,

1.3, Indien voor ieder ordinaalgetal o < zekere u een totaal=-
geordende verzameling X = (Xa’<a) is‘gege_ven9 dan verstaat
men onder het "lexicografisch geordende product”" 1 X
de totaalgeordende verzameling, die bestaat uit gii% func=-

ties x = (xug Xa)’ en waarin de ordening is ge-

. . (xa) o<u
definieerd door
x<y &> (voor de Kleinste B<u, waarvoor Xg # Vg s is xB<yB)o
In het bijzonder verstaat men onder X" (waarin X een totaale
geordende verzameling is) het lexicografisch geordende pro-
“ duct U X , met Xaf X voor alle a<u ; en onder X.Y(waar-

a<u < . .. .
in X en Y totaalgeordende verzamelingen zijn) het lexicogra-
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fisch geordende product I Xys waarin XO =X en X1 =Y,
. . .. a<z

Het 1s duidelijk,dat
(XU)\) - XUV
M x¥ = P

1.4, De verzamelingen {O,1}a zullen we in het volgende steeds aan=-

duiden met 2o
Men ziet gemakkelijk in, dat Zw gelijkgeordend is met de Can-

torverzameling.

§2. Totaalgeordende topologische ruimten.

2.1. Een "totaalgeordende topologische ruimte" is een paar (X,7,),

waarin X = (X,<) een totaalgeordende verzameling is, en
waarin de topologie ?( wordt gedefinieerd met behulp van de
subbasis bestaande uit alle verzamelingen {x/x<a} en
[#/xp} (a,beX).

N.B, de totaalgeordende topologische ruimte (X,?() zal in

het volgende in het algemeen alleen met X worden aangeduid.
Het is bekend, dat X een volledig normale ruimte is.

Een topologische ruimte (T,7) heet "te ordenen", indien er
een ordening < van T bestaat, zodanig, dat (T,ﬁ<) homeomorf
is met (T7,9).

Indien X een totaalgeordende topologische ruimte is, en Ac X,
dan zullen we de door (X, 7 ) in A geinduceerde relatieve to-
W(A)o In het algemeen is (A,° j(A)) niet

homeomorf met (A@7< ) (zelfs niet als A gesloten is in X).
A

pologie aangeven met

Voorbeeld:

X = {x/x irrationaal; -V2< x< +\/§}
A = {x/x irrationaal; -V2<x«< Ok v {%\/E}
dan is A gesloten in X, maar (A,7<A ) is niet homeomorf met

(A,‘j< ) (de eerste ruimte heeft een geisoleerd punt; de twee-
A
de niet).
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2.3, Als A een compacte deelverzameling is van (X,¥.), dan is A
in ieder geval gesloten in (X,Z?<) en begrensd in (X,<); en
als (X,@() compact is, dan heeft (X,<) een grootste element

en een kleinste element.,

Lemma 2.3.1: De beweringen "(X,<) is volledig" en "Elke be=-
grensde gesloten deelverzameling van (X,ﬂ<) is compact" zijn
sequivalent,

Bewijs: zie J.L. Kelley, General Topology, Chapter V, problem C
Gevolg: De beweringen "(X,<) is volledig en heeft zowel een
kleinste als een grootste element" en "(X,ﬁ() is compact™ zijn

aequivalent.

Als A een compacte deelverzameling is van (X,’.J'() dan is (A,<A)
volledig; omgekeerd is het echter mogelijk, dat A gesloten
en begrensd is in X, en dat (A,<,) volledig is, terwijl
(A,?(f‘)) niet compact is;
voorbeeld: X = {x/ - 1<x<+ 1} - {0}

A= {x/- 1< x< O}

Lemma 2,3,2: Als A een compacte deelverzameling is van X,
is 7 = ff(A)
< <
Bewijs: 1. Het is duidelijk, dat f7<A c
2, Neem C'€ :78”; bij elke pe O bestaat dan een in-

2

5 (<A)

terval I = (r,s), Iefj( , zodanig dat

pgAﬂICsﬁf’;

indien inf {x/p<x, xe A} = p, kies dan a,€ A z8, dat

P<a,<s; indien inf [x/p<x,xeA}>p, zij dan a,= inf { x/p<x,xeh}

dan is a,.€ A, want A is compact; kies a., op analoge wijze, en

2
stel I' = (a1,a2); dan volgt:

1

peAnI'c U , I'el, 3
A
maar dat betekent, dat Oed .
“A
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2.4, Lemma 2°h°1:_zu_i5,cpmpacp en nuldimensionaal voor alle

a>00

Bewijss
1. Kies AcZa; definieer Db

(b.). door transfiniete in-
i’i<o

ductie aldus:
{'bo = 0, als voor alle a

bo 1 in het andere geval;

it

(ai)i<aéA geldt aj = 0

i

als bi gedefinieerd is voor alle i1 < v, zij dan

b = 0, als voor alle a = (a.). €A, met a, = b, voor i<v
v i’i<a i i
geldt av =0
bv = 1 1in het andere geval.,

Het is duidelijk, dat b = sup A.
(Za’<) is dus volledig, en (Za,7<) is compact.

2. Kies ACZ, en kies a = (ai)i<a € A en b= (bi)i<u§A;

Zij a <b en laat io de eerste index zijn, waarvoor ai# bi

(dan is dus a. =0 en b. = 1);
i i
0 0
definieer p = (pi)i<a door(p, = &; = b, voor i< i,
p, =0
o
p; T 1 voor i> iO
en q = (qi)i<a door g, = a; = b, voor i< ij
g. =1
o
q; = 0 voor 1> 1,3

dan is ag p< q<b en {x/p< x<ql = @

Dit betekent, dat Za totasl onsamenhangend is.

Opmerking: In het vervolg zal een compacte totaalgeordende

topologische ruimte steeds worden aangegeven met "ctgtr".

§3. Enkele eigenschappen van ctgtrne

3.1, Zij X een totaal geordende verzameling.
. Twee elementen a en b heten "buren" (en a heet "linkerbuur"

van b "rechterbuur" van a) als a<b en{ x/a<x<bl=0§ ;
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a heet"rechtersprongpunt”, b heet "linkersprongpunt".

Zij X = (X,<) een totaal geordende verzameling.

Zij R de verzameling der rechtersprongpunten in X;

en zij X* = X\ R;

dan is ook X¥ = (XZ <X*) een totaalgeordende verzameling

(en X* is blijkbaar gelijkgeordend zowel met de verzameling
die gevormd wordt door het verschil X\ L van X en de verzame-
ling L der linkersprongpunten, als met de verzameling die uit
X ontstaat door elk tweetal elementen die buren zijn in X te

identificeren).

Het is duidelijk dat

(i) (x*, <XQ samenhangend is

(ii) X®een ctgtr is, als X een ctgtr is.

Lemma 3.1.1.: (i) Een clopen deelverzameling van een ctgtr.

X is de vereniging van eindig veel disjuncte clopen inter-
vallen
(ii) Een ctgtr X is dan en slechts dan niet sa-

menhangend, als in X twee buren voorkomen.

Bewijs:

(i) Zij A een clopen deelverzameling in X. Kies pe A; als p
geisoleerd punt is, dan is {p} een (ontaard) clopen intervalj;
als p niet geisoleerd is, bestaat er een open interval I =(r,s),
zodanig, dat peIcA; zij dan u = inf {x/(x,p)c A},
v = sup {x/(p,x)€ A} 3 dan is u,ve A en pe [u,v]c Ao
A is cémpact en wordt dus door eindig vele intervallen [u,vV]
overdekt; het is duidelijk dat die disjunct zijn, en dat
U[u,v] = A
(ii) 1. Als in X twee buren a,b, met a<b, voorkomen, zijn
A= {x/xza} en B = {x/x> Dbl twee niet-lege disjuncte
verzamelingen in X, terwijl Ao B = X,
X is dus niet-samenhangend.

2. Als X niet samenhangend is, is X de vereniging van
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twee niet-lege disjuncte clopen deelverzamelingen A en Bj
daar zowel A als B de vereniging is van eindig veel clopen

intervallen, volgt gemakkelijk de existentie van twee buren.

3.2, Zij X een ctgtr.
V Onder een verdeling van X verstaan we een verzameling
gesloten intervallen, {IP}P’ zodanig, dat

: U =
(i) 5 Ip X

ii Ial <1 voor .
(1) |Ipa 1 |2 p#aq

Onder een V-rij voor X verstaan we een rij U-verdelingen

{VY}Y van X, die door transfiniete inductie als volgt is

gedefinieerd:

= x¥
V‘r {XP }PeZY

(i) vy = {x(o)l X(O) =X
(ii) Als VY gedefinieerd is voor Y <6, dan zij

Vs egedefinieerd op de volgende wijzes:
<€)
1Y

(6) _ ()
X4 -xp8 (pez),

(e)

8. als 6 = et1, en als l ' = 1, dan zij

() _
Xo =

b, als 8= e+1, en als in X twee buren a en b (a<b)

voorkomen, dan zi}]

£(6)

_ (e)
00 " {x/a <al n X

©) _ . (c)
Xp1 = {x/x >b} n Xp

(e)

9

Co als 6= e+1, en als X ‘samenhangend is, dan zij

X%g; = {x/x<aln . XéE)
§
01" = (x/xzara xE)

D
voor zekere a, die voldoet aan inf X;E)

(e)

<a< sup Xp s

. d, als § een limietgetal is, dan zij

T 8) (y)
Xp = Qé XPY/Y (pe Z(g) .
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Het is duidelijk, dat voor elke V-rij geldt:
: . la)
1. Va Ype Zao Xp

2. V = U Xf()a)=

o peZ

is gesloten interval en # ¢

(a) (a)y

3.V, Vx,y,p,q[(p< q,xeXp R yeX > x2y] -

Lemma 3.2,%: Bij elke V-rij voor een ctgtr X bestaat een
kleinste ordinaalgetal U= ?7({V } ), waarvoor geldt, dat al-
le XS}) (pez U> it &én punt bestaan bovendien is dan

ol <lxlz 21

En indien voor alle xe X

. (
W= ux({VY}Y) = inf {u| Ipel;: Xp“)‘—' {x}} ,

dan is

V=
sup M

Bewijs: 1. Kies x€& X.
(a)}
a<y

Beschouw nu een rij {Xp (pe Za) zodanig, dat

(@) (8)
xeXp cX o/B voor o>f

(@)

en neem aan, dat X uit meer dan é&n punt bestaat voor

alle g<p 3 dan is

Lo+1) ¢ o (a)

voor oO+1< uo
P *p/a =F

Dan is echter

u (X(a) 1()cz+‘l))

> p/a

een deelverzameling van X, die de vereniging is van ||
disjuncte, niet-lege verzamelingen; dus |u| <|X|
Aan elke x€ X is dus een u, toe te voegen, met ]ux1;|x| s

zodanig, dat
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xex(ux) — {Xx} = X(ux)
p .
en
|X§73 ;lQ voor v < L

het is duidelijk, dat V' = sup Moo
X

Daar echter ‘uxl; | x| voor alle xeX, volgt ook ]ﬁ!;]x];

immerss -|[{v|veu M| = |u,| < [X] » |
enaus 0] =| Y vy <nd] < [X.]¥=1% -
s @ _ ., @ . c o ()
2. 2ij nu Xp {xp } (pe ZU), dan is %y, P> X

blijkbaar een afbeelding van ZD’ op X3
dus: lZv| > x|, QIﬂl 2|X] .

Gevolg: Als | X| een limietkardinaalgetal is, is |o| = |X|.

Definitie: ©(X) = min {17({V§}Y)/ {V§}Y U-rij voor X}

we noemen O(X) de verdelingsgraad van X.

Het is duidelijk, dat ©0(X) een ordeningstheoretische in-
variant is voor (X,<).

We zullen echter santonen, dat 0(X) ook een topologische
invariant is; d.w.z. als twee ctgtr: (%,7,,) er(t,Jn) ho-
meomorf zijn, dan is O(X) = 0(Y); we kunnen dit ook al-
dus formuleren: als een compacte Hausdorffruimte T op meer
dan é&n manier te ordenen is, is de verdelingsgraad‘in alle

gevallen dezelfde,

Zij T een willekeurige compacte Hausdorffruimte., Onder een
1 ~-rij voor T verstaan we een rij {UY}Y , die door trans-

finiete inductie als volgt is gedefinieerd:

- (v)
UY - {pr } pel
(1) Uy = {T(O)}, T(O) =T

(ii) Als U, gedefinieerd is voor y<$§ , dan zij U, gedefi-

)
nieerd op de volgende wijze:
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(E)I =1,

a, als § = e+l en als |T dan zij
(6) (8) (€)
= = 7
TpO Tp1 Tp (pe a)
b. als § = g+l en T(s) is niet-samenhangend, laat dan
T;g) en Té?) twee disjuncte, niet-lege deelverzameling-
en van T(e) zijn, die clopen zijn in'TéE), en waarvan de

(e)

vereniging T is,
c, als 6 = g+l en T;E) is samenhangend, laat dan Tég) en

Téﬁ) twee niet-lege echte deelverzamelingen van Tée)

zijn,

die gesloten zijn in T(E), en die voorts zodanig zijn, dat

708y p(8) o gle) o gy |T(6)” 288)| ninimeel is.
pO p1 p p0 pt
d. als § een limietgetal is, dan zij
o8 N i)

A
D v<é “ply (pezy)

Het is duidelijk, dat voor elke t-rij geldt:
. . omla)
1. Va PEZ : Tp is gesloten en # ¢

. J (a) _
2. Va ° peZ TP T
o

Lemma 3.3.1: Bij elke 1-rij voor een compacte Hausdorff-

ruimte T bestaat een kleinste ordinesalgetal T = T ({UY}Y)’
waarvoor geldt, dat alle TéT) (pe ZT) uit één punt bestaan;

bovendien is dan

] < x < 2l

En indien voor alle t & T:

My = My “Uy}v) = inf {yu /31oezu : TI()“)= {x}}
dan is

T =sup u °
% t

Bewijs: als van lemma I.3.2.1.

Definitie: 1(T) = min {T({Uy}y)/ {Uy}Y T-rij voor T}.
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Het is duidelijk, dat +(T) een topologische invariant is.

Hulpstelling: 2ij X een ctgtr.

. (y) .
Z1 U - U ={T - een T=rij voor X
J A0} M E Y Zv J s

met t({U} )=1,
Yy

Zij T2w en T= W + Vos waarin u, een limietgetal en v, een ge-

0 0

heel getal > O is,
. .. (v),
Dan is er “ri Vi - v =1{x""}
er een V-rij { vy y p | pez,
met de eigenschap, dat bij elk limietgetal u < My en elke pe Zu

0

- yoor X,

een q = q(p) e Zu bestaat, zodanig dat

(i) afp/v) = a(p)/v , als Vv een limietgetal <p is

.. () (1)
(i1) Xp < To(p)

Bewijs: 1. Zij u=w

a. Als X samenhangend is, dan is

‘I‘gﬂ = {x/x<a} enT
‘o 1
e waarbij (i.,1i,) = perm (0,1)=—voor zekere a € X,
(D0, 01~ (1) (1)
Stel dan: X. ’ =Ty , X, ’= T}
0 i, 1 1,
b. Als X niet samenhangend is, dan is zowel T

= {x/x>a}

(()1) als Tg” de

vereniging van eindig veel disjuncte clopen intervallen:

(1) ‘
TO I1U I2Uo ° oUIk

(1) _ .
T‘1 - J,IU J2Uo ° oUJl 3

Z.b.d.a z1i]

I1< J1< 12< J2< s o o

(dowoz. alle elementen van I‘i gaan vooraf aan die van J 19 etc.)

Definieer nu

(1) _ (1) _
Xg "=l Xy T = dw Iudou e e
Xé(2))’ Xé‘?) zij een ”t%-splitsing.van X

(2) _ (2) _
Xio = J9s K37 = LU 00 o o

(1)
0
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(3) 4(3) (3) (3) (3) (3)
(x 000 ° 001)’ (XOIO’ 01‘) (X1OO9 101

Usplitsing van resp. (2) (2) (2)

OO ? 01 ’ 10
x(3) - x(3) -
110 12, 111 - J2U IBUO o o

) zij een

enzovoorts.

Co Men vindt in beide gevallen a en b een geheel getal 71; 1
(nl. Y, = 1 in het eerste geval en Yy = k+l=1 in het tweede

geval), zodanig, dat VY gedefinieerd is voor YSY <0, ter-

wijl
VpezY1 : {X;Y1)c Té1) of x;Y1)c Tg1)
d. Laat nu VY gedefinieerd zijn voor YSY <W Yn; n,
terwijl
%) o)

VpeZYn: 3q = a(p)e Zn: > q(p)

Beschouw nu

¥\ (p) = X;Yn)n Tég+1) en Ys1)(p)= X;Yn)n Té?+1)

(i) A1s Xéyn) = (1)(p) voor i=1 of 2, stel dan §'(p) =

(1) 5 x(Vp)
*

(ii) a1s Y voor i=1 en 2, dan bestaat, op grond van ¢,

. Y -

een geheel getal 8'(p) 21, zodanig dat voor X( n) een V-rij

(v )4(&) .
1 e ? = J——

(v (p)) V=GR Y T s te

5;6'(P) e

construeren nmet de elgenschap dat

(8 > (8')
Vt€Z6,: {(X(Yn))_t (1) ég"‘” of (X(Yn))t Yg )C é?+1)}’

. ° s [ = ?
dit ‘De’cekent.g indien vn+1(p) Yn+ §'(p), dat

3
) - ] _ (Y p#1) - m(n+1)
VreZ.Y‘,m.1 o[r/*(n— p=‘>51se«Zm_1° {s/n=q en Xr c Ts }

(iii) Stel: &= max (1,8°(p)), Y 4q = DAX (n+1,Y°n+1(p));

n n



(iv)

(v)

‘en

=1h=

dan is ook

Yn+1 = Yn * 6
Gedefinieerd zijn reeds de verzamelingen
(v* ..) .
+1 .
Xt n (pe2z ,te€Zg, ,pteZ, Jo
Yn ' Y n+t
Als nu voor zekere p: &'(p) = 6&-1, definieer dan
X(Yn_,_1)en X0m+ﬁ
pt0 pt i
(y )
door een willekeurige ﬁ}-splitsing van Xpt nt1 H
indien voor zekere p: §'(p) = 6-2, definieer dan
X(Yn+1) X(Yn+1) (Ve X(Yn+1)
pt00 ® “pto1 * “pt10 * “pt11
(v' o)
door 2 willekeurige l?-splitsingen van Xpt H
Enzovoort.

Dan volgt: VY is gedefinieerd voor Y< Yn+1 <w

Y a1 nt+l, terwijl ” )
n+1 (n+1)
3 = 2 C
Yre¢ zY 3 s=s(r)e Z +1? X, Ts(r)
n+1
en bovendien
(v.)
x P e v
r/*rn s/n

We kunnen het voorgaande aldus samenvatten:
Er is een (begin van) een ¥-rij {VY}Y voor X
V. = {XiY)} ——en er is een niet-dalende rij{y_}

T raZY ) n° n<w
— met Yn;rl voor alle n < w met de eigenschap dat voor

alle n < w en voor alle re ZY een s=s(r)ézn bestaat zodanig dat
n

s(r/ym) = s(r)/m , als m<n

) ¢ on)
r s(r)
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Kies nu pe z, en definieer q=q(p)e_%Ddoor

a/n = S(P/Yn)9 voor n<w j

dan volgt

) A ) )

X(w) ] =
P n<w “p/y, = n<w “q/n q

Zij u een limietgetal, en zi] Vy gedefinieerd voof alle vy

met de eigenschap dat er nog een limietgetal v<u bestaat, zo=
danig, dat Ysv<u ; en laat voor alle limietgetallen v<u voldaan
zijn aan

(v)

. Tos . (v)
VpéZv« da=a(p)e Z: xp

= Talp)

en

alp/A) = q(p)/r , als A een limietgetal <v is.
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80 Zij W=V +w
Kies p'eZ

Op grond van 1, bestaat er een ¥=-rij {V (p )} o Yoor X(v) —

v (o) = {(x“”)“f’}

nei
Y

zodanig dat

Vre ng Is=s(r)e Z,: (X(V))i.w)c (qugz iw)

en dus (als p'r = p, a(p')s = q(p))

VpeZ :[p/v=p'=>3a(p)e Z :{a(p)/v=q(p') en Xz(JU)C Tfa?;)}]

dit geldt voor alle p'é€ Zv; dus volgt: VY is gedefinieerd voor
alle Y1 en

Yoz : Jalp)e s ; xx() u é‘(}’))

bovendien volgt uit de constructie

a(p)/v

alp/y)

en dus ook

alp/a) a(p)/n , als ) een limietgetal <y is.

b. Als u niet van de vorm v+w 1s, dan is W de limiet van de trans-
finiete rij limietgetallen (v+w)\)<u o
VY is dan gedefinieerd voor alley<u .

Kies pe.Zu en definieer g=q(p)e Zu door

a/(v+w) = alpAvtw)), voor v<u ;

dan volgt, dat V te defini€ren is door

u
(u) _ (vtw) (vt+uw) (u)
Xpu " \Qu X)p/ (vto) © vou Tq/ (vhw)

En het is duidelijk, dat
alp/A) = g(p)/A voor elk limietgetal A<u

3. Hiermee is de hulpstelling (via transfiniete inductie naar u )

bewezen,

Stelling 3.4.1: Als X een ctgtr is, is 0(X) = 1(X)




(1)
(i1)

(iii)

1B

Bewijs:s
Daar elke Y-rij ook een t-rij is, volgt o(X)g (X)

Zi U — U, = {T ——een T=ri] wasrvoor
J v = }quY J

T({UY}Y) = 1(X),

Zij t = Mot Vg waarin o een limietgetal, en vy een geheel
getal > 0 is.

Er bestaat dan een ¥-rij {V — Y = {X(Y) — z,0dani
d 1 Y}Y P }peZ €»

Y
dat Y
u u
VpeZ :3dqge? :X(O)CT(O%
U U P q
0 0 ‘
Voor alle qé& Zu geldt echter dat ten hoogste Ivol T=split-
0
(ug)

singen nodig zijn om T in punten te verdelen; dit betekent,

u
dat ITé 0)|; 2'”01, en dus ook (voor alle peZ,
0
halve zijn ook ten hoogste IvOIZK-splitsingen nodig om alle

X;uo) in punten te verdelen.

= T,.°

Hieruit volgt: t?({VY}Y); G o

en dus 0(X)< 1(X).
o(x) = t(X).
Gevolg: ©O(X) is een topologische invariant.

0

Lemma 3.4.1: Als X en Y ctgtr” zijn en X <Y, dan geldt:
7(x) <J(Y)

als Y nuldimensionaal is of als X samenhangend is

Bewijs: duidelijk

Opmerking: Indien X en ¥ ctgtrn zijn, zodanig dat X cY, dan kan

het voorkomen, dat

Z(x)> 7(1);
voorbeeld: Zij Y = [0,2]

0
. 1
zijx= \J, 0-21v [,2]

dan is

U’(X) = whw > w= ?7(Y)o

) lxp(“O)Liz'“Ol; der-
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Voor Z definieren we op de volgende wijze de "reguliere ¥ -rij":

= (7
{WY}Y > 'wY {Zp } re Z

y
(i) Wy = (2.}
(ii) Als pe ZY , dan is
' P

P 5
Zéy) = {X/pﬁp2o\oc 6 00 Ooo Xé m 11113’00}

EAN

Het is duidelijk, dat (W } inderdssd cen ¥ ~rij is. Indien
voorts, voor Y<a, £ zo bepaald wordt, dat y+f = o, dan is
Z(Y), voor alle pE& Zy, gelijkgeordend met Zgo Dit Dbetekent o0.a.,
dat voor y<a alle Z'Y/ (p&Z ) uit meer den &&n punt bestaan,

terwijl voor y=a alle ZI(7Y) (pe ZY) uit juist &&n punt bestaan.
Voor Z; definiéren we ook de "reguliere ¥ -rij":

* % _ rox(Y)
{WY}Y ? WY {Zp }peZ

Y
: ¥ . LS

(i) Wy = {25

(ii) Als peZY , dan is

P P
/—’—.\ a
Z;(Y) = {x/pop,lp;“h 000, = < x < BoPqPoe o 1111 .5}

Het is duidelijk, dat {w;"}Y inderdaad een ¥-rij is.

Indien voorts, voor vy<a , & zo wordt bepaald, dat v + £= a,

5vg(Y)

dan is Zp , voor alle pe ZY, gelijkgeordend met Zg‘ o Dit be=

tekent 0.8., —als o= v+ n, waarin een limietgetal (of 0) en
dat voor y<y alle Z%(Y) (pe 2 )

, Y
uit meer dan &&n punt bestaan, terwijl voor Y2V alle Z;(Y)

n een geheelgetal > 0 is

(pe Zy) uit juist een punt bestaan.

. . (v)
Hulpstelling: 1. Indien {W — W = {7 } — de
D g (LS p 'peZ,

{v) .
‘}pe g

reguliere -rij voor Zz is, en {V} ——7V = X
o Yy Y Y

Y
een willekeurige ¥-rij voor Za’ dan

(v) (v)
Y 7 <%
y<a 3pe y N c.XP
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2. Indi w* —_— W¥ = Z*(Y) de reguliere

ndien { } y {p }p(=Z g

v -rij voor Z is, en {V } __.V = {X(Y)} éZ»—-—is een wille
Y

keurige ¥~rij voor Z* dan

Vyso dpez 24 ¢ 51,

p p
' Z'
Bewigs: 1Y
1. Voor vy=0 is de bewering kennelijk juist. //“Nmﬂufﬂhmmmna\
Zij de bewering juist voor Y<é (6 ga) plg~ p'1
(i) Als 6=’61+1, bestaat een p'e ZG ) - uﬁ_ ::"/h'-h\ ;
zodanig, dat ! ~ - Sl T T
8
I()?1)C X(,1) : (6) (5)
0 '1
. s P p
(,) en Z(?) ontstaan uit Z(,1) :
0 P LA (3)
door verdeling van dit interval in XP'
een linkerinterval en een rechterin-
terval; zo ontstaan ook Y(sg en Xé?i
uit X(él)
Dan 1s
7(8) (8)
pi ¢ Xpl

voor ten minste €&n der twee mogelijkheden i=1,2; bijv.
voor i=1 ; stel dan p=p'% :

(8) . (8)
Zp cC Xp

(ii) Als & een limietgetal is, bestaat voor elke e<§ een

(e Zy)

plele Z, , zodanig dat

(s) (e)
P( )< Xp(e:)

definieer Qan PGZS zodanig dat
P/e = p(;) voor alle € < § 3

dan volgt

(8) _ () 4e)

hs) €<$ p/e < () X(e X(6)°

) _
e<s “p/s T “p
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Gevolgs J({W }) = UV })
2. Dit bewijst men volkomen analoog aan punt 1.

4 # Pl
Gevolg: ({Wv}y )< ({vy}Y)

Q

Stelling 3.5.13 1. @(Za)

v, als o=vin, waarin v een limiet-

*
Bewijs: 2, G(Za)
getal (of 0) en n een geheel geldt> 0 is.

1. (i) de reguliere VJ-rij is een J-rij, waarvoor
17( W ) = a3
{ Y}Y H
dus  0(2,) £ o

(ii) indien {VY}Y een willekeurige ¥ -rij voor Za is, is, op

grond ven de hulpstelling,

a=?j({WY}Y ) 2 r?({vy}Y),
dus o < o(x)

(i1i) Derhalve: (X)) = a,

2. Dit bewijst men volkomen analoog aan punt 1.

Opmerking: Het is in het algemeen niet juist, dat uit o(X)

met o= v+ n, waarinv een limietgetal en n een geheel getal >
is zou volgen O(X%®) = v.
Voorbeeld:

X =W(@Q) => o(x)=a
o(x® =0 .

Stelling: 3.5.2: 1. Indien o # B, dan zijn Z, en ZB verschillen~

de topologische ruimten.

2, Indien o=v + n, B=p + m, waarin v en u limietgetallen (of 0)
-

en n eh m gehele getallen > 0 zijn, en indien v # u, dan zijn Zz en
ZK

8 verschillende topologische ruimten.
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§4, Enkele eigenschappen van ctetre (vervolg).

L,1, Het lexicografisch geordende product X.Y wordt in het ver-

volg dikwijls aangeduid met een tekening:

< {

. (x,¥)

o — v e e v e e e

X

waarbij de puntenparen (x,y) geordend gedacht worden volgens

het in §1 gegeven voorschrift.

4,2, Als X en ¥ ctgtr™ zijn, en Y is continu beeld van X, dan kan

het voorkomen, dat ©(X) < ©o(Y).

Voorbeeld:
MBS0 T " I Bi=D;
L I S - 2
) W R BT R e W S B s
o W NS, W B s
: . 24} &3 b3
2y B "2
| 2 3
N i

(i=1,2,3,4)
(i=1,2,3,k4)
(i=1,2,3,4)

(405~ 42
[C;»D5] ~ [C1,D]]

[2;75] > [Tl

is blijkbaar een continue afbeelding van Zw+2 op Zw+3;

maar 6(Zm+2)= w2 < w3 = 0(Z .. ).

w+3

wd

xi
e

1

&
ok
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Lemma 4.2.13 a. Als f een monotoon niet-dalende (of monotoon

niet-stijgende) afbeelding is van de ctgtr X op de ctgtr Y, dan
is f continu, en bovendien is 0(Y) < o(X)
bo Als X een samenhangende ctgtr is, en de ctgtr Y

is continu beeld onder f van X, dan is f monotoon niet-stijgend
(of monotoon niet-dalend) (en dus is o(Y) < o(X)).
Bewijs:

a. duidelijk

b. zie S. Eilenberg, Amer.J. Math. 63, 39-45 (1941).

Stelling 4.2.1: a. Indien ogB , dan is Zu continu beeld van ZB 3

en wel bestaat er een monotoon niet-dalende continue afbeelding ven
ZB op 4.

b. Indien X een ctgtr is, bestaat er een klein-
ste a, zeg @, = OLO(X), zodanig dat X continu beeld is van Z, (en
dus ook ven elke Z, met g 2 aq); bovendien is @y < 0(X).

En er is ook een kleinste o, zega, = a1(X), Z0=~

1

danig, dat een continue monotoon niet-dalende afbeelding van Z
o

op X bestaat; en a = O (X),

Bewijss

a. De afbeelding ¢: ple ZB) + plo (e Zu) is blijkbaar een con~
tinue, monotoon niet-dalende, afbeelding van ZB op Za

b. De in lemma I,3,2,1 = bewijs punt 2. genoemde afbeelding

% P > x; is blijkbaar een continue, monotoon niet-dalende

afbeelding van Zo op X3 en ¢ bestaat voor alle l?; o(X).

(i) er is dus ook een kleinste ¥, zeg %y, zodanig dat X con-

ay £ o(X).

(ii) er is dus ook een kleinste ¥V, zeg a,, zodanig dat X con-

tinu beeld is van Z?y ; dan is

tinu beeld is van Z 2 onder een monotoon niet-d&lende functiey
en o < 6(X);

omdat X het beeld is van Za onder een monotoon niet-dalende
1

functie, volgt uit lemma I,4,2,1 a dat o(X)< o (Zu ) = a3
dus  O(X) = a. !
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Opmerking: Het kan voorkomen, dat ao(X) < 0(X)3
voorbeeld: aO(Zw+3) < w2 < w3 = O(Zw+3)a

4.3, Zij X een ctgtr.

o

= {X(Y)}

P ‘pel

Zij {V.} een ¥-rij voor X; V
Yy Y Y

Zij voorts
l(XI()Y)) = inf X;Y), r(XI()Y)) = sup XI(JY)°

Zij tenslotte
- - (2) (2)
D, = D,({V,} )= {1(xp )s r(xp )| pezy}
Het is duidelijk, dat

(1) pez, , o =1x{7g 100 e (x{M)g rxl9))
(ii) v = D> D
(11) 2y =>D, 0 (1(x(")) r(x{)) = ¢
. ITI P
(iv) P} 2
| (immers: Iplz2]z]| = 21ty .

Lemma 4,3.1: a. D =D
= Yt T

b. 1T limietgetal --—-",vDT = \)<TD\)
Bewijs:
a. De bewering is triviaal als D = X3 zij dus D & X

Als ycX\D bestaat er een peZ s zodanlg da.t ye Xé T)
daar y # l(XéT)), (XI(J )) volgt
(1) (1)
e (1(X riX ¢X~D .
ye(1x ), x(x ) e x D,

Derhalve is Xs D.t open, D'c gesloten.

b. In ieder geval is U D < D =D
- v<T TV v v

kies nu, indien mogelijk,
1, .
X€ DT e D H

dan is voor zekere pe.Z_r

x = l(XI()T)) of x = -r'(xl()")k
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uit
(1) _ (t) (thy1 = ) V)
X, = [1(Xp )s r(xp )] = AL Sy ¥
e @ )y olt) (v)
T)\_ v T)y _ v)y,
1(Xp )= iﬁf l(Xp/v), r(xp ) = 335 r(Xp/v),
derhalve
X 6 D .
VET v

Reeds eerder werd gedefinieerd:

u= (V)= dnr o/ 3pez,s XM = ()

Opm.: 1. Als U( {VY}Y ) =¥ een limietgetal is, is er niet nood-
zakelijk een xe¢ X, waarvoor geldt My =V, zelfs niet als
V= o(X) en? is een recgulier begingetal:

Voorbeeld: Zij f een 1-1-duidige afbeelding van Zw op

wiQ) = {u/u < a} .
Zij H de verzameling van alle paren

(asxa) (aézw, xa& Zf(a))
met lexicographische ordening:
v(a,xa)‘ < (b,xb) als a< b

(a,xé) < (a,xg).als x!< x;o

(i)  o(H) 2 O(Zu) =y voor alle ye W(Q) (immers Zuc H

voor alle ne W(Q)). ’
En dus is o(H) > Q.

(ii) Er is een ¥=rij {VY}Y voor H, waarvoor geldt

ﬂ({VY}Y) =Q

(nl.."de reguliere ¥ ~rij voor Z,» voor elke a<Z
voortgezet met de reguliere V-rij voor Zf(a)")

(iii) Dus: o(H) = Q.

(iv) Er vestaat geen x& H waarvoor = ux({vy}y)= Q

(v) X voldoet aan het 1° aftelbaarheidsaxioma.
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2, Als = ?7({Vy}y) een niet-limietgetal is, is er wel altijd een

x €X, waarvoor u_ = v,

Lemma L4.3.2: Zij {VY}Y een v'-rij voor X; W = My ({VY}Y);
T=9({v 1)

&. Indien voor zekere x€X My = w@, dan is x de limiet van
een stijgende rij van het type w,, en/of x is de limiet van
een dalende rij van het type w@o

b. Indien ?7>wz¢is er een punt x ¢ X dat de limiet is van
een stijgende rij van het type wg, en/of de limiet van een da=-
lende rij van het type wr
Bewijs:

In beide gevallen a en b is er een pe Zw , zodanig dat

L

P \’<°~’2£ P/V
Xl()vz) & XI(>;) als T < Vv <uw (2)
(w
(in geval a. is Xp = {x} ).

Stelt men

a(T) = 1(x;;1), b(T) = r(X;;l) (1 < wk)

(o) _ (9g) (e)_ (wg)
a —:L(xp )y b 7= r(x ),
dan volgt uit (2), dat de rij

(1) . (1)
(2’7, " 7)
wg

(1) (1)

uit allemaal verschillende elementen a' ', b

IR B

is bovendlen niet-dalend en de rij (b( )) is niet-

Definieer de rij (a( u))u door transfiniete inductie aldus

bestaat; dus

(T))

stijgend; en 11m a

De rij (a
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o) o (0)

als a(T“)

index is, waarvoor a(A) # alle a

o7 - (0

definieer op analoge wijze de rij (b

9

gedefinieerd is voorv<u en als A de eerste

(T\))

(v<u), dan zij

(7)),

De rij (a( u)) is dan stijgend en de rij (b

Q

(),

Als nu zowel het type van (a( “)) als dat van (b

is dalend.

z)'l'\; )

kleiner

is dan W dan volgt: v
[ Lok ok, |ty |,
dus i () l v I () |
W L=k () =%,
| o }u<w&,v<wle| =4 ke <4,

en dus zeker

{é(r), b(T)} < K

T<W

¥

°
]

contradictie,

Derhalve is tenminste é8n der twee rijen (a( “)u) (b(T )) van

(Tu)) (o )

u 3 dan is bovendien lim a “) = a
u

het type wk;'blgv° (a

Stelling 4.3.1:¢ Indien |X|> 2 * is er een punt in X dat de limiet

is van een stijgende of van een dalende rij van het type w,

i+1°
Bewijss
7ij {V.} een V-rij voor X3 J{({V} ) =¥,
13. vy © J voor X3 Y({ Y Y)

Indien 1< Ws g volgt: o

b |22,

2 Y.
) D <k . .,21<21
T<W. T = ""141 = *
141

Y D &X (1)

W 4 T
Dus: ¥ 2w,

i+1°
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(i) Als ﬂ;yi+1 volgt hetgeen te bewijzen is uit lemma I.4.3.2
(ii) A1s ¥ =0; 4 q
M, = W 45 en hetgeen te bewijzen is volgt weer uit lemma

X
Ioho3o2o

is er, op grond van (1), een x waarvoor geldt

Gevolg: Indien |X|>{ =2 0 is er een punt xeX dat de limiet
is van een stijgende of een dalende rij van het type wy = 3 men
ziet gemakkelijk in, dat X dan niet aan het eerste aftelbaarheids-

axioma voldoet (in x is geen aftelbare locale basis).

Indien gebruik gemaakt wordt van de veronderstelling dat de
algemene continuumhypothese juist is (en beweringen die op deze
veronderstelling berusten zullen we in het vervolg met een ¥ aan-

geven), geldt ook

¥stelling 4.3.2: Indien |X|>Ris er een punt in X dat de limiet

is van een stijgende of van een dalende rij van het type uh?
Bewijss
zij {v een Va-rij voor X; Y ({Vv_ =V,
J{Y}Y J voor X; ({Y}Y)
Indien 'r<w}tvolg’c:

IDTié 2 IT‘ER’,

T<Ww

U Dléknk::k”
x T

en het bewijs verloopt verder als in stelling I.4.3.1.

)

*Lemma 4.3.3: Indien in X een (stijgende of dalende) rij (xi 3 <w

van het type w,voorkomt, geldt voor elke ¥-rij voor X:

X

72w, .
="k
Bewijs: Zij (xi)izw ﬁ= een stijgende rij van het typewy in X,

en zij y = sup X, s
i<mk
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1o 2i] wgregulier.
Leat {V.} ~ —— = {x (Y)}
Yy
zijn, en zij ¥ = Z?({V } Yo

pez —— een ¥=rij voor X
-

Definieer door transflnlete inductie een rij (a ) aldus:
(i) a, = r(X( O)), als o

0 0
Waarvoor gen P=p,< Z, Dbestaat, zodanig dat r(X( 07y< y,

het kleinste ordmaalgetal is,

(ii) 2zij a; gedefinieerd voor i<A ;

o
(ii,1) als A= i s zij dan a, = r(X(vA)), als a, het
P

A A
kleinste ordlnaa%getz)a,l is, waarvoor een p—pke Z bestaat
zodanig dat r(X_ = 11'¢ r(X( A))< Vo )\

b; P
1
(ii,2) als A een limietgetal is, zij a, = sup a,

. e e .. L. i<
Het is duidelijk dat (ai)i een stijgende rij 1s,len dat

1lim a = Yo
Z2iJ voorts Xy de kleinste X, , Waarvoor geldt x> 8, 3 dan is
u
(x:.L ) een niet-dalende rij, en lim X, =YY is blijkbaar
u M u

de limiet van een deelrij van (x.).
ili<wg

omdat wkreguller is, volgt: v '-Z—'wk' .

die een type heef‘t;ﬂ;

2, Zi] mk’singuliero

Dan is X een limietkardinaalgetal, en

2 =X . sool1)
7ok

Blijkbaar is |X|> A3 en dus voor elke s77< X
w
x| > 2 3
daar w 7 regulier is, volgt
v 2 W 3

2
dit geldt voo. elke<A; uit (1) volgt echter ook, dat

SUD W gy =@y, 3 dus is
< R .Zm X
72

wko



=
®
=
L

-28-

Opmerking: Het omgekeerde van lemma I.L.3.3 is blijkens het
voorbeeld van de ctgtr H, niet juist; wel geldt lemma I.4.3.2.

Stelling L.3.3: Als {V }Y en {‘V‘;}Y twee ¥ -rijen zijn voor de
ctgtr X, en77=?7({VY}Y ), VT =¥ {V‘;}Y ), dan is

21 = 1]

Bewijs: Als J| < |9'] , volgt uit

Bewijs: 2] < |27
|x|2]w*|>17],

dat in X een stijgende (of een dalende) rij van het type w1

voorkomts dus z}“; “’IJ l ,Iu”']; |#| 3 tegenspraak.
Dus is |9]=| 2],

72ij A = (An,<) de naar grootte der elementen geordende verza-
meling {1,2,000,0}3

An = {An, 7{2}15 dan de discrete topologische ruimte, bestaande uit
n elementen.

Zij I het eenheidsinterval [0,1] o

Lemma 4.4.1: Als n # m zijn X =I.A enX =TI.A verschillende
topologische ruimten.,
Bewijs: Zij n>m.

Als n>2, m=1 is Xn totaal onsamenhangend en Xm samen-
hangend.

Als n 23, m=2 heeft Xn continu veel geisoleerde punten,
en Xm heeft er twee.

Zij dus nu n>n >2,

Een verzameling {(a,2),(a,3)4000,(a,n=2)} (agI) van n-2 opeen-

(n),

volgende geisoleerde punten in Xn zullen we aanduiden met Ba. 5

op analoge wijze wordt B;m)(c Xm) gedefinieerd,
1. Als S en T twee disjuncte verzamelingen zijn van geisoleerde
punten in Xn’ zodanig dat voor alle aeI:
SnB, # eaTh B, # ¢, dan geldt blijkbaar
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S\S =TT,

2. Veronderstel nu, dat er een topoiogische afbeelding bestaat
ven X op X . '
(i) Indien p en q (bijv. p<q) punten zijn in X s die niet tot
dezelfde B behoren, dan is er een B n , zodanig dat voor
alle ref[B(n)] geldt: p<r <q.
Immers: indien deze bewering onjuist is, neem dan een aftel-

baar oneindige ri] {y van punten tussen p en qj bij elke

iti<w
y; bestaat dan een z. zodanig dat 2; <p of z;>q, terwijl

£ (y ) en £ (z ) tot dezelfde B(n)

en {yi}i <« B {Zi}i <, hebben dan verschillende verdichtings-

behoren; de verzameling-

punten, maar de verzamelingen {f-1(yi??i<w en {f_1(zi)} heb-
ben dezelfde verdichtingspunten., 1w

(ii) Kies een Bén); daar n>m zijn er in f‘[B;n)] twee punten

1 1
p, en q, die niet tot dezelfde B( m) behoren; bijv. zij Py <y
(n) zodenig dat voor alle re B( n) geldt p1< r< 93
e

er zijn in f]-B (n) :] dan weer twee punten P, en q, die niet tot

kies nu B

dezelfde B( m) behoren° bijve. zij p.‘ < p2 < e < a3 enzovoort:

de rijen {f~ (pi)}i<m en {f” (qi)}i<w hebben dan dezelfde

verdichtingspunten; de rijen (pi)i<w en (qi)i<w echter niet.



