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Over de homogeniteit van een ctgtr*

st

Lemma II.1.%: Een homogene ctgir X voldoet aan het eerste aftel=-

baarheidsaxioma.
Bewijs:
Zij {Xi}i<w een aftelbaar oneindige verzameling in X§ daar X com-

pact is, heeft deze verzameling een verdichtingspunt, bijv. y3 ¥

is dan de limiet van een aftelbare rij, en omdat X homogeen is, is
elk punt van X, en i.h.b. a= inf X, de limiet van een aftelbare rij.
Voor a betekent dit, dat in dit punt een aftelbare locale basis be-
staat; daar X homogeen is, geldt dit voor elke x e X; maar dat be-

tekent dat X zan het 1e aftelbaarheidsaxioma voldoet.

Stelling II.1.1: Als X een ctgtr is, en |X|>[, dan is X niet ho-

mogeen.,

Bewijs:
Op grond van stelling I.4.3.1. gevolg, voldoet X niet aan het 1¢

aftelbaarheidsaxioma; en dus is (lemma II.1.1) X niet homogeen.

Lemma II.1.2: Een homogene ctgtr X is O=dimensionaal.

Bewijs:

Zij Y een component van X. Indien lY|>1, zij dan a=inf Y, b=sup Y,
en zij ¢ zodanig dat a<c<b. Als nu Cx de component in X aanduidt,
waarin x ligt, is blijkbaar Ca\{a}= Yn{a} een samenhangende deel=
ruimte van X, terwijl Cc\{c}= Yn{c} een niet-samenhangende deel-
ruimte van X is. Dan is echter X niet homogeen. Dus |Y]= 13 doWoZo

dat X O~dimensionaal is.

Hulpstelling: Als o en B = wd aftelbare limietordinaalgetallen

zijn, en a<B , dan bestaat een stijgende rij (u.).  van het type
< i’i<a

o, zodanig dat lim uy = Be
i<a

%)

Dit is een vervolg op WN 63 een verwijzing naar St I.4.3.1 is een

_verwijzing naar WN 6, st. 4.3.1,3 €nZ.
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Bewijs:
1, We merken eerst op, dat bij elk aftelbaar limietordinaalgetal B een
rij (ci) bestaat, zodanig dat lim 0;=Bo
i<w
de, als type w welgeordende, verzameling van

i<w
Immers: zij (vl)l<
ordinaslgetallen <B; een monotoon stijgende deelrij van de rij

(v). is een rij (o.},

i’ i<w i< met de gevraagde elgenschappen.

2, Voorts laten we zien, dat het voldoende is, de stelling te bewij-
zen voor ordinaalgetallen a<B, die geschreven kunnen worden als

Y
o= 12 y<68),
w (12 v28) Y Y

2 k
o gt o noytecotw e my, M >0(1 1425000K)

s A\ Pl PREEEIa | k~>O dan kan men schrijven a= a'+w k; als nu
(V1)1<m i

= .. ., A ) . .
(u1)1<a een stijgende ri) met limiet w , als ui= i voor i< of

en u, = a’+ v, voor a'<i<a,

Immers: als a=w

een stijgende rij is, met limiet wé, dan is ook

I,
4

3. We bewljzen nu de stelling door transfiniete inductie naar §.

(i) 6=1 impliceert B=w, a=w, en de bewering is triviaal.

(ii) 2ij de stelling bewezen voor 8<e
(ii, 1) Zij e= 6, +1,
Dan is B=w=wl = w . w= Byewo
Als o= w'=B is de bewering triviaal; zij dus a=wx<B;
dan is 02Bqe
Op grond van de inductie-aanname is B1 de limiet van een
stijgende rij (vi)i<a van het type a; B8, is echter ook de
limiet van een stijgende rij (Aj)j<w van het type w3 indien

nu

. v. voor alle i met v < A
1 1 0
J=

=
1 i

=8 a3+v voor alle 1 met A

. < v, <A,
1 1 = ®

-1 1 J
dan is (ui)i<a een stijgende rij van het type o, en lim ui=8
. i<o

@ W

(ii.2) Zij € een limietgetal.,

Dan is ¢ de limiet van een stijgende rij (en)n<m .

En ook is dan

& ° n
B= 1lim w "o

n<w
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Als o=w' = B is de bewering triviaaly zij dus a=w' <B,

Indien nu
0
{wv <%}

£ €
{V/wna";\)(wn} (n=1,2,c0.),

Yo

v
n

dan bestaat dus een N, zodanig dat

€ ‘
type Vn =0 O 2o voor N<n<y

Y1+1 Y4
9 = Y1+19 dan iS o= W =W om=a1awa
. £ . .. .
Voor N<n<w 1is elke w n de limiet van een stijgende ri}

m
(v, ).

Eokm wa

van het type «

a o
1 1

Definieert men nu voor Nn<w

£
U= W n-1, vi(n)

i voor a1a(n-N);j<a1o(n-N+1),

dan is (u.)- een rij van het type ¢, en lim Wu,=8,
1 1<0 <o
b. Als g= ' en Yis limietgetal, dan is v de limiet van een stij=

gende rij (v , en ook is

n'n<w
. “n
0= 1im @ e
n @w
. "n n . *n _—
Voor Nan<w is nu w “<ogw ;- =2n dus is w = de limiet van

S
een stijgende rij (vi(n))i<w'yn van het type w o,

Definieert men nu voor N<n<w

Y €
. - N . N+
H.=Ww n 1+v§n) vOoor W n-N <1< w n-N 1:
i i =
dan is (ui)i<a een rij van het type o, en lim ui=B°

i<a

Lemma II.2,1: 2ij X = Z § Halge -

1. Als p geen sprongpunt is, of als p een rechtersprongpunt is,
geldt: {x/x<pl tn Z, o

2. Als p geen sprongpunt is, of als p een linkersprongpunt is,
geldt: {x/psx} Nz,
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Bewi]js:

1

(i)

7ij L
R

. _Qa - s
{p/ 310<m : p;=0 voor 1;10}

{p/ 3i0<wa ¢ p;=1 voor i;io}
In beide gevallen zullen we onder i, steeds de kleinste index

0
verstaan met de verlangde eigenschap.

Het is duidelijk, dat een linkersprongpunt (rechtersprongpunt)
tot L(tot R) behoort, en dat een punt van L (van R), dan en
slechts dan een linkersprongpunt (rechtersprongpunt) is, als

io een niet-limietgetal is.

Zij p €Ro
laat (mA)A de welgeordende rij van indices zijn, waarvoor

. . . o
me—1’ dan is (m,), een rij van het type v .

Definieer nu fog plaats
Yy {x/x;pop1°“oo EEE .

£ plaats m,= plaats

W1 )
\ = {x/pop.‘moﬂ 000s55s X SPGDqoses0 1.2 )

o
I

als A een niet-limietgetal is

2AS plaats ?AE plaats
—— —
{x/pgpyeess0000scss <x <pGDyoss O 1110’}
als A een limietgetal is, en n, = lim m..
i<x

‘Definieer ook

)
W= {x/x 20 1111.0.5}

0 (A-1,% plaats i g plaats
£ —_—
Wy = {x/ 1110000 1 00000005 £ X 21110000 0 11111..5}

als A een niet-limietgetal is

és plaats “AE plaats
{x/ 1111.... 0000525 <x< 1111000111100 o

als A een limietgetal is.

Het is duidelijk, dat de verzamelingen V (Oé@h(ma) alle

A
gelijkgeordend zijn met Zwa@
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Hieruit volgt, dat ook de geordende verenigingen

Ag)a V)\ en gma WA ’

dus ook {x/x<p} en Zo

gelijkgeordend zijn.

(ii) Op analoge wijze bewijst men, dat voor pel geldt:
{x/p <x} ug Z,0

(iii) Hieruit volgt dat voor peL, q&¢ R, p <q geldt:

{x/p 2x 2ql » z o

2. We bewijzen vervolgens:
(i) Als B een aftelbaar limietordinaalgetal is, en S;wa , dan is
Zma te schrijven als geordende vereniging van het type B
van verzamelingen Ay (021 <8B), waarbij A,z o voor
0<i<8h en |AB|= 1o
Aldus:
Op grond van de hulpstelling bestaat een stijgende rij

(u.). zodanig dat lim u, =07,
17i<B <8

21 nu uog plaats
By = {x/x ;11100000“?170:7? }
/i*i_F plaats i_e_ plaats
Ay = {x/ 111,..10000.5. sk 1M10., 0 11770.0)

als i een niet-limietgetal is

v v € ni
Jig plaats ¥i= plaats
{:5[1111eooooooooomio <x< 1111400.01TT700% )
$° " als i een limietgetal is, vy V.=1lim Y,

(T 51

Ag= oy
Dan vogdoen de verzamelingen Ai (0 £i £B) aan de gesteldg *

eisen., .
L. ordinaal a .
(ii) Als B een aftelbaar limietlgetal is, en Bsw , dan is Z a te
schrijven als geordende vereniging van het type B* van ver=
zamelingen A, (0 <i 2B), waarbi] A;2Z o voor 0<i<B , en
=1,
]

Bewijs als boven
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3. (i) Zij nu p geen sprongpunt, en zij (mA) de welgeordende rij

A<B
van indices, waarvoor P, = 1; dan is B een limietgetal.

Definieer nu A e
m.- plaats

%O
—
By= {x/x2pypqooe 0 1111c0s )

mi_1s plaats mi'e- plaats
B.= {x/ P Djooo \11’ 0000c00¢ £ X €PAPqos0 1_1—17:?}
1 01 =" =501
als i een niet-limietgetal is
niS plaats mi?- plaats

4; o ——
.= {X/ DD o0e0 000sss <X <P Pyos0 11110c00l
071 =T == E0E
als i een limietgetal is, en n.,=lim m.
jei
Bg= {p}
Op grond van l.en 2. (i) volgt nu gemakkelijk, dat
{x/x;p}u\ Zma.,

i

(ii) .Op dezelfde wijze kan men aantonen, dat, als p geen sprongpunt
o

is, {x/px}u Zwm

Lemma II.2.2: Zij X = z:a ;1a|,;7~¢0
Als inf X <p <sup X, dan geldt

/xgp} (x/px} v Lo

&%.‘{Q
Bewijs: analoog aan dat vam lemma IT.2.1,

CE i

K

kSte‘lling II.2.1: Indien o L<=‘NO is Zwa een homogene topologische
ruimte. .
Bewijs:
1. We merken eerst op: als I€ Zwa en I is een clopen interval in
Zwa s waarvoor geldt Iw Z o den is ook (Zwa\ I)w Zwa .
Immers: als p = inf I, g= sup I, dan is ten hoogste &&n der ver-
zamelingen Ip= {x/x <p}, Iq= {x/x>q1} lemg; indien Ip 7 g(en/of
I?1 # @) dan is IPU» Zwa (en/of Iql/; Zwa ), op grond ven lemma II,2.1;
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dan is ook (in alle drie de mogelijke gevallen) IpL)qu»Zwa o

2.

Kies nu p,qe zZo 3P # Qo
Dan is (resp.q) de drorsnede van een dalende aftelbare rij van
clopen intervallen I (resp Jn); z.bod.a. 471 I1(’IJ1 = @,

Zij ft 13
op Jn\ Jn+

een monotone afbeelding van Zwa vI, op qu\‘I

0 1
Zij f_ een monotone afbeelding van I_\ I
n n “n+
(n=192g3’ooo)o
Dan is de functie f die gedefinieerd wordt door
f(x) = £ (x) als x¢ INI 4
(n=0,1,2,3,000 3 I,

ding van Z,o op zichzelf, die voldoet aan f(p) = q.

1 1°
=1z ) 3 f(p) = q, een topologische afbeel-

Dit betekent dat Zwa homogeen is.

Stelling I1I.2.2: Als Zzg de topologische ruimte is, die uit

Z:a ontstaat door identificatie van inf Z:d en sup Z:d , dan
N 3¢
1s Zwa homogeen.

Bewijs: volgt uit lemma II.2.2,

Stelling II1.3.1: Indien y= g+’ , €en B;wa3 dan is ZY niet homo-

geen.

Bewijs: Zonder beperking der algemeenheid zi]j B,= S+ s met e>a,

b d
[+
Zw

(i) Kies p=(pi)i<y zodanig dat

B

Vise 3j.k : (i<j,k<B en p; =0,p,=1)

V26 : p, =0

Het is duidelijk, dat iedere omgeving é van p een deelruimte

. bevat, die gelijkgeordend is met zws+wq,
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Op grond van lemma I.3.4.1 geldt dus

@(‘«"’é(')p );we + o

(ii) Kies q = (qi)i<Y zodanig dat

Vi J3.,k: (i<j,k<y en p; = 0,p, = 1),
Dan heeft ¢ omgevingen Th, die gelijkgeordend zijn met Zwae
Dan is echter
ol ) = o*
q .
(iii) ZB' z,o is dus niet homogeen; hetzelfde geldt dan voor

ZB"’ wCl = Z'Yo



