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Enkele opmerkingen over de hoofdstelling der R-integratie

Summary

The author gives a necessary and sufficient condition for a
differentiable function f£(x), in order that it may be written as the
R-integral of its derivative, in the sense of Leibniz’ formula.

The condition is, that f(x) can be obtained by R-integration of at
least one function ¢(x). The result is complementary to the classic

condition of Reintegrability for the derivative,

De hoofdstelling der R-integratie zegt, dat, als de funktie f(x) diffe-
rentieerbaar is op het interval [agtﬂ, onder bepaalde voorwaarden be=
treffende £'(x), de volgende betrekking geldt

X
J Er(t)at = £(x)=f(a), (1)
a

In de litteratuur wordt aan f'(x) een van de volgende voorwaarden

gesteld:

1) £'(x) is continu op [a;b],

R op [asb] s

In deze beschouwing zal worden aangetoond, dat het niet nodig is £'(x)

2) f£'(x) is R-integreerbaar

expliciet san enige voorwaarde te binden, mits we een extra eis stel-
len aan f(x),

Moa.W.: De geldigheid van (1) kan bewezen worden op grond van veronder=
stellingen die alleen f(x) betreffen, en wel zonder gebruik te maken
van specifiek maattheoretische begrippen.

Stelling 1. De betrekking (1) is dan en slechts dan zinvol en geldig

als

1)

In deze beschouwing zal onder "R-integreerbaar” uitsluitend worden

verstaan "eigenlijk R-integreerbaar".



1) £(x) differentieerbaar is op [a,b],
2) er een op la,b] R-integreerbare funktie ¢(x) bestaat,

zodanig dat f{x) te schrijven is als

£(x) = £(a) + ng ¢(t)dt, (2)
a
Deze stelling is gelijkwaardig met:
ételling 2, Is f(x) op [a,b] differentieerbaar, dan is de afgeleide
funktie f'(x) dan en slechts dan R-integreerbaar op [a,b)
als er een op |a,b] R-integreerbare funktie $(x) bestaat,

zodanig dat f(x) aan (2) voldoet.

NoBo ¢(x) dient hier beschouwt te worden als een funktie die noch
a priori, noch a posteriori identiek is met f'(x). Zie voor nadere

bijzonderheden stelling 3.

Het bewijs van deze stellingen zullen we vooraf laten gean door een

tweetal lemma’s.

Lemma 1, Is de funktie ¢(x) op [a,b] R-integreerbaar (dit impliceert

de begrensdheid van ¢{x)) met
mg ¢(x) g M

voor elke x € [agb]9 en stelt men per definitie

X
8(x) = [ ¢(t)at,
a‘v
dan geldt, onder de voorwaarde dat ¢(x) differentieerbaar is
op [agbﬂg de ongelijkheid

m< 6'(x) £M voor elke x € [a,b].

Bewijs: Stellen we H(x) = ¢(x)-m(x-a) dan is H(x) differentieerbaar

op [a,b] met
H' (%) = ¢"(x)=m,

Voor H(x) kunnen we ook schrijven



X
H(x) = [ (¢(t)-m)dt,
g

Daar ¢(t) 2 m op [a,b], is H(x) monotoon niet dalend; we

kunnen dus concluderen
H'(x) 2 0 of ¢'(x) 2m voor elke x € [a,b].

De ongelijkheid ¢°(x) < M kan op overeenkomstige wijze

worden aangetoond door de funktie
K(x) = M(x=-a)-0(x)
te beschouwen.,

Lemma 2, Onder dezelfde voorwasrden als in lemma 1 kunnen we zeggen

dat ¢'(x) R-integreerbaar is op [a,b].

Bewijs: Lemma 1 is van toepassing op elk deelinterval van [agb]9
waaruit gemakkelijk kan worden afgeleid dat de gemiddelde
schommeling van ¢'(x) niet groter is dan die van ¢(x). Aan=
gezien ¢(x) R-integreerbaar is op [agb]9 is dit ook het geval

met 3'(x),

Bewijs van stelling 1:
Dat de in stelling 1 genoemde voorwaarden nodig zijn voor (1) is

zonder meer duidelijk; voor ¢(x) kunnen we n.l. f'(x) nemen,

Dat de voorwaarden ook voldoende zijn blijkt als volgt.
Schrijven we (2) in de vorm
X
£(x)=f(a) = [ ¢(t)at
a
dan is het linkerlid op grond van de eerste veronderstelling
differentieerbaar; de funktie f£'(x) is dus de afgeleide van een

funktie van de vorm

X
[ ¢(t)at.
a



Volgens lemma 2 is f'(x) dan R-integreerbaar op [agtﬂg waaruit
zoals bekend, de geldigheid van (1) volgt.
Stelling 2 is, evenals stelling 1, een direct gevolg van de lemma's

1 en 2.

Definitie: De op [a,b] R-integreerbare funktie ¢(x) bezit in het punt
xoe:{agb] een ophefbare discontinufteit t.a.v. [a,b] als
1) ¢(x) in X discontinu is toa.v. [a,b]
2) er een op [a,b] R-integreerbare en in x continue
funktie ¢ (x) bestaat zodanig dat
X X
[ olt)at = [ ¢ (t)at voor elke x & [ayb]. (3)
a a
Opmerking:
Heeft de op [a,b] R-integreerbare funktie ¢(x) in X toaove
[a,b] een ophefbare discontinufteit en stellen we
X

o(x) = [ ¢(t)at

a
dan geldt zoals bekend
%
i =
o' (x)) = ¢ (x,)

In verband met de relatie (3) impliceert dit de ondubbelzinnig-

LN
heid van de funktiewaarde ¢ (Xo)o

Stelling 3., Onder dezelfde voorwaarden als in lemma 1 geldt

1) ¢'(x) is dan en slechts dan continu in xoéz[agbq als
¢(x) in x of continu is of daar t.a.v. [a,b] een op=
hefbare discontinuiteit bezit.

2) ¢°(xo) = ¢%(xo) als ¢{x) een ophefbare discontinufteit
bezit in X e Als ¢(x) continu is in X dan geldt zoals

bekend ¢U<Xo) = ¢(X0)o



Voor het bewijs van stelling 3 kan gebruik gemaakt worden van het vrij-

wel direct uit de lemma's 1 en 2 volgende
Lemma 3, Onder dezelfde voorwaarden als in lemma 1 geldt

x - x
Jet{t)at = [ ¢{t)dt voor elke x€ [a,b].
a a

De bewijzen worden verder asn de lezer overgelaten,
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