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§1. Inleiding 

Laat {x;et een topologische ruimte ziJn. 

Een stelsel deelverzarnelingen ~heet een basis voor de topologie Cf' 

als iedere O <E.b"te schrijven is als vereniging van elementen B~f8 
We zullen een basis ~ minimaal noemen als voor iedere Be.53 de farnilie 

(~ \ {Bt) geen basis meer is. 

Een ruimte die een minimale basis bezit zal een miniruimte worden ge­

noemd. Bekende voorbeelden van Miniruimten zijn de discrete en de 

indiscrete ruimte. We zullen zien dat een T1 miniruimte noodzakelijk 

discreet is. Hierop is het ervaringsfei t dat er weinig nette voor­

beelden van miniruimten bestaan terug te voeren. 

In dit rapport zal de eigenschap "{x,~ bezit een minimale basis" op 

andere wijze warden gekarakteriseerd. De eigenschap is equivalent met 

de mogelijkheid de topologie.te definieren in termen van een partiele 

ordening en een deelverzameling C ex van "centrale" punt en. 

Aan de andere kant blijkt het mogelijk te zijn iedere topologische T0 
ruimte in te bedden in een T0-miniruimte. (Deze inbedding is zonder 

meer te generaliseren voor niet T0 ruimten; aangezien iedere ruimte 

door identificatie van ononderscheidbare punten tot een T0 ruimte 

gemaakt kan worden zonder de topologie essentieel te wijzigen zal ik 

hier niet op in gaan.) 

Een speciale klasse van miniruimten wordt gevormd door de neutrale 

ruimten. Dit zijn topologische ruimten waar ook de familie van gesloten 

verzamelingen een topologie vormt. 

Neutrale ruimten werden eerder door de schrijver en anderen gebruikt 

om voorbeelden te construeren om de onafhankelijkheid van een aantal 

topologische eigenschappen aan te tonen (zie WN 18). 

Alle in dit rapport behandelde ruimten worden geacht T0 ruimten te zijn. 
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§2. Neutrale ruil..Illten_en .centrale punten 

Def. 1 

Prop •. l 

Bewijs 

Def. 2 

Prop. 2 

•· 

Zij {x,81, een topologische ruimte. en- zij- -j de familie der 

- gesloten deelverzamelingen. van X. ·Dan·.heet de ruimte 

{x,QJ- neutraal indien de familie 7 een,topologie voor Xis. 

· De ru-imte {x,1} heet .de contraruimte van {X,01. 

De volgende equivalentie geldt: 

a) {X,&f is een neutrale ruimte; 

b) de doorsnede van willekeurig.veel open verzamelingen 

is open; 

c) de vereniging van willekeurig veel-gesloten verzamelingen 

is gesloten; 

d) ieder punt bezit een kleinste open omgeving: 

(d.w.z. 'vP3o(p)~e,U?GO~tr'==> O{p)c.o]. 

Met O(p} zal in het vervolg altijd een kleinste open 

omgeving van p worden bedoeld. 

a)==> b) ==> c) ==> a) is duidelijk een gevolg van 

de de1'initie. 

b) =.:> d) de doorsnede van alle open·verzamelingen die p 

omvatten is de kleinste open omgeving van p. 

d) ::;=> b) stel PG n 0 o eO" dan p 60 dus 
a~ 

a a a 

ptO(p)CO voor iedere a cI dan O(p)c {) 0 . 
a 

aa 
a 

De doorsned-e van willekeurig veel open-verzamelingen is 

omgeving van ieder van zijn punten en daarom open. 

Een topologische ruimte heet- een- min,iruimte als de ruimte 

een minimale· basis bezit; dat wil zeggen er 1.s een basis 

waarvan geen enkele echte deelfamilie een basis is. 

Een neutrale ruimte is een miniruimte. 



Bewijs 

Def'. 3 

Prop. 3 

Bewijs 

Gevolg 

Gevolg 2 

3 

De verzameling { O(p) I p GX} is een basis. voor de topologie 

daar O ~ C,,- < ==> 0 = U O ( p) • 
p(:0 

Stel. O(p) is te schrijven..als~ v&ren--ig·ing van basiselementen. 

Dan volgt.p.E:O(q) voor zekere q"dus O(p.) CO(q). Maar ook 

O(q)c,.O(p), dus O(q) = O(p). 

Nu zit p in iedeTe· omgeving van. q,.,en q. in iedere omgeving 

van p. Aangezien de· ruimte T0, is, volgt' p· = q. Hieruit volgt 

dat de basis {o(p) I P'E xl minimaal is. 

Stel dat in een willekeurige topologische ruimte het punt c 

een minimale omgeving O,(c) bezit·. Dan noem ik c een centraal 

punt en O(c) de bij c, behorende centraal open verzameling. 

Zij c een centraal punt en O(c) de bij c horende centraal 

open verza.meling dan zit O(c) in iedere basis voor de 

topologie. 

Analoog als prop. 2. 

Blijkbaar is een· neutrale•·ruimte- gekarakteriseerd door het 

f'eit dat ieder- punt .centraal is ( zie prop. 1 d)). 

Uit prop. 2 volgt ook nog: 

Zij X een neutrale ruimte dan is gew X = I Ix! I. 
Een gevolg· van de eigenschap T0 is 

Als c en d centrale punten zijn van {x,et} dan geldt 

c # d <==> O(c) # O(d). 

§ 3. Miniruimten 

Prop. 4 

Bewijs 

Een basis 'Bvoor een topologische ruimte {x,e} is dan en 

slechts dan minimaal als iedere BE.f> een· centraal open 

verzameling is behorende bij een punt cB6X. 

Uit prop. 3 volgt dat een basis bestaande uit centraal open 

verzamelingen minimaal is. 



Prop. 5 

Bewijs 

Def. 4 

Def. 41 
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Stel dat !B minimaal is en B -is niet centraal open. 

Dan is er voor iedere x 6B. eew B(x)e~ zodanig dat B(x) 

x omvat en- een echt deel van•. B is., Dan·.geldt B # B(x) 

'V x 6B en B = LJ B{x) dus kan· men•.B uit, de· basis weglaten. 
xkB 

Aange.zien ~minimaal ,is. volgt. hd.-e~uit,.een- tegenspraak. 

Een·gevolg van·deze· stelling is 

. Zij {x,O'} een miniruimte. Dan be.zit {x,~ een en slechts 

een minimale basis. 

Zij 1$ een minimale .basis. Volgens proposities 3 en 4 zit 

1,in iedere basis voor de topologie. Dan is een basis dan 

en slechts dan minimaal als ze gelijk is aan t.15. 

De centrale punten en de centraal open verzamelingen karak­

teriseren blijkbaar de1 gehele, topologie-. We zullen in het 

vervolg de verzameling der ce:ntrale, punten aangeven door C. 

Verder definieren, we,. op· X een ,part·iele ordening. 

x.::_y <==> 

De reflexiviteit en de transitiviteit zijn duidelijk. 

De relatie < is antisymmetrisch· daar de· ruimte T
0 

is 

verondersteld. 

Een equivalente formulering van definitie 4 is 

X .::. y <==> [x 6:Be.13 ==> ye. BJ 
Als c een centraal punt is volgt: 

c < x dan en slechts dan als x 60(c). 

Stelling 1: Zij {x,Bj een miniruimte. Zij.::. de boven gedefinieerde 

partiele ordening en C de verzameling der centrale punten 

dan gelden de volgende drie eigenschappen: 

a) 'efxeX~c6C [c .:_ x] 

b) 'rfa,b 6 C'rfx~X [[a .:_x, b .:_x] ==> :ly~C[a .:_y,b .:_Y,Y .:_x]] 

c) 'Vx,y~X[[vc~ cfc.::. x ==> c.::. y]) ==> x .::_ y]. 



Bewijs 

5 

a) x 6.X ==> xe:O(c) voor een c~C dus c .::_ x. 

b) O(a) r\O(b,) is een, open.n;eTzameling, dus 

V x b O (a) n O ( b ) 3 y 6 C met x € 0 ( y) C O (a) () O ( b ) 

dus V , a --: x, b < x =-::1 met a < y, b _< y en y < x. X - - ~,,;J.y -

c) Stel voor iedere O(c) volgt xE.O(c) ==> yGO(c); 

aangezien de O(c) een,basis- vormen geldt dus ook 

'1
0
~[x 60 ==> yE o}, dus x .::. y geldt. 

De in. stelling 1 genoemde- -e-igenschappen a), b) en c) blijken 

de gewenste karakterisering van een miniruimte op te leveren. 

Stelling 2: Zij X een verzameling, C een- deelverzameling van X en.::_ een 

partiele ordening· op X terwijl a), b:) en c) gelden: 

Bewijs 

a) 't}x GX :le E:.C [c .'.:. x] 

b) 't1a,b6.C v'xE.X[[a .'.:. x,b.:. x] 
c) vx,y6.X[[~ 6C [c .::_ X ==> 

==> ':3yE.C[a .::_ y,b .::_ y,y.::. x]} 

C .:. y )] ==> X .:. y] 

Definieer vervolgens voor c eC de verzameling O(c) als volgt: 

O(c) = {x6X J c .:_ x}. 

Dan is {o(c)}cE:.C een basis voor een T0 topologie op X. Deze 

topologie bezit {o(c)} C als minimale basis en C als 
C 6. 

verzameling van centrale punten. 

De aldus gedefinieerde topologie wordt aangegeven met I~. 

Immers uit a) volgt dat 

dat O(a) /\O(b) = \) O(c). 

I. {o(c)} C is een basis. 
c~ 

X = U O(c), uit b) volgt 
c6C a<c 

b<c 
II. In de aldus gedefinieerde topologie geldt 

~,y~X\jO~I~[[x GO ==> y60) <==> x .:_ yJ • . 
Stel x E:.O ==> 

Ve ec [x60(c) 

y ~O. Dan geldt i. h. b. 

==> y ~O(c )] dus ~ ~C [c 

enc) impliceert x ~ y. 

< X ==> 



6 

Stel x ..:.Yen xe.O dan xE:-O(c) voor zekere c, dus c < x 

x ~ y ==> c ~ y dan ook y6.0(c), dus yGO. 

III. O(c) is centraal open met, c als centraal punt. 

Zij C < p dan c eo ==> peO (zie II). 

Dus p E::'..0( C) ==> [c 60 ==> pcO]. 

Blijkbaar. is O{c) de• kleinste open omgeving van c. 

IV. De topologie is TO. Immers X ~y en y~ X ==> X = 

Dus "x in iedere omgeving van, y. en y. in iedere omgeving 

van x" impliceert X = Y• 

V. Als O centraal open, is en X centraal punt van O dan 

volgt x6C en O = O(x). 

Stel x ~O dan ,:\ met x ~O(c )co maar x is centraal in 0 
C 

centraal open. Dit wil zeggen O = O(c). 

Dan hebben c en x dezelfde• kleinste omgev1ng. Aangezien 

de ruimte T0 is volgt c = x. 

C Gevolg van III en V: De I<-centrale punten zijn juist 

de punten uit de verzameling C. De bijbehorende centraal 

open· verzamelingen- zijn juist de O(c). Aangezien 

{o(c)} C blijkbaar een basis is bestaande uit centraal 
CE:; 

open verzamelingen is het een minimale basis. Daarmede 

is stelling 2 bewezen. 

Y• 

Indien een miniruimte gegeven as kan, volgens stelling 1 

een partiele ordening .::_ en een verzameling C van centrale 

punten met eigenschappen- a), b) enc) gevonden warden. 

Stelling 2 leert dat bij deze ~ en C weer een miniruimte 

behoort. Dit is juist weer de,oorspronkelijke ruimte. 

Immers: c centraal in O(c) centraal open <==> 

~..:. X <==> x~O(c)] <==> O(c)C.I~. 

Gecombineerd geven stelling 1 en stelling 2 dus de volgende 
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Karakteriseringsstelling: {x,U} is een miniruimte <==> tr= IC• 
< 

Hierbij is C de verzameling van centrale punten en< de 

door t:f geinduceerde partiele ordening en gelden de 

regels a), b) enc). 

Om te bewijzen dat een ruimte een miniruimte is is het dus 

voldoende een C en een < te vinden zodanig dat de topologie 

te schrijven is als IC. 
<. 

§4. Invarianties 

Prop. 6 

Bewijs 

Prop. 7 

Bewijs 

Prop. 8 

Bewijs 

De disjuncte topologische vereniging van een stelsel 

miniruimten is weer een miniruimte. 

Zij X = U X (X disjunct) a a a 
minimale basis dan is V ?> 

a a 

en j voor iedere X een 
a a 

een minimale basis voor X. 

Het doosproduct van een stelsel miniruimten is weer een 

miniruimte. 

Zij X = TI X en 13, een minimale basis van X. Dan is de 
a a a a 

verzameling ':b= {rr B I B c':B } een minimale basis voor 
a a a a 

de doosproduct topologie op X. 

Dat f>een basis is is duidelijk. Bovendien is als p cen­
a. 

traal punt is van B het punt (p) centraal punt van 
a a a 

II B • Dus iedere verzameling in PJ is centraal open. 
a, a 

Een open deelruimte van een miniruimte is weer een mini­

ruimte. 

Zij A open in X en C de verzameling van centrale punten 

in X. Xis een miniruimte {x,rc}. 
<. 

Dan geldt voor iedere open 0 c.~ dat 0 ()A = u 0( C). 
ct; A (\C ('\0 

Verder is iedere 0(c) met c6,C(\A zowel open in X als 

relatief open in A. 

Hieruit volgt dat de familie { 0(c) I c €.Cf'\A} een basis is 

voor de relatief topologie op A. Aangezien iedere O(c) uit 

deze familie centraal open is is de basis minimaal. 



Prop. 9 

Bewijs 

Prop. 10 

Bewijs 

Opm. 1 

Opm. 2 
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Een gesloten deelruimte .. van."een miniruim:te is weer een 

miniruimte. 

Zij {x,r:} een miniruimte en B gesloten in X. 

Nu volgtuit het feit dat B gesloten is dat: 

O(c) f\B 'f' ~ <==> c 6B. 

Hieruit is af te leiden B = u (O(c) nB). 
c6BtlC 

De familie {o(c) f\B c ~B.f'IC} vormt een basis voor de 

relatief topologie. Al deze verzamelingen- -zijn centraal 

open in B dus Bis een miniruimte. 

Voor neutrale ruimten geldt eenvoudig: 

Iedere deelruimte van een neutrale ruimte is weer neutraal. 

Zij {x,r:} een neutrale ruimte en- AC,X. Dan vormt de 

familie To(a) AA I a 6A} een basis voor de relatief topologie 

op A. Iedere verzameling uit deze familie is in A centraal 

open dus A is als een deelruimte een miniruimte. Verder is 

ieder punt in A centraal punt van een open verzameling uit 

deze basis dus de ruimte A is neutraal. 

Prop. 7 geldt niet voor gewone producten: Een tegenvoorbeeld 

is het discontinuum van Cantor als product van aftelbaar 

veel doubletten. 

Prop. 10 geldt niet voor miniruimten: Een tegenvoorbeeld 

is als volgt te construeren: 

X is de verzameling der reele getallen, ~ de gewone 

ordening 11kleiner of gelijk11 en C de verzameling der ratio­

nale getallen. 

De deelruimte der irrationale getallen is nu beslist geen 

miniruimte. 
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§5. Eenmini:ficatie van.een topologische ruimte 

Stelling 3: Iedere topologische T0 ruimte, kan dacht, worden ingebed 

in een T
0 

miniruimte. 

Bewijs Zij {x,tff een topologische T
0 

ruimte· en$ een basis die de 

lege verzameling niet bevat. 

Kies bij iedere niet centraal-open verzameling B uit 

een punt cB. cB i= cB, als B '/:, B', cB ¢ X. We gaan deze 

punten gebruiken·omiedere•basis.verzameling centraal 

open t e maken. 

{
A A. 

De:finieer de ruimte Xt>'~f>T als volgt: 

xf> = xv {cB I Bc.5S, B niet centraal open}. 

0 r'"} Verder de:finieren we een basis LO OE.~ als volgt: 

A { ~ o } 0 = 0 V cB I Bt:..v, BC O, B niet centraal open • 

Hieruit volgen o.a. de volgende uitspraken: 

1e. 

2e. 

3e. 

4e. 

; = ¢ , want ¢ etft. J> 
" A /-o1 n o2 = o 1 /\o2, want 

A A 
0 C.O <==> 0 GO , 
1\.1 2 A 1 2 
0 = V B, want BCO 

B6S'!> 
B~O 

B c:.0
1

1\ o
2 

<==> 

want BCOA ::=> 
==> cB6 B C.O 

,. 
Uit 2e volgt dat de familie {o I 0~ een basis is 

" ' 
voor een topologie ~- Uit 4e volgt dat de familie 

{ B I B~ een basis is voor de.zelfde topologie. 
,.. 

Nu geldt bovendien nog: B niet centraal open en cB~O 

" " B CO ==> BC.O. 

Als B centraal open was dan is er een qB <SX met 
,- ~ A 

qBeo ==> gBE:.0 ==> BCO ==> BC.O. 

==> 

A 
Hieruit volgt dat de familie {B I B6:~ een basis is bestaande 

uit centraal open verzamelingen: 

A A 
{x_s, "'i} is dus een miniruimte. 

X fl~ = B f: ¢ voor iedere Bl!!:.f> dus X ligt dicht in X • Verder 

gelden de formules. 



Opm. 3 

Opm. 4 

Opm. 2. 
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V06"' [o = of\ xJ en 

v'B&!> [x n£ = ~ 6"']. 

Sam.en impliceren laatste, twee formules, .. dat' X topologisch 

" ligt ingebed in X$. 
,. 

Tenslotte dient bewezen te wor-den dat. X~ een T
0 

ruimte is. 

x,y~Xf»moeten dus zijn te onderscheiden. Voor x,y6X 

volgt dit uit het feit dat X een T
0 

ruimte is. 

" Zij x6X, y = cB. Stel xeB dan-:xliGB. B niet centraal open 
A ,.._ 

dus er is een B' met.x.E::B'c.B, B' f: B. Dan x&B', cB~B'. 
,.. 

Zij X"i'CB , y = 
1 

B
2

<::.B
1

, B
2 

-:f:. B
1 

Stel y ~B
1

, dan geldt 

,... 
~ is dus een T0 ruimte. 

De minificatie kan in· het algemeen•niet minimaal gecon­

strueerd worden. Als i 1 en ~
2 

twee bases van b" zijn en 

$, c.13
2 

dan volgt dat X~ een echte deelruimte is van Xj . 
1 ,,.. 2 

Als $ een minimale basis is volgt ~ = X. 

De grootste basis van een topologie is O"zelve. Toch is in 
A 

het algemeen Xb"geen· ma1idmale minificatie.
00

Zij {on} een 
A 

stijgende rij open verzamelingen. Dan is U O een open 
n A n=1 

verzameling uit ~ die niet centraal open is. 

" 0 
Dan is Xo,- dus een echte deelruimte van ( X(t)~ etc. 

tY 

§6. Enkele• andere· eigenschappen 

Prop. 11 

Bewijs 

Een T
1 

miniruimte is discreet. 

Zij O centraal open enc het centrale punt van 0. In een 

T 1 ruimte geldt: 

f.'/068' [c 60 ==> d Er-0]] ==> c = d. 

Hieruit volgt O = {c}. 



Prop. 12 

Bewijs, 

Qpm. 6 

Prop. 13 

Bewijs 

Prop. 14 

11 

Iedere centraal open verza.meJ..ing bests.at dus uit een punt. 

Aangezien ieder punt. van X.bevatis in een centraal open 

verzameling· zijn· alle eenpuntsverzamelingen open. De ruimte 

is dus discreet. 

Iedere miniruimte bevat een,dicht liggende neutrale deelruimte. 

De verzame:1.-ing· der· centrale.punten· is,een•dicht liggende 

neutrale deelruimte. 

De, omke:ring geldt- niet: Neem, een• willekeuir'"ige Hausdorff 

compactificatie van· de natuua:rlijke getallen. 

Zij {x,r!} een neutrale ruimte. Dan is {x,r!} de contra­

ruimt e van X. 

De klein-ste geeloten ve!l?zameling diep omvat is gegeven 

door: {xE=X I G gesloten, p=G ==> x-&G} = 

= { x Q I O open, X 6 0 ==> p E:O} = { x GX I x ~ p} = 

= {x E. X I p ~ x}. Dit is juist de kleinste open omgeving 

van pin de topologie r!. 

Een eigenschap die zich bijzonder makkelijk laat herkennen 

in de partiele ordening is compactheid: 

Een miniruimte is compact d.e.s.d. als er een eindig aantal 

centrale punten bestaat zodat ieder punt in de ordening 

vooraf wordt 

Dus 3 
c1••·cn 

gegaan-, door een ervan. 
n 

met U O ( c o ) = X. 
0 1 J. i= 

Het bewijs hiervan is duidelijk. 


