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Topologie:

I. Topologische ruimten

1& Uit euclidische ruimten zijﬁ u de begrippen "open verza-
meling", "afgesloten verzemeling", "limiet", "verdichtingspunt!,
enz, bekend.

p 1s verdichtingspunt van V als in iedere omgeving van p nog

een punt van V ligt.

p is limiet van V als in iedere omgeving van V bijna alle

punten van V liggen.

O is cpen, als 0 met ieder punt p een hele omgeving van p be-

vat.,

Eet complement van een open (afgesloten) verzameling is afge—

sloten (open). ‘

We gaan nu algemenere ruimten beki jken, waarin de begrippen open,
afgesloten enz. impliciet vastgelegd zijn door axioma's.

Definitie: Ten verzameling R heet een topologische ruimte,

en zijn elementen heten punten, als zekere deelverzamelingen .van
R tot open verzamelingen zijn benocemd, zodat geldt:
-1« R is open.
2. [0 (lege verzameling) is open.
3. Is Oy en O, open, dan ook 04n0,.
4. Is I een systeem van open verzamelingen, dan is ook

\/ O open.
OeZ

Uit 3 volgt, dat ook de vereniging van eindig veel verzame-
lingen open is.
Definitie:s Ac R heet afgesloten, als R\ A open is. Dus
1' I3 afgesloten.
2' R afgesloten
3' Is Ay en 4, afgesloten, dan ook Ayv 4.
4* Is L een systeem van afgesloten verzamelingen, dan

/“i A afgesldten.
AeZ

Uit 3' volgt, dat ook de vereniging van eindig veel afgeslo-
ten verzamelingen afgesloten is.

Verder: Is O open, dan is R\ 0 afgesloten.

Men zou ook met de axioma's voor afgesloten verzamelingen
kunnen beginnen en dan de open verzamelinggn per definitie kun-

is ook

nen invoeren. ‘
Is A afgesloten en O opén, dan is AN O afgesloten en O A
open. Tant AN O = 4 (RN\0) en ONA = 0a(R\A).
: 2+ Is SCR, dan induceert R in § een topologle, deWaze
8 wordt een topologische ruimte door de afsprask: |
- P heet open .verzameling van S als P = OnS voor gekere gpen -




Ga ne, dat de axioma's vervuld zijn! Laat zien, ‘'dat dezedg
finitie equivalent is met de definitie:
. B heet afgesloten verzameling van 3 als B AHS voor zekaé
afgesloten verzameling A van R. g
' Bew13s zelf: Is § open in R en P open in S dan is P openi

R. Is S afgesloten in E'en B afgesloten in S, dan is B afgeslota
R,

. Gegeven twee»tqpologiéche ruimten R en S met doorsnede T,
‘Win.zij dezelfde topologie induceren (dus bij iederé’bpen 0 van R
er een open P ven S met 0aT = PATy en omgekeerd). Kunnen we nu R
ven een topologle voorz1en, die in R en

S de gegeven topologieig
ceert° ’ *

Hebben we zo'n topologie en is Q open in RuS, dan moeten %
en QnS resp. open in R en S ZlJn. e stellen derhalve:

Q open in RuS dan en slechts dan als' Q~R en QnS open in R1:
s 213n.: '

. Ga zelf na, dat Ruf met deze definitie aan de ax1oma s van
polovlsche ruimte voldoet' We moeten verder laten zlen, dat RuS i
R (en 8) de gegeven topologie induceert: Is ¢ open ‘in RuS, dan i
Q~R volgens afsprask open in R. Onmgekeerd: gegeven ‘een open O in
~dan moeten we een open Q van RuS vinden met 0 = OnE. We weten nu
_Qat er een open P in § is met O0nT = PaT, en we stellen Q = 0uP. 1
is | ' '

R = (0aR)u(PaR)
en P CS, dus PARC RS

=T
dus PARCPAT = 0nTC O,
dus . QAR = 0 ' i

it

en analoog QnS P.

Dus is Q open in RuS en %9~R = 0 en beéntwdérdt dﬁs aén onze eisen
3+ Afsluiting van V(in cen top r. B) heet de klelnste afges
‘ten verzamellng van R, die V bevat.Notatie V Toon aan: V is de €
snee van alle afgesloten Verzamellngen, dle ¥V bevatten.
Open kern ven V = grootste open verzameling in V bevat Not
tie V. ¥ is ook ... (vervolg zelf, in anelogie met 7). |
De punten van V heten ook inwendige punten van V. De Punten

V\'V heten randgunte van V. De punten van R\¥ heten uitwendige
punten van V.

Stelllng 3.7

Uit vc” volgt Vc W Bewijs it zelf! .
Stelling 3 2.. JoW = VUW.,BSWlJS. VeV, UCW aus

Vqu;VUW TuW als verenlglng -van twee aigesloten verzamelingen af

$lcten. Dus VuW Vuw (want VUl is de kleinste afge-=

-




-

sloten verzameling, die VuW bevat). Omgekeerd: Vc Vv Wcm;

dus Ve TUW wegens 3.1 en-évenzo TeTow. Dus TuWcToW.

| Toon aen dat Va WCTVaW geldt, en laa’c aan een voorbeeld men,

dat het teken "C "™ hier niet door n=" kan Worden verva.ngen'
Stelling 3.3: Is S deelruimte van R en V< S den is de af-

- sluiting genomen in S van V: VaS. _ ‘ L

Bewi js: Vno is afgesloten in S en bevat V. Is gegeven een

V bevattende in § afgesloten verzameling, dus Vc AnS (A afgeslo-
. ten in R), dan is naar 3.1: V(AASC.A = A, dus VnSCAnS. o
o Oggev:mg Up van p -heet elke open verzamellng, die D bevat.
«“p is yexdichtingspunt van V" betekent: Iedere omgevmg van p
bevat een geV, g # p. OF te wel: VnUp & (7 S
De verzameling van de verdlchtlngspu_‘nten van V Word‘t V‘ ge~
| noemd. B . .
Stelling 3.4: Uit paV! en Ve W volgt peW!'. Bewijs dit zelf!
 Stelling 3.5: Uit pe(VuW)' volg“b peV' of psW'
Bewijs: Is b.v. pgW', dan is er een omgev:.ng UP met
_Ug AW C{p). Zi jvap’ een willekeurige omgeving van p. Dan is
U_AU° er ook €én. Dus

PP
(UPAU;)A(VUW) # (p).
Anderzi jds
: (U_~U)AW c (p) .
Dus (Upn‘Up%nV # (p)
Upn? A®)

Dit geldt voor alle U_. Dus  peV!'.
- Stelling 3.6: Uit 0nV =1 en O-open volgt: 0n¥ = O -

- Bewijs: Uit 0aV =8 volgt V< R\O. Nu is R\O afgesloten,
 dus ook VC_R\O. Dus 0~V = 13 . ’ -

Stelling 3.7: Uit 0aV = (0 en O open volgt: OnV' -Dv .

Bew:.;)s' Was peOnV" dus p verdichtingspunt van V en 0 een
omgev:.ng van p, dan was er een ge0nV.:

Stelling 3.8: Is A afgesloten, dan is A'C A.7"

Bewi js: We passen 3.7 toe met R\A i.p.v. O-en & i.p.v. V.
Inderdaad is (R\A)nh =3 , dus (R\NA)aA' =1 , Qus A'C A
© Stelling 3.9: T\Vcv'. R

Bew1;|s- Zij peV\V. Was nu pgV', dus bV

w , ’ Upf\VL_ (p)yin: '
dan was wegens pgV zelfs
: e Uan——£3 ’ a
dus ook Upmv = (naar 3 7),
"&us in stm 3;1 me‘t de veronderstelllng.
Stelllng 3.10: Vo VuVr. (Gevolg van 3 9) ,
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Bew1gs.” V(:V Verder V afgesloten, dus naar 3. 8 'V'C V.
Dus dear V! C_V? _ook: V'c:V A o EERL
..Stelling 3. 12 VuV' V.U (Gevolg van 3 10-11 ) .
Stelling 3. 13 Y aigeslofen dan en sleohts dan als v =71,
T A (Lr1v1aal) k - A ‘,,,. .
'”Stélling”B 14: T afgesloten dan en . slechts dan als V al.
zijn. verdichtingspunten bevat. (Gevolg van 3. 12*13)
— Nen zou kunnen vermoeden, dat V' steeds afgesloten, V"C:V'

is (belde bewerlngen 213n equlvalent).-Dlt 1s .echter met deze

axioma's niet te bewzgzen. Tegenvoorbeeld: R bestaat ult de e1e~
menten .p ,pT,pz,... ; de niet~- tr1v1ale afgesloten verzamellngen
van R zijn: de eindige deelverzamellngen van R, dle P, niet be-
vatten, Dan is (p o= R‘\p en p" = R.
Men onthoude vooral 3. 12 en 3. 14. : ,

4. Gegeven twee topologische rulmtalR.en S en een. afbeel—
dlng f(R)C:S _T heet continu in het ‘punt a. van R,.wanneer le
iedere omgev1ng Vf(a) van f(a) een omgevlng UaAyan a @enylnéen
is, zodat ) R LT e A

| (U )C‘Vf(a) “ oo

geldt. RETIEN S

T heet continu, als f in alle punten van R ccntlnu isel
Stelling 4.1: f is dan en slechts_dan continu, als het f—
origineel van elke open verzameling van. S Weer‘dpen is.

Bewi Js: Laat het origineel van elkelbpen‘yerZaméling open
zijn. Gegeven een V ( ); we stellen U =‘originéé1 van Vf( )*
Dan is f(Ua) f( 2)* Veronderstel f continut "Gegeven een cpen
verzameling “van S. Het orlglneel van P z1ij O+ We moeten bewi j~
zen; dat 0 open is. Zij a ‘een Wlllekeurlg punt van O Dan.is P .
omgeving van f(a), dus is er een v, fe v1nden zodat f(U YO P is.
Maar dan’ 1s ook U C0: Voor 1edere a klezen we zd!n U‘ Len- vor—
men “hun Verenlglng. Die is open als verenlglng van open verzame-
11ngen en bovendien = 0. Dus: is” O open:. . cE e

Stelling 4. 2;- F is dan en slechts dan contlnu, als”het f-
or1g1neel van élke afgesloten verzamellng afgesloten is. (Gevolg

S

Stelling 4,3; TIs f een continué‘afbeelding ven R.in'§ en
g er €én van § in T, dan is gf er €én van R- In T ~Bewijs: Aait
zelf! i '
 Stelling ' 4.4: R zij vereniging van twee deelrulmten R1 en -
RZ; fi,213 een continue afbeelding van R cin S f1 = f

R1nR2. Dan is de afbeeldlng £ ale 1n R met f overgenstemt_‘COn-
tinu, By e

Bewijs: Zij P open i-n='"s-,:-‘ dan is ;h"et? .fi-";orij?g,ifgifléeiél., O‘, yan P



-0

open in R; en het f-origineel van P is 0,u0,. Nu is peo A  “
RynR, dan en slechts dan als peRynR, en £, (p)eP ise Wegens
, (p) = £ (p) in dat geval, is O4aRynR, = OgnR1nR2, dus volgens
2 is O1u02 open. .

' Een éénéénduidige afbeeldlng f ven R in S, die mdt zijn om-

gekeerde continu is, heet topologisch -of een homeomorfisme. R en
S heten dan homeomorf (door middel van f). '

f moet dan dus aan een open verzameling in R één in S laten
- beantwoorden en omgekeerd Beschouwt men a en f(a) als alleen
maar verschillende namen voor hetzelfde ding, dan stemmen de be-
grippen "open verzameling” in R en S overeen. R en § zijn in we~
zen identiek. ’

5. Is R = AUB, A, B afgesloten, AnB =13, dan zeg ik dat
R gesplitst is in A en B. De spllts1ng heet triviaal, als A of B

= is.

R heet samenhangend, als R geen niet-triviale splitsing toe-
laat. | .

Een deelverzameling V van R heet een brok, als V zowel open

als afgesloten is. Triviale brokken: =7 en R.

5ete R is dan en slechts dan samenhangend, als R
geen niet-triviale brokken bezit. '

Bewljs: Zij R samenhangend. Zij V een brok van R. Dan is
mok R\V open en afgesloten. R = Vu(R\V) is een splitsing. Dus
V=0 of R\V =1 ¢en dus V'= R. = Zij R niet samenhangend,
dus R = AUB enz. Dan is R\B = A open, dus A een niet-triviale
brok. '

Een verzamellng VCR heet- samenhangend wanneer V als ruim-
te beschouwd samenhangend is. ' )

5.2. Met V is ook V samerhangend.

Bewi js: ZlJ T AuB een splitsing van V. Dan 1s V = A1UB1
met A1.ﬂ‘Ad?, By = BAV er één van V. Dus Ay =V of By =V. Is .
nu &, =V, dan is A5V, dus A >V. Maar 4 is afgesloten in V, dus
ook in R, dus 4 = A, dus A = V. Analoog als By = V. In elk geval
is de 'splitsing van V triviaal.

5.3. Gegeven een systeem I vah samenhangende verzamelingen
van R met een gemeenschappeli jk punt pefw V. Dan is W =U v
semenhangend . Vel A

Bewijs: Zij 7 = AUB een spllts1ng, paA. Dan is voor iedere
Vel ook V = (AnV)u(BnV) een SplltSlng,pEAnV # 1, dus BaV = 0o

voor alle Vef, dus B = W (BaV) =
Vel

5.4. Component van p in R heet de maximale samenhangende
~ deelverzameling van R, die p bevat. Toon er het bestaan van aan
ﬁ'f(wﬁlgt‘uit 5.3). Toon aan, dat elke component afgesloten is (zie
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5 2). ‘Ioon aa.n, dat twee compoxzenten bf geen gemeenschappell ak
punt bezitten, df samenvallen’ ’ ‘

5.5. 7ij f een contlnue afbeeldlng van R op S. Z:LJ C D een
ﬂ'(nie‘t ’cmvzale) splltsmg van S. De orlglnelen A,B van, S in R
vormen een-(niet tmv:v.ale) splltmng van R. - BSW:L,]S dlt' :

54 6. Z:z.g f een contlnue af"oeeldlng van R op Se Is R samen-
hangend dan ook s. (Volgt uit 5. 5) ' '

6. 7i,]n R en S topologlsche ruimten, dan W01dt he’c "cartesr—
'ache product“ RXS gedefiniBerd als de verza.mellng van de paren
ga,b) met aeR, beS, voorzien van de navolgende topologle ' open
in Rx S heten de verenlglngen van verzamelingen 0 X7P, Waar 0
open en R en P open in § is. (VX W is de verzamellng va:n alle
(psq) met peV, geW) o
Toon asn, dat zodoende Werkell ik een topologlsche mlmte dnt-
_‘staat‘ ' ’ '
Toon aan, dat R X(a) als deelrulm‘te van R><S homeomorf 1s
‘met R! ) ‘ ‘ P

“ 'f‘oon aan, dat het Y—product assocla‘blef is 1n dle z1n, dat
(RX8) X T op een voordeha;nd 11ggende Wl,jZe homeamorf 1S m‘et s
Rx(SxT). o Sy

Is A in R en E in S afgesloten, dan ook AXB in R *<S. (Wan't
AYB is het cemplemen‘t van ( (R\A)xs)u(RK(S\B\ ) R o

‘V\&W V x¥W. (Bew1gs dit zelf!) -

BRxS samenhangend dan en slechts da;n als R én S samenha:ngend
zi jn. (BeWJ.JS dit zelf!) ’ ’
 7Zijn fen g ‘continu, f(R)C Rq,g(s) o S1,da.n WOI‘d‘b door
h((P:Q{)) = (£(p), &(q)) een contlnue afbeeldlng van RXS 1n

4 X Ei1 gedefiniserd. ‘ ‘

Is f een afbeelding van R1 X wen X Rk in S, dan schri;JVen we

1.p.v. f((x1,...,xk)) (x eR. ) korter. f(x1,...,xk). Contlnu‘.i:—

teit van zo'n - afbeelding is altl;;a bedoeld in'de zin ven
Rp«f-..xR : T .

g

Is £ contmu, dan blijft f con‘blnu als': men één oi‘ meer ver-
anderllgken vasthoudt (Bewa.;;s dl‘t zelf )

II. Nieuwev axioma's.f

Met de axmma s ul’c I valt neg nlet v‘eel te beglnnen. We ge-—*
-ven hier vier “scheldmgsamoma‘g" aa.n. . : : v

1. Bij elk paar. versc:mllende plmten aw’" bestaat een Omgenj




w'(—

2. Bij elk paar verschillende punten a,b bestaan omgeviﬁgenv
Ugr Up met Upaly =1 . (Hausdorff-mimtfn.j =~ .

3. iIs a een punt, A afgesloten en agl, dan bestaat er een
omgeving Ua van & en een omgeving UA van A (d.w.2. een open ver—
zameling, die A bevat), zo dat U_nU

a™ A~
(Reguliere rujmten = (1) + (3).) ‘ Q .

4, Zijn A en B afgesloten verzamelingen met &nB = ’
bestaan er resp. omgevingen U, Uy met UA”UB . (Normale ruim-
ten = (1) + (4))

Stelling (1) is equivalent met: (1') Elke éénpuntige verzame-
11ng (dus. ook iedere elndlge) is afgesloten. :

Bew13s. (1) wordt verondersteld 213 a gegeven. Bij 1edere
b # a bepalen we een Ub met aﬂUb. De verenlglng van deze Ub is
R \(a) en open. Dus (a) afgesloten. - Zij (a) afgesloten; dan is
R‘\(a) open en omgeving van elk punt # a. ’

Stelling: Uit (1) volgt (1M): Is p vérdlohtlngspunt van V,
dan bevat elke omgeving van p onelndlg veel punten van V.

Bewijs: Zij U omgeving van p. Was (UaV) \(p) eindig, dan was
het (naar (1') ook afgesloten, dus was Uy = (U”\V)u(p) omgev1ng
van p (zie I.1). Maar U4aV = (p), dus p niet verdlchtlngspunt van
Ve

Ben rij a, heet convergent en a een limiet van a, als in el=-
ke omgev1ng van a bijna alle a, liggen.

Stelling: Uit (2) volgt: (2' : Een convergente . rij heeft
slechts €én limiet. e

Bewijs: Zijn b en c twee limieten van s dan kie%gn we om—
gevingen 0y, O, met 0yn0 ~=‘!:] . Het is onmogelijk, dat Oy &n O,
bijna alle 2, bevatten. ~ - »

Stelllng (3) is equivalent met (3'): Voor elke a en elke
omgeving U, van a is er een omgeving U! ven.a, zodat ﬁQCZUa.

- Bewijs: (3) wordt verondersteld. Gegeven'a en U,- Op A =
= R‘\U passe men (3) toe. Dan zijn er omgevingen U' en U, van
f_resp. A met UlnU, = (1. 7 TaU, = O (zie I.3.6). Dus ook
Ulnd = 3, dus U;CZR‘\A Uye = (3') wordt verondersteld. Gege-
ven aﬁA, A afgesloten. Ve passen (3') toe met U, = R\ 4 en vin-

den een U' met U‘(:U'. We stellen UA R‘\Ué .

Stelling: (4) is equivalent met (4'): Bij elke omgeving U van
de afgesloten verzameling 4 is er een omgev1ng V van A, zbdat '
Vcu. Bewijs dit zelf! . R

‘_We,hebben verder nodig zogenaamde mgchtigheidsaxioma’'s. Oﬁder::




een basis der open verzamelingen van R verstasn we een systeem
L van open veféahelingen, waarult elke open verzameling ver-
krijgbaar is als vereniging van een deelsysteem van 2;

"Om vast te stellen, of een punt p verdichtingspunt van een
'V is, hoe? ik Uan alleen voor de UpsZ te onderzoeken. Waarom?
Het,analoge geldt voor limieten, en wanneer men wil nagaan of
een afbeelding continu is.

V heet overal dicht in R als V = R is. ,
Machtighéidsaxioma 1 (Separabiliteit): In R bestaat een af-
 telbare overal dichte deelverzameling V.

Machtigheidsaxioma 2: Er bestaat een aftelbare basis voor
de open verzamelingen in R.

Stelllng. (2) » (1) 'Bewijs: 04505500 vormen een basis.
Kieg in O een a, . Stel V = verzameling der 2y R\V is open, dus
verenlglng van zekere O . Was R\V # [, dan was RNV :>O voor

_zekere i. Maar dan was a #V, dus a, ¢V in strijd met de deflnltle
van V. ,

Stelling: In ruimten met machtigheidsaxioma 2 en scheidings—
axioma 1 geldt: (&) pis dan en slechts dan verdichtingspunt van
V, als p limiet is van een deelrij van V bestasnde uit allemaal
verschillende punten.k(b) Ais dan en slechts dan afgesloten, als
A met elke onelndlge deelrij van verschillende punten ook de evil.,

1imleten bevat. (c) De topologie is door het limiet- begrlp volle-
dig bepaald.

9 ® &0

2
de gij van al die basisverzamelingen, die'p bevatten. 7i Pn =

Bewijs ven (a): 2ij p verdichtingspunt van V. Zij 05 ,0;

= et Gik. Zijn de onderling verschillende punten pi_(i =1, e0a,0)

reeds bepaald ZodaﬁﬂpisPinV (piv#'p) is, dan is (wegens schei-
dingsaxioma 1) Pn+1‘\(p1,...,pn) omgeving van p, bevat dus een
punt p. . ,eV, dat van p en alle py (i = 1,+..,n) verschilt. We be-
weren dat p limiet van de Py is. Zij nameli jk U omgev1ng van p;

we mogen veronderstellen: U = Oi . p €0y C.O voor n > 1, dus
o 1 n 1

voor bijna alle n. -~ Zij omgekeerd p limiet van een rij verschil-
lende P, ult Vv, dan is voor iedere omgeving U van P: UaV oneindig,
dus ¢f(p), dus p verdichtingspunt van V.

Bewijs van (b): Zij 4 efgesloten, pneA (ellemaal verschillend)
en p een limiet van de p,- Dan is wegens (a) p ook verdichtings-
punt van V(pn), dus (I.3.14) peh. - 7ij omgekeerd met iedere deel-
rij van verschillende punten een eventuele limiet in 4. Voor een
willekeurig verdichtingspunt p van 4 tonen we aan dat peh ise.
Wegens (a) is er een rij verschillende P eh met limiet p. Maar



dan is inderdaad peA. Dus 4 afgesloten (I.3.14).

Bewijs van (c): Volgens (b) is het begrip "afgesloten verzame-
ling", dus ook de topologie door het limiet~begrip bepaald.

Stelling: 1In ruimten met machtigheidsaxioma 2 en scheidings-
axioma 2 zijn omgevings— en limietcontinuiteit equivalent. Oﬁder
omgevingscontinuiteit verstaan we de in I.4. gedefini&erde; onder
limietcontinuiteit van f in ade eigenschap: Voor elke rij a, met
1lim a, = 2 bestaat lim f(an) = f(a). (Limieten zijn hier ééndui-
dig bepaald wegens scheidingsaxioma (2).)

Bewijs: e veronderstellen omgevingscontinuiteit in a. Zij nu
lim a = a gegeven. We willen aantonen lim f(an) = f(a)y. Zij V
een omgeving van f(a); we moeten aantonen, dat bijna alle f(an)
in V liggen. Volgens veronderstelling is er een omgeving U van a
zodat f(U)C V. Nu bevat U bijna alle a,, dus bevat £(U) bijna al-
le f(an), en hetgelfde geldt voor V.—”e veronderstellen, dat £
niet omgevingscontinu in a is. Dus is er een omgeving V van f(a)
zodat voorélke omgeving U voor a geldt: f£(U) ¢ V. In‘elke omge-
ving U van a bepalen we een ¢ gzodat f(c)gV; de vereniging van de-
ze ¢ zij C. Nu is a verdichtingspunt van C. Dus bestaat er (mach-
tigheidsaxioma!) een rij &, eC, lim a, = (a )gv, dus zeker
miet lim f(a Y = f(a). Dus is £ zeker ook nlet limiet~continu in
a.

Stelling: In ruimten met machtigheidsaxioma 2 volgt uit het
scheidingsaxioma (3) het scheidingsaxioma (4).

Bewijs: A en B zijn afgesloten verzamelingen met LnB = U1,
We geven relatief vreemde omgevingen van A en B aan. Bij ieder
punt acd bestaat een omgeving, dus ook een basisomgeving waarvan
de afsluiting vreemd is tegen B (zie 3'). Ve sommen op alle basis-
omgevingen van punten van 4, waarvan de afsluitingen vreemd zijn
tegen B~-01,C2,... . inaloog alle basisomgevingen van punten van
By waarvan de afsluitingen. vreemd zijn tegen A: D?’DZ"" .
Dan is :

ACUG , Bcu%y

n
CpeB = Dond = L1 ;
We vormen Ci = Cy \C 51 ;. % = D1\f01nD1 ’ '
n+1 ' ‘ n+1
en algemeen Cn+1 = Cn+1‘\(Cn+1 D, ), n+1 = \~(Dn+1h 1 Cy)
Dan zijn Qi en Di open
.qinA = C4jndh , DInB = DynB ,. ‘
dus UC!nA =UC.(\A = A , UDU\B =UD-AB = B,

UcnB C Uy nB =0 , UD'nBC. UDyaB = I
iRﬁ %lin LfCi en (JD' de gevraagde omgev1ngen van A en B.




Stelling: Geldt In ‘R &n in S gen der hier behandelde

axioma's, dan geldt het on in R><S‘ (Bewi js dit zelf')}
Stelllng. 1im (an,bn),-,(llm an,llm bn)_ (Bewijs @it _
zelf!) | L . " ‘

TIT. Metrische ruimten

Fen verzemeling Rhea;metfische-ruimte, als hij voorzien is
?an een afstandsfunctie é(a,b) (a,beR) met de eigenschappen
- 1 Qé(a,b) 0 voor a = b, | |

2. pof(2,d) >0 " a#n,
3. ¢layd) = ¢(b,a) . | -

4. 5(a b) + 9(b ¢) 2 ¢(a,c) (axioma vean de driehoek).

Voorbeelds De (re&le of complexe) n—dlm.,Oarteslsche rulmte
E ; punten zijn de n-tallen (reéle of complexe) getallen '

¥
(!:}1’”"511)’ afstand

]

a
“

i

glx,x) =Vzlg, - 112,
De ruimte ven Hilbert: punten x zijn -de oneindige getallenrij-
en (§1,§2,...) met elndlge . h |
*X\ Y I §s/ 5.
?(xy ') lX"X ‘.
‘(WégénS'g ‘ﬁ o 2 i 4 g 3 2*+ 3]3‘ 32 is ook |x - x'| eindig.)
i n =3 jn ;'

*EdldﬁgévingnB(a o) van a heet de verzameling ven de x met
| ¢(a,x) <ot (¢ >0). |
B(V}d) is de verzameling van alle x met p(p, X)Lt voor zeke-
re pev. , v
"e vatten R als topologlsche ruimte op, door vast te stellen,
dat de B(a,d) (aaE,»()O) een basis voor de open verzamellngen
vormen. De axioma's I zijn dan vervuld. Ga dit na voor 1 - 2,4.
Voor 3 moeten we aantonen: ; ;
De doorsnee van twee bolomgévingen is vereniging van bolomge-
vingen. Bewijs: Zij ceB(a,¥) n B(b,). Te bepalen
¥ = min (& - ¢(a,c), F-p(c,b))'> 0. Dan'is ~
- B(c,d) ¢ Bla,at) B(b,,s), . s
‘went uit xeB(c,d) volgt \(c x)< 3, “ o
¢(2yx)  ¢la,e) + ple,x)¢ p(a,c> + 3¢ pla,0) + @ =pla,c))=x
dus xeB(a,¢); en analoog XEB(byﬁ) De vereniging van al dege
" B(c,d) voldoet. ' |
‘ Bewi js dat met gla,b) ook 1nf(;?(a,b) 1) een metrlek voor-
stelt, en dat beide metriéken tot homeomdorfe ruimten leiden!



Men hoeft dus bij onderzoek omtrent limieten, verdichtings-
punten en continufteit in metrische ruimten alleen met de bolomge-
vingen rekening te houden. lim Py, = b, dan en slechts dan als
lim p(p,,p) = '

, Ook in metrische ruimten is elk verdichtingspunt van een ver—
zameling V limiet van een deelrij verschillende punten wuit V. (Be-
wijs dit zelf!) |

Diameter van een verzameling V is: sup ¢(a,b).

a, beV
Onder afstand tussen een punt p en een verzameling V verstaan
we ¢(p,V) = inf po(p,q).
qeV

Stelling 1: g(p,V) is een continue functie van p (continue
afbeelding in de redle E1).

¢(p,q) voor alle qeV
¢(py2') + ¢(p'yq) voor alle qeV,

c(p,p') + inf ¢(p',q)
QeV

p(p,p') + ¢(p',7) |
Hetzelfde geldt ook met verwisseling van p en p'. Dus
, le(p, V) = ¢(p', V) & e(p,2') -
Dus de functie ¢(p,V) beeldt de bolomgeving B(p,«) (in R) af in
de bolomgeving B( ¢ (p,V), «) (in E1). Hieruit volgt de continui-
teit. »

Stelling 2: Uit ¢(p,V) = 0, volgt peV.

Bewijs: Uit f(p,V) = 0 volgt het bestaan van een rij pnsV .
met lim e(p,pn) = 0. Maar dan is 1im P, = Ps dus. of oneindig vaak

Bewijs: p(p,V)

A A I

dus ook ' .p(p,v)

P, =D of p verdichtingspunt van de verzameling der Py In elk ge-
val (wegens I.3.14) peV. '

Stelling 3: Is A afgesléten en.’p(p,A) = 0, dan is peh.
(Volgt wit 2.) . _ '

Stelling 4: 1In metrische ruimten geldt scheidingsaxioma 3
en ook 4. S '

BerJS’ 2ij A afgesloten agA. Dan is dus p(a A) == > 0.

B(a, d) en B(A,1d) voldoen. . <
Stelling 5: : In métrische ruimten volgt macht1ghe1dsax1oma
2 uit macht1ghe1dsax1oma T. - T

Bewijs: a 849855 e¢s VOTMEN €€ overal dlchte deelverzamellng
van R. De verzameling van de "speciale bollen" B(a d) met ratio-
nale o > 0 is aftelbaar. Gegeven een W1llekeur1ge B(a,!) en een
XEB(&,X) ‘We Xiezen een rationale o met 0L oL £ 2(3’— ela,x)).
Fu is x limiet van een deelrij van de a; (evtl. = zekere a;). Dus
k‘la er een a, met y(x,a Y. '

XEB(a soA) o




Voor 1edere R ysB(alfx)
geldt g(a,y) g' ?(a x) + p(x,a, ) + ?(319Y) | o

, | { ?(a X) + 2 G(a X) + (J"‘ a,x)) 0'/ .
Dus - ~ Blay,¥) C.B(a,(y)

Iedere st(a,J) bezit dus een in B(a./d bevatte spe01ale bolom=
geving, en dus is. B(a,*) een vereniging van speciale bolomgevin-
gen. Hetzelfde geldt den voor elke open verzameling van R. Dus
vormen de (aftelbaar veel) speciale omgevingen een basis.

Ten topologische ruimte metriseren betekent. een met hem
homeomorfe metrische ruimte vinden.

die aan de sche1d1ngsax1oma s 1 en 3 en het machtigheidsaxioma.Z
voldoet, dan worden gemetriseerd.

Het bewijs berust op de Hulpstelling: Onder dezelfde veron-—
derstellingen is er bij twee open verzamelingen P

o B P1 met
'T’—'CP1 een continue functie f te vinden met 0 < ££ 1, f(P) =
f(R‘xP ) = 1.

Bew1gs hulpstelllng° me construeren een P voor elk (“aya-

disch") getal r van de vorm r = k.27 (k,n geheel >0, 0T,
zodat - | ' ' - , ’
'FI_ C Py voor r s . (%)
Dat geschiedt 1nductlef. Zij P reeds gedefinikerd voor alle
= k.27 (0 (k¢ 2P zodat (s:) geldt. Dan is dus

Froo™m C Pryyq) .2

oftewel ng’z—n—1 P(2k+2).2—n~1 o
M besfaat op grond van scheidingsaxioma 4' (dat immsrs uit
de gegevens volgt; zie eind van II) een open 3 zodat ..
Pop,o™0=1 €2 5 Q CProgpy o1 -

Zulk een  nemen we als P(2k+1) 2n~1

"e definigren nu voor_ dyadische breuken > 0, ( 1
DanisookKrz- h\ Pt ; imme K\?DAPV

fsr Dat immcrs t>r T+2s s Ts is dui-
delijk: is varder m{ AR P

, 5k By dem is or con s, > Fmet xR, ; s
dan r@:ﬁ‘<}s den is ock X%?t , dus Xﬂé::} P, SR 4'_5
Derhalve 1isg K afgbsloten, dit geldt ook voor r = 1, als.we Kj_;;_

= R stellen.



e stellen nu 0 < f(p)mé.f in heel R en voor re¥le « @
f(p) { o = dan en §lechts dan als pe ML P
Hierdoor is f bepaald n.l.

f(p) = inf r als pEP?’ f(p) = 1 als pgPq. -
: pFP '

psK (r‘(1) dan én slechts dan als psP voor alle s > r, dus als
f(p)‘< s voor alle s>r; dus als f(p) g r. Geldt ook voor T = 1

Hieruit volgt voor dyadische breuken r,s (O < r,s < 1)

r . £(p) L8
~ dan en’slechts den als pﬂK', pePs, dus als
ps‘P \K. : ’

De f—orlgineelverzamellng van elk dyadlsch 1nterva1 r £ d’<‘s
(0gr, s£1) is dus open. Ga na, dat dit ook waar is voor r< 0
en s 51 ! Plerult volgt, ddt het f-origineel vanelk:open interval
open is, dus dat f continu is.

Dat f(P ) =0 en f(P\\P1) =1 .is, is evident.

Bewi js van de- metrisatiestelling: Ten aftelbare ba31s 01,02,
ess Van R is gegeven. Voor ieder paar O ,0. met

J
C OJ

‘definigren we volgens dg Yulpstelllng een contlnue functle fia

0L E] o 2500 ) =0, (R‘\O 3 =
- We stellen : R

e(p,a) =2 277791 2, 4(p) - 2, ()} .

13 o :
Dan is O { ¢(pya) { 1 en e(p,q) = 0 dan en slechts dan als
13(3) = £, (q) voor alle i, j. Indien p # q is er echter =~ = we=

‘ gens sche1dxngsax1oma 1 een omgeving, dus ook een basisomgeving
O3 van p, die gq niet bevat; wegens scheidingsaxioma 3 bestaat er
een omgev1ng P van p met. PCLQ dus ook een ba81s—Oi mnﬁ psO
EEC;OS, qﬁoa; hiervoor is f. J?p) 0, J( q) = 1; dus f(qu) #0.
Ga zelf na, dat ? ook de overlge ax;oma‘s van metrlsche ruimten
vervult! . . SRR S SR .

e hebben door mlddel van 9 een metrlsohe ruimte gedefini-
eerd met als punten die-van F. We moeten: nog aantonen, dat de
door deze identiteit vastgelegde éénéénduldlge relatie tussen R
en de metrische ruimte topologlsche is, d.w.z. dat de begrlppen
"open verzameling" volgens de gegevens van R en volgens de metriek
samenveallen. e : ' :

¢(p,a) is (bij vaste p) continu (in de zin van R) als som
~Van e€en geli jkmatige convergente reeks contlnuﬁ functles. Dus is
de verzameling van de q met 9(P,QJ-<<¥ open, dus is elke b01’4. 
dus elke metrlschuopen verzameling open in de zin van Re | ;,3}@
. Z1] omgekeerd een basis-0. gegeven. Voor elke xsoj l?ué?~ﬂﬂﬂ
i%&nﬁhgai§fgmgeving‘Oi_met 6;(16 , dus een £, me%‘f (x) =0

, ek “13 3
) @r ygbm, dus f(X,Y) 2 2 i ?. o0 D
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uit e(x,y) ¢ 2_l~j * véig% ye0
us . . B(x,2 T d.co,. L
Iedere basms—vexzamellng,,dus ook 1edere open verzamellng van R
is derhalve een vereniging van bollen, dus metrlsch—open.
Inbedding in de Hilbert-ruimte: ZEen topologlsche ruimte, 4
aan de eisen van de metrisafieételllng‘voldoet is homeomorf met)
‘éen deelverzameling van de Hilbert-ruimte. o SR
© Bewijs: We hernummeren de fiJ door middel van één 1ndex*
g1,g2,... Aan. een psR laten we. beantwoor&en het punt
g(p) = (81(P):2g2(P)y“',ng (p)y'~‘)
Van‘de Hilbert-ruimte. Precies als in het metrisatie-bewijs laaté
men zien, dat dit een topologische afbeelding i$~ “
_Opmerking: De inbedding is ZelfS'geschied in de zégenaamde
fundamentaal-quader '

15:1 ¢ T (1= 172,000

j.

=

van de Hllbert-rulmte.
Omgekeerd voldoet 1edere deelverzameling van de Hllbert- rui
. te H aan de axioma's, die bij de metrisatie verondersteld zijn.
Voor de scheidingsaxioma's 1,3 is dit duidelijk, asngezien die 1
iedere metrische ruimte gelden (stelllng 4).. We moeten dlt nog
aantonen voor het machtigheidsaxioma 2. S e
Speciale bollen in H zijn de B(x,«) .met’rationale « en een
z, waarvan alle cobrdinaten rationasl zijn'en-bijna alle verdwi j-
nen. De verzameling 2 der. spe01ale bollen is.aftelbaar. Gegeven
een verzemeling V in H. De (aftelbaar Vele) BAY (BeX) vormen een
basis van V (als ruimte). Dit b1lijkt zo: 71J B(a,j) een WlllekeUr
xige bol in H (asV), dus B(a,;)nv een w1llekeur1ge bol 1n V. Zlg
: XSB(&,J')AV en

X"@w Sorseee)s o
e kiezen n zo groot, dat 21 ? det“"is met K rationaal en
: n+ . L

0< « < —(I -¢(a; X)) .
Door van x de cobrdinaten vanaf de (n+1)-de door O te' vervangen,
krijgen we een punt x'; ’(X,X ) < . e vervangen verder de eer—
ste n covdinaten door rationale getallen,zodat voor het nieuwe
punt x" geldt: pe(x',x") o s B(x" o) is een speciale bol en be—.
vat in B(a,f\ wegens:s : : '
pla,y) £ f(a,X) + ?(X,X) +op(xt,x") "+ ;»(x" y) < (y )

indien yeB(x",o).

Dus is er voor iedere st(a%k)nV een B(x",d)éz met w1
5 st(x",d)nV<:B(anJnV ©en dus is B(a,[)nv als: verenlglng van - -
~ BaV (Bel) voor te stellen. . s P ‘
‘We.kunnen dus zeggen: . . .o s el
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Equivalentiestelling De aan de scheidingsaxioma's 1,3 en
aan het macht1ghe1dsax1oma 2 voldoende ruinten zijn topologlsch

equlvalent met de deelverzamellﬂgen van de. fundamentaal-quade;
‘ven de Hilbert- ruimte.
 Deze rulmten»213n ook gekenmerkt door de eigenschép”ﬁetri—
seerbaar en separabel te zijn.
' Vrasg: Foe zal men in RXS (R en S metrisch) een metriek de-
fini&ren, zodat de topologie van RXS wordt geinduceerd?

N

IV, Polytopen

. o

1. Het convexe omhulsel van een verzameling V in een carte-
sische ruimte wordt door T(V) aangeduid. Is V een verzameling be-

staande uit r+1 punten, die niet op een (r-1)-dim. lin. deelvarif-
teit liggen (algemene ligging), dan heet T(V) een r-dim. simplex
(r 2 =1). Is WcV, den heet T(W) ondersimplex van T(V). De O-dim.
ondersimplexen ven T(V) heten zijn hoekpunten, de 1-dim. zijn rid-
ben. Punten van T(V), die reeds puynten van een echte ondersimplex
zijn, heten zelfkantpunten;Ade overige heten binnenpunten. - Let

wel: zelfkant is niet hetzelfde als rand; een 1-dim. simplex in
EZ bestaat geheel uit randpunten, terwijl*alleén'zijn hoekpunten
zelfkantpunten zi jn. '

Voor twee s1mplexen van dezelfde ruimte geldt
T(VaW) C T(V)AT(W). Te zeggen, dat T(V) en T(W) netjes 11ggen, als
zelfs T(VAW) = T(V)AnT(W) geldt. Fen stel 51mplexen, die paarsge-
wijs netjes liggen, vormen een olytoop; H hiermee bedoelen we nict
alleen de verenigingkvan die simpleXGn, maar tevens haar opuouw
uit die simplexen. Onder de simplexen van een polytoop Verstasn
we de ondersimplexen van alle samenstellende simplexen.

Ben eindige pdlytoop-bestaat uit eindig veel simplexen. Di-
mensie van een polytoop is de maximale dimensie, de bij zijn sim-
plexen voorkomt. Is T een simplex van de polytoop P, dan verstasn
we onder de ster van T ( genaamd o(T).) de verzameling der bin-
nenpunten.van alle simplexen van P, -die een binnehpunt van T be-
vatten. ¢ (T) is open in P.

‘ Barycentrische coﬁrdinéten° Gegeven r+1 punten eo,...er in
algemene ligging in de E . Ieder punt x kan dan op eén manlnr
worden voorgesteld in de‘vqrm X =% )1e met I A =13 A —s
heten gzl jn barycentrische codrdinaten en hangen con inu van x af.
A‘o = 0 stelt voor de lin.var. bepaald door s eres®p i Ay =0,
deelt de B 'p in twee halve ruimten 1 >0 en 2 { 0 'men k¢n
~niet van de,één.naar de ander gaan, zonder X =0 te passeren,‘
daarentegen kan men in beide afzonderli jk 21ch vrlJellak bewegen,
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: Aangez:;_en 7\

continu van x afhang’c is Y ) 0 een open en
3\ > 0 een afgesloten verzameling. T(eo,e1,...,er) is de verza:
mellng van de x met l 2 0 (voor alle i); binnenpunten van
T(e 038170058, ) zijn dle met )4 >0 (wvoor alle i). Dus is een
I"dlm- simplex (en ook een { r—dlm. simplex) in B, afgesloten;
de verzamellng van de blnnenpunten van een r-dim. suaplex in de
Er is open.

Stell:mg- De simplexen T(e 0 €19 sy ) en T(e! ,e1,...,e )
in de B, liggen dan en slechts dan netjes als e, en e} in ver-
schlllende halve ru.:Lm'ten van de door eﬂ""’er bepaalde lin. va

/\o = 0 liggen.

Bewl js: Een gemeenschappelijk punt van de twee._sim'piexen
moet de VOI'm hebben

i 71 ey /zoe' + E /“1 .
waar z )i =T Moo=, /\i?_zo , /ul}_:o
v i = .

erder is eé ’g&l ey

" Substitutie levert
rw T .
}é/i e; =M, Ay e+ i) (/ul +/aoo(i)ei .

De co&ffici&ntensom is rechts weer 1. Wegens de éenduidig'e bepasa
heid van de barycentrische cobrdinaten is in 't bijzonder
A= ALK
Indien /1 /40 = 0 is, krijgen we de punten van het gemeenscha
peli jke onders:.mplex T(e.],...,e Yo Is & ,<O dan kunnen er gee:
andere gemeenschappeli jke punten 2zijn; maa; o(o<0 betekent Juisth
dat e, en e(’) in verschillende halve ruimten liggen. Is r><o >0

(dezelfde halve ruimte), dan hoort -krachtens
C o A e Xy

0.

o]

bij ieder puilt van T(eo,e,],l...,er) met )\i ;! 0 (i=1,00u,7) en .
voldoende kleine Zb een ermee  samenvallend punt van T(el,eq, coagh
In het eerste geval liggen de simplexen netjes, in het tweede
niet. : : _

' Stelling: L:ngen in de E:C cle simplexen T(eo,e1,...,e ) en
T(e! Lr€qs ceeye ) netjes, dan zijn de binnenpunten van T(e1,...,er};.
‘ 1nwend1ge punten van T(eo,e1,...,e ) v T(e 0,61,...,8 Y

Bew::.gs. De baryoentrlqche nofrdinaten van x in het a‘belsel

0,81’””61"1 heten R (x), die in het stelsel e(’),e“...,e heten
/ul(x) De functie f; (x), die in A X O met A, (X) en in } < Gf
‘ . : G : "vgf

./

1}
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met ;/41(x) samenvalt, is in de hele ruimte continu (zie T.4.4).
Dus is de verzameling £y (x) >0 (i = 1,..4,n) open. Dat is echter
een deelverzamellnv ven T(e 0?82 sy ) U I(eo,e1,...,e ),. ie
alle binnénpunten van m(e,,,...,e ) bevat.

2. Gegeven een stel simplexen zonder gemeenschappellgke pun-
ten._Tussen deze 81mplexen zijn zekere identificatiés: vastgelegd,
en wel als volgt: Zekere hoekpunten e03e1,...,ep,van het simplex
T kunnen gefdentificeerd zijn met resp. e',e%,...,eé van T', en
dan is T Zlel van T ook gefdentificeerd met I A e! van T'. De iden-
thlcatles moeten samen transitief en omkeerbaar 211n, en twee
verschillende punten van hetzelfde simplex mogen nooit met" ‘elkaar
geidentificeerd zijn. Z%olets noemen we een abstracte ‘polytoop. Ve
passen overigens dezelfde terminologie als le de (concrete) po-
1ytopen toe. ' ‘

Voorbeelden: Viervlak ’ , Torus , 4

4 |

Projectief vlak.

™N

<
\\
N

NP
PAVAN

.

<

De 1dent1110at1es 213n d@els getekend, deelo door 013fcrs aange-'
duid.. ' _

Stelling: Ten eindige. r—dlm. polytoop P kan in de F2r+1 woxr—
den geconcretiseerd (d.w.z. op een concrete polytoop 1-1- afge—
beeld, zodat de afbeelding in ieder 51mplex barycentrisch is). _

Bewljs: Fet (te construeren) beeld ven een punt of vefZameling
wordt door een accent aangeduid. Ve’ gaan ervoor zorgen, daﬁ

(1.) Twee verschillende hoeknunten van P nooit hetzelfﬂe beeld
hebben. L : ‘ : e

(2.) Tlke hoekpuntenverzamellng v, dle een 51mplex ¥en P be-
paalt, afgebeelé wordt 1n.eeﬁ Verzamellng van E 1 in algemene '
ligging, . ) e

(3.) De simplexen van P! paarsgeWLJS net;es 11ggen.r-'”

Volgens (1.) geldt: Y , e

' 2o (Vaw)’ = V'aW! ; ‘ (V,Iiverzamelinéen hoe%é;

en: uit V' = W' volgt V =W . punten) g
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_ Uit (2 ) volgt, dat elk simplex van P éénéénduidig wordt afge-
. ba&ld* Ve tonen aan, dat heel P éénéénduidig wordt afgebeeld z
| =b'. a/en b zijn blnnenpunten van zekere 51mplexen T(V) en
(W) van ?‘ Dan is dus ‘

8 =be (V) A MW= TV A (W) = (V' AW)
| (omdat (V') en T(W') netges liggen) = T((Vn“) ). |
. Aangezien de afbeelding in T(V) en T(W) 1-1 is, volgt nieruit
,a,bavﬂw daar a,b bxnnenpunten van V en W zijn, is dus V = W en
 wegens de éénééﬂ&uidlghald in V =7 dus a = b. Dus is de afbeel
 ding in heel P ééﬂéénduldlgs Verder is duidelijk dat P' een pol
. l‘tmap is,
h We moeten nu de ®1sen 1-3 vervullen. De constructie geschl
inﬁuctief. Laat van n hoekpunten vean P (en hun 31mp1exen) de beel
den in E, .4 al ‘geconstrueerd zijn, zodat 1-3 geldt. Dat geeft ef
deelpolytoop P' van P', We kiezen een (n+1)-de hoékpunt van P,
naamd e, met als beeld e' en voegen alle 81mylexen T(e , V') aan
P' toe, waarvoor T(e,V) een simplex ven P is. e' kiezen we wille
keurig, maar verschillend ven de aanwezige hoekpunten en zo, dat
alle 1ijnen ver%oden gebied zijn, die een punt van een < r-dim.
sxmplex van P verbinden met een punt van een { r—-dim. 81mp1@x
P'. Dan is 1-2 meteen vervuld. Je tonen nu aan, dat i

-

() twee nieuwe (a) een oud en een nieuw
simplex netjes liggen. Zijn T(J1,e en T(V 2,e) simplexen van P,
dan moet dus

{o4) T(V s€') A T(Vz,e ) ==T(V1nVé,e')
zijn.(dim.Vi { r.) Is a' in het linkerlid, dan ligt a' op 1ijn- é
stukken e‘a; en e’aé met a{eT(Vi). Aangezien voor €' een lijn ;
a; aé verboden zou zijn, moet a’ :'aé zijn, dus is a' op een vef;
bindingslijn van e' met een punt van T(V aVZ), dus in het rechteﬁ

1id van (o). Hieruit volgt o .

%ijn T(V,) en T(Vg,e) simplexen van P, dat moet

(/5) T(V') n T(V’,e ) = T(V'nVé e)
zlgn. (dim. vy £, dim. v {r.)Is a'in 't linkerlid, dan is
a'eV) en a' op een llgnstuk e'a 2,'a28T(V2) Aangezien een 1lijn
a' a2 voor e verboden gebied zou ziin, geldt a' = az, dus a' in
het rechterlid van QG). Hierui. volgt ).

Het verboden terrein beslaat eindig .ccl 2r-dim. lin. var.
in de %, . 4. Die putten B, +1 niet uit. (Dat is inductief te
zien, door het geval met een nieuwe 2r-dim. lin. var. te snljdeny

" Fen e' zoals gewenst, bestaat dus. |
‘ - 3. Onderverdeling ven een simplex T is een eindige polytood
~die als puntverzameling met T semenvalt. Onderverdeling van een




. bezit. Het punt
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polytoop P is een polytoop, die ontstaat door de simplexen van
P onder te verdelen.
De barycentrische onderverdeling van een simplei
T(0,Ty0ae,T)
ontstaat door als nieuwe hoekpunten te kiezen de zwaartepunten

van alle mogelijke ondersimplexen .
T(10,11,...,1 ).y
i ces '
iznZi:dnleuwe r—dlm.{ugézl;xen,;gfé{
T( {1 {10,11} { 0,11,12} g ooy {16’11”{"ir} ).

(Dit zijn er (r + 1) !

Dat dit een onderverdellng is wordt
- inductief bewezen. e voeren dezlaatste
stap uit: Is aeT(0,1,+..,T) en
afz= {io’i1""’ir} , dan projecte-
ren we a vanuit z in een zelfkantpunt
a' van T(0,1,...,7). a' ligt op een
echt ondersimplex van T(0,1,4ve.,T).
Inductief'weten we, dat a' e zekere

T({ io}" i, 1} faeuy {1011“'1r~1f ) is, dus

ae T({ = }, {1 11} yoesy 51 11...11_11, {1011"'1r-1 r} ). Ook
z ligt hierin. De vereniging van de nieuwe r-dim. simplexen be-~

vat dus het oude. Het omgekeerde is eveneens ‘evident.~ Ga zelf

na, dat de nieuwe simplexen een polytoop vormen !

De barycentrische onderverdeling van een polytoop wordt ver-
kregen, door zijn simplexen barycentrisch Qnder te verdelen.

4. De diameter van een simplex is gelijk aan .zijn grootste
ribbe. . - o
Bewi js: Doorloopt p een 1lijnstuk, dan befeikﬁ._e(p,q) zijn
meximum in het eindpunt van het 1ijnstuk. (Waarom ?) Doorloopt p
een simplex, dan bereikt So(p,q) zijn maximum in een .-hoekpunt
van het simplex. (BGWIJS dit inductief, door een llanstuk door
p te leggen met op de zelfkant van het 51mplex.zlgn eindpunten!)
¢ (p,q) bereikt dus in een simplex bij variabele p &n g zijn ma-
ximum, als beide hoekpuhten~zijn. :

Is T barycentrisch deelsimpléx’van de r-dim. simplex T,
dan is diam. T £ ?:T diam. T.

Bewijs: T = T(xo,...,x )« Na evtl. vernummering mogen we
Veronderstellen, dat de grootste yibbe van T! de eindpunten

a
1 -
L Xy = b
0 v

{\en _ { o"“’xk”“’ l}.= I%T
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L

1 1
X seay X = e L X = C
| {k+1’ ’1} "TE,, 4
ligt ook in T.

b = %f% a + l:§ e, »
‘ ‘ 1, —= diam T.
dus lb al = l+1lc al & s57le - al .

Stelling: Tij voortgezette barycentrische onderverdeling van
een eindige polytocp nadéren de diametersder deelsimplexen geli jk-
matig naar O. (Bewijs dit zelf!). '

V. Compacte ruimten.

Y. We veronderstellen sche1d1ngsax1oma 1.

E heet compact, als iedere oneindige deelverzameling van R
een verdlchtlngspunt bezit.

Dus iedere ruimte uit eindig veel punten is compact. Naar Bol-
zano-Welerstrass bezit elke oneindige beperkte verzameling V van
E1 een verdichtingspunt;'is V afgesloten, dan hoort dit verdich-
tingspunt ook 'bij V. Dus een beperkte afgesloten deelverzameling
ven E1 is (als ruimte) compact Hetzelfde geldt voor de beperkte
afgésloten deelverzamellngen V van Er‘ WVant men kan een oneindige

>
-

- deelrij uittrekken, waarvan de 1e codrdinaten (die immers een be-
perkte verzameling vormen) convergeren; hieruit €én, waarvoor ook
de 2e cobrdinaten convergeren erz. Een puntenrij, waarvan alle
cordinaten afzonderlijk convergeren, convergeert. Dat levert het
verdlchtlngspunt.

- In de Hilbert-ruimte E geldt die bewering niet.. De punten

a; = (0,0y¢es1,0,...) (op de i~de plasts een 1) hebben de afstand
1 van de oorsprong, vormen dus een beperkte verzameling V. Alle
codrdinaten afzohderlijk convergeren naar 0. De corsprong zou

dus hét enige verdichfingspunt kunnen zijn, maar die heeft van
alle punten van V de afstand 1. Dus heeft V geen verdichtings-
punt. ‘ _
De fundaméntaalQuadei'F van H is wel compact. Gegeven V CF,
V oneindig. Ve kiezen een deelri] x£1) van V, ?garvoor de le
coBrdinaten convergeren; higruit.een‘deelrij X, s Waarvoor de
2e cobrdinaten convergeren, enz. Ven de "diagonaalrij" xén con=-
"~ vergeren alle codrdinaten, want b.v. de k-de cobrdinaten vormen
(op de eersté k=1 na) een deelrij van de k-de cofrdinaten van

,Qfﬁ me.xgﬂ:m&mnwey ~(7r1,bn2,u.L
' 11m77p1~77

It 63 . Ingl &



V5 = (W45 Dpsees) is dus in 7.
;(47‘ LIS S A
1 n,1 - 1 u+1
Wegens de éopvergéntie van § %5 kan de 2e som (-Ee worden ge=
maakt, door M groot genoeg te kiezen; wegens de convergentie der
codrdinaten de eerste eveneens voor alle n 2 zekere N. Dus
lim Iy = y is een verdlchtlngspant van V.

Bewijs zelfs: Ten onbeperkte verzaneling van een metrische
ruimte is nooit cpmpact; Ten afgesloten verzameling van een com-
pacte ruimte is (2ls ruimte) weer compact, Een niet afgesloten
verzameling ven enige ruimte is niet compact (zie Ii,?"). De ver—
eniging van twee compacte ruimten is compact. Fen eindige poly-v
toop is compact. _ ;

Een systeen T van verzamelingen heet eindig gebonden (gebon-
den), als ze met zijn eindig velen (met zijn allen) een niet le-
ge doorsnee hebben. '

Een uysteem L van open verzamelingen heet ten overdekklng
van R, als R de vereniging van de 0eZ is.

" R heet bicompact, als
(¢) ieder eindig gebonden systeem van afﬁesloten verzame—
- lingen van R ook gebonden is; oftewel:
93) iedere overdekking van R een elndlge overdekklng be-
vat. ;
Vle tonen o €3 aar: Zij L een overdekking. z*‘bestaat uit de com-

plementen RN\O van alle Oei. Tegens R = SJE 0 1is fﬁ\ A *dréR\\O

b

leeg. Dus is &7 niet sebondlen, dus; als (&) verondersteld wordt,

00k niet eindig gebonden. Tr is dus een eindige E?C:EK, zo dat

fﬁ\ A =0 is. £, zij de verzameling van de 0= R\A met Ang 0.
AEL .
Dan is dus

O

U
Oe 21 ,
Stelling 1: Ten . afgesloten decelverzameling van een bicom-

pacte ruibte is (als ruimte) bicompact. (Bewijs dit Ze;f!)
Stelling 2: JTedere bicompacte ruimte is compact.

= R. Dus geldt Q&). naloog omgekeerd.

Bewi js: Tas V een oneindige verzamelihg zonder verdichtings-
punt, dan was V afgesloten (zie I.3.1, I.3.14), dus ook elke
V"\(a) met aeV. Deze verzame llnven,”ouden 61nd1g gebonden, dus
gebonden zijn, hetgeen niet klopt. Dus bestuat zo'n V niet.

Stelling 3: Ten compucte T, ﬂle machtlgheldsa51ﬂma 2 ver—
vult, is bicompact. o e ‘

‘ Bewi js: Gegeven een overdehklng e Alle ba81s-o net OC;P
‘VOOI zekere Pel, vormen een. overﬁekklng Z' die aftelbaar is.
Bij iedere QOel' hoort een Pel met 0C R; deze P vormen een aftel—

&
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bere overdekking Z"C L. Deze A" bhestest uit verzamelingen
PyyPpyee. We willer eontoner, det (voo? zekere n) reeds PyseessPy
een overdekking vormen. ag.dit niet zo, dzn waren onder de
(ngi oneindig veel verschillende, die we Qq,Qp, ... noSMmEN,
QiC"Qi+1‘ “e kiezen u. 5Q1+1\ .« De &y bezitten een verdlchtlngc-
punt a. Fu is aidfj veoor alle 3 < i, dug a. eR\\QJ voor alle i 23
R\G. is afgesloten, dus is ook seR\ 3., dus aﬁ” voor alle j,
due aiLJQj = R, hetgeen ormogelijk is

Ten verzemeling V ver een metrische ruimte R heet een ge-net
(e >0), als elk punt van R ver V een afstand ( ¢ eeft.k

. vgﬁglgigg“i: Tern compacte metrische ruimte bezit een eindig

e-net voor elke ) 0. ' "_‘

Bewljee: We kiezen achter elkasr puﬂten‘a1,a2,... s zodat elk

‘»

van de vereniging van de voorafgucnde een afstand .>'e heeft. Dit
proces breekt af bij zekere m, want anders zoaapn de ah‘een ver—
dichtingepunt bezitten, hetgeen onmogeli jk is. aT,...,am vormen
- dan een e-net, omdat geen punt van T meer bestaat, dat van deze
een afstand Z e heeft. :
Stelling 5: Ten compacte metrische ruimte vervult machtig-
heidsaxioma 1, dus (zie ITI1.5) machtigheidsaxioma’ 2, is dus bi-
compact (3te]iln@ 3.
Bewl js: Vn zij cen e-net voor g = %. LJVn ig overal dicht en
aftelbaar.
Stelling 6: .Fen hicompzcte Hausdorff-ruimte is regulier.
Newi js: Cegever een afgesloten verzameling A en een punt pgh.
Bij iedere acd is er een paar omgevingen Uanupa>,: I . De U nd
vormen een overdekking van de bicompacte ruimte A (Stelling 1).

Dus élJF er c1,...,am sk zo dat reéds"LJ(Ua AL) =& is.’We stel-

. ) ' .
“len L/U‘ = U en p °1 - V. Dan zijn U en V de U-zvraagde vreem-

l .
de omgevin gen van 4L en p.

Stelling 7: ‘en bicompacte Fausdorff—rulmtn is zelfs nor-
maal. Bewijs dit zelf volgens hetzelfde beginsel als 61
Stelling 8: Fet continue ‘beeld van een bicompacte ruiute
is bicompact. - ?ew:xw dit zelf. o . -
Stelling 9: Tet continue beeld van een compacte ruiﬁte is
compact. Bewijs: Zij V' een oneindige deelverzameling van de
besldruimte R' zonder verdichtingspunt. Dan is V! ‘afgesloﬁen,
- dus wegems de ccntlnuitelt o0k het orlplﬂeel J ven V'e V heeft
 ean verﬁzchtlngsPumt aeV. Fet beelc a'eV' b821t een omgev1ng
fﬁa, met U ,nV' L1 . Eet orlqlneel van U, is cen omgeving
M wan - Maar dan is ook U ooV = C3 in strljd met het feit, dat
unt vam v 15. Dﬁa was de Qndarstelllmg angulst. ;
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Ctelling 10: Ten eercenduidige continue afbeelding van een

compacte in een compacte ruimte is t pologisch.

Bewijs: Is A een afgeslic tcn verzamellng van de originele
ruimte, dan is A als ruimte compact, dus zijn beeld A' is compact,
.dus afgesloten in-de beeldruimtq. Bij de inverse afbeelding is
dus het origineel van elke afgesloten verzameling afgesloten, dus
is de inverse afbeelding ock corntinu. ,

Stelling 1ts- Ten continue re¥le functie gedefiniderd in een

ccmpacte of bicompacts ruimte bezit een maximum en een minimum.
(Valgt uwit 8-9.)
Stelling 12: Ten continue afbeelding ven een compacte metri-

sche ruimte in een metricche ruimte is geli jkmatig continu.
Rewi js: Ve moeten zcntonen het bestszen ven een o >C bij gege-
ven £ 0, zodrt voor alle &, b met
~S)(:_},}:.‘,)( S
geldt cglfa), £(0) )¢ =
"as die & er niet voor zekere £ > 0, darn was er dus voor ledere
n eern paar a, b met ‘
gla ,b )(--- s (=)
[ ‘(un) 3 f(bn) ) 2 e . (==
r 1s een deelrij n' van de natuurli jke getallen, zo dat

™

_ C . o 1lim a,, = a.
‘ bectaqt. Maar den bestast ook wegens (%)
lim bn = &8, .
en dan levert (% =) een stirijdigheid met de continufteit op.

2. Ten afbeelding f van ecen metrische ruimte in een topologi-
sclhie ruimte heet een e-afbeelding, als de origineel-verzameling
van ledexr punt een diameter {e bezit,.

Stelling 1: Is f esn e-afbeelding van een compacte R in S,
dan bestaat er eer %> 0, zcdat ven elke versameling met een dia-

meter <‘7 het origineel een diameter ( ¢ bezit. ]
Bewije: “'as dit niet zo, dan beston@ voor elke 7}; o een
punterpaar a ,b ek met ?(an,bn) 2 € en f(f(an) (b ) ) (
en we konden een deelrij n' van indices vinden, Zo dat lim an = a,
lim b = b bestaan. lear dan bevatte het origineel van f(a)
= f(b) de twee punten a en b met ¢(a,b) > g, in strijd met de ver—
onderstelling. » ‘
Stelling 2: Ten compacie me Srische ruimte R bezit voor iledere
€ >0 een e-afbeelding op €:n geochr"te eindige polytocia
Bewi js 01,...,0 vormen een eindige overdekking van R, met
diameter (O )< . De functie- ' e _ . %
ey (D) = g’(p,R\O) el SR
is OOntlnu en verdw13nt net in RN\O0y. 4 Do e Tl
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cx (v)
/31 p) = """";(_p“y
is zinvol en continu. lan iedere Oi laten we een punt Xy ven de
. _4 beantwoorden, zodat de T(XT,-..,Xn) een simplex is. Met T,
duiden we een r-dim. ondersimplex van T(x1,...,xn) aan.

: L () =z py(eEy . o
is een continue afbéeiding in. T(xf,...,xn). f hoeft geen "afbeel-
ding op" te zijn. Jordt T -1 niet vol overdekt door f(R) dan is
er een binnenpunt r van Tn~1’ dat niet overdekt wordt. We proaec—
teren f(R) vanuit r op de zelfkant T -1 deze afbeg;dlng is conti-
nu en wordt g" n=1 genoerd. Ve deflnléren g" =2 in elke T,_o» dat
door g~ 1f(R) vol overdekt wordt, als identiteit en in 1eder an-
der Tn 5 als projectie vanuit een niet overdekt blnnenpunt op de

zelfkant van die Tn-Z’ gn'2 is eenduidig en continu. Analoog de-

n-1 van alle i £ n-1. We stellen

h = 71g2...gn zgn-1f.
Blk ondersimplex van T, _, waarvén een binnenpunt tot h(R) behoort,
ligt geheel in h(E). Dus ig h(R) een polytoop.
Bij een afbeelding g - blijft elk punt in al die simplexen,
waar het in was. Is

fini¥ren we g

h(p) binnenpunt van T. = T(xi yooesXy )

J.
dan was f(p) blnnenpunt ven zekere Tkomet TkI)T..
Dus f(P) /-? (p)X
met 3 (p # 0
dus ° pel. .
1o

De h-origineelverzameling van elk punt ie dus in een Oi bevat,
dus { £. e

Opmerking: Ts h(p)sT(xi ,...,xi_), dan is zelfs
pEOi A ses A Oi. . © J

0 J

Defiritie: Fen compacte metrische ruimte P is van de dimen-
sietrap r (dim i'[) wannecy een r het kleinste getal is, waarvoor
een t-afbeelding (voor elke ¢ )D) van R op een eindige r—-dim. po-
lytoop bestaat. Oftewel: dim *r < r dan en slechts dan, als enz.

R heet van cneindige dimensietrap, als zo'n getal r niet be-
staat.

Een overdekking I van een metrische ruimte R heet een g-r—-
overdekking, wanneer diam 0 (e voor elke QOel is en telkens r+2
verzamelingen Oel een leg. doorsnec hebben.

2ij P een r-dinm. polytoop en I de verzameling van de ster—
ren ven alle h.ekpunten.van P. Is d(e )ﬂ...n UKe ) niet leeg en
mhavat‘het dus een punt a, dan is er een simplex T van P (waarvan

enpunt is),zodat T C o(e;) (i = 0,...,m) geldt, maar dam -




-’)5_

zijn deze e, hoekpunten van T, dus dim T 2 m. En omgekeerd: is
T(eo,...,em) stmplex van P, dan is (e )neeen oey) # 1. i
Zijn de sterren bovendien e, dan is deze I dus een e-r—-over-
dekking, maar geen e~(r—1)-overdekking van P.

Stelling 3: dim™ R é r dan en slechts dan, als er voor el-

ke € > 0 een e-r-overdekking van T bestaat.

Rewijs: Uit de opmerking bij stelling 1 volgt, dat het be-
staan van een e-r-overdekking tengevolge heeft het bestaan van
een e¢-afbeelding op een g r~dim. polytoop, dus als dit voor el-
ke € 0 het geval is: dim™ R { r. - %ij din™R'= r, dan is er
voor elke £ >0 ‘een e~afbeelding f op een eindige polytoop P3
dim P g T. W@ kiezen een 17 > 0 volgens stelling 1 en verdelen
P zolang barycentrisch onder, tot de sterren van alle hoekpunten

< 727 zijn (IV.4). De nieuwe polytoop P* is ook ten hoogste r—
dim. Onder & verstasn we de verzameling van alle f_T( Gfei) R
wasr e, alle hoekpunten van p* doorloopt. De verzamelingen ven
L zijn open en < e en hebben evenals de tT(ei) ten hoogste met
zijn r+1 een niet lege doorsnee, vormen dus een e-r—-overdekking.

Stelling 4: dim®™R = r dan en slechts dan als er voor elke

e 0 een e-r-overdekking, maar niet voor elke € >0 een e={r=1)-
overdekking van R bestaat. (Gevolg van3.) : '

Let-wel: Ve weten nog niet, of een r—dim. simplex (polytoop)
nu ook van de dimensietrap r is, dus of zo'n simplex (pblytoop)'
niet.op lager-dim. polytopen e~ afgebeeld kan worden voor elke
e >0. Dit zal later bli jken, niet het geval te kunnen zijn. Tot
nu toe weten we alleen dim® P < dim P. Het omgekeerde is een diep—
liggerd feit. - _ .

el kan men door f-afbeeidingen de dimensietrap van een com-
pacte ruimte willeksurig zgg@gggg.’Dehk aan de Peano-kromme!

5. De lege ruimte is van de dimensietrap -1. Ren compacte
metrische ruimte R ig dan e¢n slechts dan ven de dimensietrap O,
gls ieder punt van'R willekeurig kleine brokomgevingen bezit.
("Slechts dan™ volgt uit stelling 4, want is OqseeesOy een over—
‘dekking met 0300 =7 (i # 3), dan is er bij iedere peR een
0; met pe0; = R\ U .05, en dat is een brokomgeving van p.

0 0 1#10. N . o : .
"Den": Uit het syste®tm van alle brokken met diam. ¢ € kan men
wegens de compactheid een eindige overdekking OW"'f’On met brok-

ken uittrekken; de 0L = Oj\~§§§ 05 zijn ook brokken en vormen
een E-O-overdekking.)' RO



VI. Topologische groepen

1. 0 heet een topologische groep, als G een topologische
ruimte en tevens een groep is en als ab (a,beG) en a'1 continu
van a,b resp. van & afhangen. .

(@(a,b) = ab” stelt een afbeelding ven G XG in G voor; als zo-
denig hoort ¢ contint te zijn.) ‘

In een topologische groep G is de 11nks- (rechts-) vermenigvul-

aiging met een vast element,
f (x) ax Tesp. g (x) = xa ,
een topolcglsche afbeeldlng van G op G. Hetzelfde geldt voor
X > X 1.
Is V open resp. afgesloten, dan ook aV, V en V 1

We veronderstellen in 't vervolg sche1d1ngsax10ma Te

Zijn G en G' topologische groepen en is G continu homomorf
afgebeeld in G', dan is de kern van dit homomorfisme afgesloten
( (a) is nemelijk afgesloten.)

Is omgekeerd H afgesloten normaaldeler van G, dan kan men
" G/H topologiseren: Is 0 open in G, dan is de verzémeling der aH
met acO open in G/H; en deze open verzamelingen vormen een basis
voor G/H. -Laat zien dat de axioma's I vervuld zijn! Ook schei-
dingsaxioma 1 is vervuld wegens de afgeslotenheid van H. Laat
zien dat het homomorfisme a > aH (van G in G/H) continu is! Toon
aan, dat alle axioma's van IT zich van G op G/H overdragen!

Een continu isomorfisme is niet noodzakeli jk topologisch.
Voorbeeld: G de optelgroep der natuurli jke getallen. G' de op-
telgroep der re&le getallen mod. 1 (géﬁopologiseerﬂ als factor-

groep ven de optelgroep der re¥le getallen naar G). f(n) = n
b (mod.1) met irrationale a?. f is een isomorfe afbeelding van G
op f(G), maar geen homeomorfie, want in f(G) komen verdichtings-—
punten voor en in G niet.

2« In 't vervolg hebben we haast uitsluitend met commutatie—

ve groepen te maken, die we additief schri jven. Ten blazondexe
" rol spelen dé optelgroepen der '

gehele getallen (mod.0). aangeduid (tr1v1aal gatopol
" " mod. m : (mod.m) " ¢ " on
 Tre¥le " : (re) LI
o om mod. 1 : (re mod.t) .

Gegeven aan verzamellng A en ecu (topologlsche) groep | . We
“@iiniﬁren de (topologische) "greep G boven & cfI'"
‘m&nten zijn de (eindige) 11naa1re comblnatles '

LR U R FL LN YL

)
).




Ard.w z.;slechts eindig veel coEfficiénten Jl zijn # 0. Met deze

:5”elementen wordt zo gerekend dat

I ofiag + Lyigs = 8(3/1 +J:!L)8‘i

‘w_is. Verder definig&ren we

ﬁ}: )’ial ¥ = verzameling der 2}[}/1 5 met 8}. = 0
indien j& =0 eney =0, +1 anders.
Dat is dus een deelverzameling van [T .. Yen ziet:

hof = (o) , ¥Hzf = U=zt , ¥ z1+z21)C ﬂz1ﬁ + UZZU .
Is P een open verzameling uit | ', dan verstaan we onder B(z,P)
de verzameling der yeG met | z-y[.C P. Door deze definitie wordt

een topologlsche groe . De ax1oma s van topologische ruimten [
worden eweze % ﬁ metgluche ruimten

18 geschle e con telt in z, en 22 te bewi jzen,

‘moeten we eerst blg een.gegeven ongeving P yan O in r“een omge-

ving P' van O in [ Tbepalen, zodat P' + P' C P is.: P' bestaat,

omdat in r‘de opteloperatie continu is. Is nu :

RS | zo %% z? + zg s B = Zg ot Ty
dan is oz - 20 = (z -z ) + (21‘~ zg).
Indien ST Qz~'~ m:P'
geldt, is bz - ZOHCP.

Pug is ook in- G de opteloperatle contlnu.

Als i een elndlge verzamellng lS (m elementen), is G de m-
'tmpologle Van G met dle van het m-voudlge carte81sche product over-
eenkont! '

VII. Ontwikkelingen van ruimten en groepen

1+ Een ri] R, van rulmten, waarvan 1eder in de voorafgaande
contlnu is afgeheeld : '
: f§+1 Bper © Ryo \ |
heet een Rn~adlsche rij; zijn alle afbeeldlngen “op“ dan Spreken
we van op-R -adisch.. :

We deflnléren voor alle m ) n de (contlnue) afbeeWﬁL“gen

| SR, CR, -
inductief door fm £ o= g . |
De rij P bepaalt een 11m1p rulmte R, de Rn—adlsche llmlet
de R nTS: Punten van R zijn de rijen (eBn) met o |
&, = fn+1 ; a heet de n-de cabru*“ at van e
~het zojuist vermelde punt. RN ‘
Speciale open verzameling@ an noemen we voor willekeurlg g
~ gevenn en O open in R, de verzamellng van alle punt@n wier
(“n*da cmﬁrﬁlna&tyiggw;g# €

n+1




verzamelingen in R iSIWeerlgen speciale open verzameling.'Want
als deze door O resp. n bepaald zijn en m { n is, Hepalen we

P als het fn —orlglneel van 0 en vormen OnnPn. Deze bepaalt een.
speciale open verzameling in P, die net de doorsnee van de twee
gegeven verzamelingen is. '

Open verzameling in F is iedere vereniging van specilale open
verzamelingen. Toon =zan, dat men i.p.v. "vereniging" ook kan zeg-
gen "aftelbare vereniging" ! Toon aan, dat R inderdaad een topo=
logische ruimte is. v

£, sij die afbeelding, die aan elk punt van R zijn n=de
codrdinaat toevoegt. f ig continu (waarom?).

£y = £,
Voor a,beR, a # b, is er een n, zodat f (a) # £, (v).
2. Stelling 1: Met de ruimten Rn voldoet ook hun Rn-adlsche

limiet aan een der scheidingsaxioma's 1-3 en aan machtigheidsaxi-
oma 2. ' o

Scheidingsaxioma 1: acR, £.(a) = a; (a)) afgesloten in R,
dus zijn f -origineel A(n afgesloten in R. (a) = A(n).

Scheidingsaxioma 2: a,bek, a # b. n zo dat ﬁn(a) =a_ #
fn(b) = b 0,» P, omgevingen in R van a, b3 OpnPy = E% . De
originelen van On’ Pn in R voldoen.

Scheidingsaxioma 3 in de vorm 3' : aeOCR, O open. We zoeken
open P met aeP, PC 0. Tie mogen 0 speciaal veronderstellen, dus ‘
0 = f -origineel van open 0 CR voor zekere n. a =f (a)eo Er
is open PnC_P met ansPn, P C:O . Kies P als f -erglneel van P !

Stelling 2: Veronderstel dat in de Rn de topologie door

het limiet-begrip bepaald is. Dan en slechts dan is in R
1%m a(l) = a, indien voor elke n de 1limiet van hun n-de cobrdi-

naten bestaat. '

" Bewijs: 71 I%m a(l).= a. Gegeven een omgeving O c;Rn van
&y . Deze bepaalt een speciale OCR met ae0. Fu is a 1?§O voor
bi jna elke 13 dus aél FO voor bgng alle i. Dus lim aél) = ap. =
AR llm aél = a  voor. elke m (a(l)— f (a(:L ), wegens de conti-
nuitelt van fm is dan lim fm (a l$ ) = ?m (a ), dus a, = fm a .
Dus deflnléert de rij a,
ving van a, dus 0 = f =-origineel van open Ono uit Rn‘ Nu is
a eon y dus bijna alle agi) aon , dus bijna alle a(i)eOn. Hiexr—

nO» 0] 0 0

uit volgt lim a(l) .
- Opmerking: De veronderstelllng is in 't bigzonder vervuld
‘blg metrische . ruimten Rn en bij rulmten, die aan scheidingsaxio-
ma. 2 en macht1ghe1dsax1oma .2 voldoen. Naar stelllng 1 is in het

een punt a van P. Zij O speciale omge—
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laatste gevel ook in R de topologie door het limietbegrip bepaald.
Stelling 3: Zijn de Rn metrische ruimten, dan is ook in R een
metriek mogeli jk.

Bewil js: Ve mogfr'verohder°+el¢en, dat de metrleken ¢n (resp.
in Rn) aan yn(x,y) < 1 voldcer. "e vormen in R:

glz,0) = L 270 @ (a,b). -
“e moeten aentonen, drt de door ie metriek ¢ in k geInduceerde fo-
pologie met de En—adi;CuE samﬁhﬁa]t, of te wel (volgens opmerking
bij stelling 2) dat het begriv limiet in beide gevallen hetzelfde
ise. Is nu lim a(l) = g volgs
dan is a fortiori lim f\%

de metriek, dus lim ;?(a(i),a) =0,
an} = 0 voor elke n, dus lim a‘'l’=
= g (Rn-adische topologie) wegens stelling 2. Asn de andere kant is
¢ (a,b) =1 o™ ?n(fn(a),fn(b}) ele gelijkmatig chnvergente som van
continue functies in L (Rn~adisohe topologie) wegr continu (Rn—adisch).
Dus v?i t uit 1lid = (10 a (R ~edisch) : lim lf{a*l ,a) = 0, dus

lim a = a (metrisch). A

ttelling 4: Zijn de R, metrisch compact, dan ook R.

Bewijs: Z1j V een oneindige deelverzameling van R. e f1(v) ein-
(1) e V met alle—
maal identieke f ka(l)). Is f (V) oneindig, dan bezit het een ver-
dlCht"n”Spuﬂt- Ir elk zeveal is er een oneindige deelrij verschillen-

e (1), (Ma(D) ¢y v(D JuD()

fz(V(1)) passen we uevelide redeperlﬁg toe en v1nden een deelri]

N :')

214
l

"'"‘(v

dis, dan is er een oneindige ri} verschillende a

e V met convergente en

1
(2) ( ) ( ) (1) met cvrver&erte (2> (l>. Zo gaan we door en vin-
den dus algemper een deelrij versch un” (n) (l) van (n=1) (l)
met convergente )aé;) Var de ”ulagonaalr" i (l) (l) zijn alle

termen verschillerd en donverTeren voor iedere n de n-de¢ cofrdina-
ten. Dus bestaat lim (1) (1> ern is verdichtingspunt van V.

Stelling 5: 7ijn de Rﬁ metrisch conmpact en niet leeg, dan is ook
E niet leeg.

Bewl Js: Sn =(3 f? Rm is als doorsnee van niet lege afgesléten
verzamelil gen in ie ulcompubte Rn niet leey en fn S Sk.»Fr is dus
een rij a, Rn’ = 2 die een punt van R def1n1éert.

3. e spreken van een covtlnue aftbeelding g ven de R -—adische

n
rij Rn in de ruimte @, als blgna alle R continu afgebeeld zijn in

n
Q, ‘ Q 4» B, €« R 44— +«.c &R
g Rn<.Q . ’
ze dat gn fﬁ = gm
is. Ten dergelijke afbeelding induceii. er één van R in Q,
5 g RCQ :
_ s

(%aarcm is g hlerdoor eenduldig benaaldﬁ)
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We sprekeh van een Comtinue ufbeelding ‘p van een ruimte Q in
de Rn—adlsche rij BI, als Q 1r de afzonderllgke E continu is afge-

met fﬁ 8p = 8 v . L
R1é'- R2 .Q-— * o ® é‘——.R ° |
«q .
Een dergelijke afbeelding bepaalt er een van ¢ in R
g QCR '
T, 8=2¢8,

(duslg(x) is het punt van R, wacrven de n-de codrdinaat g, (x) is.

g is inderdaad continu, want is 0 een Speciale open veTZamellng van- R,
dus gepaald deor een Of - Rr , dan is het g-origineel van O de verza-
. : 0 e :

“meling van alle punten van 0, waarvan de n —de coordLnuat in O valt,

. . . . . O
dus gelijk aan het €, -origineel van On 5 duu open.

: s . o - :
We spreken van een continue afbeelding 39% van een rij R, in

een ri ( g g C :
eenr s, \fﬁ E CRy,, S »Sn)’ wanneer

°n
m - v '
) (' SJ N -
P B &5y . |
" bij vaste n voor bijnq alle m continu is gedefini&erd -en
a4 .m _ .m
| & £ =8 Py =¥Pn

.geldt (voor zover gedeflnléerd;.
: ' P é_' 1—\. é—.«—-— ) e o é——‘ R

L 1 c 2,/,/
. i :
] 31 é"‘u;‘fé‘”"‘ LCIN) é"‘S .

-Fen dergellgke ‘afbeelding induceert er éer ven R in 8, . w(B)fﬁS,

i )
w0k
= n "k :
(Men passe .de twee vorige opmerklngen toe, waardoor eerst een limiet-

afbeeldlng van. R inh de Sn wordt tot stand gebracht, en dan van_R in
S.) . v _ ‘ 4
- Isde rij K, in de rij S, continu afgebeeld (yD?) en de Tij S
in de rij Bn‘(lvn) zo dat :

“f’g‘??=fﬁ ’ ?§W§=g§s
dan heten de rijen homeomorf. Fierdoor wordt een homeomorfie van de
limietruimten gefnduceerd. "
4. Ten, tegénhanger‘vaﬁ de R -adische" omtw1kkellng is de Rn—ale.
. Gegeven een .rij rulmten(Rn—ale rlj), wacrvan elke in de volgende con—

tinu is afgebeeld
| f§+1 Rnc' n+1
'» beschouwen puntenrijen a, (gedeflnleerd voor bijna alle n) met

a = fn L a
“Tn+t T n+l “n’



= 51 =

Twee dergeli jke rijen heten confinasal, als ze vanaf een zekem index
overeenstemmen. De "R -ale" limietruimte T is de verzameling van
klassen conflnale punten, Waarblg open in P elke verzamellng 0 is,

w-dle aks volgt ontstaat:

| k Neem gen k en een open Ok‘: k., dan een. Ok+1CLRk+1 met
fk+1
~ptmten van R, die (voor bijna alle n) een n-de cobrdinaat in 0, be-

Ok -l Ok+1'ehz. 0 wordt gedefini¥erd als verzameling ven die

zitten. (De n-de codrdinast van een punt van R is niet meer eendui-
dig ovepaald.)

- We kunnen weer fﬁ R, <R, inductief definisren door

e S
. n m n

~en~fn»Rn C R als dile afbeelding, die =zan een punt a, € Rh toevoegt
het door de rij iﬁ &, (m varisbel) bepaalde punt van R. Ve hebben
weer

2T m | |
™ is continu, want het fn—origineel van de boven gedefini&erde epen
OCR is de‘verehiging (over k) van devfi+k—originelen der open ver-

zamelingen O dus open.

b .

De 1nhougkvan 2 heeft geen Rn gal analogon. De 1nhoud van 3 kan
bijna woordeli jk worden overgenomen. V ' ,

5. Ve veronderstellen nu, dat de Rn topologische groepen zijn
~(W¢ noemen ze ook Gn) en de afbeeldingen tussen hen‘homoemorfismen.
Dan zijn‘dg limieten (thans Gn—adisch en Gn-aal genaamd) ook weer
topologische groepen.

Gn—adlsch geval: Voor a,b & G wcrdt ab e G edeflnléerd als het

punt van R met n-~de coBrdinsest a_b_. 70 n punt is er, want Wegens

n'n
fﬁ(ambm) fm a, fm b = ay b
Vormen_de anb een ri] dle een punt van G def1n1éert. e hebben dus
f(ab,—ab . o . » ®

en derhalve 1s ook f gen contlnu nomoemorflsme. Dat de groep—ax10—
ma's werkeli jk in G gelden, is gemakkelljk te zlen.

' G, -gal geval: anszloog. ' ‘ Lo _
, 6 De P —adische rij mag ult ruimten R et eindig‘veel elemen-
ten bestaan. De En adlsche 11m1et is dan nuldlmen81onaa1, Want voor
iedere n vormen de orlglnelen in R van de afzonderllgke pupten van

Rh een overdekking van R met eihdig veel brokken, waarvan de diame-
ters (le Wlllekeurlge keuze van de metrlek) met n > w naar O nade-
; ‘ren. Bezit voor elke n elk punt &, € R meer dan één f a:+1 »orlglne?
len, dan is-ieder punt van R verdlohtlngspurt van- R, dus geen. punt

geisoleerd Want is g, W weer de n-de cobrdinaat ven: a, dan(kun?en we
n+1

‘S;R

Pt * a Sn+1

+1 PR
ZO bepalen, dat fn n+1 = 8y Fu‘ls er een g
(n+1) (n) |

“?eﬁ £H+1:_ “;5‘b en. men heeft 11m a

n+1’
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Compacte ruimten zonu-1 getsoleerd punt heter perfect.
led-re nuluimensionale comprcte ruimte § kan in een EI adlsche
rij van eirndige roimten worden ontwikkeld. . 3

. s 1 é
Yien bepale namelijl voorcile. n een 5 ovaraun} % )nn S met |
2

. . n
brokken O(n>,...,a(n). enn voime alle m~oelijle O mOg >-
Py 1 n

. , 1 o n (n)
Deze vormen ook een ~overderliding ven 5 met brokken P\‘),...,P s

JRO gy S

8 A | qn

(n=1 v
maar nu geldt tevens, dat elkﬁl\n) bcvat ig in een P'T )¢ Lan elke |

: ‘ oo (1) : e o |
Pgn) veege men een punt aﬁl’ toe. e a (1) zijn de punten van Ej. Ien|

i
stelle verder E
ottt 03 (1) |
n ot n |

indien platt)- ()
s ,LJ b 1 ‘ ‘ ) 7{ . 3
De T _=~adiscle limiet L van de I, 1g homeouor? met .. Fen a g)b bepaal
wl . |

. . % o(n \

nameli jk ondubbelzirnips een ri ) vew broklien p(h met & El , en dy
(i) n n |
een ri] &y ", die cen punt @ van R vastlegt. len zouat gemakkelil jk na
dat de relatie a<>a™ ecn homeomoriicme is. ;
’ . De nuldimencionale couwpacte ruimten ¥ zin dus identiek met de

ruimte“, die in Fn~adjsche rijen van eindize ruimten kunnen worden on
wikkeld. !

Is hock nog ver’ect, din levet elke geberiyde brok P( )’ meer?
dan €én punt, en cien meg dussreigen, dav L1 bij de volreuﬂe btap in §
tenminste twee brokker uil- uE“V”’t eu kar het brokkensysteem dan zey
zo modificerewn, d=t elke Prok i) de volgende sﬁap in precics twee 3

t i
brokken uiteenvalt. Twwmert mer die telkers met O en 1, dan 1s dus el
punt a van I gekenmerkt deoor een oneind ige rij van nullen en enen, di
we In de vol:crde \

_ ceeiotady (=)
zullen opschrijven. 2e¢ peariisl

| Loqeeedqgds (=)
steflt dan het punt 2, (n=fe co¥riinaat vun &) voor. Speciale verzame—
ling in ig elke vervzameling ven vijer (%) met hetzelfde eindige
stuk (z=x) (voor willekeurirse n).

E

’
ruinmten onderling homnecrorf zije. e

UL"'
21 n ontdekt door Canitor

it het voorafgaarde volst, dot ollie perfecte nuldimensionale

rfecte nuldimensionale ruimten
le zekere deelverzamelingen van het 11 jnseg:
{‘m@nt (0,1)+ ten verwijderve vt (0, 1) hf‘ cpen 1nterval (? g), uit de
-rest weer de (cpen) middenste derden \q,o) en (§,O), en ga zo door.

« Br ontstast cen dnlende rij afgesloten verzamelingen met als doorsnee

8

h@t.“diacovtinnum van Cznior". cen peir’.cte nuldimensionale rulmte.

ijn punten kunnen in het driptallis stelsel worden gquhT%Veﬁ als -
nﬂige breuken, waariu als cijfers alleen O en 2 voorkomen. :
'&xzamaﬁlng der punten'(ﬁ} kan ook als optaivraey wor&an

TARERPUTS k%
o i D
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SO P PR
uatkE 1{.1 ko $
waerbij men gewoon (van rechts btegirnend) optelt, rekening houdend

met de overdracht, aus b.v.
e 1107
N |

B ———

L0100,
Of 90.14111'
.. LO0C0T

-

00000 .
Ten asnzien ven de "elndige™ rijen (vi na alle cijfers 0) is dat de
gewone optel?iﬂg, wanneer men die opvat als Voo rafellﬂngen in het-
tweetallig stelsel van de netuurlijk getallen. Tet geb;ed van de
natuurli jke getallen is hier echter cp een eigénaardigé‘wijZe uit-
gebreid (met "oneindiie" getallen). 'en heeft b.v. 1im 2% = 0.
" “je hebben hier met een Jn—adisc? voortgebrachte groep te maken.

: - .. sl +1
is de elgroep der geliele pet: Yoomc =
Gn S optelgroep d gellele getaller mod 27 en fﬁ X 41 X

PR S Y s .
Indien Xnp1 =%, mod 27 1s. 5, Ls echter ock ale ring op te vatten

(met de gewone vermenigvuldicing). hanzezien
n+1 +1 n+1
f
n ( L+1yn+1> fi (Xn+1) fﬁ <yn+1)
geldt ken men ook lim & tot ring maken, door nog te defini&ren
. A . » 3\
fn(xy) fﬂ(g)in(y;. |
g een intepriteitsgebied (geen nuldelers!). ant
n N o
g 2

&

]
—

i

lim Gn is dus zel

.' ~ — :‘. a3 v, _ (,\) m
is Xpg1 = X, nad = ¥y, wod 27, Ty, =0 mod 27, dan kgnnen
we schrijve
e schrijven kn 1n ]
= W =2 : neven
X, 2 Los Ty v (un, v, on en),
S o 7
. s : n - n n
{ — = \/ bl = i
‘dus ‘Zun+ﬁ um)2 = ‘2vn+1 vn)Z =0 mod 2 ,
.‘ . n
en derhalve of alle x, = 0 mad 27, of alle ¥, = 0 mod 2",

lim (}v1 “an dus tot een licheoam worden fn evuld. In de schrijf-

wijze van (%) geschiedt dit, door e getellenrijen "achter de komma®
- met eindig veel plaﬂtoer voort te zetten. Dit lichaam heet van ouds

het 2-adische lichasm ' (Uen el),‘Algemener voor .een willekeurig priem—
getal p i.p.v. 2 het "p-adische lichaam". Als generalisatie van dit
proces hielben we de gedefini¥erde orntwikkelingen van ruimten en
groepen R -adisch en G -adisc.. genusmo. '

T Gn rij voor alle n-de Ogte¢9roep der redle getallen mod 1,
en ' , fi+1 (a) = 2a.
Blg de stap van n naar n+1 ‘wordt de "cirkel! dus dubbel over@ekt. De

Z0o on%staande merkwaardige 11mletmroep beet uolenoide (quan




VIII. Fomologiegroepen.

-

- 1. Simplex-rooster of kort "rooster" £ heet een verzameling,

waarvan de elementen de naam hoeknunt en zekere niét-lege Geelverza-
melingen de nasm (ebsoluut) simplex dragen, indien elke niet=lege
deelverzameling van een simplex weer simplex is. Dimensie van een
simplex = aantal hoekpunten min 1. Dimensie vankde/roester = maxi-
male dimensie van zijn simplexen. IL.p.v. d-dim.simplex zeggen we
kort ook d-simplex. e o k

fan elk (absoluut) d-simplex §td] = (&g, vuya g ) laten we be-
antwoorden twee georisnteerde d-simplexen. "e rangschikken de hoek-
punten van }td} willekeurig en gooilen die rangschikkingen, die

. even permutaties van elkaar zijn, in dezelfde klasse. De twee>zo
;ontstaande klassen heten georlérteerde ulmplexeﬁ (Vaﬂ tegengestelde
orlenterlng) Lenduiding:

td [ao,..-,ad :l

[ai.,...,ald].z sgn{i,eenyig)e o, eee,ag]e
., 0 . - ' , _
e vormen nu eindige lineaire ccmbinaties van (georigdnteerde)

d—51mplexen met co&fficitnten uit een gegeven opTelgroep . Met
deze llnealre comblnatles, d-ketens genaamd rekenen we op voor de
- hand 11ggenae nanier. Ze vormen dan zelf een cormutatieve groep,
Ky (Z) cf (" genecamd. Dus een keten is eigenlijk niets enders dan
een functie cﬁ(t ) met als argumenten de d-simplexen van I en als
waarden elementen uit F“, die voor bijna alle argumenten ver-
@wlgnt, en zodanlg dat cx(—td:)' - (td ) is. Som en verschil j/
van twee ketens . en /3 ’is gede;1n1eerd dooxr
yltg ) = + (%
Wil men de keten o/(t ) als lnn. Comeﬂatle van K -51mplexen opvat-
ten, dan schrijft men
(g >t .
waarblj in de som elk It €énmaa’l szan de beurt dient te komen.
Jimplex van een keten is een simplex, dat er met een co¥fficig&nt
% C in optreedt« '
e definigren de zelfkant ven cen d-keten als een (d~1) -keten
‘en beginnen met die van een s1mp1ex.

ol .‘b l,\ :
‘3[&‘0,...’ d] :L(—-T)lrao’-.:’aigoo-’adJ

" waar het dekje betekent, dat het ervan voorzien hoekpunt vervalt.
Voor d = 0 stellen we 1§ta'steeds . Wil &eze definitie‘2i;vol zijn,-
~dan moeten we aantonen, dat "ic us Ldiukking onafhankeli jk is van

de keuze van de volvorde uo,...,ad in zijn pariteitsklasse, We to-

‘ nen weér aan~ r : , , , R

R



“,e hebben

iapo,.‘i’apd] =_sgn(po,;Q.,pd)faog.,.;ad] ;
Taten we hier a weg'dan krijgen we
1 o , CpL-i ~
A }=Sgn(p, ,.;,p )(-1) Tl s eie 8 yeee,8s]
po’ 2 -pi9 ? pd 2 d fe) ' pl d

en hieruit volgt den dlterperend te sommeren het gedtelde.'

Dus: A (- td) ( a,.
le definiBren verder .

B LByt = Dt (Fy) 3% -
We tonen asan: .

"’k=O".
5 o 4

e hoeven dit alleen te ‘bewi jzen voor een d-gimplex:
A
)[ao,...,& _l"‘éz( 1> agoqnsalgoabyad]‘

A\

= L(~1) 2 [a ,...,ﬂi,...,ad]

~ E
==Y (=1)dre o,...,aJ ,,al,..,,a ]+
R R L .
. fom 1 N '
-2" ("1)3 _E,',O,,.....,a ,‘..98»3,...,3 J )
"J>l ' 43

- PR A~ A N
—iz>j ( 1) [(,\.O’.0.,&39.9.98&1"0.?ad]

% (*1>1+J[a' 9\°°'9ai9°"3/a\.j7“~9ad]‘

J)l i

Deze twee sommen zi jn inderdaad gellgk zdgls men ziet dodor in de
tweede 1 en j te verwigselen.

3 is voor iedere d >0 eer homomorfisme vean Kd(z) qf " in
Kd_1(2) cf 7. De kern van '5 is een ondergroep Jd(E) ct V7, ge-
naamd de groep van de cyclussei. Een;kd met 3 kd_= 0 heet dus
cyclus of gesloten. Fet feiteldjke beeld bij 3 dus»‘; K3 heeﬁ
Fd 4» de groep van de zgelfkanten. Ten cyclus, die zelfkant is, heet
ook komoloog 0 ( \/O>, is j=j' ~ 0, dan schrijven we j~vj' (3 homo-
loog j'). e hebben asngetoond: ‘ . “

R Hy_,(Z) cf rﬁC.Jd 1(L) cf 1.

De fasctorgroep
Gy = Jq 1 Hg S |

heet de d-dim, homologiegroep of groep'van Betti van & of [ .

Voor d = 0 geldt: g-to heeft A= coéfflerntenﬁmm nrl. Dus elke
O~zelfkant heeft de coefflclé vtensom nul.

“Tets azgemener kunnen we twee roo%ters beschouweﬁ, ZCZEO (ieder
simplex it & is ook simplex’ in ¢ ) Dan 1s R '

( ) < K (Z ) Jd(g)c “d(z" > | Ll ‘



We defini¥ren
Ha(3420) = Fg(E0) n I4(2) = B(Z) n 3g(2), -
Ga(2, O) Jd(z)\ﬁ; L) -

De elementen van Jde Bettigroep zijn dus de cyclussen, waarmee
men zo dient te rekenen, dat een cyclus, die zelfkant is als nul
wordt beschouwd. Twee cyclﬁssen, die op deze wijze worden geldenti-
ficeerd -(hun verschil is een,zelfkant) zijn onderling homoloog.

2. Onder gimnlicisle afleelding £ van £ in I' verstaat men een
afbeelding van de hoekpunten, wacrbi; simplexen in simplexen over-
gaan. f induceért cen afbeelding van de bijbehcorende groepen:

f{ao,...,ad] = ff(uo),.;:,f(ad)] , ’ ‘
i) # f(a3} Voor &y # a., anders = 0. Veyder
T Zc%(td)td = sz(td)f ty o ; ;
zodat f een homomorfisme van Kd(E) in Kd(z')ywordt. fen, §— zijn
vervisselbaar: )

i

it

indien f(a

f }\r = 3f-
We hoeven dit alleen met eern simple: als argument aan te tonen. Voor
het geval dat T ty #C is, is f3t; = 3f tg evident. Is £ ty = O,

dan moeten we aartnnen, dat ook T 3 t =0 is. 21 T td = 0, dus
bev. f(a ) o= (aT,. Dar is
fst = J.[\.1’..O,ad}-frao’ag’“l’&d}+f[ao’a1,a31ti] + L N B J ,

waarbij de eerste twee termen identiek zijn en de overige verdwil jnen.
Dus inderdasd f 3 t; = 0. .

Uit de verwisselbaarheid van f en 3 volgt: Is k4 € Jd(Z),
" 3$kd = 0, den is ook T A kd = gi‘kd =0, dus f kd e &', dus

- T Jd(Z).C Jd(ﬂ') . |
Tvenzo: is ky € Fd(E), dus kg = 5 ki gy dan is £ ky = g\f Kyq o
dus f k, & Hd\“ ), dus :

T (D) € BglZh) o
Derhalve induceoxt b ook een homomorfisme
k3 Gd(z).c,"d(Z') .
Hetzelfde geldt voor cd<z z ) TESD Gd(Z’,Eé), indien nog f een sim-
pllclale afbeelding van Z 1n Eé is. “

Deze homomorfismen 1jn ock continu, indien ' een topologie
bezit en Kd overeeunkomstig wordt getopologiseerd (zie VI). e hebben
n.l. ‘ ]

N a(ty)ty o= lzd(eg)f tgllc ol o (5551, Il C

d

| gl (tg0t, 1 s JEalty)ty e

,f‘ﬁua als | f kgl <P is voorgesohreven, hoeven we alleen 0 =P te
L,'kzazen, om te berciken dat uit’

el € 0 volgt x50l ¢ P

“Qm dergeli jke redenen is } ‘een cantlnue afbeelding van Ky in
@é*Ia\y Tt Q _gegeven (P omgeving van 0}, dan bepale m@n,een




<1

omgeving O ven O zodet O+...+0 ¢P. Is nu |i2 x(t)tgf| 0, den
(d+1) lheer ' ‘

heeft ”Zoo(td)td co¥fficiknter, die (d+1)=-vcudige somme,van
o((tg)=s zijn, dus j;é{(td)tdeCCh.&O(P.

o

|

3. Voorbeelden.

1. £ bestaat uit de hoekrunten 1,2,3,4 en de simplexen (1 2 3),
(2 4), (2 4) el hun deelverzomeiingen. 1-cyclussen zijn de lineaire
combinaties van o

Tl 2) + (23] 4 (3] en [1 2]+ T24] 4+ [41].
De eerste is zelikcnt var |
B 12 3], ,

en alle T1-zelfkanten zijn veelvouden van deze. G1 is isomorf met /.
Fr zijn geen niet-triviale 2-cyclussen, dus G, = (0). De O-cyclussen
ziin de lineaire combinaties van alle [i]. Fen O=-cyclus is dan en
slechts dan zelfkant, als zijn co&ffici¥ntensom nul is. "Slechts
dan" weten we al van vroeger. "Dan' volﬂt ‘uit het slgemene feit.

L wordt samenhangend genoemd, wanrn eer bij elk tweetal hoekpun-—

ten a,b van I hoort een rij hoekpunten a ,..;,ap -zodat &y = 8. ...
ap b en (ai 1+1) absoluut eimplex var £ is. Men ziet dan, dat

z,[a 8.1+1] = [-a-] - [b]9 :
dus elke [a] - [b] is zelLkar Is nu gegeven . .

ko = So(c [cJ met Z x(c) =0 ,
dan kunnen we onk schri jven
| ko= Zele)([e] - [e D .
met een vaste Cys o1 dat i1s zelfkent. Dus in een samenhangende I is
elke O-keten met co¥fficisntensom 0 zelfkant, er derhalve G_(Z)
isomort /. o ;

Is L niet samenhangend, dan kan het in een asnt2l p samenhangen-
de losse delen gesplitst ern G (z) wordt isomorf met p keer de direc-
te som van [/ - s (althans vooz eindige p). _

2. Sie figuren viervlak en torus p.17. Het is duidelijk wat -
hier met simplexen is bedoeld. Voert men de voorgeschreven rand-
identificaties niet uit dan kan men de 2-s1mp¢exen zodanig optel-
len, dat bi]j de znllkantvormlng de 1nwena1ge 1=-simplexen wegvallenA
en als zelfkant een som van de fana81mn¢exen overblijft. Voert men
de randidentificaties wel uit, dah vallen ook deze weg en men
krijgt een niet triviale 2—cyclus, waarvan alle andere veelvouden’
zijn. Anderq is het geval van het projectieve vlak (fig. p.17).

De zelfkant van de bedoelde ~ket.m I, is 2 if1 31403 2j+[2.4]

Voor / = (mod 0) is er geen niet-triviale 2~byclus,.voor' =(nod 2) .
is er precies €én, voor [.< (re mod 1) is er de cyclus §k2 De .
genoemde cycli zijn niet zelfkanten, omdat.er ggenfﬁ- ~simplexen
2ijn. : ' , k e et W e

% o e R




£ij het viervlieck is elke 1=cyclus zel¢nunt, bij de torus heeft
men de cycli
M 51475 41474 11 en r1 2]+f2 21473 1]
weer alle anderen uilt linezir kunnen worden gecombineerd, terwijl
geen niet=lriviale linecire ccrlinatic eiven een zelfkant is. Dus
=/

PiJ het projecticve v.sw ic elke 1-cyclus homoloog aan een veelw
voud van - (1 35]+73 27472 4],

In het geval / (moa O0) is zijn dubttele zelfkant, dus Gy = 2-cy-
clische groep. Voor‘[’ (Ie uod 1) is

- L 4113103 2072 4] =3%,
dus G, = (0). 5/

4, Gegeven een I bestaande uit € simplex (ao,...,ad) e de-
fini¥ren een rooster l %) genzamd het prisma boven I (afhankeli jk
van een vaste keuze uer hoekpunten).

FEoekpunten: gy (1=, eeeyd),
al (i=0y404,d). { e zegrer, d:=t het
nieuwe hoekpunt ¢' boven & Ligt.)
Simplexens: (ao,...,ai,ai,...,aé)
(1i=0,+44,d) en hun deelverzame-
lingen. _

Voor eer willckeurige eindige rooster £ defini¥ren we een 71 (2)
als volgt: Ve leggen in . een veaste nummering der hoekpunten vast.
“Ue maken een tweede exemplaar L' van 2 met hoekpunten a' (behorende
resp. bij a). MNe hoekpunten van 77 (Z) worden door die van £ v I
gevormd. In elk simplex var 2 rengschikken we de hoekpunten volgens
de gegeven orde en construerer dienovereenkomstig de 7] (td). Sim-
plexen van 77 () zijn die van de rfzonderli jke l\ (td).

In het vervolg schrijver we cimplexen in de gegeven volgorde
der hoekpunten ep. SO :

We defini¥ren voor td - fao,...,ad] de keten

(ty) = Z(- 1) O,...,a 1, ...,aé]

Dan i t)=x(-1)" [6gseees
aplis ;37}( a) i( ) g (=1 a

. J,l'l,al’al’cao,ad}
§oi

2= s (-1 [y

. ‘ i j i
De termen i = j vallen hier tegen elkaar weg behalve die met 1 = j =
=0en i=j=4d, die :

,...,al,ai,...,aﬁ,...,aé];

A _ ao,...,ad] [an,...,ad}
*Qaav&n. De rest is gelijk a=n

_]] ;}i; :

‘3,...,ad] = E(~1)37] la ,...,a ,...,ad]
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g %(“1)3(1“:‘3(—1) {E’lo,ouc'«f‘ii,{:&é’n.o,a‘j,Obt’aé) '+
i o
1“1 . .\ » . .v . .
+.Ej(-‘1) rz‘l(:\"..’ﬂj,.‘.’ai’{ui’-."&é}) .
i »
] . o~
= »?("171 '«’:.(“1:‘3‘r}’---s@19 !""aq)“'sad}
i i
- i . 4 -~
-— 2:‘(-1) }_‘ {-1}'1/.- ,..-,aa,-..,a l,.--,& J’
- i ii

en dat ig inderdaad oy het teke . rno ret die rest. Dus

s

}n‘t “”"‘%“W:’}%» -

en zlgemeérner voor willekeurige kectens:

Stelling: ‘7}\11“ =k} T,} L

Is kjeen cyclus Jd’ dan luidt die formule
}wjd’: 3&" :'j .
‘

IX. ILomologiegroepern ven compacte ruimten.

“

1« I 21] een compzcte metrische ruimte. Is~;%; 0, dan verstaan
we onder Z ¢~ (R) le rocster met uls hoekpunten zlle punten van R
en met als (ﬁbanlute‘( simplexer alle eindige puntenverzamelingen
van I met dizmeter ¢ o Ten d-simplex <.7 éﬁpp. d-keten met alle
simplexen < . 7/:heet eer JM—Q~SEQ3;5§ resp. (_-d-keten.

A 4\}’ ‘< Z‘)f i N - ‘\:w“ bt . - oy - N
Toor. le Seq (8. e ofteelding, wgardoor aan elk ho
4 ' "~
hoekpunt van een Z.q hetzelide punt (cpgevat als p»unt van T y)
wordt toegevoegd, heet n{ Deze afbeelding is simpliciasal.
7i) steeds € %) . ¢ defini¥ren X_(1) = K(L_ ), J (R) = J(&_),
: / £ € £ €

enz., en

~ P — PR - -
LTE” \}.) ~- ;d(ZE(P), a (I{) )a
Dat is dus de ;*cgp on de s=cyc.usden, waarbij e-cyclussen, die

;7 -randen zijn, als O worden beschouwd.
De afbeelding ?ﬁ, induceert cen homomorfisme
E 7&*“ ey indien g'< ¢ , EICSINY
Te laten € en ) monotone nulrnJen doorlopen en krijgen een u -adi-

sche rij

G g m LN ) - ¥
107, T e ) -
De limiet ervan heet de nomolug;egxoep of Bettlvroep cf /ﬂ, van R
Gd(ﬁ} cX {f”’f ’ (e R

De limiet hangt niet quentlvel af van de'keuze van de rijen £,
ant voor twee uergeli jke ri jen heeft men i



e ?‘-’ﬂt""’GC' T wee

n) n n+17 n+1 v

waarbij de pijler steeds de door X_ gefnduceerde homomorfismen

aanduiden. Volgens de stellin. in VII ':3 einde toegepast op groepen

zijn de limieten topologisch isomorf. .
Als elementen van G(L) kan men opvatten de convergente cyclus—

gsen. hieronder verstaan we rijer van en-cyclussen jd ¢ zodanig dat
d *
n

voor elke n (”yn-homoloog)‘

J ~
d,sn7-n d’EnH

is, d.w.z.

Jde ~ Jdae =3k :
d’ﬁn d’enﬂ } d’7n
tierbi] dient men twee convergente cyclussen Ja l en jé !
) . PE ( ?en(

te vereenzelvigen (ze 7ij:m ho*"oloog‘u indien

‘ '

33
€n 9 n “1E
is.

>

2. Onder A/ =-verschuivirg van een keten verstaen we een afbeel-
ding van de betggkkem hoekpunten wroarki] de afstand tussen beeld en
origineel .« 4/ 1is.

¥ -~ ‘4 -
Stelling: Ten E- cy&:}.us blijft bi] )/-vers’chuiving £ (e+2V )-homo-
loog met zichzelf. , ' )
Bewi js: ' e construeren nameli jk bovez de noekpuntenrooster & van "}d

een gbstract prisma. Dan is TZ g = ‘Jd = g Ve beelden dit door

een afbeelding af in 7, fazr rbij het punt a' boven a terecht komt
in f(a). Dar wordt \péﬂ iy = T‘Jd = £j4 = Jz» waarbij Pq Jg
uit simplexern met diszme < s' ,«/ is samengesteld, dus

Ta ez a0 B
i E .
Voor elke (¢ > O kunneh we in L een eindig -net bepalen,
d.w.z: een eindige verzamel{f?/g, waarven elk punt vap R een afstand

< JL_ hegft. 7Zij Rr een n-met in R, waa‘rbij n een monotone
rij met < 278 is, e mogen veronderstellen: R CI‘nM‘ Zi} gy
een /L.y-verschulvzmr met g R C P , = identiteit op R .
"¢ bepalen de monotone nu‘lrlgen En en 7 n dat steeds
>
En’= n+1+2 n * 4711:?1%14"2

is.

...ﬁ""“’c (R) £ G (R) L S

€n :7 n T ’/,En-ﬂ 7n+1 C

 seee—G (R.) ~._ G 4 B a)e— éas
: ‘ ang}n SR €n+1) n+1 - il ; Yot
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Te met verticale pijlen asnseduide romoncorfismen worden door de iden—-
tieke afbeelding van h? in K ¢eInduceerd. De relatie //,T is trivi~

- :

Tg// geldt, cmdat een £ e 4-cyclus bij een &9' ~verschuiving

L“/ i+
. zieh 24 J=homolcos L113ift en «-

aan‘ ichzelf (e 4 + 24 )-homoleos L11jft en e 4 + 2@ h < sn~<' 1
is..

Dus is G(F) topologiseh iegomorf met lim G (R.) e

2 ST eyt
? zlin proepern met eindig veel voortbrengenden.

G(R) is *us n~ailsche limiet van dergeli ke groepen.

/ compact, dan ok X. aRn), omdut het eindig veel voort-
n .
brengenden heeft. Legens de continuiteit van - (zie einde VIII 2)
Y R P 'g\ 1T /u . a . }-r 7 4"‘ o . A ”
&9 Tk;yn(*n) Mﬂyﬁkun) compact. Fetzelfde geldt voor de kern
y o

6) R Ja (Fn\. G 7 (R is dus factororrep van een compacte
n r -

)
\

v

ia ook

van
€y n

groep nasr een compacte (dus sfresloten) ondergroep, dus zelf com— -

pact. F(R) als G,-adische limiet van comprcte grozpen is compact.

Is fﬂ discreet, dan ook ﬁs (Rn}.
n/n

3. Ten continue afbee!ding f van K in § induceert een continu
homomorfisme van de bijbehorende homologiegroepen. Tant men kan
aﬂ, ﬁ bij gegeven €
een € -verzameling en elke j?ﬁ
afbeeldt. Dit induceert
R ué, J(R) <= G

z0o bepalen, dat [ elke eﬁ-verzameling ine
-verzame¢ling ir een 37 n~verzameling

(R) < 6 s .

2 €ﬂ+47 n+1
1 £ | £
U S \
" GF U (S) A CE (u)éﬂ”“"’nn} K
n.,m : n+17zH4

Fierdeor wordt een continu homomorfisme van de limieten gelnduceerd.
Dus ook: '

Stelling: Zijn % en S homeomorf, den zijn C(R) en G(S) dus topolo-
gisch isomorf. De homologlegroepen =zijn topologische invarianten.

| 1
Tij continue afbeelding gaan convergente in convergente cyclus-
sen over en homologe in homologe

4. R zij het Cartesisch pmducv vean R mel een lljnsegment
Og’s 1. zi] een r~c%clus in Rj; de hieraan be&ntwoordende exempla—
ren in R X s Reten 3( . ‘
Bewijs: 7ij o = max1mel@ diameter aer almplexen van en @3( £=ds
We verdelen het 1nterva1(7<:s\1 in imtervallen < ﬂ door eindig
veel deelpunten s <fsz< «+s o Het is voldoende, te bewiazen J(OLVj(
We vormen ©n J ° en identificeren op natuurli jke w1jme j met o

53( ) . Dan blijkt uit stelling VIII 4 bet gestelde,-

pan 3203 (1. »




Ten contimm schaar af’beeldinrer f (R)c (0¢s { 1) heet een
continue overvoering van fo in f£,. e noemer f, en f1%onderling homo-
toop en nemeh ze in deézelfde afbeeldingsklasse (van R in S) op.

-

Stelling: Homotope afbeeldingen induceren dezelfde homomorfismeh van
Gd(H) in Gd(s).‘Het homomorfisme der homologiegroepen is dus een klas-
se-invariant.
Bewi js: We kunnen fs(ﬁ) opvatten als afbeelding F ven R in S. Bij gege-
ven 7 > O bepalen we € >0 zo dat het beeld van een e-verzameling <7
is, en tonen aun dat voor elke e~cyclus j in R geldt: féjiﬁ'f1e‘1n S.
'oemen we de exemplaren van 3 in Rx 0 resp. Rx1: ?(O) resp. j‘j) den
is j(0>”u 3(1) inR, due F3° Fj1; verder £ 3 = FJ O), £,3 = Fjv S, dus,
f;),? f.,j. N
5. Van een rulmte I. bestaasrde uit een enkel punt zijn de groepen
(E) triviaal, d.w. z. = 0 voor a>0, =1 voor d = 0. '

Stelling: Laat de ruimte R zich in zichzelf op een punt contraheren,
dan zijn Gd(R) triviaal. '
Bewi js: De contractie is een continue overvcering van de 1dentieke‘af~
beelding (van R in R) in een constante afbeelding (van R in één punt).
Derhalve zijn de groepen I dezelfden als van een enkel punt.

Speciaal ziﬁn de Gd(R) van een convexe afgesloten verzameling
}n een Cartesische ruimte triviaal. '

6. Z2ij = eeﬁ'punt var de compacte ruimte R en S de deelverzame-
ling van alle punten beR met de eigenschap: er is in R voor elke € O
een eindige puntenr;j‘a = a1,...,amj: b, zodat fi(ai’éi+1)<: g% Dan is
S de component van a in R (zie I.5,4). "
Bewi jsa SE zij de verzameling van alle punten die door eindig veel spron=
gen ¢ & bereikbaar zijn. S€ (e>0) is open, want als baS , dan ook een
hele e-omgeving van b in Ss. Sa is afgesloten, want als 11m ay = 2,

a.eS_, dan (a.,,a)< e voor zekere i, dus 2cS_. S = M S is dus af-
i~%e _ g8y £ >0

gesloten en S8 als open verzameling een omgeving van S. tas S vereniging
van twee vreemde afgesloten niet lege deelverzamelingen S' en S", dan
was U = afstand (8',8")> 0, Zijn Uty en Uy d-omgevingen van S' en
S", dan is voor b(-% 2 ' .

SCANE AN S R
Verder is voor voldoende kleine (van e afhangende) b>-O ¥ , '
U'a U"ac S . - R (2)

want was (U‘ vt )rx(R\° Yy £ T “mfy «1le 8> 0, dan was §ens de
compactheid Z ‘6‘}6" S.f\ (R\S ) %Ddus S #.8.- Voor s( -3- zijn

-

(1) en (2) met elkaar in .strijd. Dus is S samenhangends - Is verder
,;,3:}3, dan is foss open en afgesloten in T, en is T ook nog semenhan-

&
1

-



vodr elke €, dus T = S. Derhal-

e

gend, den is dus T = T~ S_, dus 7 ¢
ve i# & maximaal semerharcend.

De convergenta O=cyolais, wasrvar alle an-&—cycldSSen uit het-
zelfde [c] bestaan ., wordt met ch arngeduld.

Stelling: Twee punten a,bel behoren dan en slechts dan tot dezelfde
component van L, indien de convergente cyclussenf'az en{jbf homoloog
zijn.
Bewi js: RBehoren a,b tct dezelfde comrcnenten, dan bestaat cen rij
8 = ag, ..., = bomet plag,eg X7, dus is £lay,ey,4] = k een ~ke~
ten met 3k = (v] = [al, dus [aly [v]. Is omgekeerd ik = o] - [a]
en k een 7*—keten, dan ig ellk simplex vean k geheel In o of geheel
erbuiten. Is k' de keten, die in o met k overeenstemt en zlleen sim-
plexen van 37 bevat, er is ¢ een hockpunt van k', dan treden alle
simplexen, wan ¢ hoekpunt varn is, in k' met dezelfde co¥fficisnt
op als in k, dus 3 k' = 3k = bl - [al. Dus a,beS? voor elke %> 0.
Dus a,beS.

Fieruit volgt als speclazl geval:

Stelling: Dan en slechts dan Gm(L) =17 als R samenhengt.
= T onder een retractie van een compecte ruimte R op een deelruim-
te S verstaet men ecen afbeelding f ver ¢ in R, die op K de identiteit
is. (B.v. retractie van bolschil op randsfeer door projectie uit het
mlddelpunt ) ,
Algemeen wordt dcor de identieke afbeeldlhg i van R'in een gro-

~y

ter ruimte S een homemorfisme van ed(z) in Gd(s) voortgebracht.

o

Stelling: Is J op E retraheerbsar, dan is dit homomorfishie een lsomor—
fisme. v
Bewijs: Door f wordt eer homomorfisme van Gy (S S) in Gd(R) bepaald; Ty
is het identieke automorfisme van d{?), dus is i een isomorfisme.

8. Is L de En—adlqcha ilmLet van de P dan is G(R) topologlsgh
isomorf met de G -adische limiet van '(R ).

BewiJjs: Ve w13"166n de 1n Y V€stgbstelde metriek f als volgt:

g 8,0,) = z 2~ Sﬁl(a b, ) (als a. ~f§a1, b, =130 )

en. defini¥ren, in’ 11m Rn: . RRNERTII
V>*(a'b0 = T (a b ) (ala a; =f;a, by = T b). : .
- : fl i? 271 * e

Y e ]

fm en f voeren dan elke ‘verzameling {'u over in een verzamellng
<1? we krijgen de volgende relaties: ' ‘
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cev e— G o (R0 (BLy) b s e G (R)
emv m B Pm/ . n+1 em?m

: Tx N .

* R fl’l-i'—'* ) ) . ( )

v ey e 3 (E, s}‘@,:ti..., G <__........ .tt.(—-—‘G R

, ’rcmM?mH n T*:mﬂ?mﬂ Faet ) €417 ma1

; : . | : ”T
(———-—-G(Rn,} <:~W<}(I\n+1). ém: - e M

In .de rechterhoek onderasn staat zls verticale limiet G(R), dus ook
als horizontale limiet.

X. lomologiesroenen van polytopen

1. Ten eindige polytoop is een compacte ruimte (die we van een
metriek kunnen voorzien) en bezit al

w

1s zodanis homologiegroepen in de

> Loort ook een simplexrooster LT(P)
met als hoekpunten de hoekpunten van P en als simplexen die deelverza-
melingen (eo,...,ep}, die een (concreet) simplex T(eo,e1,...,e ) van

P vormen. De homologilegroepen van deze rooster worden (voorloplg) e
genocemd. .e willer in dit hoofdstuk bewiljzen dat G en ¢* op wel bepaal-
de wijze topologisch isomorf zijn. We beschouwen alleen eindige poly-
topen. \

zin van IY. '"aar bij een polytoop

<4

F

- o - . : B o
2. De barycentrische onderverdeling van P zlj] BO. (7ie de note-
tie van'IV.3; we laten echter in 't vervolg de akkolades weg.) Ve de-
fini&ren een cortirue homomcrfe afbeelding v, verfijning genaamd, van
K( Y in F(P'). Voor eern d-simplex van D zi}

. (.‘ ,Il.,d] =,}: Sgl};i ’i1gnoo’id)rio,ioi1’"O,lol_!iitld)?
waarbij de som loopt over alle permutaties io’i1’;"id van 0,1,...,4d.
Voor e e

oor een kd'hd zi]

¥ Ll (ty)ty = IxX(tg)W ¢

]

d_’
We tonen aan
-

yr=wj.

——

Bewi js: /e hoeven het gestelde alleen voor een simplex te bewijzen.
793[0,1,7:“&} =z sgn(iﬁ,i“...,id)é{ia,ioij,...,1011....:1&] =

M“.._.

mz S{gzﬂ‘(i ,iai’qtn,id)z(“f)p[lo’oon,}iug‘!!lp’.tl,i i10.‘1d] (i)

Voor pgd treedt het simplex [10,...,1 i?...ip,...l i1"”ld} (met h&ta;
selfde teken) in de zelfkant op van [i ,...,11...x1p,1 ...ﬁlpip+ﬁ,,.m,;

a"nmmid} en V@.ﬂ [ia,--qi ---lp__1 P'i‘?’l"'“lp 4 p'i‘? p!iiﬁia!ﬂ‘bn-a}*
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. B Iw‘ge
permutatiesignum is voor deze¥simplexen echter tegengesteld. Derhalve
vervallen in (=) alle termen met p< & er over blijfts
L sgn (i lyyeveyd )( 1) {10,1 11,‘..,1 11,...1
e vatten hicr samen de uﬁmunden met 1& = vaste Jt
("‘1)58 Bgn'(iO”i""”id‘—"}{iO’. i.’,.l.’i i1“.id-\‘;}’
waar sgn' de pariteit aanduidt van ('0,11,...,1 1) als permutatie van
A
(1yeeeydyene,d), en waar de som over al deze permutaties loopt. De
som i dus = 3(0,...,3,...,&], en hieruit volgt het beweerde.

3. TFvenals vroeger de continufteit van § bewijst men die van
V. ‘ ) ’

et

T Uit 2 volgt, dat v cyclussen in cyclussen en'zeifkanten in zelf-
kanten afbeeldt. ' ‘ .

Na een vaste volgorde van de hoekpunten van P te hebben aangeno—
- men, defini¥rem we een afbeelding g, die aun elk punt peP toevoegt
het hsékpunt met het hooxgste nummer van het laagstdimensionale simplex
van P, dat p bevat. Bij s blijft elk punt van P in alle simplexen,
wasr het tevoren in was. Derhalve brengt 8 een simpliciale afbeelding

van® Eﬁ(v) opE.(P) voort.

Stelling: v is ten. aanziem -van de groéﬁén G™ ven P en’Ereen topolo~ - .
"gisch isomorfe afbeelding op. |

Ve bew11zen werqt de eigenschap van v een topologische 1som1rf1e
te zlun Vie vormen s v en beschouwen dit speciaal in de onderverde—

lingen van het simplex go,1,...,d1. Dar. is 8 2(10,...,1 ) = nmax ij“
. P J=0ye0ayp
Derhalve is ‘
§fio,ioi1,...,imi1.};id3_% 0
dan en sleclts dan‘als ij = Jj voor alle_jjf 0y1yeesyd geldt, en wel
is dan ‘ '
8[0,01,404,01...8] = [0,1,...,4].
VWie hebben dus
_ s x[0, 1,...,&} = [0, 1,...,@]
8y is dus de 1dent1ekc afbeeldirg van Kd en dus ook van G- (P) op
zichzelf. Dus is v een topologi sche isomorfe afbeelding, 1n.

De uitspraak "v is een-s afbeeldlng op" ken ook als volgt worden
geformuleerd: Tedere cyclus uit “ﬁ(P) is homoloog met de verfijning
van een cyclus uit I *(P). Bewijs straks ! ) '

4. Wanneer een L' deelraster van I is en k een keten van z,
;*aan zullen we onder knl' verstaan de keten (functie), die op I' met
ke wemenwamt en overigens nul is. D.w.z. we houden in k allaan de
}fﬁimpl&x&n Yan 2 (met dezelfde cméfflclﬁnten aan). Is knL' = k*
f :f zeggen we f:mk ir‘«‘: '
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Is k een keten van L dan verstsan we onder L(k) de deelrooster
bestaande uit de hoekpunten en deelverzamelingen van die simplexen,
die in k met co¥ff. £ C eptreder.

5. Stelling: 1. Voor de 5* van een polytoop bestaande uit één
r-simplex T geldt: G’g = (") voor d>0, G;‘ = 17, 2. Fetzelfde geldt
voor de ¥ var de barycentriscie ondevvavdclingdﬁ van T'. 3. Yoor
de polytcop . _4 bestrande uit de zelfkant o1¢plex9n van Tf geldt:
fllg = (7)) voor 0o & r=1 en d2r, en (}3 =17 voord=0end =
= -1, ‘ oo ‘ ,

Bewijs: 1. §§ = ¢ voor d '2'ris evident. 2ij dus d<r. Ve vormen
77(2’(T )Y en beeldcn het "dak' ervan in een vast hoekpunt a van T
af (afb. y9}, dut is e®n’simpliciele efbeelding in L(T ), omdat elke
deelyerzsmeling van Z7(7T r) simplex is. u is elke a £ J(E (T ))
homoloog het ji (dek-eremplaar). Dus yv(%ﬁ c(a). Vv oor}ik&‘betekent
dit: jy~ 0. Voor d = 0: j5 v veelvoud van [a]. o o

2. We gsann ret zo te verk, me:r beelden het dak in het awaarte-
punt van T af. '

3. Voor & £ r-1 is het beijs anrloog-aar de voorafgaande. =.
7ijn 0,1,...,7 de hoekpurten van T, dan is ‘}[C‘*,...,r] = j een

eyclus (ef mod °) ven £%(s._,). 713 i 4 = L(-D7 o [o,...,a.,,...,r]
een willekeurige (r—1\—cvc1ua, dus o .
0 =%l = i 1)o<1 (=130, .00, 3, 0005, )

3(1

—-— E ( 1)3{0,‘Il,1,;\11’j,i.”r]
In deze som treedt het 1mnﬂe§ (&,...,k,...,l,...,r] met de.. co¥ffi-
cignt (~1)1<>&(—-1)k = (-1) ¥ L (- N =0 s, dus oK = vaste of ,

. | , . : ~
6. Stelling Ad r: Is dim P<r, dan is elke d-cyclus van ZK(P)

‘homoloog met.de verfijning van een d~cvclus van Z7(p).

Stelling p r Hetzelfde gespecis liscerd voor P = Spe
}

Bewi js door de induct;e:
.. m . . L
1. Ad,r % Bd,r' (Triviasl.) - o
2',Ad,r~1 & Ba_q 1 > Ay, r (voor d>r is A, r triviaal).

Grondslag van-de inducties
3. B, . (Dit betekent, dut G (Eﬁ S )) " is en het volgt
nnmiddelllgk ult de "samenhang" van 3} )
Om 2 te bew13aen, ond~rsch.iden we de gevallen d = r en ddr.
d=T:%ij j cyclus van Zﬁ(?ﬁ le nemen een bimpﬁww Tq ven
P en vormen kd = TQAER(%A) ‘”egenu ‘33d ~‘» is 51{%52 \od 1), waar
834 de zelfkantpolytoop van Ty is. Tegens By 1,71 is de cyelus ~ﬁ”ﬁ
! 5 kd van de vorm « v 5td’ waar ty het a»s::.m;plex behwmde ‘ta:ia mﬁ?(ia‘
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Dus is kd ~o(gtd een d-cyclue in Ei(%éﬁ, dug neur 5.2 nulhomoloog
en aangezien er geen hoger dim. simplexen zijn, zelfs = 0. Dus ké =
25£3¢d.};ommee£t men iit over =lle Iy ven 7, dan krijgt men jd

=V Lo (td)td.

. Py . H
dr: Zi] j)1 cyclus van L°(F). ‘ie vormen weer kd = 33«2 (Tr).

im1,r-1 PR A r—‘l\" tus gy = zk" RS

E*(S Verder iu dF cyvelus K, k! 7 (T ) dus naar 5. 2a'kd d =

\ - : -
} kd 1 met kd+,C.Z (7 r" voor 34 Jg = k4 o k& geldt “dus: Jg ™~ 3§

en Jdnb (m )C’Z*(° .). Mer herhaalt hetzelfde nu met een tweede T
t oyt
“van P en g-aL Zo doar, tot men een J, krijgt, ~~ i en c 2®(8

Yu is wegens ¥

1l

S
dus in de barycentrische on'erverdeling van een é(zhi)-dlm. poly-

toop. Wegens Ad -1 is Jé"’ (dus ook jd) hemoloog met de verfi jning
van een d"bJCluo van LX(P).

"iermede 1s deo =telling uit 3 volledig beweszen.

7. Wigenschap w vzn cen polytoop P tetekent: {oekpunten, die
met zijn tweeéy_eeﬁ_simplex vormen, vormen met zijn allen een sim-
plex. T

~

Voor elke, P bezit 7 di¢§igenschap w o, Tant zijn ao...ap en
bo...bq twee hoeknunten varn P, die een simplex vormen, dan 1s een
der verzamelingen (ao,...,ap) en <b0""LF ) deelverzemelingen ven
de andere. Voor cen ctel hoekpunten van P, die met zijn tweetn sim—
plexen vormen geldt dus, dat hun bijbehorende hoekpuntverzamelingen
"van P in een opstijgénde rij kunnen worden gerang schlkt dus tot een
simplex van 3 aanlelding geven. _

8e Z1Jj P een polytcon met de eigenschep o o We vormen bij
elk hoekpunt a var P de ster, zenomen in'$} er. hiervan de afsluiting,
genaamd T (a). ‘ﬁ zi] de minimumafstand tussen twee vreemde T (a).
71¥ punt van P ligt in minstens €én Z(a). Te lefini&ren een (niet-
continue) afbeelding '¥’° Voor elk punt prP zi} y‘ ) een der hoek-
punten a van P met pe 7(a). - ...

5fbpe dt elke verzzmel!irg <Wﬂ van P op cen simplex van
*(P) af. Want is plrya) < v @(p) = a, @lal = b, dar ‘= T(a)n
T(v) # I . Er bestzat dus een hoekpunt van P, waar a en b elk een
simplex mee vormen. Dit hoekpunt heeft dus de vorm (abses)e Dus
vérmen a,b een simplex van P. Is V een verzameling van P met di ame-
ter <(\) y dan vormen de punten van QD(V) dus met zijn tweedn, dus
méet zijn allen een simplex. :

9. Zij P een polytoop er»é een onderverdeling. Gegeven twee
afbeeldingen ¢ en ‘yV van > (Q) op EV(P) met de eigenschap, dat
(indien [t[ een 81mnlex van T is) de hoekpunten van de onderverdeling
van|t| in hoekpunien van |t| worden afgebeeld. (Dit is b.v. het ge—
val met de y) uit 8.) Dan Yrengen ¥ en yuvhetzelfde homomorfiéme



“van G(Q) in G (P) voort.

We moeten dus azntonen, dat voor elke cyclus j van Z?(Q) geldt:
¢ i y.j in £*(P). We vormen 7(2*(Q)) en de afbeelding ¢ , die in
het "grondvlak" met }2 en in het "dakvlzk" met ";// overeens:tqmt. ¢ is
simpliciaal, j~~ j' (azn j teantwcordende dakeyclus), ¢’°j % ﬂ’ﬁo,, dus

gl

10. Is 7 de n-de tarycentrische onderverdeling P(n) van P, dan
kunnen we Gﬁ(P) met G7(Q) door middel van zn‘identificeren (atelling
wit 3). Bij B hoort een simpliciale afbeelding g; van pX(p(1+1))
in Ex(é(i)), die op de G* invers met v is. Spo1Ep_o+ 8y is dear dus
op{G* de inverse van zn, kan dus zelve als ildentieke afbeelding wor-
den beschouwd. Ten willekeurige afbeelding ¥ , die =an de veronder-
stellingen van 9 voldoet, inéuceert in 6™ dus het identieke automor-
fisme. ' '

1. Stelling: G4(P) tovologisch isomorf GF(P).

Bewi js: We megen veronderstellen, dat P de eigenschap « bezit (an-
ders kunnen we wegens 3 tct P' overgaan). ‘We vormen“successieve bary-
centrische onderverdeling: P', P",...,P(n),.,. . We nuferznbij elk>
P{n? de maximale simplexdiameter Bn en het getal an uit 8. We kiezen
- een monotone rij natuurlijke getallen Pys 2C dat '

Vo> s,

.is. We kiezen verder de monotone nulri jen E“’yn zo dat
L L] e

¢
v pn-1>?(7n > e, + 2bpr ; R

n-1 n

Pn
is. We defini¥ren (?  near 8 als een afbeelding van P in £*(p

die elke verzameling < 'bqp op een simplex afteeldt en op
. 4 n

j )
£¥(P ™) de identiteit is.”

.

)
2ty

(p,,) ( ) .
cee & Gﬁ (P pn ) Qwﬁ-—— G’E(P pn+1 )(.--—-» cos
ide SN Py ‘
v e G P) «-—--_-..:._\_\\ G (P)
Enln ( < X €+t et S .

De verti((‘glﬁ betrekkingen ontstaan door ds identieke afbeeldingen

‘ ¥ n . . : - ! .

‘va.u Lo (p in 26‘7(?9),. ‘d‘le simpliciaal zun‘wegene bpn< £y <N pe
.. . .. . o o) .

. De Vn—s zijn simplicieal wegens bpn+1< Vp;’l en e, 4 < ?n-&-‘! < %n.

< ' < |

De geldigheid van "\\T ie triviawal. Die van \Lg_ﬁ volgt uit

. ‘het feit, dat voor eem j . de afbeelding LS~ een 3, ~ver— .

‘ _ ~ Enat T ot )

schuiving is, waarbij deze cyclus met zichzelf (e ., + 23, )-homoloog. .

zie IX Ejf‘dua‘(wggens sn’+ prn<_?rQ ook yi?nwhogo}peg; ‘

- S

leze12dé afbeelding als door X gefnduceerds

Lot
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( Yazp 17 ctelt
P,/ (p
n } met "ﬁ(‘k n+1

¥ 4

o ie identieke afbeeldin;s voor, indien men

g

e®(p

. C . . .
" De limiet van le bovenste rij ie dus towrlcgisch isouwort met G (P)3

) deer v met elkaur identificeert.

N . . I . . \ SN . . " ar
die van de ondercte 1o (P}, Velgens VII 3 zir ze dus trpologisch
isomoxf.

12. Als convergente cyclas beantwooriende bij o (L} —3 G(P) aan

s , i L
een cyclus JjeJ(Z7(P)) kunn-r we nemen: de rij

Gegeven twee einuige polytepen P en 3 er een simpliciale afbeel-
ding £ van 2¥(P) in 1®(3). ¥ierbii honrt een "simpliciale afbeelding"
fvan P irn 7, die
in elk simplex van 7 affien is (.

ceven ofbeelding cversenstemt en

X Aiei} = L R.f(ei),

orfisme van G(P) in 5(Q), maaz
hi

[£4]
&
—~
t\.
—
-
i3
4
kS
-

3 S

*{'_;‘\-- — -§;
€L

\

/

A"i C0)"f incuceert ecn continu
ook van G(P®) in G(Q™)e eze homemcrfismen zijn identiek (&’
G(P) met GF(2) en G(3) met 5(Q%) identifice
me var 11). fet is immers Qui&elijk, dat f ook afbeeldingen ven EL(YB

in xn(Q) induceert en dat hiertij amn v

8 el

ert velgers het isomortfis-

J beuntwecordt znf Je Laav men
n varigren, dan ziJn ait julst de convergente cyclussen horende bi]
jen f£j. '

13+ Stelling: Jegeven twee eindice polytopen P oen Q en eewn con-
tinue afbeelding £/F)c . Van 0 worit (¢2) verondersteld. f is howmo-
~toop met een simpliciale abeelning van eeﬂ’ﬁ,kuhﬁhfx crderverdeling
van P in Q.
Fewijs: De sterren (zie I 1) «(e') van de Ycekpunten van 7, voruen
gen overdekking van L. Veor clke x'e, is er dus een el oo dad
A (x',e') = f{x',;\hfie’));ij g, T e A(x',e') continu in ', dus

enk max o{(x',e'), manr vovenilen >0, bezit dus een positier min -

mum £. De e-omgeving van e¢lke x' iec dus in

.

~ Wie kiezen 3> 0, zeaat T elke d-verzmmeling in een e-verzameling
afbeeldt. “e kieren de orderverdelirg *° van P zo fijn, dat elke ster
van_ﬂg(ka iss Pan geldt voor elk hoekpunt e van P7: Tr is cen hrek-
punt Q, genazmd {{e), zodat |
£ (e)) C sﬁ (e)).

Gegeven cen simplex T(e ,...,e ) van 7. Tlk virnenpunt x ervan, - vt
ook tot 0'(e;), dus x(m e 0(wle;)), dus T(z) binnenpunt van een
simplex met noekpunt ¥ (e;). Dus zijn de @(ey) hoekpunten ven e
sipplex Q. ¢ 1is dus een simp.icim.e =flealding van Z¥(r') in 2%(Q
en kan worden uitvwbzg"d tot simplicinle nfbeeldirg van P in G
- k?n willlek-urig worden gekozen. Tevat T(eo""’ep) Teer.X
alg binnenpunt, dan is f(x)e 77 #(eg)). Is f(x) binnenpunt van T!




- 50 =

dan is yﬂ(e ) hoekpurt ver T', dis wegens de eimplic eliteit cok
SG(X)eT' "us f(x) en «(x) ligeern in cen gemeenschappellwk simplex,

. Pe definitren f,(x) nls Let purt, det Let 1ijnetuk £(x)(x) in
de verkouding t : (1-t) verdecit. Dan is f, een continué overvoering
van f in 2. )
| Opmeriing: Door ook nng J onder (e verdelen, kan nen zelfs berei-"

-

ken, dat f»eh % willekeurig wcinig verschillen - ;:is simpliciale‘
approximatie var f. 7 4
14, %il men de afleeldin. ck.acsen van twee polytopen onderzceken
dar kan mer zich dus 1ot de studle van simplieiale afbeeldingen bepers
ken; in iedere afbeelulnasklasse zijn ook sinmpliciale afbeeldingen. é
%11 men weten of twee afbeeldingen tot dezeifde klasse ‘tehoren,
dan ki jkt men raer het hemomcrfisice der hrmdlogiegroepen, dat 2ij in-
duceren; verschilt det vocr beide, den heren ze zeker niet tot dezelf%”%
de klasse. (Ket_ongekecrd€ gelat over 't algemeen niet})-Afbeeldingen,'i
die met eer consteante afbeelding hemotoop zijn, heten ook inessenti=
eel. lierbiJ hocrt (IX 5) het nul ' —homomerfisme der homologiegroepen

van dim >0 (alles wordt in O sfrebeeld). Fen niet-nulhomomorfisme
(d »0) verraadt dus essentialiteit vsn de afbeelding. T m
15. ¥en noodzskelijk criterium voor homeomorfie van twee ruim— - v m
ten is: overeenstemmen ven de homeloglegroepen (die immers topologischa,
invariernten zijn). ) _ .  §
Van zekeré‘poﬂ~topen remmen we al de hcmcIogiegroepeg (zie FIII ‘
3)e hls volgt een hardige methode van berekening: .
Voorbeeid terus: ledew j. ken continu op de rend van het model
worden geveezd, is dus horoloog met eer in de rerd liggende-cyclus,
dﬁs lineaire combinatie uit de "Lorizontale” en-"verticale" cvclus.
Het "op de rand veger" wordt als volzt erechtvaardigd*
Gegeven een cyclus j, van ZX(P}. De "concrete" simplexen ven

a

-]jd} vormer een deelvolytoor &, Jdat dooyr de identieke afbeelding in
S is afgebeeld. .We teschowwer eep schzey f, (8)CP, £ = identiteith
f, induceert de idertieke afbeeiiins van ud\S) in Gd(P) Je bij 4

. W

. - con . :
herende convergente cyclus<;x‘ gd; ig dvus homolorg f1 fv jd } i
\ ; A

u
Ligt nu f1s ir. een‘*deelpolytoop T (i‘ ons veorbeeld de rand ven
het model), den kunneun ve jd vervangen door ecen in T llggen&b cycius.

Zoek volgens deze methode op de.bpmoclogiegrcepen van de volgen~
de polytopen. ‘

‘zalfkantpolytoop var- concreet: r—s1bplex.

3

‘V»Eaik met jdentifion t1c~-' . !
- , o S
12 = 34 ;:; 56 - 785 s , 2 S . -

1% = 23 = 66 = 57,._,;:




1265 = 4387, 238C = 1475, 12%4 = 5678 (3=dim, torus).

Bol met dismetreslidertit op de rand (3-dim, projectieve
ruimte) .
Euimte (asngevuld net sneigenlijk punt), wasr 5 vreemde bollen
uit zijn zéponst, wa rbi} de randen 5 en qi (1 = 1,2,3) ven de
geten zijn ﬁefdemtiAice@wd, en wel O; met S (het is nog belang—

L&
&
4
[N
{’\
L)

rijk, of de identificetie met behoud van de cri¥ntering of te=
gengesteld geschiedt). . :
Toon asn: De U, cf acd.? van de n-dim. torus T Cartesisch pro-
duct van n cirkelomtrekken ) is met T, 2elf homeomorf,

De G, cf med.? van de solenolde (zie VII 7) is met de solenofde
zelf homeomorf.

Defini¥er T (w-dim. tori:) als volgt: De punten van T, zijn
vagtgelegd door r colrdiniten, die re¥le getallen mod. 1 z1ijn.
Peeld T, 4 op T, of door weglaten van de (n+1)-de co¥rdinaat

fn+1\. e R o=adische limiet van de 7 18 T .
n n )
Bew1jﬁ dat Gq(Tm) cf mod. 1 homeomorf T islt

XI. 4fbeeldingegraand, dimcusie en gebied.

1. Ten r-polytoop heet pseudovari¥teit, indien .
1. elk (r=1)-simpley ervan op ten hoogste twee r-simplexen
ligt, '
2. bi]j twee r-gimplexer exvan eer. hele geordende rij r—sim-
plexen ig te vinden, met de gegeven simplexen als eerste
enn laatste en zc det opeenvolgende één (r-1)-simplex ge-
méen hebben. ,

Van een r-dim. pseudovar:¥teit is Gr = iﬂf of (0). "ant is Ip
een cyclus exn tr~1 een simplex dat op tuee td ligt dan kan {wegens
1) td 1 in 3 31 alleen wegvaller, wenneer beide Ty in jr dezelfde
coBfficidnt (op het teken na) hebben. Dus wegens 2. hlle tr hebben
in ip (op het teken na) dezelfde co¥ffici¥nt. Zijn jrven jé'twee;cy—
clussen ¥ ¢ die in één td overeenstonmsn, dan leert beschouwing van
jd - jé, dat zo in alle.td overeenstemmen, dus Ip = jé =<x5tr*waar~
bij de tr"iﬂ een €énduidige bepsalde ori¥ntering dienen te worden
genomen. Dus indien er een cyclus # 0 iu, is J, = 7 , dus G, = {1

Als G = 1
een cyclus Lt4 (mmq.o} bestaat, vyreken we van &riﬁnteerharn paauqf
dovaristeit. Aﬁ is op het teken na :cpasld en.heet de’ grwn&cxmggg

: jedexe rwyaeudgvariétalt met elk (r~1)~ implax op pre&les‘ﬁw
1r~aimpk@xmn is ge.laten of mod 2, want J it =0mod 2: '
.o Het pmj‘wtmm wrmk m gwlamn (mod 2), masy nie




- 52 -

Cnderverdeling ven cen (geqlatfn, ori¥nteerbzre) pseundovarid-
teit ie weer (gesloter, ori¥ntecrtare) pseudovVari¥teit.

Tij afbeelding van twee oritrteerbere pseudovari¥teiten wordt . .
de grondeyclus van de eercte op eern veelvoud (c-voud) van die van de
tweede afgebeefd.*c heet de ufueeldingsgruad.

2. De r-cimplex ‘¢ls polytoop) zullen we ook r-bol noemen, B
zijn zelfkort olyteop (1~1)—uzeur,’tr_1
twee losse purnten). we zullen riermee ook de mee tkundige voorstel-

r’
(de O0—afeer testast dus uit

lingen van bol en sfeer verbinden. Dit wordt door de topologische
equivale&tia ven de betrcekken figuren gerebhtva&rﬁigé. Bol en sfeerx

zijn pseudovari¥teiter. . :

- 3. Tlke echte afgesloter deelverzemeling V van de Sr kan op een

punt worden samengetrokken. 7znt iec a eer punt ¢ V en b zijn antipo-

de, dan kunren we elk punt x ven V in de tijd‘o 1ot 1 eenparig van x
naeyp a' laten lopen. Dat i een Aavervoering ¥4 met ﬁ$.= identiteit,
90t(V) = con&tent. .

Fen afbeelding ,f van een poelytoop P in Sr’ wearbij fP echt deel
van P ig, is inessenti®el, want f is bo;"tﬂop met ¢%f en 5&1f is
constant.

4. De identieke afbeelding ven Sr in Sr induceert de identieke
afbeelding vern de grondeveius (eiheeldirgsgread 1) 1s dus essentiiel,

5. Stelling: Gegever eern % ls—afbeelding f van een ei?digé po-
lytoop P (net de eigerschan (o) in cen ruimte R. f induceert een
isomorfisme van de homoloziegroeper van P in die ven R. (Definitie
van_‘m) ir X 8.) '

Bewi js: Gegeven een cyclus j ir LZ¥(P). We verondcrstellen fgnj{té 0

. T '3
(voor bijra alle n) en beuijzen j~0 in Xﬁ(P), Voor elk a'eR kiezen
fe één orizineel g(a') in . Dan is j:(a,gfa\<-%1j, dus is gfvnj een
3 -verschulving van vni, mesr vegens de vercnderstelling ook ‘
gfan N 0, dus ook Lj ‘?'v. Dus zn* is zelfkant van een 13 keten
k. Veor grote n is y’( .e X 8) een simpliciale a*bmeldlng van ZD(P)
in £¥(P), dus cok 993 J = ﬁ ¥ k. uqryv i ~3 in £¥(P) (zie X 11),
dus inderd=zd j~ 0 ir £F(P). ,

6. Stelling: De r-simplex (als polytoop beschouwd) kan niet -
door =—afbeeldingen met willekéurig kleire €3> 0 in (r-1)-polytopen
worden afgebeeld. '

- Bewi js: qr~1 zi de zelfkantsfeer van de simplex T en j de grondcy—'

"'alua van Cpmqe T 21J een e-afueelaing van T, in P (\r~1\~d1m.) Ve

mrman een onderveraellng T‘ van r en een simplixiale approximatie 1)
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’}

(naar 5) @ J # 0. uis j~ in 2¥F'(, dus @j~0 ir :*(p). Dit
is onmogelijk, omdst er in :*(r) .een r-dim. simplexen zijn.

T. Stelling: Dimensie er dimcnsie-trey stemmen overeen. De di=-
mensie van een polytoep is eern topologicche invariant., (Volgt uit 6.
Zie V,4.)

%

. A . . ¥
8. Gegevern eer afbeeliin. 7 van s (atrerl = 1, middelnunt 0)
in een ruimte k. 71 ‘p de cistand van EEI+1 van O, 3(2 zijn pro-

0 gedefini¥erd). We stellen

H,

Jectie venuit O op 5p (alleer van ¢
f’“f(j (z)) = ¥(z). Fierdocr wordt een schear it\x} gedefiniterd
(f (s )C R), indien we nog fT(X) = 1(0 stellen. We hebben fo(x) =
F(x). Omge;ueri brerngt elke schaar T JC E met f, = constant een
afbeelding ?(%r+1)c_b voort, zodat f (x) = F(x) is.

Dat eer =2fbeelding f(?r3(f T inegsentiBel is, komt dus overeen
met de uitspracsk: f ken worde. veoortrezet tot een afbeelding van

B in L.

41 )
9, Irn verband met 4 hebten we dus:e

Stelling: De icentieke afbeeliing ven £ in zichzelf kan niet wor-

: T
‘den_voortgezet tot een afbeeld ng van Br+1 in Sr. /nders geformuleerd:
Het ie niet mogelijkx B_ . cp 5., af te beelder zodat elk randpunt in

I T

zichzelf overgaat.

10. Twee afbeeldinger fo er t, ven Er in zichzelf, die nonit
antipodisch zijn (dus fo(x) roolt antinode van f1(1)7 behoren tot de—
zelfde klass _

¥ant we kurnen ft{x) defini¥ren sls nunt dat de kortste grote-
cirkel»bCOﬁ £, (x)f,(x) in de verhouding t : (1-t) verdeelty en heb-
ben dan een ﬂvecVGGILnx.

Fen af@eoidlng f(x) zonder srtipodische toevoeging {dus f£(x)
nooit antipode van x) bekonrt dus tot de klasse van de identiteit en
kan derhaive niet op hLeel Er+1 erden-voormgezet.

’ ; 11. Ten afbeelding f in de Sr kun ook worden gerepresenteerd
door'een veld van vectoren der lengte ! & in elk punt & brengt men
de vectcr.f(a) aar.. De idertieie afbeelding van . in 3, beantwoordt
aan het vectorveld der btuitennormalen. Faar 9 kan ait dus niet op
heel E worden voortgezet (altijd vectoren der leéngte 1). Petzelfde
geldt van het vela ier-bxnxenr%&~w n (want arders hoefde men de rich-
tingen alleen om te keren). der heeflt zelfs. de

Stelling: Een op O, gegeven overal naer bult*n (bl nnen) wijzend

vectorveld (lengtes 1) kan nieil on heel B worden voortgezet.

41 ,
hant bij een naar buiten w.jzend VQctorve]d hoort een noolt ﬁ%

antipo&iache afbeelding. | : o -

2 ﬂﬁﬁ%&iﬁ& Fen afbeelding f van P, in zichzelf bezit een
v&st yunt., 2 : L A et
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Bewi js: e veronderstellen, dat Qr geen vast punt is, Dan bestact
het (continue) vectorveld mTuTTX ¥y + Gidn vectoren zijn voor xeS.,
nasr binnen gericht., Dit is in rijd met 11.

13. Vcoor het volgerds i5 ret prectisch deasr zo als palytoop

vosr te stellen, ‘dat de :ntipecische ntbeelling simpliciaal 1s, 'len
t als volot deer: '

De <, (ciriel) werdt in vier kwadrarten verdeeld (dus als een
vierhoek). Teeft men voor de © " de gevraszgde voorstelling gevon-
den, dar vat men haar als evenaarsfeer van een Sy op, door een Ynoord-
pool n en een guidpdol =z tce te voegen en met de osimpleken van §
nitp4hdwlis

1

3 A = 4 [ AT ol "o 4
te verbinder. Is J, 4 grondeyelus van S, 4y Jiiq

Jp = [n r~1] - [z, tr~1] grendeyclug van Sri

We torer door inductie muil: aj, = (=1) T p (dus afbeeldings—
gresd van g is 17Ty,

Voor j = 1 is-dit duldelijk., Ge veronderstellen aj,. 4 = (~1)r~2.
Jpq als juists aj, = Zg[n,tr_1] - Eg{z,tr_q] = N[z,gtrh1l;*

- - - r-2
- L[n,gtrhT] = [z,gbtrh1] [n,ﬁatr_1] [z,(=1) Ztr*1] +
/ ™2 r—1 “r. =1

-~ Lln, (=) 2t ﬂ] (=1) ;[n,tr] - Z[z,tr}) = (-1) Jpoqe Dus:

Stelling: De antipodische zeliafbeelding van 3 is van de graad
3 .
(-1)*

s cehoort dus vonr even r zeker niet tot de klasse van de iden—
titeit.

14. Stelling: Fer tangertianal vectorveld (lengtes 1) is aan de
evendimenecionale gferen niet m-gell jk. “ ‘
Bewi js: Bestast zulk een vectorveld, dan kén men elk punt in de door
de bijbehorende vector bepaszlde richting op een halve grote cirkel
near zijn sntipode laten l-pen, en dus hoort dan a tot de klasse van
de identiteit.
_fefbeelding

o)

15. Stelling: f van T (v even), die nergens

-

en ze
antipodisch is, bezit een vast punt

Pewi js: Ve teker 1 kil eike Xl de tangentiaslvector wijzende nazy
F{(x). Volgens 14 is het m)”eildk die op lengte 1 te normeren, dus
is er een x = f(x).

16. Vel

Ve vreger. over sferenafbeeldingen blijven hier nog onbe-
antwoord. La

€
ter zullen we cnder meer aantonen, dat de geli jkheid der
afbeel&ingsgr&den ock voldoende is-ervocer, dat.twee zelfafbeelaingen
van de Sr tot dezelide klasse behoren. Voorlopig weten we alleen,
dat de vonrwaarde noodzskell < Js. .

17. 7e bewijzen nog de ; , ‘ A

Stesling .ar de Minvariantie van gebisd": Gegeven twee af&éﬁ7°

sloten teﬁrengda verzamelingen V en iT van de Certesische E en a&n ;
topologische afbe 2lding £ ven V op . Dan beantwoordt bi’ E

W
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inwendig punt een inwendig punt en asn een randpunt een randpunt.
Deze stelling z21 zijrn bewezen, =ls het lukt, de begrippen "in-.
wendig punt er rendount" vern cern verzameling in T topologisch inva-
riant te defini®ren. Nit gescuiedt als volgt: '
Een purnt x ven V is inwendig punt dan en slechte dan, wanneer

voor elke voldoende leine omrevivg U vear x ir ¥V geldt: G (rand

. - . I\- 1
van U) cf mod ¢ is riet=trivio-l.

we gean dus.ecntorer: 1. Ts x rondoant van V, don zijn er wil-
lekeurig kleire omgevingen U met rarnd U' zo det Cruﬁ(ﬂ‘) = (Q) is..
2. Is x inwendig punt var 7V, dszn is voor elkee kcuze van U (voldoende
klein) met rund Ut:«dr_1(f" £ (0).

Ad 1: e kiezen cen (w1¢}u“furig kleine) open bol B met &ls mid-
delpunt x en als randster ¢, exn zudanig dat S~V echt dee'! van S is,
en stellen nu U = EaAV, due U = Sn7. e uceten den cantoner: ls M
echt afgesloten deel varn de d-dim. sfeer I (d = r~1),den 1is Gd(M)
= (0). Dat geschiedt in 18, '

Ad 2: 7ie 19,

18. ?(nﬁ zij een ri} polytopen,hiomeomorf met ¢ en zo dat

1

(n+1 . ) . CL
(n+1) onderverdeling van P(m is. V77 zij de kleinste deelpolytoop

P
(n> b L7 ' - 7. Y A N N T (n) 3 ~

van P , die ' bevat. Van zekere n et asn is 2 echt deel van

. ¢
P(n). Verder: [ Qr ~(n voruen een Rn -adische rij m@t als

. 41 oL 2 oy
afveeldinger f;+ de identlieke afbeeldingen en net ule 1ot M. Dus
(zie I¥ 8) Gd(ﬂ) = lim (Q(“’W e i1oever dus alleen nog aan te to-
nen: G (Q(n)) ) vc;r n 2 n . 71 j een d-cyclus van Zx(Qn), dan
2

(¢
is a fﬂrtlorl j een d-cyclus van P(“ , dus treden alle td van P

e L€

in J met dezelide co¥fficirt (absciuut genomen) np. hengezien in P(nh

;
dus ook in Jj, minsteus €éu t. van P\ B ontbreekt, is die codffici¥nt
“u .
Jir ey A e ) A1y N o ~TL - ™ 1y e A O
s kiLu:\ 4 = s WUS {Id(\qﬁ \ E \, [FRPES) Gd(l‘f) = {\,\)-

9. i) x inwendi: punt van V en U een zo kleine bolomgeving
van x, dat U < 7V ern dus ook 3 (ranisfeer varn U) .V is. Zi} U, een
wiilekeurige omgeving van x, *4 C en ; de rand van UT‘ We wi jzen
cp Uy een convezgente d4cyclgs (d = T ) aan, die (op U%) niet homo-

locg O 1sw

z

Cp ¢ is er een niet-rulhomologe convergente d-cyclus, bestaan—

de uit een rij e -d-cyclussen J (1im g, = 0) zodat voor geen nulrij

]

ol
[

o

; L

7 o 8eldt: .y C. Cazr deze j vormen ock een u@nvergente cyw
n _'n n

clus in de bcl U, die als zodsnig wel (~hcmoloo~ is. Dus 1lg er een

nulrij e! en een rij keters k‘, in 77, _odat ,3~k = Jo » Ve vormmn

6?.
- o n .
k' y = kr, A U‘\U1 en j' U j k : - jE . Is t een simp’ex dat 1n ¥
En ‘n n \

(met coéfficient # O\ optreedt dan moet t gplegen~zi3n zow
An , :



een simplex ven k' ,, dat geheel in U\U; ligt als ook op €én, dat

n
niet geheel in T\U, ligt. Dus ligt t in een e)\-omgeving ven Uj. In

de aé~cmg§ving vah elk hoekpunt a van J§' is dus.-een punt a' van
i n :
U; te wvinden. Door a » a' brengeun we een s£~verschuiving van j’e, in
' n
jt?”’ tot stand; volgens IX 2 geldt j'_,. —~—. jt3€' in T\u,. Dus

n . n

“n e!
| Fen
j /’\.,.«' 3" w e
®n gsn e
We bewerern, dat de convergente cyclus } j§s" } in 113 voldoet,
. d L n s ! N

d.w.2z. niet nulhomoloog is in U{. :

inders was namelijk ook ;je ;HV 0 in T\UJ, dus induceerde de
n
inbtedding van & in ﬁ'\U; geen igomrrfisme; dit is near IX 7 in strijd

" met het bestaan van een retrectie van U \U% op 5 (te weten de projec-
“tie vanuit x op 35).

XII. Homologiegroenen van hel fcompacte ruimten.

1. T heet plastse.ijk ccmpact, wanneer elk punt van R een om-
 @eving met compacte afsfuiting bezit,
i Voorbeeld: T = S\A, wear © compnact en 4 afgesloten in § is.
("ant bij elke xeR is er een omgeving UC.S met UaS = U, dus T com=
_pact,. UnR omgeving in I en U~R compact.)
5 2. Vegens de separabiliteit kan R met aftelbaar veel van die

fﬂmgavingen Un~WOrden overdekt. Stellen we Rﬁ = \;; U; , dan is R ver—

eniging van de open kernen van een opstijgende rij compacte ruimten

o Is R nog op een andere wijze zo voorgesteld door middel van
een rij R;, dan geldt voor elke m: R CE! voor bijne alle n. Want

o .
. 3mﬁ€v)ﬁﬁ, dus is Bm (wegens de compacthejd& reeds bevat in een ein-
- ' L i N n)
dige partiaalsom, dus is er een mo met nﬁA?, Rﬁ C Ric.
L 3. R is homeomorf met de ﬁn~ale limiet van de Ro» waarbij
£+ (en f_) de %?entieﬁf afveelding is. (Ga dit zelf na!) Kiezen
n voor regﬁgn e N
we een ande're’' rij R!, an zijn beide rijer homeomorf wegens 2. De

+1 - : i :
fﬁ bepalen continue hcomem rf:smanIan‘Gd(Rn}g;n Gd§3n+1)” ‘
We defini¥ren de homologiegroepen van R als Gy-ale limieten
svan die met de F  Deze definitie hangt niet af van de keuze van

G
i,

@p,rij Rn‘ Zij is topqlogiaohjinvamiant, Eén element van Qa{R)Jﬁdﬁﬂfw

“-g bepaald door een convergents eyolus:liggende in gek
s ~ B R SR LR RO B O

SR
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rls C wordt beschouwd, indien hij voor zelere n in R nulhomoloog
is. ” ‘ ’

4, at is hier de k&tekenia ven JO? “ijn de convergerte cyclus—
sen {a? en {bf homoloo, dan is er een n, godat a en b in dezelfde
componenten van fn liggen ‘en Omgakaeri\~ 2 en b kunnen dan door een
continuum (niet-lcge cempecte semenhangende ruimte) worden verbonden.
Omgekeerd, is er cer a «n bt revetternd continuur €, dan vormen de
§£««C een overdekking van C, dus CCILn veor bijne alle n. De C be-
vattende comporent van Fn hgv"% dus a en b. us:

Den en slecrts dan 1a fb; als a en b Goor een continuum in
L kunnen worder verbonden. '

!nders gef . rmuleerd: De verzaneling vau alle punten, die met a
door een cortinuum kunnen woraen verbenden, heet constituent van a.

Za}mz{b} dar en slechts dan als & en b in 4én constituent lig-
gen.

5. Yen plaitselijk com =zcte ruimte heet plaatselijk samenhan~
gend, als elk punt willekeurlg kleine sumenhangende omgevingen bezit.

De verzameling in vlakke coBrdinater) bestaande uit

(x = ¢, |y] £ 1) en (x#0 y =sin % )
riet plastselijk samenhan~—

i

(]

is samenhangend, mear in de puwter x =
gend.

"lke open verzameling van de cartesische Tn is plastsell jk sa-
menhangerd. (Fewijs dit zelf!)

In plaatseli jk compscte, plantselijk samenhangerde R vallen de
begrippen "comporent™ en ‘corstituernt" samen. ‘

Rewijs: “'e hoever. alleen aan te tonen, dat elk puntenpaar van
een comporent T ven I door eern continuum kan worden verbonden. Bij
elk punt van 7 is er cen sarenhangerde omgeving met compacte afslui-
ting; met vitelbarr vele kan R overdekt worden (separabiliteit):
U1,L2,... » "1} asU,. "e vormen de Vnreniging-vn van alle Ty die met
Uy i een niet lege do-rsnede hebten, hieibi] 7, = Uy stellende. Dan
is tivn samenhengend, dus ¢ 7, dus = 2. Ins b £ zekere Vn; dus be-
steat er een rij U; ...,y met U, AT #£ 17 en eelly han‘.'

P 1 13 i i+ | 1
Dan L;/ U j een a met b verbindena corntinuum.

Hieruit volgt

Stelling: Tn een plastee’ ¥ nowpacic, nlasiselijk Bam&nhangan5
fdayﬁ is {a e §bz dan en «lechts dan., als & en b in een gzelfde com
_poment van R liggen. | L

Opmerking: Fet complement van een afgesloten deel vean gen ;&
‘dig@ polytoop is pl, compect ¥n pl. sawvenhangend. :
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XIII. GCroepentheoretische dualiteit.
220IERIB0NE dualitely

1. De optelgroep der re®le petsllen mod 1 wordt ook \jz.g@ﬁoemdy,

ompact en samenk . ngoerd. Te

[N
633
aQ

eirdige ondergroepen van J<& zijn

+

. L , 1
cyclisch en van de vorm: gehele veelveuden van we Waoar moeen geheel
a

getal is. Ne oneindige on.ergroepen zi o overal dicht in 2 . (Zie
Croepentheorie I.) AT esloter ondergroepen van Q2 zijn, dus eindig
of = Q .
2. Torusgroepen ﬂdm heten de directe summen van cen cantal
groeper: A (zie ook X eindel!). De 3m~a§’ﬂche limiet hiervan (zie de

afbeelding in X einde) heet Api (o=dim. torusgroep).
wd
3. et v, ¥, 7 duiden we aftelbare discrete commutatieve groe-
pen aan, met. !, P, 7 compacte comautatieve groepen,

4. "nder een karrlit

‘{T}
4

a un cen -ftelbere (compacte) commuta—

tieve groey verstaur we eer hororcriieme (continu homomorfisme) in

H
Fo s

A :ax CLi,

5. e karakters van een groep ¥ vermen zelf een groep. Voonr twee
kerakters a en.b definire ner namelljk
(2 + b)x = ax + bx \x g X)-

a + b is inderdaad cen Larskter, wunt

(e + D)(x +y) =als+y) +b(x+vy) = (ax + ay) + (bx # by)

= (a + bix 1 (a + b)y.
De groep L van de keraliters ken worden getopologiseerd dcor de limiet~
definitie:

{(1im 8n*x = 1lim B %
Ga n= dat 1im a_ {incien hij beztaat) weer een ksrakter is! Ga na,
dat )
lim (&, + v ) = 1lim a_ 4 lim.by.
m n- n Ll oay 4o Lm ety

‘el behulp van open vermvmelim@vn Kan de topologisering als volgt
geschieden. 1g O open in 3 en xOéX, dar 1s de verzamelinﬁ- (x s 0)
van £lle a et axOPC cren ir 4, er a2lle aldus verlrijgbare P(a, ()
vormel eern basie voor de ocnen ve rwqm““*vt 0 oven L.

- L
Inderdaad: Ligren in elike omgeving van a bijné alle 8y dan be—

tekent dit: uit ax " leg{‘apxof? {bijne 211le n): dus lim a, X = ax.
! - A u .
Tn ongekeerd. '

A Vervult axioma Il 2. ant Teoeven ey # 8oy dar. is er een X
A E3

: ‘ ‘ ven a, met O1n02
Mear dan zijn P(x_ .0.) vreemd. omrevinolLi v a, en a,.

| , 0
zodet a,x # a,x_, dus zijn er cmgevingen O

- L vervult m~chv'fheidﬂaXiomu‘2, 1&nt we sy o3 bij de- Q ‘besr
arkan tot een‘th«l““re basis van 2 "an X is nak aftelb&aﬁ‘

!
' A is c@mpact‘ want zij V gen oneimﬁige ﬁ@alv&rﬁ&wa%
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Xy doorloopt Le ‘1w bezlt ax, 'ir ue Comp@cteng ) voor acV een ver-

dichtingspunt, dus 1s er een Jdeelri}j van V, aﬁ zodat .
l ! bS Al
in aixy be tant
Tit ay trekke men een ucelri] ey, zodat .
. '1im agxg bestaat,
N et ! \)
lim e f ¢, besteat.

Dan bestaat ook
Vg B)
lim a Xy
voor alle i, dus lim ag bestaat en is verdichtingspunt van V.
“en karckter a van een m-cyclische vroep (e, x, Eﬁﬁf.. (m=1)x)

is bepaald, als ik zi 'n wasrde voor x ken. egens X +....+x = O is

8X + ... + 8Xx = 0, dus ax = £ wed 1 (p geheeld. Te karaktergroep is
C - m~1 ‘
dus de m-cycliscle groep (2,7, ... mﬁ_)’

Ten karaliter = van een .~cyclische groep (e..,=2X,=X,0,X,2X, «os)
i# door ax bepasld, det een willekeurig element van J2 xen zijn.
De karﬁktergrgep is homeemorf met 4?-.

e beschouren een directe som ¥+Y. Is a een karaktef van X en
b één van V, dan is er een kar:ikter ¢ van X+Y die op X+0 met a en op
0+Y met b overeenstemt, dus e

c({x+y)

Is omgekeerd eer karckter ¢ van X+Y gegeven, dan worden hierdoor ka-

ax + by.

it

rakters a en b bepaald, die resp. op X er Y met ¢ overeenstemmen. Ga
na, dat de kargktergroep van ¥+Y topologisch isomorf is met de direc-
te som var die. van X en van ¥ |

hangerzien een 61n11 > cormutatieve groep directe som van cycli-
sche groepen 1s, i1s hij Isomorf met zijn karaktergroep.

Tlke commutatieve groep met eindig veel voortbrengenden is di-
recte som var cyclische groepen. Pierdoor beheersen we de karakter-
groepen van alle groepen met eindig veel voortbrengenden.

i 6. De (continue) karakters x van een compacte conmutatieve
groep A vormen weexr een groep ¥, die we echter niet topologiseren.
"e duiden het karskter x, door het functieteken xlgggjgg het argu-
mént a(eh) te plastsen, aan. x+y is gedefiri¥erd door

a(x+y) = ax + ay;
De karsktergroepen van compacte commutatieve groepen zu len we
o "~-groeper noeren;i ze zijn aftelbaar (msar dit bewi jzen we hier
niet). ] |

Toon weer aan, dot de |} araktergroep van een directe som iso-
morf met de directe som van de karsktergroepen is !
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Door
ax = ma (m geheel)

is een (continu) karskter van A =N4 bepaald. e beweren, dat dit
alle zijn. '

Gegeven een X -omgeving Vg van O'in.j2 et‘{'< %, dan bezit de
vergel] jking 2§ = ? in 7 precies €én oplossing, die we %'n noemen
(d.w.z.? e V gegeven, ‘? gevr-agd). e defini¥ren dan 1nductlef
=2 M)y < Jayg |

- Zi§ x- eenAkarakter varn A = .fl segens zijn continulteit is er
een omgev1ng U ven C in A met Ux O Vqy en UCV,. Zi] & # 0, a,.€ U;
’ ’ 3 3

dus oek ;a. e U. De waarde van x in %a moet voldoen aan de vergelil j-
king 2(( §a Dx) ='d x en 1li . gen in U, is dus eenduidig bepaald door

(%aé)i = §(a x). Inductief volgt hieruit, dat (voor alle natuurli jke

n) (277 a5 )x eenduidig bepaald is door a X. Mear dan is ook (p2 a_)x
eenduidlﬁ bepaald a,x (p geheel). De ountverzameling van de pZ
vormt een oneindige ondergroep ven A, is dusg overal dicht in A en

derhalve is x in 't geheel eenduidig bepaald door zijn waarde in 8.

O
O .

. 1 o . :
We kiezen a_ = —(e U, s geheel). llegens sa, = 0 is s(a,x) = 0, dus
m T 2
agx = 3 (m geheel), dus a X = ma . Fet kearakter x stemt dus in a
- w7

overeen met het karakter

0

ax = ma,
is er dus in 't geheel mee identiek.

7. Gaan we van ¥ uit en vormen we de karaktergroep A, dan kan
elk x € X weer als karakter op A worden opgevat. DPrecieser: X ver—
schijnt homomorf afgebeeld in de karaktergroep ven de karaktergrecep
van Y. Deze afbeelding heet ; . Is 5 een isomorfisme op?

Beginnen we met A, dan krijgen we een continu homomorfisme van

>

A in'de karaktergroep der karsktergroep van A, ook weer 3 genaamd.
Is 'g een isomorfisme ep?

8. Ten homomorfisme f¥ C Y induceert een continu homomorfisme

van B, de karaktergroep var Y, 1in A, die van 7, Bf CA aangeduid, n.l.
(bfYx = b(fx) (voor alle x € X). o .

Ten continu homomorfisme Bf = A induceert een homomorfisme van

X (karsktergroep van A) in Y (die van B), fX{Y, aangeduid: |
b(fx) = (pf)x (alle b € B).

9. Stelling: Ten G -ale rij v? induceert voor de bijbehorende
karaktergroepen An een Gn—aaische rij (afbeeldlngen fm? C Xm
Anfﬁ < L m>yn). Is lim "I = ¥ en lim Ay = A , dan is A topolo—
gisch isomorf met de karaktergroep A van X. '
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Bewi js: Xn » ¥ induceert een continu homomorfisme An¢w~A voor
alle n, dus in de Timiet een continu horomurflume APe— 4, det als

volgt nader is gedefini¥erd: Is ;
+1
x = (x® » xB > aae )
en a € A, dan is de bl jbehorcude
aﬁ=(81-&-«—82:‘_~..‘ )
met ‘ anxn = ax (bijna alle n).
- n m Jn . moy .
ege a = = (a dus = . is dan werkell jk een af-
gens a x &, { min)x lus a, amfn 5 dan rkeli ]

beeldingsrij. Dit homomorficsme is een iscmorfisme. ‘Jant is voor zeke-
re a=

a =0, dan is a x? = 0 , 8 =0 , &, =0

8 n n n
dus a” = 0.

Het is een afbeelding op, want gegeven een

= = (8.1("‘8.2'41‘ Q‘C)
dan is anxn onafhankeli jk van n, deflnléert {le variasbele x)
dus een karakter a van “Jin‘ = X.

NDe afbeelding ic wegens de compactheid van 4 ook in de omgekeerde
richting continu, dus een topoclogisch isomerfisme.

10. Stelling: "en Gn-adi sche rij An induceert voor de blgbehoren-
de karaktergroepen X een Gn~ale rij. Is lim A, = A en lim % = X v
dan is Y* isomorf met de karaktergroep van A
Bewi js: Anq,ﬁ A induceert een homomorfisme ¥* » X, dus in de
limiet: X* » X. Nadere definitie: Aan
= (x™ s LI )
wordt toegeveoegd de x = X met
ax = (afm}xm (= (afmfg)xm = (afm)fgxm = (afn)xn , dus onafhan-
kelijk van m).
Zij x = 03 we willen aantonen: x* = 0. Uit x = 0 volgt
(afm)xm = 0, dus (Af )x = 0. Nu is '

£
dus wegens de compactheld An
. Anfn < U. (bijna alle n) ‘ i
waar U een gegeven omgeving van Af is. Mu is (Afm)xm = 0, dus
(a, 10" :
- een ondergroep van 1 met diameter £ ? indien maar U voldoende
klein (dus n voldoende groot) is. Zulk een ondergroep is noedzake-~
lijk = (O)!

(Anfn)x = (bijna alle n),
dus Ay (fnx =
dus ' X0 = O, ;
dus x = 0. !
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“e beginnenm nu met een x £ | en zneken een

x .
X = (Xm > }(r}+1 * awa >’

zodat ax

i

(&fn)xn (alle a = .4).
De kemmn Hn van An4r~A is (=1ls origineelverzaﬁeling van 0) willekeurig
klein voor b%na alle n, dus is me een willekeurig kleine ondergroep

van 9 s, dus = (0) voor zekere nm.
(a + H )x
m

18 dus een eenwaardige functie op de verzamelin- van de a + Hn’ dus

[ L. ‘
op de factorgroep AIHm ;'Am. Als zodanig neemen we hem xm, dus
ax = (af )x&.
n 5 s 10 B o
We stellen nu x~ = e dus

ax = (afnfg)xm = (afn)fgxm = (afn}xn
voor alle n€£ m, hetgeen bewezen moest wordene.

11. Dualiteitsstelling: ¥ is isomorf afgebeeld op de karakter—
groep van de karaktergroep van een X. (zie 7.)

Bewil js+ De dualiteitsstelling is duideli jk voor (eindige of on-
eindige) cyclische Y. - Gegeven een X en Y waarvoor de stelling juist
“is en zij 7 de directe som van X en Y. De bijbehorende karaktergroe-
pen heten A4, B, C. Is c ¢ C, dan is ¢ op ¥ + O bekeken wezenlijk een
kara ter a € A, en op O + Y bekeken een karakter b ¢ B. Nu stemt
a + b met ¢ overeen op 0 + Y en op ¥ + 0, dus op ¥ + Y. Dus ¢ = a+b.
Verder is elke a + b een karakter van Z.Dus C = directe som van 4
en B, (Met inbegriP van de topologie - ga na ) Geheel énaloog: ka~
raktergroep van A + B = directe som van ¥V en Y. | , ;

De dualiteitsstelling geldt derhalve voor alle X met eindig veel
voortbrengenden (directe soumen van eindig veel cyclische groepen).

T’'lke aftelbare groep ¥ met elementen Xyy Xpyees kan worden op-—
gevat als G -ale limiet van )t (vocrtgebracht door X1""’Xn) met
"1 yaar 9-10 geldt de stelling oek

n
voor Gn-ale limieten van groepen, waarvoor ze reeds geldt.

de identieke afbeeldingen als f

12. Dualiteitsstelling: A is topologisch isomorf afgebeeld op

de karaktergroep van zijn karaktergroep.

Deze stelling volgt uit 11 voor alle A, die als karaktergroepen
van zeggre ¥ optreden. .lle 4 bezitten deze eigenschap, maar dit is
gen dieper liggend feit, dat we hier niet bewijzen; we hebben het
trouwens niet nodig. '

13. 7Zijn X en A karaktergroepen van elkaar en is Y (resp. R)
ondergroep (resp. afgesloten ondergroep) van X resp. A, dan'varStaan
we onder annulator van Y (van B) de vefzameling van alle a met
a¥ = 0 (resp. x met Bx = 0).
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De mnnulatoren zijn sfgesloten ondergroepen van A (resp.X).

Is YO Y,C X, dan staa:s de ennulatoren in de omgekeerde betrek-
king. _ '

Annulatorstg}ling: De annulator van de annulator van Y is X
zelve. '

“ewl js: 713 ¥, de arnulator van de annulator van Y. Dan is zeker
YO Y, 71 Y\w. oy dus b.v. z € Y1 \Y. e defini¥ren een karakter a

van ¥ als volgt a8y = 7, az = % mod 1 indien m het kleinste positieve
1

getal is met mz ¢ Yj, en az = mod 1, indien zo'n getal niet best??t
& ie hierdoor gedfiniderd op de door Y en z voortgebrachte groep Y s
want elk element van Y(ﬂ) is eenduidig te schrijven als combinatie van
een element Y en.van 2. We kiezen (zo mo§eligk) een z, € Y1\\Y(1) en
stellen verder 301 = ‘de door z en Y voortgebrachte groep heet
Y(2>; a is op Y( 2 21nvol. 70 gaan we inductief door en vinden dus
| een & € A met
¥ = (7)) , av, £ (0) .
a behoort tot de annulator an Y, dus zou aY¥, = (0) zijn. Deze strij-
digheid toont asn, dat Yy = Y moet zijn.
Een dergellgke stelling geldt voor afgesloten ondergroepen vean

A. Tet bewijs blijft achterwege.

14. Stelling 1. Zij X E Y een homomorfisme. Voor de karakter-
groepen geldt dan A €~ B. Annulator ven de kern van X » Y = Bf.

Bewijs: Zij x € K (= kern), dus-fx = 0. Dan Bfx = 0, dus X €
annulator van Bf. En omgekeerd. ,, ' | '

Aindere formulering (zie 13): Yern ven (XK» Y) = annulator van
Bf. : | )

Tveneens geldt: Ctellin 2. 7i] A¢? B een homomorfisme. Voor
de karsktergroepen is dus X 5 Y. Annulator ven kern ven (A€B) = fX.
De andere formulering gaat ook door, als einde 13 -als- juist wordt ver—
ondersteld. '

15. Stelling 1: Is ¥ » Y cen, isomorfisme, dan is A<B "op".

Bewi js: Wegens 14.1 is Bf = annulator van kern van Y + Y, dus
Bf = annulator van (0) uit », dus = A.

Stelling 2. Is X » Y op, dan is A« B iso.

Bewijs: ‘egens 14.2: Annulator ven kern van (A<B) = f¥ = Y.
Zij b € kern van A<RB, dan is dus bdY = 0, dus b = 0.

Analoge stellingen in de omgekeerde richtlng.

16. Uit 14~-15 volgt A
‘Stelling: Is ¥<Y, dan is de karﬂktergroap A van X iaomorf m&t
de factorgroep van B naar de annulator van X (t.a.v. ¥).. .7 ‘
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L]

Bewi js: Men beschouwe XCY als identieke afbeelding ven X in Y
en passe 14 en 15.1 toe. '

Stelling: Is Z< ¥, dan is X/Z isomorf met de annulator van de
karaktergroep C van 2 (t.a.v. de karaktergroen A van X).
Bewi js: Men beschouwe X » X/Z en passe 14 en 15.2 toe.

XIV. Topologische duzliteit

e beschouwen in 't vervolg eindige simplerroosters L. e passen
de dualiteit toe op de diverse groepen horende bij de rooster. Als
co¥fficigntenbereik nemen we een cormpacte groep M. e karaktergroep

van [ heet M,

1. ¥y ef " is weer een compacte groep en wel directe som van
‘een amental groepen | (evenveel als L d-simplexen heeft). De karak-
tergroep van Yd cf " is directe som van evenveel groépen ¥ e ge=-

ven er een meer concrete voorstelling van:

Aan elk simplex td ("laagsimplex") laten we formeel een symbool
t" ("hoogsimplex") beantwoorden. Is ty = [ao,...,ad], dan duiden we
td, waar geen misverstand mogelijk is, ook door [ao,...,ad] aan. e
stellen '

d

3, = +1, =1, 0

naar gelang td en td azn dezelfde, tegengestelde of géheel Vefsbhil-

lende sinplexen beantwoorden. De Zt*xtd vormen dan de karaktergroep

van Ky cf 7 Gie we B% of ¥ zuiden noemen, |
z;yﬁtd Dytg =2 yFy 4

v

tq -

2. ¥y 3 K4_4 induceert een homomorfisme Kd‘ézﬂ’Kd_1, waarbij

| (%7 oty = 17N (g 1y .
meet zijn. D.w.z. td treéit dan en slechts dan in td”1%} met de coBf-
ficignt +1 op, indien in de bijﬁehorende td'&e bi jbehorende td~1 met
deze cogfficik&nt optreedt. Dus
' fao,...,ae];, =zlc,a 0008 1.

o e
. . . ; . e
1 » 1s zo iets als de 'franje" ven t~.

3. Deze rechter- % geeft aan'eiding tot nieuwe homologiebegrip-

pen, ook “COhomologié"}genaamd.
9= kern van (Kd+1érn Ed)

is de groep der d-co-cyclussen, , ' .
Hd - de1§ '

die der d-co-zelfkanten,
od - Ja/Ha
de. d-co-homologiegroep. | V . LM .
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4. kdﬁd = 0 dan en slechts dan als. kdél{dﬁ = 0, dus alsg
k@'ﬁ = 0, dus als e g2, Dua g
' Annulator ven Hy (in x4 ) R LA ' o !

Evenzo: Annulator van HY (ir Kq) = J4-

Dus: Hd en Jd annulatoren van elkander; evenzo H en Jd‘
Jd ia dus op te vgtten als karaktergroep van Kd/Hd, evenzo Jd als ka-
. raktergroep -ven K /‘Hd ~
. Hierbij is H de annulator van Jd/Ld in Kd/Hd, resp. Hd die van

B an xdmd, |
Dus zijn Gy en ¢ yaraktergroepen van elkander,

De kennis van de cohomologiegroepen levert dus (voorlopig) niets

nieuws.

5. 2i} f simpliciale afbeelding van reoster z in roostar Lts
simplexen t resp. U. Kd(z) 5 Kd(L Yy’ induceert x4 (E)w**K (L), waarbi}j

' (u f) = u (ft )
moet zijn. Dus td treedt .in u@f dan en slechts dan met de coéfficibnt
+ 1 op, als voor de bijbehorende td en uy geldt ftd = Uz. U f bestaat
dus uit de f-originelen van u@. ‘

Zij speciaal L' deelrooster van L en f de identieke afbeelding.
kgf is dan de doorsnee van kd met L', Let wel ! Is j; cyclus in I,
dan is het ook cyclus in L, maar voor een cocyclus J is zo iets niet
‘waar. Hier geldt: Is 3 cocyclus in £, dan is zijn doorsnee met Z!

cocyclus in I ! "y

6. Voor compacte ruimten R kan men de co-begrippen doer G -ale
limiet-overgang definigren. ud(R) is namelljk op de ene of andere
wijze als Gn-adlsche limiet van de G-s van eindige roostgrs gedegini—
eerd; deze Gn—adische rij induceert een Gn-alq voor de groepen G .

7. We beschouwen een concreet simplex T(0,...,r) en zijn bary-
centrische onderverdeling T. We defini¥ren de duaalster van een onder-
simplex [0,...,1i] binnen [0yeee,r]s

zﬂop.qih;fmnm.nih.nj...rd)

J

: [0...1, o...131,...,o...131...3 ,...,O...i;1...3 ...jr_1] R
@,wuar de som loopt over alle permutatieq 31"'3rb1 van i+T...7.
J__i 3[0,...,1]} is dus de vereniglng van de 81mplexen van T, die met
fwihﬁt zwaartepunt van [0...i) beginnen. \ :
2ij wé het ondersimplex ven T, dat door weglaten van net haak@
j ontstaat. De duaaloparator genomen in T (als ﬁelfkantaimyiex vqﬁ
geori¥nteerd) heet 7
* ;;, "(reapn ,3) worgt in heel K*(T) (reay. K (Ta))«'
__am mwtgam*&:, dm, er tw&t dia%mbu’tie:t mee.
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e } . i“ p
LV [0,+e.1 m(%)sgﬁ(@, eeod, ,j,...;p...jr_.‘)({e...ijv.*.]f p§1 (=1)
.

[0ceeiyen .o.;“..i;)1...”3p, «er,0. ..13‘1...31,)...3%1] + (_:.1)r-1

[Oll'i,.",o..ﬁij,?'.lj ]) .

r—i-1

N )‘, {O;f.%?.f‘."‘q...lj'i."jp 1.00--ij1aﬂvjp~13 ’Oc..lé.iloljp_‘-;jpap*?’ ODQ}\
= [O.t'i".l’O\OCDiJT‘.. p.-1,0."131OlQjp’_“‘jp"..;’()i‘-lJfO-CjE‘.’Jp‘*».‘jp"”d

en- beide vormen met‘fegengesteld teken optreden. ‘e vatten nu in het

eerste deel de summanden met dézelfde‘j1 = J samen en in het derde die

met dezelfde g = ji

527[0,...1] 200, un, 13140 (=) T RACKRY
B

- = (-01227g,0,. 01020 lo,. ]

|

#

0P 00 115+ 20T A0, 1]

We beschhuwen nu een orlénteerbare r~pseudovariéte1t P met de
grondcgclus £t_«~We defini¥ren in P i

g <t
o : w“ti ; | ‘hi v
waar 4 T de duaeloperator in t is en de som loopt over alle t die
_ tiubevatten. Voor ketens wordt V) weer distributief gedefiniéerd;
Aangezien iedere t 1 "precies twee keer en met tegengesteld teken in
de 3t eptreedt, vervallen in. 3”[0...1] de termen /3[04.+i] en
we krijgen :
EICE S IENCIRCSR P
We vatten i/ op als een homomorfisme van K (P) in Kq- l(P) (dezelfde
cogfficisntenbereiken). Dan is volgens de bewezen formule

=1

301
. Hl(P) < F P) . |
Dus kan ' worden Opgevat als een: homomorfisme :

et I T UG Coiee e

-Hltgaande VBn een vaste hoekpunten-volgorde in P, hebben we een
51mp1101ale afbeelding - ;3, die aan elk hoekpunt van P toevoegt. het
hoekpunt met het hoogste nummer van zijn dragarsimplex. b, 1ndueaarﬁ
het identieke automorfisme van de homologiegroepen. I. DV, o8 kunnﬁf
‘We evengoed gebruiken { V , hetgeen h@t vawrﬁeel heaft &at &a ‘
andawardaling meteen:is ge#limimeerd. - 0 Wt
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Q . R
Schri jven we nu alle simplexen volgens de gegeven orde, damn =

Wordt
| V[a grverry] = Li(la ...a ) la jeecal]
indien Zn(tr)tr de grondcyclus van P

is.
‘ i 1 . .
8. ,5'/1; ( wordt de krans ?(ti) van tti‘é‘ genoemd.-Daamaast
beschouwen de ' ﬁ? i (+1y.
5 .
% A(tY) is dus de vereniging van alle simplexen van P, die met
't*] een simplex vormen, mear geen hoekpunt van \ti} bevatten., ‘P(ti)
is voor t* = [a ,...,al] de vereniging van alle ‘[ac"‘aibT"“f
aO...aib1...bd_i]! \ Y
i >, .1 .
B(t") en o5 (th) zijn homeomorf. Want in een simplex
fo,1,+..,d] hebben
O.“i ’ \,:‘:}I.Ij..llj , » il..j
resp. de barycentrische co®rdinaten
i+1 \ +1 1+2 i1
W( ,u-o, ,Oo‘--ool 3 "‘""T(“ 1.--1,0...\4)’ "‘:'—.T(O O,...,O 1 1,.-1,0.-.0)’
llggen dus op €één rechte. Door pTOJGCtle vanuit a o'ty gaat dus
...a1b1...b2 over in b1...b1 en lf(t ) in de onderverueling van

c% (+1).
' 1}t ontstaat uit H‘t door alle verbindingssegmenten naar

hetizwaar%epunt van ti te trelkken. Omgekeerd is $?ti de rand van
W, 2

hd

Tt vorgt et > W0d

.:(.ti> ‘n"’r_'!?('tj) = ,/(_ti U .tj). V -

Uit Wt

'g.'fﬁ'de:topologie spelen een bijzondere rol de in het klein
euclidische r~dim. ruimten, d.w.z. ruimten, waar ieder‘punt een omge—
ving bezit homeomorf met de r-dim. bol. Men noemt deze ruimten, in-
dien ze nog samenhangend 'en separahe] zijn, varigteiten. (Vaak stelt
men nog de ela, dat ze in 't geheel homeomorf met polytopen zijn.)

' ~ We willen blazonderheden van vari#iteiten bestuderen, maar hier—
voor is het doelmatlg, van een iets andere vari¥teitedefinitie uit
te gaan, de zogenaamde homologle—varléweit.

Een r—pseudovarlételt heet r-bomolople—variételt indien allé
: 5§(ti) (dus ook alle P(th) ) dezelfde homologiegroepen beaittan
‘als de (r-i-1-sfeer (uillekeurig codfficidntenbereik).
hv - Vanzelf heeft dan iedere !79(t1), dezelfde groepen als ha% iz
“r—-simplex (of de r-bol). AN
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Dualiteitsstelling, richting Poincar€: In een hoﬁaloﬂuwmﬁﬁw
teit is A Voor de homologiegroepen resp., cohomologiegroepen gen
isomnrrisme op .« . o

Dus: de homologiegroepen van de dimensies i en r -, "1 bepalen 5’
elkaar wederzijds; Gt en ¢ ~q 21Jn homeomorf, G, en G ; #ijn elkan- "
ders karaktergroepen (indien de co¥ffici¥ntenbereiken in deze relatie
‘stdan).

Het bewijs loopt vrijwel woordelijk als dat in X 6. ie moeten
asntonen: 1. Iedere 'jd is op homologie na te schri jven. als een ’B/jM
2. Is WV 3rr3. 3 ky,9s dan is het ook =. 7 ’ﬁkr”d”‘l.,

1. We mogen j; als cyclus van £®*(P) veronderstellen. Ve mdan@m :
ren inductief: Indien };jd{‘U{ 74T (1 >4d), dan kunnen we een
. 3§ ~q vinden met {jiic /) 17*5?'“1‘ Hebben we tenslotte een
':}”'Y’N,)d gevonden met j‘“'\k UU}’GI‘_M dan tonen we aan, dat
j'“'_ zelfs een lineaire combinetie van ".7'bxhd - B is.

| Inductlestap' Voor een ?tr-i vormen we ky = jd n' i?'t
“'Jékd moet in de rend van !7jtr'i.‘. hggen, dus in ﬁ('tr'i) Deze poly-
toop heeft de homologiegroepen van de (i-1)-sfeer; d-? {i=1, dus
: }k =3k{, met fké[(‘; R T stellen "qd - jd k, + kj. Dan is

j fv jg, want - kd is een cyclus in f
u T

{

r-—i,

en WC‘, omdat 4
de groepen van de simplex heeft. Mu bevat J§ geen binnensim- *
plexen meer van } tr-ii Verdere ’oewerkinfr in dezelfde geest 1eldt
tot een cyclus, die uitslmtgnd in ‘? tr_iﬂi verlaopt. )
Glotstap: Zlg g - J1JtTR | e vormen weer ky = ;jﬂnhjtr'd}
en. } kdc p(tr— ). In deze polytoop hebben we de cyclus 131/?1;1"&
- die zeker niet homoleog 0 is en waarin ieder simplex met co¥ffici#nt -

.+ 1, 0 optreedt bovendlen moet de d-homologiegroep die van de d-sfeer

zijn, Dus 1 Lk = 4 U4, mieruit volgt, dat ky -« VU t7 7 cen
d-cyclus in i'u"tr"df is, die ~~r 0 moet zijn, maar door de afwezlghem
van (d+1)=-simplexen zelfs = O moet zijn. Dus kd ey ’hr"'d Dus -
ig = Lig o {y(tr"d){ Lo (“cx“d)m‘?tr"d
~ 2.-We hebben 1‘j‘ *-d kd+1’ waarbl,] k;,q een keten van I (P)
" is. We doen het weer 1nduct3.ef Is kd 5’51'“1 ~1 (i>d), den

 kunnen we een kdﬂ met ’kd 1l Uttr"i va.nd@n zodat 3kd+1 §kd+1

Hebben we tenslotte {k' tite Uff"tr"dqf, den zal kj'j' een lineaire

_combinatie van VtT 4 =

-8 blljkjen“‘ te zijn,
Inductiestap: .Ed-n = kg, 9 n! 7,51:1"1"1’. Aangezien ’5k&+1 | <
U™ 1 11 E

d+1» < rand van é‘%tr‘iﬂ{ = Ja(izf'ilq), ¥u is
” = e p (g7 i : b=k
. kd+1 = 3 ‘d+1 met ast 1 B (37 ). Stellen we kd*! Ky

Gt}

L3



Coafar=d 19, r=d=1
“lotstep: 7 JT " = 3 kg4, lkgq)c It | ) Kypq o
: r~i-1 | - r-d-1 - - - pI=d-1
}’ﬁ t "? P Ed+1;( Pl )y 4 Ed+1 = A 2 ¥ ' E&+1 =
x U gTd=1 enz.

10. Onze definitie van homologie-vari¥teit is onbevredigend, n.l,
niet topologisch invariant. Ye stellen er een equivalente voor in
plaats. “

De vereniging van de simplexen, die het punt p bevatten, heet
zijn (afgesloten) simpliciale omgeving.

FTen ori¥nteerbare r-pseudecvari#teit heet r-homologievariBteit g
als de rand van de simpliciale omgeving van elk punt dezelfde homolo—
giegroepen als de (r~1\~sfeer bezit.

Is p.blnnenpunt van ft [ , dan ontstaat de rand van zijn simpli=-
ciale omgeving door i} td) te verbinden met Zf(td) Om'"homologie—
 varidteit = homologlevarléteit noin te zien, hoeven we alleen aan
te tonen: : )

o Is Q de verbindingspolytoop van de polvtoop P met een sfeer

-8, dan is Gy 4 (Q) isomorf G, (P) voor i>0, G;(Q) = 0 voor
_O<i<d G(Q)-—.’"’. :

e hoeven dit ook alleen weer aan te tonen voor d = 1, emdat de
a-1 tot stand komt, door achtereenvqlgens d keer
met een S° te verbinden. Aangezien i = 0 triviaal is, veronderstellen
we 1> 0. ) »

4 De 5° bestaat uit twee punten n en z. Voor t; uit £®(P) vormen
we J?t. = [n, t - 1z, t; ] en zetten <T distributief voort. (Merk
op dat fi de 1ege verzamellng in ] - [z] afbeeldt, en dat dit al-
leen voor i >0 als nul telt !) ‘
| 7wk = Rk, o

dus brengt 7 een homomorfisme van Gy (P) in G1+1 (Q) voort. Is nu
Jj4q in £¥(Q) gegeven, dan kunnen we schrlaven

a Ji41 = [n, kl] 1z, kJ ]+ LI y
waar in‘l'ci+1 geen -der hoekpunten n en 'z optreedt. Wegens 3ji+1 =0
18 . *

a-1

verbinding met een S

=0 en k; - ki + 3:ki+1 = 0.

Verder .
) ylasks g =k 0= 2,3k ,0] =k - [5,5] + [5)5],
dus 3i+1 i [n7 k'i] [Zs ki} = C\', ]:Eio

< is dus zelfs een homomorfisme van Gi(P) op Gi+1(Q). Is nu
<tji«x¢0, dan kunnen we schrijven

'Z {n’ji]“ TZ’J ] '*7)([-’0 ki+13 { 1+1}+k1+2) I3
waaruit volgt ‘ :




- 70 =~

-

33 == Rk =ik
dus ji'»-O. “z is dus een isomorfisme op.

. 11\ Védr we tot de topologisch invariante definitie van homo=
loglevarléteit komen, defini¥ren we de “Elaatsélijke homologiegroepen
rond een punt p". In een compacte ruimte K beschouwen ¥e van p een
dalende rij omgevingen Un met A§ﬁn = (p). Ven de plaatselijk compac-
te ruimte ﬁm‘\(p) beschouwen we de homologiegroepen. Krachtens de
- identieke afbeeldingen van ﬁn+1 \(p) in ﬁn‘\(p) vormen die een Gn—adi-
sche rij. De limietgroepen ervan heten G(R,p). Vet is duideli jk, dat
ze van de keuze der rij U niet afhangen. '

Ten afgesloten beperkte veTZameling V van een euklidische ruim-
te’ heet oterachtlg vanuit p £ V, indien V door vermenigvuldiging
vanuit p met factoren ;»1,‘;,0 in zichzelf overgeaat.

Stelling: Bezit p in k een omgeving U met rand T, zo dat T (to-
pologisch gesproken) sterachtig is, dan.zijn de G(R,p) dezelfden als
de G(T).

Bewijs: We'stellen U1 = 7T en laten U, uit 7 ontstaan door verme—
nigvuldiging met % . Is n, é Doy m1§;m2, dan brengt de identieke af-
beelding van ﬁm2\\Un1 in‘ﬁm1‘\Un2 een isomorfisme van,de bijbehoren-
de groepen voert, omdat de groterc op de klelnere verzamellng kan wor—
den geretraheerd. In het schema

(‘U1\U1 - U,; \\.12 (- U1 N U3 . U-AI \\ U4_ \./ e
Up\Up € :\U AR

4

.
L]

brengen dus alle inclusies isomorfismen op voor de bijbehorende groe-
pen voort. De limieten der horizontale rijen zijn, wat de groepen aan-
gaat, de G(ﬁn‘\(p)), die dus ook onderling en met (U1\\U ) = G T) iso-
merf zijn. Voor hun limiet, G(R,p) geldt dan hetzelfde. :

ie passen deze stelling toe op een r-polytoop; de simpliciale
omgeving van elk punt is stera*htlg.-T is.de rand: ervan.

We kunnen derhalve de definitie van homologie-varlételt ver-
vangen door de eguivalente:

Eeh‘r—homologie~variéteit = 45 een ori¥nteerbare r-pseudovari-

eteit met als plaatsell;ke homologiegroepen rond elk punt-die van de
(r-1)-sfeer. o : ' '

De eis, dat we met een ori¥nteerbare pseudovari¥teit P hebben
te maken, kan nu worden vervangen door de zwakkere: P is een samen-
hangende r-polytoop met G (P) cf (mod 0) = (mod 0). Went XI 1,1 "
volgt nu uit het feit, dat de krans van elk (r—-1)-simplex een O~§feer’
mbet zijn; XI 1,2 volgt ult de samenhang ( men vorme eeh maximaal -

o]



onderpolytoop P' van P , dat aan XI 1,2 voldoet; is nu |t! een:
maximaal simplex van P o (P P') dan bestaat A (+) uit twee losse
stukken en heeft dus een niet-triviale 0O-de groep, zodat dim t = r-1
zou zijn, in strijd met de maximaliteit van P'; maar nu zou P a (PN.PT)
='. zijn, in strijd met de samenhang). De orlenteerbaarheld‘van P

is vervangen door de eis van het bestaan van een r-cyolus mod Q.

In 't geheel blijkt dus onze definitie topologisch invariant
te zijn, d.w.z. is van twee homeomorfe polytopen de €€n een
r-homologieﬁariéteit, dan is de ander het onok.

~ Het is ook duideli jk, dat de in het klein euklidische
. r=polytopen onder onge definitie vallen, want daar bezit elk punt
omgevingen, die met de (r-1)-sfeer zelfs home omorf zijn.

12: P zilj een ori#nteerbare r-pseudovari€teit. M zij een
nietlege ondexrpolytoop van P. 7 zij de barycentrische ondérverdeling
van P. N zij de onderpolytoop van B , bestaande uit die simplexen
van P, die geen punt van M bevatten.

Is +t @ 2¥(P), den is voor elke t!' met t'2% ook t' 327 (P) en
het zwaartspunt van t' ¢ P, dus is dan %é%(t)\i 1 (N). Is k een
‘keten, waarvan geen simplex in L7 (P) ligt, dan is dus {ﬂ(k)ic 2= (N).

We stellen .
— 2l
. < _,.) 1 - .
en besohouwen dit speciaal voor de Kt e X (7)), 1 <r. 721
jl T (zF()). We passen de formule
3 Tt = (—1)i+1,9(kig ) (=)
van p. 66 toe en merken op, dat j%g geen simplex van M bevat. Dus is
_ X
Maar tjl is zelfkant van J}kly dus cyclus, dus h
S (z*(n))
A f~l 1 .3 ’ i~1 1 -1
Is e_ it (z (M)) dus j A ZF(M) € (z® (M))
“dan is kT 13 = 7 + kT en /m(k )( c ¥ (N) , dus 't(kl 163) =
T 3 + 7%, Het linkerlid verdwijnt wegens (%), dus 18—63 een zelf-
xant, nl. van -+k-. Dus "

et (E® ) ¢ B, 4 EF ).
< induceexrt dgrhalve een homomorfisme
¢ ) < el (W)
(bij overeenstemmende co&fficignten bereiken).
13. 1+ zal onder zekere voorwaarden gelfs een isomorfe. af&eal-
din, ¢ z:LJna Hierbij is er echter een afw13k1ﬂg t.a.v. de g% en G.
Een O- -cyclus in enig:? s1mplexrooster kan alleen zelfkant
zijn, als zijn ooeﬁflclentensom 0 is. Laten we alleen dergelijke
cyclussen toe, dan krijgen we de "gereduceerde” Q- hémologiegroep @ o’
die €€n voortbrengende minder bezit dan G . De annulator van'@

G‘- Wordt voortgebracht door de som van de’ O-—sj_mp]_exen, Deflnleer‘b men a,,



G° als factor zroep van G° naar die ammulator, dan zijn G- en G°

weer duaal en belde bezitten €¢n voortbrengende minder dan G en G°,
Stelling: Is P een r~homologievari¥teit met dezelfde homologie-

groepen als de r-sfeer, dan is -+ in

LAl COREDI S )

een isomorfisme op. Voor i = o resp. 1 = r~1 moet men hierbij met
de gereduceerde homologiegroepen rekenen,

Bewijs: Ben gegeven Jj . 4 (=*(N)) mogen we op hemologie
(in Ex(N)) na in de vorm /Pki' aanremen, waar k1+1 geen simplexen
van M bevat; het tewijs in 9 laat nl. zien, dat men een gegeven
cyclus vervangen kan door €€n opgebouwd uit duaalsterren éyti*j en
asngezien ieder stuk vervangen wordt door &€n dat in dezelfde drager—
daalster ligt, raakt men hierbij niet buiten ZI™(N). Nu is
0 =3dpgmq = f’»‘s'ykl"k1 = ia*klﬂf? , dus ki+1j = 0, dus

k:4'.+‘l : i+1 (F

Nu is voor 1+1 ( il “'l'm()] (FP) = (0). Dus ki"'1 = ki; , dus
Ipmi-t = Lf(klj )= ijﬁkl‘
it K] bevat geen s:.mplexan van M, dus is Ji kXt~ 2F(M)

een cyclus van L- "7’(3 -—k\lg s
jpbﬂmizdl+gﬁu ~k)
dus in £¥ (N)~~v+ £ J". Dus is 77 van de &* een afveelding op.
In het geval 1 + 1 = r wordt ki'm kij dan en slechts dan
mogeli jk als de co¥fficidntensom van w* 1 verdwi jnt, dus als de
co#fficientensom van de gegever J 4 4 = ], verdwijnt. 7 beeldt
dan dus af op de endergroep van G (N), die de O-cyclussen met
cogffici#ntensom O representeert dus op G (N).
Is voor een 3 Lo, i ~ Q 1n N, dan mogen we ver—
onderstellen, dat -z’;] zelfkant is van een uit dwaalsterren opgebouwde
keten )Lk met een k%, die geen s:melexen van M bevat, dus

. . 34 ‘]. = vy‘kl_
Dan is ' J(f(j%—kjf);) = 0,
dus _ it - kl)a? = 0,
dus wegens Gl(fﬂx(P)') =" voer 0 <1<
ji -k =T
Neemt men hier de doorsnee met L™ (M), dan blijkt

it -~ 0 in 2F(M).
Dus is £ voor de G* een isomorfisme.
In het geval 1 = 0 bezit Gl(z (P} dén voor’cbrengende te weten

+° (over alle hoekpunten van ¥ (3?) ). Hiervan is j° - k° dus een

veelvoug., dus 3 = veelvoud v;;agl s:cim 6ver alle heckpunten van zﬁ(m) .
Omgekeerd, bezit j deze vorm, aa.n bevat 3 Eto‘gaen‘haekpmten van
M, dus 4/ (3 - 119) geheel in £¥(N), dus 23° ﬁjrf}'jg ::33(30 - 2t%)
wegens (E’c )‘3 0, dus ’Z"g ~ (G in N. Derhalve is ¢ een homomorfiame,
die de voortbrengende £t° (over L‘*(M)} annuleer‘t Op G° is T'dus een

Fgnmerti ame | i ‘ , il LA

s i et



14. Dualiteitsstelling - richting Jorden-Brouwer—Alexander .

Zij P een r-homolegievaritteit met dezelfde homoleégiegroepen als de
r~sfeer. Zij M een niet lege afgesloten deelverzameling van P. Dan is
i(M) isomorf met G _,_ 1(P WM)s ipv. G2 en G, neme men hierbij de ge-
reduceerde groepen §- en 3 o

’ Deze stelling neemt dp vorm van een dualiteit aan, wanneer men
Gt (M) door Gi(M) (duaal co#fficientenbereik) vervangt.

Speciaal geldt deze stelling voor het geval dat I de r~sfeer

is. De homologie-eigenschappen van PN M zijn dsor die van M bepaald,
onverschillig hoe M in P ingebed is.

Is P de 2-sfeer en M een enkelvoudige gesloten kromme, d.w.z.
het topologische beeld van de 1-sfeer, dan stelt de uitspraak voor
i =1 de stelling van Jerdan vnror: een enkelvoudige’gesloten kromme
verdeelt de sfeer (nf het vlak) in twee delen. Want @o(P\\M) moet dan
1 voortbrengende bezitten, dus GO(P‘\M) twee voortbrengenden, dus
PN\M twee componenten.~-Een enkelvoudige boog M (topologisch beeld
van het 1ijnstuk) verdeelt de 2-sfeer P niet. Want G, (B\M) = (o),
dus GO(P\\M) bezit €¢€n voortbrengende en P\ M €¢n component.

Algemener (Rrouwer): Het topologische beeld van een ori&nteerbare
(r~1)-pseudovarieteit verdeelt de r~sfeer in twee delen.

Het aantal delen, waarin cen afgesloten verzameling M een sfeer
verdeelt, is een trpologische invariant van M.

Het complement van een enkelvrudige gesloten krommen in Ae
3-sfeer bezit een l-homologiegroep van €én vmortbrengende.

15. Om 14 te bvewijzen, vormen we successievelijke onderver—
delingen Pn van P met tot nul naderende maas. M bestaat uit die
simplexen van P die punten van M bevatten. Dan 1s(\Mn = M. Voor de
blabehorende N, geldt UN, = F\M. G (M) ig de G -gle limiet van
de ¢t (Mn) en Gr_l_1(I’\M) is die van de G s 1( (telkens doar de
identieke afbeeldingen gefnduceerd). Om de 1somorfle van de limieten
in te zien, moeten we aantonen:

aijg ji en ji+1 cocyclussen van Eﬂ(Mn en Zﬁ(Mn+1), die in het
verband 3 1%)— 3; staan, waar - de verflgnlng (als afbeeldlng van

Ky (ZH(M )) in de K. (Z = n+‘)5 ) is, dan zijin tg en ~rg 1 (alq
oonvprgente oycluss@n van N, en Nn+1
T.p.V. %" gebruikt men als relatie tussen I (Pn) en I

beter een simpliciale afbeelding 47, die elk punt in zijn dragersimplex

(uit Ex(P )) verplaatst; we weten dat g 10 de 1dentleke afbeelding

van de homologle groepen 1nduceert Tussen de 3 veronderstellen we

dan het verband an » = 3n+1'

. We veronderstellen verder, dat de hoekpunten van zowel I (P 30
als ook I (Pn+1) in een vaste volgorde zijn gegeven, en dat hlerbig |

die van L (M ) evenals voor Eﬁ(Mn+1) asan de overige voorafgaan, |, |

verder dat ¢ de orde behoudt (a < a' impliceert «a < gaa')

aopgevat) homoloog in N

.



&l

,bﬂ resp. }? +1 zijn de simpliciale afbeeldingen van L (P ) in -
b (P ) resp. I (?‘ 1) in (P 1), die aan elk hoekpuntwhet hoogst—
n+ ,

genummerde hoekpunt Van zijn dragersimplex toevoegen’ lgﬁn*resp.
)

n+1 n+1 Yevatten dan geen punten van M_ resp. Mn+1°

I.p.v. de homologle van 7@ en tﬂn+1 kunnen we dan die van
, f\
é tjn on A “Jn+1
Volgens p. 67 boven 1is

. _ 1
A;.J}[ab.,, ai] =21 ([a_ ...2 ]){a.ea,ar], ' .

(in Nn+1) bewijzen.

0 T i
waar alle simplexen volgens de vaste volgorde geschreven zijn en
Zn([aoa.,ar])[aoe.,a ] de grondcyclus van P, is.

lajeceay] g =2 [b..ubg]

(som over alle geordende 81mplexen met yfb. aa) ' -
(},é»lmﬁﬁ”( Beeey 7{ ) = gpm?[b S I DL E-FRN I

| =In ([b ..o Dlaje.e a ],
waar de som loopt over alle geordende 51mplexen [ o br] met
fb = (3 = 0 ... 1) en Zn ([Db o‘“'br]) de grondcyclus ven P, 4 1is,
dle door A uit die van P, ontstaat; gbj = a, cok voor J > i. Nu is
% vory de homolovlegroepen van P 17 Pn de identiteit, dus van de
graad 1, pn(fo, «oub 1) =1, |
waar de som loopt over alle [b N ] et ¢ [b ce bﬁ] = vaste an.,ar]
Derhalve is voor t+ = [a, +.. a ] '

N
('ﬁff‘n.i_*’ ’59‘<.t ?) @A“{;
Past men hierop 3 toeen vervangt men t door 3ﬁ+1’
_ LLd
‘,"9"6114-1 fanﬂ - "6/1711311 ’
n-+1 Tin

-1§.-Opmerking. De duallteitsmethoden in de topologie zijn

dan krijgt men

waaruit de homologie ven A el €D é;tj; (1n N +1) volgt.

afkomstig van Pontrjagin.



XV. Afbeeldingsklassen.

1. We beschouwen de continue afbeeldingen van een ori&nteerbare
r—-pseudovarigteit P met grondcyclus Zﬁr in de r—-gfeer Sr (zie XI 2)
en bewi jzen de

Stelling: De afbeeldingsklasse is volledig bepaald door de "
afbeeldingsgraad.

We kunnen ons hierbij beperken tot afbeeldingen, die simpliciaal
zijn t.a.v. een onderverdeling van P (zie X 14). De simplexen van
P Worden t, die van Sr worden u genaamd.

£. We mogen veronderstellen, dat de "zuidpool" van Sr inwendig
van zeker simplex ., van Sr is. Sr wordt als eenheidssfeer in de
(n+1)-dim.euklidische ruimte gedacht. Bij elk punt p ¢ Sp P # een
der polen, hoort een halve grote cirkel, die de polen verbindt
(meridiaan), en waar p op ligt; deze snijdt de evenaar =~ SI~1 in een
punt A% (p). De sfersche afstand tussen p en de zuidpool heet % (p).
DoorPp), ##(p) is v bepaald; voor de pnlen geldt: #(p) = O,m.



'{(ﬁr)cﬁsr haet een meridiaan-afbeelding als a?{(p) = p)
en ?f(P) = min (=, %(’&p))“ 4 (p)) is met een continue &« 2> 1,
beeldt dus elke meridisan op zichzelf af en wel zekere meridiaan-
boog lineair in de hele meridiaan en de rest in de noordpool. ?’ be-
hoort tot de klasse van de identiteit, zoals men ziet door o te ver—
vangen door of, = 1 + t(d = 1) en t van O naar 1 te laten lopen.
Z zij een vaste meridiasan-afbeelding, die Sr‘\ U, op de
noordpool afbeeldt.

Bij elke afb. £ hoort T = Z f, die elke t_ of op heel S of op
de noordpool afbeeldt. Beide horen tot dezelfde klasse. We kunnen .
ons tot afbeeldingen T  beperken.

We kunnen afbeeldingen f toelaten, die in iedere tr afzonderli jk
simpliciaal zijn (zonder asnsluiting op de randen); T ia dan nog
steeds eenduidig en continu.

T is volkomen bepaald, als we weten welke tr door f op .
vorden afgebeeld en in welke volgorde de hoekpunten van de diverse tr
aan die van .. beantwoorden.

De afbeeldingsgraad van f en T is het aantal tr {(algebraisch
geteld), die op u, worden afgebeeld.

3. We bewijzen straks de vnlgende vervangingsprincipes:

(a;. Zij gegeven een t met ft = % u, en een sgimpliciale
afteelding nto = t; (die dus de hoekpunten van t aan een even
permutatie onderwerpt) We stellen f1 = fx in t en f1 = f£f overigens.
Dan horen T en T1 tot dezelfde klasse. 1 1

(b). Zij gegeven t; met ftg =+ u,ent, met £t # o+ U,

gzodat tO en tT een ﬁr~1 gemeen hebben. We defini€ren een f1 zelat
f1to # + U f 4t =+ u, is, en overigens f = f,. Dan horen
T en T, tot dezelfde klasse.

zc). Zij gegeven tO met fto = u, en t met ft = =~ u, zodat
t; en t1 een t__, gemeen hebben We deflnleren een f1 met f1t° # + U
f1%1 # i U f1 = f cverigens. Dan horen T en T tot dezelfde klasse.

Uit deze principes volgt de stelling XV 1: -

Bestaan er ﬁo en tp met ft = u,.en ftp = - ur, dan vormen we
een rij t (i = o, ceey p) (zie XI 1), zodat tl en $:*1 cen Tt
gemesan hebben Ne de rij eventueel te hebben 1ngekort, mogen we
veronderstellen, dat ftl # U, (1= 1,...,p 1). Op grond van (b)
Togen we f vervangen door Ty met f1 - O # 4 u, , fyt= u, £ =%
overigens. Herhaling van dit proces leidt tot een f, die aan de
voorwaarden van (¢) voldoet. Toepassing van (c) geeft een f, waarbij
twee pimplexen minder op U woerden afgebeeld. Zo doorgaande krijgt
men een f, die alle t - voorzover ze in ., wcrﬁen afgebeeld, met
hetzelfde teken afbaeldt. ‘

Gegeven zo'n f en twee simplexen tg en t§ met ftg = +

ftp # + u, dan kan men T wijzigen in 2,, zodat fT't; £+ u, en

f1tp = +u, f, = f overigens. Dit geschiedt als volgt: Men neemt i?

N

Tt



een rij t zoals boven. Indien ftl £+ U, en f‘c;j“+1 =+ U, verva.nge

men f door f1 op grond van (b) met f1t = 4 U f1t§+1 £+ Uy f = £
qverlgenq. Zc doorgaande krijgt men een fﬁ met f ti + u, voor

< Jjen fxt # + u,, voor i>» Jj. Evenzn kan f1 in fx wijzigen, dus
ook f in f1.

Door herhaaldeli jk dit proces toe te passen, kan men f ver—
vangen door een f1, waarbij precies |m| van te voren gegeven sim-
plexen tr op u., wrrden afgebeeld (positief of negatief naar gelang
of my» 0 of € 0 is).

Tenslotte kan men op grond van (a) ervoor zorgen, dat bij
ieder van die simplexen tr de afbeelding geschiedt met een gegeven
volgorde van de hoekpunten, die met het teken in ¥, = 4+ u, in over-
eenstemming is.

]

De aibeel"lngbkl%se heeft hierdoor geen wijziging ondergaan.
Alle f met dezaifdo afbeeldingsgraad zijn in dezelfde afbeelding
~vergevoerd. De afbeeldingsgraad bepaalt dus de afbeeldingsklasse.

4. Pewijs van %3a: Elke even permutatie is als product van een
aantal 3-kringen te schrijven. We mogen dus vercnderstellen, dat =
ean 3-kring is, en wel, als t_ = [ 0 1 ...r] is, de 3-kring (0 12),
dus n{o) =1, n (1) = 2, R(Z)“n 0. Ieder punt p € £° is voor te
stellen als zwaartepuntwstwee massa's « en £ [0 +A=1,%4 > 0]
gelegen resp. in een punt p! van [0 12] 2n in een punt p" van '
[ 4 ...r};rﬂ,ﬂ,p',p" zlijn eenduidig en c-ntinu bepaald d~or p
(hrehalve voor A= 0 nf/-q =0), en bij gegeven o, 3,p',p" 1s een p
als zwaartepunt te vinden. We beelden [ O 1 2] topologisch af »p
de eenheidecirkelschijf deor middel wvan een afbeelding ?>‘ We beelden
de eenheildscirkelschijf topologisch op zichzelf af door esen schaar
drasiingen >y,  over de hoek —%%I-T' (0 g T& 1), 'zndat yfﬁc(o) =(P(1),
dus ook Y, @ (1) = @ (2) vy (’;.’(2) = SD(O)' We stellen plp =
¥ T,y}(p ) en defini&ren pp door middel van de gegevens ply en
o ,/%., r'p = constanten. fp,y is dan in't; de gevraagde continue
overvoering van T in T1; in de andere simplexen blijft T enveranderd.

Bewijs van 3b: t; = [Oyaq, ooy ar}, tl = [1, Byy eeeRn ]. Een
D E t; is zwaartepunt van twee massa's o(,4 (x+f =1, &« 02 > 0)
gelegen resp. in een runt p!' van [o a1] en in een punt p" van
[az...ar ]. inalocg p ¢ tq, met [1 a1} i.p.v.e [ O a1].Ci,ﬂ, p',p"
zljn eerd-idig en continu bepaald doeor ¢ € t U tr (behalve voor
=0 of & = n ), en kij gegeven &, 8 ,0',0" 1s een bijbehorende
D e tl U ti te vinden. We heelden [D a1] TESp. [a1 1] lineair af op
de lijnstukken =1 £x £ I resp. 0 £Lx <1 (afbeelding Sp), zedat
?(o) = -1, g(ay) =0, 99(1) = 1. We beelden -1 £ x £ 1 ep zichzelf af

door de schaar W (c £ T£ 1) .
y%%x) =-1 4+ (1 =-7)(x+1) veor =1 £ x£0
= (1 -Tx +T(x - 1) " 0<£ x <1 /
= X " x =1

W, is continu behalve voor x = 1.
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We stellen pg m;o"1y;f?(p*) en definisren pe, door
middel van de gegevens Py en &, fyey Py = cgnstantan.
P, is continu behalve voor p' = 1; hetzelfde geldt voor fp,
als functie van p en 7, d.W.z. continu voor p ¢ [1e5...a, ].
Desondanks is T"" = 5fP‘r' continu voor alle P e t° v 1:1
Want een qQ € [1, Bpyeees ] bezit voor elke £ >0 een omgeving
U (in t] p) z0 dat voor p e U geldt: 1 - p(p') <e. Voor 1 - x < ¢
is Yo (x) > - €, dus voor p £ U is pl gelegen of op [311} of
in een € 1 -omgeving ven a, op [0 a,] (1 = lengte ven [0 &,] ).
Als U voldoende klein is, is dus pe in 'I:1 of in een voorge-
schreven omgeving van tr n t1 gelegen en aangezien dege ver—-
zamelingen door J £ in ae noordpool worden afgebeeld, ligt
a, ?‘“f— in een omgeving van de noordpool, terwijl }‘f——'
constant = noordpool is. Dus is ??5; continu voor
P e t; v t1 . Stellen we fy p = fpq,dan is f,,‘br = noordpool,
f1t1‘ = ft = + wu,. De continue overvoering van T in I, wordt
door ;fp,r gegeven. .

Bewijs van 3 ¢: Definitie van p', p",« ’,ﬁ’f’ als in 3b.

%(x)=(1-1’)x - ¥ voor -1 £x £0,

£
=(1-7T)x + 7T " 0 <

x<£1,

Op grond van 3a mogen we veronderstellen, dat £(0) = £(1) en
f(ai) eenduidig bepaald is, dus &; in 'tg en tl, hetzelfde Peeld
bezit. Twee punten p met dezelfde &, , p" en tegengestelde
g (p') hebben dus dezelfde f(p). Derhalve is (met pl en Py als
in b) fpr eenduidig, ondanks de tweeduldlgheid va.n Wy Voor

X = 0. Met £;p = fp, 1sf1(t vtl) = £ (3062 + 40| £+

5. Onder de vooxrwaarden van stelling 1 geldt

Stelling: Bij elke gehele m is er een afbeelding van P in Sr
van de grasad m. ‘

Bewijs: Men neme P in een zodanige onderverdeling, dat exr op
zijn minst m r~simplexen zian. Grondcyclus = 2 ’G:L ; o m. Men
beelde t1', Cany tm elk met de graad 1 op w, slmplioaa.l af,
verder tr +1 caey tn op de noordpool; afbeelding f. Dan is T
continu en van de graad m.

6. Specieaal volgt uit het voorafgaande: Er zijn afbeeldingen
van Sr inzichzelf van elke gewenste graad, en twee afbeeldingen
“horen dan en slechts dan tot dezelfde klasse, als hun graden
overeenstemmen. Een afbeelding van §, in S, is dan en slechts '
dan inessentieel, als de graad O is.



7. Gegeven in een normale ruimte R een afgesloten ver—
zameling A en een continue functie f, gedefinieerd in A, met
o0-(f) = sup £ - inf £ = eindig . Dan is er een continue functie
h in R met |£(x) - h(x)| £ % 6~ voor x e Aen inf £<h £ sup f.

Bewijs: We mogen inf f = 0, sup f = 3 veronderstellen. We
definieren afgesloten deelversamelingen A (41 =0, sae, 3) van A

doox: X e Ay ] i-‘lgf(x)éi.

Op grond van de normaliteit is er in R een continue functie 85
(1 = 1,2,3) met
84 (x) =0 VOOT X € Ay V «.oU Al 4,

gi (x>=1 " XEAi+1 Uooo‘JA.30

We stellen
h(x) = g1(x) + go(x) + gz(x).
Dan is voor
xe sy o+ 11 < n(x) £1,
dus |£(x) = h(x)] £2 = voor xe A,
en O‘g.h(x) £ 03 _ " xeg R

8. Stelling: Een functie f, continu gedefinieerd in de
afgesloten verzameling A van de normale ruimte R kan tot een
continue functie in heel R worden voortgezet.

Bewijs: Aangezien ieder (eindig of oneindig) interval
monetoon continu kan worden afgebeeld op het interval (=1,+1)
(evtl. zonder eindpunten) mogen we veronderstellen: |[Z£]| £ 1.
We kunnen een rij continue functies fi, hi resp. in A en R
definieren door f1 = T en de inductie

25(x) = by (x)| ¢ BT wmer x4, In@| @,

fi+1(x) = fi(x) - hi(x) voor x £ A.
Indien de bepaling ervan geslaagd is voor i = n en

£ (2yn=1
lfn(x)[= (3-) .
vaststaat, is volgens 7 immers de bepaling van hn+1 mogelijk en

a K -
T e @] = 50 - @] ¢ G

Nu is voor x ¢ A n o, 4 , n
£1(x) = £, 4(0) = 1 (£ (x) = 55400 ) =45y i (D),
dus £(x)

]

® by (x) voor X £ A
]

en het rechterlid zinvol en continu voor x € R.
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9. Een continue afbeelding £ van.de afgesloten A (van de
normale ruimte R) in de n-sfeer S kan in een omgeving van A (in
R) worden voortgezet als continue afbeelding in S.

Bewi js: We nemen S als eenheidssfeer in de (n+1)~dim.carte~
sische ruimte'3n+%. We zetten iedcre coordinaat functie fi
(1 =1, «v.y, n+1) van £ voort in R. Het f-origineel van Ry \
nulpunt) is een omgeving U van A. We beperken de nieuwe f tot U.
Zij 4 de afbeelding, die Rn+1\ynulpunt radiaal op Sn afbeeldt.
Dan is J?f in U gedefinieerd gn een voortzetting van de gegeven
e _

10. S% elllng. Gegeven een compacte separabele rulmte Q met
de afgesloten deelverzameling P en twee afbeeldlngen f en f1
van P in de r-sfeer S, uit dezelfde klasse. Bezit f een voort-
ze+t1ng hil Qc:S, dan ook f1 . |

BeW1gs- =Qx (0<TL 1),

Qx(’r—o) vPx (0£TLT)..

P wordt ln,A gedefinieerd: _

L F(ax (T=0) ) =7 (a) voorge Q

- F (p x7) ﬁTf(p) (gegeven overvoering)
voor p € P.

Ais afgesloten in R, F is continu en kan volgens,9 in een om—
geving van A wordén voortgezet.

- X . 0
We stellen o () = o €

v
T

%,O<g

A

<

o}

0o

H
SN
i

en

- (g x7) = 4 x @ (7).
Dan is ’ JWO g, (R) =
dus voor zekere

gé (R) c U,

gy = identiteit in A.
F N is een voortzetting van F in heel R. Speclaal voor 2’~ 1
bekeken, is het een voortzetting van I, in heel Q.
Opmerk;gg Willen we in het vervolg de. voortzetbaarheid van
een afbeelding onderzoeken, dan mogen we haar door een ‘andere uit

dezelfde klasse vervangen.

11o Stelllng 7ij Q een polytoop, dim Q £ ro+ 1 P een onder-
polytocp, f een afbeeldlng f Q< r Dan en slechts dan is £

voortzetbaar in Q, 1ndlen
@y ¢*(s,) 2.

Hierbij is 2:’ de 1dent1eke aibeeldlng van P 1n Q, en de ..
cohomOIOﬂlegroepen 213n bedoeld cf mod 0. ‘
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De noodzgkelijkheid is evident. Want is F de voortzetting
van £, dan is £ = Fy , dus G7(S,)f = Gr(Sr)Fkr:> GI(Q)AY

Naar 10 mogen we f door een simpliciale approximatie ver—
vangen, dus van te voren veronderstellen, dat f simpliciaal is.
{in een geschikte ver&ellng'van P). zij u® een simplex van §
als cocyclus- opgevat brengt ut de Gr(ﬁ (s )) Voort uft is
cocyclus van 2¥(P). Verondersteld worde, dat in X (P), It Ay
jaz 37 ~ 2¥(P), Waar i¥ een geschlkte cocyclus van % (Q) is.
DU.SU_f-‘JX—-k j s® ) =x T ;],urf—(a-i—k ‘;)Z
We mogen derhalve zelfs veronderstellen°-

u¥t = 3 Z
d.w.z. utf voortzetbaar als cooyclus van 25(Q).

Met een simpliciale f luidt de stelling dus: Dan en slechts
dan is f voortzetbaar-in Q, indien uTf voortzetbaar is als co--
cyclus j* in £®(Q) (na evtl. onderverdeling van Q).

Wegens 10 is het voldoende, de voortzetbaarheid van

= ¢ f te bewijzen“(zie 2). zij ¥ = e (+F)4%. We vormen een
ondefverdeling van Q, waarbij elke t¥ in ten minste o (t¥){

simplexen wordt onderverdeeld (verfijning ¥ ). Voor tI'¢52x(P)
T

T’

beelden we o (t ) van die simplexen 31mp1101aa1 op ut of - u
af (naar gelang of <X(t ) > O of £ 0 is) en de overigen 1n de
noordpool fis nu op alle +% van ¥ (Q) gedeflnleerd.
We beschouwen nueen t 4 & I ) 3t,q =2 t .

De blgbehorende 0051mp1exen zijn tr* en t 3 in tlg treedt
tr+1 met de cogfficient 1 op; in 3 mgt_de coeﬁf1c1ent
Zo((ti). Dus Zd\(tr) . Wegens f(’l()t;) = O<('tl ) ut wordt de
grondcyclus Z%ﬂt van de randsfeer van t 1 door f in 0 afge-
beeld; f is daar dus inessentieel (zie 6) eh kan in heel t_ 4
worden voortgezet (zie XI 8). Hlermede is T continu in heel Q
voortgezet.

12, Stelling. Zij P een polytoop, dim P £ r. Dan en slechts
dan horen twee- afbeeldlngen f en f van P in de S tot dezelfde
klasse, als ze de GT(8 ) ef mod 0 eender afbeelden.

‘Bewijs: "Slechts dan" is evident. — We mogen £ _ o? f1 simpli-

ciaal in een gzekere verdeling van P veronderstellen. We vormen -
- de prisma Q boven P en beelden grondvlak P en dakvlak P! volgens
f 9 en f Y af, waar ,9 de pro;ectle van Q op P is; deze af- ,

beeldlng van P uP' heet F. wFf en urf1 z13n volgens veronder~

o
stelllng cohomoloog in I (P), dus u'f - u f1 = k 13 ¥ (p)

met kT (:.ZF(P) Nu is ¥ = u f13 + k?“13 cocyclus in Z?(Q);
3T A 2E(P) = f1 + (urf ~ urf1) = rf jr " z*(P:) =
urf19 ~n 2¥(Pt). En ander21gds wE = u.f + u f Jax *pn),

dus jr I Z*(P uP') =1 TR, Derhalve is jr een voortzettlng van
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2IF in 2*(Q). Naar 11 bestaat een voortzetting van F in geheel
Q en stelt een overvoering van f_ ;g £1“onr.

Men kan deze stellingibokﬂﬁitspreken met de homologiegroep,
dus: ‘ _ FM“l o .

Stelling: Zij P een polytoop, dim P r. Dan en slechts
~dan horen twee afbzeldingen f en f1 ven P in S tot dezelfde
klasse, als ze G (P) cf mod .1 eendex afbeelden°

(Sp901aa1 is een afbeelding f dan en slechts dan inessentieel,
als 1eder r—cyolus cf mod 1 in O wordt afgebeeld)

Voor orienteerbare r~pseudovariéteiten komt dit neer op XV 1.

Ock geldt weer onder dezelfde veronde:stéllingen:

 Stelling: Bij elk homomorflsme<¢- GI(P) cf mod 1 » Gr(sr)
mod 1 hoort een afbeelding f(P)(IS die dit_homomorfisme in=-
duceert. : . _ g -

Bewijs: ¢ Jnduceert een homomorilsme van G (S ) cf mod 1
in ¢¥(P) of mod 1; het veeld van de voortbrengende van e¥(s )
jwordt gereprebenteerd door ‘éen cocyclus J van Zx(P),_ r:z.
= rex (% )tIAXWe verdelen de. 31mplexen van P weer als. in het bewi js
- van' 11 en deflnléren f in de afzonder113k° tr weer simpliciaal en
go dat £t -%%(t ) Uy, is. T 1s oontlnu en u f .j?, Derhalve
) 1nduoeert f de gegeven ?a ‘

' “vn3 ﬂen kan 11 ook met homologlebegrlppen formuleren..~

- e (Qxx 5 6% (S ) f : a

dan en slechts dan als voor elk element a van G. (P) cf mod 1

geldts e (Q)v a= impliceert G (S ) fa = 0.

De eerste vergﬁlljllng kcmt neer op X a = O, de tweede op f(a)

Y(a) = 0 impliceert fa = Q. : ,

Stelling: Onder de veronderstelllngen van 11 is T dan en
slechts dan. voort7etbaar, als elke r cyclus cf mod 1 in I (P),
die nulhomoloog in 2 (Q) is, door £in O Wordt afgebeeld.

14. De dlverse stelllngen zijn ook uit te brelden op eompacte
-ruimten i.p.ve. poly*on@n.]

" De belangrlakote resultaten in dlt hoofdstuk z13n'van H. Hopf
afkomstig. . SRR ARV .

- He+t probleem der afbeeldlngsklassen voor de afbeeldlngen .

Vvan een §§', r~-dim. polytoop in de- r-sfeer is ‘hiermee volledlg
cpgeloust. Laat men de. dlmen31e—voorwaarde vallen, dan Wordt het:
probleen veel moelllaker. Het is maar nog ten dele opgelost Een
speciaal goval (afbeeldlngen in de 1~sfeer) komen we later nog ‘
tegen¢ ‘



XVI, De_cohomologiering. ' T

1. & is een simplex-rooster met vaste nummering van de hoekpunten.
Simplexen worden altijd volgens deze oxde opgeschreven. We
defini#ren een product van cosimplexen:
[BO 8.1 a-uai}{ai ai+1 ...ai+j] = [ao--uainiﬁai+3} ®
alle andere producten = 0O
Door de eis van distributiviteit is het product dan voor
willekeurige ketens cf mod O gedefinieerd. Heeft men oa@fficienten
bereiken f’ waartussen een distributieve vermenigvuldiging ge-
definieerd is ([ 7y € f’ .), dan is ook een product tussen
N S P i+
k' ef I, enk cf rdo, C K ef [ gedefinieerd.

2. (¢F 1y =ty ad e (ot ehieds .
Bewijs: Zij t+ = lage.. eql, $d = [ai ...aj], $+d =la ...y

RS ] ti+33 = 2(—1)8(b) [a ...b...di...ai+j} + E(-1)B(b)[a cee

...a ...b...a ], waarbij s(b) het aantal aan b voorafgasnde a
aangeeft. De formule volgt hier onmiddellijk wit. - Zi}j tt =

[a ceegy ], t¢Y = [ar, jeeealy ] met a; < a'y in de gegeven gi%garaa
Dan is tlg .*t;j = (=141 [a.t..mgar, )8t cear, jl= D) (e,

i.]
oeemgalieaealy j] en t-.t 7= ga ...ai][ai 5 "‘ai+j] =
[a orec@sl eeely }, terwijl t7tJ = 0 is. De formule komt dus ook
weer uit. In'alle andere gevallen staat aan beide kanten O.
3. Uit 2 volgt.

| (cticd) 3 = ity L +k(~1)iki.“tj‘7 voor willekeurige
co¥fficientenbereiken. Dus is het product van cocyclussen een
cocyclus. Is €€n der cocyclussen een zelfkant, b.v. ki = k;'T

3 ’
dan is (kl TkJ)J - S I (- 1)1 -1 i~1 ki? iy d )
dus het product ook een zelfkant. Vervangt men in een product van
Tyclussen een cyclus door een cohomologe, dan verandert het
product dus op cohomologie na niet. Er wordt dus een product-
vorming tussen de eahomologiegrcepen geinduceerd:
¢t ol ¢ ot

4. I en X! zijn twee simplex-roosters met simplexey ; t
Tresp. U en f een simpliciale afbeelding, fEt?E' die de orde niet
verstoort. Hen ziet zonder meexr: (uw uJ) £ = ulr.ude,
Hieruit volgt de analoge relatie voor de cohomologiegroepen.

5. We tonen nu aan, dat de gedefinieerde vermenigvuldiging
van de cohomologiegroepen van L niet afhangt van de keuse van a
volgoria der hoekpunten van 5. R
~ Hiervoor vormen we de barycentrische @wﬁ@j”’
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/I{’ is de simpliciale afbeeiding van E ih %, waarbij aan een
punt {a' ...ai@' van Z het hoogst genummerde onder de a Hr e erBy
- wordt. toegevoegd. We rangsch:tkken de hoe! punten van I¥ zo dat
voor %, C t. het "owaartepunt" van t; védr dat van tJ komt, en zo
dat" ,@ de orde niet verstoort. Hoekpun‘ten van % vormén dan en
slechts dan een simplex op volgorde, indien ze de zwaartepmten
z:L;Jn van een opstlggende I‘lJ gimplexen van L.  Voor twee simplexen
ul, u:' van 2 hangt dus u* u:’ niet meer af van de in I aangenomen
volgorde ewn hetzelfde geldt t.a.v.: de productvorming tussen de
cohomologiegroepen van $. We hebben voor gj‘ e ot (?2), gj~.'€ G'j(ff)
R ) £ = @I, |

Verandercn we in ¥ de volgorde, dan krl jgen we een nieuw
product dat we voor een ogenblik door o aanduiden, maar ook een
nieuwe An’ die we A1 zullen noemen. ‘

(g2g?) & = (gL £") o (g3 4)

- en gkA{‘: gk /&' , Voor alle dimensies k,
aus (g4 o (g:}/ﬁ‘) = (@I,

Daar A een 1somorf1sme van de groepen\fz op die ven I in- l/t;e.n
,duceert is bewgzen, dat beide producfen overeenstemmen.

_6_ Door G - ale grensovergang kan men nu op grond van 4 de
.producten tussen'de ohomologlegroepen van compa,cte ruimten

def’lm.e‘ren, Voor polytopen P stemmen ze et die voor ¥ (P) over—
estn, ' . - C

i

7. Het is evident, dat de g,e‘de_finieerde producteﬁaé‘sociatief
zijn. I.p.Ve commutla*tivi.te‘it geldt de wet: '
g gt = (-1) 19 gt Y.
Bewi js: Behal“e het oude product deflnleren we een meuW,
aangeduid door o en gebaseerd op de tegengestelde volgorde. Ie ?f—
het simplex dat uit ‘ci ontstaat doo:c de volgorde om te keren, dan
is ¥ ’

t —.:o((i)ti met. & (1) = 1 voor :L 0,3 mod 4,

|1 i =1,2m0d 4.

. = q becavanee "‘"i‘ )
Dus wegens LTt = tdot™ | )
ot (i+]) © TJ ~o((3)t30d(1)t .

Voor de cohomologlegroepen speelt het versch:.l tussen beide ver-
menlgvuldlglngen geen rol meer. '

glgt = o (1) (D) oc(14d) gF gl ‘
o (1) () X (L+3) hangt alleen neg voor.de parltelten van i en j
af men zlet dat het = (-—-1) is. -
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B. Voor alle g~ ¢ G stelt de linksvermenigvuldiging met g
een homomorfisme van Gj in Gi“"3 voor. Hierdoor wordt een homo-
morfisme van Gy +9 in G, (coefficientenbereiken dusal met die van
¢i*td en 61 ) gefnduceerd. Dus is er ook een vermenigvuldiging

i

G1+jG C Gj‘
We kunnen die al voor de simplexen op volgorde defini&ren (en
hiermede voar ketens)

i
Yag =%y,
indien 5 :
ti"’j = [& ---ai...ai+j}, ’t = {aoctnai]’ tjf—" {ai..-&i+j],
Oi g
en ti+j = 0,

als deze constellatie niet aanwezig is.

i -
ey T by

3(ti+j 1) = i (~1)P"1 [ai...ap...ai+j]

We hebben met dege t

]

("1)p_i [ai...a ..-&i+3} + [3i+1~ce i+j]

p>i
i
= 5 (—1)1}‘ [a ...a ...G. ceal }[a 0-:&..;} +
=~ i+ 3
It b {agunnaiai+1-‘-ai+j] [aoi‘ﬂaiai_g.'l] 4

= (~1)ij T 4 (=i ty,y ti;,
'en analeog vsor andere gevallen.

Dus ook .
j(ki+jki) = ("1)ijk1+j’k1 + (-—1)“1}:1_1_3' kij
Het product vean cyclus en cocyclus is dus een oyclus§ is een der
factoren homoloog resp. cohomoloog 0, dan ook het product. De
 gefnduceerde productvorming tussen de Gy, 4 on Gt is naﬁ»die,
waarvan we uitgingen.

Duidelijk is ook de associatieve wet

kg (K 1) = (ki+3+1ki) xJ,

Bij simpliciale afbsaldlngen fX ¢ &' gedraasgt het product
zich als volgt (t = simplex vark, u van I!') :

£ 5y Ly ol =t (ti+j~uif).
Op grond hiervan ken men opnieuw de onafhenkeli jkheid t.a.v. de
volgorde der hoekpunten bewijzen. Men Lkan ook door limiet cver—
gang dit product in compacte ruimten invoeren. :
: Het eexrder gedefinieerde kaki (XIv 1) is niets andexs dan
de coefficientensom van de O—cyclus. kiké volgena het nu gedefini~'l
eerde product. sen v b :
Is L de rooster vm/amﬂntﬁerbm r—-pwuﬂ.oﬂmﬂat&i@

. gronﬁcyclus




=L ([au...ar]) [ao...ar},
en ¥ = [aa.‘.ai], dan is
jrti =5 5 {[ao...ar}) {ai...ar] = A

(zie p.67). We kunnen derhalve <4’ identificeren met de grond-
cyclus. Verschillende vroeger bewezen formules volgen hieruit
opnieuw. Uit de associatie wet volgt

St = (£F Kk,

9. I zij nu de rooster van een r-homologievari&teit. Dan
kuanen we ook een snede defini®ren. Simplexen zijn hiervoor niet
geschikt. We moeten werken met figuren, die zich wederzijds in
"algemene" ligging bevinden, go dat de doorsnijding van een i-dim.
en een j—dim. iets (i+j~r)- dim. is. Hiervoor kunnen we gebruiken:
simplexen van I enerzijds en duaalsterren anderzijds; de "door-
sni jding® van tp n.-9%i beataat dan uit simplexen van de bary-
centrische Qnderverdellng T ven £, die gemeenschappalljk zijn
aan l%’t | en |9t .

We deen voor een cgenblik afstand van de vaste volgorde in L.
Zij tp = [0, vev, p), t* = [0, +..1] en laten we alles beki jken
binnen t, = [0ye0e,7). Ben simplex vanvﬁvtp Tesp. 8t neeft de

vorm {B.O...&k, &O-..&k...al,..- ] mé't allé a8 = 0, »n:@,

[Ono.in'abm, Oo-biﬁotbmtocbn’c‘o. ] met alle bﬁi-%—'!,...,l"

Willen deze overeenstemmen, dan moeten a, = O,Aa1 =1, ...,ai=i
zijn in alle » < p. Dus, de maximale simplexen van de doorsni jding

z1jn [04003,0 001 cqy-eey0enai o ] met ¢ = 141, ..y D,

We defini®ren derhalve binnen t_ de ”sneda" deor (p = 1i+]):
by gt = 1 san (0vred Cqpnnycy $)[0000i,0000d oy,

1.

,..l’OQ..i CT."Cp”-i

Practischer werkt men weer met

IZACHPE ,91:1) = [4,141,... i+j]
Hieruit bli jkt
EEVICHNE B AR 'j'ti.(

Tussen willekeurige katena, cyclussen, enz. is hzervoar een snadaﬁ
gedaflnieerd.

81,9 8 V8" = gi+3g r “'
; Gi+j 8 G, ™3 ¢ Gi S
“uan.kan voer de. ﬁ&finitia vmm:a muk tat hﬂ% cvh@@?;f"
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teruggaan: Op grond van de associatieve wet heeft men
fy(kikj) = &t o ,{’(,(‘,9‘}:1 g}ku) .

De snede is associatief en commutatief of anticommutatief.
10. Gi en Gi waren bij duale co¥fficientenbersiken duaalj;

de dualiteit werd door de productvorming titi = ? voor

fo, | # 1t

i *

] = 1411 verocrzaakt. Wegens het topologisch isomorfisme
i - !

&t = ¢ zijn ook G, en G . duaal; de dusliteit
~i i r~i i
wordt voortgebracht door de co&#fficientensom van gi-gé =
g4 0 8reyr het zogenaamde snedegetal.

Zij nu L de rooster van een homologiesfeer. We defini&ren
voor éyclussen ji en jr-i-1 een gchakelgetal; deze cyclussen
worden ~» 0 verondersteld (hetgeen alleen voor de dimensie O een
extra~-eis is),

33 = JKi41 0 dpmjm1 = 7 Ky

v(ji, jr—i—1) = co¥fficientensom van j, ® k..

Voor de mogelijkheid van deze definitie moeten we dus nog ver—
enderstellen, dat j,_,_q de vorm heeft ‘

_ 14+1
Jpei-1 = <6

dus | i+ kil;.

’

We xnogen dan veronderstellen (zie x op p. 66):
4 _ (a1t i , -
k_, = (-0 5, |
dus kunnen ook schri jven

fv(ji’jr-if1) = coafficientensom van (~1)1+1jiki.
of: v(ji,jﬁkl) = j;k'. '
Deze definitie is onafhankeli jk van de keuze van k. Want zij
x 41 i
ook nog | 3 + =fE1J’
dus (it -3 =o.

dan is ji(kl - Ky~ 0
(omdat g~ 0 is), dus de cozfficientensom is 0, dus bij beide
definities van het schakelgetal hetzelfde.

Het schakelgeta) gedraagt zich commutatief (f anticommutatief
in de volgende zin: Zi]

" —- .r—i . = 9-1"‘1
Ji “"93 » Jr_i_'] i
I ! i—1 i+1 i
dus ,gfjr-i - Cq)r—i? 3 i1 , ,9’ji+1 - (~1)i+179k1,
& <

£Ay-i (=1) TG LA A )WL EE,



"-ﬁ?"
We vergeli jken met elkaay v(fji, 3r~i-1) en v (K’jr-iﬂ'ji)’
waarbi] aan A e tegengestelde volgorde als aan £ ten grond-
slag ligt (zie eind van 7)

cotff.som (-1)i+1 :rbiki

=

V(4f31b1_1,31) = coeff.sam(~1)r"i,£er_i_1kr“i“1

co¥ff.som (-1)rhiji+1o et il

L4

couff.som (---1)rbi(--T)(i“)(ruiﬂ)krhiqji+1

‘Nu is : ~
4 r-i r=i=1, r~i=1_i41
= ] + ( 1) k J '
dus .
1 k3
v (B3 i) = (-1)(-‘“ N g (4 NERTERE

We kunnen nu de isomorfie tussen G*i(m) en Gr-l 1 (W) (zie

XIV 12-14) als een dualiteit tussen Gj (M) en AGV _q (¥) deor

middel van het schakelgetal formuleren. We gaasn uit van de
dualiteit in M tussen G* (M) en G* i(M), die door jijl 15 be=
paald (duale coéff1c16ntenberh1ken) Nu is juist

13T = vt = vy, Teh
Dus het sohakelgetal verbindt de groepen GE(M) en ¢G¥ 1(M)

Gﬁ_i 4 (N) dueal met elkaar. (Vror de dimens1e 0 weer de ge-

bruikeli jke afwijking!)
We merken nog op, dat
v (Jir dpeget)
niet verandert, als ik ji door een ji' vervang met

g~ 3t BN Ny s

evenzo als ik 3r~i~1 vervang door J' met

r—-i-1

jr—i—*'f Nj'r‘"i"‘1 in P \ Ijil °
Om dit in te zien hoef ik maar ljr_i 11 Tesp. }311 =M te

stellen en op te merken, dat 313 alleen van de homalogia -
resp. cohomologwklasse afhangt.’

11. Bij een toepassing van deze re&ultatan hﬁbben we atrmkafk
een simpliciale verdeling nodig ven het cartesische product van b
twee niet-ontaarde simplexen ‘
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J (ao,...,ad) an T (b or e eaby)
(convexe verzamelingen voortgebracht door de hoakpunten in een
Cartesische ruimte). Zen punt ervan is een paar

EXy o8y ) Ty by (BAy =Zpy = 1),
dus gekenmerkt door een systeen

}0,--., )\d S gy ey Ao
Als hoekpunten van de simpliciale verleling kiezen we de punten
aibj,
dus met de barycentricche coBrdinaten

O,‘.'"1,""O ; G’."1’ .""‘O.
Als (4 + e) -dim. simplexen wijzen we aan de

T (& bj,.'.,apobo, ap0b1,00l,apchQr’;‘0.); /%'“

d.w.z. afwissclend lopen de indices var a en vaal b
op (zie tekening), tot & resp. €. Een punt bohoort
dan en slechts dan %ot dit simplex als veor zijn 3

. "
]
4+ sset - ) i‘
Ao Aﬂ)jéﬂc £A0+..ﬁqu’ %J"J ?W*m,
) ¢ P ) fa
/‘0+ --.+/£ﬁ0__1 §A0+ R +)\ éflb -+ o-'o +/¢‘F’ )
.
AU + oees Xp1_1 é/“o + ...+/uqo < AO-S... 4—m?1 )

enz.
Hieruit blijkt, dat we .3t deze [d+e)-simplexcn het cartesische
product uitputien en dat ze panrsgewijs netjes lisgen, dus das
we met een simpliciale verdeling te maken hebben.
12. We willen nu van het cartesisch product ¢ x §° van
twee sferen de cohomologie eigenschappen vaststellan; Wo stellen

Sd resp. s® vuor als cubus

d

a ..
c_‘}:ixi/§1 y 1=, e, d
c® [x;] €71 5, 1 =a+1, ...y e

met de afspraak, dat de rand van C£ als €€n punt beschouwd moet
worden, evenzo die van c®. Dan wordt Sd+e

Cd+e

voorgesteld door

slxl &1, 1=, ..., dee

d+e _ (rand Cd) X

vct x (rend ¢°) : dus in sd x §° bekeken = a x 8% u 5% x b.
Elke cyclus van dim ¢ d+e van s¢ x §% ken op deze ver-

zameling worden geveegd, Het is duidelijk, dat de enige cyclussen

van positieve dimensie hiervan zijn: de grondcyclus van Sﬁ, dia“,'””

met bovengencemde identificaties. Rand van C
e
C
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van S° enz - lineaire combinaties. Qok voor d = e zijn die twee
cyclussen onafhankelijk in S¢ x S°, want een evtl. afhankeli jk-
heid zou bij het uitvegen blijven behouden.

'Hieruit volgt in cohomologie-formulering:¢ (s% x s%) = ™
¢ =6¢® = /7 voor a # e, Gd = 7+ /7 voor d = e, Gﬂ+a=: /7 (het
laatste b.v. omdat Sd x S° een varigteit is).

Zij T4 Tesp. 1, de projectie van Sd x 8¢ op Sd resp. s®.
Sd en s° zijn volgens zekere verdeliungen met zekere volgorde van
de hoekpunten gegeven, td en u° zijn er resp. een speciaal simplex
van; 34 = [ 7 ¢e.,a], ©° = [0, ...5].

td is tevens de grondcocyclus van S, w® die van 8°. Als
hoekpunten van §° x 5° nenon we de paren aa (a2 hoekpunt van Sd,

d

d

B van §°); de cartesische producten van de simplexen verdelen

we onder volgens 11. Als voortbrengend element van Hd Tresp. g®

kunnen we nemen tdn, resp. u?nz . Nv is

~

thn, = I (0%, 1By, «vey 9550 (B < By < vve <By ),
wa, = %[00, 5T, ..., bE] (by < By ¢ +en < By )

In tdn1- u?uz kunnen alleen summanden vlijven staan met dﬁdmbgﬁ,

cus ‘
37, eu’n, = [06 1T, wes, 0, AT, veu, d8 ] =

grnndcccyclus ven s¢ x s®. Verder ziet men, dat (ook voor d = e)

is. Hiermee beheersen we de cohomologiering van Sd x s jd basis~.

element van Gd, i® van @°, jd+e vean Gd+e dd ¢ = = %5 ~o,

3%3° ~ 0.

.13, Het doel van het voorafgeande is, afbeeldingen I te

- beki jken ven d

S<1) X 8(2) in 8 (4 even),

Is jd grcndeocyclus van Sd, dan is 1df cok d-cocyclus, dus
raar 12 cohomolong aan een lineaire ccmbinatie wvan 3%1 en

;] T H
(2)72 P2 sty + %)

Naar 4 is |
ite. g% o~ (3% 2,

maar 3d'3d =0 in Sd, dus naar 12
! d d ! ~
12 (3(1)“1 © gyt * (T2 3(2)“1) ~ 0
dus naar7 en 12 ~
Saoge, 32~ 0

ad als grenﬂcocyclus van S° x S . Dus €¥1 =0 oftﬁ = 0.
Nu is Xy ni etﬂ andara den de aihaeldlngagraad van f bakﬁkﬁ

met J g



op s%i) , went  dp o .d 5 4d
Dus geldt

Stelling: Er is geen continue afbeelding van T? x Sg in Sd (d even)
waarbi j beide factoren met een graad # O worden afgebeeld. - 0Of:

Een continue afbeelding in Sy, die op Sg Xbvuvax S% ge-
geven is met graden # 0, kan niet in S? X 82 worden voortgezet.

Is een der graden 0, dan gaat dit wel. Naar XV, 10 mogen we
namelijk £ in a x S als ccnstante a‘bee’ding veronderstellen, en
dan kunnen we van alle pE S?, 1€ 82 stellen: £ (py,q) = £ (p,b).

Nog een andere formulering: Men vraagt zich af, of tussen de
elementen van de Sd een continue vermenigvuldiging .can worden ge-
definieerd, dus e3n product » q € sd (voor alle paren p, q € Sd),
dat continu in beide fectoren is. Zulk een product is nu niets
anders dan een continuc afbeelding van Sd X Sd in Sd.

Dit kan nu altijd op triviale manier, b.ve.

Pqg =P oL 0a = q.
Het aantal oplossingen (alzebraisch tepologisch gesproken)
van pX = r (p, > gegeven)
teantwoordt aan de afbeeldingsgraad van 52’ dat wvan
Xq =T (q, T gefeven)

aan die van 81. We zoeken nu een E&lVlale vermenigvuldiging, d.w.z.
een waarbij die afbzeldingsgraden » 0 zijn en we weten:

Stelling: Vncr evmn d is er geen niet trivialc continue ver—
menigvuldiging in de % .

Daarenvegen geldt:

Stelling: Veor elke cnaven d is ereen niet—trlviale continue
vermenigvuldiging in Sd.

Voorbeeld: p q is het spicgelypunt in st van q t.2.v. p. Houden
we p vast, dan is q » pgq een 1-1 afbeelding van S° op zichzelf, dus
van de graad + 1. Houden we q vast dan wordt Sd bij p » pg twee
keer overdekt, dus graad = + 2. ; '

- Mon el van de vermenigvuldiging nog kunnen eisen,'dat zij
een rechts €€n en ecn links €¢n bezit. Hiervoor is noodzakelil jk
en voldoende, dat de afreeldingsgraden + 1 zijn.

Zo'n vermenigvuliiging bestaat in de

S : vermenigvvldiging dcr ~cmplexe getallen van.
avsolute waarde 1,

83 : " " guaternionen van
' absolute waarde 1,
87 3 " " octaven van absolute

waarde 1.
Deze vermenigvuldigingen zijn zelfs €énéénduidig.
. 0f er nog meer mogelijkhelen zijn, is onbekend. Wel weet men,
dat alleen de sferen van dimensie = o1 4y aanmerking komen.



ps11,

p.;2,

p.15,
p. 18,

8
, 2
.regel 4 v.o.
8

Correcties on henvullinger bijf "Tonologie™

telling 4, “ewije 2e helft: 7ij A en T afgesloten, A~B =03,
e stellen:

U = verzame . ing van de x met g(a,x}<~% f(a,ﬁ) voor géaahikte‘

. acl,
o= " "oy fnb,y)<»% ?(b,ﬁ) voor geaehikte
beb.
Nenzijn T oen v ocmievirien vem A en P, en UaV = 3,

i

3

regel 12 v.o.
4]

[Irclusie~teken asnvullen.
" : Tndex var P is: (2k+1). =1

M " ¢ [mmers dat (i.p.v. Dat inmmers).

ew

en i.p.v. e, -

regel 8 v.b. : a,beT(V~ ) - 4
" 89 v.b.: Driekeer T(V) i.p.ve ¥ en T(¥) i.p.v. V.

20 v.b. : P'.

23 " i achter ‘'simplexen" inlassen (o).

15 v.0. : ‘du&” vervangen door aj = agaT(V{}nT(V ) =
= AV3), (omdat de siuplexen van P netjes
lig Jtn)» Dus

- 12 v.0. : achter "simplexen' inias&en~9d), .
» dar i.p.v. dat , e ?
11 v.o. : e tussen de laatste hackjes vervalt.
9 v.0o. : 'FT(V') ‘
8 v.n, : védr "in“ irnlassen: “(V’)nT(Vz) = T{V 2)
(zie Lov en) = rechterlid.
1o

p.19,r0.4, regel 4 : een 01ndyu1
p.21,
p.22,

5, Tegel

Trﬁﬁﬁl‘?ﬂ‘vxﬁbvi *mlaag&nc ﬁq%“nh nnm@%mn rne hm

regel 18 v.o. 1o¥ » A,

reggl 6-5 v.o.: Volzin "Dun .., V'" vervangen door: Ve constru-
erer een verzameling V, die van elk punt van
V' precies €én origineel bevat.

4 V0. : eV en =V vervallen.
3 %+ |73 vervangen door: (a').
2 0w [ " o (a).
regel 2 v.b. : "op een andere ruinte" i.psv. ™in een compacH
ruimte™. oy |

T v.o. :.'"miet n@gatmef" &uht@f ”cantlnu"

.regel 2 v.b, : "niet nrgalici” echter "zinvoll', ... i
6 voba 1= T _4 inlassén ﬁchtar ﬁ(xﬂ,,@»,xn},
TV-bi 2 lay Vw Tw* : "




p.26,

P727~a

‘p~28,

pb29,

p.30,

II

men ook als volgt uitdrukken: Bij gegeven om=
geving U_, ven ab zijn er omgevingen U&;‘U%Wff;g

1,0 met U T, C UL,
van a,b met }a'b ab

Dus in 't bljzonders Bij elke omgeving U ven

é ig er eern omgeving V van e met W CU. ,
Tieruit volgt: Flke tovologische groep vol=
doet arn scheidingsaxioma 3. ’
vewijs (zie vorn 3'): Cegeven een omgeviug U
van ¢, gevraagd een omgeving-V.van a met-?&&ﬂh
Door het geheel met g te vermenigyuldigen,

kunren we het terugbrengen.tot a = e. We bepa~

Ter aan de omgeving V ven e, zodat VVCU. Zij

N -
cel. oV

1

is omgeving ven ¢, dus is er een
beVacV™ ', De

ar. is cebVC.VV < U. Dus VCU. .

aafl het eind van fegel 13 inlassen: Dan is G dus zelfs regulier.

regel 16 v.b.

25
22-23

regel 5-6 v.b.
10 v.b.

12

einde var stelling 2: en gelijk is aan de n~de cobrdinaat.van

stelling 5, bewije, 'e —egsl ... ven een dalénde o7 j niet le-

C

"

L

"inde van 3:

os

ww

tet is voldoende, scheidingsaxioma 1 voor e te
veronderstellen (d.w.z. (e) is afgesloten; van-
zelf is dan elke eenpuntige verzameling afge-
sloten). ’

fe) 1.p.v. (a).
"natuurlijke" i.p.v. "gehele".
"Toon ... overdragen" vervalt. .

= verzameling der L)1 fef es =0, £ 1.
.chter ' irlassen: De E(z,P) vorren een basis
der open verzamelingen van G. o '
Achter "geechied™ inlassen: Hiervoor is voeral
nodig te bewijzen: ‘s xeB(z,P), da. is er.een
B(x, ¢ 5(z,P). Dat kan als volgt geschieden:
Veor elke el x—zll iz er een U (omgeVing van
0 zodet y+IC P De doorsnede ven deze (ein-
dig veel) 7 zij Q. Dus {z-zl + QCP. Dus voor
yev{x, ") gelét:}3x~zﬂ + lly=z{lC P. Dus ook
fz=yHc ©, dus yeP(z,P),

&

' @e e ) : ‘ “ R R ' - - b e  «['

tegeven een dubbelri

- -
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m.m -
122 .. .
g >
nyn, mym,C Trn, mﬁnvme-r“zf i s e 2
m,m, b,b 1 1 ' )
ke ALY 2

N4y mems - nan,

den zijn de ruimten

. - S i T .
1im lim Lnﬂnz y lim +{m un1n2 y 1im Fn
be! ¥
ny N, N, Ny n
h"‘€>\1‘

,311 R F12 &= eee o By

3

5
1121-1-—' 1;22(—--'- 4—-——32

}j\r\" S Ii. )2 L,_ ces L R

e bedoelen Jdit zlg volgt: De gepeven afbeeldingen
T

induceren e¢r €ér van Ly = 1lim in ky = lim Ry,

T Kn
n
genaana
K _ oy oK g .. Jdm
fl = linm fln = lim lim fln .

n n m
De k, vormen nu cok weer cen In—adische rij met
E= lim T

1 1

o= lim £5

1 k 1
. D . .

= £ 1 . .
Ty, “InTp A \
’ De ruimten ?rr vormen evencens zo'n rij met limiet -
I'. £ teeloen K ir de rij kK __ af, wasrdoor een

afbee?ﬁing ven R in R vordthgginduceerd, deWezZe
azy =gl wordt det punt a'el' toegevoegd, waarvan de
nn~de coBrdinaszt (voor a2lle n) fnra is. e tonen
asn, dat deze afbeelding cok in de omgekeerde zin

eenduidig en continu is.

n
a = a
in In"nn
n) wordt R' in de rij by, efgebeeld, dus cok in de

e stellen . 'Door a'" > aln‘(nu vaste

limiet, Rl, wasrbij a » 2q . Due is R' in de rij
Fl afgebeeld dus in de limiet, R, en dat is net de

omgekeerde van de afbeelding wear we van ultglngan.;

2

- Analoog de homeomorfie van KR! en I%m 11m Rn

1“2

p.31, regel 8 v.b. j;ackter "bezitten". Dus 0 =U flol.
c.2, regel 2 : homomorfisumen

'p.32, regel 4 einde : onderlirg vreende : o TN



‘~*r®gE1 4‘&%‘ ﬁﬁ% ”élké”* &muw%ig% v%xﬁ&&ﬁl&ﬁ@%&
. regel ﬁ%,“ﬁa%%ﬁr "GezeM ; @iﬂﬁig@w

ﬁmﬁgal 5 % “ﬁﬁﬁw“ i. $¢v. "dan®. .
‘ngwi 2*3 : 1 echter ¢ door kmmﬁ&vVﬁxvﬁﬁg&ngJ
p.37, na regel 3:

Ja ald kern van 2 is afgesloten in Ky Eq als “, *b%ﬁmﬁ ?
Ky4q Poeft niet af feslo*an te zijn. Tel aa &xﬁ @Qg Waﬂﬂ'ﬁ

* geval is. Dan i&,ﬁﬁ'@ ﬁiyd een b@ha@raiﬁkﬂ%gwm&pa

?ﬁﬁﬁ?, regel 9 : Is P een wmg@vimp W&ﬁ 0 in fﬁ, .o
;@@3% : Ontbreekt de figuur

]

o -

;?@‘; Tussen regel 9 en 10 v.o. ontbreekt ﬂ(k
. door 77(2¢L(t Vtg) = 2 oA(ty) "ﬂ{tdgu

V.0. : Tnder L-teken ontbreekt : ‘
" : W wooow " z

K] Qnder o= ttkﬁr“umtbfﬁ@

XM /”“%@f

' F zij een seperatele compacte ... (R

12 V;Qaa {;‘*&’a ?
?,




