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che ruimten 

1• Ui t euclidi :ru.imten zi jn u de begrippen "open verza-
meling 11 , "afgesloten ve rzameling !I, 11 limiet 11 , ''verdichtingspunt 11 , 

enz, belrnnd. 

p is ·v~erdichtingspunt va:n V als in iedere omgeving van p nog 

een punt van V • 

pis limiet van Valsin iedere omgeving van V bijna alle 
punten van V liggen. 

0 is open, als O met ieder punt peen hele omgeving van p be­
vat. 
Het complement van een open ( afgesloten) verzai-neling is afge­
sloten (open). 

We gaan nu algemenere ruimten bekijken, waarin de begrippen open, 
afgesloten enz. impliciet vastgelegd zijn door axioma 1 s. 

~nitie: Een verzameling R heet een to:I?ologische .. ruimte, 
en zijn elementen heten pun.ten, als zekere deelverzamelingen,van 
R tot open verzai-nelingen zi jn benoend, zodat geldt: 

1. R is open. 

2. CJ (lege verzameling) is .open. 
3. · Is o1 en o2 open, dan ook o1no 2 • 

4. Is E een systeem van open verzamelingen, dan is ook 
\.) 0 open. 

Oe:I: 

Ui t 3 volg dat ook de vereniging van eindig veel verzame­
lingen open is. 

Defini tie~ Ac R heet afgesloten, als R \ A open is. Dus 

1' [] afgesloten. 

2' R afgesloten 

3' Is A1 en A2 afgesloten, dan ook A1 v A2• 

4' Is I: een systeem van afgesloten verzamelingen~ dan 
is ook I'\ A afgesloten. 

AeZ 
Ui t 3' volgt,, dat ook de vereniging van eindig veel afgeslo­

ten verzamelingen afgesloten is. 
Verder: ls O open, dan is R \ O afgesloten. 
M:en zou oak met de axioma's voor afgesloten verzamelingen 

kunnen beginnen en dan de open verzamelingen per a.e.finitie kun­

nen invoeren. 
Is A a.;fgesl'oten en 0 open, dan is A\ 0 afgesloten en 0\. A 

open. Want A'.,,_O = .Ar.(R'\0) en O'\A = O"(R'-A). 

2 ... 
~ 

Ie Sc R, d.an induceert R in S een topolqgie,, u.w .. z. 
•, if 

eel:). topologische de afspraak: 



. .;.;. 2 -

Ga ne, dat de axioma' s vervuld zi jn ! Laat zien, 'dat 

finitie equivalent is met de definitie: 

,· B hee.t 9-fgesloten verzameling van S als B = 

afgesloten ver~ameling _ ·A van R. 

Bewijs zelf: Is S open in Ren P open in S, 
R. Is S.afgesloten in Fen B afgesloteri in S, dan 
R •. 

... 
AriS. voor 

. . Gegeven twee topologische ruimten R en S met doorsnede Tr , 

in zi j dezelfde topologie induceren (dus bi j iedere open O van 11 

~r een open P van S met 0f'IT =. Pf'IT; en omgekeerd). Kunnen we nu 
van een topologie voorzien, die in Ren S de gegeven topologie b 
.ceert? 

Bebben we zo 'n topologie en is Q open in RvS., dan moeten 

en Q/"\S_ resp. open in Ren S zijn. "7e stel1en derhalve: 

Q open in RvS dan en slechts dan als· Q("\R en Q('\ S open in R t 
S zi jn~ • 

Ga zelf na, dat Rv2 met deze definitie aan de 

polcgische ruimte vqldoet! .We moeten verder laten zien., dat RvS 

R ( en S) de gegeven topologie induceert: Is C2 open ·1n RvS, dan 

QriR volgens afspr~ak open in R. Omgekeerd: gegeven ·een open O ini 

dan moeten we ee:q_ _ ope,n Q v-an RvS vinden met O = Q('\R. We wet en 

dater een open Pin Sis met OnT = PnT, en we stellen Q = OvP. 
is 

Q"R = (01"\R)v(PnR) 

en PCS, ·aus Pi'\RC R~S = T 

dus Pf'IR c Pf'IT = Q,..,T(O~ 

dU.s . Qr>.R == 0 

en analoog Qr. s == P. 
D-µ_s is Q open in RvS en Ct,..,R == O en beantwoordt dus aan onze ei 

2.• Afslui ting van V( in ~en ·t;p. r* R) heet de kleinste 

ten verzameling van R, die v bevat.:t-fotatie v. Too,n aan: V is de die 

snee van alle afgesloten verzamelingen, •:die V bevatten. 

Open kern van V == grootste open verzameling in V bevat. Not~ 
tie· ¥. ti is ook • • • (vervolg ;zelf, ·in analqgie met Y) • · 

V ., . 

· .· De pun ten va.n V he~en ook inwendige pun ten van v. De 
---•· V . , . 
V \ V h~te_n :i;-andEunten van y. De punten van R'\.V, heten ui twendig_~ 
punten van v. 

$telling 3 .1 : Ui t VC ':? volgt VC W. Bewi js d.it . zelf1 

. .§tellinfLJ..:l: .Vv.W = VvW .. Bewtjs: VcV/ V.Z.c;.,W, dus 
ifuW C: VvW; Vvl a.is v~~enigin.g -~an, twee _afges.loten verzamelingen 
~loten. Dus VvW , }lvW '{want ·vuw ±s. de kleinste afge..;. .. 



sloten verzameling'; , die V tJ t bevat). Omgekeerd.: V c .vv W (: ftl'I., 
dus Tc Vv1f wegens· 3111 ·en>·evenzo Wcrv-1: D1iE3 v ',lJ We.~. 

• ' -- • • • • It• 

·Toon aan dat v;:;f cVrJi geldt, ei la.at aeyn een .v.oorbeeld zien, 
dat het taken ·;n C. ~· hier niet do~r "~" kan w:9~en" ve:rvang~n·! 

Stelling 3 .. 3-~ Is S deelruimte· van, R eri vc· S, ·dan is de af­
slui ting gen omen in S van V: V" S. . 

B~wijs: V"S·is afgesloten in Sen bevat "Cr. rs· ge_geven.een 

V bevattende i11-. S afgesloten verzameling, dus V c .AnS (A afgeslo­

, .teri in R) '· dan is naar 3 .1: v·<. ·W c A_= A , -~us Vf'IS c An,S, •. : 
,. Opy,;eving Up. van p .heet eHce ope_n ·verzameling, die. ~- ·bey~t. 

·· ~p i:~ yeK4:i;:cht1niiU?Jmt- van: yu bete·kent: Iede:re o~ev:i,ng v:an p · 
b~v~{ e.en qi:;V, q f. P• Of· .te· wel: VnUP ¢ (p) ~ ·· ·· · _ · 

. De verz.ameling van de verdichtingspunten va.n V wordt. V_' ge--.. . ... 
noemd. ., 

Stelling 3.4: Uit pe:Vt· en VcV{volgt pe:W'._Bewijs_dit zelf! 
Stelling 3. 5: .Ui t f_ie{VvW) , volgt pEV' of pe:W 1 • 

· Bewijs: !s b.v. p¢'W', dan is er ·een omgeving U~ met 

u~. rtVI c.(p). ,Zij UP .:e.en willekeurige omgeving van p. Dan is 
U l"IUPO er oak een. Dus 

p 0 
(Upl"IUP)A(VvW) ~ (p). 

Anderzi jds 

(Up"~0 )nWC:(p) • 

Dus (Up"up(}l"I v (-. ( p) 

Upn V ;f (p ) • 

Di t geld t voor alle UP. Dus .. pe::V r • 

Stelling 3 :..§:. Ui t Qr, V :::; CJ .en .0 ·.open- volgt: 0" V = D • 
Bewi js: Ui t' 0"' Y = 0 volgt V c. R \...0. Nu is R '-. 0 afgesloten, 

due ook V c. R '-. o·. Dus On V = □ . ' · 
,. ' t,. . 

§telling· 3 .7; _Uit Q,-, V = D en 0 open volgt :·· 0" Vi ::: 0 • 

Bewi js: Was peO" V_', dus · p verdichtingspu.r;tt van V en O ·een 
5mgeving van p, dan was er een qe:Ol"IV. · 

Stelling1·3.8: · Is A.afgesloten, dan is A'c.A.·'· 

Bewijs: We !)assen 3.7 to·e met R '\..A i~p.v. O -en Ji. i~p~v. V. 

Inderdaad is• (R'\.A)"A=:0 , dus (R'-.A)n.A' = Cl ,··du.s A'C..A., 
. . . . ,, 

Stelling 3.2: V\ Ve.. V1 • 

Bewi,js: Zi j p~V \ v. WfJ.s nu p,;/V', dus b .v ~ .. .· . ·. o·. . .. . .· . 
' u f'I V «::. (p) 'I ' : 

da:n was ~~gens p& zelfs 
0 . 

U nV = CJ , 
d . P-~ . . . 
us o~~ _ , . _ . . \.?pl"IV = CJ . (-naar :,-.7), 

·,tu.a ;in· ~.tti j,d • met de verqnde:rs.tEI1ling. · 
' §teiliilg :S-10~ Ve. VvV• •. (Gevolg van· 3.9) 

i: · · ,-,r,:1 ._; t"'i • <£ V .: : : .. 1 . ~ ' . 

.. ;•,,, 



, Bewi js: YC V. Ve:rde;r; .. V afgeslot~n, .,.dus naar }.<3 :_ ,Y.'.C V .•. .. : ~ ., . " '··' .... ' . ' . . " 

Dus dear V' -C...\U ook: V'' CV. ... ... ; \ 

(Gevolg ~an 3 .JQ..;..tl.) f',,• ··.,-,··,, .. Stelling 3.12: .. VvV 1· .= V. 
~ '•"" . . . ' . . . . ... 

Si;elling .. -3 .•.. 13~ ·:Y.,'.a~gesiqten: d~n 
. ,· . ' 

en sl(s;cii.;ts q.an als V = Y • 

r:• -(Triytaal) ..... ' 

Stelling 3 •. 14: V afgeslote:t:- _d-an _en slechts d_an als V: al: 

zi jn. verd.:Lcl:rtingspunt$:p. ,])evat .- ( Q-evoJ.,g van -3 .12--13). 
~ '. .', ; ' ·, : ; .- ·' : . ' .. . : . . ' .• .:. .,:,. ' "' ," . - . . . 

_,., TY.en zou k\µlnen ye.rmo.e.den.1 ,.d,at · V; steeds afgesloten, vn<;- V ':, 
is (b~ide. be~~~i'~ge~ zi jn _;g_uival'ent) .. Dit_ is .echt~r met deze 

... ,. !""·., • .'., •'. ~ • . .• ,• -; ' ~ ... . ,, ::. -. ' ' . . 

axiom~•:::; niet te. qewi jzen •. Tegenvoorbeeld ~ R QE3staat uit .dt= ele""'-
. .. , ·, . . t . ,, ', ' . ' ·... ' ' . ...: ' . 

menten_.:p 0 ,_r>t,P2, ••• ; de niet-trivi.ali af~e~lo~en>"tt_e.rczamelingen 
van R zi jn: de eindi~e de~l ver-zamelingen van R 1 die .p 0 niet .be­

V.?.-tten;- D~n is (p 0) ': = R \,:p0 en p~ 7 R. 
Men onthoude vooral 3.12 en 3.1'4. 

4.: Gegeven 

ding f(R)c s.Af 
iedere omgeving 

is, zodat 

t~ee to:pologisc.he ruimte:i R.en S ~n e.en afbeel­

};leet c.ontin\l in het .punt a van R~ wanneer bi j 

V f( a) ·van f( a) een omgevi~g Ua van a te vinden 

f (U a) CV f( a) .... •. 

geldt. '·, J :'· 

f heet continu, als f in alle :pun ten van R continu. is~ . 

Stelling 4 .1 ~ f is dan en slechts_ dan continu, als het f­

origineel van elke open verzameling vanB wee~_ope:r;i. is, 

Bewi js ~ Laat het origineel van elke .op_en _verzameling open 

zijn. Gegeven een Vf(a) 9 we stellen Ua = 'origineel van Vf(a}" 

Dan is f(Ua). = V f( a). - Veronder'stel f continu! ··Gegeven een open 
verzameling P·van · S. Het origineel van P ztj. O. We moeten 'bewi j­

zen, dat O open is. Zij a 'een willekeurig punt··van. O. Dan is P 

omgeving van f( a), dus is er een ua· t8' vinden ·z6dat. f(D~) c--.:P i.s, .. 

].[aar· dan; 'is' ook U. C. 0 ~ Voor iedere · a kieze:n.. we zd.1 n U -'· en .. :v·or-. a · . ·_ ·a ·· ·•. · 
men hun vere:niging'. Die is open als ve-reniging. van open v-erzame...,. 

lingen en bovendien = o. Du.,s, is·o open:. 

·•. s_telli~g 4 ,;Q.g - £ is- dan en slechtS' dan conti_nµ,.J1-1;s ·:he-t . f,.,. 
origtn·e.el, van elke afgeBloten verzamelirig: afge·slotian i&. : ('Gevolg 
va:n.' 4.1) '·, ·:·' 

Stelling 4 •1: Is f een continue'~ afbeelding van R,.i:n:· S en 
g er ien. van S ·1n Tt, ,dan is g'f er i~n van- R·.-fn ·T.:_ BewiJs";di.t 

. zelf! 
. . 

Ste1ling·4.4: R zij verenigi:rig van twee de€lruimten Rf en 

R2 ; f 1 zi j een continue afbeelding v~n ~j_ in s.~; f 1 :::: f 2 in 

R1AR2• Dan is de afbeelding f'i 'die
1 
;ll, Ri., !Jlet' ~i pv_er,eenst,emt, con,.,. 

t.inu·o ;; .. :. ] 
' . 

Bewi j$: Zi j P 'open tn' s,.r cl-e.n, is:.·h.~t; .f(i:_'.::pr.fgl~:~1 .. " iiran P ;. 
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open in Ri en het f-origineel vru:i P is 0 1 vo 2 • Nu is pc:01 ('\ 
R1nR2 dan en slechts dan als psR11'.'1R2 en f 1 (p)c:P is. Wegens· 

f 1 (p)_ = f 2 (p) in dat geval, is o1('\R1('\R2 = o2('\R1"R2, dus volgens 

2 is o1vo 2 open. 

Een eeneenduidige afbeelding f van R in S, die m~t zijn om­

gekeerde continu is, .heet topologisch ·of een homeomorfisme. Ren 

S heten dan homeomorf (door mid~el van f). 
f moet dan dus aan een open verzameling in Reen in Slaten ... 

beantwoorden en omgekeerd. Beschouwt men a en f(a) als alleen 
maar verschillende namen voor hetzelfde ding, dan stemmen de be­

grippen "open verzameling" in Ren S overeen. Ren S z:Ljn in we­
zen identiek. 

2• Is R = AvB, A, B afgesloten, .A('\B. = D , dan zeg ik dat 

R gesplitst is in A en B. De splitsing heet triviaal, als A of B 
= □ is. 

R heet samenhangend, als R geen niet-triviale splitsing toe­

laat. 

Een deelverzameling V van R heet een ~' als V zowel open 

als afges],.oten is. Triviale brokken: CJ en R. 

R is dan en slechts dan samenhangend, als R 
geen nie't-,.'tri vi ale brokken bezi t. 

Bewi js: Zi j R samenhangend. Zi j V een brok van R. Dan is 

rrok R \ V open en 1:ifgesloten. R = Vv(R,V) is een splitsing. Dus 

V = 0 of R "-V = 0 en dus V = R. - Zij R niet samenhangend, 

dus R = .AvB enz. Dan is R"--B = A open_, dus A een niet-triviale 
brok. 

Een verzameling V c R heet- samenhangend, wanneer V als ruim­

te beschouwd samenhangend is. 

5.2. Met Vis ·ook V samenhangend. 

Bewijs: Zij V == AvB een splitsing van Y.. Dan is V = A1vB1 
met A1 .::::'A,-;V, B1 = Bf'IV er een van v. Dus A1 =. V of B1 = v. Is 
nu A1 = V, dan is A.:::;,V, dus A:>V. Maar A is afgesloten in V, dus 

ook in R, dus A = A, dus A = V. Analoog als B1 = V. In elk geval 

is de ·split sing van V tri viaal. 

5.3. Gegeven een systeem .E vah 

van R met een gemeenschappelijk punt 
sa.menhangend. 

samenhangende verzamelingen 

pe: n V • Dan is W = V V 
Ve:E VEE 

Bewi j s: zi j '7 = AvB een spli tsing, pe:A. Dan is. voor iedere 

Ve:E ook V = (.8.r1V)v(B"'-V) e~n splitsing;pe:.fu"IV f □ , dus B('\Y = 0 
voor alle Ver:, dus B = . U (B('\ V) = Q. 

Ve:.E 
5.4. Component van p :in .R ·heet de maximale sa.menhangende · 

~eeJ.vex;zantfpling van R, die p bev'at. Toon er het bestaan. ifap. 

'(t61~t uit 5 .J) .. :roon aan, driit el~e compon~nt atgeslq~~:i:i ;is 
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5.2). Toon aEin, dat ~ee ·contpQne~te~; bf 'g6e~. g~ftie~n~ch~pp·~·ii jk. 
pQD.t ·bezi tten'; bf · sariienvaifen ! t __ :, _· . 

. 5 .5. Zij f ee·n continue ·afbeelding van R op S.-. Z.i j C,'D een 
,.(niet tri;ial~) splitsihg \~an S. De· originelen A,"13: y~n. S ':in R 
;ormen een·:·{niet triviale) spli tsing vim R. - Bewi js' di t·! · 

5.6. Zij f een continue afbeelding van R op s.· Is R sameri­

b~e~d," · dan ook S. (Vqlgt ui t 5. 5) 
T'§_'; iijn R en S topologische ruimten.,d.an wordt het "cartesi• 

~- . . . •. ~ • , ~ ' . . .• ·.' l • ,, . . , .. 

&Qhe product" Rx s gedefini~erd als de ve:rza:m.eling 'van de pa.ren · r,,.b) met. aeR, bes; voorzien van de nayoig~nde topolc,gi~-: -~-6p~~ .. 
in RX S heten de vereniging~n van verzamelingen·· 0 x·p, ;iaar O; .. 

open en R en P open in S is •. {V !< W is de verzaniel~ng :v~•;alle- ' 

(p, q) met peV, qei~ . · · · . 
Toon aa.n, dat zodoende. werkeli jk een topologiscfhe ·•fut~~e .:~ri"t­

staat! 
... 

Toon aa.n, dat Rx ( a) als deelruimte van Rx S h◊Iiieotnorf · is 
met R! .. 

Toon aa.n, • dat '15.et X-prodttct a.ssociatie•f i's '1rt··a.tef\iifr, dat 
(Rx SJx T op een. voordehand· ligge~d~ wi'Jz~·:homeo~o;f· if! ~e_t 
R )( ( S x T). ·· : ..• : ·'~ 

le A in. R. en B in s· afgesioten, ~afr .oOk A xB-·in R'::i/s/ °(Want 
A :,(Bi's he·t_complemen'.~ v~ ( (R'-A)x-s)'~(R><(S"-Bf.)' : : : ,· .. :.:·• . 

. 'f';:11" -~ V )(w. (Bewfjs dit' zelf!) . . ' ' .•• : ... ·.i-
' I •.. ,. ,~ • . : ' , ., . ,. ~ . • 

·R.-x S _ ealnenhangend dan 'en slechts dan als R -~ s samenhai:tgend 
zijn. (Bewijs dit zelf!) · •· · 

. , : 'z{jn: f en g continu, f(R) c. R1, g( S) c s·1\ dan wordt doo·~ :· __ . 

h{{piq)) = (f(p) 1 g(q)) een continue afbe~ldi:rig·van•Rj<:'$' ih ~ 
R1 x s1 gedefini~erd.. ·· . , . 

·-: Is f een afbeetding van R1 x_ •• -~ >~ Rk in s, d~: ·schri•j-tr-kn we 

i. p • 1-' f( ( xt' " •• 'xk)): ( xi ERi) .. kor~e:r: ·f(::x:1 t .-. ~'-; xk,) ;. :; Cotitinut:L"; 
t·e1t van zo'n afbeeld'ing is altijd i:;~·a:;ei'a/in'.·ae·, zih "\l"an· - ... 
:R1 )( .. \,; >e Rk • ' . . . . . . . , , : .,.·'.: 

I.s f continu, dan blijft f c~ri.'tihu ·'al~'-men :tin 'of ·fueer vei-
a.ndert:i,jken :Y-asthoudt·~ (Bewijs· di t· zi1:r°;) .. ' . ' ·.• . 

~ ~ . • -~ . • • ,,t. • • . • 

~ ,'' .. 
II. · Nieuwe axio.ma' s. 
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2. Bij elk paar verschillende punten a,b beataan om.gevingen 

Ua' Ub met Ua"Ub = CJ • (Hausdorff-ruimten.) 
"' 

3. Is a een punt, A afgesloten en aiA, dan bestaat er een 

omgeving Ua van a en een omgeving UA van A (d.w.z. een open ver­

zameling, die· A bevat.), zo dat Ua:'U A = D • 

(Reguliere ru:j.mten = {1) + (3).) 

4. Zi jn A en B afgesloten verzamelingen met AnB = D , dan 

bestaan er resp. omgevingen U A' UB met U A"UB = 0 . (Norm.ale ruim-
ten -- == ( 1 ) + ( 4 ) ) 

Ste,lling ( 1) is equivalent met: ( 1 ') Elke e~npuntige verzame­

liiig (dusook: iedere- eiridige)·is afgesloten. 

Bewijs: (1) wordt veron.dersteld. Zij a gegeven •. Bij iedere 

b l a be pal en we een ub met· .. aJt'Ub. De vereniging van deze ~~ is 

R \(a) en open. Dus (a) afgesioten. - Zij (a) afgesloten; da.n is 

R \ (a) open en omgeving van elk punt / a. . 

Stelli:11£i: Ui t ( 1) vol gt: ( 1 ") : Is p v~rdich ting spun~ van V, 

~an. bevat elke omgevi~g van p oneindig veel Plll:lten van V. 

13ewijs:. Zij U omgeving van p. Was (U"V) ".(p) eindig, da.n was 

het (naar (1') ook afge~loten,, dus was u1 ;, (U\.Y)v(p) omgeYing 

van p ( zie I .1). Maar u1/"\v = ( p), dus p niet verdichtingspunt van 

v. 
Een ri j a heet convergent en a een limiet v~ __ a, als in el-. n 

ke omgeving van a bi jna alle a liggen. n 
Stelling: Uit (2) volgt: (2'): Een convergeµt~-rij heeft 

slechts een limiet. 

Bewi js: Zi jn b en c twee limieten van ¾i_', da.n kiezen we om­

gevingen Ob, Oc met Ob/"\0 0 · =-CJ. Het is onmogelijk, d,a~ Ob ~n 00 

bijna alle an bevatten. · · 

Stelling: ( 3) i.s. equivalent met ( 3'): Voor elke a en elke 
omgeving Ua van a is er een omgeving U' van.a, zodat uT C Ua• a · a 

Bewijs: (3) wordt verondersteld. Gegeven "'a en ua. Op A= 

=.: R \ U a passe men ( 3) toe. Dan zi jn er omgevin&en U ~ en UA van 

a resp. A met U'"UA = [J. uT"U, = 0 (zie I.3.6). Dus ook _ a . a a 

UAnA = CJ, dus u;:cR \A= Ua• - (3') wordt veronderst~ld, Gege-

ven a¢A, A afgesloten.- 1."ie passen (3') toe met U = R \.. A en vin-. - a 
den ·een U' met U' c U • We stellen U A = R "-U' • a a a .1::1. · a 

Stelling: (4) is equivalent met (4I}.: Bij elke omgeving u·vl;ID 

de afgesloten verzameling 1... is er een o:me;eving V van A, zod9:t_ 
':Vctt. Bewi js· d,it zelf! ·• 

l:iebb,en verder nod.ig Bogena.amde ma.chtigheidsa:tiom.a• s~ 



een basis 9-er open verzamelingen van R verstaan we een systeem 
t van open yer.zamelingen, waarui t elke open verzameling ver­
kri jgba.ar is·· als verer1;iging van een deelsysteem van 2: ~ 

, Om vast·te stellen, of een p-µnt p verdichtingspunt van een 

· V :is, h_oef_ ik UpnV alleen voor ae Upe:E te onderzoeken. Waarom? 
Bet .analoge geldt voor limieten, en wanneer men wil nagaan of 

een ~fbeeiding continu is. 
V heet overal dicht in R als V = R is. 

Machtigneidsaxioma 1 (Se:parabiliteit): In R bestaat een ,§f­
telbare overal dichte deelverzameling v. 

Machtigheidsa~ioma 2: Er bestaat een aftelbare basis voor 
I 

de open verz~elingen in R. 
Stelling: (2) ➔ (_1). ·Bewi'js: Opo2, ... vormen een basis. 

Kies in o1 een ai.. Ste_1· V -~ verzameling der a1 • R, V is open,. dus 

ve_reniging van zekere o1• Was R '-..V -:I. .□ , dan was R'-. V :, o1 voor 
zekere 1. Maar dan was a.f,/, dus a . .1tr in stri'jd met de definitie . j_ 1J<'. 
van v, 

Stelling; In ru.imten met macht1gheidsaxioma 2 en acheidings­

a.xioma 1 geldt: (a) pis dan en slechta dan verdichtingspunt van 
V, als p limiet is veil een deel~j van V besta.ande uit allemaal 
verschillende punten. (b) A is dan en slechta dan afges:i,9ten, a.ls 
A met elke oneindige deelrij van verschillende pun.ten .ook de evtl. 
11mieten bevat. (c) De topologie is door het limiet-<begrip volle­
dig bepaald. 

Bewijs van (a): Zij p verdichtingspunt van v. Zij o1 ,o1 , ••• 
1 2 

de rij van 
n 

- I\ 0 
- k=1 ik* 

al die basisverzamelingen, die• p bevatten. Zij Pn = 

Zijn de onderling verschillende punten Pt .(i =1, ••• ,n) 
. 

~eds bepa.ald zodat p.e:P1.('\V (p. ·-;i- p) is, dan is (wegens schei-
1 1 . 

d'ingsaxioma 1) Pn+1 \. (p1' ••• ,pn) omgevi:n:g van p, bevat dus een 
punt Pn+1e:V, dat· van p e:n ~lle p1 (i = 1, ... ,n) verschilt. We be­
weren dat p limiet van de p is. Zij namelijk U omgeving van p; 

ll . . . . . 
we mogen veronderst~lle;n: U = 011 • pne:o1n C 011 vo?r. n ~ 1, dus 

voor bijna alle n. - Zi j omgekeerd ·p limiet van een ri j verschil­

lende Pn ui t V, dan is voor iedere_·. omgeving U ·van P: U"' V oneindig, 
dus tj: (p), dus p verdichtingspunt van v. 

Bewijs van (b): Zij A afgeslote~, PnEA (allemaal verschillend} 
en p een limiet van de Pn. Dan is wegens ( a) p ook verdichtings­
punt van V{pn), dus (I.3.14) peA. - Zij omgek~erd met iedere deel­
rij van verschillende punten een eventuele limiet in A. Voor een 

willekeuxig verdichtingspunt p van A tonen we aan dat peA is. 
Wegens ( a) is er een ri j verschillende p eA met limiet p .. Mae.r . n . 



dan is inderdaad pE.A.. Dus J;. a:f.gesloten (I.3 .. 14). 

Bewijs van (c): Volgens (b) is het begrip 11 afgesloten veTzame­

ling", dus ook de topologie door het limiet-begrip bepaald. 

Stelling: In ruimten met machtigheidsaxipma 2 en scheidings~ 

axioma 2 zijn omge,vings- en limietcontinu:tteit equivalent. Onder 

omgevingscontinuiteit verstaan we de in I.4. gedefini~erde; onder 

limietcontinuitei t van f in a de eigenschap :- Voor elke ri j an met 

lim an= a bestaat lim f(a11 ) = f(a). (I.imieten zijn•hier eendui­

dig bepaald wegens scheidingsaxioma (2) .)· 

Bewi js: '''e veronderstellen omgevingscontinuitei t in a.· Zi j nu 

lim an= a gegeven. We willen aantonen lim f(¾) = f(a}. Zij V 

een omgeving van f (a); we ·moeten aan ton en, dat bi jna alle f( an) 

in V liggen. Volgens veronderstelling is er een omgeving U van a 

zodat f(U) CV. l\~u bevat U bi jna alle an, dus bevat f(U) bi jna al­

le f( an), en hetzelfde geldt voor V .-1.Ve veronderstellen, dat f 

niet omgevingscontinu in a is. Dus is er een omgeving V van f(a) 

zodat voorelke omgeving U voor a geld t: f(U) ¢. V. In ·e:tke onige­

ving U van a bepalen we een c zodat f(c)?fV; de vereniging van de­

ze c zij C. Nu is a verdichtingspunt van C. Dus bestaat er (mach­

tigheidsaxioma!) een rij a c:C, lim a == a, f(a )/V, dus zeke.r . - n· . n n .. 
niet lim f( an) == f( a) . Dus is f, zeker ook niet limiet-continu in 

a. 
Stelling; In ruimten met machtigheidsaxioma 2 volgt ui t het 

scheidingsa:x:ioma (3) het scheidingsaxioma (4). 
Bewi js: A en B zi jn afgesloten verzamelingen met Ar-.B = 0 . 

We geven relatief vreemde omgevingen van A en B aan. Bij ietler 

pµnt acA bestaat een omgeving, dus ook ee:n basisomgeving' waarvan 

de afslui ting vreemd is tegen B ( zi.e 3'). we· sommen op alle basis;_ 

omg~vingen··van punten van A~ waarvan de afslui tinge1i vreemd zijn 

tegen B:. c1, c2,.... • Analoog alle basi somgevingen van pun ten van 

B, waarvan de afslui tingen. vreemd · zi jn tegen A:· D1 , D2, • • ~ • 

Dan is 

We vonnen 

en algemeen 

Dan zijn 

AC Uc , BC UD. , 
n n 

Onr-,B ~ Dn~A = 0: 

G; = c1 '\. c1r-.D1 , ·n1 = D1 \ c1r-.D 1 
··n+1 

C~+1 = Cn+1 \ ( Cn+1''' 1'1 Di)' 

Ct 
·l 

en Dl 
l 

open 

. C!nA = G.('\A , D!r-.B 
.l l. l. Di nB , 

' 

VC?r-,A =liC.nA = A , 
l. J. 

UD!nB =UD.nB = B, 
J. . 1 

UC! ('\B C. l.l C. nB = C1 , l. . J. . 

yCJ. en U:Q£ de gevraagde 

UD{nB C UDinB = 
omgeving~;rt i~ A 



Stelling: Ge1dt''.i'.n·R ~n ins een der hier hehandeTa'e· 

axioma• a, dan geia.t het ook in 1:l X s. (Bewi js di t zelf'!) 

Stelling: lim .(-an' bn) = ( lim 8n' lim bn) • (Bewi ja ~it 

zeltl) 
,., .. 

III. Metrische ruimten · 

Fen verzameling Rheet metrische ruimte, ~ls hi j voorzien is . . ' 

van een. afstandsfu.nctie ~ ( a., b) ( a, beR) m~t de ~i,genschappen 

~~ .~{a.,b):::=Ovoora=b, 
2. r ( a, b) )'o n a ; b, 

}. f(a,b) = f(b,a). , 

. 4~ f (a,b) + ~(b,c) ,· ~(a,c), .(axioma. van de driehoek) • 
. Voorbeeld: De ( refHe of com:plexe) n-dim •. Cartesische ruimte 

E~ pimte:i;i zi jn .. d.e. n-tallen {~e~ne o~_f complexe)_ ge~allen •. 

( J ,1, ••• , Jn);. afsta:nd . . _ . _ : _ .. 

f ( x, X') = " E I.~ i :-- j i I 2 • .. 
De ruimte van Hilbert: punte;n :x zi jn ·de 9µ.ai~dige g_etallenri j-

en (31,3 2, .... _) met e~nd~_'iT"'"·. · · 

l " • I ~ \ ~ . ../ r. t !.) J. 
~(x,x') == 1% - x• t .. 

~- ' 

- . j 
(f13gens t 

i 
Ji'- - " ,·. I 2 ( i Fi I ~ ·+ i lt.i;' \ 2 is ook Ix - :x 1} eindig.) ln 5 n _ = 1 ;n . 1 ln 

"' ;!; ,• • 

Bolomgeving B(a,cx) van a heet 

9{a,x) <. o< 
B(V,Q(.) is de. verzameling van 

re ptV. 

de verzameling van de x met 
(ot > 0). 

alle x met 17( p, x) < ,:J voor zeke-

1~:"e vatten R als topologische ruimte op, door vast te stellen,. 
dat de B( a,o<) ( aER, t><) O) een basis voor de open ;~~zam~li:r:igen 

"" ... " t 'I:. 

vormen. De axioma's I zijn dan vervuld. Ga. dit na voor 1 - 2,4. 
Voor 3 moeten we aantonen: 

De doorsnee van twee bolomgevingen is vereniging van bolomge-
.,. - ". " . 

vingen. Bewijs: Zij cc:B(a,-?<') n B(b,f). _'~~e be;Palen 

¢ = min (c,t - S1( a, C), ;1· ~?( e_, b )) ~~l- 0.;~-~_I)-~\ is '· !. 

. . B(c,6) C B(a,o(.) n-. B(b,~), 
·want· uit :xeB(c;o) volgt y(c,x)<, e, , dus. ' .. 

(;'(a,x) ( ('(a.,c) + r(c,x)< ff(a,c) + ~< q>(a,c) + ~-f(a~c))~bt, 
dus xc:B(a.,o<); en analoog x1::B(bf3). -De vereniging :van al. deze 
B(c,h) voldoet. · 

Bewija dat met f ( a, b) '6ok ':i.nf( f ( a, b), 1) een ~et;iek voor­

"1el t, en dat bE!ide metrieken tot nomeombrfe ruimten/ieident 



Men hoeft dus bij onderzoek omtrent limieten, verdichtings­

punten en continu'.rtei t in metrische· r..iimten alleen met de bolomge­

vingen rekening te houden. limp = p, dan en slechts da:n als n . 
lim r<Pn,p) = o. 

Ook in metrische ruimten 1s .elk verdichtingspunt va:n een ver­

zameling V limiet van een deelrij verschillende punten uit v. {Be­

wi js di t z~lf ! ) 

Diameter van een verzameling V is: sup ? ( a, b). 
a,be:V 

Onder afstand tussen een punt pen een verzameling V verstaan 

we f(p,V) = inf f(p,q}. 
qc:V 

Stelling_j_: 1? (p, V) is een continue functie van p (continue 

afbeelding in de re~le E1). 

Bewijs: . p(p, V) ~ r(P, q_) voor alle qe:V 

dus ook 
·~ f(P,P') 

r) ( P, v) f? r< P, P, ) 

+ f(p',q) voor alle qe:V, 

+ inf r ( p' ' q.) 
qe:V 

= f(P1P') + ~·>(p',V) • 

He.tzelfde geldt ook met verwisseling van p en p'. Dus 

lf(p,v) - c(P',vY\ 1.. r(P,P') • 
Dus de functie r(p, V) beeldt de bolomgeving B(p,c,() (in R) af in 

de bolomgeving B (. f ( p, V), o/_) ( in E1 ) • ~ierui t volgt de continu:t-

tei t. 
Stelling 2; Uit ~(p,V) = O, volgt p£V. 

Bewijs: Uit f(p,V) = O volgt het bestaan van een rij PncV. 

met lim r (p 1 pn) = o. Maar dan is lim Pn = p, dus. of oneindig vaak 

Pn = p of p verdichtingspunt van de verzam!:)ling der Pn• In elk ge­
val (wegens I.3.14) pe:V. 

Stelling 3! Is A afgesloten en _f'(p,A) ~ o, dan is pt:A. 

(Volgt ui t 2 .. ) . 

§~elling 4: In metrische ruimten geldt scheidingsaxioma 3 
en ook 4. 

Bewi j's: Zi j A afgesloten a¢A. Dan 
( 1 1 B a, 2d) en B(A,2~) voldoen. 

Stelling 5: · In mktrische ruimten 

2 uit machtigheidsaxioma 1. 

is dus p(a1 .A) = ,:,( > O. 
, ' 

v:oigt machtigheidsa::x'ioma 

. . 
Bewi js: a 1 , a 2 , ••• vormen een oyeral dichte deel verzameling 

van R. De verzamel~ng· van de "s'peciale boll en tt B ( a:f,:1) me:t ratio­

nale C>( > O i's aftelbaar. Gegeven een :willekeurige B( a,j') en een 

:xiB ('a,6) • We lciezen een rationale °'- met O < oZ ~· ½(r;-• f (a,x)) • · 

:Nu is x lim..iet van een deelri j van de ai ( evtl. = zekere ai) • Dus 

f ( X, ai) < ol, • 

, :n::B( ai,o<) • 



· • 12 -. 

Voor iedere ye:B(ai,o(.) 
geldt ~(a,y) ~ f(a,:x:) ·+ f(x,ai) + 'p(ai·;y) 

< rCa,x) + 2oe = q(a,x) + Cf- f(a,x)) :::; { • 

D-us. , .·. B(ai'O<') (. B(a,J"\.,•.·: .. ,, 
Ied~re XE-:B( a,J") bezi t dus een. in B(a,/·Y bevatte · spec~~-le bolom­
geving, en dus is. B ( a,J) een. vereniging van speciale bol6mgevin-- , 
gen. Hetzelfde geldt dan voor elke open verzameling van R.·nus 

vormen de ( aftelbaar veel) speciale_ omgevingen een basis. 
Een topologische ruimte metriseren betekent: _een ~et hem 

homeomorfe metrische ruimte vinden. 
- Metrisatie-stelling_ van=Uu:sobn: Een topologische ru.~mte R, 

die aan de scheidingsaxioma 1 s 1 en 3 en het machtigheidsaxioma .. 2 

voldoet, dan worde~ gemetris'eerd. 
Het bewi.js herust op de Hulpstelling: Onder dezelfde veron­

derstellingen is er bi j twee operi verzam.elingen P0 en Pt met 

· ~ c PI een continue functie f te vinden met O ~ f ~ 1, f( P 0 ) == 0, 
f(R,P1) = 1. 

Bewijs hulpstell~ng: We construeren een Pr•VOOI' elk ("dya­
disc_h"). getai r van de vorm r = k .. 2-n (k,ri geheel a. O, Q -~ r s 1), 

-· ' ' - ~ ,,-

ZQ.dat: 

Dat geschiedt 
r == k.2-n • (0 

oftewel 

Pr (_ Ps voor r<._s • (,r:) 
inductief. Zij Pr reeds gedefini~erd voor alle · 
~ k ~ 2n) zodat (~) geldt. Dan is dus - - : 

Pk. 2°:-n C p{k+1). 2-n 

tru bestaat op grand van scheidingsaxioma 4 1 ( dat immers ui t 
de gegevens vo,lgt; zie eind van II) een open Q zodat 

P2k. 2-n-1 C Q - ' Q C P( 2k+2) .2~n-1 • 

Zul~ een Q nemen weals P( 2k+1 ). 2n-1 • 

·,i_e defini~ren nu voor_ dyadische breuken -~ O, "( 1: 

·K - Gp 
r - s)r s • 

Dan is oo~ Kr = £~ Pt. Dat imm-:rs l~r Pt:,)·{;\ P6 . · is dui-

delijk; is verder xf s~ P s' ·dan i~ er cen s 0 ) r met x¢'P s ; is 

dan r·( t() 4-s0 , · d_an is ock x¢'Pt
0 

~ dus x/Q P. 0 

Dernalve is K.r afgosloten; di t .geldt. ook voor r = 1, als -~e. ~:1. :?. . 
=== R st_ellen. 



1:/e stellen nu O ~ f( p) · t 1 in heel R en voor re~le o< : 

f( p) ~ .~ . dan en; sleohts dan a.ls p~"(o-'.P r• 
Hierdoor is f bepaald, n.l. . 

f(p) = inf. r ·a1s·p~P1 , f(p) = 1 als p(e1 ~ 
· pePr . . 

pe;Kr ( J? < 1) .dan en slacb.ts dari ~ls peP 8 voor alle. s '.> r, dus ale 
f(p} .( s voor alle s:> r 1 ·dus. als f(p) ~. r. •Geldt ook voor r = 1,. 

Hierui t volgt voor dyadi sche breuke:n r, s {O · ~ r, s ~ ·1·) : 
r <. .f(p) <.--·s 

.dan en .. $leohts den als pFfKr' peP 6 , dus ais · 
. pEP8 '\..: Kr• , .... 

De :f-origineelveriiameling. van ·elk ~yadi'sch interval r <. °'. ( s 
( O s; r, ·s <. 1) is- dus dpen. Ga· ria, da:t dit ook waar is voor r( 0 - ::;: ' . ' ,' 

en e ) 1 ! B:i'eru.i t volgt, dat het f-origineel van elk open interval 

o.pen is, dus dat f ·continu is. 
Dat f(P 0 ) =Oen f(~'J>1 ) = 1 .. is, is evi'd-ent •. 
Bewijs van de·metrisatiestelling: Een aftelbare basis o1,o2, 

••• van R is gegeven. Voor ieder paar·o1 ,oj met 
· · ·c5T C o .· 

' J 
, · dei'ini~ren we volgens de hulpstelling een 

~ . o ~ 'f{j ~:1 , f 1 j(oi) -~ o, . 
continue functie fij 

fi / R '0 j) = 1 . 
. · '.'le stellen · 

f(p,q) =.~ 2-i-j 1 fi/P) - 'fi/q) \ • 
. J.J: '• 

Dan is O { v" ( p, q) ., 1 en f ( p, q) .;:: O da.n en slecht1:; da:n ai:s 

.. t 1 /~f = f1/q) v-oor aJ,.le i,j. Indien p /. q is er echte:ri · - we~ 
gens f:lche:Ldi,ngsaxioma. 1 een omgeving, dus ook een basisbmgeving 

D-a van p, •· ~~~ q :11iet bev-at; wegens schei.dingsaxioma ,:3 oe:etaat er 
_een omgevitlg P van p met. PC _O ., . d'!ls ook .een basie ... 01 me'lf p·e::011 
Oicoj, q¢'Oj; hiervoor is fijfp) = 0~ fi/q) = 1; gus\'f(Ptq) ;AO. 
Ga zelf na, dat f ook de. o:,,:~;r-ige azj..oma's van metrische ruimten 
vervul t ! · ··· ' . } 

. i ',,' 

Vie hebben door middel van j" e~n metrische ruimte gedefini-
eerd. met a.ls pun ten die· van R.: We· moe:ten ·nog aantonen, dat de 

.,door deze identi tei t vastgelegde 1:1'<:!nEf~nduidige relatie · tussen R 
en q.e metrische· ruimte ,topologische is, d.w • .z. da~ ~e begrippen 

"open verzam~ling" ~olgens de gegevens van Ren volgens de metriek 
aa.menvallen. ,i• •. 

'11 I 

f(p,q) is (bij vaste p} oontinu (in de zin·van R) a.ls eom 
van een ·geli jkxn.a:tige apnvergente :teeks continue functies • D~a is 

' .. ' . ' ' . ' ' ' ' ' 

d,e verzameling van. de q met fl (p, q) < ot. open, dus is alke bol.~ 
: «u'a elke met~iaoh~tjpen verzameling open in de z:in ~an R. .. .. , 

, .. ·. ~ij OM~keerd e'en basi,a·~o. gegeven~ Vqo·7: _~lke xt'O;J i'.a:·.~f: .. 
,.,;j~~~ ... :Pjlg~yi~ o1 ,me.'t 01 c d,0 dus ~•Jn t1~ . met ;t ~,(:' ·. ' 'k 
,,., .. ·_, .• ,, .• , .•...... ·••·t•" ·.,.,, ;, •. · .. ' .·· ... :(. tJl :·t•.i~:,.:,,; ~;. -: , 

lilt:; d'1,~i,. Jt ,t:.r, I ~ ., }' . ., ; ; ,.:":, 

·::t 4 i:'f!~·;~ •·i, ,,,-.:.tli!i {· ~. i~;';t-\·\ ~. -~ ·r .~i ;: .. : y:, :,J.~.i\:1~•:•'3 :):1,,,i ~ 
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ui t f(X,y) ( 2-i-·j ·•· vo•1i-t yeOj ~. 

Dus ( -i-j) . . ' . 
B x, 2 ·.C.:O 3 ... _-. :•,,; i .. , . .. . _ 

!edere ba_si-a-::ye_rzam~lj,ng, du$ ook fader~ op~n. verzameling van R 
. ·""' .. . . . . . 

is derhalve een vereniging van bollen,. d,us: mettj.sch-open. 
Inbedding .in de .Hilbert-:ru.imte: . E~n topologische ruimte, d:i, 

·. . . . I•• . .. • ,I., • 

aan. de eisen van. de metrisatiestelling. yoldoet, is.· homeomorf met . 

'.een deelverzameling van de •Hilbert-ruimte. · · · ' 

B~wijs: w~ hernummeren <l:e fij door middel van. E!en index: 
g", g2, ••• ·Aan,. een psR laten we beantwo.orden het punt 

I , 1 1 ' 
, g(p) = (g1(p),2g2(p), ••• ,ngn(p)_,.-..·) •, 
van de Hilbert-ruimte. Precies als i,n h~t metrisati~""'bewi js laat 

men zien, de.tditeen topologische afbeelding is. 
Opmerking: .De inbedding .is zelfs· geschied in de ·zogenaamde 

. fm1damentaa.l-quader 

. l '.1 i f · ~ i' ·(i ·=== 1,:2, ·~-) 

van de Hilbert-ruimte. 

Omgekeerd voldoet iedere d:eelv~rzameling v~ d~ H:l.lbe,rt-rui 

.te .H aan de axioma ~ s, die .bi j de metrisa.tie veronder,stel<i zi jn. 

Voor de scheidingsaxioma' s 1, 3 is di t duid.elijk, ·"~~Q•i~n die 

iedere metrische :ruimte gelden ( stelling 4l. :wf:\ m.oe~"ll.: .0:i:Ji. nog 
,;; '""' 

aantonen: v<:>or het machtigheidsaxiol'.lfa 2. .. .. ~·F· ,!'; 

Speci'ale bollen in H zijn de :B(.x,<:it) ,met 1-r$tiona],.e -ot en een 

z, waarvan alle cotsrdinaten rationaal zijn en ·hijna alle verdwij,: 
nen. De verzameling t der -speciale .bollen .. is. a:ftelbaar. Gegeven 

!, . •• 

een verzemeling V in H. De {aftelbaar vele) Bt'\V (Be:I:) vormen een 

basis van V (als ruimte). Dit blfjkt_zo: Zij B(a,J-) e~n wil1:-ek~-q;, 
.rige bol in H (~eV), du.s B(~,f'~"v·eeri wi~lek·e~~i_ge ~oi fn V~ Zij 

xeJ3 (_ a,i) t'\ V en : 
·x = (J1 10J2,••••)· · 

V:,e •kiezen n ·zo groot, dat Z Ji? < ~2 'is met· o< ration·aal en 
· n+1 ...... : 

0 < o-.. ~ i ( J' ~ f( a; x} ) • 
Door van x .de. coordinaten vanaf de (n+1 )-de door O te · veivangen, 
krijgen we een punt X 1 ; ·r(x,x') < oi. • 1Ve vervangen verder de ee 
ste n- cot>dinat_en door rati-onale gatallen, zodat v·oor het nieuw:e 
punt x" geldt: f(x',x")('ot ~-·B(x",o1) is een spe'ciale bol e'n be-·· 

vat in B(a,i) wegens:. 

r<a,y) ~- f(a,x) ·+ f(X,x') + r<x•,x0)''+ ·,(x":1-Y) < r, 
indien ye:B ( xtt ,«}. 

·. Dus is er voor iedere Xf:..B{a,,),-.V een B(x~,cdtl: met 
XEB ( xn ,tJ) nV CB ( a,f') n V, en dus· is ·B ( a,J' )" V ·· als · ve:re:riiging van · . ,· 
BnV · (Be.E) v~or te . ste:l;len. : . . • _: , . · .... • . . · ·. : ·· ," · ,. ,· , 

We kunnen du.s zeggen.: .. • ..... ,. < -
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Eguivalentiestelling: De aan de scheidingsaxioma's 1,3 en 

aan het mac:Ptigheidsaxioma_ 2 vol,doende ruimten zi jn topo'iogisch 

equivalent met ~e deelverzamelingen van· de fu.ndamentaal-quader 
r • • , . 

· van de Hilbert-ruimte. 

De.ze ruimten zi jn o.ok gekenmerkt door de eigenschap ··metri-
' seerbaar en separabel t-e zi.jn. 

Vraag: Fo~ zal men in RX S (R en S metrisch) een metriek de­

fini~ren, zodat de. 1:;opologie van R >< S wordt ge_!nduceerd? 

IV, Polytopen 

1. Het convexe omhulsel van een verzameling Vin een ca~te­

sische ruimte wordt door T(V) aangeduid. Is V een verzameling be-· 

staande uit r+1 pun.ten, die niet op een (r-1)-dim. lin. deelva::-HL· 

teit liggen (algemene ligg;i.ngh ~an 'hee·t T(V) een r-dim. sir:1pJ.ex 

( r ~ -1). Is W c V, dan heet T( 1?!) ondersim12lex van T(V). De 0-dim.,, 

ondersimplexen V$-n T(V) he ten zi jn hoekpunten, de 1--dim. zi jn ;:i';­

ben. Punten van T(V), die reeds p-qnten van een echte ondersi:::i.pJ.ex 

zijn, heten zelfkantpunten; de overige heton binnenpunten. ·· Let 

wel: zelfkant is niet hetzelfde als rand; een 1-dim, simplex in 

F2 bestaat geheel ui t randpunten, tervvi jl ·alleen. zi ju hoekpuntt:::;:: 

zelfkantpunten zijn. 
' . 

Voor twee simplexen van dezelfde ruimte gelq.t 

T(V'"'W) C. T(V)l"\T(W). ',·.e zeggen; dat T(V) en T(W) netjes liggen, als 
•, . 

zelfs T(VnW) = T(V)nT(W) geldt. Een stel simplexen, die paarsge-

wi js net jes liggen, vormen een ;Ro1y:t0op; hiermee bedoelen we n::.,~t 

alleen de verenig:ing ____ van die -simp'1e'Jce:ri, maar tevens haar opJourr 

ui t die simplexen. Cinder de simplexen van een polyt~op verst:1a.:t1 

we de ondersimplexen van alle samenstellende simplexen. 

Ren eindige polytoop bestaat uit eindig _veel simplexen. D~­

mensie van een polytoop is de rnaximale dimensie, die bi j zi jn sim­

plexen voorkomt. Is T een simplex van de polytoop P, dan verstaa:1 

we onder de ster van T ( genaamd · .. o.:-( T).} de VE;_rzameling der bin,.. 

nenpunt~n .van alle simplexen van P, die een binnenpunt van T be­
vatten. · ~(T) is open in P. 

Barycentrische coordinaten: Gegeven r+1 p11nten e 0 , •• _ .. er in 
algemene ligging in de E. Ieder punt x kan dan op een manier:-· r . , . . . ,. 
word en voorgesteld in de vorm x = t A. e. met :E 11 . = -1 ; de 71. -s 

1 1 1 1 
heten ~i. jn harycentrische coord:i,.nate.n .en. hangen continu van x af. 

i O ·= 0 stel t. v-o·o-r 'de lin. var •. be_p.aald door e1 , ••• , en; 11 0 .• =.. Q, 
deel t de ·Rr in twee ha1 ve ruimten · '>. 0 ) O en ll O <. 0;; . nien k'¥1 · 
niet van de,ein:naar de ander gaan, zonder A =·0 ·te.passe.ren; 

' ' ' . ' 0 
daarenlegen kan men· in beide afzonderli jk zich v:ri jel.ijk; b~~~,:r-~ 
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Aangezien Iii continu van x a:fhangt is A.) O eeh open 

Ai~ 0 een afgesloten verzameli:ng. T(e ,e 1,· ••• ~e ) is de v-erz 
1 . ·). a.. r 

me ing van de ;x: me~ · i ·~. o. (voo,r alle i); binnenpunten van 

T( 6 0 , 8 1, •••,er) zi jn die· met ~- ) O (voor alle i). Dus is een 
r-dim. simplex ( en oak een ( r-~im.· simplex) irt E afgesloten; ... . r ~ 

de verzameling van de binnenpunten van een r-dimo simplex in dei 
Er is open. 

Stelling: De simplexen T( e , e 1 , ••• , e ) en T( e~, e1·, •••,er) . o r . 
in de Er liggen dan en· slechts dan net jes als e en e' in ver-o 0 
schillende halve ruimten van de door e.1, ••• , er bepaalde lin. va 

A0 = 0 liggen. 

J3ewi js: E·en gemeenschappeli jk punt van de twee .. simplexen 
moet de vorm. hebben 

r 
/!. E ei = I' 81 

0 
J. 0 0 

waar I: Ai = z l"i = 

r 
+ L! /1'.· ei 1 1 

1 
' 

A. 
J. 

r 
> = 0 ' /41·.):0. 

/ ·1 ;:: 

Verder is e' = z: o,(. ei • 0 
0 

J. 

· Substitutie levert 
r 
I:7L e. =/f 

r 
O 1 1 0 

ct... 0 e O + E ( AA1. + u cc . ) e . • 
1 / · / -·o 1. . 1 

De co~ffici~ntensom is rechts weer 1. Wegens de eenduidige bepaa 

heid van de barycentrische coordinaten is in 't bi jzonder 
/I = ,u al • 

Q. / - 0 0 

Indien 110 = /f- 0 = 0 is, kri jgen we de punten van het gemeenschc1, 

peli jke ondersimplex T( e 1 , ••• , er). Is c,/., 0 -,( O, dan kunnen er gee· 

and ere· gemeenschappeli jke pun ten zi jn; maa~ o< 0 ( 0 betekent jui s 

dat e en e' in verschillende halve ruimten liggen. Is ~ ) O 
0 0 0 

( dezelfde ];J.al ve rt1imte), dan hoort · krachtens 
. .,u• '.Ao . . A .. o( i ;\ 
/ ~ ·o = o< 0 ' /-'< i = i - o( 0 . o 

bij ieder punt van T(e ,e1 , ••• ,e) met A1. / 0 (i = 1, ••• ,r) en o . r 
voldoende kleine '1. een ermee · samenvallend punt van T(e', e 1· , ...... , 0 Q 

In het eerste geval liggen de simplexen netjes, in het tweede 

niet. 
··_§telling: Ligg~n in _de E,r <te simp~exen T(e 0 ,e1 , ... ,er) en 

T(·e' e •••. e ) netjes, dan zijn de binnenpunten van T(e 1 , ••• ,e•.> o' 1' · ' r ·. · . · · · r 
inwendige·punten van T(e ,e1,···,er) v T(e',e1,···,e ) •. . · . . . o . o . r . 

Eewijs: · De barycen~rische i:oord~naten van x in het st~l·sel 

e· .. e· · e· ·· 11.eten /1. (x). die in het stelsel e 1 ,e1 , .... ,e heten , 1,•••) n · .. ·. i , . . . o •. . n · 
. ~i(x) •. D.e functie fi(x), die in )\ 0 4: 0 met A1 (x) en in . A0 { 
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met. fti (x). se.:nenval t, is in de hele ruimte contin~ (zie I.4.4) .. 
Dus is. qe yerzameling fi ( x) ) 0 ( i = _1, .•.•• , n} open. Dat is echter 

een d~elverzameling van T(e 0 ,e1 , ••• ,en) v ';r(e~,ep•·._,en)' die 

alle binnenpunten van T(e1 , ••• ,e) bevat. n . 
2. Gegev.en een st.el simplexen zonder gemeensqhappelijke ptin-

ten •. Tussen deze simplexen zi jn zekere identif;icaties~vastgelegd, 

en wel als volgt: Zekere hoekpunten e 0 ~e 1 , .... ,ep"van het simplex 

T kunnen ge:tdentificeerd zijn met resp. e 1 ,e1•, .... ,e 1 van 'I:',' en 
- ' 0 ' p 

dan is 1:.7'.e. van Took ge:tdentificeerd met I: A.e! van T'. De iden-
... . . . l. 1 , 1 ). 

ti ficaties moeten samen transi tief en omkeerbaar. l?:i jn, en twee 

yerschillende pu.nten van hetzelfde simplex mogen nooit:met'elka.ar 
ge:tden tif'iceerd zi jn. ~oiets noemen we een abstracte ·pol;y;too,B• r·e 

p·aseen overigens dezelfde. ter:rninologie als b'i j de ( concrete) po­
lytopen t_oe. 

Voqrbee*den: Viervlak 

Proje.ctief vlak. 

'·";·-.-. --/. · Torus 

\[1/ 
\I 

. ' 

De ide;n tificaties zi jn de els getekend, dee~,s door ci jfers aange- .. 
duid.· · 

Stelling: To;en eindige r,-dim., po,lytoop P, kpn in de .'E2r+1 war­
den geconcretiseerd (d.w.z. op e'en c"<:mc:rete polyj;oop 1-1.:... a.fg·~...:. 

beeld, zodat de afbeelding in i~der ~imple~ barycentrisch is). 
Bewi js: Fet ( te construer;-;n) beeld v·an een punt of verzameling 

wordt door een accent aangeduid. We· gaan ervoor zo.rgen, ~a-t· 
(1 .. ) Twee versohillende hoekpunten van P.nooit hetzelfd.e beeld 

hebben. 
... 

( 2.) :";lke· hoekpuntenverzam.Bling V, die · een. simplex Van 1:1 be­

paal t, afgebeeld w?rq.~ in,.een ve-rzamelit:g van 'E\1+1 in. a1gemene 
ligging, . en · '· · · · · · ;,. ; 

( 3.) De simplexe1:1,: van E- paarngew1. js ~et je~ liggen~ , •· :•. 

Volg,ens (1 ~) geldt: · 

(Vnl$/)'' = V'r-.Vl 1 (v1 ·;;.;,,;vertarnelingen J;i;. 

V' = W1 vplgt V = W. :punten.) 
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. Uit (2.). vole;t, dat elk simplex van P ~en.e1nduidig wordt afge- , 
\~tld, ,.· tonen aen, dat he~l p eeneend~idig' worcl t afgebeeld :: z 
a' • 'b.' .-.. a ~n b zi jn binnenpunten: VM zekere simplexen .T(V) en , · 

,,i-',' ,) • • • • ' ' ' • . 
.. ·~ ' 

T(W) van· p. Dan is dus. . ' 
f. 1 . = b ! £ T(V)' ." .T(W)' = T0(v'1 f " T(W·•) = T(V' "W') 

(oa"da{ T(:11;) ~n T(Yl.') net jes liggen) = _T((V"VI)') • 

, Aangezien de afbeelding in T(V} ·en T(W) 1-1. is, volgt hierui t 
. a.,be;VnW; d.ae.r a, b. :t,tnnenpun.ten vap. J en W zij:ri, i~. dus V = W en• · 

.. ••1~n• 4e 4tfn4J:atu.idigheid iri_ V· = W_ dus a ~ ·b. ~us is de afbeel• 
·, 1ltng in ht•l ]? • .Jln~4nduidig, Verder is duideli jk ·dat P' een pe 

!I • ' I ' - • ' ' 

•.. toop is, ' 
We moeten nu 4• eisen 1-; vervullen. De constructie gesohi . ' , ·. . . . ' ', . . . ' . . . .., 

.. ind.,uotief, Laat van n hoekpun:ten van: l? ( en hun simplexen) de 'bee . 
·d•n in E2·r+1 !;- ·geoonatrueerd zijn, zodat .1-; geldt._ :Oat geeft 
deelpolytoop P• van f'. We k.iesen ee1t (p.+1·)-de, lloekpunt van P, 
1u1.eacJ: e, 111t ala betld a• 'flit" V'CH!i3e:n ·aJ.le ~im.ple:xen T( e', V 1) a.an - . 
P' toe, waarvoo_r T(e,V) een simplex van P. is,.•' kiezen we will 

keurig, maa:r versohillend van de e.anwezige h9eltp~te:n. en zot dat 

alle lijnen verboden gebied zi jn, die een punt van· ~en < r---<lim. - . . 
simplex van P verbinden met een punt van een ( r-dim. e1i11.)l1,c ,._. 
P'. Dan is 1-2 meteen vervuld. ',Ye tonen nu aan, dat 

(o() twee nieuwe ([!;) een oud en een nieuw 
simplex netjes liggen. Zijn T(Vi'e) en T(V 2,e) simplexen van P, 
dan moet dus 

(°') T ( V 1 , e' ) " T (V2 r e ' ) = ' T ( V 1 t'I V 2, e ' ) 
z1jn.(dim.v1 < r.) Is a' in het linkerlid, dan ligt a' op lijn­
etukken e•a1 en e•a2 met a1tT(V1) . .Aangezien voor e' een lijn 
a1 a2 verboden zou zijn, moet a1 =·a2 zijn, dus is a' op een ve 
b~ndingslijn vane' met een punt van T(V1Av 2), dus in het rechte 
lid v~ (of). Hierui t volgt ot. • ' ·· · 

.Zijn T(V1 ) en.T(V2re) simplexen·~a.n P,' d.at moet 
. (fo) T(V1) n T(V2,e') = T(V1nv2,e) .· 

zijn. (dim. V1 ~ r, dim. v2 < r.) 'Is a' in 1 t linkerlid, dan is 
a'e:V1 en a'. ~p een lijnstuk e"a.2, a~ET(V2). ·A.angezien een lijn 
a•a.2 voor e' verboden gebied zou zi jn, geldt a' = a2, du.s a' in 
het :rechterlid van (;3). Hie rui ~ vo~gt tt,) • 

Het verboden terrein bes1·aat eindig ·. :::cl ~:::"-rlim. -lin. va:r. 

in de E2r+1• Die putten E2r+1 niet uit. (Dat is inductief te 
zie:rr, d()or _het geval met een nieuwe 2r-dim. lin. var. te sriijden.: 

· Een e' 101.ls · gewenst, bestaat dus. · 

i.~ Ond.ervtrdeling van een simplex T is een eindige 
... · die a.ls p~tve:rzameling ?net T samenvl:l-1 t\ Onderverdelin:g van een 

!,,_ •' > ,, • 
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polytoop Pis een polytoop, die ontstaat door de simplexen van 

Ponder te verdelen. 
De barycentrische onderverdeling van een simplex 

T(o,1, ••• ,r) 

ontstaat door als nieuwe hoekpunten .te k·i:e-zen de zwaartepunten 
van alle mogelijke ondersimplexen 

T(i 0 ,i1' .•• ,ip)·, 
genaamd { i 0 , i 1 , ••• ·, ip } , 

en als nieuwe r-dim. simplexen aJle 

T( { i 0 J, {i 0 ,i1 } ,· ~i 0 ,i1 ,i2 } 
( Di t z i jn er . ( r + 1 ) ! ) -~ 

Dat di t eeµ onderverdeling is word t 
inductief bewezen. ~e voeren de laatste 

stap uit: Is aeT(0,1, ••• ,r) en 

a 'I, z == { i O , i 1 , ••• , i r J , q. an pro j e ct e­
ren we a vanui t z in een zelfkantpunt 

a' va:n T(O, 1, .• • ,:r:). a' ligt op een 

echt ondersimplex van T(0,1, ••• ,r). 

Inductief weten we, data' E zekere 

:, ... ' 

0 0/ 

T( { i 0 }, {i 0 i 1 J , ••• , {i 0 i 1 ••• ir_ 1 }) is, dus _ 

ae T({i·0 J, {i 0 i 1 },···, li 0 i 1 ... ir-1}, {i0 i 1 .... ir-1irJ). Oak 
z ligt hierin. De vereniging van de nieuwe r-dim. simplexen be.:.. 

vat dus het oude. Het omgekeerde is eveneens evident .... Ga zelf 

na, dat de nieuwe simplexen een polytoop vorm~n ! 

De barycentrische onderverdeling van een p9lytoop. wordt ver­

kregen, door zi jn simplexen barycentrisch onder te verdelen. 

4. De diameter van een simplex is geli jk aan ;Zi jn grootste 
ribbe. 

BeWijs: Doorloopt peen lijnstuk, dan bereik,t ~(p,q) zij:n. 

maximum in het eindpunt van het lijnstuk. (Wa~n:~om.?) Doorloopt p 

een simplex, dan bereikt f ( p, q) zi jn maximum in een :q.9ekpunt 

van het simplex •. (Bevyijs di t inductief, door een.'_.lijnstuk door 

p te leggen met op de zelfkant van he·t simpl~:x: ii j:n, eindpunten ! ) 

9 (p, q) b-ereikt dus in ~en simplex bi f variabele p en q zijn ma­

ximum, ala beide hoekpunteJ:-·zijn. 

Is T' barycentrisch deelsimplex :·van de r-dim. simplex T~ 

a.an is· diam. T' ·~ r~1 diam. T. 
Bewi js: T == T( x , ••• , x ) • Na evtl. ve:rnummering m◊gfi:ln we o r . 

veronderstellen, dat de grootste r:'.bbe van T' de eindpunten 
f . . 1 k 
t xo, " • " , x~} = k+ 1 ~ xt = a 

1 
. en r ::x:o" • .: ~, ::x:lt' ~-• ',' xl~ . = 1.! •t E_ :x:i = b 

0 



t xk+ 11 • • •, .xl 1 
ligt oak in T. 
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l 
=~E 

l-11:k+1 
·;x: :::: C 

1 

_ k+1 a + J.-k o. · · · 1 

b - 1+1 l"+i ' 

dus lb - a 1 = i:~ le .. al ~ 1!1 \c - a\ 
r 

= 'r+1 diam T. 

Stelling: Fi j voortgezette barycentrische onderverdeling van 
een eindige polytocp naderen de diameters der deel simplexen geli jk-

matig naar o. js dit zelf!) 

v. Compacte ruimten. 

i. We verona.erstellen scheid;ing1:>axioma 1. · 
E heet compact, als iedere oneind~g~ deelverzameling van R 

een ve:rdichtingspnnt bezit. 
Dus iedere ruimte ui t eindig vee.l pu,;n.t.er,. is compact. !Jaar Bal­

zano-Weierstrass bezit elke oneindige beperkte verzameling V van .. 
E1 een verdichtingspunt; is V afgesloten, dan hoort dit verdich-
tingspunt ook·bij v. Dus een 1ileperkte afgesloten deelverzameling 

.. • . ,.J 
van E1 is (a.ls ruimte) compact. H~tzelfde geldt voor de beperkte 

afgesloteri. deelverzamelingen V van Er. v:ant men kan een oneindige 
deelrij uittrekken, waarvan de 1e coordinaten (die immers een be­

perltte verzame1ing vonnen) convergeren; hieruit e'~n, waarvoor ook 

de 2e coordinaten convergeren enz. Een puntenri j, waarvan alle 
coordinaten afzonderlijk conve:rgeren, convergeert. Dat 1evert het 
ve rd_i cht ingspun t. 

In de Hilbert-ruimte F geldt die bewering niet •. De punten 

ai = (0!0, ••• 1,0, ••• ) (op de i-de plaats een 1) hebbe:n de afstand 

1 van de oo rsprong, vormen dus een beperkte v0 rzameling V. Alle 
coordinaten afzonderli jk convergeren naar O. De oars prong zou 

dus he-:t enige verdichtingspur.t ltunnen zijp, maar die heeft van 
alle punten van V de i:3-fstand 1. Dus heeft V geen verdichtingB­

p1.LY1 t. 
De fundamt?:ntaalquader F van E is wel compact. Gegeven V C. F, 

V oneindig. kiezen ee~ deel:ri j x~ 1) van V, waarvoor de 1 e 

coordiriaten convBrgt::TJ?.n; hierui t een de: ri j )I:~ 2), waarvoor de 
2e Co6rdinaten convergeren, 'e:n2. yan de "diagon,:alri j" ~n) con-

. vergeren allE; coordinaten, want b. v. de k-de c o6rdinaten vormen 

· ( op de eerste k-1 na) een deelri j van de k-de coordinaten van 
(k) ( ) ·. . . . . . . . ... 
~ • I.p .. v. xnn zeggen we y11 = (3/n, 1,?n,2'···)• 

lim 'Y/.,., ,; , = '1J 1~ • n , i~, . .,_ , 
\11 .~{-l~ tn, i -

J In.I <-l ., 1 = 1 



Yi= ('7,,12,•••) 
~-(11·l·"i-1JJ..)2=r+ z 
1 I ·' 1 r,!+ 1 

Wegens de convergentie van E 721
1 . 

i 

. d in· ,.11 J..S · US . J. • 

de 2e som <. ie: w6rd~n ge-

maakt, door M groot eg kiezen; wegens de convergentie der 
coordinaten de eerste eveneens voor le n ~ zekere N. Dus 
lim ~ y· is een vs icht sp van V. 

Bewi j s zel fl onbeperkte verz2'.',~eling van een metrische 

ruimte is nooit ct. a sloten verzameling van een com-

pacte r;,.1imte is ( al s ruimte) weer eompac t, Een niet a.fgesloten 

verzame_ling van ruimte is niet compact (zie II, 1 11 ). De ver-
eni van twee compacte ruimten is compact. Ben eindige poly-
toop is compact. 

Een systeen: var:. verzamelingen heet eindig gebonde:n (gebon­

den), a1s ze met zijn Eindig velen (met .zijn allen) een niet le­
ge doorsnee hebben. 

van 

Ee:n systeem :S: van open vcrzamelingen heet ·cen overdekking 
R, a.ls R de vereniging van de Oi=:I: is. 
.R beet bicompact, als 

(ol) ieder eindig gebonden systeem van afgesloten verzame-
1ingen van Rook gebonden is; oftewel: 

(;,) iedere overdekkinl van R een eindige overdekking be-, 
vat. 

".'e tonen o'-H/3 aar:: zj_j Z een overdekking. 

plem.:.m ten R ,o van ~:1:11r.::, Cle.: 2. '.Ve gens R == U , Oe.:E 

r~·Bestaat uit .de com-

0 is ,r'\ A= (\R\O 
. Ae.::S:,r Or::::S: 

5{ 
leeg. Dus is :S: nist {'ebonien, dus, als (a() verondersteld wordt, 

ook niet eindig gebo:nden. Er is dus een eindige E~C E;{, zo dat 

0_ A =CJ i.s. z1 zij de Vt?rzameling van de o ... ~·R\Amet_AcI: 71:: 
AEZ"Z. 
Dan is dus l.J O = R. 

Oe.:I: 1 
7 ., . 
~at y'>). :maloog omgekeerd. 

Stelling 1: Fen .afgesloten dcelverz?,.n1eling van een bicom­

pacte ruitnte is (als ruimte: bicompact. (Bewijs dit zel.f!) 

f'tellinri;_g: Iedere bicompacte ruimte is .oompapt. 

n js ~ '.'. as V eeri oneindi verzameling zonde r. verdichtings-

punt, d'an. was V afgEc ote,n (zie I.3.i, J.3.14.), dus ook elke 

V \ ( a) met asV. Deze verzarr;;;lingen zouden · eindig gebond.en, dus 

gebonden zijn, hetge~n niet klopt. Dus bestaat zo'n V niet • 
...'.'3te..lli.££Ll.: comr·.c+0 T'., rli e machtighei d sa:x:t ')ma 2 ver-

vult, is bicompact. 

Bewi js~ Gegever:. een overdekki11g .E •. 

voor zekere h:E, vc:rm,rn e .overdekking 

Bi j iedere Ost• ho0rt een .Pi:::Z met Oc F; · 

. . :, :.-· 
Alie'.°'basis-0 met OC. P 

z,, die aftelbaar is. 

deze P vormen een aftel-
'' 
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bare ove:rdekking !: "C. E ~ · Deze r. 11 ' bestPr:t ui t verzamelingen 

PpP2, ••• tYe wille1:.acntor-,0J·, .. ai:rt (v0or zeke:re n) reeds P1 , • •• ,Pn 

een overdekking vormen. ,·:as ,dit niet zo, dan waren onder de 

~ P1 onei'nd.ig veel verschi1l8nde, dj e we Q1 t Q2, ••• noem~n, . 
Q1 C.Q. "- ··e kiezen u.e:Q. 1 \,Q-~ De a. bezitten een ·verd1cht1ngs-

. J.+ 1 1 1.+ l 1 .-·· . 
punt. a. ru is a1¢Qj vcor ulle j ~ i, dus a1 e:R, Qj voor a~le i ~j • 

R\.Qj is afgesloten, Jus is ook ae:R \.. 1j, dvs a¢'~j voor alle j, 

dus a.¢'U_1j = R, hetgee!', 011mogelijh. is. · _ 
'P"en verzameling V vr.:r. een metrische ruimte R heet een E-net 

( E: ) 0), als elk punt van R vc:1: V een afsta.nd < e: heeft ~ _ 
. ·, Stel1gig__i: Ben compacte metrische rJ.imte bezi t ee~ eindig 

e:-net voor el}.{e e: ) .0. 

B0wi js: Vle ldeze?~ achter elkaEr pun ten· a.1 , a 2 , ••• , zodat elk 

van de verenic;ing v~m de V-:'.)orafgrn:mde een afstand >c e; heeft. Di t 
proces breekt af bij zekere m, want anders zouden de an_ een ver­

dichtingspnnt bezi tten, hetgeeu onmogeli jk is. ap ... , am vormen 

dan een e:-net, omdat ceen punt van F, meer bestaat, dat van deze 

een afstand ~ E heeft. 
Stellifl;g ..2,: Een com1mcte metriF5Che ruimte ve rvul t machtig­

heidsa:xiorna 1, dus ( zie I11I .5) machticheidsaxi01r,a· 2, is dus bi­

compact (stelling 3). 
Bewi js: Vn zi j aen e:-net voor e: = ~- \...JV n is: overa~ dicht en 

eftelbaar. 
Stelling 6: .Ben bicompacte Hausdorff-rt1imi"e 'is regulier. 

! Be~i js: Gegever. een afg0sloten verzam.elinf A en: een p1.mt pf A. 

Bij iedere acA is er een paar omgevingen Ua"'U-p a) .= 0 .. De U a.r-..A 

.vorme:ri een overdekking van d.E: bicompacte ruimte A ( Stelling 1). · 

.Dus zij1~ er a1, ••• ,am e:.,~ zo dat reeds ,U(Ua.l"IA) =:~,~ i~ • . Yle stel-

u · · . I\ ( ai) · · r ·· . 
len U =- U en 1 :U = V. Dan zi jn U en V de gevraagde·. vreem-

. ai . . P 
~- l 

, de omgevingen, van .:.i_ en p. 

~~lin·g 1: ; en bicompacte Hausdorff-ruim.te ~s zelfs nor­
maal. 'Bewi js dit zelf· v-olgHis het~elfde beginsel als 6 ! 

Stelling 8: Eet continue beeld van een biconipacte ru.itlte 

is bicompact. - Bewijs dit zelf. 
. ~ ~' 

Stelline; ~: Eet continue beeld van een compacte ru,im,te is 
compact.· Bewijsf Zij V1 een oneindige deelverzameling van de 

\ .. 

be.e1d'ruimte R' zc,nder verdichtingspunt. Dan is V ! .afg~sloten, 
•.· du.s. wege~s' de co:ntinuftei t QOk het origineel V van :v'. V heeft 

een ve,rdichtingspu.nt a.EV. Eot b~e:.i.e ... a'eV; b~zit een omgeving 
-» ~ ,, ,r? f: , , _, ·: . . " . . · -

'./tf~i"'me't ua~,."V' ·b Ll · • ·Bet origin•eel van ua'. is een_· omgey1n,g _ 

TT ,,_;..,..; 'Maar da.n:'i's 'ook Ua:-Y ;;:_ ,o in,'strl.Jd, ~et :ne,t_ ff\t, d~t, 
1,.;¢:t 118:t'l V i.a-. D:us wae de ond.e1rst,,el:li':tag onj~at:~, 

, ',, , .,, .,: J , , ' · , • , • ,,, ,, ~ ',i ' }r ·:;, ·, 1,7':'.r; 1 



. 
~.!IB....'.!.Q: 'Sen et;J:1£•end·,11/~ige continue afbee} di!1.g van een 

compncte :i.n een com!•EIC'te ruirnte is 't_cpolcgisch. 
. -

Fewijs: Is A eer, 2fger:_,l tc:r1 verzmr.eJ.ing vs_n de originele_ 

ruimte, dRn is A als rui!:.1te comf)nct, dun zijr'. beeld .A' is compact, 
- . 

. dus afgei~loten i:n. ·de bF.:e1dri.1:L1t(~. Bi j de inverse' afbeeltling is 

dus het' -o'rigineel van elK(, a:fget:lote::n verzameling afgesloten, dus 

i G de inverse ~: fb s e 1 dir'.t:': CY· 1~ c or tinu. 

Stel..ling __ .1 f:- · ·!-+':r~ cc:r~tir:~tE: re1He fi,_nctie gedE,finHlerd in een 

ccmpr:wte o:· bicorept.l.ctr ru:l.:.'.ltC: l>ezi t · efm maximum. ~m een minimum. 

' ( V,:ilgt ·.1i t 8-9.) 

Stellir.:-.£: __ 'l_g: T\::rl c-01r"dr;11e t:ift,e:eJdi:ng vi:::n een comr,acte metri-

sche ruimtf- in E:en :netr:i. cche ruimte ir. c•l i jkrr1atig continu .. 

Bewi js: ··.·e moeten 2'.mtor.en het cest8nL v1:m een 6 > C bij gege­

ven r::) O, zod•'t voor al le ::-~, b met 

. f ( :) ' b }_ < . 6 
celdt ·.g(i')a), .. f(b) ) < t: • 

··:as die c er niet voor ze1:cre £ ). O, da:, was er dus voor iedere 
0 / 

) £ ·•· (1{ :it) = 0 
~'r is een deelrij r:' V[m de natu.ur1ijke geta1len, zo dat 

1 j.111 a.,.. , = a . .. 
bestaat. Ma.ar ds.n beDtaet ook wegens ('if) 

lim lJ = ac n , 
en dan levert (~ 21 een strijdigheid met de continutteit op. 

2. en nfbeelding f v1cm oen mE:trische ruit1te in een topologi-

scLe ruimte heet een E-a:Cbee1:Un6 , als dE· ~)ri,;ineel-verzmneling 

va!l iedE.::r· punt ee:r. J.jamster < s bezit. 

Stellin•" 1: Ii~ f E?:-::r;. E-afbeeldir:,g v~:.n een conpacte R in S, •. ··-·····-J..l.......!.. 

da:n be staa + er e e: ? .> o, zed at van elke ver;::;ameling met een dia-

meter < ~7 het o:rigineel ee11 di?lmeter. ( 

1~E-vlijs: ·.as dit :niet z:::i, dtff" beston,i 

pw1teLpaur a , b EI: 111et q( a.-, b J :?_ £ an n n ; u l, -

en we kcnden een deel:ri ~j n' van indices vinden, ·?o dat lim an ::::: a, 

lim b = b bestaan. T.!car -den bevatte he-t ori.gineel van f(a) = n . 
= f(b) de twee pm:ten a en b met \"(a,b) ~ E, in strijd met de ver-

onderstelling. 
filtlli.ns .. 1.: I'en com}1a,::: ~2 ""'€ ':;1•j scl'!"' ruimte r: be?:i t voor iede re 

e:) 0 een E:-afb@e1di.ng op _t J:rl geoc1n.'•4;e eindige polytovi.J• 

Bewi js:. 01, .••• , on VOT:r:'.len ee,n eindige overdekking van R, met 
diameter ( O.) ,·· £ •• De t\mctie • 

l.· ' . . 

·,.rx'..(p):::::: P(p,R'\.0·1··)_.· 
I ' 1 J 

is continu en verd.wijnt net in· R "o1 • 
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°'· (rJ) l .. 

/'ai ( P) = r~i t P) 

is zinvol en co!:tinu. 1\an iedere C\ laten we een pi.mt xi 

E 1 beantwoorder:, zod,1.t de T(x1•, ••• ,xn) een Dimplex is. n-, ~ 

duiden we een r-dim. ondPrriimple:x v_an T(x11 ••• ,xn) aa.n. 

f ( ',·, i = Z ,1 . ( D ) X . 
' ' 1 l · · ' 1 

van de 

Met Tr 

is ee11 continue afbee}dir:g in •T(x1 , •• • ,x11). f hoeft geen "afbeel-

ding on 11 te zi jn. ,ordt T 1 niet vol overdekt Joor f(R) dan is - ::n- . . 
er een bi:nnenp1.m t r Yan T 1, dat niet overdekt wo1·d t. We pro jec-n-
te:re:n f(R) vanui t r op de zelfkant Tn_ 1 ; :eZie. afb~~~ding is conti ... 

nu en wordt g11- 1 g,,:noe, d. We defini~ren g,1,.- 2 in elke' Tn_ 2 , dat 

door g11- 1 f( R) vo.l overdekt word t, a.1 s identitei t en in ieder an-
d er T 2 als projectie vru:ui t een niet overdekt binnenpunt op de 

n-
zelfkant van die 11 2 • g11- 2 i:" eenduidig en continu • .Analoog de-n-n-i / fini~ren we g van alle i, n-1~ We stellen 

1 2 = n-2 n-1 h = g g ••• g g f. 

Elk 011de:rsimplex van Tn_ 1 waarvdn een binne:npunt tot h(R) behoort, 

ligt geheel in h(R). Dus is h(R) een polytoop. 
Bij een afbeelding gn-i blijft elk punt in al die simplexen, 

waar het in was. Is 

1:(p) binnenpu.nt· va."'1 T. = T(x. , ••• ,x. ) 
J. 1 0 1 j 

dan was f( p) birmenpu.:nt van zekere Tk met Tk J Tr 
Dus 
met 

dus 

f(p) = E 111 (p)x1 
/j, (p) '/0' 

10 " pev1 • 
(\ 

De h-origineel ve:-zameling van elk p1mt ire' dus in een o. bevat, 
0 1 o dus ( s. 

Opmerking: J s h ( p) r. T ( x. , ••• , x,, ) , 
10 _.. j 

P€:0. ,-, • • • l"I O. • 
J.O lj 

dan is ze1fs 

Defi:r.i tie: Een C'ompact1c, metrische ruimte P is van de dimen­

sietra.p r ( dim ~) wanneer een l' het kleinste getal is, waarvoor 
een s-afbeeldi:ng (vcor elke e ) -.~) van H op een ei.:ndige r-dirn'.. po-

""' ' lytoop bestaat. Oftewel: dim ,,, R ~ r de.n en slechts d.an, als enz. 

R heet van oneim:.ige dimensietrap, als zo 'n gE:tal r niet be­

s ta.at. 
Eer1 overdekking Z:: var:, een metrisehe ruimte R heet een ,e-r­

overdekking, wanneer di a.in O ( e voor elke OEL'. is en telkens r+2 

verzamelingen OeE een. leg"- dnonmP• hebben. 

Zi j P een r-dim. polytoc,p en E de verzameling van de ster-
ren_ van alle h:..,ekpunten,van P. Is o-(e 0 )1"1: ... r-. C(em) niet leeg en 

'•. l>~~al, bet dus een punt a, dan is er een simplex T van P (wa.arvan 
. ., .. . ' i•lt$Odat T C. d'(_el.) 'i = Q ~ • •:-,m) 'ge~dtt ma.fir d~,i\; 

,·1.,.,.,\•,•/.,C"'.'\>. ,,-·'.:: 1.' 1.",.,\'.,'\ ,,_ ' . · · ,, (,.-,,, ,,. __ .. ; .... ·,,.:,,,_,, _ t- .: .. , ". ,. , .·•';•: .. ·,,,.,, ·.. " - .f< •'le..:,,.,.: 



- 25 -

zi jn deze ei ~o.ekpuntcn van T, dus di.m T ~ m. En omgekeerd: is 

T ( e O , ••• , em) -s tm pl e :x van P, d an i s ct( e O ) n ••• ,..; c ( em) I O . 
Zijn de sterren bov-endien < i::, dan is deze I: dus een e:-r-over­

dekking, rna:::ir geen t:"'"{.r-1)-overdekkj.ng'van F • 

.§1.elling ~: dim!!i!: R ~ r dart en slechts .dan, als er voor el­

k.e E > () een F::-r-cvrirdekkinc van P bestaat. 

Bewijs: Uit de cpmerking bij steJling 1 volgt, dat het be­

etaan van een r.-r-overdek1dng tengevolge heeft het bestaan van 

een e-afbeelding :.,peen~ r-dim. polytoop, dus a.ls dit voor el­
ke e:) 0 het geval is: di;:lf R ~ r~ - Zi j dim"R ·= r, dan is er 

voor elke E ) 0 ·e-en e:-afbeelding f op een eindige polytoop P.; 

dim P ~ r. W_e kiezen een 17 > O volgens stelling 1 en ve:rdelen 

P zola:ng barycentrisch onder, tot de sterren van alle hoekpunten 

< 'l/ zi jn (TV. 4) • De nieuwe polytoop P~ is ook ten hoogste r­

dim. Onde r E verstaan i,ve de verzame1 ing van alle f-l ( a-·( ei) ) , 

wa2r e. alle hoekpunten van p:X doorloopt. De verzamelingen van 
1 ' 

E zijn open en < E en hebben evenals de d(e1 ) ten hoogste met 

zi jn r+1 een niet lege do0rsnet-, vormen dus een t::~r-overdekking. 
' ~ 

Stelling i: dim R = r dan en slechts dan a:s er voor elke 

c: )0 een E-:-r-overdekking, maar niet voor elke E)O een e::-(r-1)­
overdekking van R besta::.:it. ( Gevolg van 3.) 

Let:wel: y:e weten nog niet, of een r-dim. simplex (polytoop) 

nu ook_van de dirnensietrap r is, dus of zo'n simplex (polytoop) · 

niet_ op lager-dim. polytope:n c:- ·afgebeeld kan worden voor elke 

c:) 0. Di t zal lP.ter bli jken, nie.t het geval te kunnen zi jn. 'Iot 

nu toe wcte~l WE. alleen dim:X r s di.m P. Eet omgekeerde is een diep-

ligger.~;. feit. 

"'el kan men door :::-ofbee1dingen de· d:i.mensietra:p van een oom-. . 
pactc ruimte willekr;urie y_~rb.2gen. Du1k c,an de Peano-kromme ! 

2.• De lege ruimte is van de di.mensietrap -1. Een compacte 

metrischE ruimte R j_s dan .t:n ~ilechts dan ven de dimensietrap o, 
~ls ieder punt var: R willekeurig kleine brokomgevingen bezi t. 
( 11 Slechts dan 11 volgt ui t ~tel ling 4, want is o1, ... , On een 0ver­

. dekking met 011"\o., = □ .(i -/, j) r · dan is er tij iedere pER een 
_J . . . ' • . . . ,; .. o. met ptOi = R'\. _L: !,o1 , en dat is een brokomgeving van P• 

1 o O J.,ti . ' . -
. 0, . ' 

"Dann: Ui t het systersm· va.n alle brokken· met diam. ( c: kan men 

wegens de compaclheid -. ' 
ken ui ttrekken: de O •. . , . J 

een ei~qige overdekking o1, ••• _, On met b;rok-
' " J . .. = O·." Y. 1· O. ·zi J·n · ook brokken en vormen · .J 1= 1 · ·. · · 

een c:-0-overdekking.) 



Vl. Topolagische groepen 

.!• G beet eeri'topologische groep, ale G een_~opo~gisohe 
rulm.te en tevens een groep is en ale ab (a,beG) en a continu 
van a, b resp. van k afhengen. 

(, ( a, b) = ab· stel t een e.fbeelding van G XG in G voor; a.ls zo­

danig hoort 5" continu te zi jn.) 
In een topologische groep G is de link~- (rechts-) vennenigvul­

diging met een !ill element, 
:fa ( :x:) .=. ~:x: _ res~. ga~ x) = :xa , 

een topologische afbeelding vari O op G. H~tzelfde geldt voor 
X + X"" 1 • 

. -1 
Is V open resp. afgesloten, dan ook e.V, Va. en V • 
We verondersttllen in 't vervolg acheidingaa~ioma 1. 
Zijn G en G' topologische groepen en is G continu. homom-orf 

_a':fgabee~d in G', dan is de kem van di t homomorfisme afgeal-oten 
· ( (a) is namelijk afgesloten.) 

Is omgekeerd H afgesloten normaa.ldeler van G, dan kan men 
G/H topologieeren: Is O open in G, dan is de verzameling der a.H 

met ae:O open in G/H; en deze open verzamelingen vormen een basis 
voor G/H. -Laat zien dat de axioma's I vervuld zijnt Ook achei­
dingsaxioma 1 is vervu.ld wegens de afgeslotenheid van H. Le.at 
_z1en dat het homomorfisme a ➔ aH (van G in G/H) continu. is! Toon 
aan, dat alle axioma's van IJ zich van G op G/H overdragent 

Een continu isomorfisme is niet noodzakelijk topologisch. 
Voorbeeld: G de optelgroep der natuu,rli jke getallen. G' de op­

telgroep der re~le getallen mod. 1 (getopologiaeerd ala facto:r­
groep van de optelgroep der retne geta.llen naar G}. f(n) = n J 
(mqd .. 1) met irrationale J. f is een isomorfe e.fbeelding van G 
op f(G), maar ~een homeomorfie, want in f{G) komen verdichtings-
punten voor en in G niet. ~ 

5• In •t vervolg hebben we haast uitsluitend met co:mmute.tiew . . 
ve groepen 
rol apelen 

gehele 

te maken, die we additief schrijven. !en bijzondere 
de·o~telgroepen der 
getallen (mod.O), a.angeduid 

" mod. m: (mod.m) n 

relle " : (re) " .. ·' , 
" , • mod. 1 ; ( re mod •. 1 ) • • 

(trivi~al gatopol.) 
( ff It ) 

GeJt,iT$n aan ve:rzameling 4·, en. 8dll { :topologische) groep r. We 
· @"n de (topologfr:ohe) "g~oep ·o boven J.. ctr" : 

· ~~•'-''jn de ('eind;lge) lineiire ~om;titiaties: 
' >, C ,e, ~ ., .' • * O " 1 .., 

,, . ' ' z: ii;~ " - ,,_,e;r ' 3if:}, 
\ ' ,,,; \ ,,, 



d.w.z. echts eindig veel co~ cH!nten 
,,."" t ~ ' ' 

eleme:nten word t zo :rekend, 
/i zijn / o. Met deze 

' 
x; Ii ni + E ii ai = i: ( J' i + J' i) ai 

.is. 1Terder defini~ren we 

VJ: }'.1 ~i _N = verzameling der I; f iEi met cl = 0 
indien f'i ·= O en i:: 1 = 0,.± .. 1 anders .. 

Dat is dus een deelverzameling van r ,. 'Men ziet: 

lloU = (O) , ij zl = I! -zn , V z1+z2l/C l!zrll + llz2H • 
Is Peen open verzam.e1ing uit , .. , , dan verstaan we onaer B(z,P) 

de verzameling der ye::G met \\ z-y lf.c. P. Door a.eze definitie wo:rdt 

? een topologische groep.- De axioma's van topologische ruimten L 
warden n~t zo bewezen al~ d:i. t bi ;i metrische ru1.mtep. . 

s geschied. Om de continu:rte1t va:n z1+2 2 1n z1 en•z2 t~ bew1jzen, 
moeten _we eerst bi j een .. gegeven · orngeving P van· O in ["l een omge­

'ving pt van O in r be:pale:n, zodat P' + P' C P is. ·P' bests.at, 

omdat in r de opteloperatie continu is. Is nu 

da,.vi is 

0 0 0 z = z1 + z2 , z = z1 + z2 
z - zO - ( z1 z~) .+ (z1 - z2). 

•'• 

Indien V z. - z? 1/c P 1 
1 1 

geldt, is ll z - z·o ff C P • 
. -. . 

Dus is ook in·G de opteloperatie continu. 
Als i. een Eindige ve1~zame_ling is (m elementen), is G de m-' '-,_ 

voudige directe som van r me·t zichz'elf; toon zelf aan, dat de 

topologie van G met die van ~et m.:voudige cartesische product ove:r­
eenkomt! 

VII. Ontwikkelingen van ruimten en groepen 

1 • Een ri j ~ van ruimten, waarvan ieder in de voora,fgaa.nde 
continu is afgebeeld, 

:f1+1 'R C K · · n ~n+1 --:n, , 
heet een ~ -adische ri j; zi jn alle afbeeldingen '.'op'1 dan spreken 
we van op-Rn-a.dis.ch •. 

·;;e fini~ren voor alle m) .n de (continue) a.fbeel.r.L~gen 

~ 1\i c· 1\i 
induc'tief door t'" fl = fl • n m n , ~ 

De ri j Rn bepeal t een limi~truimte R, de Rn-a.dische ,limiet 
de ~-:-s. Punte:n•van R zi;,~1 de rije·r ¾(£~} met · · .. 

a ::::: ,.n,+ 1 a.. . • a. . heet de ·n-de coxx- 1 ·' •• "'l':!t · n :rn:. 1i+1 ' n ·· · · · "' '-'--~~-
het zojuist vermelde punt.. · 

Speciale_ open 
geven n en O:n 

verz8.melinga' inR noemen v;e vooI- willeketirig 
I • ' . ' ' ' ' 

alle :i;ru~,t~~~ '" 
co6rd:!..1·l~&.t. -•-=··"'·· 

l 1 



verzamelingen in R ie weer eem speciale open verzameling •. '1Jant 
zi jn en m < n is,' b"ep'alen we els· deze door 

Pn als het ~ -
specie.le open verzame 

n be 
'n 

van Om en vormen 
in R, die net 

gegeven verzamelingen is. 

o /"IP. Daze bepaalt een. n n · · 
de doorsnee van de twee 

0pen verzamel in F, is iedere vereniging van speciale open 

ve:rzamelingen. Toon aan, dat men i. p. v. ttvereniging 11 ook kan zeg­

gen ttaftelbare vereniging" ! Toon a~n, dat R inderdaad een topo-­

logische tuimte is. 
f zij e afbeelding, die aan elk punt van R zijn n-de 
n . 

cot,rdinaat toevoegt. f is continu (waarom?). n . 
~ fm = fn • , 

Voor a.,bER, a-/ b, is er een n, zodat fn(a) I fn(b) • 

£,• Stelling 1: Met de ruimten ·~ voldoet ook hun .J\i-adische 
limiet aan aen der scheidingsaxioma's 1-3 en aan machtigheidsaxi­

oma 2. 

Scheidingsaxioma 1: "aeR, fn( a) = a ; ( a ) afgesloten in J\i, 
( ) .n n r,.. (n) 

dus zi jn fn -o:rigineel A n a"fge-sloten in R. ( a) = 1 i A • 

Scheidingsaxioma 2: a, beR, a :/ b. n , zo dat fn ( a) = '.:ll / 
fn (b) = bn. On' Pn omgevingen i?:\; ~ van, an, bn; On"Pn = U • De 
originelen van O, P in R voldoen. n n ·· 

Scheidingsaxioma 3 in de vorm 3' : ac:O CR, O open. 1ile zoeken 

open P met ac:P, PC o. ·.·ie. mogen O speciaal veronderstellen, dus 

0 = fn -origi:neel var. open On C Rn voor zekere n. an=fn (a)EOn. Er 
is open P CR met a eP , P CO • Kies P als fn-o.rigineel van Pn1 n n n n n n 

~telling_g: Veronderstel, dat in de l\i de topologie door 

het limiet-begrip bepaald is. Dan en slechts dan is in R 
lim a ( i) = a, indien voor elke n de limiet van hun n-de cotsrdi-

1 
naten bestaat. 

· Bewijs: Zij lim a(i) ·= a. Gegeven een omgeving O C.J\i van 

an. Deze bepaalt e~n.speciale OCR met aeO •. 1-1u is a(i:,\o voor 
bijna elke.i dus an(l)EO. voor biina alle i. Dus lim a(i) = ~. -

( . ) n -:i ( • ) f\ 1 n n · 
Zi j lim a 1 = am voor elke m ~a i = f (a.1') ) ; wegens de conti-
nu!teit v:i ~ is dan lim t' (a i~) ·=?, (a(i)), dus a. = t°' a • n 1 n , m n ~n n m 
Dus defini~ert de rij an een punt a van R. Zij O speciale omge-

ving van a, dus O = f -origineel van open O ui t Rn. Nu is 
no . no 

an .. eon. , 
a. o 

dus bijna alle a(i) eon, dus bijna alle a(i)eO Bie:r-
no o n• 

ui t volgt 1im i/i) = a,. 

• Opmerking: De verond~rstelling is i:n I t bijzonder vervuld 
bi j metrische. ruimten 1\i·. en bi J ruimt~n, die aan scheidingsaxio,- · 

ma! ]l~chtighe,idse.xio~a .2 voldoen .. rraar stell:i.ng 1. ia in het 
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laatste geva.l ook in R de topologie door het limietbegrip bepaald. 
Stelling 2: Zijn de Rn metriscl.1e ru.imten, C:an _is oak in R een 

metriek mogelijk. 

Bewijs: ·.;1e mogrm veronderetellen, dat de metrieken f n ( resp. 

in~) aa.n fn(x,y) ~ 1 voldce:r,. '.e vorme11 in R: 

~(a,o) = I: .2-1:. fn(a.J.J.,bn). 

·~:e moeten aentonen, dc.t ae door de_ metr~ek f in R ge!nduceerde to­
pologie met de E11-adi::,cL,e same011val t, of te wel (vo1gens opmerking 

bij stelling 2) dat het begri!) limiet in beide gevallen hetzelfde 
is. Is nu lim a(i) = a· valg,:u:;s de metriek, dus lim ? (a(i) ,a) c O, 

dan is a fortiori lim P (a(i), a ) = O voor elke n, dus lim a{i)::: ) n n 
= a (~-adische topologie) wegens stelling 2. Aan de a.ndere kant is 

<j (a,b) = E 2-n ?n(f11 (a),fn(b)) els gelijkmatig cbnvergente som van 

continue functies in li (R -adiache topologie) we1:tr continu ("R -adisch), 
( i ~ n 1 • ) -11 

Dus vol't uit lirE·a '= a (R -£.q.lsch) : lim {.)(a'.1 ,a)= O, dus 
( • !1 ; 

lim a 1 = a (metrisct). · · 

;::~telling 4: Zijn de P'n metrisch comp~ct, dan ook R. 

Bewijs: Zij Veen ontindige deelverzameling v~ R. I~ f 1(V) ein­
dis, dan is er een oneindige rij verechillende a(l) EV met alle­

maal identieke f 1 (a(i)). Is f 1 (V) oneindig, dan bezit het een ver­
dichtingspunt. In elk geval is er een oneindige deelrij verschillen­
de C1 )a(i) e: V met convergente ( 1 )a; 1 ). Op v<:) =v(1)a(i) en 

f 2 (v( 1 )) passen we dezelfd~- redenerin_g toe' en vinden een deelri j 

<2)a(i) van ( 1 )a(i) met converger.te ( 2)a~i). Zo ~aan.we dnor ei:i vin­

d-en dus algemeen een deelrij vei~sc.hil.1:ende (n)a.(1.) van (n-1)a(i) 

met convergente (n)a(_i). Van de ·'1·d:iagona::lrij" (i)a(i) :3ijn alle n . 
term.en verschille1. d en c"onve rgeren voor iedere n de n-de coc:5rdina-
ten. Dus bestaat lim (i)a.(i) en is verdicLtingspunt van V, 

Stelling ? : Zi jn de ~ metrisch compact e~ niet leeg, dan .i.s ook 
R niet leeg. 

Bewijs: S =("\ r ~ is als doorsnee van niet lege afgesl~ten n m n -m . ~ 
ve~zamelingen in de bicompacte ~ niet leeg en rk Sn= 3ic., ~r is dus 
een rij a E ~, f1D- a =a, die een punt van R defini~ert. n -n nm n n 

2· .e spreken van een continue afbeelding g van de F~-adische 
rij ~ in de ruimte Q, als bijn~ alle,I\i continu a.fgebeeld zijn_ in 

Q, Q 4c--- Rk 'II;:- Rk.,'.'1 <.:--- • • • ~ R 
gn I\,_ CQ ' • 

~~ dat gn t' = gm 
1'1 

is. Fen de.rgeJ,ijke afbeelding induJe\.,:" er !!en van R in Q, 
.,; g Rc.Q· 

g =, gn_ fn·• 
(Waarom ie g bierd.oor eendtiidig bepaaJd?) ·· 
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We spreken van een continue afbeeldillg g van een ru.imte Qin . n 
de ~-adische rij Rn' als ·Q in ·de afzonderlijke Rn continu is afge-.. 
beeld, ·,;;. 

·g QC R n n 
~ 5 m = gn met 

R1 ~-- R2 ~ ••• ~R. 
.,£-- Q ' . 

Een clergelijke afbeelding bepaalt er een van Q in It 

g Q C R 

fn g = 

(dus g(x) is het punt Vc3l'.1 R, 
g n 
wacrvan de r'.-de coBrdinaat gn ( x) i~. 

g is inderdaad continu, want is O een 1s'pecia1e open verzameling van• R, . . . 

dus bepaald deor een 0~ C Rn , da:n i"s het g-origineel van O de verza-
o e 

: m-eling van alle pun ten van O, waarvan de 1::. -de c oord:Lnaat in O val t 9 o . n 0 
dus geli fk aan het gn -origineel van 0;1 , dus · open. 

• . 0 . 

We spreken van een continue afbeeldi:c1g r': van een rij ~ in 

een ri.J' s' er R CR ' berm~) cs ),. wanneer n · n m n n m n 
<DIDn r.·"' · r n 11m ~- :.:;n 

bij vaste n voor bijn~ alle m continu is gedefinieerd ·en 
cpP fm = _q (Dm = <pm 
· .. n p gn I g_ , n . 

geldt (voor zover gedefinieerd). 
R-1 f---·n 0 -<E---- • • • ~ R 

I • c.,,,.,__- .,,... 
L . ..... -_?-,-'--. 

0 ~ c'{'<..., " S 
0 1 <If- <-'2 ~ • • • <o:--

. Een · dergeli jke afbeeldi:ng induceert er een ve.n R in r 
0' . y.,(R)·c S, 

. g 1.,/J = t.o·k f' 
n , ' :n --k 

(Men passe 

afb ee-lding 

s ~) 

de twee vorige opmerkingen toe-, ,.-:a&rdoor eerst een limiet-

van. R ih de~ wordt tot stand gebracht, '~n en dan var ... R in 

Is de rij E. in de rij ~)n continu afgebeeld ( ye>~) en de rij S11 

;!.n de ··ri j R11 (1f ~) zo dat 

'"\Lf np <pm = ~ r , p n 
w p ''\,/-' m _ am 
T 11 · p '-'Yl 

dan heten de ri jen homeomorf'. Eierdoor wordt eeh homeomorf'ie van de .. 

limiet ru.imten getnduc ee rd. 

4. 'en. tegenhanger van de Rn-adische ontwikkeling is de 1\,i.:..a1e. 

Gegeven een -ri j ruimte:n (¾-~le rfj) y WiJ,crvan e1ke in de volgend_~ con­

tinu is afgebeeld, 

'.A beschouwen 
f~+:1 Rn C r~n+, . 

puntenri jen a • ( gedefiniEierd voor bi jna alle n) met n 
.a .. ,·= r -i'a. n+ 11+,1 . n 



Twee derge1i jke !i jen heten confinaal, als ze .vanaf een zekere index 

overeenstemmen. '·ne "R -ale" limietruimt_e R i~ de ~verzameiing van ', ·' n · , · '.•I , 

k.lassen confinale pun ten; waarbi j open in R elke verzameling O is, 

. ,. die_ alrn .volgt ontstaat: 

· - ·_ !\Teem e·en, k en een bp~n .Ok C Rk' dan een ok·+1C. Rk+1 met 
· f~+ 1 ,Ok C Ok+1 e11z. O word t gedefini~erd als v·erzameling van die 

pimten van B, die {voor bi jna alle n) een n-de co<:5rd.inaat in O be-. . n 
.zi tten. (De n-de co<:5rdinaat van .een punt vah R is niet meer eendui-

dig oepaald.) 

· Y{e kunnen weer ~ ~ C. En incluctief defini!:!ren door 

r f 1 = f 1 
n m n 

•en r Rn C R als. die afbeelding, die aan een punt an E I\-i toevoegt 

he·t door de rij rm a (m variabel) bepaalde puht van E~ 'fe hebben . n 
weer 

& ..JD. = ..JD. In. I • 

r is continu, want ·het r-origirieel van de boven gede1'ini~erde epen 

·OCR is de vereniging ( over k) van de_ ~+k-originelen der_ open ver-

zamelingen O +k·~ dus open. . n , 
De inhoud van 2 heeft · geen ~-aal analogon. De inlioud van 3 kan 

bi jna woordeli jk w.p rden overgenomen. 

5". · ';. e veronderstellen nu, dat de ~ topplogische groepen zi jn 

{we noeme:p ze ook Gn) en de afbeeldingen 

Dan zijn de limieten (thans G -adisch en . n 

tuss~n hen homcemorfismen. 

Gn-aal genaamd) ook weer 

topologische groepen. 

Gn-adisch geval: Voor a, b e: G :JVCrdt ab e:. G gedefiniE:3erd als het 

punt van R met n-de cotlrdinaat anbn. Zo'n punt is er, want wegens 

:F(a b) = r a • :F.b• --~·~. b 
n mm. nm n m n n 

vormen .de an b:ri een ri j die ee:r1 pun~ :van G defini~ert. Vle hebben dus 

fn(ab) = anbn _ • 
en derhalve is ook fn een continu homoemorfisme. Dat 

ma's werkelijk in G gelden, is gemakkelijk te zien . 

de groep-axio-

.. 
Gn-aal geval: analoog. 

6 ~ De R -adische ri j mag uit r:uimten R . niet etndig· veel elemen-- n · . n · 
te:p. best.a.an. De F"n.-adische limiet. is dan nuldime:n,sionaal. Want voor 

iedere n vormen' de origin.elen in R van de afzonderlijk~ :punten van 
'. :, ' 

Rn een overdekki;l:g van 

ters (bij willekeurige 

R :inet eindig veel b.rokken, waarvan de diame­

keuze van d.e metriek) met n· ➔ c.o naar O nade~ 

elk ;,_mt a11..€::. R,._ meer. dan ien f~t1 -origine-· 

van R verdicl;ltingsptmt van ··R,' dus gef?n · p:u,nt · 

. 
ren. Bezit voor elke n 
len, dan is ieder_ punt 

• • I •••,. • • 4 ,\ ' 

ge!,soleerd. w_an.-t; · is an ,'~,e~r d.e+~..-de co5rdinaat. yan a,~ a.an (~etn we: -. 
bn+1 ,$ ¾+t zo. bep~J,.._en,, dai; ~ ... bn+'1 :;;:. 9n.~ }Tu is er een a ~ ·R:J 

': 
m• ,e,•t fl:):,;f,-•,· ',,,,.•, (n+1) ' ' " C ,\ • •, ,• C ' •. •• ' C .. - . a · ·. •,s;: b · · .. •. . · a~ 1D.1?n, .hEH!:}ft .,;i:;i_m. 

'. -:; ,i ,j' \ .:, '. ;; .~.'t.: .\: !!--~1:;~.-:_~-t::,~:-~~~. ~:;i~,1Ji~:~:) ,:~,t'/t¼',,~•'it\)>._:<~,/·.·-.. i :, :, ' 
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f~o::·:pacte r:.ti.t71LrlJ :~ I:u:· i.'2r~'.··:E•e:::.·.1 p .. J,: heU::r !,,.:rfe,ct. 

1fld•; r·e n;.,1(ti:::.·li!::,.~.)C'i ,_. e. :p, ~t(~ 1'1.l.irute ~-i lrnr in een I'!J-ad.ische 

st cl le vi::: rde r 

eer:. 
dat 

/~cmaklrn J. i jk 

::,e 111..11.c1imcr . .:.:icm'L iCii,J,f:c:·::c• ra:it1t:r-1 L .~ zi ,·r: ch.t8 ide:ntiek met Je 

r,.1imt15;:r:, dl 0 :i.rc T:r-r.d:i sc;;e: 1·i. ;::or ·; 1:1: eir1·1:Lc':(:, ruj_mten kum:en w·or.:ien on 

wikkeld. 
'[ .: ' I ., ., t ·11 .. . .. ·.·.·de-. '··' r',_,1r ~ ( n) . s ." . .",Ci)('.',, !'lCt~ ·r,(:::r···'t..~C, ... , Q.)~;T) ;_f'-\lt C. r~f ~:e~)eZl \, ;.. \',!:\, l,'i meer 

;'\ 

da.n ?en pu.; 1t, er: 1er: rr. '.,.Z : 1.,·-,,.:Lc:, ,la·,. L: j ltj .le V'.Jl;e:nde stap in 

tenminste tw,:0 r r)r:;h:l\ic:r ::.i·'(E:nvnlt. "e:. k:1r. l:.et br':lk};_;r2ystE;E'.,ra d1:"n zel\ 

zo modi f.icereL, 

,JUL t 

,1 . 1 'i 
-•~11-1 •••... 1 ·""' " 

(r,-._t2 co:~:i•::Lii:a:::t v:;_.:, e~ vocJ1·. 

.,...-~ "' ·, t Ca 1·1·" ·, :1· -: Y>tE;· Uc, i· ·o' :t1 ° l ., ru.1· r1t· ,:,,n .... ..1,.l ,._., 1..A..4., ....... .i.-J.• ... u .,..a.,.__,.__.., JJ. i;.::, 

lijnseg• 

_uit de 

bet. t'discoiitinuu:n V~;l.J'., c:f.'~ntor 11 : c:1°r. pe:.~·~;:;re 11u1d:l.mer1 ::5or,ale ruimte. 

,-~t.Jn p\Plten kut.ncn ir: ·:1·;,t dr:lf.itt,.1J ic: st,~1~1::,1 word.en g\:0 schr'2:-ven als 

'YJ.Gi~d:ig':l br~:uken, 1\'aari1i els ci ;u.·.::::rs a.11E?ti.:U O e:i::c 2 v,)orlrnmen. · 
,,:; •::. -: ·•- ;''° r~.. / , . ~ - . , , ' . . • 

,,,~::: , 1.}}~;·•$rZfll]l~}.il1g, d~r Jl1..i!ltc1: (:d kan ou\: a.ls opt.,::1groep Word€i:fl ., · 
' ' ' ,.'. 
" 1 ~, ~ ·~.' 
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..• k2 l" 1 l\·. 
waarbij !!H'n gr::w en (vc,:n recst<, 't1:f::iLnend) opteJt, reker:ing houde:nd . 

met de •,.:,verd1acht, ,,~.~~:; 

••• 1 'h' 1 

••• 0111 

of .•• 11111·· 

gev."one optel1ir 0 , v;,~lllh:;F,; 1 :cJ: 1LG ()pvat aJ.::::, v orstel1ingen in het 

tweetallig stelseJ VE,T. de r:,,t1.,1.U'.lijk•: getalle1~. r"et gebLed va:n de 
• ,n ~, . 

natuurli j1rn 5 etallen j s bh::r e;:•;::~er o·p een eiger:aardige wi jze ui t-

gebreid (r;:1et 11 oneindi=,e" g,,:ts11en). :\•er. heeft b.v. lin! 2n = o. 
";e hebben hie:; me·t ee~: -;n -;;::Ji ;-:c' vr;;c. :d:seliracbte gl'oep te make11. 

Gn is de optelgrc,ep de·~ i:eLel.e c·e Lellei m"-\d i: en f~+1 xn+i = xn, 
~ :r:·,~1· e,,.1 - ,.,, "n · ·' ,·, ; "' .,,.. 1··+ · -, k 7 "' • , ~ i t+ -- ~ ~ :X,,.,+1 - X ffiO,.l c:: l,, •. •.1 i..,> , •. ~,, .,e_r OC ... 8u:, rJ.J:.g Op .,e Va ,.,en ~,. , ·- n n 
(met de gewcne ven:,enicvuldirLr,g), Asn,:e~;;ien 

f11+1 /.. \ _ :f1+1( \ ~+1, ~ ) 
n " xi:+ 1 Y n + 1 1 - n xn + 1 1 1 11 ' J n + 1 -

l ·t k ' ". .., + t . 1 ' + d f' . ·· ge ,:1 , r:n mE:n oo.,,:: .1un. 1,•11 <. ; ru:f; mar:•9n, o.oor nog '-'e e inieren 

lim 
J..S 

,, 
f '. ' +' ( 11•· ( ' n t xy ) = J..n ·- ,. n y 1 • 

G is dus ~~e} l's een ir:te 1:.,:ri tei.tsgebied ( geen :nuldelers!). ant n 
0 .~n ' ·?11 ., d ,,_,:n d k x 1 = x moa ,::. y = y 1:10,1 ~ , x v = u mo ~ , an unnen ·n+ - n ' 11+1 -- L nun 

we sohrijven k 7 

X ==2n 1l y 
n ·n · ' . n 

... n 
= 2 V n (1.~, 

1 
V.) 2 n 

n 

v onever.:.), n 
k 

'dus r, 2un + 1 ..., ~) 2 n - r2v 1 -. n+ 

en derh::dve cf a:le cf alley = O mod 2n. 
n -

lim Gri 1rnn dus tot een licLc:1cm, ',va:rden arngevuld. In de schri jf­

wi jze van(::!{) geschied~ dit, door' d:e getallenrijen "~chter de komma" 

met. eindig veel plac:·tc;en voort te zetten., Di t lichaam teet van ouds 

het 2-ad.i.scLE: 1icbac:~~. (Fensel)"; 'Algemencr vocr .een 'Nillekeurig priem­

getal p i. p. v. 2 het "p-adische liohaam". Als gene ralisatie van di t 
proces l;_c;:.ben we de geclefinit?erde 0rtwikkelingen van rtlir:1ten e:n 

groepe:n R11-adisch en 

1· G rij voor n 

G- -aa.i GC D'Frl u 0 mr: ·n -- o ... - - " 

a11L -r,-u' e ,Y'it' 0 1 ~,.1,;(,e·p de:r re~le ~etaJlen moti 1. t;;.. ...... ....1:. ·-..l,·o-. .. 1,..,./. ., 

f l!+1 ( \ ) en -n a, ::::: (,...a. . 
Bij :de stap vm1 n naar ri+i •i.v0rdt c1e 11 cir1'cel 11 dus dubbel overdekt-. De 

zo onistaande merlnvaardige J.ir:liE:tg:r0ep 'h,e:e_t solano!de (?:•Pe.n,~~;~g}~,.·;,:;':· 



VIII.!.. HomoJo_giegroepeQ. • j ... 
1 .s;1-m12le..!:}'Q_OSter of kort "rooster" ~ heet e_~_n verzameling, 

waarvan de elementen de naam hoekount en zekere niet-lege deelverza­

melingen de naam (absoluut) sim:ple:is dragen, indien elke niet~lege 

deelve'rzameling van een simplex weer simplex is. Dimensie· .van een 

simplex =· aantal hoeki:nmten min 1. Dirnensie :van de· rooster = maxi------- .. 
male dimensi_e van zi jn simplexe:n. I .,p. v. d-dil!).. s:tmple:x zegge:n we 

kort ook d-simplex. 

Jan elk (absoluut) d...:siinplex lta/ == (a0 , • .- ... ,;ad) _laten we be­
antwoorden twee _geo;rHir.:.teerde d-simplexen. ·.7."e rangsci+~"k;ken de hoek­
punten van ltd I 1ivillekeurig en gooien die rangschikkingen,: die 

eyen perrnutaties van elkaar zi jn, in dezelfde ~lasse. De twee zo 

. on.tstaande kiassen heten georii:lnteerde simplexen (van. tegengestelde 

ori!:!riterin~). Aanduiding: 

ta . = [ ao' • • •' ad ] . 
[ ai , .• ~, ai l -= sgn( i 0 , ••• , id). [ a~·, ••• , adJ. 
. o d. ·· 

·:;'e· vormen nu eindige lineaire combinaties .van (geor:i.enteerde) 

d_:sirripJ.exen met co~fficienten uit. ~en gegeven opte1groep l1 • Met 

deze lineai~e combinaties, d:-k~_:tens genaamd, rekenen we op voor de 
ha~d liggend~ na.nier. Ze _vormen dan zelf een commut~tieve groep, ' 
Ka. (E) cf r,. geneamd. Dus een· keten · is eigen1ijk' niets anders dan 

een functie cZ (ta·) met als argumenten de d-simplexen van E en als 

waarden elementen ui t r, die voor bi jna alle argumenten ver­

dwi jnt, en zodanig dat o< (-td )· = -cl. (td ) is. Som en verschil d 
van" .twee ketens ti. en (?:; is gedefini~erd door. 

f(td) = ct'(td) .± (3(td). _· ·. : 
Wil men d-e ,keten o{ ( td) als lin. combinatis :van <X- -simplexen opvat­

ten, dan sohri jft men 

£o<(td)td 
waar.bi j in de som elk I td I eenmaaJ_ aan de beurt dient te komen. 

Simplex van een keten is een simplex, dater met een co~ffici~nt 
f c in optreedt1 

',·;e defini~ren de zelfkant vai cen d-g;eten als een ( d-1 )-keten 

e;n beginnen met die van een simplex. . 
2 [ . ] ( ) i r ,'\ 3· . :.; a 0 , •• ~,ad = I: -1 _a0 , : • • ,ai, ••• _;ad , 

·· waar het de.kje betekent, dat het ervan_ voorzieri hoekpu:nt verva.l t. 

Voor d = O stellen we j t~ steeds ,') .. '.iil deze · defi:ni t_ie z~-3:1-vol zijn, · 
dan moeten we aant.011en, dat "'i~ u:. Lcli·ukking onafhankeli Jk is van 

de :ke~:Ze van de volgorde ao' ••• 'ad in Zirjn paritei tsklass~ .. We. to ... 

ne:n w~er aan: . . ' 

t (-1.) ~ [ al?o' · ... •'~Pi' • • • ~ ~PdJ = ~~n( ~o' ;. .• /, Pa}t(-·1) i [ ~-0' -·~ •~ ~i ,•-,~J. 
,,•,!',if,"' 4,:;·,, .. ~,: , ,.;:,,~,1' 
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,·,e hebben 

; ap , • ~ 1,; ap l =. sgn ( p O, ~ • •,pd) l. ao ,· • • •, ~~] 
o d 

I.aten_we hier ap. weg dan krijgert we 
·J. . . , 

. . p·.-J. A .. 

[a , •.. ;~ ,.\.,a l=sgn(p_, •• ·.,pd)(-1) 1 ,18 , ••• ,ap , .•. ,ad], 
Po pi . pd o . o . i 

en hierui t volgt ds.n ·al ternerend te sommeren bet gestelde. 

Dus: ) (-td) = - )(td)' 
. ')e defini~ren verder . 

· } Z:: .o( ( t d) t d . =; E ,~ ! t d ) J t d • 

We tonen aan: · 

~~ boeven dit.alleen t~ bewijzen voor een d-simplex: 
. i A 

_;,,, ?.. [ a , ••• , ad J = ~~ I: ( -1 ) r a , . , . , a. , ••. -; ad ] 
,1P o d o J. ... 

= I: ( - 1 ) i ~ [ a , • • • ; ~ . , • • • , ad ] 
. 0 1 

. · i · jr ',,,.. /.', = I:(-1) (~. (-1) ~a0 ,.,.,a., ... _,a1 , ••. ,ad] + 
i J<i J . . . 

j-1 r ..-, A ) ) I: ( -1 ) · _ c ., .•..•. , a. , ••• , a . , ••• , ad 
. . '> • . 0 J. J . . ·J , J. . • . 

-~ " i+ j ,.,.._, ,• :""' ' ] 
L., (-1) [ao,···,aj, ••. ,ai,"°"'~d 

i)j 
i+j A ' ~ . 

I: ( -1 ) [ a· ,· ••. 1 a. , ••• , a .. , ••• , ad ] • 
j >i O .. 1 J 

'. 

Deze twee sommen zij:n inde:rdaad gelijk, zoals men ziet door in de 
' 

tweede i en j_ te verwisselen. 

~ is voor iedere d > O eer bornomor:?isme v_an p:d (I:) cf r1 in 

Kd_ 1 (.E) cf f7. De kern van ) is e'en ondergroep Jd (2::). cf. r, , ge­

naamd de groep van de cyclusse11. Een,){~ met ) kd = 0 beet dus 

c;y:clus of gesloten. Eet fei telijke beel~. bij ) ·, dus . j Kd b~et 

Hd_ 1 , de groe_p ~an de ~elfkant~.:rl:• I.en _cyclus, die zelfkant is, beet 
·ook bomoloog O ( ,.."'.,, O); is j-j' ,-,./o, d~n scbrijve:n we j--vj' ( j p.omo-

loog j') • ·_:;e .hebben aangetoond: ' 
.. Rd_ 1 (Z) cf l....,C_Jd_.1 (E) cf \"-i. 

De factoigroep 

G<l = Jd l Ha. 
heet de d-dim. h9qo-logiegroep of ~Foep var .. Betti van I: of r"\. 

Yoor d = O geld t: ~ t · he·eft _Aq co~ffici~ntensom rn•1, Dus elke 
' 0 . . . 

0-zelfkant 'be-eft d,e coE:ifficientensom nul. . 

· :lets' algemener km1nen we twee roos1ers beschouwen, 

si,mplex ui t E is ook simplex in Z O )'. Dan is 

ia_(~) C. Ka.{Z 0 ) ~- J:_~J~7,t: Jd(£ 0 }'. 

. ' 
.,, ·c ,. ; : : :.~ ~- ." 

I:_ C E0 (i_ed~r 

.. ,. ,,. : 



We definit!ren 
H d ( ~ 1 £ o) = F d (:Co) l'I Ed ( J:) = Hd (}: o) l"I J d ( r;) ' . 

Gd ( .& 1 I: o) = ,J d ( i: ) I Rd (t: 1 E o ) • 
De elementen van Je Eettigroep zijn due de cyclussen, waarmee 

men zo dient te rekenen, dot een cyclus, die zelfkant is als nul 
wo;rdt beschouwd. Twee cyclussen, die op deze wijze warden ge!denti­

ficeerd ·(nun verschil i8 een. zelfkant) zijn onderling homoloog. 
2. Onder "im•)lici.ale ..!!.tl.._E:_elding f. van E in E' verstaat men een 

afbeelding van de hoekpunten, wrwrbi j simplexen in simplexen: over­

gaan. f induceert ee1~ afbeelding van de bijbehorende gz:oepen: 

f [ a O , • • • , ad ] = [ f ( G O ) , .. ~ • .. , f ( ad ) ] , : 

indien f(a1) ~ f(aj) voor a1 ~ aj, anders= o. Verder 

f E ot ( td J td = E ~ ( td.) f td , . · . 
zodat f een homomorfi ome van Kd ( t) in Kd ( E') ,word t. f' en • }; zi jn 

ve nv is se J b !!§1:: 

f ·~ = j f .. 

We hoeven di t alleen met een simple:. als argument a.an te tonen. Voor 
het geval dat f td -:I. O is, is f ·1 td = ~ f td evident. Is f td = O, 
da.n moeten we aantonen·,. d::1t J0k f j td = O is. Zij f td = O, dus 
b. v. f( a 0 ) = f ( a 1 ) • Dan is 

f}td = f[a1' ... ,ad]-ff.a0 ,a2, ••• ,ad)+f[a0 ,a1,a3 ••• ] + ••• , 
wa.arbij q.e eerste tv.-e;e terme!'1 id.entiek zijn en de overige verdwijnen. 

Dus inderdaad f. } td = o. 
Uit de verwisselbaarheid .. van f' en ·~ volgt: Is kd E Jd (I:), due 

,.'.)_led= O, da:t:1 ~s ook f ~kd = ~fkd = O, dus f kd e: E', dus 

f Jd(l:),C Jd(f:') 

J:.:venzo·: is '\:t e: Ed 0:), d11s kd = j kd+ 1 , dan is f kd = 3 f kd+1 , 

dus f kd e.: Hd(E 1 ), dus. 

f Rd ( E ) C. Ed(}:: ' ) 

:Perhalve induceert f ook een homomorfisme 

f Gd(£) .C. Gd(£') • 

He-tzelfd,e geldt voor Gd(l:,z ) resp. Gd(r: 1 ,E~), indien neg f een sim-
.· " . . 0 
pliciale afbeelding van E0 in E~ is. 

,,. 

Deze homomorfismen zijn ook conti!lJd:, indien f• 
bezi t en Kd oyereenkomstig wordt getopologieeerd ( zie 

een topologie 
VI). V(e hebben 

. n.l. 

V ~ E d. ( t d ) t d i j = II E ~ ( t d ) f t d l I C E ff d,. ( \i ) ft d ll . C 

Ello<- ,td)t-i ll ;_J1Eot.(td)td Ii. 
W f kd II c. P is voorge·schreveti., hoeven we alleen O == P 1a 

on:t te bert:'.ken dat ui t · 

. . U led ff C O VO lgt }I :f' kd fl C P. . 
d~,t'S&l~~ke.11'4~nen·ia }, ·een continue,a.fbeeld1ng van Kd in,_ '.., • 

:~!:Il·~t~'tJ1::i~i:}:fSil'iV(/J?l. (:fl.. ~~r.i~g \v~: 9) •. tl~.· ~,CllDJl•;-n;,,;, •• fiiJ,.~tj 
, t1'."> .. \-"'-,'l.J;-.)';:li>"Jf,,.,,lj,11•.>'f.4.,;.•,~"'-'.~•' 1 :'$•,)'c,': .1,,+•!fa,.-;,, : ,Z'"'•t••t~,-.,, ,,-,'21~· 'C1' ,,,,,,, ~,.,,·, ,'1,'):t"'ffl~'.',•~'",,i ,:"-,•~1'. •it..,1:J: 1,•f,,-,;,':i:r,",~...;, 



-' I 

omgeving o v1:n: O zodet o+ ••• +c <..P. Is n~ j. i: -,c(td)tct!!. ( O, dan 
( d 1- 1 ) 1~ e e r 

heeft /j E 0(,( td) td, co~ffici ~nt e::, die ( d+1 )-vcudige somme'\,van 

ct,(\1)-s zijn, dus 11 ~, EX.(td)td.~ CC+ ••• +O(P. _ 
! ,;;1 " ;1 

3. Voorb_eeld~. 

1. I: bestae1t·uit le hoet:,ur..t;er 1,2,3,4 en de simplexen (1 2 3), 
( \ . 

2 4.,, (2 4) e:ri h1.m deelvErzt,1L~eU.r:ger1. 1-cyclussen zijn de lineaire 

combinaties van 

[ 1 2] + ['2 en [ 1 2 J + f 2 4 ] + [ 4 1 ] • 

De eerste is zelfkant van 
-~-' '... . ' 

r1 2 3], 

en alle 1-zel fkan ten zi jr. veeJvoude1; van deze • Gi is isomorf' Ihet r., . 
Er zi jn geen niet-tri vtale 2-cyolus·seE, dus G2 = ( O). De 0-cyc,lussen 

zijn de lineaire combinatj_es van alle [i]. :r':en 0-cyclus is dan en 

slechts cfan zElf1.,rnnt'_,· ·a:1s zijn co!:lffici~r.te:nsom nul is. 11 Slechts 

dan" weten we al vo.n vroeger. 11 Dan'' volgt uit het e.1gemene feit. 
L word t fil!:ipenhanger~.:.'1 genoemd., wanneer bi j elr., tweetal hoekpun­

ten a,b van Z hoort een rij hoekpunten a01 ••• ,ap, zodat a0 - a, ... 

a = b en ( a. a. 1 ) absoluut simplex var.. E is. Men ziet dan, dat p l l+ 

E[a1 a1+1 ] = [a) - [b], . 
dus elke [a] - [b] is zelfkant. ls nu gegeven 

k 0 = Ec){r(c)[c] met Z :X:(c) = O, 

dan kunnen w.e 00k schri jyen 

ko = £ o'.-( C) ([c] - [CO '1) 
met een vaste c 0 , en dat is zelfke:n.t. Dus in een samenhangende Z is 

elke 8-keten met cotiffici~ntensom O zelfkm'Jt, en derhalve G0 (r:) 
.--, 

isomorf / • 

Is r: niet samcnhangend, dnn 1rnn het in een aantal p samenhangen­

de losse 1:i"ele:n ·gesplitst en G (,S) wordt isomorf met p keer de direc­o . 
te som van r - s ( al thans VOCI' eindige p). . 

2. ::;ie figuren viervlak en torus p .17. Het is duidel~ j~ wat 

hier r.iet simplexen is bedoeld. Voert CTen de voorgeschreven rand­

identificaties :niet ui t dan kan men de 2-,simplex_e_n zodan:i,.g optel-
. . 

len, dat l-11 j de zelfka.ntvorming Je i:nwendige 1'.""simp1e:x:en wegvalle:n. 
en a.ls zelfkant een 's·o·m va.h de· 'r'andsimplexen overblijft. Voert men 

de randidentificaties vvel ui t, da:r,, vallen ook deze w~g en ·men 
kri jgt een niet triv.ia1~ ·2:..cycl~·s·,' 'IV~.arvan· ·aJ.le and.ere veelvouden 

zijn. Anders is het geval van het prajectieve v1ak (fig. p.17). 
De zelfkant van de bedoelde _-·ket.n lr:_. is 2 \.:1 3)+[3 2J:,[2.4)t. 
Voor /--? = (mod O) is er geen niet-triviale 2-cyclus,. voor r =(nod 2) 

is er precies eci'11. voor f-i = ( re mod 1) is er de cyclus ik2• De , 

genoemde cycli zi jn niet zelH:anten, omdat. er ge:en: 1r -siml;)lexen 

~1.jn. 



Lij het 11ierv1Fk is Eel.kc 

mfln 1.e cycli 
bi J de tr,rc.ts heeft 

geen 

,, G-, ~ 

n i e t-i::.i·i vi r• le 
n ,-i 
I + i • 

is,. Due 

P.'ij .!~et pr;"•~iFC'"~ici.,·e v r:.\- t:::· t:.:.}ce 1-c·yc1·0f: 1'1c~.1rr1~)l:·.--of: aar1 een ·veel-' 
v ,)ud var, r 1 7: l + r, 2 1 + r 2 4 l • 

✓-•.., C a , ., 

Ir, bet geval 1 =(mod J) i:c ·:i jr, d~;t: ele zeJ.fkar:t, due '.:]-1 = 2-cy-., ' 

~ 1 'i '"'o· r' 11€' ,... l't'' "'P 1r" I"\ 'Y' ,r = ( ~ C, ,,., ('\ ,•"i 1 '\ 1.· q 
._ ,.J,, - e ~I i;;;,;; - • ~ v - .... ' .. ..... ., ... J. ...,,. ;,,A. -- . i , .. , 

, '· I 
:;1,· \ r 1 3 J+r ·3 2 ] ., ,. 2 4 J , ~ 'i ~k ,1 

I I ti ~ :..,, 
dus G1 = (i~). 

4. ::;eceven een L'. b 1?:Jto.andE: :1i~ EEL ~,i:nrlE'x (Ei 0 , ••• ,ad). ·,;e de­
fir..i~rer: E:E"!l rcQs-:er lj :,,) ·••y;or,.-,•,'1 1·• 1 nri~1li.U b,')Vtlr, E (_afhankeli:ik \ lJ , f:J t;:.L . ._ ,..,... (., .. ,....... -~-"-~ >.; .J,;~----- w 

i.·· ,~. e kp ,~-1 -.,,. e-v-; " r-- " .• ... ~,- ·•, ,..; ' 
•. ,.\ l.U j ~ •• • c:li 1, 1-· ' ••• ' '"' } 1 

a! (i=.~, ••• ,d) • . (·.c zeg(f,1, ::l·tbc;;t 
l 

nieuwe hcekum:t t: 1 L:ven r. :L ::.,_:·t.' 
-1, -----·- •' ' 

c1·mplexen· !, ,. ,.,, "') .,,; ., .• \t.\ ••••• ~.1 •• c:, ............ , o· · 1· 1· • ~ 

(i=-0, ••• ,d) e:r1 hLm Jeelve::za:r.e-

lingen. 
~ioor eer will, ke, ... ri eir:.::.:.i.ge r:·oster :C defini~ren we een ·~ (£) 

a.ls volgt: 1•1e lr.:Eger. in ..... ee1·: n,ste m .. un:r;':Crir:g der hJekpunten vest. 

·· . e mnken een tweedP e:xcmplua r Z I var, !: mE t hoekpun ten a 1 ( behorende 

resp. bij a 1 • ",e hoekpur:ten v:::n 77 (z1 w::rden doc,r die van.Ev r: 1 

gevcrmd. In elk simplex V'. l .::: r: .n,,~ schtkke~~ we de hoekpunten volge11 s 

de gegeven ,'.)r:le en conEJtrvE· .l.~ 1::cr Jierwvereenkomsti~ de n ( td). Sim­

plexer. van TJ (i) zijn ilie V'.i.l'. cit, :fzonJ.erlijke I) (td). 

In het vervclg sctri jve1: we ;:·irn.pJ.exe:r: in de gegeven volgorde 

der hoekpur.ten •P• 
We defini~ren vo?r td = [a 0 , ••• ,ad} de keten 

-r1 ,~ ' - "' 1, 1 r~ ~ 01 ~1] . \ L,d.,t - ~\- ., . :c .. ' • .. ,t'!.i' .. -:.-·i, ·• •.• ,cid. • 

Dan· :is J 71 ( td) =~ ( -1 ) 1 . r;. ( -1 ) J [ e: , ••• , a., . .,. , a1 , ai, •• •, aJ_) 
- I .,, 11 o J .,_ ., 

+ E(-1) 1- 1 Ei(-1)j(a;;, ••• ,ai'ai, ... ,a1,•••,aJJ~ 
i j 

De termen i = j valle:n hier teg"L:!:. elkaar weg behalve die met i = j = 

a O e~ i = j = d, die 
' ", 1 



- ~o -

·\ i . . . . ,,....,__ 
c ')'f-•n.i( ,, f-1\-ia ,,· < I c,I • a' 1 + 

""' \ .. .... \ . i • . .~. I ••• , .••• , '·'.: t ••• ' ,:,L ~ ' ••• ' d .l 
j i j ~ l ~ ~ 

·i 
~~(-1)/4 
i 

'. /'-
I i_4\v:., p " c,1 a'•l 
~ \ ! \ . ··" ,~; 1 • • • ' l,,.,. 1 ' 11t • • ' Cl. i ' ., .. ,1 i J • • 4 f . ~ .J ' 

lj i t.J - - \J. 

j ·q t d ~ t d - \i - 1 \ ) t J. ' 
en z. lgeme1:e r v,.::·o r 'l'!i 11 e lH:' 1.l..r: ce kcte:r: :.'.: 

<'.':'tell·i.-r_?• _:;;___,!..!..:.e • 

1. d~~'l V8l"Staan 

:·.•· dr,~'1r:.i_1~r·e.::r, ,;;· · 'i - 1 ..... ,. i' ) r t~R·) - J(~ ) --- ••· ··s· • ., - •\.·"'e·' •··F:,. - e:·' 
er:z .. , er1 

Dat i E~ d llS de 

n 'r {q\ ' ('"') \ ~,.; j \ ,;,..i E \ ~ ~. -' ' L. lJ . 11. / • 

l, e· ~- - ·· v ·' • · ·, " ~€ l · w ,., ,· r 101· .; ( "· t..;., '"" 0 L<L-... .,J •} h ',,.,;:t-,l.. t,} s -c·.1 c·l us s er·~, die 

) -r1:mden zi jn, a1 s 1 ~ w :,1~de1; tH' schuuwd. 

~)e afbeeldiEg X. iLJ.uc€•.:'rt "en. homor!lorfi srH:l 

r, .(--··· :'. 1· n,: ; ·"n .,. ' ,<'. "' ~ ' < ··•1 
''e; 'I ·'r i '} ' ..... J .. <:;. " ., c.. , I ., I • 

Te lat en E en / monotone ~1u1 ri jeri doorlopen e11. kri Jgen oen Jn-adi-

sc:Ce ri j 

GE: 1 ' '; "'"_.. J £ ')' "J 1\""~~ • • • • , • 

De limiet e rvar1 l1 eet Je ~~g§~l_ogl eg_ro_~oJ~~oep cf r 
,., ( R) , .. ~ /--, • 
l.,J' d ' ' t -.J .. ,..;,,.. • I 

De limiet hangt p.ie-t <.:SdBnti!t,:le} ;;:1f vrm de keuze van de ri jen 

.. ant vour twee uergelijke ri jeri h!;left men 
., "' ~ ,:,. 

van R, 
• :, '!~( :· ",.:,i;~<;t 
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••• 

• .. • .a-- G ' t ~Gr.I 1} ' . ,ci;-- ••• · 

tn) n ·n+1 / n+1 

waerbi j de pi jl~r. steeds de door X ge!nduceer-de homomorfismen 
ae.nduiden. Volgens de ste11i!'1t: in YII 3 einde toegepast op groepen 

zijn de limiet~:r;i topologisch iso:morf. . 
Als elementen van G(t) kan men opvetten de convergente cyclus­

sen. hieronder veretaan we ri je1: van e:..,.-cyclussen jd ,,. zodanig dat 
__.,. ' .I.T '1;.,n 
voor elke n I jd t ~/. jd £ (')J n-homoloog), 

' n n ' n+1 / 
is, d.w .. z. 

jd - j = --\ k " 
,1::n d,tn+1 ef d,/ n 

rierbij dieut men twee convergente cyclussen· l j.d 7 
, j ·. , En { 

te vereenzelvigen (ze zijn £9..;~oloog), indien 

jd,tn ) n jJ,e:n 
is. 

2. Onder ~-verschuivil:g van een keten verstaan we een Ei.:fbeel­
ding van de betrokken hoekpu:nten vn.arbij de afstand tussen beeld en 
origineel. < J' is. 

Stellins: !:en t:..cyclus bli jft bi j 7-versc~uiving f (£+2 ,f/~:homo-
loog met zich~elf. ~ 

Eewi js: e construeren nameli jk boven de hoekpu.."1. tenrooster E van jd 

een abstract p~isma. Dan is )· '( jd = jd. .- jd. We beelden di t door 
een afbeeld ing lf af in F, waarbi j het punt a' boven a terecht komt 

in :f(a). Der, wordt l{) 311 jd = J 1~ jd = fjd - jd, waar'bij f-~ jd 
u1 t simplexen met diame¥'e! < t + 2 I-''+- is sameng~steld, dus 

fjd ~~- jd. 

Voor elke ,,,,i.J- > O kunnen we in E een eindi_g 7-net. bepale.n, 

d.w.~. een eindige verzameli}?~, waarvan elk p~t V8fi~R een efstand 

< J- he~f..:!• ~ij I\,_ een -~-net in R, waarbij V~ een monotone 
rij me-t ~n < 2-n is. '!,e mcigen veronderstellen: BnCE.n+1• Zij gn · · 
een ~ -verschuiving met g R ( R , g = identi tei t op ~. 

n n. . .. 
';:;e bepalen de monotone nu1.ri jen tn en J n zJ-da.t steeds 

· t n~ En+1 + 2~" '11 n ~ )n+1 + 2 · .. 
I is. 

••• ~ Ge 't) {R) ~ G 17· (R) -t-- •,.. 
n / n j e:n+1 /,. n+1 · 

gn..,.,..,.....-~ 1 . 
, •. , . ..,,.._.... G.·· . .0\. . . (R ) ~- G.,.. . .·') (P._41 ) -e--· • • • ·. . c:a: . J. n -'ll ·'"'·· '-n+1 / n+1 .u ·· , 
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Jus is ~~.~ ,i·- ~ ,~' ...... ,;.,a,, ')1 ,II .. •• 
El1 / rl l, 

ein.Ji.~.; vEel voortbrengenden. 

G(R) 

~ induceert een continu 
homomorfisme va!1 de bijbeh.)renJe 1ic,m0l0giegrneperi .• r:ant men kan 

E~, / ~ bij £:,egeven En' 1 n zc, bcpalrn, dt;'t :f elke c;-verzomelir..g in"' 
'9"'""1"' -V•·'r"'a"'11 8·1 1'r•,r,• ~.,.1 P.7 ·;;,, ,17 1 -v•c.,-,·'.i:or,,,·1i'r.,••· 1·1 P"'r· / -ver•zome~J.l'r.r:,. '-•~.k..!. t;,,,n " 4..1...,...,,u.,.".-4,, -~, \.-,I. ..,,...4,, -'"" / r1 ~;_;, __ ..,..,_. ................ -'.,.) .. ...,y J, 11 t..1,,,1.l.i, ... ~ 0 

afbeeldt. Di t inJnc,:?ert · · 

Fierdeor 
Dus ook: 

... ~--. J () 1 I ( R) <""" _.. (; I :') I ( R) 4--- • • • 

r: / ':.'l en+ 1 j n+1 l f I _,., 
, ! J. 

• •• -- -- G 1. S) ~---~-- G .J ) ( -.: ) <:!:--- ••• 
£ . e:: ' ·n }n n+1 n+1 

word t ee:n cc1:tinu homomorfir;r::e van de l imieten ge:tnd.uc eerd. 

Stelling: Zijn :S. er~ :.3 hoinetmc1·f, d:,m. zijn G(h) en G(S) dus topolo­

gisch ieomorf. re hom::JJ.ogiegror·pen iij:n topo1ogische invarianten. 

:' i j continue afbeeLlir:g ~-;afm co:nvergente :i.n co:hvergente cyclus­

sen over en homcloge in hom0loge. 
,v 

4. t zij het CE.rtesi_i::·cL pr.:;duct vr;n E met een lijnsegment 

0 < s ~ 1. j zi j ~'!en r.-c,)rclue in R; de hieraa:E 
.::- .... ' ( ,, . ,, \ ( 1 ) 

oeantw6ordende exempla-
re .., 1· n R v s l-!.10te~" ·1 ;;:, "'·.<'''' J' \ 0 1.-... _, . .; 

· ~J. ,1""'\. ,~"'" "'; • tJ • ..L,,' ,,,-.,L ,i,. .J f.~ Iii 

Bewi js: 7.i j o = maxima lo dia1neter der s1mplexen van j en i.5< E-b. 
We verdelican· het interval O ~ s~ 1· in h:tervallan < S door eindig ',._,·i 

( o) ( a,/'}~ 
veal deelpunten s 1 < s 2< ..... Eet is vo1doende, te bewijzen j Ij 1 ''It,(' 

We vormen u j(o) en identifioeren op nat-,:iurlijke wijze j(s1) mst,. · 

j ( o) 1 • Dan bli jkt a1 t· etelling VIII 4 het gestelda, · 



.. 
ll'en. continue schaer a:n:,eel.dir,r:er:. .. f 1/R)C ;3 (J ~sf 1) beet .sen 

continue cvervoering "lat f Jn f.,. ~ n~.:-eme:r: f 0 en f 1 onderlJng hnmn---.. ,,.__....,. 0 r .... ~ ,, 

12212 tm ne:neh ze ir, dezel.fde §_f:t~ly.J,!1gskla,~ (van R in S) op. 

Stfll ill,g: Homot.ope a fl,)ee ld.i1:gen irduceren dezel fde homomorfiemeb. Tan 
r;d(R) in Gd(S).· Eet Lome:::orfi.Jme der hor.10.logiegroepen is dus een klae-, 
se-invaria.r:t. 

,,,._, 
Bew-1 "i"'• We kw'l.r.'~n f' (i:'l r»,v·~t+Erri e.1s afbee")dinb'"' F van R ins. Bi.j gege-..,, .. """"vi..,,.,• • ... ,,~. S .... i~ -..,·::~ ~ ....... ., i ''1, 

ver. ? ) 2 bep::den we t) C :::c :int het beeld var: een e-verzarneling < ~1 

i.~, en tonen ll'. .. ,!1 de.t v;:;or e1ke r-CJCJus j in R geldt: f,) if f1 r in s. 
: 1 oemen we d~ exemplaren van j in J;l.,>< f, resp. R.x 1; ;(o) resp. j ~) t da:n · 
·i~ .,(o)....._, ~( 1 ) irl·r•R.,1 d,.,,. ,:;-J· 0 '";1• verder f' j - •J•,o) 4' j - F.i111. 1 ) dua-
_ _, .., E: J ' """' - ~ " ' O'' - ;; ' .i.1 - J, ' ' 

' . 
f O j o/ f1 j •. 

; • Var, een ruiinte L bes tea; de uj t een enkel punt zi jn de groepe.n 
Gd( '!:') t'ri·v, aal ;, m "J'. - "'i vor.,·r ,., "> ('. - ri ,r-~,or ,:! - {\I n ,;,, ~ , ,.., • " • ... • - '-·-' . , _ ,.., ,✓ ,,, , - • 1.,, u - " • 

qtelling: Laa t de r.iimte R 'in zichzelf o:p een p1.mt contraheren, -·---~-
dru1 zijn Gd(R) triviaal. 

Bewi js: De contractie is een ccntinue overvoerir,g va:n de identielrn af- · . 
beelding (van R in R) in een .SS:£.~m~e afb~v:;lding (:van R in een punt).' 

Derl~alve zi jn de groepem r dezel.fden als van een enkel punt. 

Speciaal zi jn de Gd ( R) van ee:n convex.e afgesloten verzameling 

in een Cartesische ruimte tri Yi a:.:i.l. ,. 
6. Zi j e eer: ·punt var de 0ompacte ru.imte TI e:n S de deelverza.me-

• li.ng van alle pun ten bt::R met de eigenscl10.p: er is in R voor elke e:) 0 

een eindige ptmtenri j a = a 1 , .•• , a · = b, zodat f ( ai' a. +1) ( e:·.· Dan is . . m 1 
S de component van a in R (zie r.;,4). • 
Bewi js.: Se zij d.e verzameling va.n alle pun ten die door eindig veel spxon+ 

gen ( e: bereikbaar zijn. Se: (e: > O) is open, want als be:Se:, da:n ook een 
hele e:-omgeving va...vi b in S • S is afgesloten, want als lim a.1. :::: a, 

£ E 
a.tS , dan fJ (a. ,a).( e: voor zekcre i, dus asS • S = n S is dus af-

1 £ J J. £ e:)0 e: 

gesloten en Se: als open verzameling een omgeving van s. ,1as S vereniging 

van twee vreemde a.fgeslote:n niet lege deelverzam.elingen S' en S", dan 

weu3 IJ = afstand ( S', S")) O, Zi jn U 1 6 en U"?> ~-omgevingen van St en 
S,., dan is voor 6( j ?} : · . 

f{U\,U 1\)~ j} . (.1 ) ., 

Verder is voor ~oldoende kleine (van e afhangende) o> O 

U ' 0 v U"o C Se (.2) , · 

want wae (U'o.. v U'\)'"' (R\Ge:) 'I 1"""J ~~,,., .:.. dl le o >. o!. da.n wa~ t:~fens tie 
oo.mpactheid f~ {U'.b ;.,1 U'\) A (R\. s£) ;7' 0 dus s l sf:. Voor e: < ~ 1' zijn 

(1) en (2) met elkaar in .strijd. Dus ie S samenhangend; - Is veroer 

· f .'.)S., dan is T,...,,s£ open en a:fgesloten in :I\. en is T ook nog sam1::,;-:nJ::u1Ul-
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gend, da.n is dua T = Tl'\St, dus 'l'C2E: vodr elke E, dus T = s. Derhal­
ve is S ~aximaal samer.har.gcnd. · 

De convergenta 0-cy~ rn, waarvar al le En -c,-cyc-lti:ssen ui t het-
] ' . zelfde [c bestaan . ., wordt met lcj a: .. nged.uid. 

Stellin£i: Twee punten a,be:R behorE:n uan en slechts dan tot dezelfde 
component van E, indier: de cor.·rcrgente cyclusse,r. { a? en { bj homoloog· 

zijn. 

Bewije: .Behoren a, b tot dE:zelfde compcnenten, dan bestaa.t cen rij · 

a= a1 , ••• ,a.m = b met f(a1,a1+1)<,7, dus is >:[a1 ,ai+i] =keen ~ ... ke­
ten met } k = [b] - [a), dns [aL? [b). IG omgekeerd 'k;: [b] - [a] 
en k een '7 -keten, dar. is elk simplex iren k geheel in Sp of g~h.eel 
erbuiten. Is k' de keten, die in S~ r.1et k overeenstemt en alleen sim­
plexen van S'? bevat, er is c een hockpunt van k', dan tre~en alle 
simplexen, wanr c l:oekJJunt va.n in, in k' met dezelfde co~ffici~nt 

ope.ls ink, .dt;.s) k' = ~ k = [b) - [a]. Dus e.,bc:Sf voor elke 1,"'7 o .. 
Dus a,btS .. 

Eieruit volgt als specia~1 geval: 

. ...., 
Stelling: Dan en slechts dan G (E) = I als R sa.me11hongt. 

0 

7. Onder ~en .!.£_jirac~ll van een compaGte ruimte R op een deelruim­
te S verstaat men een afbeelding f var: E in R, die op R de identi~ei t 
is. (B .. v. retractie van bolschil op rendsfeer door pro jectie ui t het 
middelpunt.) 

Alge~ee:n word t. dear de identieke. afbeeldi:ng i van 1( in een gro-
,. . , -

ter ru.imte Seen homcmorfisme van Ga(E) in Gd(S) voo:r~gebracht • 

.§tellin5: Is S op R retraheerbear, dan is di t homomorfisme een isomor­
fisme. 

Bewijs: Door f wordt een homomorfisme van Got (S) in Gd(R) bepaald; f 1 
is het id en ti eke a.utomorfi sme :van Gd (R), dus is i een isomorfieme.: 

8. Is !i: de F'n-adische limJ-et van de P'n~ dan is G(R) topologisch 
iaomorf met de Gn-adisch~ limiet van G(Rn). , 

Bewi.js: Vie ,,,w1 jzigen. di, i~ .. F'n VR;,:t~estelde metri~)c, J n a.ls volgt: 

f n<anr~n)t,= f 2 ~i(ai'bi) .. (ala af=~~1' b1=~bn) 

en. defini~ren. in" lim- Rn-= .••. 
. 1l ' '-IQ. -i ( ' ) ·. .· s>, la, p,). :;:: t 2 · , f i ai, bi . 

1 ' . ·i: en :f'n voeren da:n elke ·verzameling 
( {) • We krijgen ~e volgende relat1.es: 

( !le. 111,rf'i~J . bi = .f b). 

{ J over· in 
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.. . . 

••• • • •~ -~ (R) 
, E .::+1 , m+1 

t 
' 

• • • ,., /' Ii ) ' 
~ '.,,. ·n+1 • ••• 

In .de rectt~ rho('k on,:Lr.1r::1 r0itr.,c.t ~:l~ verticale limiet G(R), dua ook 

als horium ta.le :.1.miet. 

p lytu::.ip is ec,.: cc:rnac te rui.mte (die we van een 

metriek kum .. en v::.,\Jr:~ie!1 1 (":t. lczit als :::··d'.::ni L.:mole>giegroepen in de 

Zl·n V"'"' j\.' o/n,;.,,, "~ J' AG'"· ·n,-,l•·t+r,r,,. ',::' 'i .. ,···~,, :rt. ,,c,k ""·'~.~ q1'mplex""'O'"'•cotter r-:K("P) ., o.>1 .c " . c'.,~.:. '""- y "'"" :··c .. ,y ""' te _ ,_, __ v "' . ~ _ - .. v- ~ _ 
mo2t als hodq:,unten ::e hoc•kvmten van F e:}:n £~lr: simJ,le:xen die deelverza­
:a:a'linLTen (e 0 , ... ,ep'\' :lie een 1 c:·Lc:eet) s::mp·~ex T(o 0 ,e 1 , ••• ,ep) v9.1: 

? vcrmen. ::r h:)mr~le~ie,:;:i:\'-'e:·r,r. vr:n 2--~-~~ roostc•r w,,rde11 (voorlopig) G~ · 

genoemd. . e w i llcL in dt t b c, f:.J:,t;.ik be'::i jzen de,t G en G~ op wel bepaal-­

de wijze tJpolagisch lso~~rf zijn. We bescho1~en alleen eindige poly­
topen. 

van 

de a}:kolades 

K { p) i'!l },, ... ( I-) I! ) • '\1 C ,'J !'" eel~ ;_i- E, .L.;·~1-<L (7 x· ''l cil.i ~? z :. j 

( "'.ie de nota­

weg.) ',ie de-

V r,--, 1 ·d ,J - .,, ., ,·,.~ i ; ~1.· 1· ) r.; ·1.· 1· • 1· 1· . i· ) 
- L \, ' ' •• - , - "~ .:s~,, \ """Ct 1 ' ••• ' d L .J. C' 0 1' •• ' 0 1 • • • d t 

we.v.1bij de r:1,)r.I lc<pt over a11E p•'n.,utaties j 0 ,ip••·id van 0,1,.~.,d. 

lie to:n,:::n aar.;. 
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I c· ' . " ' \ I • • 
10' l. 1 , ' •• 1 d ... 1 j t l O 1 :L 

' iP tei~ + VA~ { 4 

1 • 

j % 

1 ' ••• f i 1'111 ••• :la...., 1 J, 
'•• ,... ~ V ~J,,,I:, .4., 0 

( 1 ~ '' ' ' , ••• ,J,•••,c1J, e.r, wa&r :J.e s,:m ove:r 
1 ~ 

dez 

som ia = y.[o, ... , , ••. ,d], E:n L:e t 

3.. s vro r c t i 

v. 

dat ! sse:r1 lus in f-

eel • 
s. ee:n Vf.tste vo en vc,n 

' 
de ni~re,:rr; we een ecldJ £, ie aa.n 

t 

van p 
~ ' 

~"aar 

1 

J 

dat 

. . 

) 

van 

t 
p 

ep 

e is 

met t 0 e nu::'Jner Yan t 
bev . j s ij e1k nunt vi:u1 P 

'il[i.S • b t f?. eer1 s .,. 
,,,::ff:tp\ 

>... \ ; V . 
aanzien·van CH? peil -~!f 

Lr van 

e-e1d • 
.j:zen, f"; er::~t ei van V een 

ici e 

-..,,, 

en p een 

t sche 

e:xen, 

eelding 

('-

i rfie 
VO Imliffi s V er~ di t rrerde-

t s , l 
1 ex \ , 1 , .... , d. 1 • ar i S S ,Y ( i O, • • • , ip) ::::: :ma.x i r 

j='.), ••• ,p 

sri ,i i1,·•·,i i1-~.1~j ~ 0 - o o •.o u. 

de...n en sl.e~ ts e j = 0,1, ••• ,d t, en 
' t. 

is dan 

.§[0,01, ••• ,01 ••• d]'= [0,1, ••• ,,d]. 

en dus 
= [0,1, ••• ,d]. 

s V is ie ee - :Jt: van Kd en 
zic is V een t isomo ee1d , .m• 

i ~1 II s volgt ':'lord.en. 

ea . 
• homolo met de ve 

' 
jning 

van t 
4-i r een E t r van I: is e.n k (1en keten van I 1 · 

r ( tie), die op E' met 
ove il:J. D.w.z. we in. k aJ.+een d.~ 

aar1). Is k"t' ·:::. 

Wf; 
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1.s keen keten vm, £. c.u.:r; ·rnre:tt.lli!: we otde:r X:(k) de deelro<)ster 

1:,esti:HH,de ult de hot kp:n: tcr; e1: d,;el·lerzar::el ingcn ''E1.I'l die sJ.mplexen, 

die in k met cr;.~ff. .I!. c:· qnre'.ie: .• 

r' ,t r ,·•. \ 
·'d = \ , ; 

::::: r-1. 

Bewijs: 1. p~ ;:::: : voor d ·:>·r is evident. Zij qu~1. _d<r. v~e vo;:roien 

TT(r.:i( T.,J 1 e1i beelden het ''dak. 1 ervrm i.r~ f~en vast hoekpunt a v,::t:r, Tr 

af (ai'b:9'); d, .. t. is e~:. "sirtipli~ir.dt: Ffbeej.:JJng in 1:(TrL omdat elke 
. 1 1 · ..• ~••,,.., ; ' .. ' . 1· .,, 1 (~~(T )) aee yerz:rne ... 1n6 van 1.. (.1.r; s .• mpte:i.t 1::-.;. :.s_,;, is s KE'_Jd E ... '-'. 'r 
n -1~, ··. ·,t· ., (.:i .. k , ... ·1 ",\ ···,. ·• <.u-' ~ 'C('·'. v,, d>:-·, bet·ken+ .. om,.: •.1.O!-:. Ht: Jd , 1 1.& -e.err.JJ.~Rc!•• "·''" r'';d,' .d)• ,, •. or. u e • .., 

dit: jd ,,....,_,, ,~·. Vc.,or d = .. 1: ~!d ~ veel:v::u.d, ;v:an [.a]. 

2. Vie· ~_;:af~rt r~et ;=~o te ,rer1:, rnn: r tieel.d.er; !1et da.k i11 bet 1\lt'a.a.I'te-

var: I af .. r 
3. •roor a /. r-1 is het be 5.jE an: 1oDg,.ua,. le vuonJ.fgaande .. ..:. 

"'iJ" ", 1 r ;J:,o •·nekr,u•,,+p,, P•CI I"'.' ··1•·1v1 "l."' 3f·1 1 r] - 1· ee"' 
• 

1
, r1 .,. 't 1 • • • -, '-.At .1..l. ·-· _, . 1 . l_, ...... ,. ~ 1o (.~ ... , ... , \,sc ( .. ,,.J..... ,. .:.:; _ L \j -, - :, • • • , - t,i .i.i. 

. ., ! . . A 
C··c·lu'' ("'+mod._\ v,..,., ,~..._(,;:; ) "· 1· J'' - rt 1) 1 ,.J it~ .; I') J ' ' ... : C .l. ) (: 1 l -• t... ;._, r-1 . . j l it,J ' r-1 - ("" \ - . \.11-, i. 11,, \,j ' ~ ~ • ' .;.. J •• ., . 

eer: wi~lekeurige ( r-1 1-cyclus, dus . 
·. • • r,.. I'\ 

'.) = "- j .:_ 1 = E: ( -1 ) ~ ( I: ( - 1 ) J [ o , • • • , j , • • • , i , . . . , r ] 
ti .J. . - j <i 

·1 )jf· A., A l) E ,-1_ ,0, ••• ,1, ... ,j, ••• ,r,. 
-')' A /-. 

In deze scJ:1 treedt het ;::in:;p}1e½ [o, ••• ,k, .... ,1 1 ••• ,r] m~t de .. co~ffi-

. cHfot (- 1 ) 1 °S._(-1)k ---(-1)k~ 1 (-1) 1 = O c;p, dus o<i = vaste o{, dus 
• ' rJ . Jr-1 = V\. Jr-1 • 

6. Stelling .Ad.r 
1 • 

Is Ji:n1 F <. r, dan is elk:e d-cyclus van r:*(p) 
:::-

. ~omoleo 1; me, t • de ve rfi jr.in[; vai:i een d-c2,·c l.us var 
u 

1,.ol'1. ( n ___ ; \ 
J... ; J • 

.. t ., .,. 
·0 ze •· :::::1e gesreci~lis€erd voor l' = 

.Bewi_.i§_ door de inducti.e: 

1 • Ad, r .;; Ed , r. ( T ".'iv i ::.u:. l • )' 
2 • .Act- 1"- 1 & E ._ 1 "' ~ Ad (v()Or d) r is .h..,r tr:viaal). . ,- a ,r-, ,r u., 

Grondslag van ·de incL1ctie; .. 
~ 'O rll~~ t 1·e+·c,t•• ...... t ·'"t -,~ • r~i!t~)) r" ,_; S. "'"' he·~ vol.o--+ .,, .. ,l...•o,r· \ .J..·" uCl',t=,,.·, u, .. , \l'c'l.. \ur -· -- v~. \, o" 

onmiddelli jk ui t de 11 sa1;1c111lai1t:: 11 vari J .. ) .., • ' ;r 
0m :2 te bewi jzen, one ·::r:•s,:r1-1dt'm we de gevallen d = r en d < r. 

P er1 

. ''\.. . 
d =:: r: ~i j j eye Lus \ran z:it'( r). ·;•;e :n~men een simr,1 ~,: Td van 

Ve l .,.,.., '11•' k ' · """·(,._,,T \ ,., .., · '\ • 1 ' C ,:iii r"X' ) we.a~ ,.,e., d = JJf\'", d,.. · egens ; Jd = :,., is ; Kd 1.:, 1. ,-:,d.;. 1 , ... 

de ze}fka11tpolytDop vo.n·r:-10 is. "egens Bd_ 1,r-1 is de oyclus . 

van de vorm « .. ., 3, td, waa;r: t,j_ .het B.-aimple.x behor,n<ie .l>lj ~, .. ).ai-. 
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r·~.1~':(' 1 Dus is k, -o<v·L €::(:.n -~---:-.y,·1ur bi ... , l,, 1, due net:r J.2 r:ulhomo oog a. ·-a .... 
en aengeziet er ~ee1: h~gei· dim. sinpl~xen 

i'ierrr;ecte ir, 6_,, ::te1.lir:,t; nit 3 vollE·dig ·bewezen. 

= c~. Dus 

men j,~ = 
, .. 

7. 1:-igenschap w v::;1:1 ,~e:r. po1ytoip P 1:rteker~t: ; 0ekpw1ten, die 

met zi jr; t1'1ee~: . E'en ::implex v,:rr.1"~·11, v::n-:nEJr: met :-zijn aJlen ee1: si;:1-

-"\,,' 

V::rnr elks, ? ·bezit 

b ••• b twee hoekr,1..m ter. () q 

r de e ii;;en schap w • ,, ant zi jn a 0 8. en • • • p ~.,., 
var., I', dj,:, eer:. f'ir:t:plex vcnnen, dan LS een 

.. ~ -, • t 'i ' 1e. i ~ • ., " · ·"'er verzame:.1nr:en \a , •••. a i en ,1.' , •.. ,;:; J aee1.vr:rzar.ne.L1ni;~en van 
~ o 'P o ,.._q ~ 

ae a . .ndere. V:,or :0 £'L cte] b,.:,ekpi..1r1ttr. van P, ,1.:e met ziji~ tvieeun si~-

plexen v~::rmer: geldt du:~, ,iat bun bijceh".lren:J.c hoekpuntvt.:::rzamelii:gen 

van l? in ee:n ops ti jf;enu.e ri j kunne:r: WJrden geran,:;schikt, dus tot een 
~ simplex var: P 1;anleidiLg i{t::Vt::.r:. 

8. Zij? een t.1olyt:~on met d.e £•isensctp.p l...J. ·;;e vorr:1e11 bij 

elk hcekpm:t a vaL ? de ster, 

gena~1mJ. t (a~. V zi:: J1~ :11i1·j.:::.u1::a:fGtm1d tuiiSeE twee vree1wie 't""(a). 

Pl1,: pur~ t van p 1ilt ill :ni1:Gtens ee:n "t'( a). '.e .:ef'illHir,0 r. ee1::. (niet­

continue\ :,11teeldirig 'f : ",r.'.'OT elk pu1~t pi::P zij V(p) eeL der hoek-

punteri. a v::u: r :net 1:c: 7: (a). 
' 4 

. .. 
u•~,::,e··u't' pl'lre V""r"•:.,""1e··1•.-, . .,, ·,,,-i,1 v,...-,., ;) o.n t~ .. e"'., q.1·m.p1,.,·_.· v:.-1n I ... ... J. ' ,. - *' ,, l, ,,,h. ', - .. , . b "-.. Ld, J , - - ~. - - ~ , ~ 

I:~ ( P ) a f • ";, ant i G f ( ;• , q) < J: , y,> ( p ) = a, · p (. q ). = b , ,1 a r ~ s Z- ( s.) ('\ 

1: (b) -:/. CJ • T;:r t e £t cat duP ee1; hoekp1.u-:: t van p9 we.ar a er:. b elk een 

simplc·x m0e v0rmer .• Di t hoekrunt heeft dus de vorm ( a.b ••• ). Dus 

vo1".!J:l.e;n a, l; een simplex va1: F. Is '{ 1c:~e:r: verzame1i:ng vc:tn P met di an:i.e-­

ter < iJ , dar, vormen de pur.tfn1 van (f(V) duB met zijn ".;w:::et:!n, dus 

m~t zijn alle~ een $implex. 
ee:r. polytoop e,11 <~ ee11 onde1'Verde1.ing. Gegever.1. twee 

afbee ld ingen ye, en y yan \ x( Q) op ·;: .,, (P) met de ei.ge1:i.sehap, dat 

( indien / t f een simplex van ,-:, is) de hoek:punten van de onderverdel ing 

veJ1 I tj in hoekpur. 1.en van It j word en 1=>. fgeb.eeld. ( Di t is b. v. het ge- · .. 
val met de ff u:i t B.) Dan brengeu 'I' e:n ~ hetzelfde h.oirc-inorfi,Sl!le ·. 
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i "'! i ,.. (L) i f. \ \l ' ,.. 1 T ' ' "~ <¥ , .. ,,,, ,.. .:i •. , ~ ,·,1 'i 1 ., <I l' 1 .( ·t' . "t ~ ,..1-,, \Au"".1 .~ .r ~. !:,i I J.. c~t~;Kptt •. : ve~.·- n.:.~·) i,~"e:i\~., ... 1-:i:..-; \..le ,: ... ..-.,.p .• t., .... , ...... ,;.. .(:l., · t ..... i'\.,,.:~-

'f{x)t:T'. ::·,.a~ :f{x·i er. ,.i(~-.. J: ·c.L ir,. ·::er • . t:cr.we:rBctu:i.ppeli.~jk simple:a._ 
1··f1 defir:i~'::·ei: r1 ,:-:..' ,~~:,: i..-?L r-~,,:,, :irt Lr•t' lijm,tt:tlf :t'(x)·,f'(X} in: 

de vi:::Loudir,c t : (1-1! "";rjc,.·· t. .1:; ft en, cNititme ::1Yervoeri.ng. 

ken, 

·~-:t : . 
er 
w ii }1• 'f" 1.s simrl i,:lal& 

,,- .. r,: 
':>·\J[; 

14 .. '., jl :·~e~,. :i(: 
. ' ',.', _/', 

v:.::i, t;u~(· p l:r~o,Ei~-:. or.:ie 1·zcekent.)1 
, .. ._ '. ' · ., .. : --~ '1 ,. · 'l, "\(_ ·i ry 1:i. .-., · .,. 1!,~{\::};~ .:..i.nq,.i. !'C...i.c!L e afb'tBJ..•i,.:r:.t,v,l be,:>e ... . ·· f,J,: 

, ' ··, .•. ·t~~ 

nck ej_::1p}j_0iaL' a:f'bet,ldingen .. ,i~) 

eel. I!ie1'\ts:t j }10c~rt ( IJ: 5) Let r~ti., -}-:c1;:!lomc::rfiGt:~e de1~ l1:->u1ologJegroe1;e11 
~. ' "'I l <>] 1 .• , .• , ... , t ·, ..,, ... , .. ,,. ·c .... ·• . \ "'·· • ,.... ... ,7 b . ,.,. r· +' ➔ """"'" Vall 1.1lm J',.,, \ --· .J.E'::O ,,,.'r•.~ --L '-· ,·.l., .. e ·8•:;,l.\,I I. ',l::!i. sll.e 1,-nt .... .1. .cmo .... o ..... ,~ .... .,, 

(,;i )' .<"'\)v,z,r.,.an•~+ ,,,.,c ... ,., .. :, ..... t·i,,;•; .. ,_._,"'- ,••:;1· -41., af•~,(.,,,,1,;;,-,,· \\J. •·--*l ...... .,..c,.. ........ ~..i.v ,_ ... ,.,:,,,._., 'C'\.,.,1,,.)t# .. J ,_...,1_,,_._,..,_ ........ ,. ..,, .J: ....... , ,.;._, , ..... u ... -,,.~-\..,t __ ..... t;.i• 

t .-)'"' .... -~ 

?c,c•rl:-eei.d. tc·rs10: ;:e~:.~.:lf; :, 1:.F!Il cont·:.1i~t •re de r:.:1!1r".l var, hr:t model 

worden ~cvee··J. is dus ta~Jlo0~ ~ct ee1, ln 1e rhrd 11£tLnJe-cyclus, 
~ - . - ~-

de p::-lytop{lr:.: 

Z•:.lfk""''r'tnf"\l" ........ -,.. v~"i" ·'1" 1 '··•~··e"+• 1"-!!i'i,..,,,l "~· .. '-: · ,_ ~" n . .,,~ .;"' .,1 .\, \.i, 1..,., ' .... , l/~ f.,· •. ,. ,~ .... ,.1: . .,1,. i,.,.,, --.. 'l;· 1.., ,.1,,.. 1,.,. --~~J·· .,. ... "-'~ ,Jl,."'I,.. • 

~n.-' t.,,' Ji. .... • • ,.,,, t•; ,r.t ····-t·, . - •. ( 1;i c,; ... l..,f, '-'lii " l(l {. H .. , .t., (... • ... l .... · ____ .....,.. ____ _ 

4. ~ - •,A. -- •. = ~ -- 6' ~ . e I ... , "I- ~ ; .l :.; ·. J 

-,~i • 

; ,,·:1.-< 
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!\cl met :U:~;~ietrr '.l L i~i r:,r t : .. .r ·. er:J. t5 c E o ;:) :~1~ rand { '.~-di:3l, pro jeotiev• 
ruir:itt,' • 

\15.t zi~r~ pci:;;:it. ',: .. '.'tot,: ti. n.1 ~,.i·:. ·:;~ er: SJ {i = 1,2,3) vru1 de 
.... ... 

t·.·:.·.·nt."r! ?.i,i .. r.: g.,..,., 1·.,..1,t•; ·i , •.... ,.1· ,.,,., .,, .. ,,., (• .-.., ... r:•s (11e"' 1·"' .,,., ... g be.,ci"'g .... 
; c.,. <. - • • • • , <; •• ' ,.;; ,, • ,,, .., - ', ,;' t, , ,, . j <'. • ,. • • -:; .;. ,, 7 .I.,::, 1,., ,) ,4 ' • , I,, . ,.;, H ,.' • ,i, -• 

~ ~ ' 

rijk~ : 1· dE 11~,E;:ti 1L:ctl-'. rr,·'"'t bchy,_; v,n. Je crU!r~tering of' te-

C\ 1-.J'~ tt ·.,.-,,,... f• • .• >, (,',,\ ~ .. :J ".::.~ '-J 1 de rj-•' ,, .• , t, .. ,,. .. P~ 11' ( '.'arto3it:•t'i1 pro-, 
, ... , ,,,.·~----~•h,,•.,.., •• ,. "-" .i. .. I,,. ,t,,;, ~--n ..... ~ ' .,J fl..} •• 

duct vau n cirkelomtrekkt:r:) if,; met 't'n ae;Jf ho~eomorrij 
1ncd o 1 Vt)r:. 1f: (zie YII 7) io mat de eolenotde 

ze i f i-.cme 0:110 rf. 

Def.i1:Hl'3r T,o (~--:~.i:.:~- t .r'~_:J a~s \"C,1;c;t: De punterl Y8.ll 1\;'l zijr. 
VEH:itgelet5::i d.Nvr r, ec:Hr:\i~. itu1j ,il e retHe fetallen rllo·1. 1 zi jn. 
1',e,-·,}d 'T <''I' :n , f' '" ... ,,-,., Wfcf'!'1•·:,·l·E•"1 y·>'l"} ·4 e \(n+ 1 )-ae cc::51•dinaat 
" .~ •• '-I. ·n ➔ 1 .. ).,_/ j_n l.~ ',.A ._,,,. ·•--.:.;...; .... ~,- .L,,_ C,»<l.' \,..f, ,\,, (' J.. 

(. .,...'1 + 1 \ ,,,.. .-- , , • , • • _. i ,.. • m ;. , • ,e l"'.r_-ao ,1?-et:e .,.11·;1 e ,. va: c e ·1_ :, c i • n ·· • :" tA 

BewijB dat G1(T) cf moJ. 1 fJcmeomorf T ist 
~ ~ 

Ven 

1 .. ( 1' . ·1 ., e .LK , r- i - 2 .l U: p .d: :, f::rVa~1 c,:~- ten hoogste twee r-simplexen 
ligt, 

2. ~ij twee r-d:::;l yc1: r1vc1,1, ee: }:,:::le georder.de rij r-sim-

,.. 
.,,r 

1-, 
= ' ~ 'c·~ ··· t · · 01 \.I,. ,an is Jr 

da21 kan (weget~s 

in jr dezelfde 

JJ.le tr hebben 
l'n st I,.,,,,, , ..... t +e}"r .,,.'. ct·c•---, .... ,,:·,,, A ,H+'-f.'.'. "H,+ "'~jn -l ,,.,., ;t tw"'e cv-Jr 1-··.F •• 'CC"' " ,,:;;" L·:t/ c:;.:,t; . .L,.,,.,;:;; 1.,,;_j<;,'s .1,.L( •. :J.cr..1.1. ,~.i. vr. '--·"'! Jr. "" • 

Cl '''"'""""'1 '- l1 ,1'.;,,,, ·h; ,J-"1·, ~: "Vt::.•••t;,,oy,i,,,t,,,1,...,er,anv·, lea•r+ ),,,,,,~..-•l··ou"Jl.I•tl' V""'I i,,.1,.QwQ4 , .. ¥ __ , . ., ... ...,.1::::. 4 '''d 1...1 ._,.,,,_,,,..,t.;;,J.,..,k_~ .. ...,,.,.,.u..,;. -L'fl r • .....-..,IL ......, i.:;;,_. 't.f· -M~,,..,;'-'· .... l? •(..) ~;i 

Jd - jJ., dat zo ir:. e.lle_ td oVf:,reer.sti;m::neu, dus jr = j~ =c(,:tr. waa~ 
bi j de tr ·1..1 een eer4duj :Hgfl be;)ealde oriMnteri:ng dienen te wo~~:n 
g ... n,.,men ,.... .~ ·•· ,,.,,.1 -: - • Q ,~ •·.-. 1 ,·•e ..J ,._ .; ,. 1.· e " f"l due 11 ..;, [I , . _ 'Cl \,.,{ · ... ~.. l_Jtl,-:;, .......... -... -... e:l,1. €- r '",en ..... ";J ..... -~L ;,,;,..: .,.,. i..) ,.J.,,.-.:: 1 ,3 u.,.,,. tt: ,, - .· ,;,.... ~-- , __ (-~-. 

f! ,J.. ,..,- .. ' . 

Ala Gr = , apreken we YF.li:: ;ff_es1e:I~!1 ,ps~adoTariUtei t.· Indi•!\,1 

een eyclus i\;. C:n,o~.O) bestaat. sprelrnri i.111e van .2.t •. l~tJ_eerj?..!~ ps•\t'!it"_.~;.}j 
dovarHJtei t. l tl" :i. e GP het t•;•\.;€,r •. ,,.;:i ~ .;,,;,t1 :~: •. :!,d ·e,n. lleet de· ugna.ctcJ:~t;;~j~ 

~cd~te ~,PSS\l.d;.;varHfi;ei t m,~t ~Jlk ( r-1) :--simplax 1,:-p preoies tw . ,, 

t---~implax<!~ i,,,i:_~•-..l~rt~n of l'flO~ 2 1 want J 'r.tr .. ~ O mo& 2.; · · 
. ; , . • ... m,t· pro,~e4t~•ve ..;:,..ak ia- ,gf;tf,.otert {Eod ,2), :rnaa..:r .niet,: o't'1¥Jl 

;~;i:~'Mtt: j) :-.:;·:., ::,/~.::,:) •, !,_'.:;.~~:~ .t .... ~'5-~~< ~.,.,li(fflj~)'~')l CtM~· ··,,.·.,i.sl,: ••. •··. ,:,·~~-;, :·' :~((!~~Z~L~\·::·~ 
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D1mer; :'J ,, .. t:, er: 

menzie var. Een p, .. ,·1j' t.cr:r, :i:, r .,,,1 
Zie V,4.) 

... cer;. r-j.,i.n .• 

.i.:r.-n:,;i,::-tri:. ste:1m1.~€•r. overe~n. De di­

t l· 1. :..·:·Le ir,v~riimt. (Vcle;t "t..li.t 6. 

v :: iJ. :~r in z:;. ,~hzelf kar:. :niet w0r-
;_:; • :.nde1:s ge:formuleerd: r . 

Uet i 0 r~e~ ~~-= 1 j J~ ~ ~ ~ ~~ t~ ber.ldc?: 
.... .. ,..li,,,N_, J-.. l.: .J .. '. ... ,,t.J""''J. "t... ... \ -4_.I''-r '1 '- -~/ 'l'.l .. _ ... ...,. ... zoda+, elk re . .ndpur:t in 

zichzelf nvergaat. 
10~ T\VE:E? 3.f1:eeL1.:r,gcr :f0 c·r :r1 vm: .':\., in zicl12:clf, d:i.E1 ncrJit 

antipodisch zi~,n f1 d~s ~ (x' r 1 Jlt Rl:~l·~dt v~~ f /~\) tebnren tot de-~ ).. 0 ' ' ,' - • 1 \ ,"1 / C ' ... o,,, ..,i,,, .., 

zelfde klat'E'e. 

nunt dat de kartste grote-
r . t) ·' 1 tt ; , 1- • Vf;J'Oee. ,, en heb-

J:e:n ,aftet" .. (,Hur.: f(x) z::-r..:::..er ·:-1.·~trodis(~Le ti:ev:oet;;ing (dus f(x) 

nocit £11,tipaJ.e v&r. x) bel,,y1rt .:h.l~: ict o.e klasse van de id.entiteit en 

ka:1 derliEi.::.1•e niet O'O Leel F 1 wcrden· '11:icrt,r.~e'~f,t. . .. r+, . .., 
11. 'E,e;, a:fl:;£;eldir:;:::'. 1· in de 3r k~.n o,-,lt: w·orden gerepresenteercl 

d i r, ~-, i'' .;,,;,'• •,rµ) ,·, ir•:,••~ ,,r.J> + . ,"Lo,,· "I ,:, r '! :;,~-, (C +·,c, . ' ·., i ~·, . A. J .• k "'. UY, .. •t -"~ b !'-"'. 'lgt. :"1.en \..,i.,., , .. ~•--~.. ....,,,., ... A v _:J.J. .. ij" .,__ ••• , ..,,__ - .. -....:,,.r,.., ,..,1tC ...i:~--~ .... t;_ 1 >-'c;, 1 ..,...L ... ~ _ .. __ .., .. --~ ,,..i. _ 

·de ,,,,cac""l-'.,·"r ....... t"'.."4\ r,~·;.1-~ .,...e -t.·!o•;,· .. .,_•,: ,::;.~:., -t"': '"' ...... --:,.:-~ ... •-1-!-:--c,. v.,..,,,,. ,-:_1 i·:r. ,... "'e"'Y'\t~':'f7 ..... t 
' ,, '-' I.I"' . J.. \ ,~ J ti"'"'. • _1 •' - .... ,;;. ., ~ .... 1: l t:, a. l C C "' -~ \,j. t - '· t, ,-iJ" ,_. r . ...) r 1.,1 .) ic ... , ¥Y O ') l'U 

t1a11 het vt:::t""!7eLl c1er tui teru1r,-rr:.~tle:r.. !Jar,r 9 lum di t :1us niet op 

heel Er wcr:ien voo:rtg0,zet ( a}.ttj(i vs::ctor~r tle:r :.engte 1). T'etzelfde 
go'ldt Ufl"'1 hef. ve·i,; do,,.., 'h-in,'er"'·--;,..,_.7_.,.l" i'i.H<'>Y:""'l- "''"{"1.,-,·,,,:, l,>';"'·f'de ""'"'n •~O r1·ch-• ~.- !JI~., .t_,J v if ..l,. ... \;.;•4,, v..,i.,. ·! .,...L.l....i. .n.1,, .... _ ,, \ Nt;~,4" (..-...i,,. ~ ...... _ o ....... ,\, ic:::J..... iuv· .. u..,;,::~ 

th~ger~ alleen 0m te \i:eren·1, ./er. l'H.H:' '.'t ~el.fs. ::le 

StelliB_g: 
•,t e ct e::n: .... ., e. l ct 

\<,ant .bij een naa.r 'tP.it:2'.'1 ·v.J.j:1..~:r..: v,.i.::+o:i:veJd hoort een nocit !:., 
s.ntipc·:iieohe il:fbrield..ir,g~ 

12~ s~e}.ljMt 
Vfl,St ptm.t~, 
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Bewijs: .e veronderstf•llen, dat er geen vast r)ttnt is. Dan bestar.t 

het (continue) vectorvE·ld rf~~-H-~1) . Zijn vectoren zijn voor xcSr 

naar binr.en gericht. Di t is in stri jd met 11. 

13. v,~or het vo]g,:rj1 L-; 

v o 1 r t e st e 11 en , · d at de : . 1': t j p 

knn dit el~ volgt dee~: 

Let pr:::.ctisch de8 Sr zo a.ls p4'17toop 
l:,cb~ -:lflieeJ.Jingsimpliciaal is,. !fen 

De s1 (cir1:e1) w rit i.n vier kt:&drartE,n verdeeld (dus ala een 

vie rhoek) • r:eeft men \' ·· r J e t r-1 de e:;evra.e:gde v '.)Ors telling gevon­

den, dar:. vat men ha:.:ir al~ even9.arsfeer van ee1~ Sr o~, door ~,xi. '"n~ord• 
pool n en een zuidp0ol z t e te Ycegei1 en met de· simple:ken va.ii Sr-1 
te verbinder.. ls jr- 1 gr,mdcyclus van sr- 1 , jr-1 . = I:tr- 1 •. den 1s 
jr = F.. [n, tr-1 ] - Z [ z, tr- 1 ] grcr,dcs c 1us van s:r. 

¥h tNie1: dcor ind 0 1,._:tie a,~~= aj = (-1)r-1 jr (dus afbeeldings-, - r 
graa.d van!:; is (-1):r- ). 

Voor j = 1 is ·dit duideli,jk. \'we ve·•onderstellen !j:x-1 = ( .... 1)r-2• 

jr-1 als juist. ,!jr = E~[n,tr-1 ] - E![z,tr- 1 ) = ztz,!tr-11~ 
.... I:[n,!tr-- 1 ] = [z,!Ztr-- 1 ] - [n,.§).:tr-1 ] == [z,(-1)r-2Etr-1 ] + 

- E(n,(-1)r- 2Etr-1 ] = (-1)r,,- 1(Z[n,tr] - E[z,tr]) = (-1)r- 1 jr-,• Dus: 

Stelling: De antipodisctc zeli'a.fbe~lding van Sr is van de graad 

(-1) l'l-- 1, 'oehoort dm1 VOl"r even r zeker niet 'tot de kJ.e.sse van de iden­

t1 tei t. 
14. Stelling: Fer tanger:.tiaf'll vectorveld (lengtes 1) is a.an de 

evendimeneionale sferen niet m~gelijk. 

Bewijs: Bestae.t zu1k een vectnrveld, dari kan men elk punt in de door 

de bi jbehorende vector bepa~~lde richting _ op een halve grate .cirkel 

naar zi jn !'-mtipod.e la ten 1 "lpen; en dus l10ort dan a tot de kla.sse va.r1 
de identiteit. 

15. ~li,!!fP 'Een ze::.L.fbeeldlng f van 2r (r even), die nergens 
antipndisch is, bezi t een VR:3t plmt. 

Eewi js: '[,e teke1:en ti j e1ke xe: S de tant;"entiaalveotor wi jzende naer .r 
f-( x) • Volgens 14 is het m:::igel i jk, die op 1 e,n&te ·1 te normeren, dus 

is er een x = f(x). 

16. Vele vragen over sfere:nafbeeldin61;;;n blijven hier nog cnbe­

antwoord. Later zul1en we ender meer aar.tonen, dat de gelijkheid der 

afbeeldingsgraden ook voldoetde is -~rvo0r, dat.twee zelfafbeeldingen 
va.n de Sr tot dezelfde klasse bfihoren. Voorlopig weten we all~en, 

dat de voirwaarde noodzakeli .1 .. < j r1 .. 

17. ~e-bewijzen nog de ( 

§te.1.li11g .;..:U-i de ~va~.ill,.;.!.Nl~.i,.tl": Gegeven. tw~e aft~!i4; 
sloten tegre~sde verzamelir.gen ,V en 'if van de Cartesische ]1!r ~~ .. ~-tJf~' 
topologische a.fbeel~ing. i van ·V ~p ·w •. ~1an be$nt'Roord.i>bi.. "', .. , .. 



"· r• r: + ,. · 1:1· ~·. r "' ;, •·: .,,., "" e r ~,, ,,., ... ,. t.: ,.,.. , ,.,... , , rt ~-w.t"""' •:;;,, , 

;~ 1 t rand r-

;; r: .. ,1 ,,.:, : .. v:::..n I/, dL:J: zi ,jn er wil-

1 Bl< eu ri c: l: 1, it. e ::::,. t rt: . .J ; 1 :~ d 1• t <:r-1 ( '} "'" ( 0) is .. 

k ·1· .:·• ., l' '\ •··• "'·... i·•n,.., , f ' • 
. 'i;.· J.. ,I I' .i,J.J, ~' t~ . ....,. ,,J, ~- @ ,, ( ' ! / :I \ ', ) . "r-1. 

C-· "'r 
1,.,)f\ • \l 

ecl1t B.ff:eBlote::i d.E~eJ Vt''-·, elf~ j--- . 
". ·- ·1 ~) • ,1' ,,., ·.•. ', • '.. /~ ( :•, 'i') ,::; 
,J,. ,, , - - - - ..l., 0 1 •• , d '.·1 ... 

in 

die ,•ol'Jffio H~n t 
1 :c 1·· •• U '\ -.,, ~ ,, ... ·-

¼ 

/ - ... \ 
d \. }. J :-:; ( C) • 

r&nd v~n u1• ~e wijzen 
r,l, rr' ···e''" ,~ riv1v , .. ·,···· .. ,, +·r C I ,., 1 •~ U ~ ,., • \;:; .• 0 t: •• I. - dl 13 ( op U 1) n,iet homo-

1.oce~ CJ is.,· 

de ui t et:r.i. i·i j 

"If) geldt; j 
C n . F.:.z, 

~ 

, __ . jr 
- n 

~., \.',~; 1 ("_ ...... }1 er.no Io c is. 
; ke:• = je • '.·:e V()~en 

~- n . 
teen a1~p1ex dat in L 



d.w.z. riiet nultiomo1eicg J.ti in r.q .• 
;..nde:u:1 wH~ nan1e.lijk ook ~ j <- 0 in 

I E:n ) 
·-U \ U-,, du.a irnluceerda de 

:i.nbeddint Y81, :3 
met het testa~ut 

is near IX 7 in strijd 
G (te wet€n de projec-

· tie vanui t :x op .-;) • 

. 1. ::". heet .E.~J:!f,t_s_~.:::Jils. .... .£.c_!l!f:P.S:Ji, wn:r;neer elk. ).Amt van R een mn­
gev-ing met i::om:pae:te af's 7.ui.tin,:~ be:;3it. 

Vcorbeeld: r ;;:: 2\A, wr~r '.' comr,nct en A afgesloten in 

{~ ant bi j elke >:£Ji is er een omgev'.ng U <:. .. 8 met U,-, S = c·1 , 
Sis. 

com-
.. Pact,, U,-.R omgeving in Ii e:n U~ compact.) 

2. r.egens de eiec19.!~et:i1i tei t kar: .R .met 

om.gevingen U,. worden evlrdi'.lkt. Stell.~in we R = 

aftelbaar v-eel van die 
·-.TT--
\-· u1 , dan is R ver-

.i -11 

e~:1.ging van de oper~ ker1:en van e0n 02Jsti jgende ri j compacte ruimten 

ls R nog op een and~ rG wi jze ZJ vocrge ateld door middel va.11 
ee"' ,...,; j· TH dan geldt v,-,,..,,·r .,, i·"e m. 'R -- ~' Y"'OV b·' jn .. ile " '7'ant ~· .,,. ... ~ .11n t 4 . ,, _ t., .. 1... u.. -1n l.. .l' n .. • . .. 1 . t-... a . ..:1 • 1 

. 'I,,;,,; " 

fl <; tJ f.n', dus .is R (wagoi1s de compacthe:l d,l reE'iin bevat in r,en ein-
-lll . m \™,.,,J \...,I 

.dige partiaaleom, dus is er ~:,en n me't r: 1<:\_., H, c. P...!. • 

;r1+1 
n 

we een 

C t , -n w 0 . 
3 .. ll is homeomorf met de R -ale 1:imie-l: van de R , waarbij n -n 

_ . ,VO!)!'.. r.1:rc:~~_l)le: . . 
( en fn) de ~:lc.entiek,1:; e.fteeld1· ng is. ( Ge di t zelf na. 1) Kj ezen 

tuia.e:re• r1 J •, a.an a::. j.n be:i11 e r1 Je:r home omorf we gen a 2. De 

f1n-+i bepalen contir..ue ncrocta r:b s,ti-~1, ~rr G,, ('R ) .in C .. (R 1 )-~ 
· '-• -)l {l. ll+ 

'.'Je definiSren ·de- 11,':P,i_o].._qlti.E::ar:9.~.P.~ep. ... Y!n. ~ als Gn l'al~ limieten , · 
> van die met de F.n Deze defi:uiti~ banst · niet a.f Tar, de keuze. vab . .. . ,.-:· 

:: ·,:e ri j Rn. '.-~i, j is topologiaoh inv~riant. 'P.',,el'l ,1~111ent v,sti Ga,{R) ,wo'i(tft.-.. 1 

1u.e bepaald door een conv.ergtz;:t1t: ~<'lliaZl1gg•nfit ·1;a\ . . .... 
:.';t ' ' ' '·<· ;:, ··: :'.t-' ;: ~/{:.\§.::·~i•:/:)~,:i~±~ ({'i' < :·,;,, ··:_·j·.')., .. ,;~.,f:' ;1,;;, ' ; ' ,~·- :.~:,·:;;.::~-~i'.:::tt·~:, 1L 
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Fle O wordt beachouw~, in..iie1: hij vocr zeh.r-re n: in Rn nulhomoloog 
1th 

4. at .is hier de tctekenis van C0 ? ·~ijn de oonverger:te cyoliu,­
ee:n 1 a1 en {bl hort;ol o.',, dar: ·1s er een n, zod.at a en b in dezelfde 

" componez:tcn va:n I,n liggen '. en omgd:ter:i). a e1. b kunnen dan door een 
£.Q!!..1iJ.fl,?-~ (niet-lcge ccmr~cte ::.iemer:h-mlet'.dE' ruimtP.) warden verbonden .. 

Omgekeerd., is er eer~ a ,m r; 't'evt::tter,J ccntinuum C, dan vormen de ...,, 
l\i""'C een ovcrde}:king van C, uus CCI11 v~ior bijnll. alle n. De C be-

vattende ccmpone1:t van r0 1..Jev~t duEt a en b. )us: 
, l t" l 

Den en slec}:te dan i a J ,,..,..tb j als a en b d_oor een continuum 
fl kunnen worder, ve1·bonden .. 

!.nders gef\ nnuleerd: De verza.1;.elinc ve.11 alle punten, die met a 
door een co:r: til:uum kunnen wc1rde:n veJ b,:,nden, heet constituent van a ... 

fs.J,~[b} dar: e1: s1e;)hts di.u: !lls a en bin een constituent lig-

gen. 
:, .. Ten. plat tseli. jk co~· acte ru.trute heet plaatselijk sam.enhan~ 

gend, als elk pur~t willekeuri,g klf,ine aamenhangende omgevingen bezit ... 
De verzameling I i1: v la.kke cotirdinaten) besta.ande ui t 
( x = C, I y / ~ 1 ) en ( x I- 0 y = sin -£ ) 

is samenhanger.d, maar i:1 de P'U:1.te1~ x = 0 niet plaatseli jk sameilban- · 
gend • 

.,.,lke ope1:t verzame:1.ing van de cart1;;sische ~n is plaatselijk sa­

merihangend. (Eewijs dit' z~lf!) 

In plaatselijk compr.,cte, plaatselijk eamenhanger.de R v-alle,~,4• 

begrippen 11 corrpor::.ent" en ''ccmr:i,ituer.t 11 samen~ 
Bewi js: ···e hoever. alleen a.an te tonen, dat elk puntenpa.a.r van 

een compor.ent f' van t door ee.!1 continuum kan •Norden verbonden. Bij 

elk punt vru:i. r .is er een r:;a,:nf'::i1ha1;ger:J.e omgeving met compacte afslui­

ting; met oftelbat-•r vele kQ.11 R ovsrdekt worden (eeparabiliteit): 

u1 ,u2, ..... ,.ij ae:-u 1 • ··e vormr~r~ de Vl·reniging·Vn van alle rJ1 , die met 

U11_1 een niet lege dc:l ... rsnede hebten, M.e1·hi j '.f,1 :: u1 stellende. Dar1 

is Uvn same:nhangend, r'l.as C ;·, dus ~ s .. IA:te b £ zeke;re Vn.; dus be-

staat er een ri j Di , .... ,n1 met u1 .... v1 ,- Cl en aeu1 , b£U1 ... · 
p 1 p j j+1 1 p 

Dan·ie ~ 1 u1 een a met b verbi.,::denct cor:..tinuum • 
.. ' j~' 3 

Hieru.it vol~t - . 
§.l!!lin_g: In een ple.a tFel 4 ~~,. ~o~:.pnc ~c, !_'ll ae. tseli.jk a.•inh 

.~d• J fJ { aj rw { bf tian 
;,pOMrtii van ll liggen. 

~11 ech ts fi 1111 •. als a en b .1n e~n zeiia.t: 1 
" ,' ',,,,1 

0pmerk1ng: .r1et comple~ent van eer... afgesloten deel 
. . . 

~ti%$ polytoop ft·~:L.t comp.act ,n pl. samenhang~nd. 
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,,, 
t-,'/" 

f<i 
·~ 

1. De optelgrocp der rel' 1 e e-etri: len mod 1 wordt oak .J2. gencell!.d~i 
Sl is compact en snrnenL eu'l. eir dige. ondergroep•en van J1 zijll ; j 

1 . 
cyclisch en van de vorrn: ,;ebele veelv cude-n van i' waa-r m een gehee1 

getal is. 1e oneindJge cir..:ergriepen zijr: oVE·ral dicht in S1., (Zie 

Groepentheorie I.) J..f. et.;l•)ter Jndergroq1en var. S2 ziJ:n, due eindig 

of = .0 .. 
r-\ 

2. ls~:r:,i._§..&.!,OJ?J2.~ iin hete1. de direct~ summe,n van um £<antal 
groepeu S2 ( zie ook X einde ! ) • 'De :;n-ed ische l:i.miet hiervan ( z1e 4e 
afbeeldir,g i?1 X e i n:le) hef-::t .Q ( ,>-dim. torusgroep). 

w 
3. ·•et v, Y, 13 Juiden r;,;:, a.ftelb9.r1::> disc..-.ete commutatieve groe-

pen aan, met. ! , P, ; c ompacte c omr:ru ta ti eve groe pen. 

4. '.:,',r:.de r een 1<.e rr kter a b.T~ en, :· ftel bF re (compacts) commuta­

tieve gr::-::e::i verstaar. v~e eer horro :en l'iPt1e ( contir:u homomorfisme,) in 
('\ .. () 

.,j L : ax c - .. , 
5. ::.-e karaktt:rs va.n iseu rroep ~, vorn:er. ze1f een groep. Vo('lr twee 

karakters a t::n .... l, defini~r(;; ;11t.:.,r: numeli jk 

( a .± b ) X = ax .± b X \ X E X) ' 

a .;t b is i:t~derdaHd 1:.~en >.arekter, wmit 

( a .± b ) ( x .± y) -· a ( :-: ,.± y) + b ( :x .± y) = ( ax .:!: a,y ) + ( b JC .::!: by ) 

=(a± b)x ~ (o ± b)y. 

De groep L van de k,"rakterE.~ k: :r; wordert getop0logiseerd r:lcor de limiet­
de fini tie: -· 

(lim an'x = lim anx. 
Ga ns dat li,m an (ir,C:.ien hij br~~=::taat) weer eeu kerekter is! Gana, 
dst 

lim ( & + c ) = lim a ➔ lim .bb· • n -· ll' TJ. - ·, 

"1:::1., behu::..p var~ cpln ver;~1'melin 6e11 kan de topologiserfng. a.ls volgt 
ge schied.en. is, o.J,)en in Sl en x0 c: X, dHr: is de. ve rzameling ·Pl xn.: 0) 
van fillE a ~:1et ax0 ,:0 oµen ir: ;., cT alle alcius verl,rijgbl:l:re P(a,O) 

voroen een basj f:: voor de r;:en verzn.m.cJ.ingcn van L. 

Ind.erdaad: lig~e1~ i:n elke Dmgeving van a bijnv a.11-e an, dan b97 
tekent dit: uit ax"') v lgt 8 :,;: 0 c:.C'.1 {bijna 81le n): dus 1:i.m ax = ax·. 

0 · n n o 
r:n omgekeerd. 

A vervul_t a:xio~a II 2. ant ;cf·even a 1 p a.2 , d.i:ir. is er 

zodct a1xc / a2:xn·, ct'~s zijn er 'C'mgevingon oi Villi ac met 01"02 = 
Me.er dan zijn P(.xn.o1 ) vreen:d-- o,,.,.eevi,,,:.::;· ... ,_ 

•. A vervul t mo.chL:_gheidsaxioma 

rk~tL, 'tot een aftt ioare bat:iil3 van 
/!' ,~', .. ,. ,, ' ' ,, 

l1;!:ti4,i,"1•. C:011pact; ',.an:~ zi:j V een 
. ' ','~, .,'..~'{':]'' :'} '· ,;' . t 't ~ ·-~.: ~ 



X .; ,, 0 .,... , . ··, ... ., t- '. 
,1, i \A,"' ~-..J..l. '-)}! i,,,, ',., • , 1J .. 

di .::ht :i ngs:;:n,m t, 111.u3 

TJi t 

l:im 

a' trekke n 

er1z.: 
1J.rn 

a'x n 1 

r1er: 

ax+ ••• +ax=~, 
d~s de m-cy2liscie 

ren karel: te:r 

i~ door ax beraeld, .. 
~e karrktergr~ep ;s 

- )9 -

.::- .. Af compr:cte J2. ) 1r::·,01· ~11:·v een ver-

""E·1 r·; " V''lr v a' z.11~£.t ·"· ··..i , .• ,, n .,,... 

t.-E·staet. 

dnr, ax = .I? '·'•.',~ 1 ( r CEl eelJ. ·,e karaktereroep is 
, . If! m-1 ) · 

1·,rc•/:' ., l . - --
t: .. '"' Y 'm' • • • m • 
a vrin een .-cyclische groep ( ••• ,-2x,-x,o,x,2x, •• J 

-Jrt ee1~ w:L i.l'."'keuri,g ele:r:ent van J2 kan zijn. 
"'(1'"••''"l"'C~•-f !'l''t ~~/ l..i. ,,4~,.,.,,.,,,._.1,.., ,1~, . ..,,. ~t~t,. "- • 

r:e besch,.:mser: fl':1~ dire,.:tt: Born Y.+Y. ls a een karakter van X en 

b eer: van ,. , dF.,n is e:r een 1c::r l,ter c van x+·f die 'Jl-' X+O I!,E. t a en op 

O+Y ~et b overeenrtemt, dus • 
C /"'Y~ - <'.:>V .J .... , \~ ... -t / -· QA I ~.•j • 

Is o.mcekeE.-rd eer. J':c..:rekter c VHL X+Y cegeven, da."1 word.en hierdoor ka­

rakters a en b beptia. 1 d, die rE?sp. op X er. Y r::et c overeenstemnen. Ga 

na, dat de b1raktert:rc:ep v 0 i.~: Y+Y tc.iJo1ogisch j s0rnorf is met de direc­

te som Vfff die. va:n X en van Y ! 

sche groepen is, is hiJ 
~~ ,, t t • ·· ..Lr e com.mu a iev-.> 

lsm101f met zijn 

groep di.recte som van cycli-

1:arsktergroep. 

veei voorttrengenden is di-
recte scJX. vm: cyclische croep\!XJ. T'ierd or beheerse:n we de kara.kter­
groe pe~ van alle grce~en met elndig veel voortbrengenden. 

6. De ( coriti.r:ue) karaktcrs x van een c~mpacte cor;::::nutatieve 

groep ;. vor'.'::et. ·Neer ee1: groep X, Jie vve ecl:tE3r niet topologiseren • 

. , e duider: het karr, 1rter x, Jc-or h:t fu1:cti,eteken :x ~hter het argu­

ment a(eA) te p}aatsen, aan. x-1y is eedefi.r:H!erd door 

a(x+y) = ax ·+ ay. 

De karaktergroeper. van comp~cte comm.ut:1tieve gr()epen zu len we 

o<. ··-groepe: noe:.1er:; ze ;~i j:!'1 aftel'oe.ar (mhnr di t b~wi jzen v,e hier 

niet) .. 
~'.oon wear 1:H.'mi det de karaktergrcep van een (!irecte som iso­

morf met de direete som van de karaktergroepen 'is 



Door 

ax = nw 
' is een (continu) 

alle zijJ:~ 

Gegeven een 

kt1.rak U: I vm: A = _\ L 

vergel~jkin? 
I ., •r 1,0..w.z. p E •, 

2 t = I! ir, ,. 

,;;egeve11 ~ 
5 

( "n 1 \ 
2-\.u."' );i,; 1 -n. 

= 22 ·,;. 
, l 

:precies 

Z:i: j x·een.karakter vAn A 
een 

3 

bepM1d. 

o· h1 .JL met of. ~ j, dan bezit de 
- • -..• ,.,.i ,, • d. · -, v·e .i .,, ?'oemen ;.~·'1....' . .,1..\..,::.:,~.,;,.;.,..,J,L'.>i • l':,... 'f ' 2 ( J.; ,· ' 

P aefini~re~ dan inductief 

zijn continutteit is er 
Zij a 0 ~ O, a 0 .E U; 

1 ·t 
dus oek 2a f: U • .De wac: rde van x in -,.:-8 1:iot::t voldoen aan de vergeli j-
,. • " (

0 1 • 1 • \ ' · · · 1 · · .. ~ ? d ' . . . b ld d ul:ng ..;;'.,\•ra,,;X_J = a 0 :x en :;.. gen J.!1 ,), 18 US een:,u1cug .epaa OOl'.' 

(. 1 •, 1 ( 'I · + · f' ·· +- 1.- • • t i t 1 11 t 1 . . k ,._a 1:X = .,,,. fa x 1. ni.1uc _,ie vo1ic .. ineru.1 ,_. :- e. 1,vcor a e na. uur 1 1 e 
.(c ('i c.: • • '•'· f ,J 

n) (2-na0 )x eend1....idig teraald is door a0x. Mtar den is ook (p2-na.0 )x 

e~nduidir· bepaaltl a :x ( o .z1::heel ~. :1Je -nmtverzamelinp van de n2-na - 0 ' .,· '-' ·- 1:' 0 

vormt een onciniige r)nde:rr:r,·;e van J.., is dus overal dicht in A en 

derl:alve is :x in 1 t geLeel eenduidig bepaald doer zijn waa:rde in a 0 • 

We kiezen a = 1rE 1.:. s p•el:eel). t;E.gens sa = C is s(a x) = O. dus 
·· 0 !::1' ' 0 I O ' 

ax= E (m ;eheel), due ax= ma. Pet karakter x stemt dus in a 0 • • S O () 
c;,_vereen met het karakter 

ax = :rta, 

is er dus in 't geheel ~ee identiek. 

1· Gaan we van ,. :.lit en von::en v•,e de karaktergroep A, dan kan 

elk x s X weer als kara}:tEr ::p A wcrden :~pgevat. Precieser; X ver­

schi jnt ho:n0morf gfgebeeld in de karaktergroep ve.n de karaktergroep 

van Y. Deze a:fbeelding l:eet :-; If; z een isomorfisme .912? _,, ) 

Eegil:nen we :;iet A, dan ~:ri jge:n we een co:ntinu homomorfisme. van 

A in.de karaktergroep der karekte!groe0 van A, oak weer Z 
.I 

gene.amd • 

8. ~en homomcrfisme fY CY ind:~eert een continu homomorfisme 

van B, de karakterg::roep var, Y, l.n A, die van::, Bf CA aangeduid, n.1. 

( b f) x = b ( f x ) ( v :: or al 1 e :x r X ) ; 

?en continu homomorfiE:ne Bf= A induceert een homomJrfisme van 
X (kar2,ktergroep van A) in Y (die van B), fXCY, aangeduid: 

'c(1'x) = ('cf)Y (allE! b EB). 

a. Stelling: -r:en G -ale ri j vn induceert V() or de bi jbeho1'ende 
.zt. ··-- n 

karaktergroepen -¾i een Gn-aaisc::t:e rij (afbeeldingen ~1n C Xm, 
A fil C: A, m)'n) .. Is lim. -.n =>'en lim 1~ = .A"', dan is~ to:polc-~-n n n 
gisch isomorf met de k~lraktergroep A van Y .. 
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Bewije: 'n ~ X indQceert 
alle n, dus in de !imiE·t een 
volgt nade'r ls ,.:-,edefinitlerd: Ir; 

X :: (:x"lll ,. :Xm+1 ➔ • • • ) 

en a e: A, d a:n h.1 de 1:: i j b • r : · .. i e 

a" = ( e 1 ,f-- a, '.'_ · . • • ) "" ... 
a. :x·· = ax (bi~~r.ia. a,.lle :n.). n 

n m I.. ,, 
·.egens a x • = a -y.· :::: (~1 f"1x" n· m · ::-, n ' 

1,1~ a :, a f!li i <, dan werkeli jk een af-
,. ,., -:.) < rJ. " !!1 -ll ·- ~-

beeltli&~srij. ~it h?~Jnor1·1~~E :u:; N:n :i.,:c::w1-fism~1. ·,u.nt i::1 voor zeke-
:re a~ 

dus 

Bet i ::' een afbeeldirw op, wa:!".t t"egeven een 
~¥. ( •' ) a = a1~- a2 -.:.- •• • 

d · n ,, k ·, · · · · ~ · ~"' ... (' · · · b l ) a.n is a,,x onaL1s.n e .•. 1 J f•: vttn n, le ... 1nJ.i::;e rv 0_1 J varia e e :x 

duo ee:ri ka:r1.::kte r a vat1 l,)fnyn = X. 
r,e afbeeldin.c: LJ wege1u:: de com1;ac:theid va1l A ook in de omgekeerde 

richting co11tinu, dus een t0pclot:isch isam0rfisme • 

.1.Q. St~j.ling: ~~en c;n-adische rij .t\_ induceert 

de karaktergroepen ·.:n een G -ale rij. It'l l::.m A.,., = 
r. ·" 

d . }'if . f ~ . k k . . an is . isomer .p me" de b.ra ter.~~roep van A. 

VOOl' de bi jbehoren­

A en lim :,.:n = Xii, 

B · · .J..n • •. n eWJ.Js: ¾~· A induceert ee1: homomorfimne \ ➔ X, dua in de 

limiet: X~ -'?,, x. Nadere definitie: Aan 

x~ = (x~ ~ xm+ 1 ➔ ••• ) 

wordt toegevoe_gd_ de x ~ X met 

ax= (af )xm (- (e.f°lr)::,,m - 1 a.pl1 )fnxm = (a.f ):x? m ' - m - 1· ·... ,. m' n , d us onafhan-
keli jk van :m). 

Zij x = O; we willen aantonen; x~ = 0. Uit x = 0 volgt 
( af ) .:m .·, ~ r • -+> ) m o i,· • m x = 0, ~us \4~m x = .. ~u 1s 

A+' ·m 
dus ~egens de compactbeid 

= ,'\ A fn 
• n -""nm 

(bijna alle n) A .p!l ,.~ " 
-11-'-m '- u 

waar U een gegeven o:c:i.geving van Afm is. ru is (Afm)xm = O, dus 

(~f~)xm 

een ondergroep van J1 met di::,meter < ¼ indian maar U voldoende 
klein (dus n voldoende grcot) ie. Zulk een cndergroep is notdza.ke­
lijk"" (0), du.s 

( A :fl 1, :xm = 0 nm · 
~(~xm) = 0 

-x?- = o, 
dus 

dus 

(bl jna al.le n), 

du~ X :z Q., 



·-r · .. e beginnen· nu met een x e: ' En zneken een 
x" = ( xm ,.. xm+ 1 " • • • ) ' 

zodat ax= (af )xn (alle a~.!). 
n . 

De kem Hn van ~-':-A is (8ls origineelverzameling van 0) willekeurig 

klein voor b:ijna alle n, dus is Em" een willekeurig kleine ondergroep 
van f1, dus = (0) voor zekere m. 

(a-+ Hm)x 

· ie dus een eenwaardige · ftmctie op de verza.melin'j van de a + 8n• due 

op de factorgroep A/Hm ~ \i• Als zodanig noemen we hem xm, due 
ax = ( a.fm) xm. 

We stellen nu xn = fnxm, dus 
m 

ax= (afn~)xm = (afn)~xm = (afn)xn 
voor alle n ~ m, hetgeen b~wezen moest word.en. 

11· Duali tei tss~ellj.ng: Y is_ isomorf afgebeeld .Q.E de karaktez­

groep van de karaktergroep van een x. (zie 7.) 
Bewijs· :ie du,aliteitsstelling is duidelijk voor (eindige of <,n­

eindige) cyclische Y. - Gegeven een X en Y waarvoor de stelling juist 
is .. en zi j Z de directe som van X en Y. De bi jbehorende karaktergroe­
pen he ten A, B, C. Is c E C, dan is c op Y + O bekeken wezenli jk een 

kara·1,ter a e: A, en op O + Y bekeken een karakter b e: B. Nu ·stemt 

a+ b met c overeen op O +Yen op X + O, dus op Y +Y. :pus o = a+b. 

Verd er is elke a + b een karakter van Z .Dus C = directe som van .A. 

en E. (!,!et inbegri p van de topolq~~e - ga na ! ) Gehe~l analoog: ka­
raktergroep van A + :S = di recte som van Y en Y. 

De dualiteitsstelling geldt derhalve voor alle X met eindig veel 
voortbrengenden ( directe so:unen van eindig veel cyclische groepen). 

Flke aftelbe.re groep X met elementen x1 , x 2, •• _. kan word en op­

gevat als Gn-ale limiet van rn (vocrtgebr~cht door x1,.~•,xn) met. 
de identieke a:fbeeJ.dingen als :f~+1 • Na~r 9-10 geldt de stelling oek 
voor G -ale limieten van groepen, waarvoor ze reeds geldt. n 

.1.,g. Dualiteitsstelling~ Ai~ topologisch isom:orf afgebeeld .Q£ 

de karaktergroep van zijn karaktergroep. 
Deze stelling volgt uit 11 voor alle A, die als karaktergroepen 

van zekere )'. optreden. 1.lle A bezi tten deze eigenschap, maar di t is . . . 
een dieper liggend feit, dat we hier niet bewijzen; we hebben het 
trouwens niet nodig. 

ll• Zijn X en A kara.ktergroepen van elkaar en is Y (resp. B) 
ondergroep (resp. efgesloten ondergroep) van X reap. A, dan verataan 
we onderannulator '(tm. Y (v.an B) de verzameling van alle a met 
aY. == O ( resp. x met Bx = O). 
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De annuletoren zi;jr: ift:;e;::fi _::-ter: ::mdergroepen van· J.\ (reap.X). 
I I:·:: V ,. ... y ,.- X "p.... , .. ,, "t' ' ,,; ... '.I'"'"', , .· .. ,_ r·, " J l' d "'0',''.1 a·e 1-; .:>"' -4 e r.1' et rek-., s, - 4 1 "'- ,, --~ ,;.,1,, ,.:, vc:,,t1.u -.,\., l~ ~.llA.J.,<:l. \.U ,.;H ..I. • <:::; . -O '•"" LV. 

king. ' 

zelve. 
~:i€wijs. Zij Y1 de a:nuJ.:::::.or ve,:: de e.ru:u::.ator van Y. Dan is zeker 

y,:_ Y1 • "'.::L j Y -,:,~ Y..,, (:-..,::: b .. v. z E Y.., \ Y. e defini~ren een karakter a 
' ' 1 ! 

va..'1 Y els volgt: aY = ·• az = _:_ r:iod. 1 indie.n m het klainate posi ti eve 
- • ~1 

geta1 is ~et ~z E Y1 , en az = i ~od ,, indien zo'n getal niet bestaat 
a. is hierdoor ged:tinj_ijE0 rd ot de door Y en z voortgebrachte groep y( 1 ), 

; 1 ) 
want· elk element van Y \, is eend~ .. ~d.ig te eohri jven als combinatie van 

een element Y en-.van z. We kiezen ( zo ;:;;-o~eli jk) een z1 F.: Y 1 \ Y ( 1 ) en 

stelle:n ve!"'le:r az1 = O; de '!oo:r z en y( 1 voortgebracl:te groep heet 
'2) I')) 

Y' ·; a is op y\r:. zinvol. :,:-J gaan we i!1ductief door en vinden dus 
een a e: A ::net 

e.Y = ( . ) , a': 1 
J , \ 
~ ( c, J • 

' \ , I 

a behoort tot de anrrnlator va1: Y, cius zou aY 1 = ( O) zi jn. Deze stri j­
digheid toont aEn, dat v 1 =·i 'moat zijn. 

Een dergelijke stelling geldt v:0r afgesloteri ondergroepen van 
A .. Fet bewi js · bli jft achte::rwege. 

f 
14. Stv.)i1}£. .. 1•fZij X ➔ Y 1;;e:n homorn.orfi:s.u1e. voor de karakter-

-groepe:::1 geld t da.n A ~-- B. Annulator v,:m de kerr:. van X .;. Y = 3f .. 

Bewijs: Zij :x .s K (= kern), ci.us· fx = o. Dan Bfx = D, dus x i.:: 

a:rmulator va..'1 Bf. En am~lteerd • 

.And.ere fo:rnrulering (zie 13) '. "'·ere van (X _.,,, Y) = annuls.tor van 

Bf .. 

~veneeris geld 1i: ~ telli¥g _g: Zi j Al- B . ~en homomorfisme. Voor 
de kars.kte rgroepen is dus X ➔ Y. Anr.ulator van kern van (A ~B). = ;fX. 

' ' 

De and ere formulering gaet ook d~)or, als einde 13 ·a.ls· juist word t var-· 

onde.rsteld. 

12.• Stelling 1: le :l ~ .Y ~en.i1:::omorfisme~. g.an is A<!:-B ''op". -
Bew.i js: Wegens 14 .1 is Bf :::; armule.tor van kern van Y + ,Y, due, 

Bf = anrmlator van ( ;J) ui t ~,, dus = A. 

Sttlt:iJl&..1 • Is X . .;,. Y op, dar. is A+-·E, iso. 
Bewijs: _,egens 14.2~ Al:'lnulator v~m ke:r;n :van (A--E-B) z: fX = Y .. 

Zij b E ker.n van A~-:S, dan is dus bY = O, dus b :::: O. 

Analoge stellingen in de omgekeerde ·richting. 

1§. Uit 14-15 volgt , ,. 
SteUJAg: Ia X CY, dan is de karaktergroep A van X iaomorf _me1,,: 

de :fa.ctorgroep van B na1:1c:r de annul.a.tor van 4 (t~a.v. Y).: 
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Bewi js: Ken beechouwe X CY ala identieke afbeelding van X in Y 
en paase 14 en 15.1 toe. 

• 

Stelling: Is ZC "/, dan is X/Z iaomorf met de annulator van de 
karaktergroep C van Z (t.a.v. de karaktergr9ep A van X) • 

. 1 

. 
Bewijs: !<Ien beachouwe X ·-" X/Z en pasae 14 en 15.2 toe. 

XIY. To1'.!o)ogische duali tei t 

We beachouwen in 't -vervolg eindige simple:rrooeters I:. "{e pa.sa•n 
de duali tei t toe op de diverse __ groepen horende bi j de rooster. A.ls 
co~fficit!ntenbereik nemen we een cocpacte groep r. ··,e karaktergroep 
van r heet r!lt' . 

.!.• Kd cf r•·, is weer een compacte groep en wel directe aom van 
een _aan ta.l groepen 1-, ( evenveel als I: d-simplexen heeft). De kara.k-
te rgroep van l<d cf i-·· is directe som van evenveel groepen r1 •. ¥/e ge­
ven er een meer cone rete voorstelling van: 

Aan elk simplex td ("laagsimplex 11 ) laten we fo:rmeel een symbool 
td ( 11hoogsir.1plex") bea.Yltwoorden. Is td = [a.0 , ••• ,ad], dan duiden we 
td, wa1;3r geen misverstand mogelijk is, ook door [a0 , ••• ,ac,i) aan. We 
etellen 

d t td = +1, -1, O 
naar gelang td en td aan dezelfde, tegengestelde of geheel verschil­

lende sir.1p\exen beantwoorde~~ De E J'!f.td voi:t1en dan de karaktergroep 
van Kd cf ! , die we Kd cf r .~ zullen noemen, 

,e. d , 3£ · d 
. E J. t E J td = Z ~- J t td • 

£· Kd l Kd_ 1 induceert een homomorfisme Kd, ~- Kd-1, waarbij 

(td-1 · .. )td = td-1 ( -z td) 
d 1 1 d-1 m•et zijn. D.w.z. t treedt de.n. en slechts dan in t . ~ met de co~t-

fici~nt +1 op, indien in de bijbehorende td de bijbehorende td_1 met 
deze co~ffici~nt optreedt. Dus 

fa0 , ••• ,a8 J\. = Z[c,a.0 , ••• ,ae]. 
t 8 • is zo iets als de 'franJ'e!' van t 8 • i'! 

L• Deze rechter-- ~ geeft aanleiding_ tot nieuwe homologiebegrip­
pen, · ook "cohomologie" genaa.md. 

Jd= kern van' (:Kd+1 ~ :Kd) 

is de groep der d-co-cycius~en, 
Hd = ;:a-1) . 

d:ie der d-co-zelfkanten, · 
: . Gd = :;:a /Hd 

4e., ~-qg-aomolo~iegroe;e. 
,.~• J i '';. ' . ' 
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.§.. Voor compac R m.en de c d,por -s.le 
limi~t-overgang defini~ren·. (R) is namelijk ~f andere 

wi jze a.ls Gn -adische limiet van de s van eindige roosters gedefini-
. .. . d 

eerd; deze Gn-adische ri j induceert een Gn-ale. voor de groepen G • 

1• be een conc:re s T(O, .... , r) en iijn bary-

centrische • definHLren de duaalster van een onder-
eimplex , ..... , i J b ( O, .,. .. , ;r]: 

r,[o, •.. , i)=E sgn( O ... i j 1 •• • .... jr-i) • 
( j) 

[o ••• 1~0 ••• 1j1i••·,o~ ... i;J1 .... J~,··•,n···ij1 ••• 3P •• ~jr-1J , 
Wt!l~X' de som over . permutaties j 1 ••• jr-1 ,ran i+t ..... :r. 
• ,l '1J is de aimplexen van die 
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coUfficientenbereiken). is v s de bewezen 

'. 7 Ti ( P· ) :· ( .,._,,) 
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wo~t 
Schri jven we .... ,, al'1e "'-~ ... s1rr.rlexen volgans de gegeven orde, dan 

r f' .,. .'I , • bb ~ "'.,, , , ••• , u, ., ne en 
n . -....: •.• i • •. i ... j i ... j 

re'sp. de ba:r/cent:rische coerdinaten 

1 . 1 i+1 . . ' m< ,,1, .... ,1to ... o 
1 . j+1 1 i,♦.J. j+1 

' -r+1 ( 1 1 1 • • .. 1 ~ 0 • • • () ) , 3=-f { 0 ' 0 ' .... ' 0 ' 1 ' 1 , ... 1 ' 0 ... o). 
liggen due op e'en rechte. Door p:rojectie vanui.t l:!-o• ... a.1 gaa.t dus 
0 • ••. "' • b b l·• 'ti) " d d rd 1 · ~";// ,;:5 :1 • • .-, 2 over 1n .1 .... 1 en .,., , .... 1~ e ori erve e 1ng van 

~· ( Vt1 ! ontstaa.t ui t iJ ti door alle verbi11dingesegmenten na.ar 
bet zwe.arfepunt van : t 1 1 te trekken~ Ongekee:rd is i t 1 de rand van 
hJt1 l • 

. l1it lt1 icltjl volgt !.~\i\) \'lJtj!; 

<\ti)·,') -)(tj) = --;(ti ~· tj). 

' ' 

.2. In· de . to pol ogie spelen een bi. jzondere rol de in het kl.ein 
euclidische r-dim. ruimtc:n, d .w. z. ruimten, waar iedet punt een omge-: 

ving bezi t hon1eomorf n:et de r-dim. bol·. Men noemt deze ruimten, in ... 

diem ze nog samenhang.end. ·en eeparebe1 zi jn, !!'-.£.i~tei t~• (Vaak atel i_ 
men nog de eis, •dat ze in 't geheel ·homeomorf met polytopen zijn .. } 

) . "' .,.. ,•.•--. ,•\-:,".~ 

1Ne will'en bi jzonderheden van ·vari~tei tan bestuderen, ma.ax h1$~fi:fj 
voor is het doelmatig, Yan een lets and@re Tari~tei tede:fini tie ui t. ·}ti;~~ 
t'e ga&.n1 de zoge~a.amde !!9..1!£)logie-vari~tei t. ~,><~ 

. Een r-paeudovari~tei t heet r-hgmologte-v:!_!~~te~ t., ind.ien all~· 
C<t(t1 ) (dus ook a.lle :}?(t1) ) dezelfde homologi'egroepen bezitte:n ,: 

als de ( r-i-1-sfeer ( ,1illekeurig co~f:tioiUntenbereik) .• 
Vanzelf heeft de.n iedere j11(t1 )1 dezelfde .. g'P()epen e.ls h,t·, 

r-aim:plex ( of dg r-bol) .. 
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~omo:r.t!.t!me o_,£. • .. ;, 
. Dus: de homologiegroepen van de dimenaies i. en r -. 1 bepal6D . \~ 

elkaar weder11ijd1:.'l;' G1 en Gr-i zi jn ho:-:ieomorf, G1 en Gr-i aijn elkan­
de'rs karaktergroepen ( indien de co~ffici~r1tenbereiken in deze relatie 
·stae.n). . .. 

Het be'i'd ja loopt vri jwel ,..,oorde1ijk a.ls dat · in X 6. :·ie moeten 

aantonen: "'1 .. Iedere jd is op homologie na te echri jveD. ala (H}n 1ljM. 
~ I .,? ~r-d -;. \,. d i h... k. .,.. ~-f 11.,,I'-d- 1 , • a ,/ J = J •d+1 , an s e., oo ...... = , ?- '(/ lil,. · • • • 

1. :ae mogex1 jd ala cyc1us van . .i:~(P) veronderetellen. Y,e reden...,. 
re:n inductief: Indieri jjd/r.:t.)!/ft~1 ) (i ':>d), dru: kunnen we a.an 
jJ_ ,....., jd vinden met ! jJ ! ,:~- 1 • ./: v't r-1.+1 1. H?bben we tenelotte een 

~- · 3J." ! • ,.,-....,, jd· gevon~en mat \ jJ' ' 1 \ ( U I lJtr-u ), dan tonen we a.an, dat 

jJ_' '.~. zelfs een lineaire combine.tie van .,Jt r-d - s · is.. . . . 
· • • 4 r-1 · · • f '9 r-1 I Inductieatap-: Voor een '1./t vormen we kd = jd n · 1 ii t. I • 

) kd moet in de rand van I "l-~tr-i \ -~iggen, dua in p(tr-i) .. De~e pol;y­
toop heeft de homologiegroepen van de (i-1 ) ... sfeer;- ·d-1 (i--:1., d:us 
#', k -~ 1r l t I k t I ,,. " f t r-1 ) ·-- t ·1 1 . t j .,. • k I D . d· d = dad..' me I d (_ -,. .' . • ·.1e s 1:L en Jt = d - A.d + d. an 1.s 
jJ rv· jd, want kJ - kd is een cyclus in j l,t:r-i \ err -""Vo, omdat <I 

f 'lJ tr-1 J de groepe:n van de si::nple:; heeft. }Tu bevat jJ. geen binnensim-

plexen mee:r van \ 1} t:r-i J. Vero ere bewerking; in dezelfde geest leid t 
tot een cyclus, d:i:e ui tslui tend in ; __ _) /t \r-i+i f verloopt. 

' . ') :r-d ! . 0 r-d l 
~ .. lots tap: Zi j jd ... \ .. /: t/t · 1 • ~ ;e vormen weer kd = jdA \ 'I./ t 

en } kd,:;. .? ( t r-d ). In deze polytoop hebben we de cyclus -~ ,i,<;'tr-d , 

die zeker niet homolr,cg O is e.n waarin ieder simplsx met co~f:fici~nt 

. +, 1, O optreedt; bove,ndien moe:t de d-homologiagroep die van de d-steer 
~i ~~~ Du~ . ~ ka, = °" ) .J t r-d • Eierui t volgt, dat kd -o( 1). tr-1 een 
d-cyclus in !Vtr-d / is, die .--....,, 1

'.) moet zijn, maar door de afwezighe'id. 

van ( d+1 )-s.~mple:xen zelfs = 0 moe! zi jn. Dus kd ;;: cl... "J t r-d • Dus 

jd = Ejd ri ( 1}(t r-d )! = tcl(tr-d )·t)t r---d • 
. 9 . r,..d ,,. . . :H ...._, 

2. ·We hebben 1,, J = -~ kd+1, waarbi J kd 1 een keten van E (P) 
is. We doen het weer inductief: }s Jkd+1 lc \J ~tr-1- 1 (i )d), dan 
1 .... ,,,,.,., 1 ... , + 1 k 1 1 - llt't r-1. · nd od t 2 k I k l'l.l,.U.u~en we een J,'l,.d+ 1 me.,. \ d+1 I'~ • vi en z a ./ d+1 = } d+1 • 

Habben w, tenslotte 1 kd'·' 1 'k· 1 J/1Jt:r-d-'1 j dan zal k' 1 ' r een lineaire I +1 1 • ,. : 1 d-11 

combinatie van Vt r-d- 1 - s bli jken te zi jn. 
Inductiestap: 1i:d+1 = kd+ 1 /'\ 1· 7,., tr-1- 1 j. Aangezien / 3 kd+1 l C 

l) h1 ( t r,..d ) \ ie· ' ~ kd+1 ! <:- rand van \. ·i} tr-i-'1 I = l?. ( t:r-i-i) 1 Fu 1·s '". 
- . = , - · .. . r-1-1 , , 0 1 kd+1 ;::: = ~ kd+1 met ! kd+1 ;,. f- (t . ) .. Stellen we 

- kd+1 + kd+1 ' dan is j kJ.+1 = } kd+1 • Zo gaan 1'8 P,Q · 
·v1tr-i-1. 



···1otstap: 1} j r-d = i . , J 1 .... ·} r-d-1 i -r: 
) kd+1' ,kd+1):. .. v1ut I, ,;:d+1,.. 

·1 ~~ tr--i-1 I / 'i I 
V ' , ' ,, kd+ 1 ! < 

{ 

-1-.{ tr-d-1' ~ ~ = i .. tr-d-1 • -r.:d+1 = r, 1 ' :·, xd+1 .~ d ' ' A 

enz .. 

1Q• Cnze defini. tie van homologle-varil:!tei t is onbevredigend, n. lj 

niet topologisch invariant. r:e stellen er een equivalente voor in 
plaats .. 

De vareniging van de simple:xen, die het punt p bevatten, beet 
zijn (afgeeloten) simpliciale omgeving. 

:Een oriYnteerbare r-paeu.dcve.ri~tei t beet r-homologievaril4tei t •, 
als de rand van de .simpliciale omgeving van elk p·.mt deze1fde homolo­

giegroepen ale de (r-1)-sfeer be:z;it. 

Is p binnenpunt van 1 td I , dan ontstaat de rend van zi jn simpli-

ciale omgeving door I :Ji td l te verbinden met it..,. ( td). Om nhomologie­

varH!!tei t = homologievari~tei t :lfn i:r. te zien, hoeV"er.i' we a.lleen aan 
te tonen: 

Is Q de verbindingspolytoop van de polytoop :P 11et ,een efeer 
d-1 ( S , dan i.s Gi+d (Q) isom~rf Gi (I') voor i > O, G1 Q) "7' 0 voor 

O< i ~ d, G,/Q) = r-..... 

. e hoeiven di t ook a1lee:n weer aan te tonen voor d '-= 1, omdat de 
verbinding met een Sd-1 tot stand komt, door achtereenvolgens d keer 

met een s0 te verb:inden • .Aan~ezien i = o triviaa.l is, veronderstellen 
we i > o. 

De C'-0 bestaat uit twee pun.ten n en z. Voor t. uit E:,f(P) vor.men u 
1 

we ,. t = [n,t1 ] - "r..,, t ] en zetten (,,/'f.,... d:i,stributie:t'. vo0rt. (Merk . ( i l "'-'1 i 
op dat f~'t, de lege verzarneling in ~n] - [ z] afbeeldt, en dat dit iii-
leen voor i ) 0 als nul tel t t) 

'1. \'t. k. = Cll ~ k. , 
.; l C l. 

dus brengt Ci! een homomorfisme van G. (P) in G. 1 1 (Q) voort. Is nu 
• :!If •. l J.+ .. 

ji+1 in .E ( Q) gegeven, dan ku.nnen vHf schri jven 

ji+1 = [n,ki] - (z,k{]~+ ki+1 ,· 
waar in k1+1 geen ·der hoekpunten ri en· z op treed t. Wegens J ji+1 :::: O 

. . . 
is . 

1 k. = ~ kJ = 0 ?! 1 q ~ 
Verd.er 

; (z,ki+1] = k~+1 - [z,1 ki+1] = ki+1..: [z,kl] + [z,ki], 

du.a ji+ 1 .-._, [n, k1 J - [ z, ki) = Ot. ~i .. 

Cit. is dus zelfe een homomorfiame van G1 (P) £1: G1+1 ( Q) .. Is nu 

C! j.1 """' O, d_an kunnen. we schri jven · .. 

. ·• [n,ji) - .(z,ji) =? {[n,ki+1 1 - [5 ,k{+1J + ki+2)' 
waarui t volgt 
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j i = - '} ki -+ 1 ::: - ) ki + 1 

due j-1 -n. ·:.r: is dus een Jeomorfisme .QR• .... 

, _ll\ Vo6r we tot de topologisch it1va1·iante detini tie van homo--

, logievarHHei t komen, definHh·en we Je ".Pla~~l.i..J]i.L,!;£!ll£_~egroepen 
rond a\>i:i-2.w.L.t£. In ec:r. c omp!1.cte ruimte R beochouwen 'le van p een 
dalende ri j omgevi?:gen Un met .. \ Gn = ( p). 1ar. de plaatseli jk compac­

te ruimte 'G11 '\ ( p) bescbouwen ·we de liomologiegroepen. Krach tens de 

identieke afbeeldingen v-an 1J 1 \ (p) in U , (p) ".romen die een G -adi-. n+ , n ' n 
sche rij. De limistgroepen ervan heten G(R,p). · :r:et ia du.idelijk, dat 
ze van de keuze der riJ' U niet afhar.~en. n -

I.en afgesloten beperkte verzaueling V van een euklidischa ruim-

te· · i·.eet sferachtig vanui t p ,: 7, indien V door vermenigvuldiging 
Van" 4 t et ~a t / 1 --.. I'' · ~ b , f t ..... ~ p w r c orer: ::£ , • . .::. ,; in z.l.c .ze..L overgaa • 

StellinJ~: .3ezi t p in F ee:n omgeving ~J met rand T, zo ~!3,.t U ( to­

pol0gisch ge:,proken) steracht.ig is, dan .. zijn de G(R,p) dezelfden ala 
de G(~). 

Bewi js: We stellen u1 = ~T en la ten U ui t j ontstaan door venne­
nigvuldiging met ~ • Is n1 ~ n 2 , m1 S m2 , d~n brengt de identieke af­

beelding van Um.2"'un1 in Um1 ',.trn2 ·een iscmor;fisme vanode'bijbehoren­

de groepen vo .... rt, omdat de groterc op de klei:nere · verzameling kan wor-

den geretrahee~. In het schema 
('1-u , TT ;- n \ 'T __ -u.,. , TJ 
. 1 '\.. u 1 -- u 1 , " 2 ,_ 1 ', ~ 3 ~-

1.,.,_ 1 

U2 \ U2 ( U2 \JJ3 c: 
\.., . 
• . . 

• 

... 
,. 

.~ 

brengen dus_ alle inclusies isomorfisme.n .Q12 voor de bi jbehorende groe­

pen voort. De 1imieten der horizcmtale :ri je:r1 zi jn, wat de groepen aan­

gaat, de G(:Jn \(p)), die dus ook ond~rling en met G(T\ '\,U1) = G(T) iso­
morf zijn. "/oor hun limiet, G(R,p) geldt da.:n hetzelfde. 

ie passen deze .steJling to·e op een r-po1ytoop; de simpliciale . 
omgeving van elk punt i2 sterac·h~ig. · T .is .de rand· e.rvan. . 

We kunnen derhal v:e de defini tie van homologie-vari~tei t 5f ver- · 

vangen door de equivalente: 

~!L r-homologi_~_::Y_?.Li~till :it :;f ~.§l~_g_r..;h.~nteer9are .x---pseudov~­

etei t met e.18-.El.~tsel_!.Jke li~o_1,_ogiegroepen rond elk punt:..g.j_~ van de 

{ r-1 )-sfeer. 
De eis, dat we met• een orf~nteerbare pseudovaril:it-ei t P hebben 

te ma.ken,· kan riu warden vervangen door de zwe.kkere:, P .Jl!. J3..~T.::..J3_e.:men­

hang end e r- poly to op .!11 ... ~.L.Q :rJ,!..2...£Li!!1J2Q_Q_L . ..:= · ( m q_g......Ql • Want XI 1,, 1 
volgt nu· ui t het fei t, dat de krans van elk { r-1 )-simplex e~n 8;:"Pt-a.r 
m1,et zi jn; XI 1, 2 volgt ui t de samenhang ( men vo:rme ·e~i'.l. lll&X~~ '?.;,;\. "'' 

' ''. '' ' . .,}., .. 



onderpolytoop P I van P , dat aan XI 1, 2 voldoet; is nu jtl een. 

maximaal simplex van P n (P ~,pT) dan bestaat .R ( t) ui t twee losse 

stukken en heeft dus een niet-triviale O-de gr0ep, zodat dim t ~ r-1 

zou zijn, in strijd met de maximaliteit van P'; maar nu zou PA (P ',P') 
== i: .. ' zijn 9 in strijd met de samerihang). De ori~nteerbaarheid van P 

is vervangen door de eis van het bestaan van een r-cyclus mod O. 

In 't geheel blijkt dus onze defini tie tn:pologisch invariant 

te zijn 9 d.w.z. is van twee homeomorfe polytopen de een een 

r-homologievari~teit, dan is de ander het nok. 

Het is ook duide_lijk 7 dat de in het klein euklidische 

. r-polyt0pen onder onze defini tie vallen, want daar bezi t elk punt 

omgevingen, die met de (r~1)-sfeer zelfs homeomorf zijno 

12: P zij een orit!nteerbare r-pseudovariE3"teit. M ZlJ een 
r-,,,,,,• . • 

nietlege onderpolytoop van P. P zij de barycentrische onderverdeling 

van P. N zij de nnderpqlytoop van P, bestaande uit die sim:plexen 
,...._., 

van P 9 die geen punt van M bevatten~ 

Is t .;t.. E:H:(P), .dan is voor elke t I met t '.:::; t ')Ok t 1 ¢ E::ft:(P) en 

het zwaart~punt van t 1 IP, dus is dan \,.$-(t)\CI::x(N). Is keen 

keten, waarvan geen simple·x in E2f(P) ligt 9 dan is dus j~(k)fc E~(N). 

We stellen 
· .,,;-'-• ,.., (( (.., = i) 11,. ·, 

en beschouwen dit.speciaal voor de ki E Ki(E~(M)), i <r. 

ji e Ji (2:*(M)). We passen de formule 

J ,J ki = ( -1 ) i + 1 ,.J (lei ?. ) 
.. J. 

Zij 

. l 
van p. 66 toe en merken opy dat j 1 , .. geen simplex van Iv1 bevat. I)us is 

I ..,..~ . i / .f''' N • 
I., J I - -

Maar t:'ji is zelfkant van ..,,_9' ki Y dus cyclus, dus 

. "t'ji E Jti-1(~:x(N)). 
Is ji E Hi(~5t:(M)), dus j =. k~- 1 J r, ~:i!(M) ,- ki-1 £ K~ ... 1 (I:5':(M)) , 

· dan_ is ki~1~J · = ji + 1/ en /~1'(k1 ) I C r,3E (N) , dus t'(ki- 1 J) = 
·t jl + -(k1 • Het linkerlid verdwijnt wegens (5t:), dus is -c'ji een zelf-

kant, nl o van - 1'ki. Dus 

t: Hi(_~~ (M)) C Hr-i-1 (r. ~ (N)) • 

,Cinduceert derhalve een homomorfisme 

1:.~ G5fi (M) C _ G~i-1 (N) 

(bij overeenstemmende co~ffici~nten bereiken) • 

.:!2 .. "'t":'- zal onde r zeke re voo.:rwaarden zelf~ een isomorf.e. aitrnel­
dir~,-1 ~~1<· _zijn~ Hie;rbij is er echter een afwijking t.a.v. de G0 en G. 

• ,. r· 

Ee:i;i O-cyclus in_ enigt simplexrooster kan alleen zelfkant 

zijn, als zijn co~fficientensom O is. Laten we alleen dergelijke 
. ' . . A 

cyolussen toe, dan krijgen we de 11 gereduceerde 11 O-homologiegroep G0 , .. 

die een voortbrengende minder bezit dan G0 • De annulator van t 0 in 

G wordt vcortgebracht door· de som van de' O-simplexen. Defi'nieert men;: 
0 . 



··o "() ., ,'\,o 
G als factox Jroep van 1.r :nnar ,lie annulat,,r, dan zijn G0 en. G 
weer duaal en beide bezit.ten et1n vo:,rtb~•ngendA. minder dan G0 en G0 • 

S!.f:]):1:_n.g: J s P ,=,e:n :r-h,:mwl. 0f:,ievari~tei t mia t dP .zelfde hoxnologie-

groe pen als de :r-atei:r, dan io ~ in 

.,.!( t1~) 
·' :r-i-1 \ .. ; 

eon iflom:::irfismfl op. Vocr 1 = ,-: rc::iJ:,. i = :r._1 moet men hierbij m,et 

de ge reducne rde homJl•:-igiegroe rnn rPk-?nen. 
y, • 'E . /,-, 3f,, H \ \ h 1 4 .::,evn JS: en gegever, :i 4 ,. 1.1.. , .1 , mrigen we np omo og ... e - ..,..__...iL_ 1 \ ; • ' 

, " · "' ... , ... 1 · ~4-1 
tin i: (N)) na L"l de VY:rm i 1~·· 8.anrwmen, vrna:r le· ge•~n Aimplexen 

var. M bevat; het rewi j1,1 in 9 l.ar:n; nl. zien, dat man een gegeven 

cyclus VHrva.ngen kan d,;"r edn op1;eb0uwd uit d .. aalste:rren ..i9-'t1+1 en 

aangezien ied8r stuk vervangen wordt ioor ♦in dat in dezelfde drager­

d'laalster ligt, raakt !llfHl bierbij niet buiten E!fOO. Nu is 

0 - • · - " fk1+1 = + lki+1 .., d · k 1+1 1 = t' dus - <1 Jr-1-1 - c) A 1 - t/ 1..A,S V U 1 

ki+1 Ji+1 /r.!t(p'\') 
E: \·· ,. ,,. 

\ , . ., ~ ., . 
,,, l + , {. \' ~ ( f , ( .i. + 1 1 Nu is voor i+1 < r : l, ',.L - 1 = c,). Dus k = k } , du.s 

J. _,'f' 1 kiJ , .~ }f 1ri ·1=··· 1:::::+ .. ,., ..... 
~ r-1- ' , ' - (/ 

1.,.i _:.t b t · 1 v · · • i • i t'~ tu) ..,,. 0 eva geen s1mp Eixen v- an .1.1:1, a.us 1s J = K '"' L, \m . 

~ "'~ (Mi · I t I J0 i - ki 1 I .~· l' ~ ( N) een cyc.Lus van 1., , , ,, 1. , 1..~ ,, , 

. .,,,,,,, . i - . (J- 1 • i ki ) 
Jr- i "I" 1 = ± {., J + J ,i, \ J -

dus in E:B: (N) ,...,.., + t: /. Dus is '1;' van de .}3£ een afbeelding op. 

_ In het gev;l i + 1 = r word t ki+ 1 : k1 J dan en slechts dan 
mogeli jk als de co~fficHtntensom van ki+ 1 ve rdwi jnt, du.a als de 

coS-fficHtntensom van de gegevcr. jr-i-1 = j 0 verdwijnt. 't' beeldt 

da.n dus af op de ~ndergroep van G0 (N), die de o-cyclussen met 
A 

co~ffici1f:ntensom O repre~enteertj d~s op G0 (N). 
Is voor een ji e J1 (M) , "t: j 1 ,,...J O in N, d.an mogen we ve:r­

onderstellen, dat ·tji zelfkant is van een uit dualater:ren opgebouwde 

keten ~J-ki met een k1 , die geen simplexen van M bevat, dus 

Dan is 
du.s 

t,,., i (J..., i 
"?1.·J = .-:/"11'.'{ 
(/ . . 4 . 

(} / ( .: 1 _ ,.,.11 "" \ _ i) 
;'If, J4 "\'J) - --, 

( ·1 .i. - kJ..) :? = 0 

du.s wegens Gi(I:!f(P)) 
" (I , 

=~ V l~F O ~ i < r: 
·'il _ ki = ki-1 :1 
f j'/ 

Neemt men hier de doorsnee m~t [~ (M)" dan blijkt 

/ -... · G in :E!f(M). 

:Du.a is "C voor de G* een isom'.Jrfisrne. 

In het geva1 i.= () be.zit c;i(z~(P) cen voortbrengende, te weten 

zt 0 ( over alle hoekputten van E!i(P) ) • Hie:rvan is jo - k 0 dus een 
' .. . ,, ' . ' . !f 

veelvoug,, dus j 0 J Teelvoud 1ta...l'.t som ove:r alle· hf'lekpu.nten van Z. (M). , 

Omg~kee~d, bezit j 0 deze vorm, 6.an bevat j 0 - I:t 0 geen hoekpunten van 

M, dus }·r ( j 0 - Et 0 ) geheel in E!f(N), dus t: {' = 3fj0 = J'i'( j 0 - I:t 0 ) 

wege~s (Et 0 )J = O, dua -z'jo rv O in N. Derhalve is t' e~n homomorfis:me, 

die de voortbrengende tt 0 (oyar E!l(M)) annuleit:rt.Op G0 is 't:'dua e-en 



14. f':..\!.~~~-~~.!.tt:i~~t~Jl1r~ - r:i:._Sh~J£& ... l..Ql!i~:ltrS'i!t~r--g~:xatld~. 
Z..LLP e ~~Il.-1='1'!2s..0J. ~g i e_y_~rl&:te_tt_1t~e t. J! e ~.c lf.?_~_llQ..z; o 1 ~+.. e g roe P81L.!.l'!....!! 
£.f ea r !_ Z i ..J..]!...2_~....n_~~J~);.!:' ge a,_f £.::'J•: l •~d::.~n..~d eel v_~~ am~Ji~ .... !.~_.f_!-£!:tl 1. a 
Q_ ( M) _i_Q..~!13.<: .. rf !!~ 1~Q:f 1 _ 1 i~_:.:.,J~J.L.~£'~!- r; ~-.-~U.. G i; n~~-Ele .. !! .. )l~ . .;t·b i j__~e_: 
~ d ~J_.fil:0€...Q_ep ______ B_l}_j o,!-

l)e ze stellinµ; nr±emt de -::,:ri;r; VS.l1 ee:r~ d.uali teit aan, warmeer men 
i 

r.. ... tM) A."'l,•,1· G 1 M\ (..., 11aal C·"·f:1+'~1· ,.,.; PT",+•·,1,b.=•""'"l..k · ~T"'"''"G'rl!'ft .._. \ -4- VY i \ J •) \." i - , .. ,,,, .... J... '"" J.. ,_, • 1. V 't. .l, .- ;,.. '-, ) f x::., .J, '°'Ii ·CT,..,..,r:, 11'1 

Speciaal geldt iezi::: st·,llini! voor !.et geval dat r de r-sfeer 
is. De homologi.~-1:?ige:r:.s~ht;.ppen vsn p•,. :v! zijn dinr d.io van M bepaald, 

omterschillig hoe M in F intsebed is. 

Is P dA 2-sfeer P.r:, M een enk.elvoudige gesl.o'ten kr0mme, d.w.z. 
het topol0gische beel1 vrm i'lB 1-sfeer~ dan stel t de u.i tspraak voor 

... 

i = 1 de stelling van 1Jeirdan V'"'Cr: een enkelvl'lu1ige geBltlten kromme 

verdeelt de sfeer (r'lf bet vlak) in twe,~ delen. Want 1G'::>(P'\..M) moet dan 

1 voortbrengende bezi tten, dus GJP \M) twee voortbrengenden, due 
v 

P'\ M: twee coniponenten .-Een enkel v :iudige ·o l'.)og M ( topolc,gisch bee ld 

van het lijnstllk) verdeelt de 2-sfeer P niet, ·want G (P\ M) = (('-), 
0 

dus G0 (P\M) bezit '5en voor•tb:rengende en P\M een compor~ent. 
Algemener (Brouvrnr): Het topoL)gi1.:,che beeld van een 0rH:rnteerbare 

(r-1 )-:pseudovari~tei t verdoel t de r-sfeer in twee delen. 

Het a.antal delen, waarin ce:n afgeslnten verzameli11.g M een sfeer 

verdee1t, is een tr,:pol0gis::he invariant Yan M. 

Het complement van een ankelvnudige geslnten kron:u:nen in r'le 
3-sfeer bezi t een 1-h•Jmologiegroep Yru1 een vnortbrengende. 

15. Om 14 te bewijzen~ vormen we successievelijke onderver­

delingen Pn van F met tot nul naderende maas. Mn bestaat uit die 

simplexen van P , ctie :punten van M be;ratten. Dan is (\Mn = M. Voor de n . 
bijb~horende N11 geldt: i) Nn = E' \ M:. G1 (M) is dB Gn-a.le limiet van 

de G1 (M ) en G i 1 (P \ M) is die van de G 1 1 (N' ) (telkens doi,:r de n r- - r- - n 
identieke afbeeldingen ge!nduc.:eerd). Om de isomorfie van de limieten 

in te zien, moeten we aantonen: 

Zij:r:1 j; en J!+1 cocyclussen van E:R(I~1) en .E!!(Mn+1 ), die in het 

verband ji 1 1i.1= j 1 staani waar "1/) de verfijning (als afbeelding van 
n+ n 

K. (I:!'if: (M ) ) in de K. (~~(M ~ ) ·) ) is, dan zi jn t''j:ni en ·t jni+i (,als 
1 , n · i , n+ · , , ~ 

orynvergente cycluss11n v-an Nn en Nn+1 opgevat) homoloeg in Nn+1 • 

I.p.v. ~ gebruikt men als relatie tussen zM(Pn) en E~(En+1 ) 
beter een simpliciale afbeelding f' , die elk :punt in zi jn dragersimplex 

(uit E2 (Pn)) ver"9laatst; we weten da.t ~1(',de i~entieke af'beelding 
van de homologie groepen ind.ucee rt. Tusm:in de f1 ve ronde rstellen we 

dan het ve rband j~ 't = j~+1 • • 
We veronderstellAn verder, dat de hoekpunten van zowel E:1:(Pxi.J 

als ook zM(P. 1 ) in eon vaste volgorde zijn gegeven, en da,t hierbij, 
. n+. 5f • 

die van EM(M ) evenals voor E (M.,, 1 ) aan de 017er1ge voorafgaan., , n ~~+ 

verder da.t lp de orde behoudt (a f a 1 impliceert cr,a f. y,at). 



,{
1 resp • .kli'I 1 zi Jn de simpliciale afbeeldingen van I:5f(P ) in 

5: n x n+ . ;oz- n 
I: ·(pn) resp. Z. (~ 1 ) in z"'·(p ) ? die aan elk hoekpunt het hoog:st-

n+ n+ 1 . 11 

genurnme rde hoekpunt van zi jn drage rsimplex toevoegen·: /)n)ln resp. 

/4~+1Nn+1 uevatten dan geen punte~ van M resp. Mn+1 . 
I d h 1 · .,.,.l .£ k d d" • p. V • e OfilO ogie Van ;(.,J en 0Jn+1 unnen we an J.8 van r i r, i n 

"°n ·tjn en /r n+ 1 Z:t jn+ 1 ( in Nn+ 1 ) bewi jzen. 
Vclgens p. 67 boven is 

tn if [a0 ••• ai] = I:n ( [a 0 ••• a:r-]) [ai ••• arL 

waar alle simplexen volgens de vaste volgorde geschrev.en zijn en 

.Z::n([a0 ••• ar])[a0 "°.ar] de grondcyclus van Pn is. 

[ao···ai] J == I: [bo···bi] 
( som over alle ge ordende simplexen met r b . == a.) • 

q:-;,h;+11f([a0 ••• ai] f') == <pErd[b 0 .~. br])[bi ••. br] 
1 == I: n ( [ b O , •• b r l) [ ai. • • ar J, 

wa~r de som loopt over alle ge0rdende simplexen [b 0 ••• br] met 

wb . == a. ( j 
I J J 
die dopr 'h'> 

== o •.• i) en I:n ( [b 0 ••• br]) de grondcyclus van Pn+1 is, 

ui t die van P ontstaat ~ 0 b . = a. ook voor J. ·~ i. Nu is 
. n ' r J J 

&1 ·-.ror-r de homol0giegroepen van p 1 ➔ P de identi tei t, dus van de r n+ n 
graad1,-dus "·([b b ])-.., 

. ~~ 0 ••• n - I? 

waar de som loopt ?Ver alle [b 0 ••• ·bn] met f [b 0 ••• b~] = vaste [a0 • • ar] 

:Derhalye is voor t 1 = [a ..• ai] 
/) 0(1, i, fl<J:_.i 

~t·!bn+·1,-J(t y) = <()n,.,t 

men t i door J.i+i' dan krijgt men Past men hierop rJ toe en vervangt n 

~1 i ,l' i 
fAn+1 ,.t'jn+1 - · n -t"'jn ' 

waarui t de homologie van ~+i 1: j~+1 en ~·tj~ (in Nn+1 ) volgt. 

16. Opmerking. :De dualiteitsmethoden in de topologie zijn 

afkomstig van Pontrjagin. 



xv. A:fbeeldingsklassen. 

1· We beschouwen de continue afbeeldingen van een ori~nteerbare 
r-pseudovari~teit P met grondcyclus Etr in de r-sfeer Sr (zie XI 2) 
en bewijzen de 

Stelling: De afbeeldlngsklasse is volledig bepaald door de 
afbeeldingsgraad. 

We kunnen ons hierbij beperken tot afbeeldingen, die simpliciaal 
zijn t.a.v. een onde:rverdeling van P (zie X 14). De aimplexen van 
P word.en t, die van Sr word.en u genaamd. 

_g. We mogen veronderstellen, dat de 11 zuidpool" van Sr inwendig 
van zeker simp1.ex ur van Sr is. Sr wordt ala eenheidsafeer in de 
(n+1)-dim.eu.klidisohe ruimte gedacht. Bij elk punt pt Sr' p 'f6 een 
der polen, boort een halve grote eirkel, die de polen verbi!l<\t 
(meridiaan), en waar p op ligt; deze anijdt de evenaar - sr--1 in een 
punt ..,,9-(p). De sfe:tische afstand tuaaen p en de zuidpool heet '(p). 
Doo,,.,.,9(~) 7 t7(p) is P bepaald; 1roor de p'ilen geldt: n(p) = 0,1t. 



\ (Sr) C.. Sr beet een :meridiaan .... af'beeldiq ala J-t(p) a l{p) 
en 7}(p) • min (1\, ?<.(J'tp))•, (p)} ia met een continue.-, 1. 
f beeldt dus e.Lke meridiaan op zichzelf af en wel zekere meridiaan­

boog lineair in de hale meridiaan en de rest in de noordpool. } be­
hoort tot de klaeae van de identi tei t, zoale men ziet door ot te ver­
vangen door oCi = 1 + t( oc - 1) en t van O naar 1 te la.ten lopen. 

5 zij een vaste meridiaan-afbeeldin&, die Sr\ ur op de 

noordpool afbeeldt. 
Bij elke af'b. f hoort 1 = ?t, die elke tr of op heel Sr of op 

de noordpool af'beeldt. Beide horen tot dezelfde klaase. We kunnen. 
one tot af'beeldingen 1 beperken. 

We lnmnen afbeeldingen f toelaten, die in iedere tr afzonderlijk 
simpliciaal £ijn (zonder aa.nsluiting op de randen);? is da.n nog 
steeds eenduidig en continu. 

1 is volkomen bepaald, als we weten welke tr door~ op ur 
V.'Ord~n afgebeeld en in welke volgorde de hoekpunten van de diverse tr 
aan •die van ur beantwoord.en. 

De afbeeldingsgraad van fen 1 is het aantal tr (algebraiaoh 
geteld), die op ur word.en afgebeeld. 

i• We bewijzen straks de v~lgende ve:rvangingsprincipes: 
(a,. Zi j gegeven een t~ met ft~ = .± ur en een simplioia.le 

afbeelding 1tt~ = t~ (die dus de hoekpunten van tr aan _een !!.,!B 

permutatie onderwe~pt). We stellen t 1 = f~ int~ en f 1 = f oTerigens. 
Dan horen 1 en 11 tot dezelfde klasse. 

(b). Zij gegeven t~ met ft~ = ± Ur an t~ met ft~ r .± Ur' 

fOdat t~ en t~ een tr-1 gemeen hebben. We de:f'inittren een f 1 z•iat 
f 1t~ I.± ur' f 1t~ = ± ur is, en overigens f = f 1• Dan ho::ren 
1 en 1 tot dezelfde klasse. 

(c). Zij gegeven t~ met ft~= ur en t~ met ft!= - ur, zodat 
t~ ;n t! een tr-1 gemeen hebben. We defini~ren een f 1 met t 1t~ I± ur, 
f 1tr # ± ur, f 1 = f overigens. Dan horen 1 en ?1 tot dezelfde klasae. 

Uit deze principes volgt de etelling XV 1: ~ 

:Bes~aa.n er t~ en t~ met ft~ = 'll;r en ftt = - Ur' !r Vflrmen we 
een rij t~ (i == o, .•• , p) (zie XI 1), zodat t; en t; een tr-1 
geme9n hebben. Na de rij e.ventueel te hebben ingekort, mogen we 
veronde rstellen, dat ft; /. .± ur (i '= 

0
1, ••• , p-1). Of grand van (b) 

nogen·we f vervangen door f 1· met f 1tr /.±Ur, f1tr = Ur' f1 =. f. 
nverigens. Herhaling van dit p~oces leidt tot een f, die aan de 
voo:rwaa:rdan van (c) voldoet. Toepassing van (c) gee:ft een f, waarbij 
twee simplexen minder op ur wcrden afgebeeld. Zo doargaande krijgt , 
men ee~ f, die alle tr, voorzover ze in ur word.en e.:fgebeeld, met 
hetzelfde tel&:n afbeeldt-. · 

Gege.ven zo 'n f 1=1n ,twee aimplexen t~ en t~ met ft~ = .± ur, 

ft~~ ±.ur, dan kan men f Wijzigen in t1, zodat t1t~ f .±Uren 

:t1tt :·~ .;t '½:-• , f1, = f overigens. Di t geaohi~d t a.ls volgt: Ken rieeni.:t • 

""' 



een rij t 1r zoals boven. Indien ftir r + u en ft1+1 = + u, ve:rvange 
1 ,- · r r 1 i 1- r 1 

men f door f op grond van (b) met ft~=~ Ur' f tr+ r ± Ur1 f = f 
overigens. Zo doorgaande krijgt men een tK- met ~t1 = + u voor 

i r - r 
i ~ j en f!lftr '/- ~ ur voor i > j. Evenz!'\ kan t 1 in t• wijzigen, du.a 
ook :fin f 1 • 

Door herhaaldelijk dit pr0oes toe te passen, kan msn f ver­
ve.ngen door een f 1, waarbij precies Im f van te v,.,ren gegeven sim­

plexen tr op ur wrrden afgebeeld (positief of negatief nasr gelang 

of m > O of < O is) • 
Tenslotte kan men op grond van (a) ervoor zorgen, da.t bij 

ieder van die simplexen tr de afbAelding geschiedt met een gegeven 

volgorde van de h~ekpunten, die met het teken in ftr = ± ur in over­
eenstemming is. 

De afbeel-:!ingsklasse heoft hierdoor geen wijziging ondergaan. 

Alle f met deze1fde afb~eldingsgraad zijn in dezelfde afbeelding 

,..vergev'Jerd. De afbe8ldingsgraad bepaal t dus de afbeeldingsklasse. 

4. Fewijs van 3a: Elke even permutatie is als product van een 
aantal 3-kringen te schri jven. We mngen dus veronde rstellen, dat 1t 

eon 3-kring is, en wel, als t~ = [ O 1 .•. r] is, de 3-kring (0 12), 
- ~ 

dus 1t(o) = 1, n (1) = 2, rd2) = O. Ieder :punt p E t is vorir te r 
stellon als z,•:aartepuntw,-twee massa's ~·~en/:, [oc. +/3= 1,,:,,1-3 ~ O] 

gelegen resp. in een punt p I van [O 12] i:)n in een punt p" van 
[?i 4 ••• r]; ol ,fi,P',p11 zijn Penduidig en o,,ntinu bepaa.ld d"'lor p 

(he halve voor ~ = O l"lf /!, = O), en bi j gegeven d., /3, p 1 , p" is een p 

als zwaartepunt te vinden. We beelden [ 0 1 2] t0pologisch af np 
do eenheideoirkelschijf d0or middel van een afbeelding y>. We beelden 

de eenheidscirkelschijf topologisch 0p zichzelf af door ~en schaar 

draaiingen "f-r over de h0ek ~1' ( 0 $. 1' f 1), 'z()dat 1f 1'f( 0) = <p( 1), 

dus ook1f1 <.p (1) = <p (2) , "f' 1 c,-1 (2) = ff (0). We stellen P''t' = 

¥·-1 lf), <f (p 1 ) en defini~ren P't' d'.'lor middel van de gegevens p~ en 

Cf¥ , /3'( , P",r = C"'nstanten. fp-r: is da.n in t ~ de gevra.agde continue 
overvoering van 1 in 11 ; in de andere simplexen blijft 1 cnveranderd. 

Bewijs van 3b: t~ = [o,a1 , ••• , ar], t~ = [1, a1, ·••13-r ]. Een 
p E t~ is zwaartepunt van twee massa I s 0( ,f:s (t:1..+(J = 1, o'.. ,/J ~ O) 
gelegen resp. in een runt p I van [ o a1 ] en in een punt p11 van 

[a2 ••• ar ]. AnaloC'g pc: t~, met (1 a1 ] i.p.v. [ 0 a1 ]. ol., /J, P',p 11 

zijn eer.d-J.i1ig en continu bepaald dof'r :i;: c: t~ v t~ (behalve voor 

1:il= o of A = n ) , en 1:i j gegeven IX, /J , p', :p II is een bi jbehorende 

p Et~ v t; te vinden. We heelden [o a 1 ] resp. [a1 1) lineair af op 

de lijnstukken -1 ~x~ 1) resp. 0efr.x~1 (afbeeldine; <p), zedat 
'f(O) = -1, 9' (a1 ) = 0 1 9=>(1) = 1. We beelden -1 $ x ~ 1 •P ziobzelf a:f 

door de schaar 'r,r (0 $; t:' t 1 ) : 

}'-''t(x) ;::: -1 + ( 1 - t') (:x + 1) 

= ( 1 - 1"'):x + 1"(:x: 1 ) 

,µ.,,, is oontin11 behalve voor x = 1. 

veor 

" 

-1 t. :x: <.. 0 = 
0 ~ X ( 1 

x· = 1 
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We stellen P,- • ,,-1'¥'< 'f ( p •) en de:tinitren P("' door 
middel van de gegevens P-r- en'\,, JJ.r , P'?r • c<;>nstanten. 
P.,... is oontinu behalve voor p 1 • 1; hetzelfde geldt voor fP-,r 

ale funotie van p en 'l", d.w.z. continu voor P.; [182•• .ar]. 
Deaondanks ia ~ = ~ fP-z,, oontinu voor alle p & t~ v t~ • 
Want een q t (1, s 2, .... , ar] bezi t voor elke £ > O een omgeving 
U (in t~) 2io dat voor p t U geld t: 1 - So(P'} < e:. Voor 1 - x < & 

is ~,: (x) > - e, dus voor p e U is P...- gelegen of op ( a, 1] of 
in een El -omgeving van a 1 op [o a1 J (1 = len&te van. [O 91] ) • 
.Us .. U .voldoende klein is, 1 s due Pft:' in t~ of in een voorge­
schreven omgeving van t~ " tf gelegen en aangezien deze vei­
zamelingen door ~ f in de noordpool word.en e.fgebeeld, ligt 
&r f fPy in een omgeving van de noordpool, terwijl }f<Lt­
consta.nt = noordpool is. Dus is S :fp'l" oontinu voor 
pt t~ v tr1 • Stellen we f 1 p = fp1,dan is t 1t 0 • noordpool, 

1 o r 
:e1 tr = ftr = .± ~· De continue overvoering van 1 in 11 wordt 
door ffP~ gegeven. 

Bewijs van 3 c: Definitie van P', p",o(. ,/J,fi &ls in 3b. 
~ (x) = (1 .... 1"') x - 7 voor -1 , x , o, 

= ( 1 - 'c') X + T " 0 ( X ( 1, = = 
Op grand van 3a mogen we veronderstellen, dat f(O) = f(1) en 
f(a1 ) eenduidig bepaald is, dus a1 int~ en t~ hetmelfde beeld 
bezi t. Twee pun ten p met dezelfde o<., /J , p" en tegengestelde 
p (p') habben dus dezelfde f(p) .. Derhalve is (met P!r en P,.- als 
1n b) fPr eendu:idig, onda.nks de tweeduidigheid van lf''t" voor 

x = o. Ket f 1p = fJ?1 is f 1 (t~ v t~) = f /J(t~ + t~)/ 1' .± 1½-· 

.2.!. Onder de vool.'Waarden van stalling 1 geldt 
Steltip.s: Bij elke gehele mis er een afbeelding van Pin Sr 

van de gra.a.d m. 
Bew1j"s: Ken ne:me P in een zodanige onde:r:verdeling, da.t er op 

zijn minst m r-sim.plexen zijn. Grond.cyclua = f t 1r ; n ~ m. Men 
1 1 -

beelde t ·, ••• , t~ elk met de graa.d 1 op ur slJnplioe.aJ. af, 
verder t~+! .... , t~ op de noordpool; a.fbeelding :f. Dan is? 
~ontinu en van de gra.ad m. 

6., Speoiaal volgt ui t het voora!gaande: Er .sijn afbeeldingen -van Sr 1n~icl:1Jielf van elke gewenste graad, en twee afbeeldi:ngen 
. horen dan en aleohta dan tat dezelfde kla.ase, ale hun graden 
avereenstemmen. Een afbeelding van Sr in Sr ie den en alechta 
dan ineesentieel, ala de graad O is. 



1.:. ac~r ... -., in sen R een afge alaten ve r-
zameling A en een continue fu.nctie f, gedefinieerd in A, met 

O""(:f') i::i sup f - inf f = eindig • Dan. is er een continue functie 

hinRmet ff(:x)-h(x)I ~ ~tr""' voorxt Aan in:f'ffh ,supf .. 

:&ewija I We mo.gen inf t = o, eup f • 3 Teronderatellen. We 
definieren afgesloten deel'\"ersemelinge:n A.i_ (i == o, ••. , ,, ve.n A 

door: x £ Ai : i - 1 S f(x) ~ i. 
Op grond van de normaliteit is er in Reen continue functie g1 
(i = 1,2,3) met 

g1 (x) = O voor x e A0 v ••• u Ai_1 , 

0 <. 
::;::: 

n 
X e; ½+ 1 V •" • v ½ • 

voor x e R 

We. stellen 
h(x) = g1(x) + g 2(x) + g 3(x). 

Dan is voor 

dus 

en 

x e ~ : i - 1 f; h( x) ~ i , 

lf(x) - h(x)/ S 2 
0 < h(:x) t... 3 = :::: 

voor x e: A, 

" X E. R 

.§..:. Stelling: Een functie f, continu gedefinieerd in de 

afgesloten verzameling A van de norm.ale ruimte R ka.n tot een 

continue functie in heel R worden voortgezet. 
Eewijs: Aangezien ieder (eindig of oneindig) interval 

mon0toon continu kan word.en afgebeeld op het interval (-1,+1) 
(evtl. zonder eindpunten) mogen we veronderstellen: I fl ~ 1. · 

We kunnen een rij continue functies fi' hi resp. in A en R 

definieren door f 1 = f en de inductie 

lf1 (x) - hi (x) I , (j)i vl'\cr x e: A, f h1 (x) \ = <¾)i-1 , 

f 1+1(x) = f 1 (x) - hi(x) voor x e: A. 
Indien de bepaling ervan geslaagd is voor i = n en 

lfn(x)/ ~ (j)n-1 

vaststaat, is volgens 7 ·immers de bepaling van ~+1 mogelijk en 

dus oo~c ffn+1 (x) I = /fn(x) - hn(x) I ~ (j)n. 

Nu is voor x e: A 
f 1 (x) - fn+1 (x) 

. " n 
- fi+1 (x) ) = i~1 hi (x)' 

dus f(x) voor x e: A 

en het rechterlid zinvol en co:ntinu voor x e; R. 



-79-· 

2.!_ Een continue afbeelding f van de afgesloten A (van de 

norm.ale ruimte :R) · in de n-sfee r S kan in een omgeving v:an. A (in 

R) worden voortgezet als continue afbeelding in s. 
Bewijs: We nemen S als eertheidssfeer in de (Jl.+1)-dim.carte­

sische ruimte ~+1 • We zetten ied~re coo:rdinaat functie fi 

(i = 1, ••• , n+1) van f voort in R. Het- f-origineel v~ (~+1 \ 

nulpunt) is een omgeving U_van A. We beperken de nieuwe f tot u. 
Zij t de afbeelding, die ~+1\ .nu.lpunt radiaal o:p Sn afbeeldt. 

Dan is ff in U gede·finiee:rd e.~·- .een voortze_tting van de gegeven 

10. S-l;ellin_g: Gegeven een compacte s_eparabele :puimte Q met 

de afgesloten deelverzameling Pen twee ~:f.beeldingen f 0 en f 1 
van P in de r-sfeer· S, uit ·dezelfde klasse. Be zit f.0 een voort-. 

ze-tti1:-g f' 0 QcS, dan ook f 1. . 
Bewi j s: R · = Q x ( 0 ~ c:' f 1 ) , 

A ::: Q X ( "I:' = 0) V P X ( 0. ;; ,:'. ~ 1 ) • .. 
F wordt in.A gedefinieeru: 

,·. lf ( q x ( 't' = ·o) ) = f O ( q) voor q e Q 

·p (p :x: ·'-'t ) . .... f""( (p) (gege.ven overvoering) 
voor p e: P. 

A is afge-s1oten in R, F is continu en kan volgens.·9 in een om­

geving van A worde.n voortgeze.t. 
() 1-..:r.. o~'?'~e: 

We ste llen · }"e; -z:- = 0 .e: voor e: 4 T ~ 1 , O < e: ~ 1 , 
e~ 

g (q xr)· =.q x <o ( '?'). 
S I E 

Dan is ('. g (R) :... A, 
e:>0 E 

dus ·voor zeke·re ~ : 

g~ (:11) C U, 

g◊ = identiteit in A. 
F g0 is een voortzetting van F in heel R. Spe_ciaal voor ?: = 1 
bekeken, is het een voortz.etting van f 1 in_ heel Q. 

· · · Opm~rki)2€;: Willen we in het· vervolg de• voortzetbaarheid van 

een afbeelding onderzoeken, dari mogen we haar door een and.ere ui t 
dezelfde klasse · ve·rvangen. 

, 11 ... Steli,_ing: Zij :Q e·~n polytoop,' dim Q ~ r + ·1, P een ender-
. . . 

polytoop,: f een afbeelding f Q c· Sr. Dan en slechts da.n. ia f 

voor.tze tbaar :j..n Q, indien 

Gr_(.Q)x,.=,. ~r(sr) f. 

Hierbi j _is . X ·de »iq.eht,ieke afbee,lding van p in Q, e:ri de ~ . , 

cohomologiegroepen zijn bedoeld,:- cf mod O. · ·:-, 
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De noodzakelijkheid is evident. Want is F de voortzetting 

van f, dan is ·f = F_x: ·, dus Gr(Sr)f = Gr(Sr)F_x ::> Gr(Q) l. · . 
Naar- 10 ·:m:ogen we f door een simpliciale approximatie ver­

vangen, d.us van te · voren veronderstellen, dat f E;iimpliciaal is .. 

{in een geschikte verdeling van P). Zij ur een simplex van S ; r 
als cocyclus· opgevat brengt ur de Gr (z3E(Sr)) voort. urf is . 
oocyclu.s van z3E(P). Verondersteld worde, dat in z:i:(P), urf·rv . 

;jrx = ·jr A zlE(P), waar jr een geschikte cocyclus van z3E(Q) is. 

Dus urf ;.;, · jrx = kr-1J r. z3E(P) = "k ~ 1J l , urf = ( jr+ k-r-1;) l ·• 
We mogen derhalve zelfs veronderstellen: 

urf = jrl , 
d.w.z. \1rf voortzetbaar als ca:cyclus van .E*(Q). · 

Met een siinpliciale f. luidt de .stelling dus: Dan en slechts 
dan is f voortzetbaar•in Q, indien urf voortzetbaar is als co-· 
cyclus jr in I:*(Q) (na evtl. onderverdeling van Q). 

We gens 1 O is het voldoende, · de. v .. oortzetbaarheid va:h 
f = , f te bewi jzen' (zie 2) . Zi j jr = I: o('( tr) tr. We vor.rnen een 

~ 

onderverdeling van Q, waarbi j elke tr in ten minste joe (tr)\ 
simplexen wordt bnderverdeeld (verfijning ')(/ ) • Voor tr¢ z3E(P) 
beelden we c:x (tr) van die simplexen simpliciaal op ur of ..; ur 

af (naar ge;I.ang of ~ (tr) ). O of<. O is) en de overigen in de 
no~rdpool. f is nu o~ alle· tr van · I:~ ( Q) gedefinieerd. · · 

We beschouwen nu· een tr+1 ¢ z3E(P); / tr+1 = .E t; • ·· 
De bijbehorende·· cbsimplexe·n zijn tr+1 en t 1 ; in tfJ treedt 

tr+i met de co~fficient 1 op; in j) m~t de co~~ficient 

I:.o<. ( tr) . Dus I: o<. ( t~) ::; 0. We gens f ( 1() t 1 ) = o( ( t 1r· ) ur word.t de 
iJ. ~ 

grondcyclus I:1(} t van de randsfeer van t 1 door f. in O afge-r r+ . 
beeld; f is daar dus inessentieel (zie 6) en kan in heel tr+1 
warden voortgezet (zie XI 8). Hiermede is 1 continu in heel Q 
voortgezet. 

12.!. Stelli~: •. Zij P een polytoop, dim P ~ r. Dan en slechts 

a.an horen twee· afbeeldings:ln f O en f 1 van P in de Sr tot dezelfde 
klasse, als ze de Gr(Sr) cf mod O eender afbeelden. . . 

·Bewijs: "Slechts dan" is evident •. - We mogen fc,'' f 1 simpli­
ciaal in een zekere verdeling van P veronderstellen. We vormen · 

de prisma · Q hoven- p. en beelden grondvlak P en dakv.lak P' voJ.gens 
f O ,9 en: f1'',9 af, waar ~ de' l?ro j~ctie van Q op P is; de~e af- . 
beelding van P v P' heet F. urf 0 en urf1 zi.jn volgens veronde~ 

stelling cohomoloog in E~(P)·, dus urf2-- urf1 = kr-1J " z3E(P) 

met kr-1c I:3E(P). N:u. is. jr :::: urf1 ~ +. k 13 cocyclus in z3E(Q); 
jr ri I:~(P) = u·rf1 + (urf0 - urf ) = urf 0 , jr" z3E(P') = 
urf1~ n E3E(P'). En ande.rzijds ~l,F = urf 0 + urf19" I:3E(P'), 

dus jr ri z3E(P v P') = urF. Derhalve is jr een voortzetting van 
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uTF in r±(Q). Naar 11 best~at een voortzetting van F in gehe<.l 

Q en stel t een overvoering van ±:a ~~ ~l- V:<;>.or. 
Men kan deze stelling ·ook. uitspreken met de homolo_giegroep, 

. . 

dus: 

Stelling: Zij P een polytoop, · dim. P ~ r. Dan .. en slechts 
.. '' . . 

· dan horen twee afb3eldingen f en f 1. ·vt-.n P in S tot. dezelfde • · o .... ·r . 
klasse, alf{ ze . Gr(:f'.). cf mod .1- eender afbeelden. · 

(S~eciaai is.een afbeelding f dan en slechts. dali inessentieel, 
als ieder r-cyclus cf mod 1 in O wordt af~ebeeld) 

Voor orienteerbare r-pseudovaristei ten komt di. t neer op XV 1. 

Ock geldt weer onder·dezelfde veronde:rstellingen: 

St§bli:ng: Bij elk homo~orfisme <p: Gr(P) cf mod· 1 ➔ Gr(Sr) 
mod 1 hoc.rt een. afbeelding f"(P) c S , riie di t. hom.omorfisme in-. . r .... 
~~rl. ' 

r~~wijs: f ·lndilceert_ e_en homomor±isme van , ~~(s:) cf mod 1 
in G, (P} cf. mod· 1; het beeld vau. de voo~tbrengende:.van· Gr(s ) . . . .. .. . r 

.wo.rdt ,gere:pre~entee:ro. door ·een cocyclus jr van L3E(P), _jr ,:::. . 
= I: O' ( tr) tr. We ve rdelen de•. siro:ple:xen van P wee; . ~l.~ .. in .llet· bewi js 

van· 11 en def;initiren f i:q. de afzonderli jk~ t;, vveer. s~~pliciaal e:ri 

: zci· d'at f ;>€1 t~ ,-: o< (;tr),.¾_ is. f i,s: co3:1t=!-:h~ on urfr: =. jt. ~erhalve 
indu·ceert. 1 1e, gegeveri. <r .. ·, · · ... · . . .... 

··· .13 ~· M$n kan 11 09k met homolqgi~begrippe_n •;forriru.leren: 
• •. ·Gr(Q>x_ :). Gr(s:;) f ·\ · ·· · . • · · ' , · ·· ·. 

dAll en slechts dan als voor el,k element a van G~(J?)' cf:.mod 1 
I 

geldt: . ·'· Gr(Q)_x a= o impliceert Gr(SrJ :fa= o. 
De eerste vergoli jking kcmt neer op X a = 0,:. de· twee de op .f(a) = O, 

DusJ(a) :==-= O i:rriplice?ri; fa!':: o. . . . 
Ste•lling: ·onder de veronderstellingen van 11 is f da:p. en 

sl€chte dan. voortzet'baa;, als elke r cyclus cf mod· 1- • in z!E(P)·, 
die nulhomoloog in Z~(9) .. :Ls; ··aoo:1: ·f" in O wo.:rdt.-·afge'l:)e~ld. ,, 

J±o De diverse stellingen zi jn · ook ui t te brei~en op ,c~pacte 

· ruimteri i op 4 v o polytopen;. 
· De 'be·iangrijkste 'resul t.aten in• di t hoofdstuk zijn van; H.Hopf 

', ' • I 

af-komstig. ,•,. 

Het probleem a.er afbeeldiD;gsklassen voor d~. afbeeldi~en , 
· van een {: r-dim. polytoop. in de· i-sfeer is :hiermee volle'dig · 

. .... . . '. . ·' '· . ' 

opgelost. ·La.at me,n de. dii.nensie-voo:rwaarde vallen, ~an wordt .:P.et.· , 
p'robleem yeel 'moh~iLijker. :s;e·t. is maar nog ten dele opgelost. E~~ . , 
speciaal ge"Vai .. (afbeei_dingen in de 1.:.af'eer). komen we later nog · ·. 

tegen11 I' 



-R2-

!!!~-E!-~2h2!2JQg!!!in8~-

1 .. E is ean simplex-rooster :met vaete nummer:l.ng van de boekpunten:.. 
Simplexen word.en altijd volgene deze 01de opgeechxeven. We 
definit!ren een product van. oosimplexen: 

[ a. o a, • • • 8 i ) ( 8 i ai + 1 • • • ai + j J = ( a o • • • ai · • • 8 1 + j J , 
alle andere produoten a: O. 

Door de eia van diatributivi tei t is hat product dan voor 
willekeurige katens cf mod O .gedefinieerd .. Heeft men ooefficienten 
bereiken r1 waartuasen een distr~butieve vennenigvuldiging ge­
d~finieerd is (r1 1 ... j.c 'i.+j), dan ia ook e-en product tu.esen 
K cf f'11 en Kj cf rJ , C Ki+j of ri+j gedafinieerd. 

g. (t1 tj)1' :::: t 1 1 .tj + (-1) 1 t 1 .tj1. . 
l.i 4 4 II i' 

Bewijs; Zij t-'- = [a.0 ... a1 ], t" = [a1 ... aj], t +J ==[a0 .... a1 ... 

] i+j ~( 1)e(b) [ ) ( )e(b)[ .... aj • t J = E - a.0 •• • b ... • d 1 ... ai+j + E -1 a.0 .... 

••• ;a.1 ._.b ••• ai+j], waarbij s(b; b.et aantal aan b voorafgaande a 
aa:ngeeft. De formula volgt hier or.middellijk uit. - Zij t 1 = 
= [a0 ••• a1 ], tj = [a• 1 ... a'i+j] met a.1 t:'.'.. a.t 1 in de gegeven volgo:rde 
Dan i e t \3 . t j = ( -1 ) i + 1 [ a O ••• a1 a ' 1 ][ a t i ... at i + j ) = ( -1 ) 1 + 1 [ a O .. 

. ... a1a, 1 ••• a'i+j] en t 1 .tjj = ~a0 •• •siHa1a\ •.• ai+j] = 
[ a 0 ••• a1 a' 1 ••• ai+j J, te:rwi jl t 1 tj = 0 is. De for.mule komt due ook 
weer ui t. In alle andere gevallen staat a.an beide ksnten O. 

z. Uit 2 volgt. 

(kikj) J = k1j .kj + (-1) 1k1 .tjJ voor willekeurige 
C;f)~fficientenbereiloon. Dus is het product van oocyolussen een 
cocyclus .. Is een der cocyclussen een zelfkant, b.v. 1c1 = ki-1J , 
dan is (ki-1kj)J = ki.kj + (-1)i-1ki-1.kjJ = kikj ' 

dus het product ook een zelfkant. Vervangt men in een product van 
:-cyclussen een oyclus door ee:n oohomolo'ge, dan vera:ndert het 
produ~t dus op cohomologie. na niet .. Er word t dua een praduct­
vorm.ing tu.seen de oohomologiegroepen ge:tnduceerd: 

G1 Gj C Gi+j 

1· I en 1:' 2.ijn twee simplex-roosters met simplexel?,;.,; t 
resp. u en f een simplieiale afbeelding, :a: CE', die de orde :niert 
ve:ratoort. :)(en giet zond~r meer: (u1uj) f c u1:f.ujf. 

Jii:erui t volgt de analoge relatie voor de oohomologiegroepen. • 
2.· We tonen nu a.an, dat de gedefiniee:rde verm~nigvuldigt~ 

van de oohomologiegroepen van E niet afha.ngt van de VM 4(, 
';,_.-:--.;~ , ... ·,~·•:~-• 

volgorie. der hoeltpwten van E. · 

de b~~e~t~eohe ~:~~., · 
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r ~ 
,'{) is de simpliciale atbeelding van I: i~ R, waarbij :a.~ een 

punt f a 0 ••• ai·~ van J! het hoogst gen~$r.de ond~r de a 0 , ••• ,ai 
wordt. toegevoegd. We rangschikken de hoel:,:punten vau t:* zo dat 

voor tic t. het 11 zwaarte:punt 1t van t. v66r dat van t. komt,' en 'zo 
,_ J. ... . l ~ J 

dat :_~ de orde niet verstoort. Hoekpunten van I: vormen dan en 

slechts dan een si~plex op volgorde, indien ze de zwaartepunten 

zi jn van een opst_i jgende ri j sim:plexen van I:~ · Voor twee simplexen 
. ·-·· r0 ·. . ' . . 

u 1 j uJ· van·z hangt dus u1 uJ niet meer af van de in I: aangenomen 

volgc-,rde en hetzelfde geldt t. a. v., de productvorming tussen de 

cohomologiegroepen van f. We hebben voor gi E: Gi (i!)' gj E: Gj(E) 

na2r 4: 

VeranderGn we in Ede volgorde, dan krijgen we een nieuw 

product dat we voor een ogenblik door·o aanduide:h, :i:naar 00k een 

nieuwe /0, die we £' zullen ·n0emen. 
(gigj) ;o' = (gi ..-o') O (gj ,J't) 

en gi,-'it5 -- gk £'_1 , voor alle dimensies 'k, 

dus (gi A)") o (gj /4') = (gj_t6) (€3:j £' ) . 

Daar ,.{1 een is~m,orfisme van de_ groepenVr. ·-2] die van I: in- Vvan 
' . 

. duce~rt, is bew~i$n, dat beide prcduo'-fen overeenstemmen. 

·6. Door G . - ale grensovergang kan men nu op grond van 4 de 
- n 

. producten tussen · de oohomologiegroepen van compacte ruimten 

clefini(:rren. Voor :polytopen P stemmen ze ':in.et die voor z* (P) over-

7. Het is evident, _dat de ge.definieerde producten associatief 

zijn. I.p .• v. commuta:':ivite•it -geldt de wet: 

g j gi = ( -1 ) i j g 1 g -:i • 

Bewi js: Beha1~-e het oude product defini~ren we e~n _p,ieuf_, 

aangeduid door o en gebaseerd op de tegenges.telde v·olgorde.~. It;: t' 
het simplex dat uit ti ontstaat door de volgorde om te ·keren, dan 

is --,. 

t 1 = o<(i)ti met. oc(i) = 1 voor i = 0,3 mod 4, 
=-1 •1 i = 1 ,2 ·mod 4. 

~ ----=- --r-' 

Dus wegens . J?tJ. = tJo-e1.. ·,. : 

cJ (i+j) titj ·~ o<(j)tjo o<(f )t1 .• 

Voor de cohomologiegroepen spee'it het verschil tuss~n beid~ ver­

menigv:uldigingen, geen rol meer. 
' . .•. ~ 

gjgi = ex(±) O'( j) o<(i+j) g1 gj. 

Ci. (i) O<( j) oC(i+j) hangt alleen nog voor. de pariteiten van i en j 

af; men ziet, dat het == (-1)ij_ is. 
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.!h Voor alle g1 e: G1 atel t de linkff&l'.11en1gvuldig1ng •t g1 

••n h~oaorti•e van G~ 1n o1+~ voor. Hierdoor ,rordt een homo­
morf1•• van G1+3 1n Gj (ooeffioientenbereiken du.a.al met die van 
Gi+j en Gl ) getnduoeerd .. Due is er ook een vemenigTuldiging 

i 
Gi+jG C G:• 

We k:unnen die al voor de simplexen t'lp volgorde definiErren ( en 
h1ermede vo~r ketans) : 

i 
ti+j t • t j , 

ala daze oonstellatie niet aanwezig is. 
i We hebben met deze ti+j' t, tj : 

'(ti+j . t 1 ) = ; (-1)P-1 [~••.lp•••ai+j] 

• p~i(-1)P-i [a1••·4p•••a1+j] + [a1+1·••a1+J] 

= p~i (-1)p-1 [ao•··a1·••ap ••• ai+jJ.[ao•·•~◄] + 

,. + [ao•·•a1a1+1•••e.1+j] [ao•••a181+1] • 

- (-1)1 J ti+j· ti+ (-1)1+1 ti+J" tiJ, 
.en analoog V(I..O.t' andare gevallen. 

Dus ook. 1 1 i 1+1 i 
j{ki+jk ) = (-1) )' ki+fk + (-1) ki+j • k J . 

. . 
Het product van cyelus en oooyclua ie .dus een oy01,1s; is een der 
factoren homoloog reap. oohomoloog O, dan ook llet produot. De 

1 . : 
ge!nduceerde produ.ctvomi:ng tu.seen de Gi+;l en G ie net die, 
waarvan we uitgingen. 

Duidelijk is ook de aaaociatieva wet 

1½. ... ;,+i .ot1kj) == (k::t.+j+1k1) kj .. 

Bi j simplloial.e afbeeldin,gen :tt c E • gedra98t het product 
zioh. ala volgt ( t = simplex uz:t, u va:n E •) : 

f ti+;j Ui == f ( ti+;(Ui:f) • 

Op grond h:i.erran kan men opnieuw de ona.:fb.ankalijkheid t~a.v. de 
volgorde de:r, hoekpunten bewijaen,. Ken ka.n ook door limiet eiv4r­
gang di t product in oompaote rw.mten il'ffoeren. 
. Bet ee:rder gedefinieerde k1k.t,. (XIV 1). is n:le'bs au.d~_rs. aan· .. 
de ooeffioientensom van de o-oyclus. ~ k1 , volgens het nu ged.~:·••·;c, • .,,,,,: ... 
earde product. aen ;••\:t 

Ia t de roos-r;e:r Tan/orilnteerb~ 
·.•. g,:-olit,.oyolus 
'·"'t ''\ , 
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j:r = E :n; ([au• •• ar]) [a0 ... • ar), 

en t 1 = [a0 •• ~a1 L dB11 is 
1 ,~1 jrt = t n ([a0 ••• a:r)} [a1 ..... ar] •, .-t' t 

• 
(mie p.67). We kun.nen darhalve ,t~ ident1ficeran met de grond-
oyclua .. Verschillan<i.e vroeger bewezen formulas volg:en hierui t 
upnieuw. Uit de aseociatie wet volgt 

i 19·(k1 k1 ) = (I~ ki) kl. 

-2.:_ E zij nu de rooster van een r-hom.olog:ievarillfteit. Dan 
ku.men we ook een enede defin1eren. Sillplexen zi Jn. hie1'Voor niet 
geschikt. We moeten werken met figuren, die zich wede:rzijds in 

' 
"algemene 11 ligging bevinden, zo dat de doorani jdi:r.g van een i-dim .. 

en een j-dim. iets (i+j-r)- dim. is. Hiervoor kunnen we gebruiken: 

aimplexen van Z enerzijds en duaalateiren anderEijds; de "door­
enijdi11g" van tp en it1 !estaat dan uit eimplexen van de bary­

oentrische onderverdelifl8 .E vrui I:, die gemaenschap:,elijk zijn 
aan J 'hi) tp I An 19't1 I • 

We doen voor een ogenblik afstand van de vsate volgo:rde in E. 
Zij t = ( o, .•. , p], t 1 = [O, ••• 1] en laten we allea bekijken 
binne~ tr = [O, ••• , rJ. Een simplex van ·?ftp reap • .9t1 heaft de 

vorm [a0 •• ·8k, a0 ••• ak ... • a1 ,.... ] met alle a. = o, ..• p, 

[o .•• i .•. bm' o ••• i ••• bm•··bn,··· ) met alle b=i+1, ••• ,r. 

Willen deze overeenstemme:n, drui moeten a 0 = O, a.1 ;c;:; 1, ••• ,a1=i 

zijn in alle h ~ :p. Du.a, de ma.rimale simplexen van de doorsnijding 

zijn [ 0 ••• i, 0 ••• i c 1 , . • • , 0 .... i c p- :l] met c = i + 1 , ••• , p • 

We defini.gren derhalve binnen tr de »anede" door (p = i+j): 

ti+j ii:D·t1 = E sgn (0 .... 1 c1 , ..... ,cp-i)[o ••• i,O ... i op 

, • • .,Q., •• i c1 ••• cp-1 ] .. 

Practische r werkt men weer met 

..fCt1+j :1 Ht1 ) = [1,1+1, .... 1+j). 

Hieru.i t bli jkt 

~ (ti+j I: .f ti) =.: ti+jtl • 

!ruaaen willek:eurl..ge katene, cyclusaen, ams .. is hie:rvbor aen ·snede 
g~de:finieard. • 

Gi+j 8: ftr-i, C: Gj.. . .. '\'.f' 
¥en ka.n VOQl' d~ ft&t;initie VD.. ook 1ot bet ·et"h-~oC~~~,--

. ' ' . I , • • , . '\ j; ;' "·' .:.....·:: '; 'r\,/Jt·};'.~ 
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teruggaa.n: Op grond van. de aaeoci.atieve wet b.eeft men 

J'l(k11r.j) = £J-k1•1r.j = .t (£'.9'k1 1 Jko) . 

De anede is aseooiati19f en oommutatief of anticommutatief. 
10. G1 en G1 wa.ren bi j duale cottf:ficientenbereiken duaal; 

de duali tei t werd door de producty :irming t 1t 1 = ~ voe,r 

ft1 I ;i Jt11 

ft1I = /ti/ 
ver:>c-rzaakt. Wegena het topologisch isomor:fisme 

,!)Gi = Gr-i zijn oak G1 en G:r-i duaal; de dualitait 
wordt voortgebracht door de oo~fficientensom van g1 .lgr-i = 

g1 0 gr-i' het zogenaa.mda snadegetal. 

Z;ij nu E de rooster van een homologieafeer. We definitrren 

voor cyclussen ji en jr-i-1 een ~chakelg~tal; deze cyclussen 
W'.)rden ,....., 0 verondersteld (he tgeen alleen v0or de dimenaie O een 

extra-eis is), 

ji = ; ki+1 ' jr-i-1 c / k:r-i • 

v ( ji, jr-i-1 ) = cor!fficientensom van ji ~ kr-i. 

Voor de mogelijkheid van deze defini tie moeten we dus nog ver­

cnderstellen, dat jr-i-1 de vo:rm heeft 

J. _ ;,J.i+ 1 , 
:r-i-1 -

dus ji+1 = ki, . ii • 

We .nogen da:n veronderatellen (zie 
k . = ( -1 ) i + 1 J' ki ' 
r-1 

:1:opp.66): 

dus kunnen ook schrijven 

v( ji, jr-i-1) = 
of: I • .11. •) V \ J ~ , ~ ,~, k1 = 

1 b 

Deze definitie is 

ook nag 

onafhankelijk van de keuze van k1 • Want zij 

dus 

j~+1 =ki J• 
(ic1 - P)J = o. 

da:n is ji (ki - P)rv 0 

( omdat j 1 ,_ O is), dus de ccS-fficientensom is O, dus bij beide 

definities van het schakelgetal hetzelfde. 

Het schake lgeta1. gedraagt zich co:mmutatief· 1.,f a:nticommutatief 

in de volgende zin: Zij 
= .,..9' ji+1 

dus 

j1 =..frjr-1 , jr-1-1 

jr-i= kI. ..... i-1 /J 1 ji+1 

.J,jr-i = (-1 )r-i;J ,9 kr-i-1 

/'hjr-i:: (-1)r-}.i1ffkr-i-1 

= k\} , 
~ji+1 = (-1)i+1'.7ffki 

' II GI 1 

, .t.Jji+1= (-1 )i+;,(J'1ci. 
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We vergelijken met elkaar v(Aji' jr-1-1> en v c.t•jr--1-1,31), 
waarb1j a.an ;(, de tegen&eetelde volgorde ale a.an . .,I' ten grond­
alag ligt (sie eind van 7) : 

v("ji,jr-1_1 ) • cottf:t'.som(-1) 1+1 ~ji•t1 • 

coeff.som (-1)1+1 ~r-iki 

v( .f'jr-i-i, ji) • co~ff. eom(-1) r-i ,C, jr-1_1kr-i-1 • 

coSff.som {-1)r-1 j 141 o kr-i-1 = 

oo8':f:f. eom (-1 ) r-1 (-1) ( :1+1 )(r-1-1) kr-1-1 31+1. 

Nu is 
O ,.._, (kr-1-1ki)J = k:r-1-:, •ki + (-1)r-i-1kr-i-r1.k1; 

= jr-iki + (-l) r-1-1 kr-i-1 ji+1 , 

dus 

V (,d\,1, jr-1-1> = (-1)(1+1~(r-i) V (J't jr-i-1'j1}. 

Wa lrunnen nu de ieomorfie tuasen GJ:1 (11) en G~1_1 (N) · '(zie 

XIV 12-14) a.la een duali tei t tussen G! lM) en qll~1_ 1 (1i) door 

middel van he t sohakelgetal formuleren,. We gaan u1 t van de 
dualiteit in M tussen G! (M) en G• 1 (M), die door 31j 1 ·1s be~ 
paald (duale co«ffici§ntenbereiken) Nu is juiat 

jiji = v(j1,jiji) = v(ji' 'C' ji) 

Dus bet sohakelgetal verbindt de groepen G!(M) en "C'G* 1(M) = 
G~1_1 (N) duaal met elkaar. (v~or de dimensie O weer de ge-

bruikelijke afwijking!) 
We merken noG JP, dat 

V (ji, j:r---1-1) 

niet vera.ndert, ale ik: ji door een j 1 t vervang met 

31 ,,....., 3' 1 in P \ IJr-1-1 I ; 
evenso ala ik jr-1_1 vervang door j • r-i-1 met 

jr-1-1 ,,..._, J 'r-1-1 in P \ I J1 j • 

Om. dit in te zien hoef 1k maar f ~r-i-1 I resp. I j1I • M te 

etellen en op te merken, dat ji j 1_ alleeui van de hom.ologia ... · 
resp. oohomologieklasse afhangt.· . 

ll • .Bi j een toe passing van dase resultate:ri hebb•n we · stnbi 
' \ .. . . 

een simplioiale verd&lin& nod1g Val'l het oartesif.lche, produ.ot, 
twee n;let-o:n:turde siap~eun ·, .. 
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J (a0 , ••• ,ad) en T (b 0 , ••• ,b8 ) 

(oonvexe Tersaaelingen voortgebracht door de hoekpunten in een 
Cartea1aohe ruimte). :Sen punt ervan is een paar 

J! A 1 a1 , E i-'-j b j (t..\1 • t;,j :.:i 1), 

dus gekenmerkt door een ayeteem 

"o' • • •' ~d ; /4--o' "• •' l'e · 
Ala hoekpun~en van de simpliciale veri!.eling kiezen we de puntan 

a1b j' 
due met de baT;Ycentricche co~rdinaten 

0, ••• ,1, ••• ,0 ; o, ..• ,, ._ •. ,o. 
Ala (d + e) -dim. simplexen wijzen we aan de 

T (a}':>'• .• ,aPobo, aPob1' •• .,aPcbqa, •• .) ; 

d.w.z. a.fwisselend lopen de indices var. a en va~1 b 
op (zie tekening), tot d resp. e. E~n punt b:-hoor.t 
dan en elechts dan t.ot di t simplex als voor zijn 1'. 

enl' geldt: 

>..o -+ • • .+}. -1 ~ <: >. ' 'l' 0 . = f O :-::: I V + ••• + I\ p O ' 

A + ••• +..-tfi -1 ~ Ao + • • • +~n {: f't, + • •• + #/'I 
') 

Ao + >.p .. -1 ~/-Lo + ••• + .ftq <A 
,. 

• • • ·! • •• + ,., 
:: 0 p ... 

t 0 I 

enz. 

, 

' 

Hieruit blijkt, dat we :'::t daze (d+e)-simplex,:m h~t ~a,rtesische 
product uitputten en dat ze paarsgewije n.etjee li::gen, dua da"':: 
we met een simplicie.J.e verdeling te me.ken hebben. 

12. We willen nu van hat 1 :artesisch product sd x 88 van - ' 

twee aferen de cohomologie eigenecha:ppen va.ststella:n~ Wo stf''l.~.en 
sd resp. s8 voor als cubus 

C d : J xi / ~ 1 , i ;:: 1 , ••• , d 

C 8 : / x1 f ~ 1 , i '"'= d + 1 , ••• ,- e 
c_1 

met de afspraa.k, dat de rand van C · aJ.s een punt bes,,houwd moet 
word.en, evenzo die van C8 • Dan wordt Sd.+e voore;_:e3teld door 

cd+e : I x1 I ' 1 , i = 1 , ••• , d+i:, 

met bovengenoemd.e identifi<"aties. Rand van cd+e ·= (rand Cd} x 
c0 v cd x (rand C8 ) : dua in sd x S8 hekeken. = a x S8 v sd x b. 

Elke oyclue van dim ( d+e van sd x S8 ke.n op daze ver­
sa.meling word.en geveegd, Het is duidelijk, dat de enige oyoluseen 
van pos1 tieve dimeneie hiel."V'an zijn: de gro:ndoyolu:e van a'l,, tli•, 

'(;".; 
' 0 '." 1 • t.1--:'.;~ 
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Tan 89 en• - lineaire oombinatias. Ook voor d • e a1Jn die twee 
oyclu.ssen onafbankelijk in sd x S8 , want een evtl. a.tbanlteli~ 
heid sou bij bet uitvegen blijven behouden. 

· Bierui t volgt in oohomologie-:tomulering:G (s4 x S8 ) • r, 
Gd • G9 

ai ,' voor d 'f e, Gd = r+ I-, voor d 11111 e, Gd+e• r (het 

laatste b.v. omdat sd x S8 een vari~teit is). 
Zij n1 resp. n2 de projectie van 3d x S8 op sd resp. s 8 • 

d e S en S zijn volgens zekere verdeliugen met iekere volgorde van 
de hoekpunten gegeven, td en u8 zijn er reap. een speoiaal simplex 
van; td = [ I), ••• ,d), u8 = [?5, ••• e]. 

td is tevens de gr'lndoocyclus van sd, u8 die ~an 86 • Ala 
hoekpunten van sd x s0 11.oncn we de paran ai ( a hoekpunt van sd, 
a van Se); de oartesische producten van de simplexen verdelen 
we onder volgens .11• Als voortb:rengend element van If'- resp. H8 
kunnen we nemen td~~ resp. u0 x 2 • Nv is , 

td"1 = t [oo0 , 1011 ••• , a.1Sd] C6'0 < o1 < •.. < od ), 

In tdn1• u0 n2 kunnen a.lleen aummanden ~lijVen staan met dod=b0~, 
<1.ua 

tdn1 •u8 1t 2 = [oc5', 10, ••• , dO, dT, _..,di]= 
grondcccyolus van sd x S8 • Verder ziet men, dat ( ook: voor d = a) 

d d e e t n1 t 1t1 = u 1t 2 •u ~2 = o 

is. Hiennee beheersen we de oohomologiering van Sd x S8 : jd basia­
element van Gd, j 8 van G8 , jd+e van g.d+e; jdjd, = j8 j8 rv o, 
jd je _, jd+e • 

. jl, Hat doel van het voorafgaande is, a:f'baeldi:ngen f te 

bekijken van st1) x st2) in sd (d even). 

Ia jd grcndcocyclus van sd, dan is 

:r..aar 12 cohomolol')g aan een linea.ire combinatie 
d 

j(2)1t2: 

Naar 4 is -
maar jd•3d = O in SJ, dus naar 12 

°'-J«2 C1t 1 > s1 • jt 2 > "2 + 
dus naa.r7 en 1.~ , 2d 

· '2Gti0<2 3 r,.• 0 , 
met j 2d iaJ.s grondoocyolu.a van ad x sd. Dus ct.1 • O, ot d 2 • O ~ .. 

Bu. is ,ot1 :ritetq and~rs dan de. ~eeld:t'.rJ&'3~ TU t·,.~~~:· 
. ,,,.,,J", .• J. 



d 
op S(i) , want •id.,. (" d 

,1 .l,. (\ "'(i) 
Dua geldt 
St"'llin E i +. fb ldi ,..,d sd ... d. ( ., ""T•"') ... g: r a geen con .. 1nue a oe ng van ,1 x 2 in o u .., ..... 

waarbi j beide faoto:ren met een grno.d f O wo:I\ien a:tgebeeld. - Of: 
d d Een continue afbeelding in S.1, di~ op Sd x b v ax s2 ge-

geven is met graden IO, kar.. niet in s1 x s2 word.en voortgezet. 
Is een der gra.den O, da:n gao.t di t ,vel. Naar XV, 10 mogen we 

namali jk f in e. x S ;i als crnstante a4:beclding veronderatellen, en 
"- d d 

dan kur.nen we van tlle p e: s1 , 1 t'.. s2 atallen: f (p,q) = f (p,b). 

Nog ean a.ndere fo::::-mulr>ring: Men vra.8.f',t izich af, o! tu.ssen de 

aleme:nten van de Sd "len co::1tinue ve:rmenigvuldiging :~an warden ge­
definieerd, dus e~n produc-!; "1 q E Sd (voor alle par.en p, q e: Sd), 

dat continu in beide factoron is. Zulk een product is nu :niats 
anders dan Pen continue a.fbeelding Yan Sd x~ sd in sd. 

Dit kan 1 ... u altijd ".:lp triYi8.le :msn::1.er, b.v. 

pq ""p 

Ret aan tal oploasingen ( algeb r:i.isch ti.,:.,pologiscb ge sproken) 

van px = r (p,:' gegeven) 

beantwoo rd t aa.n de afbeeldi:ngsgraad van s2, dat ,van 
xq ::::: r (q, :!:' gegeven) 

. niet;.1 . . . . 
aan die van s1 • We zoe.K:en nu een· t:n.viale vermenigvuldig:mg, d.w.z. 

een waa.rbi j die afb ieldingsgr1::1.den I O zi jn en we we ten: 

Stelling: Vrcr evcm d ::.:J er gee:n niet trivialo continue ver­
:rµer..igvu7digj_n .. c in di? Sd. 

Daaren~egen geldt: 
Stelli!1£: Vr-:':J-:: elke ::ineven d is "3r e en niet-triviale c0ntinue 

ve:rmenigvuldiging in Scl. 

Voorbeeld: .P q is het spiogel~unt i~ Sd van { tJ~,.~ .. p. ~ouden 
we p vast, dan 18 q ➔ pq een 1-1 afbeE:ld1.ng van S ,,p zichzelf 1 dus 

van de graad .± 1 • Eouden we q 7a~,t da:n word t Sd bi j p -i,. pq twee 

keer overdekt, dus graad = + 2. 
M.:m ~("~ van de verm!'?njgvu:1djging nog kunnen eisen, dat zij 

een recht:s 66n en e0n linkc e,J:.n bezi t. Hiervoor is noodzakelijk 

en voldoende, dat de afreeldingsgraden .± 1 zijn. 

Zo'n vermenigvuliiging beBtaat in de 

s1 : verme:nigv1.ddie;ing dcr -::cmplsxe getallen van. 
a1 ~·.olute waard.o 1 , 

s3 . . 
s7 : 

ti 

ti 

II quaternionen van 
ab solute wa.arde 1, 

11 octaven van aosolute 
waarde 1. 

Deze vermenigvuldigingen zi jn zelfs Efem!e'nduidig • 

. Of er nog meer mcgelijlme:len zijn, is onbbkend. Wel weet men, 

dat alleen de sferen van di:m.ensie == 2n-1 in aa:nmerldng koman .. 
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p .. 26, regel 16 v,.b. 

25 It 

?" '"'3 ~,~-.,::: 

p ~ 27., rei:;el S-6 V. b. : 

10 v.b. . . 

12 It 

II 

:::f:vtn,.; :..'.ab ve.n ab zijn er o~f'.IVir.ge11 U8 , 'Ub 
"'/C . .l'1 i,. t, :;.et U ¥:b C :: b. 

a s., 
:, -:w i:!:~ 1 t t 1 j }:. ond er: EH ~1 e lke om.t;ev:f.ng TJ TM' 

e iti tLr eer :->.rnt;ev:ing V van e !lh'~t vv err .. 
' ier.:i 1. v,. ~t:::t; FI ke tm1clog:iachr1 grc:ep vol-

k,uu i::r~ •:e :Cet t,;!I'Ugbre11ger,. tot a = e. We bep..,: 
'C'r .. ~en QI':) 01::igev~r,g V v:s.r:. tl, zode.t ,rvc u .. Zij 

.-,: ""·,r-1 • er . • , 'c hi :1mrevins YiJr c, jus i~ er een 
t·~\"'"cv.-, 1 •. Da:rl is c.~t,,r,;,:,,1l1/ ,:. .. ';,.!. DttS VClJ. · 

1 ... , ": "'"' C.'.OJ•' • 1'ai·, 'i' .,., I' . rl••·\s ~0 1 fe reg· u"'J.1· er ,/...iJ... •.;;;t..:i,,,..; i...:, '-' ,\ ,_. j,,) ,.,~ ,,,.1 ,., • ,...._ WV..- · · • 
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J{ .J.l. 

L ~ J_j __ ~1 L7 
l .. 

}: 1 
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