
Hoofdstuk l 

InlGiding 
l. J:!:en ooordinatenstelsel op een reohto lijn_ is bepaald do;'lr c~m punt .. 
.) (do ocrsprong), cen p,'.)siticve richting op de lijn 0n con longtooonhc1d 
Do ooordinaat p van P is clo 11..mgto van OP, uitgodrukt in dio longto-
3onh0id, en voorzion van hot tok(1n + of' -, al n.aar OP in posi tit.}VO of 
:1ogatiovo richting loo pt. 
Jndor do maat van hot lijnstuk AB of m{AB) vorstaan wij hot gotal b-a{ 
waarin a do cn6rdinaat vnn A on b c:io vrui B is. Mon hooft :r.1{AB)=-:m(BAJ 
::m m(AB) -r- :m.( BC )=m.(AC). n(AB) hangt niot van O nf r,mar wol van do posi .... 
tiov0 richting op do lijn on van do longtoo,mhoi(l. 
i.r.r:t op i0dor dor lijnon 1 on m 00n .Positiovo riohting gogcr•rcm zijn 
on lnnt p do hook zijn, wanr,:rvor do positiovo richting vnn 1 in posi­
t1ov0 riahting moGt rlrr.r-.ion om me,t do posi tic~.;,) rich.ting van m sr..mon 
to vallon. Is AB ocn lijnstuk op m on A'B' 1:0 prnjootio op 1, i~·-...n is 
r.i(AtBt }::1'J!!.(A.B)cos t.}. Is BC oon lijnstuk op n on 1/1 do h0ok tu~son do 
positiovo richtingcn vnn 1 on n, ur.n is m(AB)cnsf' tn(BC)cus 1/l:::r1(i~'C 1 ). 

D•-:l 11 jnon l;m on n bohoovcn niot in c::en vlc.k to liggcn. 

l Eon stolsol poolcoordinr.:. ton in h0t pltl.ttc vlak is bopnnlct d.:)nr _ oon 
punt O ((le oorsprong},con lijn OX (do pnolns) not _positiuvo richting 
on con longtoi:,onh0:.d. 
Do poolcoordinnton vo.n ccn punt P wDrd.cn f'-1s volgt b0pn.o .. ld. Kius op OP 
oen p,_)sitiovo richting; le .. nt (P c1o houk zijn tusson ch; positL::vo rich­
tingon vnn OX c..m OP, torwijl r=.n{OP). r on fl zijn do p'."),.)lo:]c-iridnntun 
vnn P. 
P(r, 5P}=P(r, ~O+k.360°).-<P(-r,~-1-180°). 
O hoo:ft de poolcoordinn.ton ( o) q.,); f" willol::ourig .. Do p1X)lcot:ir,:l..i:inton 
vnn oon punt zj. jn '.'1.us n:! ct o,mf.uir:.ie; bopr:'.J.l;.:; or.i.gokoord is c,.:m punt f;e>,1r 
zijn poolcoordinnton wol oowlutr=':. tg ½o_pnr--.1(: .. l-il-:m knn ::-1'3 po. :lC')c5r:".inQton 
oonc.luidig me.ken q~-ohr:lvo V)or O) ,-"..onr ,-~.-:; vn.)rsohrifton 
r ~O. O ~ ,0~~)60 • Wij g..:::bru:tkon l'.!Ccrcl:.,.jJ'.igc po~llC,)or.:innt0n. 

Toopo.ssing op d.o kogolsno lor~ .• Hoor1 o h1 hot brnn(~punt .. QA:::,~. OP=o.1")~. 
I·""G ( 't--roos So). ( 1) 

s 
u1l . p 

r=·· .. •·····--·······················• ······..........;;;..-~ (2} 
11-&,1os r 1 t-ec,.is 9' 

0ve:1.--gr,n.g op rochthookigu ooc5rcl inr.ton: 

( 
U1u { :'._}; r=p-ex. 
ICvv,::..tlr::;,~oron. on horloidon go0ft: 
( -v .. ~ , .... l C:. -r2. n 
\ '."'."·,\,,, ' ...... · -1- J l i ,P.!. ··· ·· ·E··· :Y· .::. ·b· ···•2· ~ , wnnr n a== ··········2·· , 

... ~ 1-d, -
.P p~ 

b = "v.l(i'=~·~i ) , o=i:·;r~ 
b2 b 2 c 

Hiorui t volgt p-=-- {l:;:::- . •:i=-. 
". ' C ' C. 

Coc5rc~in2.tontrnnsf'ormntio tussor. pnoloohr(~innton on roohthookigo cri5r,~inn 
ton mot ~1.ozolf/10 Q.Qrl1...Pt0}-1,~ or T.- :\s., 
x=rcos <p 1► r= ✓x2 -t- y";:.: i 

i I V r-.,.. f ' . . .. ,., X) y==rs n y.;_. tg ;/'::= 1 \ }:::w~;::..j~['_r_t ui 1, cos 'I'·-' = r . 
✓ 

1. V::n i:; l oon 11villokourigo li jn zi jn ~ 
j,~i R }'( Pi. <i:'2 : oon willokourig punt., 
I ,,..... D do _-;)ro jootio v~n o op l. 

•.. 1 .,- ····-...... IP,nt Ul, ::-:,d 00n stol pcYJlcoc5rc"..innton 
. .l.··· .... , .... _,·, ..... c .... ~ .......... ,/."ci.·.'.--.·: ····,-........_ __ P vn!l TJ :.::j ~.n~ W:Lj bo_pe..lon nog dq pro-

1 .-::, .• • .. _,/ ~Qc"i.-;1,js v~xn P on P1 op OD (R on s). 
1 · /•. ............. .,.., / ' VoJ 6 Qnn I~ 1,,. 3 is 

; / .. / ··· .. ::··· ........ ~:/·'.··)................. , . :r1.{ cR) ~~r,)_cos o: + _p 2 oos (ex. -90•·:). · 

............ ,,/,y,·······--·············--····· ., . . . ....... }<.. ,l + Ll( DR} =pi C•.)S c<..+p2sin /.)( 
!0 '1-l . • ..... f?lAIHEMA11§1cFft'MRuM 1n e,<-c: (l' 
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lltx:18 on volcoonno opdot Pop 1 ligt, 
Xl Or)B (>(.. 1-x2sin o<.-: :::: 0 

is m(~)=o, 
(2) 

( 2) is rlo vorgolijk1ng vnn 1. l-!un mng 
nonigvulcl igon. 

(2) mot oon wiUOkuurig gvto.l vor-

nx1 +bx2 = o 
Doult rivn ( }) :".nor Vn2 t-b2 , clnn ontstn~t (2) woor. 
( 2) h0ot -:lo nnrmnnlvorm V:"i.n Rosso ve.n (:u vvrgolijking. 
Uit (1) volgt: 

( 3} 

Stollin5. Do atsto.m: vo.n oon punt t"t oon lijn \vorc:t g;;v•>m: .... n rl,,10r r:o 
coBr-tinr\tun vnn hot punt to substituor,Jn in hot iJorstci lL.: v:1n :v Vvr­
golijking vnn ,:ia lijn in n0r.cmo.lvorm.. Hiurbij 1s '.l..) nfstr:.nt. ~r.n oon 
aijdo vrm l pnaitiof, nnn 10 N11:'.uro nJ.gntiot gor•,)kow:. 
1. Eon Cn.rt.:.siaoh oolJr{-:.tnatonstolsul in ro ruir.lto wor•.:t b.,lpnnl<l :,:-.r,r 
:1r1o onnorling lo1)f..rooht..:. nssvn ox, OY, vZ, i<l<lvr ro.et oon p -:,ai t ivvo 
richting an oen longtoi...:.onhoi(:. Zijn P1 , P2 , P} ,!o pr,;Jootios v~n P r,p 
!to o.sson,, r'!.o.n ~ijn de o,-,o1'~innton vnn ?: 
n( OP1 )=sp1, r::i.( 0~2 )=-p2, m( OP3 }=.P:;• 
1)) nt'bool,ling tusaon puntun on c(i,~;r·:innt,m•.':ric.ta.llon is ~0n-0,.:m::uit~ig. 

2. Is op OP uon p0aiti.JVC riohting gesguvun, ,:1.J not OX, OY, OZ •lu houkun 
0:.. 11 /3, 1· oonkt, ,:!an is CL)S {.~ =p1 ;m( ul:'} t-nz. 

Dnnr m{ OP) 2 =- P{-t-P/ +P;2 , h00:rt racn 

ons2 0C:-toos2 i3-rc.-,:is2 Y•l {l} 
llion k!'.n P ook bcpc.lon (i.;J,,'f. <lu oo:1rrl1nntwn -:i, /3, ).-~ on 11{u?)=r (p'."l•',l­
oo($rd1nnton in '3.a ruiatu ). Doz<; 00•;ri1.innt0n zijn niot :)nr,fbr.nk-slijk, 
{!o.nr de betrokking ( 1) or V(Fir 1.1.r>...:.:t gi;l{l;,:m. 

3- Lnnt Troon willokourig vlak zijn, P ocn will0k0urig punt {P1,P2.P3), 
D i~o projoctio vr.n O op 1r, :~ ,:o prnjoctio vc.n Pop Tr, Lnnt (''-~ r;t., /2., fl 
uon stol poolo,')Mrdinnton vnn D zi jn~ Is R llu pr,~ juatiu vr.n P op OD, ,• · 
rlt'..n gcl,:t vnlg\lns § 1 .. 3 : 

n( OR):::p1oc,s « -t p 2or,s ;~-+ p,oos /• 
Evunnls in § 4 .. 1 V;: lgt hi~rui t 

m{ \J? )•p1 eos o( + p 2oos ;3 +- p,cos /'_.,~. 
P ligt in rr nls p1 ,l>2 ,p3 volc'toon nnn 

x 1oc,s o<.+:x:2oris p tx;cms )k,l=u 
Di t is r:o vorgvli jking vnn rr in (!O nornr.al v:·rr.1. 
Eon willokeurigc: vorgol.i jking vr..11 :':,~ 0Jrst\,) grf1nt! · 

(2) 

(}) 

{ 4) nx1 + bx2 t-ox 3:::t 

brongt r.ion, (oor zo .-:,,or ✓~-.2 rb2 +o2 tu t':ulvn, i),P :"'.o v,)r;·;. (3). I0r' . .;r0 
vorgel-1,jking vnn ~o iJorsto gr,-,_ .. r. st.Jlt ,:us ocn pln.t vlnk V>-'r~ Uit ( 2l 
volgt~ 
Stoll1P:S. Do o.f'etnnc1. vroi een punt tnt v.vn vln.k wnrr:t gt,)v,:m,,:un, ,:0,)r ·:u 
coRrrl1nc.tGn vn.11 bvt punt t.;l substitu.;:.ran in hut ;.;m:i:-stu 11-: vc.n C,,) vur­
golijking vnn hot vlak in norr::nnl, ;:;:,::.. 1-li urbij is (.u ufstaw~ nnn 6Sn 
zij(:o vr..n hot vlnk poai.tivf ~ r,,::n ::u r:i.u'::):i.•.J zij(''.0 nvgt1.tL}f g>Jr.Jk-:m~·-• 



(2) 



s 
~~~ 
(n, b, 01 
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l;,ll~,J;m ~~1t~ 4\ttali e-n po$,it:i:ef of nagatie:f taken toe, zodanig dat 

'~ -~~ :~':t•~ud van een positie:f georienteeJ:"d viarvlak QA.BC is·· 

)lf:ii~ ~n ~en negatief georienteerd viervlak nega.tief .. 
l'~:Lolltvan de rekenrogols Iilet voctoren. 

t+ir =b+a 
2. fa+Bt +ti= a -t-(b +~> 
3. · P< °t+-m = iit+ p"ir 
4 •. (.p +q}~= ~+qrt' 
5, p( q~ = ( pq )a:" 
,, _,. --,i,- ~ ... 

o, u.b = b.a 

7. ( pa) .t = p(a'.. b') . 
-- ..,.,,. ...... _,,,_ --➔ 

8. a.(b+c) = a.b-,..a.c 

9, aXb = -(bx n) 
10. ( pa1 Xb:: p(a xb) 

-.::;►.~-:,I\._..:;,- __ 
11. ax.{b +c, = axb -ta xc 

12~ "a: (fiXc) = {-;Xb).;- = (-;, b, ~) 
-:l'" ~....... -+.➔........ --.:;:,..-;l>-

1}. a X(bxo) = {a.o)b - {a.b)c 

Uit 13 en 12 volgt: 
-'ii>- ....,., -"'"··-.►- ........ _,,., ...... ....,. _,... . ..,,... ----

14. ( a )< b) • ( C x d} == (a. c )( b. d} - ( a. d H b. e) 

15. (t° xb} X{6Xd} = (a,~ d)"cr - (u, b, °t)d = (~ d, 
Bijzonder geval van 14: (-;-xi;)2 = a 2b 2 - (a.b)2 .. 
Bepaling vo.n s.fstanden. 

1. Afstand von P{p) tot 1(± = q+~11. 
Eurste oplossing: Vlak: door ?j_l: u. (i-p} = o. 

-- ...,... ~.fF-l Snijpunt met 1: H.(r == q +e .·· 1 - 0 n) 
fl 

..,,.. {- (--=--- -,, 2 
d 2 = ( :p-q) 2 _ a • P-.su.L.: • a2 

-- -- -:ill'" -- --'lr- -a)b - (c, d, b)a 

TWoudc. oplossing: D0 loodli jn ui t P op 1 h0oft de. richting vnn 

e X {-t X (p..:q)} , dus do pnrnmctcrvoorstclling 

T = p~ \nx{-; X (p-q)) ..... 
Do longtc is !.Ji~i2.:,gi I , dus in ~{ is 

: -~,t 1· 
I,, 

Opgavo. Lo.at zion dat b,)ido. oploss5.ngcn tot h0t.z0lfdo r0sultnnt 
2. (-- ,..,.,.. . » -· (-i,- -- :.'!"'\ Loodroohto. nfst,nnd tusson 1 x = p+ :l; cm m x = q +flb ,. 

Zook wnnrd. · on vo.or .. ,A on µ zor;:--,t. 
(p~ trn - (q-rµ1>) ::: V ( t l 

\+ -41>- - -+ - ➔ An -Ub - V (nXb) :: q-p 
\~ ,-· + ~ ~+ .,,,. 
;,o. - fi.(~1.bJ : fdq-p} 
\...,,,.~ ~ ---~ /\(e,.b) -flb =b.(q-;;,1 

Hioruit: 
A= 

Do lcmgto dor ioodlijn is 
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14. 

15. 

6 

Toep:assingen der determinanten 
.. 11,e.etkund e. 

e k eine matrix van een stelsel lineaire ve:rgelijkiri..g~n is d:~ 
matrix gevormd uit de co(:fficienten der onbekenden. De gz:ote matrix ont­
staat t.i t de kleine matrix, door er de kolom der bekende termen achter 
te zetten. 
Twee lijnen; a1x1 + a2x 2 = a.a 

blxl'~ b2b2 = bo 
Rang j 

kleine mf:l.trix 
Rang 

grote matrix 
Li.gging 

2 • --·:---~--- -.. -+----2--.--.---.--41----s-n.,,..i-c:-jd=-e-n-d-=-------

1 . 
l . 

Drie lij nen. 

2 

2 • evenwijdig 
1 . samenvallend 

3 

2 

twee snijdend, derde 
niet door snijpunt 

een punt gemeen 2 • 
1 . 

1 . 
l 

. I 

2 • 

1 

alle evenwijdig, niet 
alle samenvallend 

a.lle samenvallend 
H.uimtemeetkunde. 
1'wee vlakken - als 
Drie vlakken. 

3 

twee lijnen. 

een punt gemeen 
2 • 

. I 
• l 

' 2 • 

3 
3 

2 

twee snijdend, derde 
evenwijdig met snijltJ:~ 

twee snijdend, derde 
door snijlijn 

1 . 2 alle evenwijdig, niet 
alle samenvallend. 

1 • . l . • .. alle samenvallend 
~-Maak een dergelijke tabel voor vier vlakken . 

.Pund.e:..s. Gegeven twee snijdend lijnen: L '= a x + a x + a.... ... o 
l 1 2 2 -1.J -

M ;EE blxl + b~2 + bo = 0 
>. L +fl M = 0 stelt een lijn voor dODr het snijpunt S. · Is P(p) een 

wil.lekeurig van S verschillend punt, dan is de ver~elijking van PS~ 
(b1P1 + b2P2 + bo)(alxl+a2X2+ao) - (~p1+a2p2+9u)(b1x1+b2x2+bo) - O 

~L +f<. M = 0 stel t dus iedere lijn door S voor; het is de ve rgelijking 
van de lijnenbundel om S. 
Opga;ve: Stel de vergelijking op van de vlakkenbundel , besta.a.nde uit alle 
vla.kken door de snij lijn van twee gegeven snijdende vlakken. 
L lla.kkensohaof. Zij n drie vlalken gegeven. die . een punt S gemeen hebben, 
"f.x +SO= O, o."f + bo = O, o.x + c0 = O, dan stelt 
>-(a.x+8t) +f' (b.x+bo) + 'll (d.l°+co) = 0 een willekeurig vlak door S voor 

( vergelijlcing van de vlakkenschoo:r om S). 
2. Gege .. :v2,,.n drie vlakkeJl die een punt ~emeen hebbe~: 

ir. x+0.r, = o lt x+b0 = o .... ~- :x:+c0 = o 
De voorwaar<'1.e cpd.at het vlak d.x+d0 = 0 door het snijpunt ga.at, .· 

luidt: ~ a.2 ~ ~ . 
. ~l ~2 ~~ ~O . = 0 !,iln twee ~Il_tjdende vlaldren gegevelakn: 
dl d2 d3 do _j..x+9.o=O, 15.x+bo=O, dan zal het v . 

l 2 :; 0 c.x+o0= 0 hun sniJlijn bevatten, als de 

rang van de volgende matrix twee 1s: ( a 1 a.2. a. 3 ~ .. ·. ·)·. 
, bl b2 b3 bo . ; 

cl c2 c, Co 

J. 
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Boofdstuk 4 

Ciricel. en bol 

Imaginaire puntan, 11jnon en vlakken. 
1. Bops.ling. Eon 1maeina:!.r puut in hot platte vlak is oon goordond. pe.ar 

oomploxa gotallon { a1 + af 1, a~+ a 2, i ) ; do boido gota11on hot on 
• do CCK>rdinaton van het punt. ~n imaginairo r.oohto lijn is do vorza­
maling dor {roolo of imaginairo) punton, waarvan do ooijrdi:oaton aan 
oon vorgol.ijking van du oorsta. graad mot oomploxo oooffioiontan vol­
·doon. Alla stollingcn, d1a voor bun bewijs sloohts do oplossing van 

. 1 · 11:t;loa.1:ro vorgolijk:lngll:n no¢t,1g hobbon gQldQJ:1 o()k voor :Lmaginairo punoon 
an. lij»en. Dit gol.d~, nio)t 'fl.Qar voor atoll~on ovor hookan on afstan-
4an. TWGe pun.ton heton toegovoogd. 00m:P10X, als hun ovoroankomst1go . 
oo0rd1naton toagovoogd, oomplox zi,jn. Twoo liJncm mot toogovoogd oom­
pJ.oxo vorgolijkingon m'ton ovonoons toogovoogd oomplox. L1gt oon punt 
op oon lijn, dan l':fg·t b.ot toogovoogd comploxa punt op do toogovoogd 
oom:pl axo 11 jn.. . . . . .. . , , . . , 
~ vorbinc!.1.ngal1J~ va.n tvmo toog~voog<I. o_OJaplooco punton is roool; 

· orcnaons hot sniJrunt van twoo toogovoogd oomploxo 11 ln\ln. 
Bu:P§l1ngon. Eon imgl'na.ir punt i.n .do ruimto is oon goordond driota.1 
oan.ploxo gotal10ln (o.f+ur 1, a2+ar i, at+at 1 ). 

. , .,, -- -:2- \-+-
Jl.m 1:mag1na1ro 11jn is gogovon door do parQJB.l.ltorvoorstolling x = p+Aa, 
waar1n do voetoron oomplox z1jn. -'> 
EOn plat vlak 1s gogovon door do vorgol.ijking a • 7:: o, waarin a en o 
oomp1ax zi;Jn. Hot toogovoogd compl.oxo punt van P is P; ovonzo voor 
lijnon an viakkon. · · 
~t2ll1nf5?11.Ligt P op l, dan ligt P op 1 ; ligt P in ~ , dan ligt P 1n 

0( •. """Jbor iodor oanplox punt sac,t oon rotllo lijn on oon bundol roolo 
. vl.ak:k:~. !n ~odor .oomplox vlnk 11gt oan roala J.1Jn. o:t hot vlak is 
, ·o~jd~ mt oon ro6ol vlok. , 

~=,~~;;...·:&n ~inniro 11Jn, 'lftUU"door oon roao1 vlnk go.at, hoot 
~~~~~~--.-..~·~n~1~r. . 

0 an. 11 OilVQlmnnkt.imng1na:UO 11j~ bovrit Ol)ll ?'Of.Sal pUll't of tR 
QVO . g mo~ .Gon ro5.).o lijn. Omgokoord: oon 1mng1no.1r~ ~tJih dio 
oon roao1· pin,t bovn t ot ovemd jdig 1s !llOt oon ~lo l.1 jn. 1s onvol;.. 

··. · · ISloltt;" Ullginn1t-. :Ji,-. '.'R? .s,~. . . • , . . _;. 2 2 
1 • l. ,Do voiio].1Jki.ng van do o~rkol (M. r) is {x - mi :: r · (1) 

of xJ +x~ ~ 2mJ.:J:1 ... 2miX2 +-o : o ( 2) 

o • mj+mi - .r2 
· ~t . a(xf+sj)+2bJ.~l+2b~2+d a_o· _ . ( J) 
tl).,~ (2) hoo1 do ~vargolijki»g van do oirk~l. Do. "9'.orgolijking 
~ 4o obitel ~ drlo pm.1;an A. B, O, n1et <>P o()U :t,3qhto 11Jn 1uidt: 

. ;~\: .. ·.;i·I . 
. , 
'~' J 



X ' x;· 1 l .2 
: ,,i ,,;' •• 2} ,~1.·•-r ; C 0 

:''i\ ½:_ b2 1 
' + •i 01 ' 02 1 •' 

;;i~fi';':a~i": .•. J)·ot ilang1nn1r, of" 11 1mnginn1r, dara 41ont vorgol1Jking 11) als 
· .. •··. 1iot"1Jl.1tio VM. oirkol (M, r). W1J oidarstollon ¥ on r stoods roaol. 

8 

· ~ cirko_J. mot s tmnl O : ( x1 - m1 ) + t x2 - ~ ) :. O is ontno.rd. 1n do 
' liJnon x2 ... Jll2 = ± 1(:x:1 - m1 ). l&on 11,in mot r1ollt1ngsoo3:t'fio1ont ± 1 
.:'~ ttoa.t 1sotroop. · \. 
l~ &11 Jpuntan v~ do 11 jn l (x = p+.A 1; rm = l) mot do oirkol ( 1) • 

. SUbstitutio go13ft: • \-+- -+ 2 2 
. Ci+Aa --m). = r 

·. , · A2 + 2 An. ( t -~ > t- rt -~>2 - r 2 = o 
}.1 A2 = (°t - if)2 - r2 

Z13n s1 on s2 do sn13punton, dun vol.gt hioruit: 
m{PS1) • m(PS 2 ) :: (p -m)2 - r 2 

m( re1 ) • m( re2 ) boot do m.n.oht van P t.o. v. do o1rkol. 

§tolliI!8. De mnoht vnn P ton op2.iohto vnn oon cirkol wordt govondon 
door do oo6rdinnton. van P to subst1tuoron 1n hot linkorlid vnn do op 
nul horloido normm1lvorsa,Ujking .x.an do oirkol .. 

;. Qogovon do oirkols c1 , x~ - 2m.x + o ~ o ) 
~ .... - ) 02 ( X - 2l'i.~ -t d :: 0 

Do TGrgol1jking 2(if '- t).x - ( o - d) = 0 
stolt oon roohto lijn l· :voor; l 1s do mootk.Undigo plnnts dor puntcn 
mo~ golijko mnohton t.o.v. C1 on C2 (mnohtlijn); 1 gnnt door do anij-
panton vtm C1 on o2 <m atnnt loodrocht op do contranl Ill. 

A C1·t-( 1 - .X. )02 :: O is voor olko wnn.rdo vnn ~ do normnnlvorgolij­
ktng vnn oon oirkol door do snijpunton van o1 on c2 ; dozo oirkols 

. vormon oon oirk<lll>undol. TWoa willokourigo oirk.:>la uiD do bundol b.obbon 
l. tot 11r.ohtl1 Jn. 
Er zijn 4 soorton oirkelbundols: 
I c1 on o2 sn1Jdon olknnr 1n twoo ro~lo p.mton (bosisplllton ). 
II 01 on c2 sn:1 jdon olkar.r in twoo toogovoogd oamploxo pun ton.. Do 

bundcu bovnt twoo re.Glo oirkols mot strn .... l. o. 
III o1 en o2 raken elkaar. Alle o1rke1s raken elkaar 1n hetzel:rde punt. 
IV. o1 en o2 zijn oonoentr1soh. Alle oirkels van de bundel zijn oon­

oent~iaoh. 
4. Beeldt men oirkel ( 2} af' op bet punt (m1, m,, o), dan onts-t.aat een 

eeneendu1d1g& afbeelatng tuesen de o1rkGls 1n hot vlak en de punten 
in de ru:l:ato. lllGrb1 j oorrospondeort aon oirkolbundol mot oun ruohtu 
113n · ~ mngaltoord. . · 
.D3 oirkol C1 (M, r-) o:r fr2 - $.? i"" o = u) snijdt do oirk:ol. 0 (P, a) 
ot (x2 - 2.p.-r + t :a O) loodra<'lbt • ala (m --p)2 • r2, -t- s 2 of 
~2 2 -!'.2 · 2 ,,,.. ~ ( ) nr - r + p - s - 211. • .P • O o:r 2m1p1 + ~p2 - t • o 4 

Denr.o lUidt do voorwaardo, dat o2 (t2 - ii..x -t d = 0) oirkol C 

lA)'o<lrooht sniJdt: 2niPJ. +: 2n2p2 - t = d ( ,5) 
BaeJolloutiMn w1J c1 an o2 als e;ogovon, O al.S vorandorlllk, soda.t PJ., p2 
on t 1opondo ooardinatcm zijn, da stollcm. (4) on (,5) vl.mdtcm in do 
l."liUtte ~or; is U /;, B, du. z1Jn hot enijctondo vl.akkoa. am sn1Jl1Jn 
t>oG!d.t 4.G cin:ols at. dto Oien o2 loodreob.t en1,1don. 
1•&!!¥1- Do oirlcols., 410 -twoo Diot oonoon:trisobo cirkols 01 · cm o2 
~, .-l~Oft VOJSIIID!l ou. 'bWldol f, • 

:~;,#~ u1t· ~!~• t.Gdoro obkol. u,t do ~01:,.~ . .'°'J. • 
j r , ~ , ,.,. " ~• , 'I• ', .S" f~{; ~:i~i,~i,1~;:;tf'.!t~J{~{'j'/,<u' ,; 
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--14,, loo~ht; 'mo beboort bij iedere niet eoncentrisahe ci.l:'kel-.., 
irlX een, loodl-eehte bundel p ., Is QC van type I', dan is ' van t7~, 
, 9~eerd .. Da basispurrlam van <':){ z.i jn de nulcirkels \ran p en om-

, <erd,. Is « van type III, dan ook r-, .. 
,,,,_,·-•,l• oirk.eht die oirkel C loodrecht snijden, worden a:fgebeeld op het 

... ,v'JAk .(4). Zij vormen een cirkelnet~M hee:ft gelijke mcht ten opz.ichte 
· van al.le c:irkels van het net (machtpunt) .. 

· Ga.at men uit van een parametervoorstelling van hat vlak (4), dan 
vindt men voor de vergelijking van het net: 

~ c1+ f c2+ (1- A- fJ- )C3 = O; (6) 
Hierin zijn c1 , c2 , c3 drie cirkels ui t het net, die niet tot een bundel 
behoren. 
Er zj, jn vier soorten cirkelnetten: behal ve de dri e typen, waarva.n de orth og:-­
thogonaalcirkel een straal heeft, die positie:f, imagimir en nul is, nog 
hat nat, besta.ande uit alle cirkels, waarvan het middelpunt op een gege-· 
ven lijn ligt. · 

20. De bol. 
1. De thoorie van de bol is voor een groot deel analoog aan die van de 
cirkel. Vergolijking (1) uit § 19 geldt ook bier. 
~ven. 1. .Breng de verg'7li,.jking van een bo 1 op de vormen, n.naloog met 

(2) en (3) uit ~ 19. 
2. Leid de vergelijking af van de bol door vier punten, die niet 

in een plat vlek liggen. 
Een bol net straal nul en het middelpunt in O heeft tot vergelijking 

x{ .+ x~ + x2 = O. Voldoet hieraan P (p1 , p2 , p3 ) dan voldoet,.;o<>k 

( A.p1 ' }... p21~dus ieder punt van de lijn OP. De "bolf' is een kegel net 0 
als ~op en imaginairo beschrijvenden. Hetzel:fde geldt voor eon bol met 
stra.~1 nul, waar,van de top niat in O ligt. De beschrijvenden van daze 
lrogel13 heten isotrope l\jl}Q!!. . 

· 2.l/oor do macht van ecn ;':"'1 ten opzichte van een bol geldt dezelfde .stel­
ling als bij de cirkel ·• i1wee bol1en hebben een machtvlak. De thE'Ocie van 
de bollenbundels is geheel analoog aan die van§de cirkelbundels. 
Opgave. 3. Werk dit alles uit a.an de hand van 19, no.2 en 3. 

;. De voorwe.arde opdat de bollen 
➔2 ➔➔ ) ~2 ➔~ (B) x - 2m.x+c = 0 en (Bi x - 2p.x+:f = 0 

elkaar ~oodrecht snijden, luidt: · 

2m1P1 + 2m2P2 + 2M3P3 - c - f = O (1) 
Ui t (1) volgt: 
§.!;tlJl.ngen. Snijdt de bol B de bollen Bi en B2 loodrecht, dan snijdt, dan 
snijdt Balle bollen van de bundel B1 , B2 , B-z, die niet tot een bundel be­
horan lo~~~1t, dan snijdt Balle boilen van~het volgende bollennet 
loodrecbtr 

A'il +f' B2 + (1 - '>-.-fLlB3 = 0 
Srrljdt de bol B de,bollen ~' B~_, B3 , Bt\,dio .niet tot een bollennet be­
horen loodrechtt fil:\n anijdt B eike r>ol \ran de volgende boller,.:ehoof 
loodrecht: · 

\ B1 + f' B2 + \J B3 + { 1 - ~ - f - 'V ) B 4 = 0 
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. •~ansf ormatie s en ve:rplaa~s1;n«e,n in het , platte tlM 

x' 1. 

21. l. Draaiipg van bet ooordira ten­
stelsel. 
Voor twee ,. nderling_.:_loodrechte een­
heidsvectoren 1t en'V als nieuwe 
grondvec~oren in. ... ... ...... 
u = 1:e cosf + e 2sin <p 

..... -v =- 1 sinf + e 2cos <p 
➔ .... ... -111, ~ 

P = Piu+p2v == (p1cos cp p2 siny>) e1 + (pisinf+ p2cosf) e2 
dus de coordinate:rrtransforma.tie l·uidt: 

{ 
x1 = x1 cos f'J ... x2sin 'f' 
x:2 = :x:j_ sin f + x2cos rt ( 1) 

2. Y!rSchuiVi!Yt van het ooordjl\a.tenstelsel. 
lordt O ~chulven naar O' ( a, bi, dan is ~ x1 = Xi + a (2) 

) x? = x2 + b 
,,,. Algemene rechthoektge coordinatentranstormatie. 

Voer eerst een versehuiving, daarna een draaiing van hat coordinaten-

stelsel ui t.f x.1 = Xi_. 'cos. 1 - Xf sin 1 + a 

} x2 = Xf sinf+ xf cos?+ b (3) 

: 22.. Verpl§!tei!!i@n van het. vla.k.. 
" La.at door eenverpl•ae.tsing het punt P overgaan in het punt Q~ lordt het 

coordinatenstelsel aee "terj;>laatst, da.n zijn de coordina ten van Q in het 
nieuwe stelsel galijk a.an die van Pin het oude. 
Ui-t (3) volgt dus: 

j Y1 = xlcosr- x2sinr + a 

1 Y 2 = x1 ~dn f + x 2cos y> + b 
(4) 

0Rmerking., · In (3) betekenen x' 1 en x'' de coordimten van het punt 
(x1 , ~?)in een am.er coordi;J;tenst~lsel. In (4) betekeren y1 en y2 de 
oo~rdffl~ten van een and.er punt in hetzel:fde coordinatenstels~l. 
(4) ~eet een punttransformatia of transformatie van het v:..u in zichzelf. 
O:Qgve. Sohrij'f de transforma.tieformule s uit: a)voor een draaiing om O; 

2 b) voor een parallelverschuiving. 
3. Sg,bee:fhoeldge coordiJ.taten. 

' In. 21 kunnen wij voor 1i en-; ook twee willekeurige onafhankelijke vec­
~oren :ne•n. (3) wordt dan: 

{ xl = 

-- x2 = 
Ia I~ I = l v I == 1, dan zi j n Xi' 
algemene affiene coordinaten. 

u x1 ' + v x'' + a l l 1 2 
ux''+vx''+b 2 1 2 2 

(5) 

an x2• scheefhoekige ooordina.ten; anders 



( 1) ult, dan vindt men 

Doo:r draaiing van het assenstelsel over een der hoeken 
(7) vo1doen, gaat (6) over in 

b ,2. b ,2 ' . b ' 11X1 + 22:X:2 + 2b10X1 + 2 2oX2+aoo = O 

Geval I. b11 /; o, b 22 -/= o 

bl b 0 Stel xi+ :lQ ~ xi , x2 +:.22 = :x:2 
bll b22 

(?) 

die aan 

{8} 

· n2 o2 (assenversohu:tving, vgl. (2) ). Er komt: b11:x:1 +b2 ~ 2 +boo= 0 
Ie.. b 00 f o. Deel door -b00 : 

11? Tl 2 1 
0 11:X:1 ~+ 0 22:X:2 = . 

Ia.l. c1i> 0, 0 22')- 0 :il:llips. 

Ia. 2. 0 11> O, 0 22 <O Ifyperbool. 

Ia.3. o11 ~o, c 22 <o Nuldelige kegelsnede .. 

Ib. b -o b. *'2.b uz ) . . 00 - ' .. 11 :X:l + 2 2:X:2 : t 

l:t .. l. b11 fill b 22 he.bben gelijke tekens: 

<Vbi1 xi+1vb;i·X::{)(Vb11 :x::i. .... 1Vb22 x~) = 0 
twee snijdende, toege.vo'3gd com:ple:x:e li jnen ( sni jpunt reeel). 
I~~2. bll en b 22 h~tben versohillende tekens. 

'(~xi + f-b22 x~)( Vb11 xi - ~-b22 x~) :: o 

( 9 ) 

(10) 

twee snijdende reele lijnen. . b 

Geval II. b11 = 0, b 22 f. O. Stel in ( 8) :x:2 + b 20 = x~, xi = :x:1 
22 

b «2 b n b. 
2 2X2 + 2 10Xl +- 00 : O {11) 

IIa. b1o ~ O. Stel b 
11 + 00 11 

Xl 2bl0 = X1, X2 = Xz 
-2 -b 2zx2 + 2b10:x1 = O.. parabool. 

IIb. b10 ::: 0' boo 'I- 0' :x:2 = + l ~ v-~ 
( 12) 

IIb. 1, b22 en 000 hebben geli jke teken.a. Twee t.oegewa.gd oomplQXG,, 

vvon-wijd1go 11Jnen. 
!Io. 2. b22 en n00 hebbon vorsohillondo tek0ns. Twoo ro.~la ovonwlj<i.:i~o 

J jn.on. 

b10 = 000 = o. x;2 = o. Twoo samonTe.llondo rea10 lijnon. 

g~avo .. Bo.paal do vorgo.lijking va:n Otln hyporbool op ~ijn asymp+,ot;on 
a.,.a e.sson. 
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bli,m .. Een a.lgeb:raische kromme van de n8 g:raad is de meetku.ndige 
P. , :te 'tan de punian , waa.rv~ de coordira ten voldoen aan een a.lgebra.­
isohe vergelij1cin£: van de n graad in x1 en :x:2 : 

fn(x1, x2) + fn_1(x1 , x2) + ••• + t 1 (x1 , x2) + f 0 ·= O (1) 

:f1~ (:i:.1 , x:2 ) iG ho~r.o::acn van de graud k in x1 en x 2 • 

2. ~ni;jP.,uqten met een rechte lijn. xi= pi+ :X.. ai 

Sabstitutio in (1) ceeft een vergelijking van de graad n in \ (ten~ij 
de coefficient van ~~ nul is). 
Stelli.1'.!8...1.• Een rechte lijn beeft met de kromme in het algemeen n snij­

punten. ~en snijpunt behorende bij een r-voudi3e wortel 1 

moet r-maal .~t-1teld warden. 
26 .. Ged!ag in e,. k t:aa.t door O a.ls f 0 = O. Substitueer xi = \ ai : 

~nfn(al, a2) + }\ n-lfn-l(al, a2) + •••• + Afl(al' a2) = 0 (2) 

Onder·.t;el da.t f 1 (x1 , x 2) niet id.entiek iiffl is. 

BeP~J;::tnf;. P heet een enkelvoudig punt van k, al.s P op k ligt en er lijneri 
~aan, die in P een en:rel voudig anijpunt met k hebben. 
~¥J.n_g. De raaklijn in een en::elvoudig punt P is de lijn, die in P 
een meervoudi$ snijpunt I'let k heP-ft . 
.§.1~JJ:Al'.l:3· Is O een en1rnlvoudil~ punt· van k, dan vindt men de vergelijking van 
van de raaklijn in o, door de termen van de eerste gra.ad in (1) gelijk 
a.annul te stellen. Voldoet de oplossing van f 1 (x, x) = 0 ook aan 
f 2(x1 , x2) = O, dan heeft ce raa!.:lijn in O een m~er ~an tweevoudig snij-

pufit. 
~-1-;ng._ Ben enkelvoudig punt, dat als snij"9Unt met de raalt:lijn in dat 
punt meer dan tweenaal telt, heet buim,unt. 
Is t 1 (x1 , x2 ) O, dan telt O op iedere lijn door O alsdu'tbel snijpunt. 

Be.Eal iD.&_. Een punt P heet r-voudig punt van k, al s er lij nen. be st aan, 
wa.arvoor Pals snijpunt met k r-voudig telt, maar geen lijn waarvoor P 
minder dan r-voudig tel t. , 
~1,!.i~. 0 is een·:-voudig punt van k, als f 0 , fl' ..•.. , :fr-l identiek 
nul zrJn, me.ar fr niet. 
~ajing. l is een raaklijn in het r-voudige punt van ?, wa.nneer P als 
snijpunt ve.:r:i 1 met k meer dan r-voudi~ telt. 
~!lt~ Is_O een r-voudig punt van k, dan stelt f (x1 , x2) = 0 de raa.k-
l1jnen in O aan k voor. r 
Ia O een dubbelpunt, dan onderscheiden wij drie gevallen: 
Twee verschillende re~le ra.aklijnen: knooppunt. 
Twee t:>egevoegd complexe ra~.klijnen: geisolcord p·nt. 
Twee 88J!lenvallende ro.aklijnen: keerpant. 

27 .Asymptotische richtingen en asimptote:1. 
Subs ti tu-eer xi = p1 + '>-_ a 1 in t 1) 

\ n. ( } }\n-1) ? :fn c> fn { 
""'. :rn al, a2 + lpl~ + P2 'c) a2 + :fn-1 (a1• a2)) + • ·I'": O (:,) 

Nadert· a~/91 tot een waarde, waarvoor f {a1 , a 2 ) = O dan nadert een der 
wortels ?an { 3) tot c<) • n 
.fn(x1~ x.2) = 0 stelt een aa.ntei lijnen door O ··"or; des-a geven de aSY.1:!!2,--: 
!~t:.~!t?he, riobt~l'JBen van k aan. 
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'.::·•r";I •~· ~ ..... J."1oh$ing a-;Ja h$t ~"!)so. 
·, · :~,.,: ~d1-• 1'fln ·,\~1 · ta ·c,1 atil ~t • .dan1ia de li.1Jl. ·.' .. ··.·. 
~~ }.ai_~ as~toot •. De T$3."gelljld..n.g 'ND da.a~t 18 4.Ql~.-

·• ·.. . :x1ba Jl +-x2aan +rn-lt al,a2l = o .. ( 4) 
,•· 1 2 < at . ··at. ' 

··<;:: ,11f ~.-= 08; =:i o, den bee:tt men eon b1Jaomer geval. 

~2'3 .. :1. Ge4,:o-y in ean will!!k~rlg pg.\ P (PJ.,Pe>· Verplaats de oorsprong 
c: baar P. :x:1 = xi +P1 t X2 :,22 +P2 • 
;c! · tor . of ·202( , t o2r ,232:r 
¥:2· t(x1,x2)==f{PJ.,P2)+(x1~+x2~)+(xi ~+2X1x20 0 +x2 d + •• (5: 

0 Pl 0 P2 °PI" Pl P2 °P2 
. )df 

L1gt Pop~, den is f(p1 ,p2 ) :: v. De raakl.1,1n in P is (x1-P1 r + 
. or ar "r Pi • + (x2-p2 }ct,: = o. P is dubbelpunt ale dth = ~ = o. Dear de vergolij-

. P2 tj f d f Pi P2 
kingen t'(x1 ,x2) = o, ~ = o, ~ :11: o gean gemoensehappelijk0 oplossing 

011 OX2 
behoeven to hobbon, booft oon algobraisoho k::romm.o in hot algoaoon goan 
dubbolpunt. ~ 

2. '?(>(?~&Si!la op de k!.s.e_lC'f!.~. 

r(:d !! 8 11~1+ 2ai2X1X2+~;t2x~+ 281oX1 + 2a2oX2+ 8 00 = ,0 . (6) 

' 

Vooi- -d~ ~s1t11:n 1~ :f vinat men',. gebrott· malttbide -~ r{p) · .• O! 
~fi:~pl~11P1XfffiiglP2~1~·~1X2) ~a22P2X2 +a10<:x1 +-,P1 }+ 11~0<~2+P~) + aoo=o ··, 
De as1,llp'tot isob.e r1<l'ti~~en volgen u.i t , 1 • ' •· • •• ( '1 ) ---

' ':>' 

, 6ll~f+ 281~':tl X2 + a22X~ :a O ; ' 
Da k~elsnede is dus ecn ellips of nuldel:Ig, als aua22-aj2) O; een 
¥e,.1pf!'rbool, els 811a22-n1~ <o; een parabool, &ls •11a22-e.1~ • o. Zij is 
09n ort.hogon~l19 hyp~:i."'bcol, a.ls 0.11 -t-a22 = 0 : 
o~.::f!!!.11~ J. P13,:g ·( 7) try1:1 cp de e&nvondigsto · wrgelijkingen van ellip~, 
!i)•pt"'.r'tl•:>ol en ... ,P0..1':E:a:tool. 
2. r~ ao~:ptotan van een o 1:rkel zijn de isotrope 11 jnen door het middel-: 
pl!nt' , 7 , • , , , ' . ~ • • • : 

.3. \i'l:.,lk:G ontae.t"dingen boboren bij elk der aan hot slot van dozo !)llragraa.:r 
gvnoo.m-1o govallon? 

--------
§ 29., ~tol!r.60,ponleldc(!!. . . . 

l. uu,.~ ;P(PJ_,~P,~ ool:1- punt 1n XOZ ziJ:Q. on.-.,{ 4i,,q2.q3) hat _punt., 4at uit. 
·P ontstant. door draa11ng om do z-as over oon book f' ; dan is 
4.t •Pl cos' f'r• (2•P2•in fl, 43!1ap3. Pl i;; ±:. /qf +41 , P3=<1,. 
Llgt P o~ tic ,kr()a,Uo :f(x1 ,x5) • O, dan ligt "- op hat ·oppvrvlek · 
t( :t V'Z:f+xf: ~ :z)) :s o. :t:.1gt omgokoord Q. op dit opporvld,,1dan Jtan mtlll_ 
f z.o' bo_palon, dat P op· do Jatamno t{ x1 ,x3 ) • 0 11gti. . . , . : 
~1ooy.ly. DG 'YO::rgol1jk1ng van hot omwont\,)lijllgsopporvlak:, dat ontste..at·., 
,toor d!fltro•q x:2 a o, ttx1 , x3} • b to won.talon oa dG Z-U, lu1dt 

it± ,/~J.,ttxj ,) x,) : 9 · , . • .. 



, . . x2 x2 14- xf +x~ ~~ .. 
Bµ~ps :f + :f 1= l ge~t owent.elizgsbyparboloide 2 + -"2' =1 (1) 

" "· · ,-1' ' 0 ·• ~ · a C . 

· ~f ~ - i = l geeft ee!lbladi8<f· • ....,nteliagall)'perboloide ( o ... 
: ,, . a c x2+x2 x2 

• .. :wenteliEgshalfvlak:) ~ - :1 == l 
' ~ ~ 
, x2 x2 

I(yperb•ol -1' - 3' = - l geef't tweebladige omwentelingshyperbol oide 
a C 

x2+x2 x2 
(draaitweeblad) 12 2 - 3' = - l 

, 2 a C 

:x:l 
Parabool 2 = 2x3 geeft ~mwentelingsparaboloide (va.a.s) 

a 

30. Al,gemene 2P"PervlQ.k:ken. . 
l. »,or de attiene transformatie ( samendrukking) x1=~J, 

•ntstaan uit de •mwentelingskwadrieken achtereenvolgens: 
. • . x2 x2 x2 

· 1 2 ~ Bll1pso1de 2 + :"2 + ~ = 1 
- ab c 2 2 2 

· X X X 
Benbladige hyperbolotde (halsvlak) -½ + :i - i • l 

· a b C 

x2 x2 2 
heebladige hyperbolo1de (tweeblad) ➔ + j - ~. = - l 

a b c 
x2 :x:2 

· l 2 Bllip-tisohe paraboloide {ellipsva.as) ~ + ~ =- 2x3 
. a b 

(2)•, 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

De doorsneden van bet laatste opnervlak met de vlakken x 2 = c zijn oon­
x2 

gru.errte pe.rabolen, waarvan de toppen liggen •P de para.bo(?l x 1=o, ,~ =2x3 
. 2 b 

X 

La.at men •P analoge wijze de pa.ra.bool -½ =2x3 , x2 = 0 met zijn top glij-
x2 a 

den langs <le pe.rabbol j = -2.x,,. x1 = 8a, dan •ntstaat de 
b x2 :x:2 

) 1 2 Byperbolische paraboloide ( zadel vlak ~ - ~ = 2x3 
a b 

(9) 

2; Op bet balsvlalt (6)" liggen de twee stelsels rech'te lijnen r,\( ~ + :l =f", (l + 3) · .Jt(:.! - :1) • (f"(l + :.g_ ) l a c b . en II . . a c b 

\ h( :! -~ mA(l - :g_) ·,r,~ + ~) = 0(1 - :_b2 ) l_,-· a o b a c 
Door iader pum va.n b9t •ppervlak gaat "n lijn van I en Mn lijn van :tI. 
~ +1Ja.n Yan eeznelfde llte+sel ~isen elkaar ( de rang van <le grote 

·.11118.tr:t,i der 4 Yftl'plijitngeit 1s 4). twee lijmn Tan Teraehillerde stelaele 
ill een vlak, sobder aaen te va:llen • .lan elke lijn van I is Mn ... n 91fir&W1J41g en oa.gekeer<l. 
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iigg~ evenee11s(,.,ee · stelsele -ecbte lijnen: 
' . . . .. ·, : ~ ', ' 

. ,,, ...... . 
\6 ·~l x.2 {' ( a - F ') = 2 <r 
< X .· X. 

ltSc-.1 ,.. _g .. ·. ) = p x 
la.: b . 3 

en II 
• 

Hi•·.ervoor gelden am.loge eigensohappen; even\l'lel is nooit een lijn van I 
evenwijdig met een lijn van II. A1le lijnen van· I zijn evemvijd.:ig met 

. . xl x2 xl . x2 . 
~_lak a + b = o, die van II met ~ - b = 0 (richtvlak.'lcen). 

· Me$-tk:undige plaat sen. 

~32. Een vraa.gstuk waa.ri:n een me.etkundige pla.ats in het pl~te -vlak 
gevraagd wordt, kan dikwijls teruggebraoht worden tot een vre.ags-tuk 
van de volgende vorm: Gegeven zijn twee atelsels kronunen K(A) an· 
L( A) , zodat de ve.rgelijking van de algemene kromme van ieder ste1-
sel een parameter ). bevat. Gevraagd de meetkundige plaats van de snij­
punten van overeenk:omstige (bij dez.elfde waarde van/\ behorende) 

kro.mmen uit beide stelsels. Algabraisoh wil di~ zeggen: de voorwa.arde 
te zoekeh, waaraan x1 , x2 moeten voldoen, opdat de vergelijkingen 
K(:x:1 , :x:2 , A) :::: 0 en L(x1 , x 2 , A ) = O een geBteensohappelijke op1os­
sing hebbe.n. De ,gevreagµe verge.li;jking wordt dus gevonden, door A 
ui.t die t-wee vergelijkinge.n te elilDineren. _ ... _ 

!n de ro.1a.,w 6Qen. zich a.naloge gevall.en voor. Hier vo1gen eni.ge 
voorbeelden.. 

' § 33. Regelvlaklte.n. 
1. Een regelvlalt Jmn gegeven worden door een parametervoorstelJ...:L?Jg 

~ = ~ (t) + /\ ~ (t). ·y= Jf (t) is een r1.ohtkromsne. 
·2. Laa.teen ruim"Rktroue gegeven zijn doo» 

,C11t¾·•.:fJl = o, :f'2,-{:x:1 •½•X3) = 0 
, ' ' "·; ➔ ' 

(k) (1) 
\,,,, 



16 
3• Zijn drie kr~en k 1 ,k2 ,k-x gege,m, dan veraijgt men drie betrekking._ 

_,,.. ~ 7 
tussen p en a , door te eisen, dat l de drie krommen snijdt. 

· Door eliminatie van de verhoudill6en van a 1 ,a2,a3 ontst.aat de verge11j-
king v.an het regelvlak met de ridhtkrommen ki, k 2, k 3 •. Is k1 een 
reohte li jn, dan brengt men door k1 een verand.erl.1 jk vlak or:+~ p. • O; 
de snijpunten met k 2 en k:, zijn P( ~) en Q,( ~ ). 1)e lijn PQ, is 

:x:1 = tp1 l A } + ( 1-t > q1 ( ~ ) • 
• Door elim.ina.tie van. t en ~ vindt men de vergelijking van het regelvlak • 
• Czlinders en kegols. ·, 

34 De a.lgemene parameturvoorstelling van oon cylinder is 
,?-:sVCt)+ ~a; 

die van oon kcgol x = p +- A ?(t) • 
Do vorgolijking van do kogol met top Pon richtlq:-omm.o (1) vindt :man 
als volgt: Subfilit.:92or (2) in (1) en elimin0or ). • Substituoor in 
hvt rosul. taat x - .P voor a . . 

~- • Qnwontelingsopporvlakkon. 
35' Hot gdval, dat do omwcntolingsas mot do Z-as sa~val~ is in §' 29 

bohandold. Laat nu do as gog0von zi jn door -:Z =- _p -t- ~ a , on oon 
richtkromm.o door (l}. 
Eon parall~lcirko+ is gegovon door 

{± -p) 2 = r 2 ; a.~= o (4) 
El1m.1natio van7uit (l) on (4) gooft ._ ~(r2,o) • o. D.:) vorgolijking 
'!~ hot opparvlak is dan 'I ( (± -112 ,a • x) =. o • 

• De omhul.lenda van een stelsel krommen. , 
§36 Laat gegeven ziJn een st.e1se1 krommen f'(x1,x2, t) == o. 

De vergeli jking ~ = O stellen wij voor door g(x1,x2, t) .= Q. 

La.at Peen snijpunt zijn van f(X1,x2,t0 ) = 0 en g(X1,X2,to) = O. 
Wij onderstell.en dat in de omgeving van P, t uit g(x1 ,x2,t):: 0 opge­
lost kan worden. in de vorm t = cp (xi,:x:2 ). Substitueren w1j deze ui~­
~omst voor tin f'(x1 ,x2,t) =·o, dan ontstaat h{x1 ,x2 ) = o. 
Stelling. Ste1t h{x1 ,x2 } = o in de omgev1ng van Peen kromtne voor, 
dan raakt deze in P aan rle kromme :f'(:x1 ,x2 , t 0 ) = o. 
Bewijs. De raaklijn in P aan f(x1 ,x2,t0 ) = 0 is 

or o"r 
dij{x1 - P1)+0D(X2 - P2}:: Q; 
I[ P2 

De raaklijn 1n P aan h(x1 ,x2 ) = o is . 

( of +*f, Q_p H:x:1 - P1l+( ~:r i 9f ~ Hx2 - P2) = o. c\pi t 0 ~ op2 cSt0 op2 · 

Daar volgens ondorst-e11ing ~f = g(x1,x2,to) = o, vallen de beide 
vt0 

t-aakli jnen samen. 
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H<:,ofdatuk .9. 

Co~rdina.t.entransformatiES in de :ruitnte. 

§ 37. R'.iezen wij in de ru.imte een niet1we oorsprorig {a-1 ,a2 .a3 ) · en dri~ . 
willekeurige onaf'hankelijke grondveotoren rr. V, -., dan 1Jl1ordt de. qo'6r­

din€d;entransformatie {verg. § 23 h 

X1 x' + V1 
I + xi + a1 = Ui x.2 w, , ! 

Xi = U: X t + V' i x' + w~ x~ + 8,2 (l) l 1 1 

X3 = I 
U 3 X; + vi x' 1 + W~ Xi + aa 

§ :;a. Wij besohouwen speciaal de overgang ol) een nieuw Cartesisch · 

stelse;l. met dezelfde oorsprong. Dan is 

ut 
1 + u1 

l + u; == 1 u1 v; + V2 

V 1 + V 1 
l ll. 

+ V: 2 = . a l u1 w1 . + u" 

w 2. + 
,. w 2 = l + v2. w,. + vi Wl 1 l 

De tra.nsfo:rmatiema:trix S vold.oet dus a.an 

S' S = I , of S,.. = S "'1 

v'.l + u$ 

w2 + u3 

W·· 
2 + V3 

.. 
Een matrix met deze eigenschap beet ortho@~• 

Uit (3) vclgt s s T =It dus 

u:i+v,. 2 1 + v1 +w + w., = u Ul v~ 1 ., 1 . , 
t 2 

U2 + V2 
1 

+ W2.= 1 u .. U3 + V1 V'g + w, 
~ 2 ,. 

U?i + v3 + Wi = l u~ U.3 + v 2 'V3 + W:z: 

v~. = 0 

W3 = 0 (2) 

Ws = 0 • 

('3) 

w,. =e 
W3 = 0 (4} 

W3 = 0 • 

De be-trekkingen {4) zijn a.equivalent met (2). Uit (3) volgt verder 
2 ' 

{de-t S) = ,1, dus de.t S = :t l. 
Het teken hangt a.f van de orientering van het veoterdrietal f, ii-, ""i 
( S 8). 

Hoofdstuk 10. 

Herleiding der algemene vergelijking van een kwadrie~. 

§ 39. De vorm ~ aik xi xl< (l) gaa.t door de transformatie 
I 

xi=2s 11 x1 over in 

I I 

2 a:ik sn s km xl xm = ::z blm xl 

waarin b]m = 2. sn aik skm • · {2) 



Anal, ~feetkunde - 18 -

Voeren wij de matrices A - (aik) en B = (b:ik) in, da.n is (1) te schrij• 

ven ,a.ls 

B =ST AS (2') . 

Daa.r A symmetrisch onderste ld wordt, is •ok B sywnet risch. 

§ 40, In Linea.ire Algebra <?, 34 is bewezen: Bij iedere matrix A 1mn me:n 

eon mtrix T vinden, zoda.t H = T.., 1 A P de driehoeksvorm hceft. 

Uit de afloiding b1ijkt, d.at men T orthogonaa.1 kA.n kiezen, zoda:t 

T-1 = TT. Is A symmotris ch, dan is H symmetrisch, dus H heeft de 

diagonaalvorm. Wij vinden zor 

Stelling. De vorm 

vorl!l ..::::; A· x -2 
..c.:. J ] 

den van A zijn. 

(1) kn.n door een orthoeon:3.lc trans:formatie op do: 

gcbrncht worden, wa.A.rbij A1 , ••• ,An de eigenwaar-

§ 41. Stelling 1. Twee eigcnvectoren vnn een symmetrische matrix, 

behorende bij verschillende eigenwaarden zijn onderling loodrecht. 

Bewijs. Stel .\1ui = L aik u"k , A1V;, = 2 aik vk , A1 # i\~ • 

A2Lu:i vi= Za:ik u 1 vk = L8.ik uk vi (want aik = a.ki ), dus 

( A1 - "~) L U :i Vi = o, dus Z U j vi:= a. 
Stelling 2. Alle eigenwaarden van een reele symmetrische matrix zijn 
reeeL 

Bewijs. Was A1 complex, dan wa.s A1 t A., , dus 2 u.:i ui = o, wa:t niet 

kan. 

§ 42. De algemene vergelijking van een kwadriek 

(3) 

kan dus door een assendraaiing gebracht worden op de vorm 

\ 11 l ,::1. l 1.l<. 2 ~ 1 Q 
t1..,X1 + /\2X:2 + /\3:X:3 + ..::'- bc,l :x:1 + a.co :::: 

1:d 
(4) 

A1 , A:l, A3 zijn de eigenwa,:'1.rden; de ni.euwe assen zijn eiganvectoren 

van de matrix 

A = 

al2 al3 

a22 a23 

0.,2 B..;3 

§ 4 3.. Om de werking van aen algemene transformatie van Cartesiache 

co"ordina.ten ta onderzoeken, me.ken wij (3) homogeem 



Anal. Meetku:n{te 

3 

'I 

~ a :ik X 3 xk = O; 

de ooordinatentrens:forma:tie ts clan: 
. i 

(T) { Xo = x. o . . 

xi= ai x; + ui x; + vi x~ + w1 x; (i. = l 1 2t3} 

Verstaar:i wij onder D de ms.trix der ai:k (i,k = 0,1,2,;) en order D1 

de matrix der b fk , da.n is volgens § 39 

(6) 

Daar de matrices S en T niet singulier zijn, is de rang, zowel van 

A als van D, tegenover co~rdin.:.'l.tentra.ns:formatie invaria.nt (Lin.Alg. 
§ 30). 

~y_~ .. Bepaal de rang van A en D voor de verschillende ypen van ke­
gelsneden ( § 24). 

§ 44. De vergelijking van de kwadriek luidt nu 

(7) 

Geval A. A.1 , A1 , .>i 1 niet nul. Door een assenverschuiving brengt men 
(15) op de vorm 

\ 112 \ . 42 l 111 
l\1X1 + A 2 x2 + AJX!. + b 00 = 0 (8) 

A 1. b 00 F o. Algemene kwadriek. 

Het verschil tussen het Mntal positieve en het aantal positieve coef­

ficienten in (16) heet de @1,&natuyr. 
S ie;natuur 4. nulde lige kwadri ek. 

2. ellipsoide of tweeblnd. 
o. halsvlak. 

A2. b00= o. Kegel; nuldelige of algemene kegel al nae.r de tekens van 

A1, A2, A3• 
GevaJ. B. A3= o, A1 en ).. 2 niet nul. Door assenverschuivin,g 

\ 112. 1 u:2 II 
A 1X1 + " 1x2 + 2b03 x3 + b 00 = 0 (9) 

Bl. boa ;. o. Weer asserrvarschuiving. 

= 0 (10) 

Pare.bolotde; elliptisoh of hyperbolisoh el mar de tekena van A1 , ).1 •. 

• 
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B2. !n ( 7 ) is b 0 , = 0 t b <10 ~ O. 

Elliptisohe of hyperbolisohecylinder. 

BJ. In ( 7 ) is bOi = boa = O.. . . 
Tw~e snijdenda v laitken irdel t:,f. 1'«>$g8Voeal1 comp;tex), 

Gevnl O. i..2 := A;= o, .>i. 1 ,; o. Assemrersohutrtng gee:ft; 

+ b00 = 0 . 

• en b~a niet beide nul. Kies de X; -as langs de lijn 

2 Ill Q + C 02 X:;i. = 

Parabolische cylinder. 

C 2. b O ~ = b 01 = 0 , b 00 'f. 0 • 

Twee evenwijdige vlakken, reeel o'f toagfi'loegd complex. 

c;. b 0 2. = b 0a ;;: b 00 = o. Re~el dubbehllak. 

(ll) 

(12). 

Opgave. Mank een tabel van alle typen .. 1 an kwadriekon met hun ee:n:vou­

digste vergelijkingeni berekon voor elJt type de rang van A en van D. 

§ 45. 1. In geval Al en Bl kan men b00 , resp1 b03 berekenen, door 

gebruik te naken vnn de betrekking de·\• D' = dat. D, die uit (6) 

volgt, Voor de be111ling· van de gedaante van het 0ppervlak is bet dus 

niet nodig, de coordinatantransformA.t&e uit te voeren. 
2. In de geva.llen, waa.rin een of mee11 middelpunten aanwezig zijn (Al, 

A2, B2, B3, C2, c;) kan men die middr:lpunton direct vir:den. Da!\rtoe 

trachten wij door eon a.ssenverschuiv:i.ng 
I 

xi = xi + Pi 

de termen van de eorste graad te la.ten wegvallan. 

(;) of f (x) = 0 gaat dan volgens de formule van Taylor over in 

o 2f -'bpi?> Pie - 2aik • Een middelpurrt 1Soet dan voldoen e.an 

i £:~ = a11x1 + el.2x2+ a13x; + a10= 0 

1 ~ = 821 xl+ r~2x2+ a2;X3 + a20 = O 
2 

l. o t 
•ix,= a..,1x1 + t32X2 + B33X3 + 6 30 = O 

(l;) 

(14) 
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Dit zijn de rd.ddelpuntn•x-g,,~t~~~n. Hun ~leine matrix is i. . !)i~;.i:1 
;, Uit (13) blijkt nog, dat;·~ senoemde geve.llen de bekerde tejftif~~ 
ge lijk is a.~n f ( p) , .-t';i{it · i••· 
4. Sche118. voor de bepaling '1~i~1

; • ~,·•• een ~ri,W;rt:f 
a) Bepa.a.1 de eigenwaarden A.11 vaa.A. 
b) Bepaal zo mogelijk door toepasaing van n<>. l of no. 3 4e nqg onlM\J~:::: 
kende coefficient. De vorm van het oppe:rvlak 1s nu bemnd, 
c) Bepae.l de asrichtingen als eigenvactoran va.n A. 
d) BGpaal het middelpurrt of de lijn of het vlak der middelpunten uit 

(14). Het laa.tste gaa.t niet in de geva.llen Bl en Cl. Men kan in deze 
geve.llen een punt van een ~mmetrievlak vinden, door hat midtien tus­

sen de snijpunten met een lijn in een asrichting te bePR,len. (:W.ter 

bespreken wij een algemene methode ter bepaling van aymmetrie~lakken).: 

§ 46. Uit de gereduceerde vergelijkingen in § 44 vol.gt: Heeft de 

ko.rakteristieke vergelijking een dubbele "WOrtel, dnn is de kwadriek 
een omwentelingsoppervlak; zijn de drie wortels gelijk, dan is ~e 

een bol,. Bij een du'bbele eigenwaarde >.. 1 is de rang van 
A- A 1 I gelijk aa.n L. (Dit laatste geldt a.lleen bij reUle coeffi~ 
cienten). 

Opgava. Onderzoek do laatstgenoemde eigerach.'lp bij kegel.sneden. 
Nodig en vold.oende, opda.t (;) een omwentelingskwadriek voorstelt, is 
dus 

en cyolisch. 
Als a12a.13a.23 # O, is (15) gelijkwaardig met 

A = a ... a.J;~o.13 = a ... a2la23 = a.. - a~1al2 (Jacobi) (16) 
1 11 a23 22 a13 ,; a12 

Q:gmve. Wat wordt ( 15) ala bijv. a.12 = O? 



§ 47. Analoog met boefd$'i. 6. tot.~ •t· tfti'1i-1'ifiitie van een1~.· 
:@!paling. 1en raaklijn in een enk:elvoudig punt P i~ een lijn, di•> 

.\ 

een mee:rvoudig snij punt .met het oppervla.k heeft. 

Stelling. De meetkundige pl.eats van de raakli;inen in een enkelvoudig 

punt is een plat vlak (raakvlak in P}." 
Bew1js. Leg O in P. Vergelijking van het oppervlakt 

fn(x 1, x2 : x3) + ••• + r2 (x1 , ½• x3) + t 1 (x1, ½' x,> = 0 (1) 
Sub~titueer x1 = ).. a1 • 2 . (2) 

X fn(a1 , a2 , a3) + ••• + X t 2 (a1 , a2 , a3) + ~ f 1 (a.1 , ~, a3) = o 

D& bijn x1= ~ai is een raaklijn, a.ls t 1(a1 , a2, a) =O. 
De meetkundige plaats der raaklijnen in 0 is dus t 1l~1, x2, x,) = 0 
Stellitlfi• Het raaltvlak in een gewoon punt P snijdt het oppervla.k volgena 

een kromme met een dubbelpunt in P. 
Bewijs .. Leg O in P en vlak OXJ2 langs het raakvlak, zodat t 1 (x1 , x2,:x::5)~ 
!: x3• Substitueer nu in (1) x3 =O; dan vallen de tarmen van de nulde en 
eerste graad weg, dus de doorsnede heeft een dubbelpunt in 0 
(~ 26 }. 

Qpgave. Leid deze Stelling direct a:f uit de definitie van bet raakvlak. 
"' Hee:ft de dooranijding met het raakvlak in P een knooppunt, dan beet P 

een hyperboliseh punt van bet oppervlak; heet't de· dooranede een geisc­

leerd punt, dan is Peen elliptisch punt; heeft ze een keerpunt, dan is 
Peen parabolisch punt. 
Door assenversehuiving vindt men voor de vergelijldng van bet raakvlak , 

\ 

in een rlllekeurig punt P.-

cf df ~t 
(xl - P1)c,pl + (x2 - p2)dP2 + (~ - p3} ~P3 = 0 {J) 

De bepalingen van een r-voudig punt en 'V'an een raq,klijn en een l'-VOu418 

punt Hijn ale in§ 26. 0 is een r-voudig punt, als t 0 , ••• , fr-l 
identiek nul z1Jn, maru- trniet. tr(x1, x2 , x3) = 0 stelt dan de ••t~ 
d. · ige plafl ta Tan de raaklij nen in O yoor ; het is een kege1 van de r 
sraad, met top o: . 
Rvenals in 9"27 vindt men de ,isymptotische richtingen uit f 1/x1 , x2 , X,)'­
= O (richtkegel). 

§ 48. Toepassing op de kwadrieken. 
1. Voor bet re.akvlak in een sillekeurig puntf>rtndt men uit (3 )s 

~ aikpiX.: + i. •o.(x• + P.,,.> + •oo =O 
i,f;l Fl 

(V$rgelifk § 28, (?)). 



';:,",,]:\" 
,,,, 

·"1. ,, -ii i 
~\ ;,, ~ e: !13 de alge,_r,..i: .-.drtet,, t § 44 c~al >,.) is de r.tohtltegel 

A1xl ·+ )\2x2~..., + A}Xj2 • 0 

Dij de parabolo!de is de richtkega•l en:taard in de beide l"iQ.ht:vJ4,.I ... , 

·§ 4.9 .. Uit B- >t.E = St(A- Xi)S yolgtr, dat de ooefficienten uit dEl b: 

rtat1eke vergelijkitJ8 ilmll"iant iaijn tegeni.'#&r coln'd1nate11t~lld · 
Stelt Ai1c de minor van aik in A voor, dan sijn die imariarrtextt 

~11+ a22+ a;;• A11+ A22+ A,;' det. A. 
Betl\'·enis der invaria.nten --..-.- ..... "",____, ......__, --------~~....._ 
Ste~t~- Nodig en voldoende, opdat een kegel drie onderling loodreobte. 
besc'l-i.rijvendon bevat, is a.11 + e.22-+ a,, = O. 
Bewijs.l. Laa.t er drie onderling loodreehte beschrijvenden z1jn. 
Leg de x3-as la.ngs f~n ervan,. x1 ox2 snijdt volgens twee onderling lood­

rechto lijnen, duo a11+ a 22 = O, dus a11+ a22+ a33 = 0; dit geldt in ieiet-" 

co~rdinatenstelsel. 
2. Omgekeerd: is a 11+ a22+ a33 = 0 en legt men de x3-as langs een be-

schrijvende, dan is a33= o, dus a11+ a22 =O, enz. . 
fegelijk is bewe£er.t bevat een kegel een stel van drie loodreob.te be­

schrijvenden, dan b~vat hij oneindig veel zulke stellen. 
Bij een o.lgerr:ene kwadriek is a11 + a. 22 + a.33= O de voorwaarde, opdat er 1n 

elk stel~el drie 2 onderliJ loodrechte beschri.jvenden voorkomen. . 
Ia a 11x1 + a 22x2 + a 33x 3= 0 (l) de vergelijking van een kegel, dan 

is a 11 J:\x1t· a 22P2~+ a,3p3x3= 0 (2) bet raakvlak in P. De loodlijn in 

. . xi x2 
O hierop is a-i, • a p 

11 l 22 2 
• ts). 

2 2 2 Door 0limirmtie van p1, P2 , P; uit (3) en a11P1 + a22r2 + a;3P3 = 0 
, 2 + 8. 2 . 2 Q (A) vind~ men a22a33xl 833 llx2 + a11 a22 X3 = • ~ 

Dit is de complementaire kegel van {1). 
lodig en voldoende, opdat (1) drie onderling loodrechte f'88.kf1'q:k111· 

hee:tt, is, dat {4) drie onderlinl loodrechte beschrijvenden heeft, dus 

8 22a33+ 8,3all t alla22 = O of All+ A22+ A33 = O. 
Dit laatate geldt voor een willekeurig assenstelsel. 
flelli,M. Heeft een kwadriek een stel van drie onderling loodrecbte raak­
vlai:ken, dan beett ze oneindig "Veel zulke stellen. 


