OOTASTUE T4
ﬁ@t ﬁrOJVCUleve vliak, -
er her projeotlevp vliuk vergtaan w13 het uﬂCllQlSGﬂe vl

'%m@% de oneigenlijke punten.

<, aange-

3

5 @gAxloma Lr bestaat cen eenweendvlalge a¢bceld¢ng van de punten van how
projecticve vliak op de getallenverhoudingen (XO, x1,.x2,),,ﬂagfb13 de
punten van een lijn afazcbeceld worden op de oplossing van een homosgene
verg?%lgklng van de ceraste g?aad aoxO + a1x1 + agﬁg = 0 (vergeliijving vou
de 1ijn); omgekcerd stelt iedere vergelijking van deze vorm con rechtc
lijn voor.

Toclichting. wen verhouding @LO, X1, x?) is gegeven door dric jetallen,
die niev allc O zijn; een driet?l (kxo,'mkﬂ, sz), waarin I # 0, bepaal’
dezelfde verhouding.

Depaling. Is P afgzebecld op de verhouding (po, Py pz), dan heet dicdon
Grietal (hpo, kn1,}:p2) (k ¢ 0) .een stel coordinaten van P. Te:it men
ecn bepaslde wasrde voor k vast, dan normecrt men de coordinaten
3. De vergelijking van de lijn door P(pi) en Q(qi) luidt:

Xy %4 %,

Pog Pq Po| = 0

190 %
4. Twee rechtce lijnen ‘hebben één punt Bemeen of vallen samen.
Opdat drie rechte lijnen

(1) agxy + agxy + ¥y = 01 o
{m)  boxy + b1 1 T bpXy = OJ (4.1)
(n) CoXy * OqXq + CpXp = )
een punt gemeen hebben is nodig cn voldoende dat
ay 8y a2
by by by | = 0] (4.2)
cy ©4 Cs
Zijn de cerste twee lijnen van (4.1) vecisgchillend, dan gecft (4.2
tevens de voorwaardc opdat de vergelij! 1agen}ha +Ho; = oy (i=C,1,2)

een oplossing bezitten. In dit geval en slechts in dit geval kan de dox o
vergelijking zeschreven worden als

)(aoxo *oagx, +oagX, + a2X2) f/u(boxo + byxy * byx,) =0 (oo %7
of verkort: »1 +#m = 0 .
(4.3) is de vergelijking van de lijnenwaaier, door 1 en m bhepaald.
5. Zijn P(pi) en Q(qi) twece punten van een 1lijn 1, dap kunnen dc co0%-
dinaten van een willekeurig punt R van 1 volgens de theorie der line-
aire verselijkingen geschreven worden in de vorm: /
ry = A, t*tqi (i=0,1,2) : (5.1

*rij sehrijven 0ok R =AP +/;Q.




6. Begallng Zl;}n ‘),’.l 4)14 m=0 (n) en g1 +§ m =0 (p) twea 1ijn eﬂ
de waaier, bepoald door 3 en m, flan is de dubbelverhoudlng

(nplm) =A‘i:-"—'.

7. Z2ijn P,Q,R,S vier puwmben op 1 1ls in Fo. 5 c¢n is T(t ) een punt bui-
ten 1, dan zijn de vergelijkingen van TP en TQ:
Xg Xy Xy Xg %y X,
m = to t1 t2 =Q0cnn = to t1 t2 =0
| , 4y 4 Q
Pg Py Py 0 1 2
De vergelijking van TR is
Xq . Xq X

A +/Mq0 7’1‘71 +/{q1 Py * 4y
Deze vergelijking geven wij aan door)\m.+>up = 0 2
Evenzo luidt de vergelijking van TY p m +0n =0 .  §}

Nu is (R5IQ) .—./i;— %’ en (TR, T8, TP, TQ) =/-";f:——:§: . g
3talligg e dubbelverhouding ven vier punten op.cen lijn of van vier -
lijnen verandert niet bij projecteren of snijden. s
8. Laat op PQ vier punten _egeven zijn. hi =Zhi P f/yi Qe

(i =1,2,3,4). Gevraagd (R3 Ry Ry Rz).
Oplossing. R,‘ = NP + /0}? Q 32 =}\2 P +/u2 Qe
AL A {N/U e
R, < R,

2 s %“}} |

Hicruit volgt: P =

=) 1T by o
Ry ..)3 P +/#3 { D{;& t"""gt‘;‘; Rz
=Ay PaMyn=sgeRi4 ey, Dl
4 = (R R, 2, R ) = byj g(‘f b’i_, Al/‘“} A /“‘J

3 %4 g T2 V24 = 0] .
YRR ‘ *’)k} {ﬁﬁd

Opmerking. Is R, = R, of (en) D Ry = E4,‘ﬁan s d =1,
Is Ry = 3 of (en} Ry = Ry, den is 4 = O.

Is R1 = R4 of (en) R2 = 33, dan is d =cv

Vallen drie dcr punten samen, dan is 4 onbepaald.

9. ™iJj beschouwen weer vier punten P,(,R,S.

R =27 £4Q. 8 =@P +7 4.a « (R5¥Q) w%-tg—'.

Uit no. 8 volgh: X
(r¢rs) &‘

!mﬁl -l

54 65



- (smPQ)

_ 1 : ‘
CEE g g ey n

e A . i ) .
%ﬁﬁVormen wij de 24 permutaties van de vier punten, dan ontstaan 24 dubbel-
~ verhoudingen, die vier aan vier gelijk zijn. B
- (PaRS) = (R8PQ) = (QPSR) = (820P) = d
(SRPQ) = (PSR) = (REYP) = (uERs) = 1
1

]

(PrQ3) = (G8PR) = (RPSQ) = (821) =1 - &
(2Pes) = (GSRR) = (FR8Q) = (BER) = ——
(SPRQ) = (RuSP) = (PSQR) = (ips) = £
(psna) = (RQPS) = (SPGR) = (URSP) = a"%”T“

9. Valt R 'met 5 samen, dan is @ = 1, dus de zes waarden(9,4) worden dan
1,1,0,%,0,00 .
Heeft (PuRS) één der waarden 1,0,%, dan vallen twee der punten samen.
- 7ij onderzoeken nu, of op amdere wijze twee der waarden (9.4) gelijk
kunnen worden.
d:% geeft d = + 1
d = 1: twee der punten vallen samen.
d = 1: de gzes waarden zijn -1, =1,2, y2,2,V2.
De puntenparen RS en I heten harmonisch.
d = 1-d geeft @ = ¥2. PS en QR zijn harmonisches paren.
a = ?l:fa geeft 4 = 72 + ¥2\/~3. De 6 waarden worden 3 gan 3 sclijk.
Men noemt het puntenviertal aequi-—-anharmonisch.

d= & a 1 geelt een acqui-anharmonisch viertal.
d = d geeft d = 0 of @ = 2, d = 0. twec puntcn vallen samen.
d - 1 d =2: PR en (9 zijn harmonische

paren.
Opmerking. (9.2) is een bijzonder geval van de Tormule:
. ’ A ALDY) =
(A4,P0) (A503FQ) (A3hyRQ)eeeeea(hy A PQ) (A A420) =1
10. Be punten 00(1,0,0), 01(0,3,0), 02(0,0,1) heten grondpunten,
3(1,1,1) het cenheidspunt; zij vormen samen het coordinatenstelsel.
Laat P(pO'p1’P2) een willekeurig punt zijn O4P snijdt 0,0, in

PO(O’P1:P2)' PO = P1O1 + onef

Lvenzo vindt men EO = 01 +,02. (PGEOO1O2) =P,
Lvenzo s (P1E10200) =D,

ens (P2E2OOO3) =



 <~11. ‘Laat P,Q em R drie punten zijn, die niet op cen rochte 113n mww
{,Ei? ieder punt X kan mem M, P A ,V vinden, zodat
“ =Ap; tugy ¥ry (1= 0,1,2) (11«‘;)’

- Geeft men nog, da¢ voor § A=A =V =1, dan is voor ieder punt X de
7,verhonding van Qh,jﬂ en Y bepaald; omgekcerd is door die vevhnudingiﬁ

- punt I bepaald. len kan dus'A /M s ¥ gls coordinaten van X opvatten. s
Schrijft men (10,x1,x ) in placts van (2 Y ,V ), dan vindt men de
coordinatﬁnjransformatie'

i
= Po"o + ‘10"‘1 * ro"é
= pyXp.t q,;xq + T,%) (11.2)

e
O
i

¥
-t
i

= szé + Q% 1 + r2“2

De cefficientondoterminant van deze transformatie is nict nul.

Voor de nicuwe coordinaten zijn de grondpunten P(1,0,0), Q(0,1’0)

“en R(0,0,1,); het ecnheidspunt is 5(1,1,1) :

12. Ook de inverse transformatic van (11.2) is homogcen limeair. Hieruit

volgt, dat ook op de nieuwe coordinaten de vergelijlhing van een rochte

1lijn homogeen lineair is. ‘

Laat A(ai), B(b ), G(ci) dric punten van ecn rcchte lign zijn, zodat
ey uhai f/‘bi‘ Pagt men op clii der puntcn de coordinatentransformatic
{(11.2) toc, dan blijkt, dat c ~ﬁai pﬁ'b

Uit dc definitic No. 5 vol;t nu

Stelling. De dubbelverhouding van wier punten ie inveriant bij coordi-

natentransformatic.

#
o
I

Hoofdstuk 2

S —— - T IV K

Lot reelc projcctieve vlak

1. Alle letters astellen reole gotallen voor.
Uit 1,(9.4) volgt, dat bij vier verschilleide punten steeds twec van de
6 wraarden der dubbeclverhouding nogaticl zijn; dezc¢ behorom bij cen be--
paalde indeling der vicr punten in twee paren. '
Bepaling. Is (PQRS) < 0, dan zegt men, dut de parcn PQ ca RS glkandc
gcheiden. v ‘ :
Stollins. lien ran de van P en  verschillende punten van do 1lijn PQ ”i
zo in twee deelverzamclingen (scgmenten) verdelen, dat twoc punben van o
eenzelfde gogment door P en ( niet gescheiden wopden, twoo punion vaa 
verachillende sezmenten wol. s T
~Bewije: ZiJ R =2 P + #Q, 8 =P +0°Q. (PQRS) =" ' ¢
X =XxP +f Q bchoort tot het cne scgment, als »&)0, tot hei andere als
4.<o. f

e

¥ oo




it \ AJH,’
S ing. Behoten R en S tot ecnzelfde sepment PQ, dan is één der ,
m mt@n RS gen deel van één der scgmenten P, g
I wi; zﬁ en‘g (slot van No. 0 hebben gelijke tekcns; wij zorgen dat
en é‘ p@sﬁiei’ zijn. ﬁjn nu Y en gposztzef dan is YN +7 (‘f’. >0 en
- JF +D0 heeft hetzelfde tcken als g eno, dus T =YR +5 S bohoort tot
hetzelfde segment PQ als R en S, f

3. Is 1 ecn 1lijn en zijn P en ¢ twee punten buiten 1, dan zal één der
segmenten PQ gecn punt met 1 gemeen hebbens 1 verdeclt het vlak dus hiet
in twec delen,

Twee lijnen 1 en m verdelen de¢ waaier, dic zij bepelen, in twec segmenten.
Hicruit volgt, dat zij het vlak in twee delen verdelen, zodanig dat twee
punten uit cenzelfde deel verbonden kunncn worden door ccn lijnsegment,

dat geheel in dat deel ligt, turg%glleen gebroken 1lijn, die eecn yuntvon .her
met: het andere deel verbindt, minstens ecn punt met 1 of m gemeen heeft,
Drie lijnen, dic niet door cen punt gean, vordelen het vlak in vier ge-
biesden met analoge eigenschappen.

Neemt men dc snijpunten der drie lijnen els grondpunten der dric lijnen
als grondpunten, den behoortvbij ieder gebied een bepaalde tekencowbina-—
tie der coordinaten.

Hoofdstuk 3

Projcctieve transiormatics.

1. Bepaling. Zen één-€énduidize betrekking tussen de puntcn van cen lijn
1 en de punten van cen 1lijn 31', waarbij steeds dc¢ dubbelverhouding van
vier punten gelijk is aan dc¢ dubbclverhouding van hun becldpunten,
heet een projcetieve betrekling tusscn tussen 1 en 1'.

gtel, dat asan A,D,C,D op 1 toegevoegd zijn A',D',C',DY op 1'.

-iaai + b Ay =fay +9 by
Men kan de coordinatcn van A*,B',C' 2o normerin, dat
_28. +/4bi ;
uit (ABCD) = (Aj' HQ-ﬁ) volgt dan, dat dc coordinaten van D!
20 genormeerd kunnen wordcn, dat
ea'+¢b‘

gtelling. Bij geschikte normering der coordinaten is voor alle waardcn
voaor A en M aan het punt hA'f/aB toecyevoegd het punt hzkfffB'.
De projecticve betrekking is door de becldpunten van ac drie punten be-
paeald.
2. Valtl moti{' samen, dan is A' = pA + gB en B' = ri + 8B, dus
2 A /4}3‘ = (pA + ;:)u}mw& (gh + a/a)B.

N =pA+ rH

. p r} #£0 (2.1)




i \ A.H. II B
ﬁg»’Een projecticve transformetic op ccn lijn 1 is gegceven door

‘homogeon lincaire transformatic tusscn de p&rﬂm&turS.

ﬁ@k de omgekeerde stelling geldt, want stellellea wij pA + @b =

A'Y ¢n
TA & gBo=

B', dan is aan:kA 4D door (2.1) toegevoegd AT +UD".




ng en de stellingen uit I'0o.1 en 2 zijn ook van toepassing

projectieve betrekking ‘ussen twes wasiers, die uit Ko.l ook

vdanige betreklking tussen esn lijn en een ‘waaier.

.Zen projecticve transformantie in hat platte vlak is een

matie, die 1°)iedere reahte lijn in seon rechte lijn overvoert

m' pO)vier punten van een reclte lijn in vier punten
met dezelfde dudbelverhouling overvceert,

Het baeldpunt van P duiden wij aan met 2!, P! heeft in het stelsel

GéOiU‘u' dezelfde codrdinaten als 2 in U, Ql o4, dus (PO,PI;PZI-

De cofrdinaten (po,pi,pg) van £' in hel stelsel ooolozx worden volgens
Hst. 1(11.2), blz.5, uit (pysPy»D,) verkregen door een howogens line-
airs transformatie

k

waarvan de coefficientendeterminant niet nul is,

Door de voorgaande redenering om te keren, ziet men 1m, dat leders
niet singuliere homogene lineasire trunsformatis een projecticves trans-
formatie voorstelt.

/’ B0 ®o1 %oz
De matrix h = {8y, 8qq alz
\a
z 20 21
. bepmalt de transformatie (5.1} volkouen.
 Verkorte schrijfwijze: Ax' = ax (5.2)

(. Uit de algebra is bekend, dat de niet singulierc homogene transformaties
. in n veranderlijken een groep vormen. De vrojeoctisve transformetics

; op de r=chic 1ijn vormen cen Iroep; eveneens dic in het plutte vliuk,

‘1. den stelling behoort tot de »rojectieves mestlkunde, als alle daarin op-

" tredende begrippen invariant zijn tegenover projectieve transformaties,

Hoofdstuk 4

Kegelsnaden

o Begalin?. den kegelsnede is de meetkunuige placts der punten, waarvan
] @ cobrdinaton voldoen aan een homogence vergeli jiing van de twesde

graad: 2 . 0
— c . ) =
f(x; 8u0%0 T 811X] F8poX5 1728y X Xyt 28, X Xo + 28 X Xy = U
N -
of o Ay T (1.1)
1 k=0

De snijpunten ven de kegelsnede ) ret de lijn P_ vindt men volgens
Hst.1l No.5 uit s

E~a‘ik( >\P1 "]-‘qi)( >\Pk* qu) = U of:
N S agepimct 2 AR Y agepia RO Y agxayag = 0 (2.1)
L
9 Azr(p)f‘zz\pﬂp;q) rpzﬂq =0 {2.2)
waarin —_ d¢ ét
T{pia) = ) egpyq =3 }:pi 3 %} 97— (2.3)
‘Oprave: Beuijs: £{p;n) = £(p) (2.4)

teiling. Iedure rechte lijn snijdt de ltegelsnede in twoe punten, die
of rede verschilland, of re8el sarwnvallend, of toegevosgd complex zijnu.



Vraag: Wanneer liggem P en | harmonisel met de snijpunten S$q en SE'Van
P, met S ° |

, _ 7. ~ \ — ) s s P‘l P.Q \‘ ‘

Is sl = Al?*'Pl“’ S, = )\23.T Ho o dan zijn " en s de wortéls
van (2.1). . . . " it <
(PiB18,) = -1 als R v S —+ .2 =00f f(p;q) =0 (3.1)
Bepaling, De punten P en ., heten poolverwant ten opzichte van a’ ,als
geldt f(p;q) = 0. #

De mestkundige pleaats dor punten, die poolverwant zijn met 2, is de
rechte 1lijn f(p;x) =0 of Y 8ixPiX = U

Zij heet de poollijin wvan 2.

Ligt -, op de poollijn van P, dan 1ligt 2 op de poollijn vin
Bepaling. Vallen de beide snijpunten van 1 met ) in P samen, dan heet
1 de raeklijn in P aan ) . 5 i S

Opgeve 1. De raaklijn in“» aan /  1s de poollijn van ¥ t.0.V. 4 -
Opgave 2. Ligt P op zijn poollijn, dan ligt P op [} .

Up een rechte lijn is aan ieder punt 2» een punt 2' toegevosagd, dat pool-
verwrnt is met 2; omgekeerd is 2 aan 2' toejevesgd.

De puntenparen 2,27 vermen een invclutie cp 1l; deze zan beschouwd worden
als de poolverwantschap t.o.v. het snijountennear (dl,ug) van 1 et

2ijn 5, en &, redel, dan heet e involutic hyosrbolisch, zijn zij toe-
gevoegd complex, dan ellipticch. '
Opgave 3, Is 1 een reaklijn, dan valt van elk nountenoear één Jder pun-
ten in het raakpunt (ontasrde of paravolische imvolutie).

Opgava 4, Neeri voor 1 de lijn 0102 en voor 01 en 02 poclvérvante punten.

Bewiijs nu, det $l en 3, voldoen aan sen vergelijking ven de vorm:

«
ax%-l— bxg =0 .,
Opgave 5. Bepasl in de inveclutie cp 1 (opg.4) het toegsvoegde punt
ven 4?( O:.Dlsp?)o
Opgave 6. Leid uit opg.5 af: twee paren van een hyperbolisehe involutie
scheiden elkaar niet; twee naren van een elliptische involutic scheiden
elkaar wel, (zie Hst.2 1'0.1,blz.b)
sepaling. Vallen op isdere 1lijn aoor 2 de beide snijpunten met )/ in 2
samen, dan heet P een dubbelpunt vanr«Y . Y
Opzave 7. De nodige en voldoende voorwaarde, opdat 2 esen dubbalnunt

van 2/ is, luidt: dF 3 f 3 f
5@0 opq 5p2
Bewijs dit en schrijf deze vorgelijkingen uit.
Opgave 8, MNodig en voldoende opdat } een dubbelpunt heeft is:
4
2ou Bu1 B2
d =185 811 310 =0 (5.2)

8yp 810 8op

[
Bepaling. d heet de disgriminant van ;. De matriz, waarvan 3 de deter-
ninant is, heet de bij y Dehorende fiatrix a. ,
Heeft [ één dubbelpunt’? en is . een ander punt van [ , dan is
f{ Ap£ng) = U voor alle waarden van \ en , dus de héls lijn P,
behoort tot /X . 4 1is ontaard in twee rechte lijnen dcor 2.
Heeft L de reémg 1,” dan hebber de vergelijkingen (5.1) twee onafhankeli j-
ke oplossingen Py en q;; de algenene oplossing is x; = >\pii~pqi.
4r is een rechte lijn van dubbelpunten, nl. de lijn 2 ‘X' is ontaard
in de dubbelgetelde 1lijn 2. b
upgave ., JFen dubbelpunt ven d/ is poolverwant met ieder punt van het
Visk en omgekeerd,

Upgave 10, Bewijs dat een kegelsnede door een projectieve transforitatie
in een kegelsnede overgaat.

.

v (5.1}




g

,‘/“ﬁ‘%{”‘m;}aafwve transformatie jegeven zijn door
«~kx£ of x = sx'. Bewijs dan dat T'(x') = 5’ alm;mxl y
aly = ‘?‘: 21k511%mn-"
: B E S s, (uit ope.11)

Opgave 13. &Er zim oneindig veel driehoeken, waarven elke zijde de

poollijn wan het wer%aam.e hoekpunt is, (Pocldriehoek).
Opgave 14. 1Is Uoo 09 een poold*iehoek, aan hesrt ] een vergselijking

ven de vorm ﬂxnﬁwbxlﬂb?ﬁp g, of ax2§—bx1 =9 of ax2 = U,

- Opgave 15. Door geschikte keuze van het venhsidspunt . {AD nodig
~ imaginair) brengt wen ée vernelijking op é8n der voruen:

I x6~+x§ +x§ = U {algemene kegelcnede)
I g g i = 0 {twee snijdende lijnen) (G.1)
L x5 =0 (Gubbellijn)

De transformatie op ¢8n der vormen (6.1) geschiedt docor een homogene
linesire trensformstis, die men ook als projectieve transformatie kan
oprat ten. -

Bepaiing. Twee kerelsneden, cle dcor esn projectivve transformatio uit
elicar ontstaan héten projectisf asquivalent.

- Opgave 16, Zijn twes kegelsmeden iecer grojectief aejuivalent met
een Cerde, den zijn zij ock onderling projectief msquivalent.
Steliling, Tedsre kegelsnede is projeotief aequivalent met $én aer
kegelsnede (6.1). (6.1) geert dus een volledis jrojeotieve indelins
der kegelsneden, In het bijzonder zijn twee algumenc kegelsneden pro-
Jeotief aoquivalent.

7« opgave 17. Door een re¥le keuze van s krijgt men &én der vergelijkin-

S Bl S

aen: >
fxeirxg—vxz = ¢ (nuldelige kegolsnede)

[

{)x% X *—xg = 0 (eerdelige kosclanecdo)
2,
o F X

X % = g {twee toerev,compl. lijnen)
xg xg = Q (twes re8le 1ijnen)
\xé = Q {reile dubbollijn)

opgave 18, Geef de definitle van reBiel projestief sequivalent,
Bewl }Js het analogon van opg.lé en geefl cen vélladige cogel-pro jectiove
indeling der kegelsneden,
Opgave 19. Zlke twee eerdelige kogelsneden zijn op onoinciz vesl wijzen
refiel-pro jootiefl naquimlant.
~ Bepaling, den punt P ligt binnen de eendalige kegelsnude 4 » als
1€ ax*ﬁ 11jn door P twee refle puntmx met /) gemeen heoft, > 1ligt

buiten » , als minstens eon 1ijn door 2 @een rolel punt ret J geween

Gﬁgévv 20. 1s xgw&xg«wxg = 0 do vaergelliking vmn(&-, dan ligt ﬂz
binnen Yy ; O, en 0y liggen buiten . '

Opgave 21. Ligt P binnen f} , dan snijdt de poclliijn p van 2 )Y riot
in relile punten. Li%t P buften ;Y” dan hearlt p el raéla punta&’mﬁt Y
gemaen (uit cpg.2v ¢

© Upgave 22, laat :zasr x8 - x‘* = 0 de vergeli king von g zi.m. 3epoel

I& %
de mmm wn ? (gx) ﬁlminww xa uit de wrgeli,}kiwm vgn y en




, v@r@e;*ap;
Gan is in &én der gebile-

‘vyxave 25 Ligqun Ol on 0, 09 g’ en is O de pool van 0 0,, dan is
ax

te vergell jking vean % @ E

X, = U,
o U 172
Volgens hst.2 no.l hoelt %l, dus ook X%, VoOr de punten van voerschil-
2

- lende segmenten OquUs vorschillende t:kens, De tuee segmoenten bohoren

dus tot verschillende rmubicden,

Opdat P, eon raaklijn aon Y is, meet (T
wortels ki A hebboen, dus L(”'Q)L -~ £{p)i
\//

\
/
Opgave 24, Uit con punt buiten N zijn do raazlijinsn redel, ult cen
punt binnen Yy toog JVOV’& sompleZ., {(Lit onz.2l).
¢ )

Y (blz.7) twoe gelijke

Loofdstuk 5

Hlgehrcdccne kroma.n.

Bepsling. don glgg};p<§:{g Iromie van do grazd n is do mecthkunaigs
nlents van de Lnﬁbu; 7ieT codrdinaten uan een hemozens algebralsche
vcrvelj"““ng van Ge gracd n voldoen.,

Opgave 1. Twee algelraische krormmen van de gradcn p €n @ 7CYmMeRn saich
een (ontaa rd&) algchraische krommie van de graad p—+o.

Om d¢ snijpunten varn d: kromme net ds lijn 2, te bepalen, substituoers
wij in haar vergelifkive x, = >\p -+ P, -

Er ontstaat cen hﬂnurb“o vorgollgklng van d¢ gruad n in A en Be
Bij icdere cp10881ng hicrvan besheoort een snijpunt, Ip)ﬁ By een -

voeudige wvortel, dam is k de multipliciteit van het Dbijbehoronde sn13~
punt. De som der multipliciteiten van alle snijpunten ven 2, met do
kromme is dus n, '
Is R.een meervoudig snijpunt ven 1 met de kromus, dan is 1 de reaklijn
in B, 2ij f(yo,xl,xa) = (¢ de Vvorge 1ijhizw van de kroruie s'

>\ri—f~ ps ) >\ f(r )+ %n—pz 161* >\n—(_ S‘s s:&5 6 + .o

(Teylorrecks). Zzij nu R ecen punt vum ¢ kromie, dus f(ry) = O.

X e e o f
ligt op de ragklijn in i1, als ST e = U
T
, ; : A — 5f '
Ds vergeliiklnq van J& raaitlijn 1s dus / xig~— =g {3.1)
e T
N 1
Is B L = S t = 0, dan heeft isdurs lijn dcor . in il cen duodbel-
srl &,

tellbnd snijpunt met X

Bepaling. Heeft iedere liJn door ¥ in R een k-voulil: snijpunt mct b/
an 1s R sen k-~voudig punt van .

Opgave 2. otel de voecrwaarde op; opiat & een k-voudig punt van 2’ is.
Opdat de raaklijn (3.1) door P gasat, is necdig en voldocnde det

@

. 3
j{:pié%g = 0, De¢ raekpunten liggen dus op de lvomme E;val L Uy
-‘-i
de eerste poclkromme van P t.0,v: y . Deze gaat ock door cverbtucle
meervoudige punten van .
Bﬁbft '{' goon meervoudige puntem, dan heeft de eerste pcolkreuwic ver
) snijpunten met Y ; uit een willekeurig punt kan men nln-1:
raak1;1nen aan trekken, Dit getal heet de klasse van . eyt

¥ ueervoudige punten, dan 1is de klasse kleirer dan n{n-1).
¥ 5 .




Hoefdstuk 6

Lijnco6rdinaten.
S e ———

g@ing. Is uyx,+ UpXy +UpX, =0 ‘1.1) de vergeli jking van een
1ijn 1, dan heten Uty ,U, de codrdinaten van 1.

_ Opgave 1, 1 bepaalt de verhouding van zijn cobrdinaten en omgekeerd
; J
2. 1 snijdt 040, in P5y U105 In 2, Uy Qy in 2y, met 2, (v, »Us, ul),
- 23(~u,,0,u ); Pyluy, -u,,0). Bewijs iit, alsook: ,
De "eenheidsreohte“ X+ X +x, = 0 snijdt oool, 0102 en 0200 I8SP.
in thl,-—l,o); Fo{o,l,-l) en ¥ (-1 0,1).
Opgave 3, (P0300102)=ul:u2,(P'F 0.0 )=u RLPLLAY (P PO 91 )~u su

117270 272701 1
Opgave 4, Stelt nmen 0001 voor door P OUP door l Q. & d decor fo,enz. y

0 I
dan wordt dit: :

) (10f0a2a1)=ul (llfl o 2) il 1 sT,8q8 }auo Uy {1.2)

3. De betrekking (1 1) laat drie interpretaties toe:

a; u vast, x veranderlijk: vergelijking van een 1ijn.

b) x vast, u veranderlijk: de vergeli jking van een 1ijnemvesier{punt).
¢) x en u veranderlijk: incidentievoorwaarde ven punt en lijn,

4, Uit de symmetrie van de incidsntievoorwaarde volgt het vlakke duali-
teitsbeginsel: Komen in sen stelling in de pro jectieve meetkunde geen
anderes meetkundige begrippen vocr Can "punt", 71ijn® en "incident",
dan ontstaat weer een juiste stelling, wanneer men de “roorden punt en
lijn vervrisselt,

i (?g%am 5. De formules (1.2) staan duaal tegenover c¢ie uit Hst,l llo.1l0
ﬂpgwe(é Ho?m en bewijs de cumle stellingen van die uit Hst.1l osi2,
L0 %,4,5 (blz.3

5. Toeren wi] een co&rd%natantmnsfomatie uit (Hst.1, (11‘2) blz, 5)

x; = gsmzk of x = x' {5.1) -
dan gaat (1.1) over in Zui z:aikzé =9 of ZZ Bik“ix;c =0,
De cobrdinaten van 1 op h:t nieiwe stelsel zijn ﬁu§: :

PECH (5.2)

‘n;t u' =8T- u = (7)1

Ling, De transformatie (u } QS“I}T heet contragredient met S,
. De lijnesdrdiinsten tmmrom%n zich mmragmdiént met de

6. Upgave 7. De ecoSrdinaten van de pcollijn p van 2 t.o.v. de kegalanada 3/
' {zie Hst.4 NNo.3 blz.8) zijn

}:a P s u =Ap (6.1}
ik
Is g nie’c ontaard, dan is det.ih £ U, dus is py = Z Ty e (6.2}

*v p= la = A7
P ligt op Y en p reskt aan ,2ls:

X P9y =0, dusfagpp =0 of § myun =0

{6.3) (6.4)
(6.3} is ce m 1ijking van op puntcoBrdinaten, (B 1) ce Wmelmm

ven ) i jncobrdinetex.
m mrmlm der raaklijnen ven esn niet-ontaerde kagqlﬁm

% duaal tegemover de verzamsling der punten van een niet—-ammm»

@a&#@aﬁm i , .
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i §.

3 Hst. 4 los.2,
~egelsnede bestaat uit twee al of nist samen-

va ende waaiars. k SR :
Yoor gntaarde kegelsneden £eldt de stelling uit No.6 dus niet.

Hoofdstuk 7

AfTiene lleetkunde,
e e sy

frainnad)

Bepaling, Het affiene vlak is de verzameling der punten van het pro-
Jectieve vlak, die buiten een gegeven 1lijn & vallen.

(u) heet de 0n91g8n111ku 1ijn, Twee 1ijnen, die elkaar op W snijden
heten evenyijdig.

HTen affiene transformatie is cen projectieve transformatie, die W
invariant laat,

Opgave 1, De affiene transformaties vormen cen groep.

Tot de affiene meetkunde behoren al die begrippen, die bij affiens
transformatie invariant blijven.

Opgave 2. 3Ivenwi jdig is een affien bsgrip.
den affien codrdipnatenstelsel is een projectief codrdinatenstelsel,
waarin (W de vergeli jxing xo = ¢ heeft., Wij schrijven U,x,Y voor

00,01,02 en we norneren de cofrdinaten zo, dat overal Xy = 1, dan heten

‘xl en x2 de affienc codréinsten wvan X.

Opgave 3, Leid uit Hst.l lTo.10,blz.5 de meetkundige butekenls van de
affiene cobrdinaten af.

Opgave 4. Op cen affien assenstelsel krijgt een affiene transformatie
de gedaante: '

*1 T A% v B10%p 4 Fxp (2.1)
.xé = 8,0%; & a5, +8,, | (zlo Hst.3,{5.1) blz.7)

Opgave 5. Is P een gewocn punt en A een onnigenlijk punt, dan is de

paranstervoorstelling van PA:
‘ >\ , 30 _ A
B’eeali%‘ Is BGI D.C’J’ 01 b + ai, 31 = di Pbi s dan*is ]-5--_-: = -}-—):—
Opgave 6. BG -1. :
cB D2 LUF DF
Opgave ‘7. Liggen 3,C,D,E,F op een rechte lijn dan i — — = -
’ BC D3 3C . BC BC 3C
Opgave 8, Is BC/DEJFG, dan is — — = —, :
: Di TG FG

Stelling. De verhouding van twee 1ijnstukken op een 1lijn verandert nist
1] parallel-projectie op een andere 1ijn.

Agy P ow R .8 Gegeven: q; = py+ Xai 8y =ryt F‘ai
- A} ':: '+—\>{& S' 31"«}' ,b
B 1 1 S TR
Py =p;+ Yooy 4 Tt Poy
LI - ' VoL ——
T3 1’1’*’3\3 °3 \ 8y =83+ Ty
Te bewijzen: _— = 2y

1!

dewijst Do vergeli jkingen
(p-vi= x'y - A X:}
(TC“)=;1:V-;11 ,

hebben twee onafhankelijke oplessingen (a;,b;,e,) en {a, bzgoz), want

G .’
C, £ A, » dus Gi # al. Hieruit volgt het gestelde.
S 2 2



‘Opgave 23. De meetkundige plaats ven de middens ven een stel evenwijdig

; Opgave 10. Liggen B,0,D,3% op een reehte 1lijn, dan is (3CDE) = oD :

¢D 3D, 33

Opgave 11, Is in opg.9 (BCDA) = <1, dan 1s D het midden van BC.

Opgave 12, Welke stellingen uit de affiene meetkunde ontstaan, wanneer’

in de figuur der stelling van Desargues een of meer punten omneigenlijk

zijn? ,

Opgave 13, Geef een direct bewijs van één of 1ieer der stellingen uit
opg.1l2. Leid hieruit weer de stelling van Desargues af,

Opgave 14, Liggen 2,¢ en R op 1 en P',3',R! op 1', en is 2g'//Pl«,

PR' //P'R, dan is g1l' / Q'R.

Bewijs dit, Welke stelling uit de projectieve meetkunde volgt hieruit?

Een kegelsnede ) wordt in affiene cordinaten gegeven door een (al

of niet homogene) vergelijking van de tweede graad.

Opgave 15, Raakt  niet aan J , of is } ontaard, cdan kan nen voor

0XY een pooldériehoek kiezen. De vergelijkiné van / krijgt één der

vermen: 5

2 -
axl-rbx2+o G
2 2
axl+bx2 =
(zie Hst.4, opg.l5, blz.9)
ax2 +c =0
1
axi = 0
Opgeve 16. Raakt /~ in A aan (J , dan kiezen wij X in 4, O op)/ en
0Y langs de rasklijn in O aan )/ . De vergeli jking wordt:
ax?
2+ bxl =0

Opgave 17. Door geschikte re&le keuze van . brengen wij de vergeli jking
ven &/ uit opg.l5 en 16 op één der vormen:

a) x24+x2+1 =y {nuldelig)

]

1 bd
b) ’-‘i*‘x%-— =0 (ellips)
c) xi-x§-1=u { hyperbool)
&) x2+x2 =
) x{ +x? Q
e) xy x2 0
) le +1 =0
2 -1 =
g) X3 1 =0
2 »
h) xJ = 9
i) x?-—le = 0 (parabool)

d),e),T),g),h) stellen ontaardingen voor. .elke? N

Opgave 13.. In opg.17 is een volledige rel¥el -a;rigna indelinzy der kegel-
sneden gegeven. Definieer dit bDegrip en toon de bewering aan.

Opgave 19. Lerakteriseer elk der drie niet-ontaarde eendelige keselsne-
den door zijn ligging ten opzichte van W .

Bepalingm. De rasklijn in een oneigenli jk punt van sen kegelsnede heet

Opgave 20U, Bepeal de asymptoten ven elk der kegelsneden uit opg.l7. ;

Bepaling. De pool van (») ten opzichte ven hest het middelpunt van ! @

U8 pocllijn ven een oneigenlijk punt heet een middellijn. ' ¢

Opgave 21, Verklaar deze benamingen.

Upgave 22, Iedere middellijn gaat door het middelpunt.
De ssymptoten gaan door het middelpunt.

den is een middeliijn; de
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© 10.

u;‘ﬁépéél,an*elk de: kegelsnsden uit opg 17 het middelpunt

Ve
en de middellijnen.

i %egggigg. Jen kegelsnedey die é&én clgenlijk middelsunt . bezit heet

adelpuntskegelsnede,

- De groep der varplaatsingem ligt ten grondslag aan de uetrische meetkunde,
, Up ean (Cartesisch stelsel vormen de paren onderling locdreehie en .-

~Bepaling. Deelt de middellijn ?, van een middelpuntskegelsnede de

koorden, evenwijdig aan de midaellijn Po» middendoor, dan heten Py
en p2 tcegevoegde middelli jnex.

Opgave 25. Z2ijn 2y en 92 de oneigenlijke nunten van Py en p,, den 1is

M2, P, een pooldriehosk van } .

Opgave 26. De paren tcegeveosgde middellijnen van y/snijdan op (v

een %ﬁvolutie uit; zilj vormen ecen straleninvolutie., (zie kst.4, no.4,
blz.

Cpgave 27. Is o =1, X = T = 2, (cpg.26), Gan heeft de vergelijking

<1 ~
één der vormen: xi x8 x§ x8
._.+_J=:j‘_l; ._].=+'...‘==Q
27 42 27 42
a b a b

‘{fat 1s de meetkundige betekenis van a sn b?

Opgave 28. X, = mx; en X, = n'xy zijutoegevoegic niddellifnen, als
Y
mmt? = 4+ B
a‘.

Opgave 29, Alle middelli jnen ven esn narabocl zijn evenwijdig.

Opgeve 30. Bepaal de tcegevoegdo middellijn ven de koerdenrichting
X, = mXy ten opzichts van de parabocl x% = szl.

Laat men een bepasald affien stelsel een speciale rol spelen als
“rechthoekig Cartesisch stelsel', den ken men de begrippen "lengte
en "hogkmaat" definieren. Deze behoren nist tot de affiene meetkunie,
De transfcrmaties, die alle lengten en houkmaten onvorand 4ed laten,
heten verplaaisingen.

door 0 een straleninvolutie; deze snijdt op w de urthog?%g;a invo- e
o (toege-

~ lutie uit, De dubbelpunten ven de orthogonale involutie zijn

" 12,

Door de transrorm%tiez Xy = axi, x, = bx
. (4

voegd complexe) isoirone nunten of cirkelpunten, I en J.

Geeft nen in het »nrojectieve vlak de munten I en J, of de orthogonsle
involutie, dan is het begrip ‘'loodrechte stand" gegeven, 2us ook het
bagrip “cirkel¥(els meetkundige plaats der punten, woaruit een gegeven
lijnstuk onder een rschte hoek gezien wordt,) llen kan dus lengten van
1i jnstukizen vargelijken; na keuze vean een eenheld van lengte is een

- metriek vastgelegd. up deze wijze kemn de netrische ncetkunde als onder-

deel van de projectieve mestkunde boehandeld worden.
Stellingen van Apollonius, , (1)

2

X X
ordt de ellips -%4--% =1 {(2) eafgebeeld op de cirkel ;.,5_2+x§2 =1 (3)
' a b

Z2ijn P{pl,pZE en %(ql;ga) uiteinden van toegewvoegie nmiicdellijnen van

(2), dan zijn ¢2' en UQ' onderling loolrechte stralen vaen (3). Laat
de loodlijnen 2'R' er y'w! cp (X peer. A UM &2 AH\'Uu?, dus

> = |} en 23| = |u}] 5 men kan zorgem, at o] = ql, 2} = -4}

pie+q}® = p1é4p1f =1 pi+ol = o
12, q12 = 412, 012 = 7 2,02 =212
PY°+ e} = al%+a) P5+95

0%+ 0 = a4 b°



‘4

U < p'ql pia«l-q‘z =1 !

q;

P, 9| T

2

| Opgave 31. Breng de twee stellingen in woordem.

Hoofdstuk 8
=
Bundels kegelsnedem

Twee kegelsneden in een plat vlak hebben &f 4, &I cneindig veel punten

gemeen. In het laatsie geval moeten zlj of samenva‘len Of beide moe-~
ten zodanig ontaardern, dat zl] een rechte 1lijn geaeen hebben.

Hieruit volgt: Door 5 punten, waarvan geen vier op een rechte lijn
liggen gaat één en slechts eén kegelisnede.

gpgave 1. Stel de vergelijking van de kezelsnede dcor 5 gegeven pun—
en op.

Door 4 punten, die nie% cp een rechte liggen, gaen onsindig veel kegel-
sneden, die een bundel vornen.

zijn f(x) = zaik K =0 en glx) =¥ buax =0 (1)

de vergeli jkingen van twee exemplaren van de bundel, dan is )\ f+Pg =

de vergeli jking van een willekeurig exemplaar uit de bundel.

Jeze definitie van bundel is niet meer bruikbaar, als de twee gegeven

kegelsneden elkear reken. Wi} cdefinieren meer algemeen: Jfen bundel

kegelsneden is de vergameling kegelsneden, wier vereglijkingen de

vorm \f+pg =0 (2) hebben.

Sni jdt men de kegelsnede Af—%—pg = 0 met de l1lijn x% U, dan vind$ men:
2, ~ x2

Nlayyxd+2a) xyx,+ 8, x5)+ plby xfs 2b) xx,+0,,x5) = 0 (3)

{3) stéls veor itedere vavhouding \: p een nuntenpaar voor; al deze

puntenparsn vormen eéen bundel puntenparen.

wen goed hulpmiddel voor de studie van de neetkunde der mntenparan

op een rechte 1lijn 1 is de volgende afbeelding. aan het puntenpaar

met vergelijking e 3x§+2aqxlxe+a3x3 = ¢ werdt toegevoegd het punt

(ay,8, »83 ) van het vlak T (Afbeelding van Hesse). Het beeldpunt in W
van het punten—nanr ?,, op 1 stellen wij weor door (2,.)

Opgave 2. ier bundel puntexrparen cop 1 wordt afgebseld op een reehte
1ijn van T.

Opgave 3. .en paar semenvallende punjen op 1 wordt afgebeeld cp een
punt ven de kegelsrele  (aja; - a3 = ¢ in W .

Laat het puntenpaar 2, op 1 voorgesteld wsrden donr-

f{x) = a1x§+2a2xlx,, +af(2 = 0 &n het puntenpaar R,5 door:

gix) = h1x1+2blex?+b xg = ¢, De puntenparen zijn harmonisch, als

R en 8 poolverwant zijn ten opzichte ven het puntenpaar 2, ., cus als
fir;s) = v of ﬁl"lal*&ﬂ(rlse"' rzsl)-ra To8, = U {(4). B¥u 2ijn ryir,

en 81:8, de wortels van bltxlxxz) + a‘bg xlzxe)a-b} = U, dus ry8;:rp8, =

2b T r
= by:b) en T1,8% - _ T2, M 3_1?3 Substititie in (4)
T2 B 1 %2 by

geeft: “1‘“3 - Ea..,hzf-ay'bl =u (5).

Gpgave 4. De puntenperen P, , en R,5 op 1 zijn harmnciseh, als de pun-
ten (P.) en (RS) ven T poclverwant zijn t.o.v, W .

Opgave 5. De inveolutie met dubbslpunten A,B wordt afgubeeld op :ie
poollijn ven (AB) t.c.v. (J.

(}mma 6. Jledere bundel puntenperen is een involutie en omgekeerd.
Opga De reskpunten van de raesklijnen uit (A3) ean (O 2ijn de mn 4

_ »tm £M “an (BB).
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- Metrisch bijmonder govel: conoentrische oirkels.

“pma?; bui‘ten () stelt een paar re&la punten van 1 voor,
n punt binnen (O een paar toegevoegd complexe punten van 1,

_Opgeve 9. Bepaal net behulp van de afbeelding het gemesansehanngli jl
~.paar van twee involuties; ga na, wanneer dit uit ro8le puntaen bestaat.
' Opgave 10, De kegelsneden van sen "bundel snijden een willekeurige 1t jn
in de puntenparen van een involutie (uit opg.6).

Opgave 1l. Aan een willekeurige 1lijn ralten twee exemplaren van een kegel-
snedenbundel.
De voorwaarde, opdat de kegelsnede (2) ontaardt, luidt:
Mot Boy M1 tPbgy Mgy tRby } -
Nagg tbyg  Negy +Rbyy %8‘12‘*“"12 | o= (6}
T g RIS |
De bundel bevet dus drie ontaardingen (misschien seizenvaalend) of

alle exemplaren zijn cntaard; het laatste geval sluiten wij uit.
Is )‘l:)ll een oplossing ven (6), dan volgt het dubbelpuny van de ont-

aarding uit de vergelijkingen met coefficientendeterminant (G ):

2
;( MByct Prbgdme =0 (1= 0,1,2) (7)
De poollijnen van n t.0.v, €e kegelsneden uit de bundel {2) vormen de
11 jnenwsaier AP(x; p)+pg(x,p) = U,

» heeft t.c.v, allie kegslsneden {2) dezelfde poollijin, als
gf :%5—:2‘? :25 =2L . 23 = k. (8}
X, X Ry xq éx X,

Opgave 12. (8) is hetzelrde als (7), wanneer men k vervangt door 4111:)‘1 -

Opgave 13, Ne dubbelpuniarn der ontaardingen uit de bundel zijn dezelf-
de punten als diegene, ¢die t.o.v. alle kegelsneden uit de bundel de- »
zelfde nocoliijn hebu an, .

I. Algemene bundal., < verschillende baaispunten h,3,C,D

Ontaardingen: de paren overstaance zijden van de vel},adiga vierhoek MﬁD
Opgave 14, De varen overstaande zijden van een volieaige vierhoek
snijden esen wrillekeurica 11311 1 in drie nuntenparcon van esn inwvolutie
(uit opg.l10}.

Opgave 15. Wat volgt uit opg.l4, als 1 een diagonaal van de mlladige
vierhoek A3CD 1s?

Opgave 16, Ga na, in hoeverre de figuur, bestaande uit de volledige
vierhosk LAJ3CD met zijn dicgonanldrishoek, relel is in elk der mlgende
gevellen:

a) A en J reliel, C on D toegevoogd ocomplex,

b} A en 3 toagevoegd complex, C en D toegevoegd comnlex.

Metrisch bijzonders gevallem: cirkelbundels met refle of toegevwgd
complexe bas ispunten.

Wpgave 17. Jepranl in alk der volgende gevallen II-V de ontaardingen en
eventuele gemeenschappolijke pooldrishoeken, .

II. De basiskeselanedem \em J§ raken elkaar in O, on snijden elkaar

in @1 en 02.
8% %y + 8y X Kot 8y X%y = ¢ (Y] en
Dy X)X, 4D, XX 4D XXy =0 (J) raken elkasr in 0 ,als

8503050 = 841107~

‘Bundelvergeli jking: )\x (:c + X H-pxl 2 = Q,
- Metrisch bijzonder geval: bundel ~a1mmﬂ cirkels.

III. Y en  § reken elkaar in ol en U,. Neen voor y, de pcol van "1%‘
Bundelvergeli jiiing: )A:x 2‘”110 = . ;
affion bijzonder geval: hyperbolan uet gogeven asymptoten.
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IV.Z‘ en 3§ osouleren elkaar in Uy en snijden elkaar in 0y. Door
keuge ven 0, en X 'xoxl-x =u (y)

2
| Dypx5 4 2byyxexy + 2bypxyX, = 0 ()
Vermenigvuldig (X } met X, en vervang X X; door x%

2 2 3=
bzzxuzx2 + ebmxoxz + ablzx Q.
Drie snijpuntem vallen in AT als bz?_-!— 2b01 = 0.

Bundelvergelijhing. >\(x0xl - 4.2) + R X3Xy = J.
bf en 8 reken elkaar vierpuntig in 00

Xg%y - .cf = v | X)
- 2 T ~ 2 - -
Dy X] + DppX5 4 20y XgEy + DpXX, =0 3)

Vermenigvuldig (8 } net x% en verveng XX, door xg

4 x2y 2 2,2 3 .
P11¥p + DppXgXp + 2o XXy ¥ 20ypXrp = O
Vier snijpunten vellen in 00’ als b22 + 2b01 = Q, blz = Q.

. 2 _
Bundelvergeli jking: X(xcxl - xg) + pxg = 0.

Opgeve 18, Bewijs de metrische stelling:

3evat cen bundel kegelsneden een cirkel, dan lopen de

assen van alle axamplaren ovenwi jdig.

(1° vewi js:elomentair. 2° bewijs:met do afbeclding van Hessc)
Toepassing: Bevat bundel IV uon cirkel, dan is dit do osculaticeirkol
in 0y aen )/ . Untaarding: rasklijn in Oy met UyUy. Asscn hiu,wan~

do bisscetricos. Dozo lopon // dc asson ven .

Opgeve 19, Leid hicruit ocn constructic af voor de osculaticecirkcel

in cen punt van oun kogoelsnode.

Duaal tagonover con bundul koegolsnudun staat oon schaer kogolsniden,

Opgave 20. Hoe luidt de vergelijking van een schaar in lijnoobrdi-
naten?

Opgave 21, Hoeveel exemplaren van een schaar gesan door esn punt?

Opgave 22, Do algemene schaar bestaat uit alle kegelsnedon, die aan

4 gogoven 1ijnon rekon. Bepaal do ontaardingon uit deze schaar an de

gomosnschappull jko pooldrichook.

Opgave 23, Do niot ontaardo kugolsnodon van oen bundsl in guval III

of ¥ vormen tuvens do niot ontaardo kuguelsnodsn van can schaar,

{Stol do vorgelijking in 1ijncodrdinatun als bij du bunduchrgslijking

op). Geldt dit ook voor du ontaardc uxumplarcn?

Boon mutrisch bizondur goval van von schacr houft mon, als con dor

oxumplaren hut pear cirkulpuntun is.

Opgave 24, 3tul de¢ sohaarvergeli jking op mot als twuudoe basisoxom-

ploar de ollips: 2 2
? E_. T L 1l .

2

a? b

Opgavo 25, Bowijs dat allc cxomplarun van do schaar dogolfds brand-
punton hobbon {confocolo schanr).

Opgava 26. Welks typen van kogulsnoden kunnen in do schanr voorkomcn?
Opgeve 27. De twee exempleren van de schaar, die door een punt P
gaan, snijden olkasar loodrecht.

Opgave 28. Wat is de vergelijking van de confocale schaasr, waartoe
de parabool 2
Y- = 2px

behoort? llaek ook hiervoor opg. 25, 26 en 27.
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:&flin . Onder een punt van de proiaeti&ve uimte verstaat men de i
~verhouding ven vier getallen (xo,xl, 2,x3¥ die niet a;;q gul zijn,

Opgave 1. Breng deze bepaling nsuwkeuriger in woorden, als in Hst.l,
r ‘ no. l‘ . 71_“‘
2. Bepalingen. Onder een plat vlak verstean wij de vergzemeling van allb,“

punten, waarvan de co8rdinaten voldoen a&n een hamogene vergelijking

van de eerste graad.

ziin P en ¢ twee verschillende punten, dan is de reohte 'j Py B

de verzameling der punten, wier codrdinaien in de vorm Xy )\plﬁ—}qu

geschreven kunnen worden.

Opgave 2. Wat is de voorwaarde opdat dris punten P,y,R op een rschte
1iJn liggen®?

Opgave 3, De punten P,4,R liggen nist op een rechts 1ijn. Bepaal de
vorgelijking van het vlak PR.

Opgave 4. Ga met behulp van de algomsne theoric dor linecaires vergo-
1i jkingon na, wolke ligging 2,3 of 4 viakken in de ruimts kunnen
hcbben.

%, Bopaling. De vorzameling der vlakken door von 1lijn hect cen vlakken-
waaicr, D¢ verzamoling der vlakken door cen punt host cun vilakken-
schoof.

Opgave 5. Stol naar analogiv van Hst.l no4 do vergeli jkingen van ocn
vlakkenveaier of een vlakkenschooi op.
Opgaveb, Definieer de dubbelverhouding van vier vlakken uit een
waaier en bewijs, dat deze invariant is bij snijding met een plat
vlak of een rechte iijn.
Opgave 7. Gesl, near enalogie wmet list.l no.lu een msetkundige bete~
‘ kenis ean de codrdinaten van cen punt.
- 4, Opgave 8. Liggen de punten P,  en R niet op een rechte lijn, dan is
~ een peremetervoorstelling ven vlek PyR: x, = A P+ pa+ 9Ty

Opgave 9. Hoec luiden de formmles voor ¢en ooﬁrﬁinatantransformatia
in de ruinte? {Hst.l no.ll)

. Opgevo 10. De refles ruimte wordt door ven plat vlak niet in twee

~delen vordeald,

Opgave 1l. Vier wvlekken, dic niot door cun punt gean, vordslon do

ruimtc in acht gobicden. Twoe punten in cenzelfde gebiod kunnon vor-

bonden worden door een lijnsegment, dat geheel in dat gebied ligt.

Blke gebroken lijn, die twee punten uit verschillende gebieden ver-

bindt, heeft met minstens een der vier vlaskken een punt gemeen.

6. De theorie der projectieve transformaties uit Hoofdstuk 3 kan zonder
moeite tot de ruimte worden uitgebreid,

Hoofdstuk 10

Kwadrieken.

1.

ing. Een kwadriek is de meetkundige plaats der puntcn, waarvan
Srdinaten voldoun aan een homogune vergolijking van de twoede

graad: f(x) T ¥ eqxx;jx = 0.
1,k=0

2. Hoe bepaslt men de snijpunton van da lijn 2, met de kwadrick T e
last zlaen, da* Hs%.4 10,2 ook voor de¢ rulmtu guldt, ,
3. Opgave 2, Guof de delinivie van poolverwantoe punten tun opzichtec van ‘T‘*
S8tel do voorwasrde op, onaat P on o poolverwant zijn t.o.v. T'.
Opgavs 3. Da muutkund;ga plaats dor punton, dic mot 2 poolvurwant
giinm t.o.v, is con plat vlek, hot poolvliak van 2. Stul do ver-
goll jking van dit vlak ‘ep.
Opgevo ¢, Do poolvlokken van de punton van con lijn 1 vormon cen
vlakiconwooior met drager 1', Jeder punt van 1 is poolverwant met
Mdar punt van 1°,

g, Tweo lijnen met laatstgencemde eigsnschap heten mdam&n&@
en t.0.v, P »
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4. Bepaling: Een lijn waarven de snijpunten met T" in P samemllen,
heet een rasklijn in P aan 7.

. Opge 5. Lamat P een punt vanT zijn.Stel de voorwaarde op, waaraan Q moet
veldoen, opdat PQ in P aan T i'aakt.
Opg. 6. De meetkundige plants der raaklijnen in P aan T is een plat vlak,
dat met het poolvlak van P t.o0.v. T' samenvalt,
Opg. 7. Stel de voorwaarde op, opdat PQ een raaklijn aan T is; leid
hieruit af, dat de meetkundige plaats van de raaklijnen uit P
aan T', als P niet op 7" ligt, een kwadratische kegel is.

Bepaling: Het in opg. 5 bedoelde vlak heet het raakvlak in P aan T'.

Opg. 8. Een willekeurig vlak snijdt T volgens een kegelsnede. Is hot

vlak een rankvlak, dan is de snijkegelsnede ontaard, en omge-
keerd.

2. Bepaling: Vallew op iedere lijn door P de beide snijpunten mek T in
P samen, dan heot P een dubbelpunt van T .

Opg. 9. Aan welke vergelijkingen mocten de coowdimnton van P voldoefn,
cpdat P een dubbelpunt van T' is?

Opg.10. Aan welke betrokking moeten de cocfficiénten 2.y voldoan,, ap@ﬁ%
T een dubbelpunt besit?

Bepalinze De matrix A met de elemcnton oy, heet de bij T behorende
matrix; det. A is de diseriminant van T .

Opg.1l. Heeft A de rang 3, dan heeft " &§6n dubbelpunt P; T is een kegel
met top P.
Opg. 12. Hoeft A de rang 2, dan is T omteard in twee snijdende vlakken.
Opg.13. Heeft A de rang 1, dan is T ontaard in twec samenvallende vlak-
ken.
Opg.14. Geef de definitie vaneen poolviervlak van I en bewijs, dat iedere
kwadriek oneindig veel poolviervlakken bezit.
Opg.15. Ga na, welke betrekkingen tussen de coefficienten 24y moeten
beatmn, opdat T aan de volgende voorwaarden voldoet:
a) T gaat door %
0} T‘ gant door &o vier haakpum;en van het coordinatenvierviak,
o) Het poolvlak van O, is 0,0,0 5
1) 0,0 0203 is poalvimlak van T .
a) Q is dubbelpunt van T .
£) *i" geat dcor 0.0,.
g) T gaat door @Gﬂl’ 0 02, 0103 en 0,0 O3 ¢
h) T reakt in O, asn 0 .0,.
4) T reskt in O, ann 0 _0,0,.
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6. Opg. 16. meak een volledige projectieve indeling van de kwadrieken.

Opg. 17. Een reéle kwadriek kan door een reéle projectieve transforma-
tie in een der volgende overgevoerd wordent

a) xg + xi + xg + x% = 0 nuldelige kwacdriek
b)—xg + xi + xg + x% =0
eendelige kwadriek
2 2 2 2 _
c)--}.c0 -x] + %X, +%X; =0
.2 2 2 _ . .
4) %, + X + X5 = 0 nuldelige kegel
e)-—x2 + x5 + x2 = 0 eendelige kegel
o} 1 2
f) xg + x% = 0 twee toegevoegd complexe vlakken
g)—xg + X%» = 0 twee reéle vlakken
h) xg = 0 reéel dubbelvlak.

7. Onderscheid tussen geval b) en geval c).
Aan c¢) is voldsan, als

A(x0 + xz)z }A(x3 + xl)‘

(9.1)
f(xo - x2)= A(x3 - xl)

Dit stelt oneindig veel rechte lijnen voor, die ap de kwadriek liggen.
BEen tweede stelsel wordt gegeven door '
f (}n:0 + x3)= 0"(){2 + xl) (9.2)
¢(X0 - X3)= P(XZ - xl)
Opg. 18, Een 1ijn uit (9.1) en een lijn uit (9.2) snijden elkaar. Twee
| lijnen uit (9.1) kruisen elkaar; eveneens twee lijnen uit

(9.2).

Opg. 19. Door ieder punt P van de kwadriek c) gaat &én ldijn van (9.1)
en één lijn van (9.2). Deze vormen samen de doorsnede wan het
raakvlak in P met de kwadriek. |

~In het punt Q(1,1,0,0) van de kwadriek b) is het raskvlak x = X43 voor

de punten van de doorsnede geldt xg + X% = 0, zodat deze uit twee toe-
gevoegd complexe lijnen bestaat. Zou nu op kwadriek b)reen reéle lijn

1 liggen, dan zou vlak Ql de kwadriek snijden volgens 1 en nog een
regle lijn door Q, wat niet kan.

 Stellingy Kwadriek b) bevat geen redle rechte 1lijnen; kwadiiek ¢} bevat
twee stelsels rechte lijnen, waarvan elk de kwadriek over-
dekt.

-
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8. Opg. 20. Geef naar analogie van hst. 4 no. 8 (blz. 9) de definitie
van het ®innen-en buitengebied van een eendelige kegel en
bewijs met behulp van de daar bewezen eigenschappen, dat
amloge stellingen voor de kegel gelden.

®pg. 21,De definitie van binnen- en buitengebied is ook bruikbaar voor

een eendelige kwadriek.
Bij de kwadriek b) ligt O binnen de kwadriek; 0., O, en Oy
liggen er buiten.

Opg. 22.Ligt in geval b) P buitenT , dan snijdt het poolvlak T van P

de kwadriek ' vclgens een eendelige kegelsnede; ligt P binnen
T, dan velgens een nuldelige kegelsnede.

Dus ligt P buiten T", dan is de raakkegel X uit P aan T een-
delig. Uit een punt buiten XK kan men twee verschillende raak-
vlekken aan K, dus aan ! brengen; dit punt kan dus niet op T
liggen.

Stelling: Is in geval b) K een eendelige rankkegel aan T , dan ligt
ieder punt van T° Binnen of op K.

Ben vlak deor P, dat T° volgens een eendelige kegelsnede ¥ snijdt,

moet dus K velgens twee re¥le lijnen snijden; P ligt dus buiten )Y .

Hieruit velgt:

Stelling: Ligt in geval t) Q binnen een vlakke doorsnede van [ , dan
ligt Q binnen T,

Cpg.23. Neem veor de vlakke—dcorsnede Q G en leid m.b.v. hst. 4 opg.

22 (»lz. 9) af:

Stelling: Is f(%)= @ de vergelijking van een kwadriek in geval b), dan
is in het winnengewied f(x) <0 en in het buitengebied £(x)> 0,
ef omgekeerd.

Opg.24. In geval c) heeft de kwadriek twee buitengebieden.

H'Ofd§ !g ;lv
§ 1. Algetraische oppervlakken,

Opg. 1. Breid de theorie uit hst. 5 no. 1,2 uit tot de algebraische
cppervlakken in de ruimte.

Opg. 2. Geef de definitie van een rasklijn aan een algebraisch opper—
vlak C,
Bewijs, dat de meetkundige plaats van de rasklijnen aman 0 in
een punt P van O een plat vlak is, het raakviak in P aan O.

Opg. 3. Geef de definitie van een k-voudig punt van 0; stel de veor- ‘
waarde op, opdat R een meervoedig punt is vang O.

$ 2. Vlakcoordinaten.
Opg. 1. Geef, naar arnlogie van hst, 6 no. 1, de definitie van do



