
jii;}-t 11roj0ctieve vlak. 

projectievp vluk verstaan wij het :Juclidische vlak 1 aange-:-· 
d.e olleigenlijko puntcn,. 

A,tio~ Dr bestac.t · c;on een-eenduidige afbGelding van d.0 punten van ho-r. 

proj0cti0vo vlak op de gotallenvcx·houdingcn (x O, x 1 , x 2 ,), _,.·ra~,1"'.bij de 

1-n:mten van een lijn afgcbccld ,01ordon op clo oplossing van con homo:;,one 

vergelijtin0 vc,.n do co;~zt0 .::.;rand ac(-O + a 1x1 + a 2.x2 = 0 (ver60lijl.:i:ns ,.r::..-: 
de lijn); omgckoerd stolt iedcre vergolijking van daze vorm co~ rochto 
lijn voor. 

Toclichting. ::;en v.erhoudinc (x.O, x1 , x.?) is e::.cgovon door dric c,0tallcn, 

die nie·t allc O zij n; een driet{:11 (k:x:0 , kix.1 , kx2) , vmc.1ri11 ·· -4 O, bcps.al·'J 

dezelfdc vorhoudin0 • 
Eepaling. Is P afge'beold op de vorhouding (p0 , p 1 , p 2 ), d.an hoct iccI,J::· 

drictal (1;p 0 , k"\') 1 , ir·p 2 ) (k -:t- 0) een stel coordinc,:ton van P. Jic~6t 111011 

ecn bep2,alde nra,:,rde voor k vast, dan normecrt men de coorclinoton 

3. Do vorselijking van de lijn door P(pi) en Q(q1 ) luidt: 

xo x1 x2 

Po P1 P 2 = 0 

Clo q1 g_2 

4. Tlr,ree rechto lijnen hobbon een punt gemeen of vallen :3amcn. 

Opdat drie rechte lijnen 

(1) acxo + a1x1 
(m) b Ox O + b1x 1 
(n) c 0x 0 + c1x1 

+ fl2'=2 = 
+ b2x2 = 
+ c2x2::: 

een punt gernc0n hebben is· nodig en vold:oonde t.lat 

ao a1 a2 
bo b 1 b 2 = 0 

CO 01 02 
Zijn de eerste t 1:;ec lijnen van (4.1) ve.:,s'chillend, clan 

tevens de voorwaard.o opdat de vo~:gelij · ingen /I ai + )A bi 
een oplossing bezitton. In dit gevnl en slechts in dit 

vargelijkihg Jcschrovon word.en nls 

geoft (4.2) 
( . (' 1 ,.., ) = Ci J.=v, , c.. 

gev.:11 l:an de de:::--:,· 

of verkort~ Al 7 m = 0 · 
( 4.3) is de vergclijking van de ;Li;ipenwaaier, door 1 en m bepaald. 
5. Zijn P(pi) en Q(q1 ) twee punten van een lijn 1, da~ kunnon do cc,o":'.•·, 
dinaten van een 'l!'!illekm.D:-ig }Yl:nt D. van 1 vol[:ons de theori0 dor 1::i. r:,.:·· 

aire ver,Selijkingen .,;eschroven norden in de vorm~ 

r i = A pi + / qi ( i =0 , 1 , 2) 

-'ij sch:r.ijven ook R = >, P / Q. 



,, ... 

t· nm l zij S = t P :tiS' Q. , . 
~& M ,r· _,'.:~bplvs~homing 0U3'.Pr.t) 1a /~ ; f 

$ll}\r~~l1¥• Zijrl ')\'l ~ m = 0 (n) en e1 +<$' m = 0 (p) tw&e; l~j 
bepuald door~ en m, ~an is de dubbelverhoud~Ba 

(nplm) = 1-: r. 
7. Zijn F,Q,n,s vier punton op 1 ols in No. 5 en is T(ti) 
ten 1, dan zijn de vorgelijkingen van TP en TQ: 

,, ' ._':~,;»,' 

cen :punt bui_;, 

xo x1 x2 xo x1 
t 0 t 1 t 2 = 0 en D = t 0 t 1 

Po P1 Pt 4o q1 
De vergelijking van Tn. i 

= 0 

.. ~ 

Dezo vergelijking geven wij aan door~ ra. +r}'n = 0 
Evenzo luidt do vergelijkiI1B van TU e m +tr n = 0 

Jiu is (:'1SI)Q) =4 .' g;.e en (TR, TS, TP, TQ) = /- : f 
-A ~ ~ 

~t•lttB.6• De dubbolverhouding van vier punton op. eon lij~ of ve.n 
·11jce:n verandert niot bij projeoteren of snijden. 
e. Laat op PQ vier punten ;;.,egeven zijn. R1 = it1 P +}'1 Q. 

(i = 1,2,3,4). ~evraagd (R3 n4 n1 R2). 

Oplossing. R1 = °"•P + )',~ Q R2 •A 2 P ~ 2 Q. 

Hiorui t volgt: P • : ~ R1 ..a ,:., R2 ( ik ml ~ft\ 1\ It ,_.,,..,, 
. A 

Q a - ~ R1 + ~ n2• 
- ~ ,.. •1.t 

R3 a )3 p + SI 3 (i = -if- 'R, + -~ R . 
/ 12. --.;l. 1, 

R4 = A4 P +)'4 /'! = .,--~: K 1 + ~ Ri \", µ, ( )., j,I, 
4 • (R R :?. 'IL)= -Z-,3 &,41 t,,l Al.,.MJ •'/\1,,~1, 
· 3 4 17:? .,..._.-= 1 >.!l' R. • -gr, . C l.lr I~~ ;µ~_ "~~ti 
0pmerlt1.ng. Is R1 • 112 of ( en) n3 * n4, tan io d • 1. 
Ia a. • n3 of ( en) R2 • a4 , &Ian is 4 • o. 
Is R1 = n4 of {en) n2 • n3, dan is d .a, 

Vallen drio dar punten samon, do.n is 4 onbapaald. 
9. ,j bosohou~en weer vier punton P,Q,n,s, 
R •AP ~Q. S •eP +er Q,d • (RSPQ) • ~!f • 

(~S) • I o . I O :rd Uit no. 8 volc:Ja : 1~~,1 r ;~ 
1111 · ,. 

,. 



::._, 

1 
= d 

.(. 1:>pc< ''\) -::: J:1. µ~ 

A.M. II 
. ( 9.2) 

( 9. 3) 
L ;IJ'Qrrflen Wij 

lE/4Ll.lJlf: /-d 
terr· 11~I I . 

de 24 permute.ties van de vier punten, dun o;ntstaan 24 d.tibb:el"" 

verhoudingen,· die vier aan vier gelijk zijn. 

(J?QRS) == (TISI\}) = ( QPSil) == ( 1:{?JjP.) = d 

( SB.PQ} = (F~SR) = (HSJT) == (:.2::.W) = ¾ 
(?RQS) = (QSJ?R) = (IlPSQ) == ( Cl (tT'T) V,-t..,,t._. = 1 ·- cl 
(Rl)QS) ((Sl1P) (IRSQ) ( SQPR) 1 = == = == 1 d -
(SPRQ) = (TI.QSP) == (PSQR) ;:: ( / ,,-.-pc•) d - 1 

... t,J.I...L i.) = --cl-

(PSTI.Q) e: (RQPS) -== ( SPQR) = ( 1..2RSP) = d d 1 

9. Valt n·met 8 samen, dun is d == 1, dus de zes wa2rdcn(9.4) TTOrdcn dan 
1 , 1 , 0, (XJ , 0 ,c» • 

Heeft (P~RS) een der waarden 1, o,oO, dan vallen twee der punten samen. 
7ij onderzoeken nu, of op amdere r1ijze twee der vmarclcn ( 9. 4) selijk 
kunnen worden. 

1 
d = d geeft d = ± 1 

d = 1: twee der punten vallen samen. 

d = 1: de zes waa.:t:_'den zijn -1, -1,2 1 1/2,2,1/2. 
-

De :punten:paren RS en. IQ heten !larmonisch, 

d = 1-d geeft d = 1/2. PS en QR zijn·harm.onische paren. 
d = 1 

1 _ d geeft d = '.J./2 ± 1/2 ~. De 6 -vm2,_rde11 word en 3 qan 3 ~e;lijk. 

Mm n.Jemt het :pun-t;enviertal .§§;QUi--anJ:!p.rmonisch. 

d = d - 1 --· gee:..:t. een acqui-anha.rmonisch vj_er-tal. 
d 

d = d geeft d = 0 of d = 2. 
d - 1 

d :::: O; tvrec puntcn valle:n camen. 
d = 2: PB. en (.i3 zijn harmonische 
paren. 

Qpmerl::i11£,. ( 9. 2) is een bij zonder c;eval van de f ormtlle ~ 

_ ( .A1 A2PQ) ( A2) 3 T-Q) ( A.3 All-I'Q) ••••••• ( An-i AnPQ) ( An Ai l•Q) = 1 

10. Be punten 00 (1,0,0), 01(0,1 1 0), o2 (o,o,·1) heten .i~~rondJ2unten, 

E(1,1,1) hot eenhei~S£unt; zij vormen sarnen het coordinatenstelsel. 
Laat P(p0 ,p~,p2) een willekeu~ig punt zijn OCf snijdt o1o2 in 

Po< 0,P1,P2). Po= P1°1 + P2°2! 

b'Venzo ~ 

en: 



•· ··µa.at P,Q • R. d:rie punten zijn, die niet op een rool\te 1:1,it: ~ 
j ieder J)unt X kan JDGa:)\; /A , V vinden, zodat : ···. ·•l•·/, 

xi ·=))pi i"'+:l:.f1.r,r (i • 0,1,2) (11.:1> J 

;)Jf:~Jft'raen·nog, dat·~o~.:11· ">.rr..)' a'¥• 1, Ian is voor iede:r punt' %'.ti.a:·;) 
-~ ,1'iierh.oud1ng van ;\ ,)' eat bepaald; omgekoerd is door die verhou.41rt&', ,. 
' punt ::;r bepi.1ald. Men ko.:n dus•;., j< , W a.ls coordinaton van X OJ)Vatte~-. · 

Sohr:l;;Jft men (x0,x1,x2) in plac1ta van ( A •/' , Y ) , dan vindt men def 
popJ:st~nit~,ntra.n_v'ormfltie: · 

I I \ 

XO== Pcfo + <l(r1 + rfr2 
I I • 

X1 rr.. p1x0.+ q1Xq + r1x2 (11.2) 

X2 =i p2x0 + q2Xi + r2;:2 

Do oeffioientondoterminant van deze transformatie is r1iot nu.l • . 
Voor de nicuwo ooordinaton zijn de grondpunton P(1,0,0), ~(0,1 O) 

I 

· en R(o,0,1,); hot eanbaidspunt is 8(1,1,1) 
12. Ook de inverse transformatio van (11.2) is homoscon lineair. Hioruit 
volgt, dat ook op de nieuwe ooordinaten de vertolijldnc; van eeo roohte 
lijn homogeon lineair ie. 
Laat A{a1), B(b1), C{o1) driG puntan van eon roohtc lion zijn, zodat 
o1 =)a1 1/ b1• Past men op olk der puntcn. do ooordinate:ntrana:f'orruatia 
(11,2) too, dan blijkt 1 dat c1 :)¾ ~ b~. 
Uit de dcfinitio No, 5 volGt nu: 
§tol.liQ6• Do dubbelverhoutling van vier puntcn is inva:dant bij ooordi­
natentrMsformatio. 

_..._... .... •t ··-

Hut ~la pro.J,actievc vlak 

1. Al.le lotters stellon reole gotallcn voor. 
Uit 1,(9.4) volgt, dat b1J vier vorscbilleudo puntGn steeds t~ee van de 
6 ~ender dubbolverhoudin& nosatic1 ziJn; doze behorvn biJ oen bo-- • 
pa.al.de indelins der vior punton 1n t'"IG<l paren. 
Bo1:g.1J.j,Q£h Is (:PQRS) < o, dan zegt mon, dut do -pa.rcn PQ o;.1 RS ells!P4~£ 
gohcddon .. 
Stollin5. I:on lean de van P on Q voraobillonde punten van do liJn PQ 

zo in t~-ru~ doelvorzamolingon (aogmcnten) vcrdolen, dat woo pun'l;on Va». .. 
eemelf do segment door P en Q niet G,eachoiden woedun, twoo punton ~S,/,' 
-.crsohillendo se~nten wcl. ,,e_ g:; , .. 

. Bo'!'"fije: Zt~ R •" P + /'Q, S • fP +rq. (PQB.S) • ) : f .\. 
I a,Jt.P +(IQ ·bohoort tot hot one ao5JDOnt, ala --.i->o, tot het ·~ .. ...,"' t~ . 



• Baho:t:en n ott. s tot eom=:.-0lfde aef>ment · l?Q, dan is 
ten RB een deel vsm eetl deir sognmnten .. 

:~~~j~ = 1 en e (slot van · ;]l)l;;CIU(l!'l:J gelijke tekcna; wij zorgen da~ 

; f ~ •• ~.ll ,.e poai tiof Ei j1;1;~ , dal'.l is 1 ~ + 'f e > 0 en 
>··~'e 4'5" ir hoeft u~•t.:it,t:l,L..l tokon als p on O"'·) dus T = ¥R + 6 s beboort toif 
h~.tzelfde segmexrt PQ ala n on s. 
3~ Is 1 eon lijn en zijn Pen Q 
se~nton FQ (;eon punt met 1 

punt en 'bui ton l, dan zol een der 
hcbbon. 1 hot vlak dus hiet 

in tvrec delen. 

Twee lijnen 1 en m verdolen do 
Hioruit volgt, dat zij hot vlak 

, die zij bepalon, in twoc sec:Jnenten. 

in t"Wee dolen vordolcn, anig dat twee 
·punt(in ui t oen.zelfde doel vcrbonden l::unnun worden doo1~ ccn 
dat, g~bf•el in da. t deel ligt 1 tcrwijl eon gebrokon lijn, 

ene cteel-
met: ~1et amiere deel verbindt 1 minstons ecn :punt met :t of m 
Drie lijnen, die niet door eon punt ,. v.:.,rdolcn het vl 
biod.en met a.naloge cigenschappen. 

lijnse£,mo.nt, 
ec11 J}unw:.1.n 

gomeen hceft. 
in vier go-

Neamt men de snijpunten der d,rie lijnen ala grondpunton der dric lijnen 
ala grond:punten., dttn bohoort bij ioder gebied 0011 

tie do:,- coordinaten. 

Hoofdstuk.l 

Pro jectieve trarwf ormnt::i:cs. i - ....... •. ...., 

1. B~fllJ~• L!en e~n-eenduidi:;o 
1 en de punten van cen lijn 1 1 , 

vier punten gelijt is a.an dubbolvB 
j steeds d,.; 

vr:n hun 

heat een projcetievc Q..~U.";..in~ tussc.n scm 1 en 1'. 
Stal, dat aan A,Il,C,D op 1 toei;uvoc..r,d zijn A 1 ,D' ,C' ,n• op 1'. 

ci :::: ;:, a.i +/'bi; di =fai +O- bi" 

Alen kan do coordinatcn van A· •Il' , C' zo normor;:,n, 
' A I , • 

0 L = .. 8 1 +jl bi ' 
uit ( = (AJniOil) voll,t dan, van D' 

di = f 8i +O--bi • 

atalli!lS• Bij geeohikte normering ooordir1atl:)n 

voor en aan punt +)<B 
ootieve betrekking is door 

2. Valt1 met l.1.' ·-aamen, den i8 

IP i=; {p)t + y,)J\ + ( 
·:tip)+ ~ 

: I 

a pA + 
+ o/A )B. 

en + 

con li 
van 



a.M. XI ~ 
JDen projectioite t:rnnaformetio O:i} son lijn l is get:;ave.n door 

:bomogee:n lincaire ;:;;rs .. 
(»~. de omgckeerde .i.-•t·'!'··4r"w'..i/ii,i.,,,,~;1:,1~,•1' stellellGl.:l j pA + = A• en 

:~ = 13', dan is aan)A 7 :e door (2.1) toe::;;.ovoegd ~A.' +;.n:;•. 



·~.de stellingen uit. n,.1 an 2 zijn ook van toepass 
;eeti.'e~ betrekking -:..ussen t,,e,3 iers, die uit llo. 

e.nige betreklting tua:::en een li,jn en e1Jn wanier. 
~an ~eotieve transf_qrr:11.u;J.~ 1:n bat _platte vlak is een 

rtaatie, die 1ohedora i-e.)ht0 li.in in Bon rechta lijn overtof;lrt 
2o}viel" punton van 01&n roelit0 lijn in vier punten 

, root iiozelfde du'Jbelvu:chou,.ing ovorvce.rt. 
· liet bee1dpunt van l? duiden wtj aan znet ,pt .. i'' hdatt in t stc:lsel 
, O,b0:l.°f""'' dozelf'da ooordinaten ala ? in 0G0l u2..i;, Jus ( p0 , P1 ,P2 J. 

De eot5rd1naton { Po,Pf ,.?z) VBJl r• 1n hot stt3lsel o0u10~ word.en volgens 

Hst. 1(11.2}, blz.5, uit (p1..PP1',p2} verlttegen door een ll0n10:3~n,j line-

aire transfo:rm11tie 
2 

' \ 
AX{ = L~-- au:xk {i-u,1,2) ( 5.1) 

k=O 
waarvan de coeffiolentendeterminant niet nul is. 
Door de voorgaande r0denering om te keren, zict m.:m in, dat ied.era 
niet singuliere homogene lineaire tro.nsformatie een p::--oj,aotit;Yci tran:.c;­
formatie voorstelt. 

De matrix 

t aoo 8 01 
h = I all ~ alu 

~ 

\ 8.20 a.21 
bepaalt de trans:f'ormatie t5.l} \'!Qlkome:n. 
Verkort.e sohri jfwi jze: ,>\:x' == Ax ( 5. 2} 
Ui t de algebra is bekend, dat de niet singuliero ho1:10 trans.forms.ties 
in n verundol;'lijken een groep vo:."roon. jeotiuve tr'"mr;:form1:;.til;)B 
op du r➔ ~htu lijn vo:r1n-;;1n oen •:;.."'Oep; ev1;1neonn clio in t tte vla!t., 
:&an stalling bahoort tot de .!.)l'Ojaotiev1:J , als n da.arin op-
trede.nde begrippen 1nvar1ant zijn tuge11ov\lr proJt,ot h:ve t:::-ansformatias • 

., Bepalint>. :;sen kogolsnede 1s d.e msetlrunc, plaats tier puntdn, -waarvan 
da oo8rdinaton voldoen o.an oen homoetmt:i ,,ergoli j ~ing van two,;;1:ie 
gre.ad: 

f { :x:) = a\JUX~ t ~11xf t· a.22:x~ t 2a12X1X2 t 2a.u2:x:Ux2 + 2a.Jl X ..f1 = u 

of 

i ,k•u 
ani 

Hst.1 
r:.dt lijn .P., 

"pq1 )( APJ:: r pqk) :::: o of: 

·t 2 ~p 

:. 2 ,'\ t( 9) t 2 

t{p;q) = 

, u2 
t· ,-

p; q) r p 2t ( q) 2 o 

t 
V 

--

= u 

• 

se.n.unvullend, or 

t lllt'J:!l 

( 1.1) 

( 2.1) 



;_·S,J<·.:;;"1 

Vi'aag: Wanneer ligge:n ? en "" harmonisoh rnet u.e sni jpunt(m ~l en B 2 van 
P{... :raet l ? 
Is s1 = 1\1.? + PY'-'' s 2 ::: 
van ( 2.1). 
{ ?~ft1S 2 ) = -1 als _}1.l 

\ d 1 · P_, 
1 en P-2 de "'o~tels /, 22-t u 2 .,, · an z Jn , ., ... 

I 1\l \ 2 

P.z = -1, of D .LI . llz ==- 0 of 
A 2 . ~-1 A2 

f(p;q} = O {3.1) 
)\1 

Bepaling. De punten P 
geldt :f{p;q) = O. 

en ,., h0t0n ,E_o_ol verwant ten opzichta van fl ,als 

De meetkundige plaats d13r punten, die poolver•:mnt zijn 1;10t .2, is de 
rechte lijn f(p;x) = O of [ aikpixk = u 
Zi j heet de poolli ~n van f'. 
LJgt , op de _poollijn van ?, dan ligt 2 op de _poollijn vu.n ""• 
Bepaling. Vallen de beide snij_punten van 1 met y in P samen, dan heet 
1 de raal:.:li jn in P aan ,f. . ,, / 
?pgavo 1. D~ raaltlijL_~n P aan.)' i~ de ~oollijn van~ t.o.v. J . 
Upgave 2. L1gt P op z:i. Jn pooll1 jn, aan l1gt P op f • 
Op een rechtt:1 li jn is aan ieder _;_:)Unt ? edl:.: punt .?' toegevo0gJ, <lat _pool­
verv,,2,nt is met 2; oLi.geJ:;::eerd is ... J aan 2' toei;evc<:;1c;<l. 
De punt.enparen :.:,, ,.2 1 vor1:10n een i111rclutie Of) l; deze ::an beschouwd 1.mrd011 
o.ls de poolve1"\mntscha_p t.o.v. het snij:,)unte.:1.9aar (.31,02) van 1 net f L 

Zijn B1 en G;;. reijel, dan heet 5.e involutic hyofirbolisoh, zijn zij toe­
gevoego. cor:1plex, dan 0lliptir:'....ch. ' 
Opgave 3. Is 1 een ra.alclijn, dan Yalt van elk 9u:nt,1n9r.a1" een J.er pun­
ten in het raakpunt (,9_11:t..?-.2rde of Qaraaoliscll0 involutie). 
Opge.ve 4. Neen voor 1 di:.7 lj_jn o1o2 en voor 0 1 en 0 2 poolv6r1.'rnnte punten. 

Bev1ijs nu, de.t ~l en ,>,; voldoen ao.n 0en vergelij1-:::ing vc.n de vorm: 

axf + bx~ ::: u • i:. 

Opgave 5. l3epaal in de invc,lutie cp 1 ( 0pg .• 4) het toogevo(:6de punt 
v:~n 2(0,p1 ,p2 ). 

Opgave b. Leid uit o_pg • .5 af: t-rrne paren van een hyperbolisC',h8 involutie 
scheiclen elkaar n.iet; twee paren van ee:n elliptische involuti(~ sch0i den 
elkaar wel. ( zie Hst. 2 I:o. l, blz. G) 
Be:pe.iing. Vallen op iedere lijn aoor .,? 6.e beide snijpunte.n met f in .2 
saruon, dan heet P een dubbelpunt van .Y • . ~ 
01Jgave 7. De nod igl:3 en voldo0nde voor,/;aarde, opci.at .2 O(Jn dubbel_;;mnt 

van d is, luidt: c}f = d f = d :r = 0 ( 5.l) 

~Po <.ipl ~p2 
Bewijs dit en schrijf deze v-;rgelijl<dngen uit. 
Opgave 8. Uodig en voldoende opdut }"' een dubbelpunt heoft is: 

aou 8 ul 8 02 IJ 

d = 6 ul all al2 = 0 (5.2) 

a02 al2 a22 

µE:palin,g_. d hoet de dis_q_imint!.!11 vun /'. De matrix, waarvan 5. de dete:r-
~inant is, . l_;teet ?-~ bi,1 J be_h<?.1:_enc~~ L~-~t_ri~ A. , . . , 
heaft f een duooelpunt ... --. en is "' een ander punt van l , c.an 1.s 
f{ _AP+ '}-lq) .. u voor alle waarden van )\ en p., dus de h~le li jn P .. 
~enoo:rt· tot J . J is ontanrd in twee rechtG lijn0n icor 2., 
lie.aft .h. de ra:-:n.g l t dan hebber... de vergeli jkingen t 5.1) twee onaf'hanlcali j­
ke aplossingen Pi on q.; de algenene oplossins is x. = \p1. t--U<ii• 

. l. J.. J 

$r ;s een rechte lijn vnn dubbelpunten, nl. de lijn ? V; r is ontan.rd 
in ae dubbelgetelde li jn ?·... Ir 
Opg?-ve 9 o :&en duhbelpunt Y31l y is pool ver-wann met ieder .Punt van h(:it 
V .. LaK en omgekeerd. () 
O_pgave lo. Bewi js dat een kegelsnede door een projectieve t:-:"ansfo:r.1:iatie. 
in een kegelsnede overgaat. -



i't 

.Pit"bjoot:1:Sve tranef'ornntie ;;eg~vcm zi jn doo:-

ot x ~ Sx:'. BewiJ·s t'lan da.t ft {xt \ :.: a' x'_x• l.I~· m l ' 
aim ·'.• e,ik6 i l 8kr.l • 

,n,., . .,.,... ... 12.. . .A.' = LJT ;..s. { ui t ~:, .11) 

Q~ve 1;. ltt :d.~:n onaindii~ veel ·driehoeken, vm'lrvan elke zijde de 
ptiollijn ~an het over.staantle hoekpunt if!. (.l?oclc.2.·iehoelc) .. 
Opga.Ye 14. ls o0o~u2 een pooldriehoek, ,iai."'l heei't ,r ean vergelijking 

,:,.I. ? ,., 2 " " 2 
van de vorm ax0 b:x:1 +- cx2 :: u, of ax0 t bxl :: 0 of' a.xv = V. 

Opgave 15. Door gesC1hikt,~ ;~c.uze van het iJenhtdiJ.spunt _.,; i zo nod 
irnagina:1!"} brengt iuen C:e va;.•r~elijking op Jen d0r vo·c•man: 

( x~ + x1 +- x~ • v { algemene lrngel::r.ode} 
\ ... 
' ') '? 
( x'- + x·· = u ( twee sni j<1ende li Jnen) { G .1) 
111 0 1 . 

t x& = u ( :.:ubbelli jn) 

op e,in der vorrn.en (b.l} (;esc-hiedt 
tia, dio mon cok als p.:c"o otieVt-J 

kri fll.Oll &Jn 

J::: 0 (nuldelige } 

:iii 0 ( l 

( • 
-x2 

l 
:::: 0 { t.\:a \J ) 

( liubbolli ) 

io uit 

1 

) 



r'. 

l. s o .. de pool van l) 0 dan is 
u - 1 2' 

J 
"" ~ .. , 

Volgc;ns hst. 2 nc. J h•:;u:'t ~, c,us ool;. :x:1x 0 voor do punt un van v,Jrs .Jhil-
.A r, '-

L 

lende segmonten o1u2 vcrsc.hilJ.0n..:o t :;l;:Gns. Du t1.rue sognor.ton bohor,.,n 
dus t::::t verschiile~1d0 c,;1Ji,hltm. 

'), Opd1::~t p;J eon raa};:li,in_ao.n a, is,,-FlC,)t (2.G.) (bJ.z.7, tw00 gelijke:0 

wo::.:tcls E: \ r.10buon; :ius .L~p;q)'·/- ~·(_p)f(q) = v_. . . ., _{9.l} 
Opc;o.ve 2.:+. Uit G•:.m pur,t buitun ,~ ZlJn ,10 rau 1::l1,111,.'m r,>Jo.L, uit t.:;GH 
punt binnon v tocir0vo0,~:cl c;orr.:.pl0::. ( 1~ it on~r,. 21). 0 ', - .. ·- . 

l~oof'dstlgc J 

Ber.r.c.l\Ei':, .J.:on sl:):.-;Y,·a:i..sohu };:ToEl!,H3 van cl.; t:sro.r:d n is d,.:c L10-~it};:un,j_if;,_:,; 
r>L•.,'1.ti~ 'Hin d.e pu:i.1·:;d:1; ui.Jr eoordinct on uan euJ: bor.10 ?•Jll•.J ale).; b::.~ais Gh.s 
vur;~0l:i ~:-::ng ,12r1 do c:canci. n voldo,m. 
Opg,:r,ro L '.f.'W'EH:J h.lr;z,l•:ca is(: he krorrrfaon Vcl.n de c;raJ..on p en q 7CrID-3n sar.~.:,n 
een (.9_!1-~Ro.rdoJ o.lscora.:ts0he kromr,rn van do g::. .. aaci p + c:. 
Om do snijl)u:nt0n vnr, dJ k:ror;:rme r.i.it de lijn ?"" ta b0pal, .. m, substitu<J:t-;m 
wij in hnnr Vl3r,goli5ki1 1.~ x. = \p.+ uq .• 

· · 1 1 r· i 

Er 012.tstant uen hcrr:.c.ec::::o vcrgeli jking van d0 grand n in /, er. 1-1• __ 
Bij iod.erc cplossine ninrvnn behoort den snij:punt. Is 1\1 : p1 u(:n 1::-

vcudige '/Tortel, dan is k de rnultiplicit8it van ht~t bijbuho::.."0ndv snij­
punt. De som dor multtplicit0iton van alle snij_punton van .2--.. Iik,t cle: 
kro1nrn.G is d.us n. 
Is R.een m.eervou-iig snijpunt VE:.n 1 r11et d0 lcro1m:-.i.e, dan is 1 d0 raakJ-i 1i1:+; 
in H. Zij f( XO ;Xl ,x,_,) "" 0 de vorguli jkins van de lCL"'OI:2.l.d • 

. . c. \ - ~-r ~ ..., ') . ><2.p 
{ \ . e, ,. .,.. \ n .. n- .L \ _ J. n - c.. .~ \ •..J .1.. 

t l\r1-tpoi, - /\◊f(:ri}+ . l1Lsior1+"' f Lsisl:◊r/)ri;:+~-· 

(Taylorrocks}. Zi j nu a 00n punt vun c~0 J;::r.~omuo, duo r( r i} = o. er 
S ligt op de rna};:li jn in ~l, als \ s. -- = 0 

L_ l?)ri 

De vergoli jkin11 van J.o rnn '.:li jr.i is dus 

?; t ~ 6 ·r ~ 6 r _ 0 Is dro - 6r
1 

- dr
2 

- , dan hoeft ied,~J."" 

( 3.1) 

tellend snijpunt mot A. 
.i3epalin__£. Heeft iedere~ lijn door a· in H een k-vouc.i:; snij_punt mut 
dan is R een k-voudig _punt van y • 

,, 
Opgave 2. Utel do vocrwaara.e o§i ope.at H e0:n 
Op1~t do ranklijn (3.1} door 2 Buat, is ncdig 

1:::-vou<lig _punt van 'x is. 
Dn voldo~ndG dat V 

I .P. b ·r -- o .. T,, - k t 1 · d - , l.or .. • l.lv raa ,.pun en 1€;:SCH:.. U.S op ::.te ,;:l'Omtl18 
i 

\ 
\- .~ f 
/ D -~ -' l..o:.::::: -
-- l. 

= v, 

de eerste poc-lkrornmo van ::? t,o. v, y. Deze gnat ook door ,;;Vfff.tUdlv 

~Horvoudige pun ten van .r . . ·. ti 
Jteeft l{ go.-:;n meervoud1go punten, dan heeft de a-0rstu pcoll::rct.:ii·jJ var, 
J? ;n( r.i:.i) snijpunten net · f ; ui t een vdllakeurig. punt kan m0n :-if r .. -::. ; 
!r'aakl:i..Jnen aan ;r trokkon .. Dit getal heet do ltlas~ van / • o:..:-t 

xn<➔e1··vGudige _pun.ten, dan is de klasse kleit:..er Jan n(:p.-1 }. 



Hoofdstuk 6 
Lijncoordinate:n. 

Bepal..i,ns. Is u0x0 + u1x1 + u 2x2 = o ~ J.. l) de 'V'e:rgeli jking van een 
lijn 1, dan heten u0tu1 ,u2 de co5=dinaten van 1. 
Opgave 1. 1 bepaalt de verhouding van zijn eoordinaten en omgekeerd 

• 1 snijdt o<.Pl in i.J2 , o1o2 in J:.\p u2u0 in .1.\, m.et .20 { v,u 2,-u1 ); 
P1 (-u2 ,o ,u0 ); P2( u1 ,-u0 ,0). Bewi js .ii t, alsook: 

De ••eenheidsrechte•• x0+ x1 +x2 = o snijdt vi.:f'i• 0102 en u2uv resp. 

in F2(1,-l,O}; F0tu,l,-l) en F1(-l,O,l). 

Opgave 3 • { P J'ool o 2) =ul :u2; {? lF 1 o 20 O }=u2 :uo; { P 2F 20001 )=uu :ul • 
Opga\e 4. Gtelt raen o0o1 voor door a 2, Ou?o door 10 , o0Fu door r0 ,enz., 
dan wordt dit: 
(lofoa2a1)=ul:u2.(l1f1aoa2}-u2:uo.< 12r2a1ao)-,.io:u1· 

:;. De betrekking ( 1.1) laat drie interpretatiea toe: 
( 1. 2) 

a) u vast, x vere.nde:rlijk:: vergelijli::1ng van een lijll. 
b) x vast, u veranderlijk: de vergelijking van etin 11jnenwaa1er(punt). 
c) x en u veranderlijk: inoidentievoorwaarde van punt en lijn. 

4. U1t de symmetrie van de ineidentievoor11aarde volgt het vlakke duali­
taitsbegir...sel: I~omen in een stalling in de pro jeC'tieve meetk:unde ~n 
aiidere meetkundige bogrippen voc,r c.an npuntn, "lijn" en 1'inl3ident•t • 
dan ontataat weer een juiste stellir .. g. wanneer men de ·1oorden punt en 
l1Jn verwisselt. 
Opge:ve 5. De fo:rmules (1.2) stae.n duaal tegenover uie uit Hst.l lro;;.10 
(blz. 5}. 
O,P6ave 6. Uoem en bawijs de dualo stellingen van die ui t Hat .1 ~Toa, 2; 
3.4,5 (blz.3). · 
V~r&n ,11J aen ooord~at.entransformet1e uit {Hst.1,{ll.2},blz.,S): 

xi • r.... Siic:Xk ot x • Jx' ( 5 .. 1) 
t;rr 

dan pat (1.1) ovetr in L u1 '[,_ s 1~k = O of L,_ L sil:u1x~ !Ito: 
1 k le 1 

re oo6r111naten van l op bet n1euwe stelsel zijn fus: 

u..' = \ s . u 
JC L ik 1 

1 

ot u' a aTu; u = (JT )-1u • 
i!RM:i!I·• De transtormat.ia (6T)-l :1 (:~-l)T 
$t~ll .. De lijne."6ro.iut~n transfor:me:-en 

heet oontragredient 1'1et s. 

J)Wlt :rc.inaten. 
Upgave 1 .. De ~rdinaten van 
( zle B's t .. 4 no. ; bl~. 8) :d Jn 

u1 = L •1ltl\: ; u :. Ap 

z1ch ,..,.,., ... y-~••a Hint rAt de 

,PC10llijn p van P t.o.v. kegel,sn~de d 

Ia p niet ontaard• dan is dot.J .. # o, dus 



1. 

?. • 

3. 

,. n onta~da 
....... h ·. bi'j Hs t • 4 .lkls. 2, , 

ijJ1_kegelsnede bestaat uit tviae al. 
v~.'l:ende waaier.$ .• 

· Voor cntaarde kegel.sneden goLit de stelling u1-f? Ho.6 dus niet. 

JI_oofdstu~ . .7. 
Affiene Heetkunde • ..::::.-.=m....=;::·=== 

pepaling. Het affie~ v-1,JJ.k is de verzaraeling der punten van hat pro­
jeotieve vlak, die buitcn een gegeven lijn W vallen. 
W heet de oneigenlijke Ji1n. Twee lijnen~ die elkaar op W snijden 

heten evem:ri,idi__g. 
~en affiene transformatie is oen projectieve transfo:rmatie, die W 
invariant laa"t': 
Opgave 1. ne affiene transfor:ma.ties vormen oen groep. 
Tot de aftiene ~eetkunde behoren al die begrippen, die bij affieno 
transform.a.tie invariant blijven. 
Opgave 2. ~'Venwijdig is oen affien begrip. 
~en affien coordinatenstelsel is een projeotief coordinatenstelsel, 
waarin w de vergelijking x • u heeft. '\fij schrijven u,X, Y voor 

0 
o0 ,o1 ,o2 en we normeren de co6rdinaten zo. dat overal x0 = 1, dan heten 

· x1 en x 2. de affieno £:P_§_rd.tnaten van X. 

Opga.ve 3. Leid uit Hst.l Ho.10,bl.z.5 de meetkundigo betek0nis van de 
affiene oo6rdinaten af. 
Opgave 4.' Op een affien &.ssenstelsel kri jgt e~n affiene trans.formatie 
de godaante: 

D3 
opgave 6. BC~ -1. 

CB 
Opgave 7. Liggon :d,C,D,E,F op een re<.'hte lijn, dan i~ 

BC D:3 BC BC 
Opgave 8. Is pC//DE,f FG, dan is - - - -. 

D~ FG FG-

(2.1} 
blz.7) 

dan is de 

( } .. l) 

is BO = ~. 
DE f 

:JF DF 
= -. 

BC BC 

Stellin5. De verhouding van twee lijnstukk-en op een lijn verandert niet 
b;lj parallel-projeotie op een andere lijn. 

Am p .,:_ R . s Gegeven: q1 = p 1 +- ~a1· 

' • \.J 
41 = pi+ )\.8.i 

' V P1 = .P1 + 0 1 



het 
;::)•{• 

® I ~ ~ 
lO. Liggen B.C,D,E op een re.chte lijn, dan is (~GD~} ~ .C_D. : ....... 

C.s 
Opgave ll. Is in opg. 9 (BCD.A.) = -1. dan 1s D bet midden vnn BC. 
Opgave 12. Welke stellingen ui t de a:ffiene meetlrunde ontst aan, wanneel!: 1 

in de figuur der stelling van Desargues een of' meer }:'lUnten oneigenlijk 
zijn? . 
Opgave 13. Geef een direct bewijs van een of ueer der stellingen u1t 

opg.12. Leid hieruit weer de stalling van Desargues af. 
Opgave 14. Liggen ?,~ en R op 1 en P',°'',R' op l', en is~•//?•.,,,• 
PR'// P'R, dan is ~p // Q,'R. 
Bewijs dit. ·1,1e1ke stalling uit de projeotieve meetkunde volgt hieruit? 
Een kegelsnede / wordt in affiene coordinaten gegeven door een {al 
of niet homogene) vergeliJ'lcing van de t,.veede graad. 
Opgave 15. Raakt )"'_ niet aan L0 , of is { ontaard, a.ar ... kan uen voor 
01.'Y een pooldriehoe~ kiezen. De vergelijkin van V krijgt een ~er 
vcrmen: tJ 

ax2 -i-bx2 +o = O 1 2 
2 2 

a:x:1 + bx2 

ax2 
l 

ax2 
1 

= 0 
(zie Hst.4, opg.15, blz.9) 

+o: O 

Opg&w 16. Raakt Y 1n A aan W , dan kiezen vrij X in A, o op Y en 
O? )R~ -de raak1t·Jn in O aan )" • De -.rgeJ.ijkin.g 'M:>rdt: # 

~+bJ:l • 0 

OJIPT• l.1. Door s•obikte re8le keuze van _. br•11&en wij de n:rge.11.-Jkin&: ~ 
~ Y ult opg.l,S en 16 op &en der Tormen: 

(l a) ~ + x2 +- l ::s o {:nul.Aelig) . l 2 

b) ~+~ -1 • 0 (ellipa) 
2. 

o ) xf - x~ ... l a o { hyperbool ) 

d) x2 1-x2 = o 
l 2 

e ) x2 - x2 = o l 2 

r) x2 + 1 • o 
l 

g) x2 - l = O l 

b) Xi, • u 

1) xf ... ~ ::: O (pe.ra'bool) 

4).•),:t).1,c).h) ai•ll• onturdingen voor. \.lelke? ~. 
Opgaw. 1o"!) In OJS,.l'I 1• ••n I!i).llOi. U Dlll◄fllfM 1D.dti1M der kegel-u.«en IJl!lgth'Q. llet1n1ett dit liegrIJ GJ1 toon e tiiwerliig aan. 

, OJ;llln'e 19. ~teriaeer elk d_.. drl, niet-on.taarde eendel1Ge k:e~lane­
'1• tloor a1jn ligg1Dg ttm opa1obte Ten W • 

De ru.Jcl1Jn 11l ••n outgenl1Jk punt van een ll::egolanede lwe'ti 
liill,fli.,.. Olla•• . • · ptal Ge u,tapto'ten van allc d&l." kegelaneden uit opg.l'J• ...... 

·•.• ...... 1114L. . .. · De ,ool Ta W tc opr.iohte VB.1l ¥ bee. t bet.· m.&d.4tlvmm! vu V. ·.!.' 
. Di> JOC"'"'ll'l~n va Mn one1plll13)t punt beet efn 11,!ldeJ.li,11. · · 'l:~·;t~ 

0J&8.• 21. Vel'klaar deze benamincen. \ · 
tJJapft 2.1. I•4ee a144ell1jn pat door net m1ddelp.1.nt. . 

De a-,.,totea ge.a.n door bet a1d.4elpu.at.. · 
·2). .Pl'•.··.· •----1&• plaata van de lld.dd.eu Vllfl e,n a,t.,l, 1•! la ,MD · 

'·"'*I' ,- '•,,,"' 



·, '. 1 :·,, ... ,...; "r ; ' . ,, ' -. 1 ·, ,. 

f~~- ,._, £Uk d.er kegelsn.eden uit opg 17 bet middotptmt 
. t.Ui ja~. ,. - · · . . 
t' • :&en kegelsnedef die een cigonlijk 1uiddelpunt l~ bezit heat 

· . 4 ~ pwitskegelsnede. · · 
!elil{IJB• Deel t de midJelli jn ri van een middelpuntskegelsnede de 
koorden, evenwijdig aan d.e raid.-:.elli jn p2 , middendoor ,. dan he ten p1 
en p2 toegevoegd~ mictdellijnen. 
Qpgave 2.5. Z1.1n ~?i en ?2 de ?lleigenlijke punten van p1 ~n p2 , den is 

:M?1:P 2 een pooldriehoek van .) • 

Opgave 26. De paren tcdgevcagdc middel1ijnen van V snijdan op co 
een in~olutie uit; zij vormen oen straleninvolutil. (zie l:!Bt.4, no.4, 
blt.8) 
Opgave 27. Is o = H, X = :.\ • Y = 2 2 ( opg. 26), dan hoeft de vorgel1 jking 
een dOT vormen: x2 :X~ ::z:2 ::z:2 

-A+ ...is :+1; ::1+.-1 = 0 
az-b2 a2-b2 

~lat 1s de meetkundige betekenis va.n a en b? 
Opgave 28. x2 • mx1 en x2 • n•x1 zi~itoogevoegda niddolli!nen, ala 

b2 
Din' = + -:iJ• a .. 

j. Opgave 29. Allo m1ddell1Jnon van oan 1)tU"ab()('l z1jn evenwiJd1g. 
Opgavo ;o. Be.PB&.l do tcegevoogdo middell1jn ve.n de koord.anriohting 

.. . z2 • mx1 ten opziohte van de parabot.,l :i:i = rpxr 
Laat DMm oen bepaald atr1en stelsel eon apGciala rol spalen els 
1treohtboekig Cartea1soh stelsel11 , dan knn Intin dtJ bttgrippan 111e9•• 
•• •booklaae:t" ~e.t1n1eren. Doze behorun ni&t tot de artiene mee · j.9 111 

0.. tra:naf~rii>.t1ee, die alle lengten e.n houkmatell. onvo.ro.nd «d la ten, 
!Mten !!r~1tatMen. _ · 

• DIJ. groep ~ Tepaa:taing911 l1gt tan &rondalag aan de e!lf!•oha 
·ot -. CiU:iMlnlt stelael 1'0:rmiall de paren onderl1ng loc eii\e 

«oor o .._ atnlainvolutie; de•• aniJdt op w c!.e ~ff~• ilml""- · 
J!tt1e ult. D& d'ubbelpinten van de ortb:>gonale 1uvolu eztlao~rtaege-. 
voeif oomplexe) ~otro-,e 2!f!1'tel:l ot g1rJ&eJ,pgntg. I en J. . 
Ge.rt 11en in bet :proj&otieve vlak de ::,unten I en J_, of ie ortbogonal& ~ 
1nYolut1e, den 1a bet begrip ••loodreo.hte stand" geg$ven. c.ua ook het 
b~tp •oirkel"(ala meetlrundige plaats der ;p!Jlten, wnaruit een gegeven 
lijnatuk and.er een reohte boelt gezien -wordt.) Uen kan t!.us lengtcm van 
l13Jlatuk!:en v-irgel1Jken; na keuze van een ecmheid Yan leng\e ie •uin 
•tr1•:t Tutgalegd. up dese w1Jze ka:n de netriacbe L10etkunde als onder­
d.eel 'l'lm."d• proJeotieT• mee.tkunde bolumdeld worden. u. 8kll1naen •an A.poll0ll1u.e. 
Jlcor 4• tranatorsaet1e x1 • a.xi, x: • bX2• ( l) 

x2 x:2 2 . 
Uordt. de, eUipa ~+,;! • l (2) atgebeeld op do (.'lirkel :xi2+x~2 • l (:,) 

11jn P(p1 ,p2l on t~(q1,'i2 ) u1te1nden van toegeYOegda r..11.:.c.ellijn•n van 
(2), dan z!jn C?' en oi• onderling loo~reohte stralen van (l). ;.at 
de loodlijnen ·''R' en ;;;_,.;, cp t:,=:1 neer. A v.:>'.d' ~ A•,.•vu•., dua 

f 1'{1 • I <;.2f en f P2f = l•1l1 ; uen kan zorgen, int \ll = q~, :,2 • -til 1 
. D.!.e+ 1 ,2 ~ p'2+ P'2 11 l P2+q2 c a2 

-,1. ·· l· l 2 l 1 

pt2+ 1 ,a =: q'l+q,'2 =: 1 P2+q2 : b2 
2 2 l 2 2. 2 

1l.;2 + v.,,} : a?+ b 2 



, ':P'fl' - ptq, = p'2+o•2 = l 1\ 411'· :: + ab 
:£.: l 2 ,, 2 1 l "l p 2 4 2 , -

' Opgave 31 .. Breng de twee stellingen in woorden. 

2,. 

3. 

J::bofdstult 8 

~dels kegelsneden 

Tvree kegelsneden in een plat vlnk hsbben ~f 4, or oneindig veel punten 
gemeen. In het laatste gen~l moeten zij at samenva.llcn, of beide moe­
ten zodanig ontaarden, a.at zi,i een re~hte lijn geJ1een hobben. 
Hieruit volgt: Ibor 5 pinten, waa=van geon vier op ~en re~hte lijn 
liggen gaat 6,n en sleahts ,,n kegelanede. 
opgave 1. Stel de vergelijking van de kezo.lenede dcor 5 gegeven pun­
ten op. 
Door 4 punten, die nie": cp een rechte liggen, gaan oneindig veal kegel­
sneden, die e~n ~Qel vornen. 

Zijn f(x) = La11,?1xk = u en g(x) =L't>ikzi~ = u (1) 

de vergelijkingen van twee exemplaren van de bundel: dan is ~ :f" + pg = O 
de vergelijking van een willekourig exemplaar uit de bundel. 
Deze defin1tie van bundel ia niet meer bruUcbaar, ala de t,,ee gegeven 
kegelsneden ellce.ar raken. Wi.1 de:finieren meer alga:meen: .sen bundel. 
kegelsneden is de ve:. .. zameling kegelsneden, wier veregli jkingen d~ 
vor:m ).. :f + pg = O { 2 ) hebben .. 
Snijdt men de kagelsnede . At+pg = o mat de lijn x~ = o, da.n vindt men: 

)\( allxi + 2a12-X1X2 + a22x~) + ;t( b11xf+ 2b12X1X2+ b22x2) = 0 ( 3} 

( } ) sttt:t:i vceir i•d.tte ,r:~:t-houding ~ : p. een yuntenpaar voor; al dez.e 
puntenparen vormen een bu&del RY.ntenew;:~n. ••n .geed ,_, ....... , ...... \'IOOr de studie van de r:ieetlrunde der i31lntenpal"'eD 
op esn 11 JI,\. 1 1s de volgerubit af'beelding. aan llet puntenpaar 
•t Y$.?'gtli,d..,,...,4.q,i, e x2 + 2a x x + a x2 • v wcrdt toegevoogd bet punt. 

l 1 2 l 2 3 2 
(a1,a2 ,a}c) van 1l (Atbeel!:tng van Hesse) .. Het b&eldpunt in 1t 

van bet puntan-pr:wr ::?,,.. l stellen wij wor door ( '"-) 
Op.gave 2. :&.er. bundF..l ran op l afgebeeld op een reehte 
l1Jn van W. 
Opgave }. : .. e:n 
punt van 
L84 't bet pun tenpoar 

f'(X) ie ~lXf + 

x,) ~ b1:1ti -t 

i •• 8 
t(r-;s) == o 

pett: 

pun~ an l ·uorclt a:tge beeld op een 
(a1a; - a2 = in 1f • 

l vocrgesteld '!iVl..rden door: 
;: o en bet puntenpaar n,s 
= o. De puntonparen ~1jn 

z1 ton opzichte v&n punten 

. . 
harm.oniseh, ala 

r i'·,, .. , dua al.a 
z1Jn r 1:r2 ,,. (r1•2-t-r2a1)-ta...fii'2 = o (4 .. 

van 01( X1 ZX2 )'Z + 2:b,f.11 :x2) + b3, = u, 
rl 8 "' +r 28 1 2 h 

r1a1:r2,s2 ~ 

Ot L ., ::! - --'• fJul)sti t•1't ( 4) 
r2s2 bl 

= o L5} .. 
P, .. en R,& op l inah, ale de pun-

•n 1i poolverwant ziJn t.o .. v. l". 
met dubbllpunten ;.. ., .. , .. "'"""' op ie 

van ( c .. v .. {A.). 
ledare bundel pintenpa:ren 1a een in•olutie en ~ekaerd.. 

re ..,ll,,,,,,...,.",+ Tan de n"'""',....,. jnan u1 t ) e.an h) s:1 Jn 



5 .. 

6. 

',3}\~ ,Pll.U:lt •lten (u stelt een paar retslo pun ten van l voor, 
:i_e$n punt btnnen W aan paar toegavoegd cotJ..Pl~e punten ve.n 1. , 

Opgave 9. Bepaal uet behulp van de af'beelding bet gem.eense~p~~lijlc 
_!)$al" van twee involuties; ga na, wanneer cHt uit ro!l& PUl:3-t~n ,bes~aat~ 
~pgave lu. De kegelsneden van sen· bundel snijden eeri Willekeurige ·11:J:n 
in de puntenparen van een involutie {uit opg. 6 ). 
Opgave 11. Aan een "\T1llt:3keurige lijn ra:cen twee axemplaren •an aen kegal..,. 
snedenbundel. 
De 'Voorwaarde, opdat de 

I Aat:o+ Pb01) 

\alo t-p.b10 
\a,,0 +ub'). c. I· ,.u 

kcL;elsned.e ( 2) ontanrdt,. luidt: 

~ 6 vl +J-lbvl ~ao2-t-Jlbo2 I 
~all + pbll 1' al2 + pbl2 I = v ( 6 ) 

}\a21 +pb21 \e.22-1-µb22 i 
De bundel bevat dus d.rie ontaardin0en (missohien sm.1envaalend} ot 
allo exemplaren zijn ontaard; het laatste geval sluiten wij uit. 
Is ~ 1 :p1 een oplosi:,tng van ( 6), dan volgt het dubbelpun1,; van de ont-
aard.ing uit de vergelijkingen L1et ooefficientendeterminant (b}: 

2 L { \ 1 a ik + r 1 b ik ) ~ = 0 { i = 0 , 1, 2 ) ( 7 ) 
k=u 

De })Oollijnen va.n? t.o .. v. c.e kegelsneden uit d.e bundel (2) vorm.en de 
11jnenwaa1or >- f{x;p) + p.g{x;p) = u~ 
P hee-rt t.c.v. alle k:agelaned.en (2) dezelf'de poollijn, als 

or . ~,§_ ::: ~L . ~ ::. o r .. ~ ::. k (8) ox0 · 6x0 6x1 · ax1 ox2 · bx2 • 

Opgave 12. ( 8) is tz,~11'de als { 7), wanneer men k vorvangt doo.r ,11 : ~l • 

Opgave 13. •.n: de.r ontaard1n30n ui t bundel z.1 jn dez&J.J:'-
de punt en als t .. o. v. allo kegelsnaden u" do bundel de-
ali'de :,...,,,J ....... i . 
I .. lugemema • ..'. versc,h111ende baaispunten ~.:a.c,.;) .. 
Um:t.aard1:nge11: overstaand~ zijdon van de volled1ge vierbo•k A20l)!" 
Op.gave 14. Da tf·tterstaando zi jden van een volle:i v1erhoek 
sniJden een jn 1 in drie ~ntenparon van esn involutie 
{uit opg .. lo) .. 
Opgave 15 .. \iat 
vierhoek 

uit 14, als l een diagonaal van de V"Olled1ge 

Opga:ve , r~n, in hoeverre f1guur, bestannde u1 t d.e volludige 
vierhoek i...JC.D met jn dingonaf'ldriehoek, reUel ia in elk der volgende 
g•ve.ll&n:, 
a} A en J 
b)Aen.d 
btl'i&ah bi 
~pl~o 

on D to6gevoog::l complex,. 
cor.1plu I C en D toegevoegd ootaolax. 

gevallan: cirkalbuntel.8 met raBla or toegevoegd 

p-?e 11. dei" volgende gevallen II-V 
ft•rto."tuele gene en~<' i jke ,!)09ldr hthoeken .. 
II. De baaislce:;<liltmedan 1an o rwum elkaar in v0 on snijde11 elkaar 

in o1 un o2 .. 

e.12X1•2 + fl2u:X2Xo +- '\>lx:Oxl a u 

b1~1X2+b20X:?o-i··bc1XoX1 = v 

( )'"} en 

( ~ } re.ken elkaar 

A x~(x1 + x2 l+ px1x 2 = o .. 
J : bundol 

XII_, j Nl ~ .c·n.<L<OIH elkaar 1n en ll2.· 
Jhnd.~l~g$l1jk1ng: ~Xix2+ pz~ • u. 
Attitln nyperbolen 
l.aetrttcb. goital: conoonw1a 



. tv'., J en ~ osou.leren elke.a~ in o0 en sni jden elkaar 
teuze van o2 en ~: :x:oX1 - :x: 2 = Ll ( d ) 
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in Oi· Door 

lJ.. 

b22X~ + 2bol:x:Oxl + 2b12XiX2 - 0 
Vermenigvuldig { S ) met x0 en vervang ::x:oX1 door x~ 

b22Xo:X~ + 2bo1XvX~ + 2b1.2X~ = o. 
Drie Sl'lijpunten va.llen in 00 , al.s b 22 +- 2h01 = u. 

Bundelvergeli jldng: }._ {XuZ1 - ~~) + f X3.X2 = 0 .. 
V. i en i raken eL'{aar vierpuntig in o0• 

x0x1 - :;c~ = V { ¥ ) 
bll:Cf + 0 22x~ i- 2bo1Xi.f1 +- 2012:x:1:x:2 = O { ~) 

Vermenigvuld ig ( 6 ) r.1et x~ en vervang x 0x1 door x~ 

b11x: + b22X~~ + 2b01x3z~ + 2b12X0::t~ • 0 
Vier snijJ;,Unten vallen in o0 , als b 22 + 2b01 = O, b12 = o .. 
BU.ndelvergolijking: A(xoX1 - x~) +- p:xf =- O. 

Opgave 18. Bewile de ~etrische stelling: 
Bevat uen '6undel k:egelsned..m ean oirk:1.!l, dan lopen de 
esson van all~ exati.plaran uvunw1jdig. 
(1° bewijs:alomantair. 2° bowiJs:uet dQ afbould1ng van Ho$sal 

Toopasaing: D.:ivat bund~l IV vi..m oirkvl, dan is dit dv osculatiao1rk:ol 
in Oo ae.n '/ .. Ontaardtng: raakli Jn in o0 mat v01Ji. A.ssv.n hi~)"Ve.n: 
do bies:ootricos •. Dozo lo~n II do aason vsn d • ' 
Opgavo 19. Loid h1orutt oun oonstruotio at voor do oaeulatiocirlcul 
:ln. Gel). punt van ~un 1tog0lsnoda. 
Dti.aal tJSUXIOYor .:wn bundul kogolen~dJn eta.at ,lon sohf\.a:r kug,Jlsn )dun. 
Opgave 20. Hoe luidt de veraeliJldng iran een aobaar in lijnoolSrd1-

nat&J:l? 
Opgave 21. Hoeveel ea:amplaren van ean sobaar gaan door een punt? 
O,Nave 22. Do algemene sohaar beataat uit e.llo kogelanedon, dio aan 
4 gogevon liJnon rak:o.n .. Bopaal do ontaardingon uit d,),zu sohaar on d\.J 
g~~ohappvlijko pooldrio~k. 
Opga.Viil 23 .. Do niut ontaa.rdv kugulanvd,.m van ...kiln bund .. d 1n goval III 
of V vormen tdVulls d-, niot ontnard.J kugJlsn,>tl,.:m van o,.:m sonaar .. 
(.stol do vorgoll jk:ing 1n 11 juootirdinaton ala bi j dv bund~lv..,rg..Jlijk:in.g 
op). Ooldt dit ook voor d1J onteardu ,.1xur.iplaron? , 
li:Gon mvtriaoh bizond1.Jr goYol van v\Jn schncr h,.,-,ft m,m, ala ,.;un dvr 
oxumplarun h,,t _pf;io:r oirkvlpuntun 1s. 
Oppvo. 24. Stvl du 4'lhe.orvcrgul1 jk1ng op mot t.ila twullci!l bi1a1s.n:ua-
plnar de ollipa t x2 ~ _ 

2t" 2- 1 • n b 
Opgnvo 2 .5. Bowi Js dn t nllo ox<lllplnrvn vnn dll som.ar d-i.lsoltd _, brnnd­
punt.:m hobbo.n (oonfooolo aohnn:rJ. 
Opgv:vo 26. Wolko tyl)8n vo.n k:~lJlsnodun kunnan in di) aobo.n:r voorkollon? 
Opgave 21. De twee exa.plare:n van de eohe.ar, die door een punt P 
pan, snijdo:n ol!alar loodrooht. 
o~ve 28. Wat :is de verpl1jk1ng van de oontooale sob.au, waartoe 
d.a ~bool 2 

y 3 2.1,D: 
b•mort? :uau ook h1ervoor opg .. 2,. 26 en 27. 



18 

~pijling. Onder een punt van de ;ero.1et:t1.eve ·~i.m.te verstaat men de 
:ve:rhdu?ii~g van vier getallen (x0 ,x1 ,x2,,:x3J, di~ ni.et at:Jt~ Q4+ 4ijn. 
Opgava L Breng deze bepaling nauwkeurt~er in woorden, c.ls in Hst.l,, 

no.l. .·.·• 
Bepalingen. Onder een plat vlak: verstaan wij de verzam.eling vana~l::~ 
punten, waarvan de oo5rdinaten voldoen aan ean bomogene vergelijtll\g: 
van de eerste graad. 
Zi1n P en ~ twee versohillende punten, dan. is de rechte lijn ?~ · 
de verzam.eling der punten, wier coordinaten in de vorm x1 ::: ~.Pit- p q1 
gesohrevon kunnen worden. 
Opgave 2. ilat is de voorwaardo opdat driu puntan P, "<-,R op een raohte 
lijn liggon? 
Opgave :;. De punten ?,~,R liggen niet op edn r0ohtd lijn., Bopaal de 
vcrgolijking van hot vlak P~. 
Opgavu 4. Ga raot behulp van de algomun0 thuorio dor linoaire vorgo­
li jkingon na, w0lko ligging 2, 3 of 4 vlakkon in db ruu.ttJ kunmm 
hobbvn. 
Bops.ling. Do vorzamllling d...:r vlakkun d.oor Jon liJn h'3...:t u..m vlakkvn,­
weaior. Do vorzamoling dtJr vlakkun door o.Jn punt hvJt t.;vll vlakk<..)n­
sofuof. 
Opgavo 5,. Stol naa.r analogio van rJBt. l no4 du verg-.,11 jkingon van oon 
vlakkemre,niar o:r een vlakkensohoof op. 
Opgave6. Detinieer de dubbelverhouding van vier vlakken uit een 
waaier en beY1iJat dat deze invariant 1a bij sn1Jd1ng 1:1et ean pl.at 
vlak of een reohte lljn. 
Opgave 7. Geei\ naar s.nalogie IJt:3t Hat.l no.lv een meetkundigo bete.-
keaie aan de oo6rd van oen punt. 
Op@a.ve 8. Liggan de punten P, 'I/. en R niet op een r-0ohte liJn, dan is 
e• parsllllCtervooratolling ven vlak P,J.i: x1 • A p1 + p q 1 -t- Y r 1 • 

Opgave 9. HPo luiden de :tomules voor oon ooordinatllntrttn.sformatio 
:ln; de ru1nte? Uiftt.l no.11) 
Opgavo lo •. DG. r•lle ru1m.te \10rdt doc!.' .Jon plat vlak n1et in twee 
d!il@ vo l:'dO,:)ld. 
OP@le'f'II) 11. Vtol" '\Tlakk:EHJ. 1 di._: niot door ctln punt gaan, Vllrd,,L.>n do 
ruimto in aoht gobioden. Tvrou punt~n 1n oenzill:fdu gubivd kunnun V'<lr­
bonden 'W'Orden door een l:1Jnsegment, dat geheel in dat gebiad ligt .. 
llllte gebroken l1jn, die twee punten uit ve~sohillende gebieden ver­
b1ndt, heart met m1nstens een der vier vlakken eem punt g~r.aeen. 
D& tbeorie der projeotieve transfomat1es uit Hoofdstuk} ka.n zonder 
meite tot de ruimte worden uitgebreid. 

Hoot'dstuk 10 

Kwadri&ken. 

kmtl'lri~k 1s de meetkund1g@ plaats der pmten, YMel"ftn 
iDJatan voldoun ean e.n homogut'W vergw.1jk1ng van t~e 

{Wtiaih t' ( JC) : t. a ikXi Xi; • 0. 
i ,ki:t:.O 

t Jll "l1fln r ., 
Jn t .. o.v,. r. 

punton, d ? poolvvrwazat 
Vlak, hl.)t 29olvlaj5 van~. Stul Yl)r-

,._ .. _,"'" .. van punt.on '!fWl con 11,jn l vormtm oma 
'l"ffl.i:"nr l'. Ieder pmt YU l 1a poolve:n.mnt •t 

laata:tgeuo~• 'i!i~nsobap -,~ 
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i• Bepaiing: Ecn lijn waarvan de snijpunten met r in .p samenvallent 

heet een raaklijn i~ P aan T1. 

, Opg. 5. Laat P een punt van T" zijn. Stel de voorwaarde 01>, wat=U'aan Q moat 

vcldoen, opdat PQ in P e.a.n -rra.Akt. 
Opg. 6. De meetkundige plants der rooklijnen in P aan T' is ean plat vlak, 

da.t Jilet het poolvlak vmi P t. o. v. T' sa~nvalt. 
Opg. 7. Stel de voorwar\rde op, opda:t l:Q een raakl.i..jn a.an T1 is; leid 

hieruit af; dat de meetkundige plnats van de raaklijnen uit P 

a.an T' , ala P niet op T1 lig-t, een kwadratisohe kegol is. 

Bepalim.: Het in opg. 5 bedoelde vlak beet bet maJ!:vlak in P ;:u;l.l'\ Tl• 

Opg. 8. Een willekeurig vlak snijdt T' vol.gens een kogolsnada. Is hot 

vlak een rartkvlak, dan is de snijkegelsoode ontaard, en omge-. 

kee:r.,L 

2.• Be-oali!?tP Vfille-. 'lp :te<loro lijn door P de beide snijpunta:n me'\ T' 1n 
P samen, dan heot :e een dubbelpurrt van T'. 

Opg. 9. Aan vergel ijkingen mooton de coo,:-d !no·••~tl va rl ? volooen. 

cpdat P een du.bbolpunt van T' is"t 
Opg., 10. Ann wolke be-trekking ~~ten da ooetticienten a1k 'VOldoen, Opda'\ 

r eon dubbolpunt b~fdt? 

Bopal=!,_l)g_t De mntrix A met de elemo nton a.Uc hee't da bij T behorende 
matrix; dot. A is de dis<:1riminant van T' • 

Opg.11.. Heeft A de ra.nfr 3, dan he.oft 'P e&n dubbe lpunt P; r is e•n k@gel 

met .top P .. 
~ 

0pg.12. 
Opg .. 13. 

Heef1 A de rang 2, dan is r ontMrd in wee snijdende vlakken. 
Heeft A de N\ng 1, dan is -r ontanrd in twoo sameuvallonde vlak-

ken .. 
0pg.,14,. Geef de de:finitie van.en poolvien:lak van T en oowijm, da:t 

kw'Qdrtek one1ndig veel poolvi•rvldk•n bomit. 

""""~""'""" betrekki17S.:u1 tuasen &a cootficiinten °'ik 1110eten 
a.an '10JL.K1m.C1:e •oorwurden voldoett 

o de vier hoekpunten Tan het o<'.lordim-i:temienlak. 
.>) :poolvlak van 00 is o1o2o3• 
:\} 18 poolrtenltdc van T- • 

van r. 
pat 4oor 0001 .. 

0001• •n. • 
'r l"Mkt in O O au 

ua 
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6. Opg. 16. maak een volledige projectieve indeling van de kwadrieken. -Opg. 17. Een reele kwadriek kan door een reele projectieve transforma-

tie in een der volgende cvergevoerd wordent 
2 2 2 2 a) x0 + x1 + x2 + x3 = 0 nuldelige kwadriek 

2 2 2 2 b)-x0 + x1 + x2 + x3 = 0 

2 2 2 2 c)-x - x1 + x2 + x2 = 0 
. 0 

eendelige kwadriek 

· 2 2 2 d) x 0 + x1 + x2 = 0 .nuldelige kegei 

2 2 2 
e)-xo + xl + x2 = 0 eendelige kegel 

:f) x~ + xf 
g)-x; + xf 
h) x2 

= 0 twee toegevoegd complexe vlakken 

= 0 twee reele vlakken 

. 0 
= 0 reeel dubbelvlak. 

1• Onderschei d tussen geval b) en geval q). 
Aan c) is voldaan, als 

A{x0 + x2 )= r-<x3 + x1 ) · 

r (xo - x2l= r\ {X3 - xl) 
(9.l) 

Dit stelt oneind·1g veel rechte lijnen voor, die mp de, kwadriek l'i.ggen. 
Een tweede stelsel wordt gegeven door 

f (xo + x3)= <r(x2 + xl) 

<r (xo - X3 )::; r (x2 - Xl) 
(9. 2) 

Opg. 18. Een lijn uit (9.1) en een lijn uit (9.2) snijden elkaar. Twee 
lijnen uit (9.1) kruisen elkaar; eveneens twee lijnen ui"fi 
(9. 2). . 

Opg. i9. Door ieder punt P van de kwadriek o) gaat ~en lijn van (9.1) 
en een lijn. van (9.2). Deze vot-men samen de doorsnede •a.n het 
raakvlak in P met de kwadrie k • 

. In het punt Q(l,1,0,0) van de kwadriek b) is het raakvlak :x0 s x1; voor 
de punten van de doorsnede geldt ·x~ + x; = O, zodat deze uit twee toe­
gevoegd complexe lijnen bestaat. Zou nu op kwadriek b) een reele lijn 

1 liggen, dan zou vlak Ql de lcwadriek snijden volgens l en nog een 
:reele lij n door Qt wat niet kan. 

S-tellingt Kwadriek b) bevat geen ireele rechte lijnen.; kwad:tiek c) bevat 
twee stelsels rechte lijnen, waarvan elk de kwadriek over-

dekt ... 



Pag. 21. 
Jl. Om• 20. Geef naar a.nalogie van hst. 4 no. 8 (blz. 9) de definitie 

van het ,intiJn-en buitengebied van een aendelige kegel en 
bewijs met behulp van de daar bewezen ei,gensehappen, dat 
amlose atellingen voor de kegel gelden. 

tpg. 21,.De de:finitia van bi:nnen- en bui-tengebied is ook bruikbaar voor 

een eendelige kwadriek. 
Bij de ~ruirielt b) ligt O O binre n de kwad.riek; o1 • o2 en o3 
liggen er buiten. 

Opg. 22.Ligt in geval b) P bu1tenr , dan snijdt' het poolvlak "IT van P 
de kwadriek r v~lg~ns een eendelige kegelsnede; ligt P binn~n 

T', dan vtlgens een nuldelige kegelsmde. 
Dus ligt P bui ten r , dan is de re.aklcegel K ui t P a.an T' ee n­
delig. Uit e&n punt buiten K kan men twee verschillende raak­
vlakken a.an t, dus aa.n r brengen; dit punt kan dus niet op T' 

liggen. 
Stglling: Is in geval b) K een aendelige rMkke.gel aan T' , dan ligt . 

ieder punt van T' iinnen of •P K. 
Een "flak deor P, de.t T1 volgens een eendelige kegelsnede J snijdt, 

aoet dus K.vtlgen.s twee re§le lijnen snijden; P ligt dus buiten 6 • 
Hieruit Vifl&'tt 

§tellil)Bt Li.gt in geva.1 't) Q binnen aen vlakke doorsnede van 1' , dan 

ligt Q birmen T" • 
Opg.23. leem nor de vlakke-d0orsneda Q 0001 en leid a.b.v. hst. 4·opg. 

22 C•lz. 9) aft · 

5telliMI Is :f(s)== I de vergelijking van een kwadriek in geval b), dan 
is in het ainnenge•ied f ( 11.) < O en in het 'bui te ngebied f ( x) > O, 

.:f' oagekeerd. 
Opg.24. In geval o) heeft de lcwa.driek twee buitengebieden. 

H•oidgfgk );1. 
§ l. 1].gebra.ische oppervlak:ken. 

Opg. l. Breid de theorie u1t hst. 5 no. 1,2 uit tot de algebraieohe 
cppervlekken in de ruiate. 

Ops. 2. Geef de definitie van een raaklijn a.an een algobraisch opper­

vlak o. 
Bewijs, dat de meetkundige plaats vo.n de raaklijnen a.an O in 
een punt P "V'8.n O een plat vlak is, het X1¥!:kvlnk in Pas.a o_ 

Opg. ,. Gee:t' de definitie van een k-vcudig punt van O; stel d.e w~ 
waarde op, opde.t R een meervowU.g punt is ft.t4 o. 

f 2. Ylakt)OOJ'di111:ten. 

Ops. 1. Oee:t, mar ..-.1og1,. "ft.A hat.,•• l, de 4etiD1'\1e Tan d• 


