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In ecn gecenirecrde C:n kan iederec willekecurige f,m vastgelegd worden
door m(n-mjgetallen.

Door de vergelijking

/.n) D o py
R, @t . R

KA -
worden bij gegeven M de grootheden P en ({2 vastgelegd op cen sealaire
factor na,

Indien voor cen affinor U, de vergelijking o U7, + ﬁ Vey = 0 3
& enﬁ getallen gcldt ten opzichte van (X)) , dan geldt dezclfde
vergelijking ten opzichte van iazder ander cetrdinatenstelsel cn er
zijn slechts twce mogelijkhedenow = f3 onal :-/3 .

<A

b
Zijn P & en F}.gxffinoran dan geldt

Ax !
l"at(?i,,) = sealaire & -dichtheid gewicht + 2.
Tet { cfgmﬁ ceslaire A —dichtheid gewicht - 2.
I}et(}??,,‘) = scalar. |

K v

1

| i ~X
Is gp‘keen affinor- B —dichtheic van het gewicht % dan is [let (%/,))

een sealaire A -dichtheid van het gewicht nK . Is L een affinor

van het gewich‘t/ﬁ dan is Ilet (‘%l?kzeen scalaire A -dichtheid van het

, ‘g_,gwicm nf o5,
5.

Een(n-t} ~vector is altijd enkelvoudig.

. K,-ak
Is ¥ ' "een m -vector, dan goldi

K kAL LA R k %
LI N o not ™ A, A vaapens K] BiaiiK
v 6’“ ~—(Z‘ﬁ} ‘U"£~ ™ & " *

{x (&)
(Schrijf het 1...m4...n -kental uit).

Bewijs dat

;‘ ¥
Ak; = ,Qf_%gré ;A= ﬁet(A:)
o A,

‘ . -
voor iedere waarde van k en A . Geef cen dergelijk verband aan

R\
tussen ?ﬂ "}Ak en!;{ = Bet(?,‘k).
Bewijs voor h =4 dat iedere bivector ecn som is van twee enkelvoudige
bivectoren. Wat is de rang van ecn enkelvoudige bivector voor n
algemeen.

Bewijs dat ‘
6 %«---tmkmm"'kn (g} [Krrm kh}

T
¢ ‘

= m!(n-h“\)!

By Ay oo Ay Y | '
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e

zo mogelijk algemeen maar al‘tmns voor bijv. n= 4, m= 2,
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is een affinor. Bewijs dat P, " zich inderdaad transfor-

meert als ecn affinor van de valentie 2.

Béwijs dat

fx,f)‘} = Vzbﬂg"%‘(’;‘

KA
{gebruik de betrekking tussen ¢ , 2}1‘& en (? ).

w

Ryrsody,

& w,

ceedy

is eenn -vector. Bewijes dat

- P s
= d.-‘ti}”l T 1 :ﬂfn ;\;;jv'_w . "w.-o}f C(cg
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1. Krommen in R . 1) R, 1is de gewone driedimensionale ruimte~xf

h=1,2,3 213n de coordinaten v.e. punt t.o0.v. caru331sch (dei.
orthogonaal rechtlijnig) coordinatenstelsel. Met x" is ook be-
doeld de vector, die zich van QB oorsprong tot het punt met de
coordinaten xh uitstrekt. f;ﬁ, X /heet de lenpt: van deze vector.
Gaat men verder tot een ander cartes1sch steisel il s n'=1',2',3"
ecn lineaire trans—

met dezelfde oorsprong dan ondergaan de x"
formatie
b k! ) v
11 X = ﬁ;y %" T A A
met constante COEle’LGHthA<2 . Omdat de lerngfe ulev verandert
ht -y s . .
1512Txﬁx —-QFX X", hetgeen dan en dan alle.en wmegeiljk is indien
— Y hl ™
1 -2) Pt “ }’) ; = é’} :

X . ¥
3 in het Kronecker symbool dat 1 voorstelt veor i=j eun O voor
1%3 en dat we later ook in de vormen o en o7° t:zgonkomen. (1.2)
is karakteristiek voor een orthogonale coordlnagentransiormatie
{h) > (h'). We noemen nu bij deze orthogonale grogy isder stelsel
van 3 getallen een vector, 1nd1enfgetallen zich volgens (1.1)
transformeren, bijv.

e }” -
1'3) ’UK - 9}‘» v‘& R ——
f
De VK heten kentallen v.d. vector t.o.v. (h). De invarianm‘1/4” / “/

is de lengte van yh x¥  als vector opgevat heet de radiusvector.

Ben vergelijking van de vorm

1.4) /)

waarin de ¥* gegeven worden als functies33an gen parameter 1 stelt
een kromme in Ry voor. Zijn x* en x* + ax* twes punten van de

kromme, dan heet dx? het lijnelement van de krommu

D S A .y O~ S S . — ——— - S T - -

1) In de eerste § wordt met opzet serst de meest naieve notatie
gebruikt zonder aanwending der vele bestaande afkortingsmogelijk-
heden.

2) Over twee gelijke indices, de een boven en de ander onder die
in dezelfde term voorkomen wordt automatisch gescmmeerd zonder
dat het teken ) wordt gebruikt. |

3) We veronderstellen voortaan stilzwijgend dat alle voorkomende
functies in een zekere omgeving continu en een voldoend aantal
malen differentieerbaar zijn enwexken alleen in die omgeving.
Soms moet analyticiteit gebruikt worden.
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Voor de lengte van dxh schrijven we ds:

1.5) ds =§/’§:dxhdxh—{

Bij een reele kromme kan het niet voorkomen dat ergens ds = 0 is,
Is P een willekeurig punt van een reeéle kromme en ( een ander derge-
1ijk punt dan is G

def
156) £= /ds
P

de lengte van de boog PQs. Blijkbaar is een functie van t en t een
functie van g. 0ok 5 kan als parameter gebruikt worden en heet een
natuurlijke parameter van de kromme:

1.7) X2 = 99§ (s)

We onderstellen dat de funotiese?‘in het beschouwde gebied continu en
_ een voldoend aantal malen differentieerbaar zijn.
} De differentiatie levert cen vector

‘h
1.8) J :%ﬁh-—

4

D

Aangezien ds de lengte van dxh is, is jh een eenheidsvector (vector
van de lengte 1) genaamd de tangentialé eenheidsvector van de kromme.
Door de kromme alleen is 3b slechts op het teken na bepaald. Het
teken wordt pas vastgeleg& door de zin van aangroeling vani,

Twee vectoren uh en vh zijn loodrecht op elkaar indien

1.9) ;E:uhvh =

Een reele vector kan dus nooit loodreeht op zichzelf zijn. Is uh een
eenheidsvector, dan is.

» 1,10) 0 =ay vt =25 Padd

zodat een eenheidsvector en zijn differentiaal steeds loodrecht op
elkaar staan. Past men dit toe op 3h dan volgt djh.L jh. Men kan der-~

halve steeds een eenheidsvector ;h éadanig kiezenmdat
dj‘ h [N

De zin ") van 2 is door de onderstelling k > 0 volledig vastgelegd.
»‘
') Er wordt in het vervolg onderscheid gemaakt tussen cursieve getal-
indices ‘?,.%’jen verticale getalindices A NVZE

b #) Er wordt onderscheid gemaakt tussen richting en zin. Een lijn
heeft een richting, een 1ijn met een pijl er in ook een zin. Een
. vlak heeft een] ~-richting, een vlak met een draaipijl of met ecn
pijl er doorheen heeft ook een zin,.




2
.

Een uitzondering bestaat voor EA" = 0. Dan is er geen bepaalde j .
Ben punt waar dit gebeurt heet een inflexipunt, en men zegt 00k dat de
raaklijn daar stationnair wordt. Zijn alle punten, 1nflex1epu§ten dan -
ig de kromme blijkbaar een rechte lijn wat de richting van a gérann
dert helemaal niet. In een geisoleerd inflexiepunt kiest men 3 z0
mogelijk zo, dat jh als functie van S, continu en dlfferentleerbaar
blijft. Geldt dit nlet, dan wordt het punt uitgesloten. § heet de
ecrate kromming van de kromme en het vlak van jh en zh heet ogculatie-
vlak. "

Een cirkel met straal R en middelpunt in O kan gegeven worden door

de parametervergelijkingen . o3
A 8
1.12) x =R cosg A
.8 N
x = R sin i ‘ \\Q;
x =0 R jh At
. ﬂ;ﬂy/ Vs
Voor dit geval is | § LR y |
1.13) j = - gin £ = cos £
@ " mR; ;f\ - R
en
1.14) " = - cos = ; = - sin &
] Ri 0y mremg

en k = E + Men noemt daarom wel L de kromtestraal van de kromme en de
clrkel met straal E in het osculatievlak die de kromme raakt en =zan de
"holle" zijde ligt'de ogculatiecirkel. De "holle" zijde is de zijde
waarheen de vector jh wijst. Is djh = 0, dan wordt k =0, de

1 Hﬁ' : |
kromtestraal oneindig, de osculatiecirkel een rechte lijn en er is geen

"holle® zijde, De normaal in de richting van jh wordt wel eerste nor-
+

maal of loefrnormaal genoemd. d‘h .
Differenticert men door, dan is hst zeker aat n jh. Deze

vector moet dus liggen in het vlak van‘3h en van een derde cenheids-

vector 3h loodrecht op raaklijn en eersts normaale. De.normasl in. de

rlchting van Jh heet medencormeal of binormaal. s

De zin van deze vector ligt niet vast, maar kmn,worden v*stgelegd door

de {wi}llekeUrize) -conditie dat %F, i® en %? een rechis dtelsel vormen

(of een links sgelsel) Dan ligt de coefficient k in de vergelijking

015) d% = - kjh + k'h

p

vast. De coefficient van de eerste term rechts volgt automutlsch uit
1(1.11) en het feit dat 3h;L 3h k heet tweede krommlng of to iey en
@E'jggggggzggg;, De torsie kad dus ook negatief zijn. Dit hangt er
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van af, of de kromme in de omgeving van het beschouwdie punt een rechtse
of een linkse schroef 1s. Men kan echter ook k altijd positief nemen
en daarmede de zmn van i vastleggens De kromme is dan rechts (links)
geworden indien j ’ ah en 3h een rechts (links) stelsel vormens
Het kan zijn dat k ergens nul iss Dan zegt men dat in dat punt het
osculatievlak statlonnalr is. Is dit overal het geval, dan is de
kromme een vlakke kromme gelegen in een vlak A/aan jk en jk.

Differenticert men nog eens, dan volgt A *

el
1,16) g&_ _ ih
¥

omdat j L J en 1.3 e (1.11), (1¢15) en (1.16) zijn de formules
van Serrethrenct.
Zij nu xh het punt van de kromme waar s = Q. 2ijn dan de q) (s) ana-

lytisch in s = 0, dan is

h 2.h 3.h
h dx [ a2 doX P 3¢d’x
1017) X = S(a") +":"S ( ) 4 — ( 3') + sceee
S S:0 d82 S=0 é ds 320

Is in xB
3
1.18) LTI LR L L i b
A A 1 z 3 3
waarin
1 voor J =k
1.19) i o
[ O voor j =h
h .h -h o . T3 A .
dan zijn 1 ’ 1 en % de drie ecnhcidsvectoren langs de assen van het

stelsel (h) in xh = 0. Door transformatie van het coordinatenstelsel
kan men dat altijd bereiken. Dan is verder

(dxh) _ ;b

ds $2 0 "

2_h o

1.20) (&F) =i 3P

ds* s:0 AN -

3.h ; dk o o
d-’'x °2Z.h x .h .h
(——3—0 =k"i" + (3z=) 1 +kki
ds® $=zo A A (75 L . AL

én men kan zo voortgaande alle afgeleiden berckenen. Worden deze ge-
substituecerd in (1.17) dan ontstaat cen recksontwikkeling, die onder
gunstige omstandigheden convergeert:

' c dk
1.21) xP = siB 4 L kR JLpdih . Ly 3iP 4 lpegdih, L,
A 24 1 6 6°dsy T 1 42 3
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. - dk
of 4 1q 2 3 R A 4
. x' =8+ 0 - a% s $¥(€§l S 4 ees
2 .
6 a t dk - ' ¢ k ¢ Q 02 " 4
1.22) x° =0 + zgs‘+-k(a%) S+ ,&qga—gé - - KE® | 8T 4 e
O S 4

©

¢ 0 \ d o ¢ lk
0+ 0 + h %%sB + A%%(agl k+ k (E%) }s4 + oo

Hieruit volgt dus, dat cen kromme door k en % te geven als functics
van s, onder zekere voorwaarden betreffende convergentie ') volledig
vastgelegd is op verdraaiingen en verschuivingen in R3 nee. Vandaar dat
men de vergelijkingen

1.23) §é= Y (s)
(- o

Rwel de natuurlijke vergelijkingen van de kromme nocmte.

Het is interessant telkens twee van de vergelijkingen (1.22) samen
te vatten als de vergelijkingen der projectie op het 23~ of 31- of
12-vliak, Dan komt er voor het osculatievlak = l2-vlak in ccerste bena-
dering,

2

1.24) %% = I & (D2,

N

~ Ko

dat is dus een parabool. Voor het 31-vlak komt er in
N ,// q ©erste benadering

2

Q n K
1.25) ¥ = % k k(¥")3
) /0 4 ,}\ ) H

3 dat is dus een kromme met <en bulgpunt. Vandaar dat dit
® . o
vlak, loodrecht op de¢ normnal ook rectificercnd vlak
hect.
- ; Voor het normaalvlak = 23-vlak komt er in cerste be-

nadering ©

3 1,26 ()2 = % W/ (553

b A\

en dit is een kromme met een spits (geen snavelspits,
maar hellecbaardspits). Dit alles geldt natuurlijk voor
cen algemeen punt van de kromme waar noch k noch k

nul wordt. Voor deze gevallen kan men andere proaéctles
verkrijgen door ecn term verder te gann met de recks—'
ontwikkelingen. Bijve. verkrijgt men voor k¥ = 0 in het

12-vlak een kromme met een buigpunt.

>0

R Y W S S G S o o T D S ] o, S S

') Een ander bewijs, dat minder onderstelt, volgt later.
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Heceft men twee krommen
1 1.27) £ = £8(s) ; 0 = 2(0)

en

i

-g

1.28) xP =y"(s) 0 =¢"(0)

dan kan men beide stelsels van functies in de nabijheid van s = 0 in
een reeks ontwikkelen

a) xh = suh + szuh + 331%11 +
1¢29) ‘b A :
b) x" = sy + szgh + s3gh g

. s A h .
met constante (dei. hier van s onafhankelijke) coefficienten ?h,...y gbae
Bij differentiatic vindt men don

1€ kromme voor s = O 2€ kromme voor s = 0
.h h h _.h
o = ? Ji = 7
h h Lo, h
1.30)}\: i =2y ki =2y
2 .h, dk .h .h h 2 .h  d¥ n .h h
- e kk = - —~ kk = £
% q MIKE % * *2% 6? % % HEE % ¥ '2% g
Daaruit volgt:
voor gh = Yh hebben beide krommen in xh = 0 dezelfde racklijn. Is bo-
vendien gh = Xh dan hebben ze ook dezelfde normaal, hetzelfde osculatie-
vlak en dezelfde ecrste kromming in xh = 0. Is bovendien %h = gh, dan

hebben ze ook dezelfde torsie in xh = 0. Men zei vroeger zeecr slordig
dat de krommen in zeze gevallen ftwee, drie of vier "naburige punten®

gemeen hadden. Tegenwoordig vermijdt men deze uitdrukking die inder-

daad niets betekent en spreckt men van ven aanraking van de nde orde
als in de recksontwikkeling (1.29) de coefficienten van de ccrste n
termen gelijk zijn. Aanraking van de nulde orde staat dus gelijk met
geswoon snijden. |

Passen we dit toe op de osculatiecirkel van de kromme (1.21). De
cirkel met straal R

10 1 '1= ] _S_
31) X R sin 5
P
XxX*=R - R cos %
X3==O

'ligtsin het osculatievlak en raakt de kromme in 2 - O« Ontwikkelt men
- cos T en sin % in ecn reeks dan ontstaat |
5

+ wes
1.32) x°= ?ljﬁ % - yyq% st 4 aa.

xgs 0

X = 8 '-5'1%1_33 + %Q(J%QS
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en hieruit volgt bij vergelijking met (1.22) dat ecn aanraking van de
tweede orde bestaat voor R = ¢ » dat is juist het geval van de oscula-

tiecirkel. A
Stel dat men een kromme en ecn oppervlak hecft met de vergelijkingen

1.33) <2 = t8(s) en PGP =0

dan ligt de kromme gehecl op het oppervlak, indien voor alle waarden
van s in het beschouwde gebied

def
1.34) b ()= meMs) =0
De kromme en het oppervlak hebben het punt §h = fh(s) gemeen indien
hi =0
Is bovendien
1'35) (%‘é‘, - = O; Yoo o ; (gfﬁ') = O; (d'—'nj-ﬁ;_'?i') =_0.,
S 7 8=8 as® s=8 ds 8=8

dan zegt men dat een ganraking van de orde n bestact. Vroeger heette v

dat weer het gemeen hebben van n+1 "neburige punten'.

We passen dit toe op de berekening van de osculererde bol van de
rromme.x® = £2(s) met 3® = i® in het punt s = 0, x® = 0. Dat is de bol
die in dat punt met de kromme cen aanraking van de derde orde hecft.-
Z2ij

. def ~ , ‘2.1 h )\ ?
1436) F(xy) = 2 (x7 - p9(x" -2 ) - R

de vergelijking van deze ol met straal R en middelpunt qu Dan hebben
. . Nl : . .
we de functie ¢ (8) = F({7(s8)) te bheschouwen. Deze fuactle en de drie
afgeleiden moeten mul ziin vecr & = 0. Dat geeft de vergelijkingen
. 2

1.37) s Mk 22 i
byt S g tan
1.38) It =0 »,\jj/ ) se. o
. Pyl - A
T phyh

,»x'.{-

1'39) = /:(:u
A
dk '
1440) )N phja_h S R G

Uit deze vergelijkingen volgt

) \ dk
1.41) ph = xP 4 % jh - ~}»« Eé jh voor ieder punt ’
v k' k 3 : .
Y van de kromme waari
‘315{)2 p? nu het middelpunt

van de osculerende

bol voorstelt in hed

punt x> Veds kromme

1. o2 o1 Ao
42) B o= K * wki(ds
t L
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Bovendien volgt uit (1.38) en (1.39) dat de osculatiecirk;al op de 0’?-
culerende bol ligte. Voor het gemak schrijven we even 1\{ == en E = v
' A

(Y

en bepalen d_ 2

as
ag
d 2 ag & _a Ny
1443) Is B =2gg§ ("g'-i—a-s'(@ds ).

d ‘
Is dus noch a-g-— noch @€ gelijk nul, dan is R dan en dan alleen langs

de kromme constant indien ’
£ a ap o
143) TJ. + 35 ﬁ I ) =

Daar bovendien

h dg R ap . ag
Te d h } h .h a . h
o +{§+a§(fia§">333“ GEEN

t 2 f

*is in dit speciale geval
1.45) ap? = 0

hetgeen bewijst dat ook het middelpunt van de osculerende bol constant
is, De kromme is dus in dit geval ecen spherische kromme, dat is cen
kromme die geheel op een bol ligt, die dan natuurlijk tegelijk voor
ieder punt osculerende bol is. Geldt (1.43) slechts in één punt dan heet
dit punt een spherisch punt van de kromme.

Voorbeeld 1« De gewone schroeflijn op cylinder met strazal R.

R sin S-L88X cgs“

2

1.46) xh 8 sinx

mpt. ek
en vy, bel

¢ R cos S-£28X Ic;oscx ol R
J¥atu
. 8 COS « /'.'?,

£
53

[+ cosw cos —5 {>,/
h
1.47) S c 3 sin » : VRN

- cogX gin

8 coaw
-T

2 -
-cog 4 8 COSA
1+48) v i:;)‘ o,
‘ A o g coga

‘iﬂ?‘z‘ 3{ copstant is is M.P. kromtecirkel = M.P. osculerende bol (zie 2.41))
| o [moeipASgAR o S9RE oo B9gAN
149) i8] o o . ‘

s x o .
- cog S.808 | A cag%_ sin & cgs X



en dus
- cos% 8 cos ™ sin®cos X, - oy S808«
» COS™ COS = + 7 (~gin x cos -——-ﬁ-—-—-z
d 2 coszd Fini coOs«
Eih < sinx  + - Ein® coS«
ggszx osw gin S-.898 % sino cos (sinx sin S cosa )
| R s C : R 7 ._ﬁ_—_—,
h ) “h
i E%EOSM
. - 8ina COS ==
waaruit volgth: ] R
1.52) k = £ 810° CO8 ¥ e COS
1 R 3
sin « sin _s____g%g_i

Kiecst men het bovenste teken dan vormen 3 s 3 en j een rechts stelsel
en 1;: wordt hier positief omdat we een rechtse schroeflijn hebben.
Uit (1.48) en (1.52) volgt

1.53) I;C/k = tgy = tangens hellingshock

Voorbeeld 2. Stel we weten van cen kromme dat k/k constant = ‘l/C ise.
Dan luiden de vergelijkingen van Frenet

aj?
— = kjB
ds }
.h
dj .
A .h .h
ds ~ ]::J; + Clic:}'s
.h
aj
I . :h
ds Cl:mx
en daaruit volgt dat
1.55) ci + B = o
’,./\t I 3
ho et een langs de kromme constante vector is. Brengt men dus
door de kromme een (algemene) cylinder met beschrijvenden
// ¢, dan is de hellingshoek van de kromme 1t.0.Ve ce&n
Jb‘Vl k| op & constant en zijn tangens gelijk aan C. De
<1

kromme is 3vs een algemene schrosfliin (Boschungsllme)
Voorbeeld 3. Krommenparen van Bertrand

Gegeven een kromme X, = xh( s) zodanig dat er een andere kromme

¥ =¥ (2) bestaat, die dezelfde ecrste normalen heeft als de eerste.

puEmmET T

%z 1s de langs de tweede kromme gemeten lengte.
Er moet een betrekking bestaan van de vorm

1;5’6) yh = xh-i- Z(S) jin




ih 3? en jh zijn de drie eenheidsvectoren behorende bij de eerste
¥

kromme.
We maken hier nu eens gebruik van een soort vectornotatie waarbij

de index weggelaten wordt en de kernletter bovenstreept wordt om een
vector van een gewoon getal te onderscheiden

1.57) F=%+473
Deze vectornotatie wordt wel gebruikt zolang men alleen in R, werkt,
maar voor meer afmetingen en verdere veralgemeningen is de indexnota-
tie toch voordeliger. In de vectornotatie luiden de vergelijkingen
van Frenet, indien men de differentiatie naar s door een accent asn-
geeft

158 =k 1=K T
Schrijft men k, %, % voor de 3 ecnheidsvectoren behorende bij de tweede
kromme -dan is ,

1+59) %:;§z§‘+f§—-1‘cf;‘f+l§[3
Maar in het algemeen is % * § omdat hier naar s gedifferenticerd is en
giet naar de parameter z van de tweede kromme. In elk geval moct nu
k!t 3 zijn en drmaruit volgt dat {?een constante is, dus

1,60) k3 -%xf3 4 % {3
i 3 i ! 3
omdat g een eenheidsvector moet zijn is dus
161) -~ ry - N 15{
. 1§=?cosa+381na ,tguzm
4

3

Doordifferentieren naar s geeft

-

1.62) % kj coso - kJ sino ~ J sina.»' + j coso.o’
_ 7t 2% ) -3
. Aangezien echter § x % moet zijn volgt dat « een constante is. Dus is
; A
1463) 1 - lf»? = cl;f A 3 ¢ = constante = cot w
| 1464) e+ ol = 1

- Bestaat or omgekeerd tussen g en g eéen lineaire betrekking van de vorm

1165) ak + bli =1
)



T
met constante coefficienten, dan bewijst men teruglopenle dat er een
tweede kromme bestaat met dezelfde normalen, Dergelijke krommenpm ren
zijn genoemd naar Bertrand.

Behoort een kromme tot ean poar van Bertrand, en z jn g en k niet
constant, dan is de andere kromme van het paar volledig vastgelegd.
a is de constante afstand van le krommen, gemeten langs de eerste nor-
maal en.g is de cotangens van de hoek tussen Ge razklijnen in over-
ecnkomstige punten. Zijn $ en E constant, dan is de kromme ecen gewone
schroeflijn en de tweele kromme is niet eenduidig bepaald. Iedere
schroeflijn met dezelfle as en met dezelflde normalen voldoet.

Uit (1.59, 60, 61) volgt

a8
1.66) cos Y = (1_1559)&.

. ds
sin o "k,dz
maar aangezien de betrekking tusszsn de beide krommen reciprook is moe-
ten dezelfde betrekkingen geldea wanmeer men s, X en ¢ door z, -% en
-{ vervangt en k ¢cn % door kromming en torsie g en % vau de tweede

Y
kromme

~ x {) 42
1.67)  cos & = (1 +'k{) 55
sin v =‘§F%§

Vermenigvuliiging van (1.66) en (1.67) leert dan

) a) (1~ k£ (1 +'k4) = cos®x = constant (Mennheim 1877)

1.68 ‘ ‘
) kk=SR— = constant (Schell 1859)
. 4|

N\ (168a) drukt uit dat op de gemcenschappelijke normaal de 2 punten van
de krommen en de twee middelpunten van le osculatiecirkels een con-
stante dubbelverhouding hebben.

Deze eerste§ heeft slechts gediend tot inleiding. We gaan nu krom-
men meer algemeen behandelen en wel met algemene "kromlijnige® coorli-
naten, in ruimtenr met een willekeurig aantal afmetingen waarin ook an-
lere meer algemene vormen van meetkunde zullen worden toegelaten. Hier-

" voor moet eerst het analytische apparaat worden opgebouwd «
® -
- § 2. De Xn‘ Beschouw n geordende variabelen g*} ¥ = 1,000,n, ') die

f elk alle reecle en complexe waarden kunnen aghnemen. Eén stelsel waarden
ﬂheet een arithmetisch punt en de verzameling van alle ‘arithmetische Jpun-
j?ten de arithmetische uitgebreidheid. Cﬁ . We spreken van "het punt f b
 en noemen de f de kentallen van het punt In.Of definieren we E_ll~
ﬁ\cyllnders en g;bleden'

Een verzameling arithmetische punten die voldoet aan de ongelijkheid
K

2.1)
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K
wkaarin de &« willekeurig gegeven reéele of complexe getallen zijn en de

p willekeurig gegeven positieve getallen, heet een polycylinder inﬂin

Een verzameling van arithmetische punten heet een gebied van U7,
indien de-volgende voorwaarden vervuld zijn:

1. De verzameling is open, d.w.z. ieder punt ervan behoort tenmin-
ste tot één polycylinder van 01, welks punten alle tot de verzameling
behoren;

2. voor iedere keuze van twee punten der verzameling bestaat er
tenminste &én rij van polycylinders, elk alleen bestaande uit punten
der verzameling, zo dat het eerste punt in de eerste polycylinder ligt
en het tweede punt in de laatste en dat opvolgende polycylinders ten-
minste &én punt gemeen hebben

22) (0 O T T 9

Blijkbaar is iedere polycylinder een g ebied. QOok de Olnzelf is
een gebied. Maarniet ieder gebied is een polycylinder.

Ieder gebied heet "nabijheid" of "omgeving’ van elk van zijn pun-
ten. Voor "nabijheid van £ "wordt geschreven 1l Qé Y.

We beschouwen nu eeg'verzameling M, waarvgn de elementen in &én-.
één correspondentie zijn met de punten van een gebied® van (U . Over
de aard der elementen van M, laten we ons niet uit. Dit kunnen bijv.
zijn homogene lineaire vormen in n variabélen df polynomen van de graad
n-1 in één varisbele df punten van een andere U, . Deze &én-8én corres-
pondegtie noemen we nﬁ”@g@;@ig@igggtaqul_in ﬁ? - Corré%ondeert een
‘ punt(g met een element van M_dan noemt men de(g de coBrdina_p_qiz van dit
element t.0. van het codrdinafenstelerl (k) en men schrijft(ék inplaats
van’§ indien deze getallen werkelijk in deze zin dus als coordinaten

van een element van M, worden opgevii.
We gann nu gebruik maken van het voigende uit de analyse bekende
en daar bewezen theorema:

Theorema van inversie

Indien in het stelsel van n verzelijkingen
o

2.3) (g = :g({g), k' = 1t,..., n'

i K K K . .
‘de functies f analytisch zijn in;£ ((en 3us in een P (£)) en_indien de
o <

?ignctionaaldeterminant
o « (ot
2w 4 e pe( £ o ek
-~ K
%0 is in £ (en dus in eernqﬁ(tgk)), dan kunnen derg uit (2.3) worden
, = T

ioggelost °

‘%‘) Tenzij anders wordt afgesproken nemen de indices k, A s P oY s f y T 4T or
~ soms ook w altijd de waarden /,...,s (cursief) aan, ‘ '
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2.5) £ = f({)

waarin de T analytisch zijn :m(g (en dus in een {f (£ )), waar
gedefinieerd is door

l

3

°Qh‘ﬁ x

+
ot K

K
2.6) \ é = £ ({)
{ . |
en deze oplossing is yeldln in een 7 (cé) De functionaaldeterminant

dc,r{ is gelijk aan a4 .

b 4

Uit dit theorema volgt direct dat er 1n7f'5 Cé ) een omgeving (ifA
van (_ébestaa‘t en in ¥ (5 ) ecn omgeving W van ® yoor de punten van
welke omgevingen de vcrgolukln{ren (2.3) en (2.5) ecn &én-&én corres-
pondentie vastleggen.

We hadden boven een verzamcling M., in &én-&én correspondentie
met het gebied W van (i . Laat nu® geheel in &K, liggen. Dan bestaat er
in M een verzameling M in &4n-&4n corresnondentic met M en dus nu ook
in &&n-&&n correspondentie mct R'. Deze laatste correspondentie is mu
volgens onze definitie een ander ooordlmtens‘celsol over M.coordianten-
stelsel (k') en schrijven (gk indien dpré worden opgevat als coordins-

ten van de elementen van M.

+ ¥ "\.

K L
Substitutie vancg ,‘5 in nlaats van (5‘ q‘f‘f, in (25'5,5) leveryt

2,8) K K k! ; ko= 1",...,0!
£=1 (§)
&
l ‘(‘ )
waarin we nu ook T ’ £ schrijven in plsats van :f , £ ¢n deze vergelij-

kingen (2.8) stellen een codrdinatentransiormatie in M voor.

Uit fig. (2.7) zien we dat bij esn .ocdriinatentransformatie de
elementen van M niet veranderen, w ol hin teeldpunten in O, « Werden de
elementen van M zelf getransformeerd dan rost men zo'n transformatie
als volgt schrijven

* “ s FUED
o=

indien men het codrdinatenstelsel (k) gebruikt. Deze zelfde transforma-—

tie van elementen luidt
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met andere functies F indien men van de coordinaten (k') gebruik
maakt. We zien duss

bij coordinatentransformaties veranderen de¢ indices rechtsboven of
ondert X — k', l,e..,n— 2,.., n', terwijl de kernletter onveranderd
blijfts

bij objecttransformaties, d.z. dus hier de eclementen van M of de
punten van (T, , verandert de kernletter, terwijl de indiccs rechts
boven of onder onverandcrd blijven. Indices boven of onder de kernletter

of links van de kernlettcr worden tot de kernletter gerekend.

Dit is het beginscl van de kern-index methode...
® ®
Inderdaad blijkt nu det het roecd was tussoncg enﬂg te onderscheiden.
Een coordinatentransformatiz in M:gf~n£ (indexverandering) is in (X,

inderdaad een objecttransformatie (de arithmetische puntcn veranderen)
en hier moet dus de kernletter veranderentg-erﬁ . )

We gaan nu niet slechts 34n coordinatentransformetic in M beschou~
wen maar ecn heel stelscl. Veelal ecist men dat zo'n stelsel een groep
vormt d.wW.Z.,

1. het resultaat van twece transformaties van hot stelsel na el-
kaar uitgevoerd behoort ook weeg tot het stelsels

2. behoort cen transformatiz tot het stelsel, dan bevat het stelsel
ook de omkering van die transformnatic;

3. het stelsel bevat de idontieke transformatie.

Het komt echter ook voor da¥y men alleen eist dat het stelsel een
pseudogroep vormt. In plaats van 1. komt dan

la. Indien twee transformat®#es van het stelsel na elkaar uitge-
voerd kunnen worden dan behoort &3t resultaat ook wecr tot het stelsel.

Veorbeelden van groepen zija:

1. de groep van alle permutitics cor co5rdiqaten.'

Een transformatie van dcze weop is bijv.‘éf:}f;ﬁligg

2.. de affine groep G, van alile omk.crbare lineaire transformaties;

3. de speciaal affine groep G&m van alle omkeerbare homogene
lineaire transformaties;

4. de orthogonale groep G, en =ilc orthcgonale transformaties
(a=+ 1)

5. de groep G,, van alle rotauics.

Voorbeeld van een pseudogroep ¥s do gro»gg%}n van alle omkeerbare
transformaties die in enig gebied gadefiniecrd en analytisch zijn. In~
~dien een transformatie T, het gebied ¥, transformecrt in P2, en een andere
transformatie T, het gebied gajin R,, &an kxan T T, alleen worden gc-
- vormd als "M, en #, ecn punt (en dus gen gebied) gemeen hebben.
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De verzameling M , uitgerust met één corspronkelijk gegeven
codrdinatenstelsel en met alle codrdinatenstelselsdie hieruit. kunnen
voortkomen door toepassing van de transformaties van een bepaalde

gegeven groep of pseudogroep heet een n-dimensionale meetkundige uit-
gebreidheid (in tegenstelling tot de arithmetische uitgebréidheidéﬁ%)
De transformaties van de groep of pseudogroep heten toegelaten of

geocorloofde coordinatentransformaties, de ontstane codrdinatenstelsels

toegelaten of geoorloofde codrdinatenstelsels, de elementen van ™M
geometrische punten of kortweg punten.

Het is gebruikelijk de verschillende geometrische uitgebreidheden
met speciale letters aan te duiden. Wij gebruiken hier de volgende
letters: ’

X :’%i)willekeurig met pseudogroep ‘¢, . Dikwijls wordt in
plaats van analyticiteit alleen maar continuiteit

en een voldoend aantal malen differentieerbaarheid ver-

langd. De )<nis de ruimte van de gewone gegeneraliseer-

de differentiaalmeetkunde.

™

@H; = Oé‘met 'd « De éi‘is de ruimte der gewone affine

meetkunde.
gecentreerdegns 75:‘0: 0L, met gh . In de cfn ligt een oorsprong vast.
.

Rn= @L,= Olnmet ..+ De R_is de ruimte der meest eenvoudi-
ge n-dimensionale metrische meetkunde. De gewone ruimte
van klassieke mechanica en physica is een F; .

In een X“'bestaan natuurlijk geen polycylinders want er is geen
bevoorrecht coordinatenstelsel (in tegenstelling tot de o,). In de
plaats daarvan treedt het begrip cel. Een cel wordt gedefinieerd als
de verzameling van punten die ten opzichte van enig geoorloofd coordi-
natenstelsel aan de ongelijkheden

2] <

voldoen. Met behulp van deze cellen kan men nu ook in Xheen gebied
definieren. Men kan echter ook een gebied definieren als de verzamelins
van alle punten die met behulp van een geoorloofd co6rdinatensteisel
in é8n-é&n correspondentie kunnen worden gebracht met de arithmetische
punten van een gebied der (f, .

Iedere X, , die een gebied is van een andere X, , heet in die
laatste X, ingebed. Elk gebied van een Xn heet “"nabijheid" of "omgevin-"

"
van elk van zijn punten. De omgeving van £ wordt genoteerdfzf(cgk)v
| s

<
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Heeft men voorn%?nanalyticiteit geeist, dan heeft het zin een
functie v van de punten der X, die voor enig gebied is gedefinieerd,
analytisch te noemen bijv. in £" indien ten opzichte van enig geoor-
loofd codrdinatenstelsel (K ) de functie

K
2.11) p:)f(ég)
LS
iJlég analytisch is. Op grond van een bekende stelling uit de functie-
theorie is dan ook voor een geoorloofde coordinatentransformatie

]

(K)= (k') de functie f eptredende in

2.12) bs fEY < f (g™
analytisch incgk « Analyticiteit is dus nu een eigenschap die in-
variant is bijoalle geoorloofde codrdinatentransformaties: Is p ana-
lytisch incg dan volgt daaruit analyticiteit in alle punten van een

THC£S). N
fou i
Heeft men voor é@; alleen geeist dat de functies f‘ continu en
t maal differentieerbaar zijn en is [o een functie vancgkdie even--
eens centinw is ent maal differentieerbaar, dan is deze eigenschar
blijkens (2.12) ook weer invariant bij geoorloofde coordinatentrans-—
formaties. ‘

In een X _kan men nu figuren geven, vastgelegd door getallen
ti0.v. een geoorloofd ccordinatenstelsel. Vervolgens kan men zodanige
eigenschappen van die figuren beschouwen die invariant zijn bij geoor
léofde codrdinatentransformaties. De verzameling van al deze eigen-
schappen vormt de meetkunde der XF . Het heeft bijvoorbeeld zin te

vragen of twee krommen elkaar snijden, maar de vraag of een kromme
"recht" is, is in een Xh zinloos. De meetkunde wordt dus de invarian~
tentheorie bij een bepaalde groep of pseudogroep, hier %E%. (Beginsel
van F.Klein, 1872). , )

Kiest men in X, één coordinatenstelsel en bepaalt men zich verder
alleen tot coordinatentransformaties van de greep go‘dan ontstaat een

Eﬁ\.'De meetkunde der En is de invariantentheorie bij de groep g;l.
Maar men kan ook zeggen dat de meetkunde van een figuur in En hetzelfd:
is als de meetkunde van deze figuur + de verzameling van alle nu nog
geoorloofde coordinatenstelsels in X, . Men kan dus tot een minder
~ algemene meetkunde afdalen door 3f de groep te verkleinen df de groep
zo te laten en een stelsel van figuren (hier de alsnog geoorloofde
coordinatenstelsels) toe te voegen. Ook dit beginsel werd door ¥. Klein
1872 geformuleerd. Dikwijls kan men in plaats van de verzamelim?%&f&%ﬁ
‘ geoorloofde coordinatentransformaties een andere eenvoudiger figuur
invoeren. Neem bijv. de gecentreerde 81 . Om tot de gecentreerde‘R’L o
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te komen moet men van één coordinatenstelsel uitgaan en nu alleen nog
maar orthogonale transformaties toelaten. Maar men kan het cok anders
doen en alleen een ellips invoeren met de vergelijking

VY IS L 2
2.13) j// £ X + z.j‘zm« + éuxx =/

Is (K') een coordinatenstelsel t.0. waarvan de vergelijkingen van
de ellips de vorm

2.14) x w2
aannemen dan kunnen alle coOrdinatenstelsels met deze eigenschap uit
( K') worden verkregen door de transformaties van de groep ’jw toe te
passen. Uit de 51 met groep gmis dus nu een Pl met groep 90» ontstaan.
In dic A heet de ellips "cirkel". Anders gezegd:

eigenschap figuur in Rl= eigenschap van die figuur + de ellips
(2.13) in &, .

-

§3. Geometrische grootheden en objecten in E,; en in )(h .

Bij een geoorlcofde codrdinatentransformatie in X, transformeren
zich de differentialen lineair homogeen

3.1) dE" - A“;dgks Ay
Deze transformaties vormen in &én bepaald punt (gk de groep %\.o . Daar-
uit volgt echter dat aan ieder punt van Xh een gecentreerde én is
toegevoegd, de lokale ﬁh van ék . Verder dat bij ieder coordinaten—
stelsel in X, &&n bepaald rechtlijnig (doch niet orthogonaal) codrdina-
tenstelsel in 8,, behoort. Men is gewend de ‘eorsprong van Evn met het
punt ék te identificeren. Verder hebben echter Xh en 5_,, geen enkel
punt C.g‘erm-zelrl. Ook hebben twee leacale 6 's die tot wverschillende punten

behoren helemaal niets gemeen., Hier is vroeger nogal geknoeid, men
beschouwde de 5} als een "oneindig klein" gebiedje van de Xh maaxr dit
heeft natuurlijk alleen heuristische waarde en kan tot allerlei foute
conclusies leiden. Ook heeft men zich de X“ ingebed gedacht in een Eﬁ;
en de lokale &, als de raak- &, aan de X, in {  geduid. Afgezien daar-
van dat men zich met die inbedding aanzienlijke beperkingen oplegt,
treden er nog andere moeilijkheden op. Het heeft bijv. wel zin em
te vragen of twee "naburige" raak- Eh 's elkaar snijden (dit kan van de
aard der inbedding afhangen) maar het heeft geen zin deze vraag te
stellen voor "maburige"lokale Eih's.

Bij de groep Qkain één bepaalde lokale En definieren we nu de vol-

gende meetkundige grootheden:
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1. Scalar p . Eén kental, invariant bij (3.1)

2. Contravariante vector 2rK. kentallen met transformatie

3.2) rhl AT

Geometrisch beeld:s vrijzwevend stelsel van 2 punten met (niet
noodzakelijk rechte) pijl of ook in een gecertreerde 8% het punt
met ceordinaten vji. De oorsprong fungeert dan als eerste punt.
De projectie op de l-as, gemeten met de bij die as behorende
maat is UJ.

Blijkens (3.1) is tt§K een contravariante vector. Optelling van
contravariante vectoren geschiedt volgens het "parallelogram
van krachten"

K ®
—zi W Y

o /
3.3) P

/
/ ////// [ ¥
[

%« Covariante wvector LUA. n kentallen met transformatie

A
3.4) wy = AA,uh

éeometrisch beeld: vrij zwevend stelsel van 2 evenwijdige hyper-
vlakken (d.z. (n-1)-dimensionale vlakke uitgebreidheden of

E;js in wa) met een doorstekende liefst niet rechte pijl
(anders wordt er gesuggereerd dat er ook nog een richting ge-
geven 1is). Vooran = 3 is het beeld dus

3.5)

Het stuk afgesneden op de l-as gemeten met de bij die as beho-

rende maat is }&,. In een gecentreexde Ekxkan men ook het hyper-
i
vlak met de vergelijking

5.6) XKZU',,\ = |
K e
( % = cobrdinaten in £,.) nemen. Het evenwijdige vlak door de
oorsprong fungeert dan als eerste vliak. Wordt een covariante

vector met 2 vermenigvuldigd dan komen de hypervlakken 2 x Zo
dicht bi] elkaar te liggen. Om de optellihg in beeld te brengén



/~ Het meetkundig beeld van een gemengde affinor van de valentie twee,
T*“jk s in een gecentreerde 6n is een homogeen lineaire punttrans-

< A

formatie
( 3'10) 3k = P « ) X

Dit is een objecttransformatie, geen co'o'rdinatentransformatie‘
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snijden we beide hypervlakken met een vlak, Dan ontstaat de
figuur

3.7)

De verbinding
K
3.8) vowy,

heet de Qverschuiving (ﬁberschiebung, transvection) van v en

Wy sze verbinding is een scalar en een simultaaninvariant
van U en W, . De absolute waarde van Ukun;is de lengte voor

1fk, gemeten met het stuk dat door de hypervlakken van %W, op
de lijn van Lfkwordt afgesneden. Zrku4< is positief wanneer de
twee zinnen van ifken W, overeenstemmen en negatief in het an-
dere geval. Is dus Uku&,z + 1 dan past Zf<precies tussen de
twee f; :s van W, .

-

k- -k

4. Affinoren 73.

od .
met de transformatie

K.,k K SR, N
3‘9) p -, P, ' ;AR'...AKP AA a--A‘{ PK' P
c A "“'\e' & kfa f\: Ag’ ) ’ v
N ' % A‘...)& ‘—)K‘""KP
ef kort- A R
k‘...KP)lt-.‘h& },.x-kg_
heet een affinor van de yalentie p+¢q , de contravariante valen-
tie P en de covariante valentie q . Een contra (co) variante
affinor heeft alleen indices boven (beneden). Zijn beide soorten
indices aanwezig dan heet de affinor gemengd. De scalar, de

contravariante vector en de covariante vector zijn bijzondere

gevallen van affinoren.
Affinoren met dezelfde valenties kunnen worden opgeteld,

andere affinoren niet. /° .
. . . S 4 s
Geeft men asn alle indices van . | »...r, behalve é&&n, bijv.

k

’ aéhtereenvolgens alle waarden van 1 tot n dan ontstaan
nP "' vectoren. Zijn er onder deze juist r lineair onafhanke-~

lijke dan spannen deze in f% een Eh door C>g£,t~ heet de Kk, -

K ..o
. ' 4 .y .
rang van P Sy de verzameling van alle van deze b
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lineaire afhankelijke vectoren heet het K, -gebied van

Kook
P Ao e hg

covariant, bijv. Al dan geldt hetzelfde, alleen wordt er een é;-r
opgespannen en deze heet de drager van het door de r covariante

en f; heet de drager van dit gebied. Is de index

vectoren vastgelegde A -gebied.

Bij een affinor van de valentie twee, hetzij contra, hetzij
covariant, hetzij gemengd, is de rang t.o.v, beide indices even
groot. De twee gebieden en de twee dragers behoeven echter niet
dezelfde te zijn. De rang is hier identiek met de rang van de

matrix der kentallen bijv.

P, P, .. P
2 .
P,
3.11) .
2] n
P,; P..

Deze rang wordt als wolgt gedefinieerd. Bevat de matrix onder-
determinanten met R rijen en R kolommen, die niet nul zijn, maar
geen zodanige met R+t rijen en R+1 kolommen, dan is de rang R .
Al deze rangen zijn arithmetrischc invarianten bij coordinatentrans-

formaties. :
De vergelijking (3.10) laat dan en alleen dan een émkering
toe indien de rang van 73?Agelijk n is
K -I
X =
y >2
P. heet de omkering vanP . Op dezelfde wijze hebben affinoren

als ('Q en F?  omkeringen G‘(aw " mits hun rang n is.

Een co- ef contravariante affinor heet symmetrisch in alle
1

indices of ook tenser ) indien die grootheid invariant is bij

iedere verwisseling van twee indices, bijv.

3.13) ‘PKA - ka
Uit iledere co- of contravariante affinor kan een tensor worden afge-
leid door het invariante proces van het mengen ever alle indices.,-
Dit mengen geschiedt door de som te nemen van alle isomeren (affi- .

— . - —————

') De naam tensor werdt deor verschillende autcurs wok voor affi-
noren gebruikt, de tensor heet dan symmetrische tensor.
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te delen door p! indien p de valentie is, bijv.

3.14 S -
) P‘“'\H:/AU’WH+ %V*‘+E

ka ¥ Fikﬁ + PFAk + FiPA)
 Het mengen wordt aangeduid door kromme haken om de te mengen indices,
Men kan ook mengen over enkele indices, waarbij niet mee te mengen in-

dices door verticale strepen worden uitgeschakeld, bijv.

3.15) PK(,\”\A]\/) = Z‘LI(PK')\}A)}-F ’P’k\/}il\)

Ook dit proces is invariant, het resultaat is een in enkele indices
symmetrische affinor. Ben affinor van de valentie P heeft YIPonafhan~

kelijke kentallen, een tensor van de valentie P slechts ( n+§-! ).

Een co- ef contravariante affiner van de valentie p heet alter-
nerend in alle indices of ook P ~vector ')(multivector indien men p

niet wenst te noemen) indien die grootheid invariant is op het teken

na bij iedere verwisseling van twee indices, bijv. de bivector

s

3.17) ?kx = 7k

Uit iedere co- of contravariante affinor met een valentiepgn kan een
P ~vector worden afgeleid door het invariante proces van het alterneren
over alle indices. Dit alterneren geschiedt door de som te nemen van
alle isomeren die door een even permutatie ontstaan, daarvan af te
trekken de som van alle isomeren verkregen door emeven permutaties en

het resultaat te delen door fa!indienis de valentie is, bijv.

3.18) 2o P * P P - Pricpr P Poges)

Alterneren over meer dan v indices geeft altijd nul. Er bestaan
dus geen p —~vectoren met p >n . Het alterneren wordt aangeduid door
rechte haken om de te alterneren indices. Men kan ook alterneren ever
enkele indices, waarbij niet mee te alterneren indices door 'I worden
uitgeschakeld. Bij een veel voorkomende vorm van dubbele alternatie
- doet men hgt gemakshalve anders. Zij?ih een affinor van de rang r., Dan
verstaat men ender

3.19) P, - - Feaad
de grootheid, die verkregen wordt door onafhankelijk van elkaar over de
K -indices en over de A -indices te alterneren. Men overtuige zich voor
’1age waarden vanJa en N dat é&n der alternaties mag vervallen

. . _ _ - = p y
220 g, Bpd = Tog o Tee = P Trang

N i iz e s o G

') Varschillende auteurs gebruiken de naam antisymmetrische tensor.
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Ook overtuige men zich voor lage waarden van P enn dat de kentallen
van F)!Fa<9~“"F1Q\d precies de onderdeterminanten met P rijen en

P kolommen zijn uit de matrix van Yik « De determinant van deze
-matrix is dus

.21 e - n!
3 ) Det (PRA)[R = N, %['.a]h:} —n.TSM" .“]n:n!}:)‘[,... }l)nlﬂ]
Zijn X geeorloofde coordinaten in de lokale fq , dan is het

geometrische beeld van een tensor F;khet quadratische hyperoppervlak
met de vergelijking

A K
3.,22) pAk X X = |

Is T%k reéel en van de rang r dan is uit de algebra bekend dat

er altijd tenminste één toegelaten coordinatenstelsel ( k) bestant ze

dat in de matrix der I alle getallen buiten de diagonaal nul zijn

VK
en dat
P . PR B . P L
I P L F;'.S' -1 sai(sey 0 Pr'r =+
3.2%)
P;r-y»)'(r+t}' 20, . "3Pn"’\l = 0.
S heet de index van Taken de volg - - ~....+++--de signatuur. Is

€N =10y

§ = O7ofs=n dan heet P,, positief resp. negatief definiet en in het

andere geval indefiniet. De signatuur heet even (oneven) als § even

(oneven) is. Index en signatuur zijn invariant voor regle geeorloofde
coordinatentransformaties.
Op de geometrische beelden van P -vectoren komen we later terug.
Behalve gewone kentallen gebruikt men bij grootheden ook dikwijls
kentallen die behoren bij twee of meer verschillende coordinatenstel-
sels. Deze dragen indices van verschillende soorten en worden inter-
mediair genoemd, bijv.

oY

: ' A *
.24 SKA AR P A PR
3A 3' k?'.,"‘ = A“P..')A - AA"" H ..;J.
De Ax en A“. eptredende in (%.3) en (3.4) zijn bijvoorbeeld interme-

diaire kentallen van de eenheidsaffinor'.Ai gedefinieerd door

3,25) A"

/{ voor K :4R
;\ -

o voor K £ A

wiens geometrisch beeld (verg.(3.10) de identieke transformatie iss

3026) XK = A\‘:\ Xh

Het komt ook voor dat een grootheid gedefinieerd is t.o0.v. twee
of meer verschillende ruimten. Ook dan kan de ‘greotheid verschillende
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soorten van indices dragen, die tot die verschillende ruimten behoren.
Dergelijke grootheden heten verbindingsgrootheden.
In een 5hmet rechtlijnige coordinaten x" zijn bijvoorbeeld

K

— K
3427) X = Bg Y 5% =, ..,
&

bij constante Bg de parame‘bervergellgklngen van een 5 waarin de B
als rechtlijnige coordinaten kunnen worden gebruikt., B% is nu een
verbindingsgrootheid tussen de E,ﬁ en de E,m en zijn transformatie luidt

1 K!
3-28) Ba' A .3% Q i Bg = -
‘é
5. Dichtheden en W —greotheden. Behalve scalairen zijn er nog andere
grootheden met een kental dat echter niet meer invariant is. Aangezien
er geen index is moeten de kentallen ten opzichte van verschillende

%
%.

coordinatenstelsels op andere wijze van elkaar onderscheiden Worden.
Voor een grootheid ‘5’3 schrijven we voo:c)' het kental t.o0.v. (K): T of

fa[k] en voor het kental t.o.v. (k'): XO of d’D[KJ . Waar niet bepaald
nodig laat men (K)en [K] weg: We onderscheiden:

Lo ~ ke
scalaire A ~-dichtheid met gewicht £ % f;LR'] = fa[K]
scalaire (gewone)dichtheid met gewichtk : fa{ﬂ'] = lAI—ka%[K]
W -scalar [K'] A/ p k]

Door vermenigvuldiging van deze grootheden met een affinor ontstaan de
grootheden '

affinor A ~dichtheid

affinordichtheid

W —affinor.
(Evenzo tensordichtheid, bivectordich‘bheid,\z\/ -trivector, enz.).
Gewone dichtheden enW -grootheden treden veel in de physica op, & -
dichtheden meer in de differentiaalmeetkunde. Bij voorkeur gebruiken
we de volgende kernletters? .

affinoren latijnse kernletter
W —affinoren " » met ~
gewone affinordichtheden gothische "
affinor A -dichtheden " " met

~Maar vooral in de physica zijn er dikwijls andere overweglngen die de

- keuze van een kernletter bepalen,

’ Er zijn twee n -vector A —dichtheden { en LA,

ky‘die een bijzondere rol spelen. Zij worden gedefinieerd door de vergelij-



kingen

) |...n
3.29) ij S I TP

t.0.v. ieder teegelaten coordinatenstelsel in 6n . Uit deze algemene
geldigheid volgt dat { het gewicht + 1 en® het gewicht - 1 heeft.
Deze grootheden zijn dus evenals de eenheidsaffinor a priori in En.
aanwezig. Met hehulp van hen kan men eeneenduidige correspondentie
vastleggen tussen contra-(co-)variante p -~vectoren en co-{(contra)
variante (n-f )=vector A —dichtheden van het gewicht - 1 (+ 1).

’)‘\" Lo Koo kp

O‘j) v I -‘5-' ’1’#)\.__,)\%;('“,,,‘?2)
K... K - YD P

AR - RER A P

L v = 2 }f)w-.h‘{
3.30)

K. K ~ AL AgK LK

) 1 . LI 9
¢) ?m} =2 Waag

) w o Ko
! - ) = | ! y .
) Ar' A[D ZZ] ’ﬂ/).'...xpk,..‘,ka a,’)g ) ‘31:\"[-\3

In andere vorm luidt deze correspondentie
P‘ﬁ&; M 'f‘n

"
(3,) ’:}7.' /,,(l...}y.(l = ¥

3.31)

ng”,vjinevenpermutatie der
getallen t....n .

Dit zijn voorbeelden van kentallen van een grootheid, die bij andere
groepering ala kentallen van een andere grootheid kunnen worden epge-
vat., Op deze vrije corresponderende grootheden hebben natuurlijk dezelf-

de meetkundige interpretatie f‘ en corresponderen met het getal
+ 1.

Van twee meetkundige grootheden kan men een product vormen, bijv.
K. K v
3.32) R Fy OPS, of
ﬁ = . \jo
Wordt in zulk een product gesommeerd over een of meer paren van onge-—

lijkstandige indices, waarvan er telkens &én tot de ene en één tot de

andere factor behoort dan ontstaat een overschuiving (ﬁberschiebung,
transvection), bijv.

3.33) sT.PY @Y,




Wordt de sommatie toegepaét op é&n enkele grootheid dan spreekt men
van vouwing (plooiing, Faltung, bij phyeici ook Verjlingung, contraction)
bijv.

o~ Ly
3-34 j ?H': fo <y

Productvorming, overschuiving en vouwing zijn invariante operaties.
Meetkundige ebjecten in )ﬁnworden gedefinieerd t.oxg. de pseudogroep
&) « Iaat men in &l alleen amalytische functies f- toe dan definieert
men als volgt:

Een geometrisch object in een bepaald punt éf der Xh is een cor-
respondentie tussen de toegelaten coardinatenstéisels in Xr}enerzijds_
en de geordende stellen van N'gptallen anderzijds, die aan de volgende
voorwsarden voldoet.

a. Aan ieder toegelaten coordinatenstelsel in X, is &én en slechts
&én geordend stel van N getallen tocgevoegd; ’

b. indien @A; A= 2,00, N en.{?Af s A =1,..., ¥ corres-
ponderen met (K) en (*<), dan hangen de @&f111een af van de I

en van de functies 'é (Es) in de emgeving vancg

Beperkt men zich tet continuiteit en een voldoend aantal malen
differentieerbaarheid, dan komt in plaats van (4@) de eis dat de ¢
alleen van de 4 o1 van de veldwaarden van cb ’ Nl en de afgeleiden

van A tot een zekere orde in (g afhangen.

@' heten de kentallen van het object met betrekking tot (K ).
Geometrlsche objecten in X worden onderscheiden naar de transformatie-~
wijze hunner kentallen, _ '

Zijn de @5 llnealr homogeen in de '§ , homogeen algebraisch in
de veldwaarden van A 311;% enkonathnk9113k van de veldwaarden van

» O A« » Oy O enz. in § dan heet het object een geometrische
grootheld. Geometrisohe grootheden, zijn dus speciale gevallen van
geometrische objecten.

Tot nu hebben we alleen grootheden en objecten beschouwd in &én
punt van de Xh « Men kan nu ook bijv. een vector geven in ieder punt
van het beschouwde gebied der Y . Dan ontstaat een veld, bijv., scalar-
veld, vectorveld, affinorveld of algemeen objectveld. We nemen altijd
aan dat de kentallen continue en een volddend aantal malen differen-
tieerbare functies der coordinaten zijn, veelal ook dat het analytische
functies zijn. Nu ontstaat er direct een moeilijkheid. De differentiaal

 van een scalar P is bllakbaar ook een scalar en ingevolge

3.29) ‘ a,u’P = A-’b,u!:’

is de afgeleide van}a cen coyariamte vector (de gradient van p )e Manr



)

ingevolge
d «I K ¢ !
3.30) dv™ s d (k") 2 A du s v d A

is de differentiaal van v geen vector. Evenzeer is de s.fgelelde 8 V
geen affinor, Alleen in het zeer speciale geval dat de AK steeds con-
stanten zijn vervalt deze moeilijkheid. Manr A“ = constant wil zZeggen
dat wij ons vastgelegd hebben op lineaire coordinatentransformaties
d.w.2. we werken niet meer in een X, maar in een f.ﬂ . In die En kan men
dan natuurlijk alle locale 5,:&, met de 5h zelf identificeren. In de 5,1
geldt algemeen, dat ten opzichte der in die En thans geoorloofde coor-
‘dimatentransformaties de differentiaal van een affinor weer een affinor
is met dezelfde valenties en de afgeleide een affinor met &&n covariau-
te valentie meer. A fortiori geldt dit natwurlijk ook in een 2

We zouden in een 4, of R nu echter eck wel eens graag andere,
zogenaamde "kromlijnige" coordln'rten gebruiken. Zij (ﬁ) = g eeey B
een gewoon, d.i, rechtlijnig coordinatenstelsel en (X ); Kz 1, "
een kromlijnig . Laat verder een vec*torveld gegeven zijn met de ken-
tallen ¥ o t.0. van () em de kentallen U;.ot 0. van (k). Dan is

3.31) O A
en dientengevolge

4 £
3.32) do' = AL dv's v d A

‘
L

A EPI NI SN

- Nu is o(v% een vec‘g‘or, namelijk de vector die_ verkregen woydt door
rgg_cg__‘?\’;_"‘u NUQervi V{v'm(éla rcb + d(g
of virau® parallel te verplaatsen (dit
kan in een &, ) en aldaar af
te trekken van de veldwaarde
v +d v aldaar, Zolang we
alleen rechtlijnige coordi-
naten gebruiken; transfor-
meert cdv 2zich behoorlijk
als een vector

cg"ofé“ - 3.34) du?‘
A& agé = constan‘ben

£ K
/U maar nigt

A_&du S

2

Maar zodra we kromlijnige

coord:.naten invoeren zijn de
dv" niet meer de ken’tallen :
van deze ve:schmlvec_tor many




Behalve met de covariante differentiaal werken we ook veel met de
corresponderende govariante afgeleide, aangeduid door het nabla-symbool

V., bijv,.s
:"‘ K K K by
VBU = ar‘v + \ V?‘ v
I, W, = O N N
5.41) RIENT Ot T W

Py Ry LR P, S et
We hebben gezien dat men van een Eﬁ tot een'ﬁlkan komen door één
coordinatenstelsel te kiezen en verder alleen de orthogonale groep toe
te laten, maar ook door een tweedegraadskromme in te voeren, Dat kunner
we nu ook in een f; doen. We voegen het niet bijzondere hyperoppervl:l-

toe met de vergelijking

c Mok
3.42) IS § =t
in rechtlijnige coordinaten. Dat wil zeggen we voeren de redle. tensor
gykvan,de rang n met constante kentallen toe: Er bestaat zoals we
gezien hebben tenminste €én rechtlijnig coordinatenstelsel )
zodanig dat

Y1 voor L:J

3.43) 2% z % o voor i 4

; 4 V. .
Is (R) een ander rechtlijnig coordinatenstelsel dan is (3.43) voor
de transformatie (R)>(#) dan en alleen dan invariant indien

P . r\.{l: o4
3.44) A:JJ %ij . g éhi"cw J

] .}
Q VOO'!.%J

} Deze transformaties vormen de orthogonale groep behorende bij de fun-
damentaaltensor %3k « Met behulp van 4, kan men nu "lengten" en
"haéken" gaan definieren. Is ‘}1kujtrk positie? (neg?tzef) dan heet
U een vector van het + —gebied (=~ -gebied), is g,Akzr ¥ =0
dan heet Uj een nulvector. Refle nulvecteren bedtaan alleen bij inde-
. Tiniete fundamentaaltensor, zij vullen den nulkegel (vergelijking

* gmg"g‘ =0 ). De uitdrukking
| R
3.45) (g v'e")

heet lengte van Uﬁ(in de physica ook wel lengte in het -gebied en duur
gvin het + ~gebied), ®wee vectoren W en " heten onderling loodrecht
indien | . :

3.46) G WS =0



Een nulvector is loodrecht op zichzelf. De hoek tussen twee vectoren
K
U en UK s die beide in het + -gebied of beide in het - -gebied lig-
gen, wordt als volgt gedefinieerd

Y
3.47) coes !? - T ¥ 'u) v voor ¥ g@bied.
lengte w¥x lengta % '

De heek tussen een veetor in het + -gebied en een vector in het
- —-gebied wordt niet gedefinieerd behalve in het geval dat zij onder-
ling loodrecht 2zijn wegens de boven gegeven definitie.

‘De En , aldus uitgerust met een speciaal stel geoorloofde coordi-
mten ef ook, wat hetzelfde is, met een redle fundamentaaltensor van
willekeurige signatuur heet F?,., . De orthogonale coordinaten in R " 8=
ven we liefst aan met latijnse indices en verticale getallen, andere
rechtlijnige of kromlijnige coordinaten met griekse indices en cur=-
sieve getallen . ) , ‘

Stel nu eens dat we ook in Pn kxromlijnige coordinaten L‘qwj.llen
gaan invoeren. Dan wetenwe al dat de covariante differentiaal van een
vectorveld U™ gegeven is door (3.35)

3.48) & urts 0}0«+ T:,\ ukd.g*; l‘“:x = A‘: Oy At’\
waarin de index i moet behoren tot enig rechtlijnig coardinatenstelsel
waarvoor dus hier &én der orthogonale coordinatenstelsels kan worden
gekozen, Maar aangezien de orthogonale stelsels daor g vastgelegd
worden moet het mogelijk zijn r:a in %Wen zijn afgeleiden uit te
drukken, Nu is 3“6 een _tensyr en dus zijn zijn algemene kentallen

L
Deze %‘Ak zijn echter geen constanten meer aangezien de Ak = Bké
geen constanten meer zijn. Differentiatie van (3.49) levert

IEN J .
3.50) Oy G = (O, A Ay g0 + AL (9, AL g5
Schrijven we dezelfde vergelijking nog tweemaal op met gepermuteerde
indices, de laatste vermenigvuldigende met -1

Fyoab . 3 { )

s51) O o s (A ALg v A (0 AW e
(N J

- On 9av =‘-~{<);&A;\)Avgji - Ax(a‘HA:)&}i

en tellen we alles ep, dan vallen er vier termen weg (aangezien
{. L . &
“)vAH = ou Ay ) en er blijft

3.52) %(2, Gpan + BVP"{)%W) = A}t ( évA;)%j‘i
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Schrijvenwe nu 8/ 5 % veor de kentallen van de omkering van 3’“ dan volgt

] K L s K
I R A TR T INEE

De uitdrukking rechts werd door Christoffel gevonden in 1862. Hij gebruik-

te het symbool g F:S . Tegenwoordig schrijven we k}\ en noemen dit het

Chris*toffel symbool. Het is goed tussen !"' y en g ik te onderscheiden
| omdat FM later ook in veel algemenere betekenissen gebruikt wordt.

Hiermede is de covariante differentiatie in een R vastgelegd aan de

fundamentaaltensor. Aangemen o 2‘g identiek nul is volg‘t, dat ook ¥V ‘j,\k
nul moet zi;jm Men evertuige z:Lc:h hiervan door ultschrlaven. Men over-
tuige zich ook dat Y A’A nul is en dat de eis V}*A = 0 gelijkwaardig

als met de eis dat de covariante differentiaal van eens calar gelijk is
;s

‘5 Is een 5 door invoering van een fundamentaal tensor ?,\ {met con-
E,stan'te kentallen t.o0.v. enig en dus voor iederrechtlijnig codrdinaten-

L etelsel) tot 'ﬁ’ gestempeld dan legt 3&“ een één-ééncorrespondentie vast
%‘f“tussen co—~ en contravariante vectoren.

kA
3.54) = ?“ ; = w,
n plaats van LU'A schrijft men nu ¥, en men beschouw?t “U‘ en UV, als één en-—
el geometrisch object, de vector zonder meer waarvan de pijl ¥ en het

ubbel hypervlak U, twec gelijkweardige mectkundige voorstellingen zijn,
ngevalge

3.55) TR =,,g“,
g de zin van U' gellak of tegengesteld aan de zin van v, alnaarmate U
in het + gecbied of in het - gcblcd ligt. Bij een nulvector ligt v in de
ulkegel cn raakt U langs V san dc nulkegel (gecentreerde R )« Het
roces {f—-» v, en V,— v' nocmt men het op- en neerhalen van indices.,
len kan dit proces na’cuurllgk ook op ecn of mecr indiccs van ccn affi-
or tocpassen., Ingevolge © 3 = 0 is hel proces commutaticf met het pro-
eg_der covariante differentiabic, bijv.

1] ‘ kf xf
' j -4 v, P .
3056) v P'hé )‘g"f ghf ,,( iy
Goome o 1scho dulding van p_v\.ctorn,n. -
: Altcrnerendc vzrmenlgvuldiglng van p contraveriante of p covarlan'be
\vcetoren geeft cen p- vector, bijv.
. xpd
3.57) - vt 2l *[E*' &5 ;
n dergelijke p-vector hcet enkelvoudig., Mexn kan bewijzen, ,da’c“de 0.6 v
orwaarden voor het enkelvoudig zijn luiden :

3:58) B L I
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H tZLlfdv gcldt voor cen covariantc p-veetor. Het megtkundlgc beeld
van U """ ig hot parallelotoop der p veetoren U,...,Zf voorzicn
met von schroefzin dic door de volgorde dicr vcetoren 1sf;astgelegd
of colt ¢in p~dimcnsionaal ruimtcdecl van willekeurige vorm in dc 59
dicr veetoren, voorzien van dic schrocfzin., Hot kental ¥ P is de
projcetic vaen deze figuur op de E, ven de ccrste p asscn gomcton med
bchuly van het parallelotoop der mcwtvbctorcn op dic asscn on voorzicn
ven ¢oin + of ~ %cken alnaarmatc de mocgeprojcetcoride schroofzin met de
schrocfz%n 1...p corrcspondecrt of niet.

Schrijft men ccn cenkclvoudige covariantc p-

(EE) vector

: ! Pt ”

3.59) W,ioag = P, - W, 5

L”;LJ, (powlmﬂ dan ucgyLEn de dubbel hypcervlickken der p vec—
toren in O yo? balk, WL”TV“" dc begrenzing

3 bestaet uit o0 parallcle h_P.s en diec een
orientcring hceeft om de balk hecn, vestgolegddoor de volgordc der veoe—
torcn, In plaats van dezc balk mct oricntering kan men weor cen eylin-
dcr nomen met deczelfdc doorsncde. Dan is /uf ., Gc doorsncdc van die
~eylindcr mct de 5 van de ccrste P assen, gemctcn als boven cn voorzien
ven ecn + of - teken alnaarmaete dc sechrocfzin om de eylinder correspon-
decrt met de schroefzin 1,..p of nict,

Dc covariantc en de contravariantc n-vector

2
ﬁ;;igyﬁneiakq*hebben hetzelfdc meetkundige becld, con n-
b dimcnsionaal ruimtedccl met con schroefzin.

!
!
i
i

Masr. in het enc geval is het kontael de inhoud
en in hct anderc geval is het ’//imhoud

\ " Bij clk rechtlijnig coordinestenstelsel Lﬂé%
\\\ bechoren voor 1mderc waarde ven p van 1 tot
\:"’/ /Ud (Pemtxe{

" ecn’stel van (¢ "y enkelvoudige contravari-

ante en cen stel van (" ) cnkelvondige cova-
‘riantc pnvvctorcn, te weten dc altorncronde producten ven » maatveeto-
:rcn. Voor p=1 en p=n zijn dezc ook inclusief het tcken bupaald‘ Vooral
de n-vectoren

x,,.n,,
¢ [ (k) n
3.60) & o nl el g -nle
(x) ' v Agr e edn [ h] LI N
2213n wclengrijk, Zij mogen vooral nict verward worden ﬂuﬁf? en
Wyr-oy o daar zij bij cen bepeald coordinatenstolsecl behoren,
' n

3 4. Krommen in R,
We goen nu ecn reéla krommc in cen ?? met een positief dcefinicten

K * »
fundementaaltensor behgndelen met kremlianlge coordlnatcncé . Zij de
krommc gogeven door

4.1) .(ék = jk(t)
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wa*z.rln t ven willckcurige peramcter op d¢ kromme is, Dc lengtc van
d.g is gcgeven door

4,2) o ds =\, dEds’|

ds ig overal positief en Ids genomen vanaf onig vast punt der krommc
kan els peremcter S worden ingevoerd, Dat legt in alle punten van de
kromme bchalve het vaste punt cen zin vast, de zin ven dc¢ bGocname van
8. Laf,ngs d¢ kromme is nu de ecnheidsvector

4.3) JK = _Ql.—g’f
A as

. - - . K 3 K3
- ecnduidig vastgolegd, D¢ zin van J. is dc zin van toenamc van § . Daar
we k.I'Ofnll,]nlg,O coordinaten gubrulﬁcn is 0{3 gecn vector mcer, Maer

_&J is wel cen veetor, en wel -LJ a%y
A

4‘ 4‘) éCJ J ) - ‘_ % (3“""—!\%(
Er besteat dus voor & ;o één enkcle ccnhcidsvector Jk langs de krom-
me zodat & *

X
. = K . k
4.5) £ - j ik 2o

Is 5_« overal = Q dan is dc kxomnu eun rechte, Is {JJ crgens = 0 dan
is daar ccn inflexiepunt van de ccrsto orde en de wahrdc va_nJ wordt
den ealdear zo geckozen dat J langs de kromme continu en cen voldoend
‘eantal melen dlfferentz.ecrbaar blijft. Gelukt dat niet, dan wordt het
punt uitzeschakeld, K is de cerstc kromming, :.'5 M de osculcrende
bivecetor cn zijn viak het osculaticvlak, Ing,evolge {(4.5) leat zich

_‘S:Jkschrijven\
ds % _ s ] x K K K®
+.6) Prat SR
waarin ‘J\: cen gcschik’c gekozen cenheidsvector L op J'K on |" isiK 3;
ligt vast maar '; en / "elk sllecn maer op het teken®na, Je ncmcn ier
san dat ’{ altijd = 0 is, Mocht § = o zijn, dan is
4.7) §
* s IS =0

dat wil zeggen, dat het osculatievlak voor alle punten ven de kromme
‘hetzelfde is, De kromme is den con vlekke kromme, Is § crgens = O den
is daar ccn inflexiepunt van de tweede orde en de Waardc, van _/ " wordt
dan aldear zo mogelijk zo gekozen dat / lengs de krommo Conbll’lll on
‘een voldocnd santal melen da.ffcron‘cleerbaar blijft. Golukt da’c nlf;‘b,
‘dan wordt het punt uitgezonderd, "" is de tweede kromming, f’ A

‘de osculcrende $rivector cn z:.;;n 73 de oscul srende Ay . Ingi?VOlgO (4 5)
en (4.6) is / cg(k 0 en / c/x/g =-%, Bijgevolg laat z:mhg_g/s’“
éschrigvcn

A'I /_(
47) !c/s/s = *A 5.@ % 20

nran ‘/ﬁ,’ Lop A ,A en \/’b is. /q “is VOllGdlé, bepasld als 1;:,:@
Is
3
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dan is

r Je o)

4.8) 3‘;/[/ /f}
dan is de kromme gelegen in een«Q Is & ergens 0 den is daar
een inflexiepunt van de derde orde en mgn 1egt\/ weer zo mogelijk
door continuiteit en differentieerbasrheid Vast Anderc uitschake~
ling als voren, g is de derde kromming, guéw')/ / de osculerende
4~vector en zijn 7 <2 de oeculerende’? s

Zo kan men doorgaan totdat blgvaorbeeld X =0 langs de kromme.
Dan ligt de kromme in een'R en de laatste vergelijking van ¥renet
is S

K K
4--9) ;}? ‘/m = vh—[il 4(14 7 wi".}@

» R’ T
In de'ﬂw,vormenJé ye- ,/ﬁ in deze volgorde een rechts of een
links systeem. Dat wil dan zegzen dat de kromme in alle punten een
rechtse of een linkse schroef is,

We vetten de formules van ¥renet samen. Daartoe schrijven we

naastyi =0,. , = 0 en bij definitie X = 0, Dan luidt de alge-
(s}
mene formule .
£.10) SoF ‘ ]
‘ & o /?& pra ped---m

§20; K504 k:a.
en we webten zeker dat niet één der coefficiemten K, ,jil over
de gehele kromme nul kan zijn. Welkunnen een of meer dezer coeffi-.
cienten in enig punt van de kromme nul worden. _

Het is van belang het getal m , dat aangeeft dat de kromme in
een £, mgn ligt, vliug te bepalen zonder daartoe al de eenheids—
vectoren uit de Frenetformules uit te rckenen., Daartoe merken w6
op dat het vlak van‘/& enﬁ/k ook het vlak is van d { 'indszr.f
blijkens (4,5). Evenzo blijkt uit (4,6) det dedﬁ vand/ ‘/” en/%
ook dc X 1s van * '

k
af” S ij“ en ji.g o€’ enz. Bijgevolg is
ds ’ os ds dsds s

P o/ VT A I o B SRR T

cs &ls ¢ls (ds /s <I§ ds ©

endiarmede is een weg asngegeen om m te vinden door ecnvoudige dif-
fererntiatieprocessen, _

We gean nu bewijzen dat een reBle kromme in 7Q op ggﬁg&;gg en
‘ translaties na volledig bekend:dis indien K ’ ,ﬁJLGJs functies
van s gegeven zijn en voor m=n bovendien gegeven is of de kromme
' rechts of links genomen is.Ilaten we aannemen dat er twec dergelij~
ﬁ'ke refle krommen zijn met dezelfde functies en eventueel dezelfde

. schro.ven. Stel dat de eenheidsvectoren in de tangente en de nor-
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melen zijn 4%, /. en ﬁ » » K rosp, Den zijn dit in de twec
punten s=0 df beiden rechtse stelsels Of beiden linkse stelsels,
Men kan dus de twecde kromme door translatie en rotatic zo verplaat-
sen dat de punten s=0 samenvallen en dat in dit punt /’v = 45

" =ANyaeeyN Verder is nu in deze stand

J K
- K K _

4012) /\? \9‘1 /P-’L + Q foun \3- Ao,
g )gk 70”‘ al K 2O K 20O
= = - K K : - . -
els ¥ A l:-‘fn + gé*x o SRS

en dearuit volgt

Cg . v/ - . Af : A
413) as /o 1\):" ERESV/ f” MY/ )\fk
3

- K ‘K}Vp # ’K :
\P“'l'/? -k * \D/P \P*‘f
§A 4 |

s i?./% éa = m
Nu vallen de j-vectoren met dc k-vectoren samen in s=0 en dus is
voor alle waardcn van s ="

< K
ZZ/\? As,,z?n.

en bijgevolg
4.14)

Dit kan echtcr bij re#le ecnheidsvectoren alleen indicn voor alle

weayrden van s
kK A

‘ VK

#-16) A=K 5o = K
Hiervan hebben we nu allecn de eerste veraellgklng nodig, die tot
uitdrukking brengt dat voor beide krommen de ~*{ voor alle waarden
van s dezelfde wasrden hebben. Daaruit volgt de identiteit der bei—
de krommen want voor s=0 is § voor de ene kromme gelijk aan { voor
- dc andere, Dit is het andere bewijs waarnaser bij (1.22) verwezen werd

Bij cen algomene kromme m=n in cen ﬁ) heeft men ecn raaklijn,
ecn osculatiecirkel en de osculercnde Qz, cen osculerende bol en de
osculcrende 2% enz. tot en met eexn osculerende hyperbol in de oscu-
lerende X;i . Op deze laatste hyperbol liggen de osculatiecirkel,de
- osculerende bol en alle andere osculerende hyperbollen, Bij de bere-
kening van de osculerende hyperbol die net eender verloopt als in §°
~doct men verstandig rechtlijnige coordlnatun te gebruiken, Want al-
lecn voor die coordinaten stelt E ecn vector voor, 2ij nu

“ L)
f f(S) de vergelijking van de kromme met f~€> voor $=0 en zij

v Y GREN-)ga R

~ de osculerende bol in f -0 met straal R en middelpunt f . Dan
ﬁ moeten de functie

w18 Gt Ffl) (fi0- E)(( 5)- f ) g0 =%
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cn de cerste n afg?lelden van dle 1unctle nul zijn voor s=0. Dat

geeft voor b/ =L e J/— ¢ in 5§ = 0 de vergelijkingen

£,15) & 5’ - K

K9
. ‘cg'g“ :k"’k- %E
. (O § P2
. £ i = V(k,éﬁj % df K ) A w
vearuilt diredt volgt PO ds dsPr 7Y qTEE YT Petye
4,20) ok K & 2
bt Lo+ . v -R: b t
o PR § \\gn ! l{f+ -{LP\.'\
§ 5, Krommen in &,
2ij
’ K =
01 :f g
5.1) (é (t)

de paramctervergelijking van ecn kromme in 64\ algcmene nict noodza-~
kelijk rechtlijnige codrdinatcn, Achborcenvolgens vormcn we nu de
vecetoren
k K :‘,’ K
542) Lf = éﬁé Sy 3 algemeen ¥ = &£V
d 1 Codt A e dt e
en zetten dit proces zo lang voort als dc niecuw gewomnen veetor nog
lineair onafhankelijk is van de vorige. Stecl dat v 4 msn de laatstc
m
vector van dc rij is., Dan geldt

L [k Kom
5.3) LE_Lf.. - Y Y1 &: Y J

¢ K
viaarin o een functle dcrcg is. Uit (5 3) volgt dat de é vanv
lengs de kromme constant is cen dat door de kromme in cen 5 :u1£ llgt
Deer we dan in die E%wkunnen gaan werken kunnen we ecvengoed m=n utol~

K Km]

len. Voeren we in dezc onderstcelling cen andere paramcter s in (ait

i '
s gecn lengtel!) en schrijven we b ,t
nzar $ , dan is

voor de afgcleiden vant

" .k
U.«k = dg =t v
®

504‘) ds“( lz\K w K
W' -8 A8 W)Yy o+t
b ols s b ¢

en bijgevolg
na—\
5.5) y{ﬁ.“... “n _(tl( %K --Ukn]
Nu weten we zeker daet o in (5.3) ecn berekenbarc functle 15 van t,
omdat immers alle covaeriante differcntialcn van Q‘,..., r lineair van
dezc vectoren afhangen. Stellen we dus de invariantc cis dat s zoda—
nig wordt gekozen, dat de covariante differcntiaal van U “ w™'lengs

Y\
d¢ kromme overasl nul is, dan volgh:
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- 1 . (" )~ iy
5.6) (nz )(tn) ! t +(t)( )

of
5.7) (Y‘I‘) £+ o (tf)l -

welke vergelijliing gelijkwaardig is met

5.8) ey dis o g
( 2 ) ot clt ©
D¢ oploseging is van de vorm
5.9) 5 =Cpcv+ C,

we. rin twee intcgraticconstznten voorkomen, Bijuevolg wordt door de
ingevocrde invarientc eis cen prramcter op de kromme vastzelegd dic
0p C.1 fischuivinb van het nulpunt cun cen verandering ven de maateen
hcid volkomcn is vastgelegd, Doze paramcter hect de affinc poramcter
van d¢ kromme in En.

In cen Ewlis het nu gemakkelijk cen n-vector can tc wijzen, wasr-
ven (¢ constante differenticrel nul is. Ge dssrtoc terug tot cen recht--
lijnig coordinatensteclscl (k) en nocm de n contraverisnie meatvoe-
toren, dic bij dit stelscl behoren ?k:

“K _ 1 YQor k:k
5'10) S - { Q Voor K A
Den is é —-de = 0 en bijgevolg is ook de covariante differen-
tiaal van de n—Vector
5.11)
KooKy Loeon
. ! o {k K
£ Wl e } (qus £ = w1 )
() iy o (&)

gelijk nul, Gaat men tot een ander rechtlijnig stelsel (k') over
dan is

)
n

Kyoee Ry ~ K
512)& -2 € ;6= Jet (22)
(w) (k) £~
en A is een constante. Men Xken ﬁus door geschikte .euze vzn de con-
stante C, in (5.9) zo inrichten det voor één bepazlde keuze van het .
coordinatenstelsel (k)

[, “ SRR
5.13) Ny T
A " (K)

Beperkt men zich zoals veelal in publicaties over affiene differen-
tizzlmeetkunde geschiedt tot rechtlijnige coordinaten in 64’en to-
vendien tot transformaties met A = 1 (de speciacl affine-groep),
bedrijft men dus zogenaamde volumegetrouwe affiene mecetkunde dan ie
s 0p de liguing van het nulpunt na geheel vastgelegd, zodat men aan
elk stuk der kromme een specisal-afiiene lengte kan toekennen.
Geldt (5.13), dan vindt men s eenvoudig ) uit (5.5) es
(5.13): |

L . T
5.14) S :jﬁ;\f- . ‘ﬂ )dt +
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Uit deze formule zien we dat s een differentisalinvariant van de
n-~de orde is,

liet behulp van de affine parameter gaan we vergelijlingen aflei-
den die enigszins op die van Frenet in een Tv ,lijken, Zij g -0 een
ount van de kromme, Kies dan aldear s=0, dan is s 0p ewn constante
factor na vastgelegd, Kies vervolgens in E% enig rechtlijnig coordi-
netenstelsel (K) en laat verder alleen transformaties met & = +1 toe.
Jeermede is dan s helemaal vastgelegd. Dan hebben we de specizal af-
fien inveriante vergelijkingen.

Lk, €. ]
5.1 5) _El.... u U - O
ds A n
en hieruit volgt dat er een vergelijking moet bestaan van de vorm
1% L4 I3
5.16) Jﬁ. W+ kU + ook oW o
as N A vt n-1 A
waarin % y ’ &ﬂ functies van s zijn, die men als specieal affine

eerste, tweede, enz, speciaal affiene kromming zou kunnen opvatten.
licer de analogie met de formulcs van Prenet in ffhis slechts zeer

oppervlakkig en het is niet zo dat deze krommingen over zouden gaan

in de gewone indien men in fn cen fundamentealtensor zou gaan invoe-

ren, Wel blijft waar dat Ky o Koy als functics van s gegeven, de

-1

kromme op speciaal afflene transformaties na vastleggen. Beschouwen
we deartoe de differentisalvergelijking van de orde n
d
5.17> Lo+ KL o+l e KT =0y by Ob’

(n) no(n-y) - Lb) - GlS"

voor een functie z(s). Stel eens dat we van deme differentiaalverge-—
ri

! . .
lijking n lineair onafhankelijke oplossingen z ,. .,z headen dan is

blijkbaar
Tk, K, %
d 7\‘. z Z h] = O

5.18) {
('1_5 1) (w-1)
hetgeen men ook kan ultdrukken door te zeggen dat de zogenaamde

Wronskische determinant van z ,..q,l

Z‘l Z"\
1 ' : ) (2}
. . . 1
5.19) (") ()
Al
(hZ-c)' T ) 4 n

cen constante is. Icdere homogene lincaire functie van z ,...,%
o .. . . : « e ka
met constente coefficienten is weer ecn oplossing en men xan dus
1 n . . o o 3 .
gemakkelijk z ,...,2 20 Yiczen dat die determinant juist = +1 is.
Dan volgt echter, dat

5‘20) K « A w =
u = (l.A p ?(::A - constanten Ti« (L. k\- +1
/\

de meest algemene oplossing van (5.16) is bij ge even K os..e0 N s

LK .
dic tegelijk ear (5.15) voldoet, Dasr echter LL = volgt wegens

O g

s

ll
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— EK_
s=0 Yoor &£ =0 .

s.21) & = (1, jzko\s

Je kromme is dus inderda%d op ec¢n speciael-affine transformatie na
vasitgelegd.

Intussen 1s er een ernstig bezwaar tegen deze g\helc behandelinge-
wijze, I'en kan eens alles geaan uitdrukken in gﬁ ..i%fen alles wat
carult door differentiatic nasr de algemene porameter © ontstaan

kan, Ingevolge (5.5) en (5.13) is
s22)  ds - (4 p ) TE
dt

A n

en nijgevolg is-%% , waarvooer we eccns @ (V) zullen schrijven, weén
&

bekende functie van t. Differcntistie nsar t met punten canduidende
krijgen we dus nu (links wordt 2ltijd naar s gedifferentieerd!)

u.‘ =\u')"
1
K 2y K . 13
u :\;‘v +mu}U’
lk\ ’L K
5:23) WU e (g p tg) Y
UK :Lp'u‘i-()q:tg}4(7qms—:.;m ;;)”’4
“n
: wle@ vugge rpy)
. ‘k . 3 0 - A
woazruit we aflezen dat U vaen de orde L-t 1n @ 1s en cud omdet @
K . k .
zclf van de orde n in é) is, ven de orde n+i-i in t . In het

bijzonder is u van de orde i 1n_g Bier volgt ccn t“bci van de
[T R

orden der termen waarin zich de LL laten ontbinden.

i< 1 =) L3 " K
v s v .. . v 13 Hi

® A k> ) nel et i
U 4} - - .. N — - -
A
¥ [aT | n - . - . - -
by

5.24)  uf ner ondaow e - - -
3 1 ' [ f . R . f .

K 1 ' N \ B t , y .
u i~ in-3 1n-H o . n " -
neyo . 2 4
w® In-d in.L -3 . . N+ i (R N
:

LLK In -1 L=t . . n+3 hil N

1 crekene = the~
Om de orden van % ye.es % Te bepalen berekenen we deze grooth

n-1

den in (5.16). Ingevolge (5.13) is

[’ Vel Wel Modoat n .
5027>“f‘ S TR 2] u [E T | A R
L

A A R o B a

[

3 den alleen de volgenadc
In het alternerende product van U reea, u tre

W
termen op: in u,de term met bf , 1n u dc term met v' , enz, Dezc
. Ter-
U e IL kuﬂnen nu verder nog
zijn alle van de orde n. Irlfsi\,.l‘M ’

oy 8 t“» »
men met U ,...,z) ogtreden. Daarvan hv»ft ?f in LL de hoogste ordd
namellak neisd en daarult volgt dab ¥ van de orde n+i+l is. Resul-
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taat 1s dus dat we langs de kromme in elk punt cen specisal affien
inverient met de kromme verbonden stel van n vcetoren hebben van or-
den, dic ten hoogste n, n+1,..., 2n-1 zijn en dat de¢ tcn opzichte
van dcze vectoren berckende "krommingen' f ,...,:i\ton hoogste van
de orden M n+iy,..,2n-1zijn,

Men kan nu natuurlijk vrezgen of het nict mogelijk is stcllen
ven n vectoren van lagere orde te¢ vinden, die cveneens specical af-
fien met de kromme verbonden zijn.

Winternitz heeft bewezen dat voor n = 3

. W « S |3 ® K k{ K
5.28) z—.u;t:)/v;z:u+~/L,";‘
A A 2 kS 3 3 '
cen dergelijk stel ven de orden 3, 4, 4 is c¢cn dat
'_(S-\_ “{J'.'\— ‘LH
ds N X - "
. ._(:t_ N{l - '& ’{:r + I
5'29) 0’2 * % * \K g )
6 b = '}2 L+2 '{:1
; NE dl A e . By ’ﬁ v& bei
N Vi ' ¥ % -y e Nl ) s ' ~..'. i -
waarln“% = u/HK; 4 o= i - ¥, Dc coefficienten % en % zljn nu bel

iy
de van de vijfae 6§de 1>fSHet zijn dezd coéfficiéﬁten ¢n niet 5 en
K dic men voorh = 3 bij voorkeur specisal-affinc kromningen noem?b .
> Last mon de conditie A = 1 va%%eﬂi_dan blijkt uit (5.14) dat ds

- zich transformeert als‘( Q}... y Wi, dww.z, dat ds bij trans-
form2tie een factor AFE? krijgt., cls is dus een scalsire & -dicht-
hceid van het gewicht-ﬁj(”;').

1) Zie voor verdere bijzonderheden Blaschke Vorl.,Diff,.Geomctrie II
blz., 76 e,v,
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§6. Invoering van een lineaire overbrenging in een X“

Bij de behandeling van een kromme in [i en &, zien we dat het
hele proces daarop berust dat men in die ruimten een vector paral-
lel kan verplaatien naar een naburig punt. Qok al gebruiken we
kromiijnige coordinaten dan maskt de paralielle verplautsing het
mogelijk de kowmariante . differentianl te definiéren als het ver-
schil tussen de naar het naburige punt verschoven veldwaarde en
de oorspronkelijke veldwaarde in dat naburige punt. Men zou dus
in een Xn eens een dergelijke parallslle verplaatsing voor ledere
richting in ieder punt kunnen gaan veorschrijven. Dit noemt men
het voorzien van 'Xnvan een pseudoparallelle verplactging of ook
wel esn overbrenging (displacement, connexion, Zusammenhong).

Door een dergelijk voorschriit worden naburige locale E,n‘s die oor-
spronkelijk in Xh niets met elkaar te maken hadden tot elhaar iu
betrekking gebracht (vandaar de namen connexion en Zusamnenhang) .
Beschouwen we in X esrst sen contravariant vectorveld U'K
Is ¢ de veldwaarde in ?‘ , dan is e d o de veldwa ardc in &+d £

‘.) o~
Noem nu volgens het VOOI‘SuhI‘lf't psaudopardllel van f xuura; *dE
verplaatste veldwaarde o + D ET In £ +dcb owtam nu twee
veldwaarden, de- oorspronkellgkze ' du® en TR d ¢ . Het

* * .
verschil van die twee Hr - o,lf) is ae covarlantp diffsrentiaal
w®

K ‘ (4 v
van U . Irwcierclada is dit een vector. lmmers, ¢ “+d v o is tﬁ,—n

vector in § »dé alwaar het veld b\ de veldwaarde F\ + d A,\ heeft.
Bijgevolg 1s

fox K w LY " K x kK% x ®, WK

€.1) v d e ;{Ak4~&ﬁkﬂund{ﬁ):Akuerhdv-*UciAK
en dus " ', % W
6.2) S R

Maar we weten dat

6.3) dvzd(#\ I AT Av+udﬁ
zodat

voo% K *
6.4) dv“_c{v:}-\ (dv" L dv)
waaruit het vectorkarakter van o " d #" blijkt. ﬂit verschil is
trouwens nie+s anders als de differentiaal van U’ gezlen van het
standpunt van een waarnemcr, wiens coordinatenstelsel pseudoparal-
lel wordt werpiasthst.
We bepalen ons ni tot lineaire overbrengingen, de.%z. over-
brengingen voldoende aan de volgende voorwaarden:
1. Is ¢ esn grootheid (indices weggelaten), dan isd @
een grootheid wvan hetzelfde soort;
2. §S(p+ V) = &+ Y
3. 8¢ c} Y :(8@}41 + %nfq{ (regel van Leibnitz),
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4. 6P is lineair in dE"
5. de regel van Leibnitz gzldt ock voor overschuivingen;

6. is ¢ een scalar, dan is d & = o ¢

Uit (1),(2), en (4) volgt voor de covariante differentiaal
van een contravariante veotor U‘H

6.5) Sov-dy e+ f‘“ 'z,zw::l‘éjﬂk (o e k)vk)dcé,ﬁ

waarin t‘k een geometrisch object - met r® kentallen is met de
transformatiewijze
®' r i »f“k K
6:6) Tuy = A v Lo = A A, =
K 1 Kk X' A
= AT+ AL DAy
—_ l\l A {
« RpA T p poA

Blijkbaar is f;«}‘ gesn geometrisshe groothéid

Uit (5) en (6) volgt

6.7) d(viw )-c‘f(qu)«d.uw + 1 ,Uw +u6“w)‘

dus
6.8) Sy = dury - T3 w, d € = (3, T w) dE”

en dus ingevolge (3) bijv. voor de aff:.nor

6.9) &P, -0, P, T rf, 1; va_,” mdcg
Voor elke index boven (beneden) treedt gen term met positief (ne-
gatief) teken op. De uitdrukking tussen haken in (6.5), (6.8) en
(6.9) heet de covariante afgeleide en wordt gesymbolizierd door
het teken V

M

IA
VH U'K = aﬁif +r;,\ U‘h
6.10) V}*w& - é uk - r,,w
A £ rT ok Tk
v P”-G}_‘P +r p-w* Fapcrv*ryp At
De uitdrukking
6.11) - ‘J':_-, r’;
transformeert als VOlg'L; P N ot
r -— ,A ¢ r - A ¥ b A
6.12) L

= NuT, = Q0 dog A
en is dus eveneens een ':geometrisch object maar geen grootheid.
Uit de transformetie van een n—-vector w W volgt, dat
6.13) yur, ,=AA‘ ")\"w -n.A;. .A ='W,
tfeien eent )-c}tﬂ - 4 n
en het ken-halwh_‘nkan dus ook worden opgavat al‘s keﬁtal van een
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scalaire 4 -dichtheid van het gevwicht + 1. Nu is

6 14) Jw&"‘?\h d w) A =1 f ﬁ\ w)-'"\n |P]d£,‘~

en daaruit volgt dat hetr....n -le:bn*cal hiervan is
M " 1
6.15) - 2 d&_du, - fo W, A
(.5 'La."y_‘_-n = C[’)J-)jl,, . fLurm Wy, ;'-"J/: Pl ! ’

Daarmee hebben we echter de covariante differentical van een secalair.
A\ -dichtheid van het gewicht + 1 en dus ingevolge (3) cok die van
cen scalaire A -dichtheid van willskeurig gewiocht * gevonden.

6.16) & ('}/ = c/(,;u?-} A 075(5} (c» 7 - ff‘. .‘/)d
Precies een dery \,ll']ku formule geldt vocr t_,x,v'on\, SC’.‘.lulI‘ dichtheds

Hir;ruit volgt, dat voor sen affinor [ -~dichtheid of affincr-dichtheil
/\ van het gew1ch't ﬁjgeldt :

4 = X — K $30 — " > Ay | oA
% - lﬁ AT Lq’p f! A~ /l/u A P - f {:: /,f . ’\ E .
Een mc,t c,an leaire Ovérbrenging héet °L,, Is de ov rbr\,xagln*

symmcirisch , d.w.z. is de affiunor
v e K K
S,u A= ["/u >\7 A L
(controlecr dat dit edn aiilnor 13') gelijk nul, dan heet do byeen | A
In eenH bestaan infinitesinale p\.rz’xllclcorannbn in isuere
stand. Ga namelijk uit van twee 1lijaclementoen d{ en c/t in het-~

A zelfde punt en vurl;lwis c,lk pscudo-
A.ZK/\ parallel langs het andere clemcnt
2

K
Dan gaat E‘{g over in

?,ﬁh(‘ dg/“ A(i'é/\

=

¥-
- K
eni/é in d P d e §'\
RE’ T 5 [/‘“’\ ilp y

De sluitvector van B naar A is dus juist '8 S ., ,E cfé

We vonden reeds dat de overbrenging in En en Ky, dlb bij de aldaar
be #%aande gewone parallele verplaatsnlg behoort op kromlijnigs coor-
dinaten tot synunetrische;,”,f\ voert. Benk, en een K, zijn dus speciale
gevallen van een An . Berst later zullen we zien wannser oen An cen
Xy of eenR, is.

Men kan in een Yn in plaats van ecn overbrenging ook anucre dingemp
invoeren, bijv. een maat voor het lijuclement. Doest men dit voor cen
recel tensorveld Q,\ van de rang n te geven en de lengte van ecn 1iju-
element df’(vast te leggen door de vergelijking

6.21) ds = l(gm /¢’ dﬁ“)b“l ,
dan krijgt men cen ruimte met ecn Ykwadratische maat' (nit quadra-
. tischer Massbestimmung), die vn genoemd wordt. Kennelijk is icderc
* locale En in V;, ecn Fn en is eenPn gen speciaal geval van ecz%
ds hect de lengte vand K, Is de fundamentaaltensor indefiniet,
lt-_dan kan de lengte van een recel lijnelement nul worden. In de locale
3?:;_]7% vullen deze lijnelementen de lgecale mulkumgl, dic het +-gobied
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viar gmc:}f‘ d{g,“ >0 is scheidt van het -gebled, wunr 9 A c‘rg A(gxco is.
Ben kromme in V, , die cveral nan de loeale nulkegel roakt hact
ecn nulkrommz. Is de fundamentacltenscr lefiniet, dan komen cr geen
re€le nullrommen voor (let op dat de tensor ghe 2ltijd regel gedacht is).
gm(hept de covariante fundamentanltensor der W . wvennls in Feﬂ
kangkA en zijn omkering 9“* (d¢ contravoricnte fundamentacltenscr) wer
den gcebruikt veor het op en necr halen van indices, cen proecs, dat men
licfst allecn toepast op grootheden. Vwandaar dat men bij precticucn
nict gaarnc indices recht boven elkoar zet. Bij algemene cbjceten bijv.
r}mﬁigsdaartcgen geen bezwaar.
Azanyezicn de loecalce E,in icder punt van.\ﬁaon;?1is, goldt nlles
wat in §3 over lengten en hocken gezegd is in iederc local;?fn
De belangrijkste cigonschap van ven Vi is dat door hot vieldgax au-
‘tomatisch een symmetrische overbrenging QQ: is vastgelogd. We bohoovel
‘daartoe slechts te eiscn dat

“e w - - " — ®

6.22 .
la Yo g = ©
6. 23) 2 O
Uit (6.22) volgt namelijf
6,24 ' P
) 5¢9M< = OA?K"'QK%’A-

Behandelt men deze vergelijking op dezelfde manier als 3.39), dan
‘volgt

K

€.25) D{: - {M} _ e A nv(gJ g, ) %ﬂway%ﬁ)_

Met bchulp van de covariante dlfferentlatlu kan gen kromme in
PeriGS op dezelfde manier worden behandcld als een kromme in'F? + Alle
formules in §4 voor kromlijnige coordinaten in &) blijven gclden. Allcon
liggen. nu natiurlijk de ramklijn, het osculaticvlak, de osculcrende
ﬁﬁ de verschillendce oseunlercnde bollen stecds in de lokal@F%van het
beschouwde punt. Immers, in.Yg bestaan goon rechte lijaen, viokke uit-
gebrceidheden of bellen. Is K overal langs oe kromme nul, dun spreken
we van esn gooli.tisehe. lijn. Do vergelijking luidt

3 d g % ro.
6.26) = g% ds,\ +I;} f.j{.i 3{%—*:0
Aangczicen de tﬂnbbrtixulvuctordi/ag zich dus langs dc krommc

pscudoparallel verplaatst is con jeodetische 1lijn in o macst roechte
lijn dic in\ﬂ kan bestazn. Nen kon cehter acntoucn dit in cin M}de g 0=
letische lijnen tevens oxtremalen zijn, d.w.s. 4o peest rorte of de

g@esﬁ lange krommen. Dit staat in verband met d¢ begrippen in do velgoew.
le § ontwikkeld

\*(
i‘

§7. De afpolcide van Lic ¢n dic van Loagronge.

A. D¢ afgeleids van Liec.Stel &at in con gobied van Y gen cindig
el veldviy*{flecgeven is. De overgang E"’E* v'4t hect dan cen infinite-
alc punttransformatic. Buschouw nu de differoentinalvergelijiidng
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Te1)
dt ¢K(q

met de beginvoorwuard(—,

Te2) N = g" vior t=o
Wordt. de oplossing ontwikkeld in machten van t dan onstant

7.3) M= e e (7)€
cn dit btcltmelndlge punttransformatle.s voor, die een ginledige
(dei. con grocp met 1 parametcer; hicer t) vormen, die naar mcin zogt
door de infinitesimale transformatic vdEwordt voortgcbrocht (crzeugt).
B1ij asngroeiing van t doorloopt ieder punt K een stroomliin van het
veld X, De stroomlijnen zijn dus voor de transformaties (7.3) inva-
riant, Masr men lette er alvast op, dat niet iedere punttransformatie,
-die de stroomlijnen 1nvar1ant laat, tot de groep (7.3) behoort., Dan
zouden er immers meer dzn oOtransformaties zijn en bovendien levert
,v“ -_:er&pK wasrin @ een functie derg'{is, in plaats ven 'L’K:\.}I"een andere
differenticalvergelijking met andere oplossingen.

Ben veld ¥ levert dus stroomlijnen en een bepaalde groep van
punttransformaties. Zij nu
' K K A
7.4) " =f (£
geen van die punttransformaties en
7.5 = (
) Fevin |
de omkering. We introduceren nu een nieuw coordinatenstelsel (X') zo-
danig dat voor 1eder pu.n’c§ de coordinsten van het beeldpunt t,0.v.

('Y, dus de /7 'numeriek gelijk zijn aan de | o)

7.6) 32:3({?().

Daarmede ig dan de tr.&nsLormatl formule voor de overgang ven (K)-— (K'v

gegevens

7.7) g Y’ ( ) fK: f"/é N).

Vullen we nu voor /(g)‘) dc waarde Lll’t (7.3) in, dﬂn velst

3:( EK!*— thﬁfél\') Fa .
R T

Deze overgang van (K) tot ('Y noemen we het meeslepen van hel_coor-

O o

dinatenstelsel!K)door de punttransformaties (7.3). Hiervoor geldb:

' 'y ! y A > P’
7'9} Hﬁ = S;f%i -t 5: BKV\ﬂu J H?‘: S)‘giﬁ-f SA‘&A’UKA-

7.8)
g’
5
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Stel nu, dat er enig veld bijv, 1P f'}/ﬂ gegeven is in Xn‘ Dan vormen
we een nieuw veld P ./,‘ s zodanig dat de kuntallen P /‘,/ in het punt

7] numeriek gel:.;;k, zijn adn de kentallen P l\/.u in S Dit proces heet

het meeslepen van het veld P Kf}u door de punttransformatie (7.3):
kentallen meegesleeps ve_Ld t.0.v. meegesleept coordinatenstelsel =

= kentallen oud veld t.0.v. oud codrdinatenstelsel

kA
Indicn mocht blijken, dat P po=P .K):/u dan verandert het veld niet

ﬁoo* nct meeslepen en het heet inveriant bij de punttraneformatie (7.3)
. Schrijven we dt in plaats van t in (7.8) en laten we de tcrmen van
%ogere orde weg dan krugen we het stelsel (K') dat uit () ontstaat
floor meeslepen over 4 el : ,gK ~ K '

k <
Fa) th ~ U elt )

K' .k' ¢ K «'
g ) - (5‘\;4 Al Cl+
We vragen nu naar de kcntahcn van erig vbld":‘ A dat over cﬁwordt

eegesleept De kentallen ven dit veld t.o0.v. (W) 1n5+v ¥dt.moeten nu-
,rle gelijk zijn aan de kcnbellen van het gegeven VC_LJ in % . Bijge~
wolg zijn de kent‘" llen van dif niwuwe veld in §+d “.0.v. (¥) blij-

ens (7.9) AR A 'f‘“/, [R5 - Hvldt)(RE s o viat] P,

:P{(/\—“/:()\V '(-p»/—) ;\%‘?,d‘(’
Om de kentallen van het nieuwe veld in § te verkrlg,{,en moeten we er
nog W‘b/u P,,\ci’r aftrekken en voor de veldwaarde in 3 krijgen we dus voor
bet meegesleepte veld

P = v P - P D5 wfat s PTy Dn 0t
Dit is weer ecn affinor en daaruit volgt,dat de uitdrukking
(VPR PEN + P vl - PPN 25 0 Vet
en affinor is. Deze¢ affinor hect de Lie-differentisal van het veld
‘, R At,0,v, het veld ® cH’ De =ffinor

¢ ! h .y
I}pK f /{ka}.n <;\ + P (’/J ">,\ - D-/\ e V :

ee‘c de Tie-afgeleide van FrAt.0.v. het veld ¥t Dit is cen differenteal
constente van de twee velden Fen v'. Men lette er op dat voor ledere
index boven (onder) een term optreedt met cen negatief (positief) teken.
(Net andersom als bij de convarianteafgeleide)

Een veld is dan en alleen dan_ invariant bm alle transformaties

r door de 1nf1n1’sesimale transformaties el {*voortgebraoh’se ZTr0ep ;s
dien zijn Iie afgeleide t.0.v, " overal nul is.

Voor de Lie afgeleide geldb: -
1. De L,A. van cen som is dc som der L.A. der tormen;

2, De L.A. van ecen vouwing is de vouwing van de L.Aj"

i
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3. De L.,A, van een product of overschuiving is onderworpen aan
de regel van Leibnitzj
4, De L.A, van H'f\ en van f‘u‘xzelf is nulj
5. In een Ap mag men in formules als (7.15) overal (tegelijk!)
)}.vervangen door V/L (bewijs dit voor het geval 7)

Voorbeelden:
7.,1€) Scalar: Ds = QrME)/Vs
: L
7.17) Vectoren: a) ]gu" = M B wf o )"D v
b) Qtf/\ = ‘UP ) ,\ T q’\i‘h ?:’A'U;u
7.18) p~vectoren: a) [L)u"""‘ﬁz M éh wkies e gy K K"'KP@‘LUK‘J.
- M
| b) D, = yM 3 Wik P Wt Aklv,
~ventor: . ‘ M
7.19) n-veator ?wh 5E D/b( ﬂ«) D )

7.20) A ~dichtheid of dichtheid gewicht + 1: ch 0 (a*L ,vu)
7.21) affinor { -dichtheid of affinordichtheid gem.cht’%

DRa= V%Pl w Pl hal PO P S

De formule voor de dlchtheid wordt afgeleid uit die ven de n~vector
op dezelfde wijze als in § 6.

B, De afgeleide van lagrange, We moeten eerst iets weten over de
trensformatie van ruimteintegralen bij overgang tot een ander coor-
dinatenstelsel., Neem het eenvoudige gaval n=2 en beschouw de inte-
graal

7.22) l‘?"(UMMJ
in gewone car’ces:mche coordinsten over cern gebied [z van het X, Y-
viak, Daarbl,_, hoort de bekende indeling in blokjes

— """T'\‘x
7 u23> ([/ v

i/"
NS

X
Ge nu bijv. over tot pool coordinaten

7.24) x =Qcos @
¥ =Fsin LF
Aangezien
7025) dx cos L? dP- Psinq; ;A(?‘
dy Sin‘{?dp+Pcastdg?
is de functionaaldeterminent gelijk sen 0, en de funcilonsaldetermi-

nent van de omkering X,y — pP. Y » die we /A zullen noemen, gelijk aan
P'* . Dezelfde ruimteintegraal kan nu 0ok in P en Lf’geschreven WOr-

i

]

. den. 2Zij
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7.26)

Fixy) = a (P #)

den komt er weer een indeling in blokjes en de inhoud van één blokje

is Pdf‘*?. Bijgevolg is -
35 b4
7.27) %’
7.,28)

fr Fox,g)dxety = fT P Y4ln ) dple
Daaruit volgt dat bij de overganglx¢y9f,%>de inteéraﬂﬁ een fac-
tor A”=f’ krijgt. Dat wil zeggen, wil de integraal invariant zijn,
dan moet de integrand een sceloire A -~dichtheid van het gewicht + 1
We gaan dit ru algemeen bekijken. Fen contravariante n-vector
in £, sfelt en ruimte-deel met een schroefzin voor., Een infinitcsi..
maal ruimbtedeel in X} is dus, met de schroefzin die daaraan worih
toegevoegd door de natuurlijke volgorde der codrdinaten, een 2cavr:
variante n-vector. Schrijven we daarvoort%fK””K" den kan de In-
tegraal

o~ K, .- K,
7.29) /T o7 d f

h ~ _
alleen invariant zijn wanneerzy een scalaire ] ~dichtheid vur Let

gewicht +1 is. Want optelling van grootheden In verschillends pui-
ten is in X; alleen mogelijk voor scalairen en voor n-v. >tor A e
dichtheden van het gewicht +1. Het kental df]"n kan zoals we Vroa-
ger zagen ook worden opgevalt als kental van een scalaire A -~dickht..
heid van het gewicht -1, zodat zich dezelfde integraal ook lzaw

gchrijven

7.30) _ lﬂ q Af

waarin ch die /! -dichtheid voorstelt. (7.29) stelt voer de limiay
van een optelling van n-vector [l -dichthed o in verschillende puu~-
ten en (7.30) de limiet van een optelling van scalairen.

Jedere n-vector laat zich schrijven als alternerend product vin

n vectoren, Zij dus

’{l .o K}, CKHJ

LK
7.31) df = nidf %/5
‘ ‘ = s e s
waarin g{§f.u ,gﬁ%kwillekeurig gekozen lijnelementen zijn, Klaasp

4
we nu de lijnelementen zo dat

1

7'32) ?‘i = C{ji N ?1 2":." Q N i 1 ’%‘Sh:u
. S 2 1 »
{5 =0 80y 0 A8
<1l ; E ) ) ¢ ™ ‘
5.0 sgkhe oo 4
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wat daarop neerkomt dat we de lijnelementen net langs de cedrdinaten
krommen van het stelsel (K) leggen, dan gaat (7.31) over in

fore IV 4 ~
7v33) ]{ = C{§ TR C’g .
en de integraal krijgt de vorm
PV | m
v o~ { .
7. 74) J o C(E) ’..c.rg
TH

behorende bij de blokjesindeling gegeven door het coordinatenstelsel
(K} We gebruiken in het volgende een stelling over ruimteintegralen
afkomstig van Stokes (ook genoemd naar Gauss en Ostrogradski). Is ‘X)K
een contravariante vector 4 —dichtheid van het gewicht +1, dan kan men
bewijzen dat ?;u?a/ » een scalaire A —dichtheid van hetzelfde gewicht is.
Nu is een elementje van de begrenzende (,., van [,een contravariante
(n—-l)—-veotor,mdie zich ook laat opvatten sls een covariante vector
[\ -dichtheid ]f,\ van het gewicht -1, De stelling van Stokesszkegt nu dat
wanneer een aantal voorwaarden ften asnzien van het veld '%‘2 en de be-
grenzing &, vervuld zijn, de identiteit

’\-'/“ X -~ ‘ A 7
D ',(" ’ = ‘){) C/;
1.5 [ A df - [ a f
Tn G ‘
geldt, die de ruimteintegraal omzet in een integraal over de begrenzing.

Opmerking verdient dat deze identiteit steeds geldt wanneer maar 9%

en de begrenzing aan zeker analytische voorwaax:den voldoen, Het doe¥ er
niets toe of 2% K ziech werkelijk als vector—/ <dichtheid transformeert.
~Alleen zijn de twee integralen dan niet meer invariant, wat éns helemasl
| miet kan schelen, bijv. wanneer wii niet van plan zijn andere coordinatemn
te gaan invoeren.

Om nu de afgeleide van Lagrange te definisren mehen we deg volgende
onderstellingen. Zij] C}DA; A=y, N een stel functies van de f "en
laten CiID/V , 4;./\,1’/“ -+ staan voor 2}& 4;‘/3 y Iy g»’,, C[)A , enz, Laten deze func-
ties gedéefinieerd zijn in enig gebied van X, en aldaar continue afge-
- leiden hebben tot een zeker orde.

Stel vervolgens dat o een functie is van de @A en hun efgeleiden
tot een bepaald gegeven eindige orde. Dan is L via de éA en hun afz:
leiden tenslotte een functie der <§Kdie in enig gebied dex Xh wel ge--
definieerd is.

Ieat ten slotte in dit gebied (4, een bepaald gebied zijn dat
| door een (n-1)-dimensionaal gebied Tj.; begrensd wordt en laat er en
continue punttransformatie bestaan zodanig dat de vergelijking van Th.
l‘ben opziéhte van enig toegelaten coordinatenstelsel in Xn de vorm aan-—
| neemt van de vergelijking van een hypertol. Di#% alles om "rare" vormen
_ven T, uit te sluitens




We beschouwen nu de integraal over I,
() M
7.36) fo(dg S
en nemen aan "det deze integratie werkelijk uitvoerhaar is en een eindige

waarde oplevert,

De 4)/‘ mogen nu variaties dq‘g/l ondergaan en wel zo dat de varia-
ties van i} en van alle in JC werkelijk voorkomende afgeleiden daarbi]
nul zijn op 7, , . Dan geldt voor de variatie van 0(9

7.37) cloﬁ c§>+ c% d o

0 W
waarbijwi] de indices A voor he’b gemak overal weggelaten hebben ( 5”@; Cl(}
staat dus voor een som van |Y termen, de volgende term voor een sofi van

nN  termen, enz.,). Uit (7.37) volg'b dat

7.38) é’![o() aft.df" < f c@ 2) QZ)/ ,,dg’”.
7,

en door partiele integratie verkrlggen we hlerult

7.39) v{ fdg f gsb 7 l‘c% + ;.)&V Hﬁ{% m’%’-‘\
F [ M (% b)- 053 LI IL S

T
n
de tweede in‘tegraal‘svan de vorm

7.40) [ ), %-'“gzgf‘_..ﬂj"*
T‘\

is volgens het 'theorema van Stokes kan deze integraal worden omgezet in
een integrasl van /3 over de begrenzing (. F Daar echter iecdere ternm
van P l&op {5 .,nul is, omdat aldaar immers dg CP/u)enz. alle nul
zijn, is de integraal (7.40) identiek nul.

Hieruit volgt

7.41) ﬂéif & Cfgiw‘(fsw\r— L(
[P P

De uitdrukking

Tor

(}Jp\ 3 ) bcﬁ Yé\ (T\

(R D = o 0, — ~. f
o~ e VT Ay

-

7 42) {ﬁl ...C? - ¢ g 9 -

A 5, > 0y

§Waarln de indices _A nu weer ingevoerd zijn, heet de Lagrange- afgeleidn
%’van £ ten OpZ].Ch'te van QZD .

' Is [‘Oej =0y dan is de variatie links in (7.41) nul voor iedere
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keuze der varietie géﬂen donrmede is dan de eerste voorwaarde vervuld
het extreem worden van de integraal (7.36) over Tpy.

De wergelijking [ﬁ]"*:o heet de . Vergeliiking van lagrange in de
niet-invariante vorm. We hebben immers over de transformatie van &£ niec
gesproken en ook geen coordinaten getransforr;e:zrd, In deze vorm treedt
de vergelijking bij voorbeeld op in de klassieke mechanica. De’j redu~
ceren zich daar tot &&n variabele T en Twordt niet getransformeerd. o

is dan in het eenvoudlgste geval een functie van de zogenacude noodzake-
lijke coordinaten 61 s ULzt i

van het stelsel en hun esrste afgelei.
den naar ¢ en de vergelijking luiat

30? ol EE S a1 eef g7 ot 1.
TG TTqufz =0, 7= et T

' en vormt de eerste voorwaarde voor hot exbreem werden van de 1n‘tor%aa"‘f" et

7.42)

'u
. Het komt veel voor dat de C’I:’@ kentallen =ijn van een grootheid
in An of ook van cen verbindingsgrootheid tussen X,-,. en een andersa
ruimte, Uit het invariant zijn van de integraal
21 A q'l’ ' rg! "
, { e
| 7.43) fﬁiJ eldp, %, . clg
volgt nu dat [*ﬁ] dcﬁﬂ een scelaire 4 ~dichtheid van het ngluh'b L
"moet zijn voor iedere waarde van de variatie Hcf) Is dus ’*"4,‘

~ een grootheid In X of een verb: ndingsgrootheid dan volg‘c dat /[ o('

. evenzeer een grootheid in Ah resps een verbindingsgrootheid is en dat
:' geldts

.
",

comtr. valentie N @,

. cove valentie [c(f in /A en in de andere ruimte

A aldaar
contr, ] { cﬁ } Yo O T B " " = Cov. 1
, 0l e,
A jv{ "—3 Ay
“3 3 : ] s ot ¢ H Y Al s
1«\} gewicht [_06} in ,(h = 1 minug gudieht € J,\E‘lugf&ul
gewicht [0("} A in de andere ruimte = - gewicht ﬂ‘léx aldaar.

8. Krommen van extreme lengte in % .

We gaan nu op twee verschillende manieren bewijzen dat de geode-:
‘hische‘lijnen in V althans aan de eerste voorwaarde voor het extreem
2131’1 van hun lengte voldoen. EBerst gebruiken we de afgeleide van Lle.

' Iaat een kromme tussen de punten 5 en

,\v\

gegeven zijn en verder een wﬂlexeurlg
veld ¥*. Worden dan de punten over %ot
verplaatst dan on‘bstaat een mouwe kromm:

en het algecmene punt £ xomt in £ v Sd 1,
We willen nu de ieng‘t van de OO]?.)})I"JI’L{C"

BIBLIBTHERE  MATH EMAT!SL.H CENTRUM

i X W
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lijke en de verplaatste kromme vergelijken.Om dat handig te doen breiden

we het veld u* . dat oorspronkelijk alleen op de kromme gegeven was, €p

de aen of andere manier continu uit over de gehele omgeving der krommer -
RS
Dan slepen we de tweede kromme met het veld ﬂnm terug over -U =t. Dan
&
hebben we maar é&n kromme, waarvan de lengte gemeten moet worden eerst

rnet behulp van het ouile veld %ac €n daarna met het over -u'it terugge-
sleepte veld 9as . Maar dat teruggesleepte veld heeft zoals we geclen,
hebben de veldwaarde

- —— 1y

(Let ep het + - teken van—

~ P 1rnan 4
8.1) v o Te it wege het - - teken in
(b‘““ L UMK _?[Kr_v(‘t).

. T . . N . oK

Waar1n~%“hx de afgeleide van Lie is van G, tan opzichte van het veld %
v A

»Dus is
¥
‘ \ . ‘ Ao IR IR R
‘8’2) Cg/\K + ];'_: 3&&4 ot = CC\,/\K + ’Q" 8 (,AK +t "{ < YAl + CB A “.K v ! ot

8.3)

. N = .
of ook, aangezien we ¢, door ‘@‘mcgen vervangen en E&;Enx-Q is,

%N‘4%>i“kd+= ibk‘*x Virviey o T,

¢t variatie van %kk is dus:

;8n4) 4 CIC’!},K: p) V(?\} KY C“r

gmeter op de kromme is,

e

Ie variatie van de lengte is dus

18.6)

PIndlen nu.Q) zo ig in jg en in CK' ;, dan volgt dat de vquatle van fﬁ 35

en de variatie van <ﬂ; is dientengevolge, als v een willekeurige para-

Ceh Y
a (-.f,s: (J,\k “-lf% ‘?: LT
g T /v A sh o EX T ¢
8‘5) :/2--—_‘2 (;\"«))o‘ & T
ds d'l‘ \JT
! o 3 e
= (V\'UK -—...... Ai\ oy oft < i ~~'L13~ A ot
el et s o g

-~ K

a > o 5K p
C{[f ods= ot -——é«- CUk =
< & 5

:ad{'{ ('»/\ ci%_i\ ) (s c%‘g_g) %'_ ot (‘UA J (%?\

K<k

Lol N gN

"

£ N o

.dan en alleen dan voor 1edere kéuze van’U nul is indien 4 - &<: =0 is,

N

§d,w.z. indien de kromme een geodetlsche lijn is.

Nu gaan we de methode van Legrange gebruiken, maar stellen daarbi]

gmegelijk de vrasg iets ruimer. Laat aan elk lijnelement in een X“ een
Mlengte™ toegekend zijn met behulp van de formule
B
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8.7) leng te cl§ ?‘(?k i’é)dz"

K [kt
waarin 1 een willekeurige parameter is op een kromme ?; =]l {t) waarvan

C‘gk lijnelement is en waarbij we onderstellen dat homogeen van de
cerste gredis in ©

a1
4% /cH.‘.;' dat laatste om te maken dat de lengte van

o) rf
 maal de lengte van d§F

S
.-/ .

is. Voeren we een andere parameter £ in op de

" kromme dan is de lengte vanwege deze homogeniteit evenzeer te schrijven

‘88") Fler, "i»}cw’

lfSc:h:f‘:L;}ven we dus voor de lengte
15.9) Ritgat = AltT ot

#dan blijkt /\3 in de eendimensionale ruimte met coordinaat T of 1 ee

?scalaire £ -~dichtheid van het gewicht +1 te zijn. In diezelfde eendimen—
ﬂ sionale ruimte moeten de é'kworden opgevat als scalairenomdat zij immers
bij de transformatie T~ 1 niet veranderen. We stellen nu de vraag wanneer
Y'de "lengte" van de kromme tussen twee vaste punten 77 '4" en 7= 1

L is. Daartoe vatten we A op als een functie van de g
' geleiden naar ¥ .

extrecnm

en hun eerste af~
Maar dit probleem behardelden we algemeen in f Te De (lh\

orden nu de n scalairen £ en voor de afgeleide van lagrange van A
inden we ®lijkens (7.42)
; YK A
010) E J[':j - D;)\ - Ei:‘ _(2";\ '
& dt o)
de Xg zijn de [f]’\ scalaire dichtheden van het gewicht +1, Daar clf B

(een contravariante vector in X,, is moet Lf},\ zich bij coordinatentrans—~
. . . . <
ormaties in X als een coveriante vector transformeren, (Zie § Th
jcontroleren dit ncg eens. Bij de transformatie (Ky=>(K') is, als we voor




, e
8.13) _d ?.../i,_cf 24 2K af ):
dt ggﬂ dt 3§)~" ;,:, 'Dgxf Dj}\
) .9}._ [3/ QK’)
- —.OH 'a,.i"‘ A =
- R
_ At DA A Y k) oK
ST ;,T?-“ gg»\‘(‘kmh )§
en bij optelling, sangezien R %'J:-o

8.14)

EL R Y a2l a 24 )
“i\ at ex VU Nxea T odr '?“E; '

Het blijkt dus dat [f],\ in de Xh een co)varian‘be vector is die cchter
tegelijk in de X, een 4 ~3ichtheid van het gewicht +1 is. f"ﬁj)\ is dus
een veorbeeld van een verbindingsgrootheid. (Verz. & 3).

De "vector" L—[\J],\ heet de Bulerse vector van de kromme met betrek-
king tot het bij ﬁdf’ behorende variatieproblecsm. Gaat men niet tot
veranderihg van de parameter 7° over, dan is ff}; werkelijk een vector.
De eerste voorwaarde voor extremiteit is dat de Bulerse vector langs de
kromme nul is.

We gaan dit nu toepassen op het reeds boven behandelde speciale
geval dat

RN/ {s
8.15) £ - (f},n@ s < .
in een ¥, . Dan is (let op ,‘;:(;«(Z;—f jK = rekende eenheidsvector, zie §l)
SR 4.
W a4 1+ cheh A iy dt .
i”g\%"c%; :;gy—'-“-.'/zc (2 900) 578" S (5 4% a g §4)
y os N ‘L\‘A C‘S ~\ els, C“S’K
/ﬂ\— E ‘L’Vg’“kb‘} \,{ r.H" Ag}«V}J ] - ‘,37» CJ'VK “‘:{:L =
£.16) de i; et
= -2 {9 T »«AH d”g”—.—.
— G[D CY K els K .

TF Drasd, = Tar il
en het blijkt dat de Eulerse vector hier de vector ““Jv van de VY, is
vermenigvuldigd met een factor C’S , die verandert wanneer + door ecn

- andere parameter vervangen wordt en die 1 is wanneer men T=135 kiest.



§ 9. Kromming

in ‘f KA
Beschouw een punt (é van eende een infinitesimaal vlak-elementje f
en een vector vV (of w, )

-

Verplaats vervolgens u" pseudOparallel langs
de rand van dj . De eindstand 1n‘g zal in
/y het algemeen van v verschillen. Mén kan be-

wijzen dat het verschil tussen eindstand en
beginstand is

/
o - eu K3 ¥ . — YR
waarin Rv};% een affinor is gedefinieerd coor
: v ok — K r“‘k‘ r
: 9 ) - ! ~

PHet strenge bewijs vereist zeer.zorgvuldige overwegingen. De volgende
redenering dient alleen ter illustratie

X % « 1h nevenstaande vierhoek ver-

£+d£ +dg plastst men eerst U van A
naar J via B ; Aangezien Su™
altijd nuvl moet zijn, komt cx
in B een vector

9.3) v vt dE”

ék Van B naar I] moeten we gebrm.k
maken van de waarde van 3"
ter plaatse B, dat is
. K v &
% P+ d(g 9y o « Bijgevolg is de vector in D

{ K K r Py
§4) TN AT L N T v o814 E (2,1)) v dS'dE

ﬁaarblg alle termen van een orde groter dan twee verwaarloosd zijn.
%erplaatst men v1aC dan komt er inI) de vector die ontstaat door ver-
'@’issellng van cl en d . Het verschll ig dus

é‘"’5) (22 zm -2 g i) ) e g8 = ARG v'df"

v 1
2t hier d}( - 2 d£ gﬁ . Dit verschil is een vecter en

een affinor moet zijn.

‘ ; =0 dan heet de over‘brengmg intwabel. Is S, x =0 deWaZe
$ de f een A, , dan volgt voor R,’M =0 dat de A een &, is. Om dit

ber:! zen gaan we uit van n lineair onafhankelijk covariante vectorcn

enig punt « Men verplaatst deze pseudoparallel naar alle punten

“’ cen '“/(é . Langs welke weg doet er niet toe aangezien rondvosring
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~1tijd wegens Rywk = 0 weer tot de oorspronkelijke vector terug-
vocrt. Z0 verkrijgt men  covariante vectorvelden waarvan de covariante
differentialen in alle rlchtlngen nul zijn. Is W, een dergullgk veld
don ig dus. Vﬁw overal nul. Dus is ook v w,q= 0 én omdat 5 A = o isy
volgt hicruit dat b Wy} =0 « Er is dus eun scalar § zodanig dat
_\<.B 5. Noem.dec 11dus verkrb en n scalarvelden ﬁS‘,& A0

s zljn deze functies vantg -onafhankelijk omdat hun gradienten li.e

“ir onafhankelijk zijn. Zij kunnen als nieuwe coordlnaten worden ii =-
voerd, De bijbehorende covariante maatvectoren E},... 2 zijn zo-

e
218 het behoort gradienten., Nu is 8
}\ —
ji

3 6) _o;vrtr-:A ofo:vj;,-;t
en dearuit volgt dat.we werkelijk een coordinatenstelsel verkregen Lob-
ben waarvoor de qk.nul zijn en dat dus cla rechtlijnig codrdinatensto.
sel :i.m~ een f,n maé; worden opgevat.

3? V;% heet de kromtegroctheid wvan de jfh o Deze grootheid treedt
ook Op wanneer men tweemaal covariant differentieert en alternsert,

Door uitschrijven bewijst men dat

L.k A <o f K
9-7) v{_V /RV}A)V - v p Vf‘r

‘)T

B
o

K
Vr3 U

9.8) U Vg w,=-Y R .

-~

H

A.‘f
\JHA wk* bv’;u Vf w)\
‘u heeft de operator ¢, ¢ u) de merkwaardige eigenschap dat bij teep is-
Llwg op producten de regel van Leibniz geldt‘ Inderdaad (indices weg-
laten) :

9.9) U Ty S = 0 (Vg DY+ Yy B Y o=

V“ K3 q5)1}4 (Vtyd}}vvj Yy o+ (V[d dD}V Wt "P V[Y }*]w
V[ )\p-}-(PV _vt'“‘];
(4fspraak: de differentiercnde werking van V sirekt 21cﬁ altijd ult tot

d¢ eerstvolgende sluitende hask waarvan de bijbehorende openende haak
voor V staat. Dit spaart haken). .
Deze.regel geeft nu direct het resultaat van v
leVq pk)i o K jal N

RET IR P R.
9.10} [v}‘] = }‘R\Yﬂf, .. "t"/‘ T‘J}\lf

v oG Ty KA ~ep kA
/2R P - - "'\Jf& vm“w

Is+$ een dichtheid van het gewicht + 1 dan is

b = - )

7 ©Op een affinor,

K
Prs

A

1 9.11) = Oy bf}gb‘(aiﬁf)}rf*j‘éawiﬂ

. S
NENEY R UM
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ey daf + v

g , e
o = =P Wl -0u B
vaaruit volgt dat Bb' FN een bivector is (hoewel [, geen vector is.
(vzrigens blijkt dit ook uit

def N orf
).12) 2/:# . Rm =2 Ny v 2 B T s 2T

cer gebruikmekende van de regel van Leibniz voor U[v K] vindt men T
voor cen affinordichtheid % . » van het gewicht #

K .. . NN 1
9.13) VUV*‘}?‘A - :/A‘Rv#fk%{h,/zRqrx %. —»S
_hA 7&»

V,.« heeft een mooie meetkundlge betekenis. Voert men een M —vector
v " rond langs een vlak clementje den is het verschil tussen
begin en eindstand (omdat de N ~vector zich als alternerend product

van . vectoren laat schrijven

) ¥
c oK, e Ky KAK, LK i
(‘VLR Klfuz K"—'/:».‘F';:‘,,}M;t fy ot f fent.)f de

GPA
.10 oy Rt e
' == V)M f de
' - Koo Xy, 9!-& N LIEERELTN "P
/\R”ﬂ‘ 5; deg ::—/'?__ va f Ao

Hicruit volgt dat de overbrenging integrabel is voor h -vectorcn in-
diin cn slechts indien V is. Men nocmt een dergelijke overbruon-
ging yolumegetrouw. |

D¢ kromtegrootheid voldoet aan cnige identiteiton, die hicr sllecn
voor het geval van de A, worden opgeschroven (Voor de a(’ komen er cor-
rectigtermen met br; )

gersisé identiteit:

9015}) : : - I) 'ka);\ = QO *
"volg'b direc‘b uit de definitic (9,2)

Tweede identiteit

- TR

volgt cvencens dircet uit (9 23‘! wegams ?; 3y = O
Bij vouwing over kV volgt als Ry = F?Vi,os

33{. volgenda, identiteiten gelden allc\,n in een V « Men schri;tf'k dM

in plaa'ts van R {M . Aldmr is cian




9.19) IIT) | Ryppk) =0 :
Tit de drie cerste identiteiten volgt eenvoudig de 4° identiteit

.9 ’ 29) Iv) ‘R = NR

Sy pAK Ak Vi
cn.uit de tweede, derde en vierde identiteit volgt nog dat deze somon
Cquivolent zijn met de derde en vierde, tezamen met

2.21) I1') ﬁ[‘{r)‘h} =z O
Samenvatting:
I) ‘R(vtx)&k =0
9.22) 1) “R{vw]k =0 1Y) W{v pak] =9
III) 'R“‘}*@‘ =0
Iv)

R *’P‘“‘ = 'Rakv;n
Uit I, III en IV volgt dat "K .« een bivectortemsor is, det is cen
tensor in de 5(.. der bivectoren. Het aantal kentallen zou dus diecn-

overeenkomstig mocten zijn €2 )((5) + 1) . Maar de onafhanke-
lijke identiteit II' voegt er nog (,4) voorwaarden aan toe, zodat het
amntal kentallen wordt Y, nt(nd- 1) , dat is 1 voor n = 2; 6 voor

n =33 20 voor n = 4,
Naar Bianchi wordt de volgende identiteit in Ah genoemd

N
9,23) Ve Ry =0

Men bewijst eerst dat er voor ieder punt altijd tenminste één coordina—
tenstel (3) bestaat zo dat de. f"- in dot ene punt nul zijn. Don volgd
(9.23) direct uit (9.2) door ul'tschrlaven van de kentqllen te0ev. dat
stelsel. Nu is inderdaad voor gen punt ‘§ waar de [ pr de waarden f',
hebben een dergelijk shelsel § gegeven door de vergal:.gkzng ’

0.24) _g £ 5 5 : /,-._W x"gg
wanty iRy A & r ‘
9,25) "K 3 ‘g

‘ B‘}AL = - S.j&

e

: e ,m.?x -k 4 ' ‘ »x
Een derg inatenstel A heet in é &nOd‘etisch« lien kap xog
veel ster st llen blqu dai; behalve r k; D¢ ,;' r et
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Door vouweri over K ¢h verkrijgt men uit (9.23)

9.27) Yw Uiy = o

oor vouwen over wjk ontstaat
v . K

. pr
1l een Vn kan men nog verder gaan en (9.28) overschuiven met ? , dai
outstaat

» ‘K _ oK okef p
9‘29) vk&ﬁv -Vvﬁ-‘" VK‘HV —_—o}% - j?{-ihgl
of
. . 0! s (Y2
3:30) vf" %f&h =% g’hk ::f ‘Wn - R ¥k
De scalar & of '/n(n_‘) ® _is de scalaire kromming van de V, .

Voor N=2 is dit de gewons Gaussische kromming der V, . Voor n=y is
%»Ak wel bekend als impulsenergietensor en (9+30) drukt het behoud vui
energie en impuls uit.
Geldt in een V, dat '\Qvﬁk . ?I\‘D« ?}‘3“3 dan volgt vit de
definitie van "R dat

9.31) Ropre = -2, R o091~ -2 % 4u0 gud

¥oor n=y is dit altijd zo omdat vpak- daar een mroduct van twee
bivectoren is en alle bivectoren eskelvoudig.en op een scalaire factor
ne aan elkaar gelijk zijn. Voor n>% wvolgt vit (9.23) dat kK een con~
stante is. De V, heet dan een ruimte van constante kromming of S _ .

‘Een 51 is een \/1 waarin kX een constante is.

§ 10. Verschillende socorten vanV, .

Een Yo is een X _ waarin een regle fundamentaaltensor 9y van de
rang n gegeven is. Is g,\k positief definiat, dan heet de V,'n £EW0o01l.

Indeling der. V,'s geschiedt naar de speciale eigenschappen van ‘.f'?\,,,";;.,k
€n A, en de ult deze beide grootheden en ae covariante afge cidon
van W;;ék afleidbare comitanten. Comitante der V, = grootheid die zich
uit deze grootheden laat afleiden door voor coordinatentransformatics
invariante vergelijkingen in de kentallen. Bijv. 7\7,_&;, WJ ?W‘ Hen
f';;ruimte met ?5?#,\ NN heet bijv. een Eingtein ruimte. Een Sn is
‘dus een speciaal geval van ecn Einsteinruimic.

i%§ 11. Onmderruvimten vau V,

Wordt een Xm in Vn gegeven, dan is ieder lijnelement von de Xmook
en lijnelement van V, . Is de fundamentaalienior van V, positief defi-
niet (het geval der gegwone V. ) en is de X xy2sl den is de lengte viu
het lijnelement zeker niet nul. De X, is dus ook wesr een V, mer cci ci-
| gen fundamentaaltensor (later uit te rekensn).
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Het eenvoudigste voorbeeld is een re€le kromme. 4nulk een kromme word+t

bshandeld precies als in § 4 een kromme in 8,\ met kromlijnige coCrdi=-
aten. Alle formmles blijven gelden, alleen kunnen we natuvurlijk nooit
T eruggaan $ot rechtlijnige coordinaten want die zijn er niet in V, -

“m dergelijke gevallen van inbedden in Vn te behandelen, gaan we ecrst
*wrmg naar esn £ _en beschouwen een &, in&, door de oorsprong. sulk cca
- <

L
. Kan gegeven worden in rechtlijnige eoordlnaten 3 df door n-r lincai

& vergelijkingen X
11.1) € E =0 ;
I ook door n vergelijkingen met m parameters:

1‘1‘2) (g :Bg?g&:\

3 ,,,,_JYT}.‘

"."'7 *

2rbij de parameters :‘? in de t rech‘bllsmg,e. coordinaten zijn. De tuc
iier optredende grootheden B% en L heten de contra- en go-variante

A X
V erbindingsgrootheid van ¢, in &ﬁ . B,\,... ,Bm zijn m contravariam;
. N . . ’K“"*’" e A £
Vv ectoren in de é, enly, ..., L, f-m covariante veetoren door de (.

We beschouwen nw in enig punt van a._ ,bijve de oorsprong

o . Bt
17 cen contravariante vector ¢ van L., « Dan is

11.3) v = BY b |
&wn vector van E . Meetknndlg 1s het desclfde veector waarvan de pijl in
d <& w -richting van t, Ligte De 3 zijn alleen ecn ander soort kentbzlicn,
v andaar gat de kernletter dezelfde blijft.
HWeB.: UV en UV bepalen clkaar ecenduvidig.
2% een contravariante vector uK van (C,n « Men kan hier vermen

' LU § A XA
11.4) w :.L) W J(:‘mr\}.‘..‘:n
“Tat is dat? Beschouw de vergelijkingen
{\ LY . ) K
11.5) . h(é = M 3 LMt i
x ety ey / ’b .
Bdij variabele Y) stellen deze voor alle oo m S in {  die oveu-

w:L jdig zijn aan de ecrst gegeven {, « Deze verzameling kan worauli OPeue
vat als een E waarin elke t amh als ecn punt afbecldt. Lon nmm

n-in .
laze é de gsamenlegeing (remxo‘tlon, uusamm»nlt,gung) van cﬁ; nosre »..,
X
de Y zian rechtlijnige coordiraten in dum. £ e 1§ een veobar in

-

i< ze ruoimbte en heet de samenlepgging van v naay de Crme
;x.B; 2 nu,x is bepaald door u' maar niet omgekenrds

3° sen covariante vector w,van En « De vector
11.6) Wy - By w,
is ben vector van 5..,,‘ s mectkundig VOOI‘gpgtle dnor de twee parallele
& sdle ontstaan wanueer de twee & 5 van W, met de € gcsneden
wcrden. wﬂ)haet de doorsnede van Wymet de &, o I\I.B. Wy bbpwlf“wwﬂ:i
aar niet omgekeerd, inderdaad, ken men door d¢ twee <, s o< stel-

' en van parallele En_,s leggen.

Il
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40 een covariante vector €, van de &n,m . De vector
X
11'7) W, = C«?‘ Wy

is cen vector van E, . Zijn- 5,, ’s zijn de & N, 's ven u, , geinterproe
feerd in &, immers Leder punt der &, stelt sem £, in £ voor cm dus
sen Sh oS80 &h,, « U, en W zijn slechts twee verschillende soortou
kentallen van_dezelfde grootheld. N.B. Uy cn u, bepalen elkonr cenanidl
Het komt nu wel voor dat er behnlve (":,m in £, nog een Eoin b, dec:
) gegeven is, dic geen richting met ﬁm gemeen heeft. De &, hect a-u
ingespanncn (rigged, eingespannt). Omgekcerd is ook de S,,_,.;\door S, il
gospannen. Deze &, , is niet dezelfde als de &, ,,dic danrnct door sum
legging ontstond. Maar elke door (11.5) vastgelegde &, snijdt de cersic
C, prec:.es in één pnnt. Men kan dus de beide E,‘ mS met clkeor iac. Si-
flceren en dat doen we dan ook altijd inm een geval van inspanning.

De E, ~der inspanning worde gegeven door de vbrgellgklnt en
a A

11.8) ,BA(S:O R R S
of ook door
K K
A
Hierin zijn B, B:“ m covariante vectoren door de &, .. en
~ G .
C‘:““..‘ C n-m contravarlantu v;cctoren in de f;,,_m zodnt B, (-0,
Te richten het m zo in, dat B, B, ,C% en Ba: ~ bij hetzelide paril-
lelotoop horen, d.w.z. dat
kK @ o
B B =B dﬁ ) =t B = eenheidsaffinor der u..
g K £ 0, a4 g) 5=
11.10)
K X X (}Q‘E Xz ) X . . ,C
C‘; CK = Ca = {(’} 14*2 ! G{ eenheidsaffinor der &

~ ~

Yu kunnen we :f en tf opvatten als niemwe coordinaten in Eh en samenvat-
ten tot ¥7; A =4,.,.,m . Alle kentallen van grootheden Ben( zijn

c LS
dan ken’callen van de eenheidsaffinor der Ba - A" N ; C y = ﬁ\%
K K . A X ’
E% - A% ; C)s = AK ;
11011) Ea A\“ ) C_x l\x
SET R T Ty

j, en C zijn dus alleer stukken waarin A viteenvalt, hetgeen op ver-
gchillende kan worden uit»\za 11{1: .

4 K K

BL-%C&;[—\ B +C A\C :BL+CL

P;’-
"

11.12) 4 “ o
| ACLBt Lot BYEE B 0O

Na de inspanning hebben we nu vOoOor een vocbur u van E

: [+ K o &
;’11.13) TR Kuk + Ck,‘ e B W o+ 0w

= A Q x




waarin de"u* uit (2.4) optreedt maar nu als de projectie van u‘op

. (of ook & -componente) en ‘W als projectie op &, (of ook
CQ, -componente). Evenzo hebben we voor een covariante vector W, van&,,

11.14) Bwk+c wk-Bg +C‘*"%

waarin de doorsnede wg met 6 (of ook fm ~componente) uit (116) op-
tmedt en evenzo ecen doorsnede W, met & hewn ? (of ook &
' Het is duidelijk dat nu iedere vector van £ (€&, } en dus ook
iedere_grootheid van £,.(& ) na de inspanning als grootheid van &
kan worden opgevat en durs kentallen met griekse indices heeft.
Is een £ in Rh gegeven, dan spannen de richtingen loodrecht op &,

gltijd een n.wm OPs I8 de fundamentaaltensor positief definiet en &

ggdel, den is het zeker dat E.en € een R en R, zijn en geen

richtingen gemeen hebben en we krljgen dus een zeer bijzonderc inspan~
ning. de orthogonale. In di*b geval moeten de twee projecties;ﬁ v en

nonmcomponente)

}ﬁ v van iedere vector U' loodrecht op elkaar staan waaruit velgt
dat . R

14.15) C fBG. ?}H =0 -

of

'Y heet de &, ~componente en "ga de & -componente van

AK

semt men het codrdimatenstelsel (%) zo dat B” = A vk
pnderling loodrechte eenheidsvectoren zijn, dan is

; a s " x

3w D RE e - DL

. BK g K ) Ck " _K

Lo r = 2% T S by %

| Cl:.’\,-...,’m; Xzwm+l, ... n

Bewijs ter ocefening dat
) | ub K

:1°18) BA = 9 BG T

| Een Xmin X kan worden gegeven door de h.m Vvergelijkingen

| ¥ def x

1.19) C (5>=o ; C BC X oy,
¥t de conditie dat C de rang n-m heeft en ook door de m vergellgkingen
.20 (E - B, B, 335

3t de conditie dat Bg de rang m heeft.-Verder moet van de functies c*

t B“worden geeist dat zij in de beschouwde omgeving analytisch of al-
~ fans enige malen continy differentieerbaar zijn. Als te voren heten

fer C,‘ en B,g de co- en contravariante ver‘olndingsgrootheid der X

‘b de lokale £H van een punt der X spannen .B,\ yeesey B ~ een £, op, de
j‘ gerende E aldaar en Cy\ peessy &y gaan door die f.,,.. Men kan m aan
er punt der X, in de lokale E de tangerende £ _gaan inspannen. Dat
ket dan inspannen der X » BEr komen dan in elke lokalc, E grootheden




B;en C; bije In iedere lokale 6“ is alles net als boven, alleen
moet.men er rekening mee houden dat

1. de v)“ nu coordinaten in X, zijn;

2. er geen coordinaten Y bestaan; ,

3. alle velden B;, C); , BO; , C; alleen maar in de_punten der X
gedefinieerd zijn, de kentallen ervan dus wel functies van de r}c‘
zijn, maar_niet zonder meer _maar als functie van de £ mogen wou -
den beschouwd. O Bzheeft dus bijvoorbeeld geen betekenis maur
B3, B} =3B} wel

Is de X, . reeel en de Y, gewoon, dan is er vanzelf een orthogonale

inspanning ven de Vioin de V. In de V, hebben we dan de fundament: 1-
tensor ‘%lmen daarvoor geldt volgens 1116)

AR
i
11.21) : %%a = B%ct %hk
Maar daarnaast is er nog een anier stuk
! Ak
11.22) Yyx = ng %1 ~

dat de lengte vastlegt van een vector in een punt der Xm, gelegen in
de R,_,loodrecht op de tangerende R .

Tot nu hebben we nog niet naar een overbrenging gekeken. Laat ecrst
de Xh een An zijn en de Xmingespannen. 21} v®een veld van de V,_ . De
kentallen van dit veld als (alleen maar op Xm) gedefinicerd veld der

)Qh zijn UK = Bz u" .+ Dan beshtaat BPVK niet, of althans is deze vit-
drukking niet eenduidig bepaald. Zet men v“k buiten X,.op de een of
andere wijze voort, dan krijg{ BVVK betekenis, maar in elk geval ligt

11~23) Bi br UK - Bi EQ ZSH Uk = B‘P; b& Uk

)volkomen vast hoe die voortzetting ook gekozen wordt. Men kan nu een
overbrenging in vaastleggen door ecnvoudig te eisen dat de covariante
® . - .
 afgeleide van ¥V in dee Em—-componen‘te is van de covariante afgelciuc
in X : ‘
" . B

| o K pa K pa LI
11,24) Vel = By vur = Do dpv +E“Y'Nv

o B o PR 4 par K 8
- BCV,BC(DFB,I)BLD +:Bck': rvxv
! a T
{waarnit voor de overbrengingsparameters I’cg dezer geinducecrde over -
brenging volgt:
— HAa
11:25) r-‘g — .Bcgk

f o

Ck . '
;Uit bD_th} =0 VOlgt (Ec.&] = O en een 1ngespan1clen Xmln Ar wordt du;
E door inductie zelf een A, . Ieder opperviak in «, wordt dus ecn Az m.
'\;ﬁi‘h@t oppervlak wordt ingespannen. |
De regel dat de covariante differentianl van een grootheid der * -

~

K R a
r;k - B:% bfLB\




K..de N _-componente is van de covariante afgeleide in X, geldt voor
alle grootheden, niet alleen voor vectoren.

Is de Xneen gewone \/~ dan hebben we vanzelf een inspanning. Nu is
K

' ' ?"‘ P‘lk W
1_1.26) V 3%:}& = c L a Pg}k:"'BC{i(l f’*g”“‘
Haar %Lk kan ultgedmk't worden in n-wm onderling loodrechte eenheiis—
vactoren L; loodrecht op de tangerende R .

™m

Daar echter Bv L = 0O volgt dan
1 }q\k ' x x
11.28) Ve %%a =-b 1q$;~xz-:,-—b}. by = ©

en dat wil zeggen dat ¢= geinduceerde overbrenging een Riemannsche 1s

die behoort bij %%P ~ hangezien een lijnelement d7 als lijnelement
BLd' van \/ opgevat de lenghe

[

11429 i\/B{m é,l C}n}%d‘.ﬁg :5\/‘%30‘ dv?% dvzu

heeft is de Xm -COmp ONeNTe g A4 Van de fondamentaaltensor ¢, Juist
de fundamentaaltensor wan V, . 3r wordt dus precies die Riemannsche
overbrenging in "\/m geinduceerd die bij de Riemannsche mast in Vm hoort.

§ 12. De V in een gewone \_

n -t

Laat de V , gegaven z:.gn dcor de vergelijking

n
LN
’12.-1) rg Jhp) {‘f‘) L N SRR RN

De fundamentaaltensor splitst zich in twee stukken

! (4

‘12.2) ‘ Yk T Fax Y Fax

3]

en %-M( is nu furdameniaali hensor :;u de ? loodrecht op de tangentiale
R _in elke locale ®, . Is dne " een eenheldsvec*bor in die R, dan is

"Gk E Mink OB
R --‘K Ak K
‘123) ?Ak:‘jm -y 5 By = :\"nhk

n 1s een veld over \/ ., s dus heeft Vl*n niet zonder meer zin, maax
B N n wel. Zelfs wetcu we dat

X
1244) Bﬁ (VLH In, = -Bﬂ(vhnk)hk = "Bﬁ( v, n') M,

We definieren nu

de{ ¢
8it is een grootheid ger \/ met de kentallen
12.6) ’g\,ca oo BC—‘& ?A
dnde V, en we bewijzen dat *Q\c,g een tensor is.

‘{8chrijven we de vergelijking van de V, , in de vorm



Overgicht van snijding, semenlegging, projectie en inspanning. (bij syl=-
labus § 11, pag- 59/64.

C“ ;. b:i‘cgm'x m“q"tnﬂ
Gegeven een E in E 4 "} =02 4
£ = Ben

" ®
B,\v-* Bmzijn m willekeurige onafhankelijke contravariante vectoren
- w i
in 6,“3 C: Yoo CA n-m willekeurige onafh. covariante vectoren g_g_g_gém.

L d

) A
De E_,;parallel aan E—mt Cig z qu ; deze vormen een (En_m(samenleg-

. & . e
ging der & ). N zijn coordinaten in deze & -

& £ £

m n
J
i 3
v {verandemng} ure B; ﬁ% ( CJ; v oo
oart kentallen

. E;
voorw,voor oplosb,heid.naar fU")‘ £
Bijzondere vector voor gm(llg‘t in C, ).

K oy xR
W - W :C)Lb'

(algemene vector van &, ) (samenlegging van u

\ ,
‘wg = ngk € wk
doorsnede van ur, (algemene vector van En)
i »
u. =C. U < verandering van u
¢ > A\ X Tgoort kentallen P
(Bijzondere vector in &,: gaat
: door & . Opleshrear u, mits BZ W, = ©

Inspanning: Geef bovendien een Eh‘:ﬁn &“die geen richting met &mge..
woed .
B N g = Q
K n ‘3’ i K
= { dus
é = C%Yg ; & CL& = a%’%

et - C: zijn n-m willekeurige onafh., contravar.vectoren in
aarid v in
E |
:B\l'g- B‘"’; n willekeurige onafh.covariante vectoren door & )
3 [ S R Y 0f of

meen heeft:



Vanzelf is ,B’g (L =0, Cr B: =0, qa zijn nmu coordinaten in & _,
V} zijn coordlna'ten in deze ingevocrde Eh_m y die met de door gmamen-
legzing ontstane & _miordt geidentificeerd. q“mx‘ vormen nieuwe

LY

coordinaten in E. naast de ﬁ .

1
B13gevolg z:.JnB{ bgé en C =0 % al stukken van A;. slzve ns
A% - B% ’ A3= C -
[} o
Daarnaast bestaat nu A = Ba n . De A \ zijn m covariante onafh.
L% e QL
vectoren door E o Men kan dus de Bk en { "A zo kiezen dat Bh = A"; en
C. = A . Dan z:c.;;n de stelsels B 5o BK , C,':“ yoas CK“ en
o 44
B‘A geos B:" , C,T,'. . C: rec:.prook d.w.z. behorende bij hetzelde
parallelotoop. Dan geldt:
® o 143 k X x
& | € .
\
" L_lemnd.s‘mng..._e E p?
- X ]
soort kentallen U C« slozoerratnﬂkeerntnanlglen! v )
(blgzondere vectoren v. 5
liggen in E,.m resp. &h‘m).
B X T
mojectie op fm;ﬁm—componente)(algemene vectar v.& (projectie op & of
dus s 1= vy “‘)) €... componente).
, A
]3 W, < ur, w, = G ow,
(barsn. m. & of E —componente ) (algemene vectcrv.&“ (doorsn.m. &h_mof éh‘m
Cdusrww v w ) componente).
. )
W veranderi w, =B, u,
J soort kentallen

Wy = C% & 19
A Yy 3
(bijzond.vectoren. 1n&,
gaan door E,hﬂ%esp. £,

'} Bet teken i ' [ markeert waarvan we uitgaan.
1) 'LLK is de projectie van U,K op E,m, geschreven als vector in E.“ ,duss

1 k_. & 3 KX
:BK% s ByB,u =B, u  Evenzo:

K Kk ® 1 Y2 M . eR
= CLu, w, -I’ﬁ,‘wwm\-(’,&m& K S
1 n . .
e Wt W en e gelden dan wegens: A)‘:Bﬂ-ﬂl
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12.7) C fﬁé“) -

dan is 0,C een tangentiaalvector van de V., en dus is n, = ¢ d,C
en bl;]gevolg, daar B n, =o

.8 A g....ovB;;g 7, 5C __n—BC%(a RWC T 0,00 = e

-

{ﬂ“c% is bekend als de tweede fundamentaaltensor van de Vn_, -
Deze tweede fundamentaaltensor voldoet aan een zeer eenvoudige be-

trekking indien men een bijzonder coordinatenstelsel invoert. Constrr
eer de geodetische lijnen loodrecht op Vn , €n noem de langs zo'n

o

lijn van uit Vn , gemeten afstand (g, -+ Neem vervolgens (g L ELNRR Y
Dan hebben we in V een nieuw coordinatenstelsel ;é en op

%

10: e gen ecenheidsvector omdat dé _ﬁh

o « 4§ ds

27 ?Wa :g = o omdat e loodrecht op V

2.9) 3% dsteafTaET ey g dfTal! (geldt alleem op /. )
403 g’\ = %h
50 %’M‘ = 1 ji Dlentenge,};olge is in ieder pum: van V,
- W
key = Beamie- BTl <o -

12.10)

it

v‘:‘% " 5c%\&‘3’ 94 Fne - J 8’*-%) = “l’aw%c

817 deze speciale keuze van het coordinatenstelsel is dus '?\. gde gerste
nfgeleide van Y et in de richting loodrecht op %

)’X <
e beschouwen ru een kromme in de \/ﬂ_, o 21] L = %:.’f’g. langs do
kromme., Als kromme van de V, beschouwd is
K
} 12.11) w ity
H ’ % X

de vector van de cerste kromming. In § 4 gebruikten we J\ en !5'/‘;‘ voor
K ] .

‘en w° ., Maar als kromme van de V., beschouwd is de eerste krombte-
vector

K d LK . Tk .
12.12) RPN A
F K i:f qu LAY
= Bf i V# L= B)‘ u
;gevolg is dus U: de projectie van o op \/M « Aangezien hier

12.13) AA -;,th—n,ln“

: A KR K
is | u-‘uﬂ‘knf‘}’\,ibyvr&b:u_i« mvﬂwam AT b&,

=

Deze vectoren hebben namen:

'u,K absolute kromtevector

112¢14) ‘U.K relatieve -kromtevector

M dsf ey R n" gedwongen kromtevector
- H geawongen
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~

Voor e¢n geodetische 113:1 in V is u. nul en voor een geodetische
lijn in V,_ verdwijnt W, Zijn dus alle geodetische lijnen ven V,
tegelijk geodetisch in V., dan moet " V &"H\ =0 zijn voor ieders
konze van i,K » CeWezZo nodig en voldoende is dat {'P’“ mil is over V,_, .
In dit geval heet de V,_, geodetisch.in Vn . Is b ph =0 in ean runt
vin \/h dan hec,t de V.., in dit punt geoda‘blsch. Is w :0, dan i:
03 uksovon u = o o Iedgre in \/,,b geodstische lijn die gehecl in V,
ligt is dus ook in \/ ., &codetisch ocn heeft een gedwongen kromtevectior
rul. Iedere geodevische 1iin van cen geodetische V“_,is ook in Vn gau
detisch omdat w ='w'=zo .

De lengte K van u-k is dec eecrste kromming van de kromme in Vﬂ (in
§ 4 met K aangec“r‘ dh W ncenen K de ahsolute (eerste) kromminge.

De lengte 'k van ‘U is d» cevste kromning in V, _, .We roemen k' de
relatieve (eerste) kromming. Verder schrijven we

i ForA
12.16) Ko oo U1 S,

en noemen "k de gedwengan (ecvete) kromming, K kan posﬁmf, nezatist
of nul zijn. Het tcken ligt vast wanneer de zin van n gegeven is cn

a’c om wamnecr de zin van hlkwordt omgckeerd. Natuurlijk is de vector

u, cenafhapkeliik ven de zin van n" . Ve denken ons - altija vast
gegeven over V., o Alle krommen van V., met dezelfde raakliju in cun
bepaald punt hebven aldsar dezelfde gedwongen kromming.

In  V, ., hebben we nn twee recle tensoren, g- 00 8ltijd positief de~-
finiet, en 'fq@ y Gefiniet of indefiniet. %gq heeft dus w-1 hoofdassen.
De cichtingen dserven hehon hoofdkromberichtingen en krommen op V,
gie overal in e=n hmfﬁrromue ichting liggen hoofdkromtelliinen., Voor ccn
hoofdkromterichiing hanft "k een exvreme waarde en heet.een hoofdkrom -
,miug aan de Vi, e Is de V, een R dan kan men in een punt g van V,_,
“de normaal op V,_, trakiken en m..‘rﬂoor cen W, leggens Dezc R ,snijat de

V +in een vlakm "Wsrr.h.e waarvan we ze‘{er weten dat de eurste normgal
in de rlohtmg van ‘fh. valt. Bijgevolg val* U. in die.richting en daaruit
volgt dat 'u* in § ml is, dus dat k ' « "K is dus cp het teken na
{dat van de keuze van de zin van M afh angt) de kromming van de vlakke
in % loodrechte doorsneden. Draait '!*. cm de normaal, dan neemt "K alle
megelijke waarden aan en worat extreem voor hoofdkromterichtingen. Da
hoofdkromterichtingen kunnen onbepaald worden. 2ij worden volledig on~
bepaald voor ‘eu& ot 'g«%a ¢ Zulk een punt hect een navelpunt of ymbilicaal-
vnnts. Aldaar is iedere richting hoofdkromterichting.

Is fg, indefinict dan zijn er recle richtingen

-1

° die wvoldoen aan .
R gy
12.16) it hg =0

'Deze richtingen heten hoofdtangentenrichtingen (12.16) bepaalt de hoofd-
tangentenkegel in het beschouwde punt (in dc lokale .Rh“). Voor deze

“ K
richtingen IS w' ;*u.h s @eWazs W is Of nul, Of ligt in de '&/”.t .




Krommen van V, die overal in een hoofdtangentenrichting liggen heten
noofdtangenteniijnen. Een hoofdtangentenlijn heeft in elk punt als krom-
we der V, beschoowd, df kromming mwl, of een osculerende 2-richting

¢ie in Vn , Ligt, Heeft &% niet de rang w-: dan degenereert de hoofd-
tangentenkegel, is de rang vr<wn-| dan bestaat er in de lokale 73 fot

een W ,_, . waarvan alle richtiungen hoofdtangentenrichtingen zijn

met de vergelijxing

12.17) AL U

J{"Q =

Voorbeeld: Omwentelingsoppervlakken in een gewone W

2

1 .
X ; Kromme in het l2-vlal
4 I5
" H) 2. :
§ \\ /7‘ 12 0.4.8\ o= fk}“}
! . ,
! S, .
! ;{{\‘ Omwantelmngso;pgrvl&k
i ! s T— i -
i ‘r.f\;: o=y
e g“h'“”““"""&‘ 12.19) f (Q c0ar
'§ (V) .} LN '?
x> : \
-/ worrvll we ﬂ = X ez als

pdvﬂmwter% op as V., Saveeren,
LY

R
Voor I3ﬁ voLlsh
3 1 kg . b2 3

N . ) o (8 s .
Bosr Blsfesy B flang’ o dd oy
12,20} o LA S S n = §en
‘ - - S . b Ld .
e ] 3 ._13." = -% -;,m,‘r: } b'a. - 4; Cos r? {
k ., ) . ! % .f‘ . 1
w gtaat loodreohit oy 3= vactoren 1, f os , j Sy EIY
3 - ¥ >, L T
C, =% Sy 1 LOSY ca needt dvs de kentallen (vorm het
' /oy p
rectorproduct)
! Y Z g 3 .
12.01) 7 + ok + cosr} ; n - tsmg
* hadd ,_..‘..' o— - e p— ‘1 '-',."..-_“"'._-"...:'l‘.
s Ve g Ve F Vie§

of het negatieve hiervan. Bij onne Lbnze van teken staat de normaal als
in de figuur near huiten. Voor '%Cg hebben we (zie (12.6))

,. po = ’
2a22)  heg o= - By T, -L S, v, = -B i, 3, By

)";.

K
oir dus (daar n = v,

’?V = ¥ 'E‘J

An

;2523) _‘{b




~

'?\,‘gis dvs positief definiet als f en f" verschillend teken hebben en
indefiniet in hst audere geval (het geval van de figuur). De figuur van
‘)?v:gis een hyperi.onl in het raskvlak (hier identiek met de lokale R,)
:}vltir
N ' r’*
."'.024-1 | (‘;}Ly) - Cﬁ %
i3

' ) 2 \ ' 2
12025) Ca,\,\ - l+ f ; %i\'p = O ; 2'&.1 = f

)
lipgen de hoofdkromierichtingen in de parameterlijnen van ‘rzq en 7, dnt
zijn hier de mericienen en parallelcirkels. De hoofdkrommingscn zijn

1

Yt (dit is inderdaad de¢ forme :le vocr
12+ 26) 7w ty de kromming van de kromme X :yuu)

I +. b degenereert als Tet { t ,g %M ﬁ“ =0 o Uit kan hier
ellzen als f =0 , AeWeZs bij evn kegels De hoofdtingentenlijrin zijn

dzu de boschri;;venden. Zij 213n hier toevﬂlig 00k geodatiucl. iv Y" .

In het algemeen zijn ‘&MI fn ¢ halvs asscn van o A.Llps
5} et

of hyperbool en 4z hoofdtangentenlijnen liggen in d= richting van de
Apymph0tene

Snijat men cen V. in Y, met ecn vlak door x dan kan mea viigoa Loe
(2 kromming van de doorsr=de verandert als. het vliak om x draait. Het
M&mocrd is vervat in de stellingsn van Meusier en uuld-\-.'
. / vlek van Buachouw cen vector | in -3..‘ .
dooraneds Breng de doorsneds mct een vlak i
in tekening. Laat nu ecn snijvlak
om U draaien, w' ligh in ait visk
i.op len Wis zijn preciLetie op
het reakvlak. De projectis K op dc
normaal is voor alle kroamen met
% vlak vantekening raskvector i dezelfde. W wordt dus
grofnr als lf aangroeit en o0 voor

= p =10, 'K is invariant en k.l®
T o cosy

| Voor ce kromtestraal R = k' geldt am.

¢ /R / R =|g|eosy . Dit is de
l s stelling van Meusrer die de kromming
' geeft als kromming van de loodrechte
doorsnede met dezelfde rasklijn en

de hoek gegeven zijine.
Beschouw mu nog alleen loodrechte doorsneden en laat het snijvliak

1

kien om n" . Voor deze is u'="uw en (zie (12.15))




- u <. 8
12.27) K = &, L %c%

. . Y ¥
Neam in het raakvlal 'tgee eenheidsvectoren L“; n=1v,% (niet te verwarrcu

. -8
met de maatvectoren i van de parameterlijnen, die geen eenheidsvec~
toren behoeven te 2ijn) en stel
. Ch

. Pt . .
12.78) oz ocosp b o+ osiny i
n »
dan ig
it O 2
12.29) NI 42 fos e + "‘9"'\‘1“. Cos p siny + -ﬂu_‘:‘: sn{"q

(de L’\?t?; zijn leasallen S.0. van @it lokale stel genheideveoioren, nict

te verwarren mes e {’mq% ). Eiest men L en L in de hoofdkromterichting-
cn, dan kom% er

" “ 2 it 2

12030) K = l's Cos @+ 5: Sin \p

oméat . immers '91.R;en ’ivi.t nu de hooidkrommingen zijn. vit is de stelling
Jan Kuler.

Men kan dit veralgemenen voor V| dia V, . Logt men mm in dz lowaic

ot \ ,
& .een orthogoneal s+elsel Loy, nem Lr co hoofd-
wrogterichtingen, dan wardt "« voor een ‘richiting V' met ds richiinzeco-
Hir:Essn CO8 tq $.0.ve dit lokale etelsels

. i . ' H 2 -
trle D = % = !
r Koz 1o ;&_z:_'_%&wsi )
“’ .
Loved mea de orthegonale cocrdinaten in ds Hn_, A dan i9 hei geome-
Tiisen hueld van ‘eu . het hyperopperviek
¥ A}
¢ A A . L neAd {nan)
’ { 3 o+
' ~32\ "'va * ’(\ = ~A AKX +eeeos -t"m-«)";“—ﬂ' M . -z
e 1
el du halve assen 1: VW" Wmi ) g‘mm - *} .
* Het sniipwunt van ecn lijn in de rich~
. ¥ - ot .
3. iing van U habbe de coordincten
1 cosy Dit punt moet ann {10432) vol~
""’\\ K
: v doen en daarnit volgt
= v
B noo- A
A \ 12.33) TN ALY
Lt ) . ;
A Het geometrische becld geeft duvs di-

rect de waarde van|'kl voor iedere
rlchtlng. Het beeld staat bekend als
‘im.lwm;rix. Voor bijzouiere gevallen hebben we

&ce definiatn Alle hnoi’d,kremingen hetgelfde teken, geen resle
hoofdtangentenrichtingam :

bep 0 Yy indicatrix is hyperbol, mvalpunt
g indefinie't. Er zijn positieve em negatieve hoofdkrommgm
en reele hoofdtangentenrichtingen.

-‘3 |

9
Q

-
i

dar




4° 'Q"cg rang < n-i1 Indicatrix gedegenereerd, voor n=3 bijv.

-

L0 th% = % ; gsodetisch punt der V, .,

13
ve vector u iigh alt ijd in de normaal. Voor n:=3 hebben we de volyende
morelijikhedens

[ R \
Tudaicatrix . b O :\,)/\,-... 4 ) Z S
~ T"/ Ny 2 N 2 \& WT-“
soxalijke lige ' i e
SRS sy | 4 0 i
HIns ran eini- ) .f\ i '
voK t ;
punt wo gzhpok- 3 l & ¢
kzp decl dev : § + ;k '
- 4 », X L
norman] : ! ; ‘?-': t
- L .
Thgt L in een hoofdrichting, dan is
~ e ‘?‘ 0 N 1" o
Mt-dﬁ-) Pl = Ky =k ¢y
wanruit volgt das deo hoofdkrommingen de wortels zijn van de veugeli)king
12,35) Teh (& ‘ - ¢
Jed | .(Lg_k%(%)_o
Senrdiven we dih wit voor hno= 3
-?"L AT “/\"]_,} _2. K xvf:\r C}‘L'\'L] + 1" ‘7}[«['\ %},J’&j 8
‘fﬁﬂ‘(‘)) 4 ;
. ) ?, = R "[f\[’\'{“hjlj
,/,.Z}‘ 1“ +' k %t. _; 4; = 1%{4"\, LR |
p } J s R e

i

.H ¥ f

t({ 29 i

wearin drie dighthadsen van het gewicht +21 in V,\ , optreden, Noemt.men do
g wortels /w en /R dan zijn R en T*'l d» hoofdkromzestralen cu uit

12.36) blijich dat

I

—'4: } R o H de& 2 :ga.’

';Es‘"‘ Y - 1 i i ....‘.... e
o T Rw vOOF R
Voor een omwentiel :Ln.gsoppervlak in R, hebhen we blijkens (12.23) en |
112.25) |
X W1
2:38) ‘::‘r - _f; (Q.‘.f )

12:39) ‘ 3_% = i?!ut :{\;1«»{.:

TE TR

«

. —

‘ %
TS S &
{,iuai’-’}'}sl*

HIJ}"




Stellen we eens de vraag wenneer R t dafy geett dit de diffe-
rentiaalvergelijking

12.43) f =g

wearaan bijvoorbeeld voldasn wordt door t”x%fi L Y

§ 13. De vergelijkingen ven Gauss en Codezzi voor V, iy V,

Is ugeen veld in V,_ dan is

- i Y ‘ i uvva
12.44) ng ch u‘i, = "/7, %dcg W

eeptt

waarin '_V% het symbool der cavariante diffgrentiatie in V _ is en‘@
de krombegroctheid der V, o Nu kan iedere covariante afgeleide van .A-q,n
srootheid van V| ia de V... worden uitgedsukt in de covariante afgelel -
te in V, en een aantal B’s (vergs (11.24) en wanneer men dat nu in
(i2e44) tweemaal doet K<3.aza moet v[‘,v ], voor den dag komen, deWeze de
b.«:*-om\‘agmoﬁ:he:id '\J‘f‘, »  in V. nit leidt ‘lm't de naer Gauss genoemde
stelling. Past men eenzelfde proces toe op V(ai ’?"cjt, s daarbilj bedenksande
da’c zich %&zcli’ al in v;«”’ en twee factor. 0 e 1aat vitdrukken (zie
Z<8)), dan komt er weer cen betrekking w: m W VpA k in zit. Dot orét

se m1ar Codazzl genocmde stelling. De berekeningen zijn volstrokt niew
lostig, men moct ailsen maar telkens gebruik maken van de  identitels

(AR A

12@4".)) ijc-% v’,).. E Bt% V’* “"A n‘“ - &/c.'g n'K

rear door het grote aantal oPtfedende B’S worden de herleidingen watv on-
vverzichtelijk, Mean kan nu de notatie wat verconvondigen. We hebben twse
spar‘tenugrooﬁ-h@dam , dle van de V,_,, die lat.jnse, maar ook griekse in-
#ices kunnen.dragen en die van de V|, die mitcluitend met griekse indices
gzdchreven kunne.: wordens
B stel Uy en v zijn grootheden der V,. mat kentallen wu, en v als ze

uls grootheden der V, opgevat worden en P s 9, 2ijn grootheden derV,

21 niet van de VM « Dan definieren we een operator U als volgt

A i

| Deuyp v u% Bzfg V#u,“ Dcui ;Bi' Q]\,u»i

12.46) D.v:’ B’:k 90" D v = B v, v

 Dev ,Bf,;vr* F
o Ben=Bona, |
rodncten galé.e de x'egﬁl ven Leibnizi 18 &mﬂ bijvi P . een groot-
anrvan het k -gebied M in V,., Let, het R -gebi@d wel en het
A —-gebmﬂ vanmalmprakezﬂ o@k, godat man emk kan vormen
Ph. = Bl Plgy en Pl maar glet kentsllen P m

i

dan is




- J K
DCP—LQ = Bﬁi‘im v}*p'y\-
X P 113
12.,47) DePy = Ec% V&*P‘r"

<

K v K
P =
Het komt dus hier op neer dat links bij F nlleen die indices voorkomen
Jie mogen worden gebruikt en dat rschts de B’s allesn dear optreden
=nor latijnse indices staan.
Dij tweemalige +oepassing van D en alternatie vclgt ui*!; (12.46)

4,:"48) A)& .-L. 1 U:_f . ?dc% Liqugd DC] uh o -B&L ‘f?,”‘h U

"’Ed .Jg] by = - Bdc R Vi Py (bet,u, en p zie pag. 71,::; io)

+n gvenzulke formules voor de contravariant: vectorsn. Daar echter vaor
| B;‘d '} de regel van Leibniz geldt volgt bijve. voor de grootheid V.,
(ailecn met de index k pist in V.., liggond):

. I‘,\d ’:‘ik‘ pK ha = AB\J“ ‘}{“r)" ]?ga -
_/z jqd;e;s ?:\j;,\ -
_h ”Rdcu %a
Dy Dy P %x_yzB Foon Play -
1o, A0) “Ra;.ao P M -
’ ' L BE R

v?)ﬂ
nm Dmp pR =4 Bdc TQVW?T'\
4 ‘ v}x o 4
Byl R, vp T“‘ o -
/1‘Bc'ic ARV{A% ?:PE

beze rckenwijze steat bekend als de D) -symbolick van van der.Waerden
en Bortolotti. Men mag V en D) volstrekt niet verwarren. In formmnles
met V. geldt het beginsel dat de betekenis va,n een term allesn afhangth
van he‘k sﬁl’et, d.,1. de plaatsing van de v's s de kernletters en de in-
diced. Vamndamng van indices betekent verandering van codrdinatenstel-
lost niets af aan de meetkundige betckenis. Bij gebruik van [}
[word _dit beginsel 6pgegeven, de betekenis van een term hangt cok van
é%”icexzze der indices af. 4o heeft bijm D . Wy  betekenis, maar v ug
fie zinloos. Toepassing van D op B em ' lever"t nu;

; X
H2.50) ' DCB% - EP& V“B: :..Btg, v ’ﬂ), :—E“r,&“

B ot e AL P

V;.ly

i

LY
h2.51) | D n




o

-

en nogmaals differenfierend verkrijgt men uit (12.50)

12c52) Dm. DC] B!, 3 (Dtd %Q]%) n‘“ + gﬁ:ﬁ%i Dd.} WK

of

LPRPRPI s R
12,53) % Ryey Dy /le X r*K By = Vra*“c)%)“ - e fay

. feenvallende in twee stukken, met de vierde index resp. in en lood-
gaoht ob \/

a-- R

o . Y
17054) A% ke R Bulea }?vmu = 'e"tc{% ‘?"d}cﬂ

Stelling van CGangs

IAVE i
e 35) g""‘ Byl Mo W vy
Hislling van Codazzi
Voor ecen W ., hebuea we
12n56) ’ .\rdcgu - ..?.. &;”% % )0’] E gﬁ?.ﬁ
12:57) : - i
' - 1
) V[ d y\c‘l % -0 1 gagud&‘s-.éi
Yoor n=3 volgt uit (12.56) veor R, (verg. (12.36) en (9.:0))
e : iyt ,
ooy 9&)‘ ‘Bbmtg ‘P"c]u] = i? %ﬂdt‘(‘ q.';:'jq}

en dus ingevolge (12.36,37),
t'f-- 59) ’% = :

R
N

- i

~

Het product der heofdkrommingen blijkt dus walijk te.zljn asn de
scai.az.re kromming van de V (theorema egresivym van Gauss). mng;eaa.w
deze laairste alleen vap de %gu gn de afgelaiden van deze naar de r(
tot de tweede ordes. afhengt, is % gen irvarisnt DL] verbulgingen roi-
der schewren. Verbwigingen zijn mogelijk cmdet voor m=3 fi g wiew
Vﬁl}.s&ig m vaﬁtga,.e&:d gons H}“lcdka « Voor hny3 ieg dit in het alge--

ivaxz Mdazm komt aan de ords bij eigensaehappen dis in

em*ste a.;.galaidan van b <% s+ Als voorbgeld nemen we
ean ‘\/ in TR 3 i,, 4 .m ieder punt de raong 1 hee®s Dlijkens
(12, 56) is dan *’m% s oy QeWeze de., meatlmude in de V is de~
zelfde als die inh een 1}3,%1; vliek, %ij rm " «en veld van aenm...ﬂweﬂmf,
TeL Waarvoor ""&,c g =0 o Dan gijn de stroomlijnen van L* M&:f&mﬁ@,f
igen'tenli;]nen. Zij j“"aen veld van eenheidsvocioren locsdrwh'b ap l* m




ligt de kromtevector 'uf( van. i* en dus ook u' -'u" in de richting van

-
.

Ja . Ingevolge Codazzi is nu
1.6 _ ! . C
V4 Cj) O < V[d.,‘ i '?V 3%

<

§ . f
=( 9 i) g
n dus

d, v .
T 8%) Ly V4 Lc)-guc% - uc'-gud’ -~ 0

.~ < I i ‘Q. i L ) i
Mo aangezien ock W L. =z o volgt w =0 , dewes, de hoofdtangsuten-
‘Ziuen 2ijn rechte lijnenm in R, . Het ras’mlak in een punt stsat
- K
irodrecht op v. o W1 lg echhen

Ll . PR b
12,62} O =L }"‘“u?, < W .jj.&% vft“a - L L *\/ M, \B ]
N ; e ;\ Lt ) \
vaar echter ook L} ( '\'I"tn,t‘, =0 volgt i Vpy =0 ¢ 1.WeZs het

raakvlak is voor alle puvaten ven scn hootdtangentenlijn hatzelfde. iw

\J'l is dus omtvikkeliboar sn &e besehrijvontzan zijn de hoofdtangente.-
lijinen.
f.gis nier rosdsekoliik vaw 4u verm 4 {; . Uit Codsezd vol :
dus
. ] . i "

42.6 ; 3 ’ U B _ P ; .
2830 Jy Y e Yo d1Jb = - Vi e se

. e )
Overachuiving met | ] ilaert

4o
LdoU . ol' ;

12,64) SRR A PR Ty deg ot

23 kromtevector jg 7 JQ van de gtroomiiinen van het veld }.}“ hrelt o
vienting van L W Liznke ghzet dwus ¢ de eergte kromming ven Jeus stwoume
liinen. o is de nlet oul wordende hoofdrromming der V, .

Veor het voorbeeld dsr omwentelingsonperviaikken hebbew wo f 6 alleen
F{p:}? § = Q 2(z:Le (12.40)). Dan cnistaat cer legnl met

l2g65);,_‘ﬂ SO Y 2 et - cosB
: I s
'4»563 bo=0; b= \5‘ __ = -f cosB
Ve Ll

v Koo ey .
4 e ghrodlijuen van | ozsijn ciriele

w
net sircel » o, ls eerste krowning
912 krommen der v, ig dus de wrm'w»

L3

sie var. ¥, op het oppervliak, dnt ig
Sin ;6/{ Verder is langs een yare-

<
o
v
P
Hia
1]

*%3 cyBc&S{% . &m@mﬁ% |

Lo t mﬁ-b (“%2:6«3;
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We gaan nog na wanneer een omwentelingsoppervlak constante kromming
heeft. Blijkens (12.41) geeft dit in de gewone notatie met x en y

dy 3, 4
12.69) \ 4o g-(:"r(gj,z))
£ dy
R
dy dYy .
40, T70) %?é_a_:_ @ :zg..__..‘._ﬁz
d % du 113 Xy w52
d { (52 (&)
""" voendd de eerste irtegras
AN I koot - ' T 2
i o4 {9y '
* (ci%)
e ¢oor omrekening
“m o ) 1'243‘??':
[ v S
¢l Ty K A

Dit is een elliptische integraai. Voor (., -o en vy orumtoor

2.73) dx e
T Gy

ae% e oplossing

X X
reT4) ( S an C2 ) + 3 =
-4
vinrgtellende ciriiels met straal 4 en nowsrrons Inde X - as:
. s b .
Voor = i % - _d 3 a2qQ ‘ EAEDANIRE o
40 fﬁx \,}¥~ .
1ee75) o= MITT

: d o
+ de oplossing 3 B

12.76) = VBT ey @ \!"1

Behalve %,m en %g‘ voert men b13 oex V,} n R .nog een derde t2un -
g0 :m. e ia een funet ulﬁ van Y? « Men Tegonoawt ﬂ.a net opnexylial

1247

mg

(D

’bol‘ met s*mal 1 en :Ladar pu.mt van de V wordt afgebae,u] ey
het punt met deaelfd.e» Q V'm die ‘bol, Dit heet de gpherische afbeeiulng
vun de Vz « Voor de i’vndamsn aaltenﬁor op de bol vinden wie volg-a 3

(di ,: ox-?} H
el

; roory UK 4 e
12.78) A LA L t ‘&‘-ﬁa

Men noemt O g de derdc fundamentazlitenscr cer V. » Blijkens (12.?@)



-t"bﬂ-

s Legt men dus
ecn lokaal rechthoekig eoordlnatsns‘relsel met eenheidsvectoren L L

in de hoofdkromterichtingen, dan is te0eve dat coordlnatenstelsel

zijn de hoofdkromterichtingen ook hoofdassen van a_g

] ¥ .
Jawz1 G =i 9 =©

2.79) iz sy o .
. %, -
. Gz R0 A=l ey =0
- er moet dus een betrekking bestaan van de vorm
i
11580 , + g - -
- 20) %%u P%”éa. P Ay, =0
it (12,.79) volgt
3
I+ o K™ =~ 0
12.94) PY AR
P+ px 4 g KW =0
P+ 4K
it de oplossing {voor /‘f £0 3}
, ;
12.82) b= - ,:.f: .

4 ?

zodat ten slotte volgt voor het verband 1ussen de drie tensrron

i
12.8 -
»83) ’gga&a_ZH“?v%a-%-&,%a = 0
o .
In een Vo s-solt ! 1) Sees U het parallelotoop voor van de var-
Y ‘ o
Beren U zr in een woale ‘r? s Teat nu J 7" en bao, GO
LI oY
’u"‘i.r“i-—- en covarlante eenheids - n - vector voorstellen, dus J =
¢t b, .. =1 in lokale orthogonale codrdinaten. Dan is
io.em) ‘y’~; " {zic (3.29):
fooee 03' 2R YRR WL WA LAAC Ldea) )

onlat deze vergelijking in orthogonale cocrdinaten geldt e cus ¢ 2k -

'\
lgeineens 2ij nuv de inhopd van het boven 1w1¢3evovrde rarallolotoop .
dﬁn is

12.85) A oT &

s
[

en derhalve

K, K, . [+ n,
1Ze86) Q ol v".‘u;nt :YZ,,I {E{,Va 2}~~-.” }
7 A g7 b

by

Ncem: n:a in V, het parallelotocp van de lijnelementen cig o dE
in de codrdinatenkrommer, dan is 0' dé “

?f«.;c,....;v' = 0
@nde inhovnd is dus

% B 2N
12,87) o;/zdgu--dé

’% - \ .

| Passen we dit nu tcs imde V, in R, ¢ Den is dw def. C“"/ ,}«7 d"}
ket oppervlak van het -lument der V, en d0O det Oi:/ldr} CQV)“ het
ppervlak ven het spherische beeld (o - ek tuaygy),

Nu is echter :
s 2 voud 7 ;
2+88) , aa'& = ’"’cq % Y

“-



L

=2 dus 2
:2,89) & < i _ &a?.
andath ?
1 -30) d® =4 dw
is a(m ‘ fo dan is de sferische afbeelding conform, d.w.z.
~ken blijven invariant., Uit (12.83) volgt dat de afbeelding conform
13 voor een punt der V, indien aldaar '?u{m.. 380 is (navelpuvnt) of

iidien H=zo is, Is H overal = 0, d.we2. 2ijn de hoofdkrommingen cver-
al tegengesteld gelijk, dan is de afbeelding overal conform (minimaal-
cppervliakken, behandeling volgt later).

% 13. De_stelling van Gauss-Bonnet in een gewone V, .

In een \/1 met coordinaten 'r{u; 4 :A,wendefiniste fundament..o1tenscr €.
Toschonwen we een kromme S die zich continu tot een punt laat samen»--'* h
wrekken en een kromme §' binnen § . Verder beschouwen we sen punt T
Linnen S en een stelsel krommen door P die het vlak binnen § geheel vr.l-
len en $ en S' loodrecht snijden en in die snijpunten een kromming im’
hebben. Van alle functies verlangen we dat zij contimm zijn w0l
sen voldoend aantal contimme afgeleiden hsbben. Behalve 3 or § fukern.
we alle krommen bipaen S Jic oven L
loodrscht zijn op de krommsn dunr
De eenheldsraakvector (zin r.cutsea’
zi] e en de genheidgrankvseotor van
de krommen door P (zin near bipaen:
J% Yen f" zijn dan veloon dlie
overal.cp cn binnen § bshalve in P

b continn en een voldozud nantal malen
differcuticerbs *r Tiisge alswenicon
M- AN . H .
(V,gt )LQ:OI(VgJQ}}Q:Oen (Vgt )\fc& = «.\7€J)l“ Deshaen ur
vergelijkingen van de vornm
oy M Vely = Kicjy v AL g
8) ) thg :“}J;LQ“KL(:{'%
en vij overschniving met ° respe J‘c ziet men dat K de eerste krommicq:,
Hvan da L ~congruentie is en | A} de eerste kromming van de J'— congrucutlic

s is dus krachtens onderstelling A =0 o We gaan nu de lijrin-

Jkigdr} ;\[)\igd?

ev. een gesloten kromme T, beschouwen. We gebruiken de stelling van
tekes in een iets ander. vorm dsn in § 7. In cen X is ds lijx.ximag,rmalﬂ
ar ecn covariante vector Langs ecn goslolan ronme guli;;k asn de oppar- R
lakte inbegraal van de rotatic over ioder onoorviak det door da krﬁml




wordt begrensd

A
Hi amn is dfr &e‘bivector van het ‘oppervlak element met een zin gs-
1ijk aan de integratiezin langs de kromme, In sen. A, mag v W,y worden
geschreven in plaats van a(t* w,y en in onze V, 1nidt de gtelling dus

13.4) | ewyy 7 uc :l wydy?
b Ty

3 ek
waarin j de cénheidsbivector is (I‘Totabene: Yy 3 = ca ) en dmﬁ' het
gewonn gemeten oppervlak van het element. Nu is hier o =2 J
Voeren we Gos Kilg en Aj { n voor w%dem is

<
’.l} v/ :kbg])j :V:&sz‘:,gKJ
13.5) , = _v, it
. \ '166 . Cg) v .‘;
%) (V[ )‘Jgj} J =Y )‘.18 J = N )
e T
b» :-v(:l«ﬁf\':}%
. Nn is ingevolge (13.1)
S Y ) . d
13-6) le' = A . Vdj = -
zod i S e
a) —VA‘}JLngszer"'c‘é
d ¢ .cC
. Kl-de (V4 L‘); R
i
,_J j& i," ‘IJ V:L
12 .d.Bc_ .
13'7) & bl K—A - j t d Yo '
'd. -c M 2 -d-ve.. N _&C-“
£) o Vab L Vefp= Ao talen
‘ . LRI IR P
& -t J :.‘ PR
# IO .3 i.*"‘-," T
K u is ech’er g : ‘
omd.at L'Lj% =0 en (VdL )chg*:. o) , zodat (verg. (9.30))

) b d & ¢
(V(cki,‘g] +V£CAJ53)J = -ZJ J b %a Yoy "‘&
,}$ ﬁjfedch&
£ J ,_fd% ?.'(' - Fda %c%’

i

1

1t

[ikiy rrjprdy' = - [44d0 ‘
t l LR ¥ 1 a -
‘porlopig hebben we var (e consrucrtics L en J’ rllaen: gebyoikt dat ze
lerling orthogeonaal ziin. Ju Zuan we (o ks o0biaveg U, speciaal

- . . ) , . .. , o ¥ S
gzen eu wel ecrst roud § o a0 laugs e ooNclame sooe § o dasy rond

¥
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in tegengestélde zin en tsrug
naar § langs deselfde | ~kromme.
Langs de§} ~kromme heffen de %nte«
gralen elkaar op en op § en S is
A =o. Dus volgh

13,71 /kas-[xds begdf}g kvg‘*‘? ‘f’gdf"

wa;~1m"ﬁ§ nn fi% beieé is dat door § en S word% begrensd, K is op$
en cp 5 €Ge hoekverdraaiing naar rechts ven de raaklijn t.o0. van een
psevdoparallel mechewesend stelsel per lengbecenheid. Laat men dus S’

samentrekken tot het pupt F dan is

13.12) Lim [ kds = a7t
) : J

en daaruvit volgt

i .
13.13) f kds = af -f % do.

- T
waarin<?ynu het door s omsloten gebied is. Dit is de stelling van
Gouss~Bonnet. Neemt men voor § drie clkaar snij-

dende geodetische lijnen, dan gaat
deze manier van werken niet langer
op omdat in een hoekpunt de raak-
lijn discontinu verspringt. Vervangt
men echter het hoekpunt door sen
boogje van cen'geodetische" cirksl,
d.i. een kromme waarven de prnten
gelijke afstanden hebhen tot cen
. vast punt, dan wordt bi: d¢ limiet
de portie van jxﬁds in dat hoeckpunt Jjuist geliik aan o hosw 7-o waar-
over de raaklijn gedraaid is (buitenhoek van 4o driehock'. Langs die .
zijden is K = o zodat de zijden geen bijdrage loversn. Bijgevuig is m
3M-o-P -y :zﬁ-l&d(r of

113‘{4) A+ P+ry = T(+£’gdﬁ'

|

| In eean van constante kromm%dg % 1is dus de som van de hoeken van
3 een geodetlsche driehoek > 180° woor >0 en <o *voor % <0 « VOOr een
bol in R, is (13:14) de bekende formmle voor het spherisch exces.
I3 eur V, gesloten en kan men door één vloeiende krommc de VL verde-
{len in twee stukken die zich elk tot een punt laten samentrekl en, dan
kan men dc stelling ov teide helften toepassen. De integenal over de
begrenzing komt dan twesmnal voeon met tegougasteld tekeon en valt weg
zoda%t i} dabtcgratie tver Jo gekal




13.15)

Op een ring kan men door één kromme
met 4 rechte hocken maken dat V,
zich tot één punt laat s mentrekken.
In die rechte heeken dranit de raank-
lijn viermaal over -r":il , de bij-
drage ven dic hockpunten in de inte-
graal is dus 27, Bijgevolg is, daar
de rest van de lijnintegrael zich-
zelf opheft,

R [ kdg = 2m_2m =0

Op dezclfde manier Lowiict men dat ecn bol met P “l~3ngsala" a6n opper-
viakie integraal 4 ()~ ) necfha P acst none Ricmann het go-
slacht van de gesloten V, ‘

§ 14, Hoet integrabiliteitstheoremn voor \/ in de gowono R,

Z:Lan van een \/ zowel 3 als "&g& gegeven nls analytische functies
der 7{ in een U 'r;o dan laat zich de V, in die omgeving realiseren
op cecn oppervliaktediel van een gewone Rs en dit decl is vaetoelegd op
translatics en rotaties na. De grondvergelijlkingen zijn

K K
3 \ - 12.
14—01; ‘BC'Bg - ’Rlc% N, (12 50)
K e al
14.2) D.n =-%"B, | (12,51)
14.3) W‘? - ;2., »e., (12.5€) Gm;%
Cdeda T - dré ™ Ja}
D &
'1?@ 7 Gones: i
1404) B[d 9\,&]% (1< 5!) O L
K e
Wc beschouwen (g en i7 ((k) = gewoon cartesisch coordini:  a%zlsel in
R) als de 6 onbekende functies der qa o dan nosten dos. voloawl an
de dlfferentlaalvergelljkingen (14.1,2), u“:‘:gc“cz reveL:
‘14.5} b agé r_g 0 é* c@n
! -
| 14.6) o ¥en = -h 9, g

4

§ :ﬁe intagra’blhtmtsoondltwa zijn de vergelljkingen die vastleggen

e hbgere afgeleiden van { en q zwh :3001:’ differentiatie van
als functies van de 19, f. 2)3_@ on isten witdrekkan,
iden hier « c*

" - 3y 93088 = {00 Ty + Towe Tone} @5 +
[ .
-+ f ?)!9 ’Q«cjﬁ‘)nn - g»‘? e ()‘;t?‘ TS




~81~
AR 5
- g hay “5
14.8) 0 = a[d E)c] n' = -(a@‘?h-i) “\,.és ,
BT hau RE gy

(Dot 8.0 A r
= -ty c] }‘"5.553 - e dla

-

en z1j mgjn 1den1:1ek: verv-ula ingevolge {(14.3,4). Geeft._mewx de waarden

van (5 5 n en Bp& voer q gq , zodanig 4zt in cat puns
N K
a) ‘?r w v o=
o 1 voor A=K
R b) @\k (3’ (:(S Ezqék = ;

O veor Az ic

3

6) Fa R Qgé =0

G.WN. §eef‘b men ia -~ a 4én punt, de normesi in dat puns en bijve.

B DB, : B, , ua’c is dus de richting ven de raalvector aaan de para-
me‘terli;;nen van v} y dan leggen de vergelijkingen (14.9 h,c) alle waar-

den Eg vast. Brengt men in (14.9) aslles naar links dan z‘ign de afgelei-
den der linkerleden naar M mml ingevolge (“4 5,6}, 42 voorwaarden
{14.%) zijn dus aiet alleen in !7: vervuld peer in een A5 . "’]:k} - e \/
in R i8 nu vastgelegd op de keuzne van het pnat, het raakviak en de
,tand van de raaklijn in dat punt aan de paramster liinen van Y{. na,

dsWalZs op translaties en rotaties na. Met name sijn geen verbnigingen

toegelaten want daarbij verandert fﬁc,g .

»
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