
x~~~~~t~~~~~~t£it~~11~gl~~g~~M~~~!=gi~~~t~l~g~=l~i~ 

1. In een geccntreerdc E., k~n iedere willekeurige £ vastgelegd worden 
~ m 

door m< n-mlgetallen. 

2. Door de vcrgolijking 

P r.nf' tJ - R· •JA,J 
k~ \!\!·•w - HA .. w 

word.en bij gegc'ten R de grootheden P en ~ vastgelegd op can sc~l"liro. 

factor na_. 

3. Indien voor eon af:finor v:;t< de vorgclijking ct. zri\ k + p li KA = O ; 
d.. en p getallen goldt ton opzichtc vA.n ()<) , dan geldt dez.:.:lfde 

vergelijking ten opzichte van ted.er antler ceord.inatenstelsel en er 

zij n sl echts twee mogelijkheden ex. ~? cm d :: -P . 
---· id I( 

· ·4 .. Zijn T-J.~ , (IQ en R.p:ffinor-:m •ir-m gGldt 

. 

Ilet O'~~) = scalr-t:i.i:·o 6. -diohtheid gowicht + 2 ~ 

]et ( ~ !<:> \ = scs.la:Lr0 /1 -dichtheid gewicht - 2, 
k 

1let, ( 1? . .\) = soal2r. 

Is 9J ~ x cen a:ffinor- A -dichthoid van het gewicht 42 dan is Ilet (fj~ ~) 
een soalaire A -dichtheid van het gewicht n J . Is 1:{)n eon a.:ffinor 

.:Va~ ,heii gewicht -1' dan is Tl et (f ,}2:en s calaire 6 -di chtheid van het . 

gfiwicht h ~ + 2 > 

·' ·-

---

5. Een (n-H -vector is altijd 0nkel voudig. 
k1 • •• kin 

6. its V' ecn m. -vector, dan geldt 
1Y "'· ... k,.. &-~J:A•l ... k.., A, ..• A~::;., h ) tr[A, ... A"" f:., l{wt+t· •• l< "'] k, ••• k i'II 

(aj lM (~ 
/ 

(Schrij:f hot 1. •• nd ... Y1 -kental uit) • 
• 
7. Bewijs dat 

A 
Ak, 

voor iedere 

tussen 

i-t' 
~ 0 .e O ~ ~ • tJ. :: .D et { A J 

c) A~ JI " 

wa.arde van k en ,\ • Geef 0en dergelijk verband a.an 

, j->-k. en 1 = lJ ~t.{~Ak}" 

8. Bewijs voor l1 !. ~ dat iedcre bivector een s om is van twee cnkelvoudige 

bivectoren. Wa.t is de rang van een enkelvoudige bivcctor voor \"\ 

a.l.gemeen. 

7\Al 
~:~d '-'~ 

zo mogeli'jk algemeen mar-u- altha.ns voor bijv. n = 4, m = 2. 
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10. 
kk pl<:f P . . ,.,. 11 is een affinor., Bo1Nijs dA.:t • 'f"' zich indcrdaad transfer ... 

meort als Ehm nffinor van de Vf.l.lentie 2. 

11. Bewijs dat 

(gebruik de o/ ) . 
12. 



Syllabus DIFFER.uNTIAALM:!!,""TKUNDE, 12:1:2-1950. 

1. Krommen in R3 • 1) R3 is de gewone driedimensionale ruimte~ x_~ . 

h = 1,2,3 zijn de ooordinaten v.e. punt t.o.v. car·~~!.§.2.h (d.i. 

orthogonaal reohtlijnig) coordinatenstelsel. Met x 11 is ook be­

doeld de vector, die zich van de oorsprong tot het :p1..mt met de 
( ,--, /. A: '/1-. . . 

coordinaten xh ui tstrekt. _,2..., X .' :.t /heet de ~_g:t; ~ v,,m deze vector. 

Gaat men verder tot een ander cart~sisch stelsel xh' ; l-1 1 =1', 2' ,3 1 

met dezelfde oorsprong uan ondergaan de xh ecn linenire trans­

formatie 

h' rl h' 1-, X ::: r- i, -r:. 
1.1) J/ :, I >, 

o' .I ' 

) f I \ \ r •. \ . I.. 1., 

met constante coef fi.J.J.eHten A~i'- . Omdat de ";....;.r,e,t2: verandert 
~ I' h1 "'\:"" I t. ~ is L x 1 x =L,_x'x, hetgeen dan en dan a.llt;_,;-:i rwg,.:;iLJk is indier1 
II• . 

,,.- ' ~· /.,' i' .)_ R,. 1~-. ::. o- ~ 
h' J J .• / 

bii in het Kronecker symbool dat 1 voorstelt 
;J - r- /2 
ifj en dat we later ook in de vo:rmen O. ·· en 

l 

1. 2) 

voqr i=J eD O voor 
/~../~ -r~-,·,r·'~omc,,,,., (1 2) .. · ; ._, 0V l.l),. .t - 'i..1.• • 

is karakteristiek voor een orthogonale ooordina~we.nt,!:ansformatie 
( h) ➔ ( h#). We noemen nu bij deze orthogonale €;,I OclJJ i.Jde:c atelsel 
van 3 getallen een vector, indien~etallen zich volg6ns (1.1) 

transformeren, bijv. 

1 • 3 ) e. ' f\ t, I f. 
V ::: rt1, ·V ----·-

t} I I / -- I A 
De vft heten kentallen v.d .. vector t.o.v. (h). De invariant f { 1 2- ;/''Vi 
is de 1-engte van 11~ x,; ala vector o:pgevat heet de radiu~_cto.1:. 
Een v~rgelijking van de vorm 

1. 4) 

waarin de ·:l· gegeven warden als functies 3,fan een pa:;,"a.rneter t stel t 
een krornme in RJ voor. Zijn x,; en x £ + dx' twee pun-ten van de 

~:tz..~~~~-<!.'=;.~-~~~t-~~-_het lijne}ement van de krommc. 

1) In de eerste § wordt met opzet eerst de meest ~aieve notatie 
gebruikt zonder aanwending der vele bestaande afkortingsmogelijk­

heden. 
2) Over twee gelijke indices, de ecn boven en de ander ender die; 

in dezelfde term voorkomen word.t automatisch gesommeerd zonder 

dat het tek;en L wordt gebruikt. 
3) We veronderstellen voortaan stilzwijgend dat alle voorkomQnde 

functies in een zekere omgevi.ng continu sn ee:n voldoend aantal 
malen differentieerba.ar zijn en we:r;kan alleen in die omgeving .. 
Soms moet analyticiteit gebruikt worden. 
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Voor de lengte van dxh schrijven weds: 

1. 5) ds =~Tdxhd~ [ 

Bij een reele kromme kan het niet voorkomen dat ergens ds = 0 is. 
Is Peen willekeurig punt van een reele kromme en Q een and.er derge­
lijk punt dan is 

def (Q 
1.6) ~= ), ds 

p 
de lengte van de boog PQ• Blijkbaar is een functie van tent een 
funotie van•• Ook ~ kan ala parameter gebruikt w::>rden en heet een 
natuurlijke parameter van de kromme: 

1.7) -:}l = <p~ (5) 

We ond.erstellen dat de functies 'f•in het besohouwde gebied continu en 
, een voldoend aantal malen differentieerbaar zijn. 
~. De differentiatie l<.tvert een vector 

. h dxh 
1.8) J = -d ') 

'I s 

Aangezien ds de lengte van dxh is, is jh een eenheidavector (vector 
'\ 

van de lengte 1) genaam.d de tangentiale eenheidsvector van de kromme. 
Door de kromme alleen is j~ slechts op het teken na. bepaald. Het 
teken wordt pas va.stgelegd door de zin_ van aangroeiing van,. 

Twee veotoren uh en vh zijn loodrecht op elkaar i:ndien 

1.9) 2.; uf1vh = 0 

Een reele vector kan dus .nooit loodrecht op zichzelf zijn. Is uh een 
eenheidsveotor, dan is, 

1.10) 

zodat een eenheidsve.o~or en zijn difierentiaal steeds loodrecht op 
elkaar staan. Past men di t toe op jh dan volgt djh .-1. jh. Men ka.n der-
halve steeds 

1.11) 

De zin ") van ... -.................. .. 

h 1 • ' j zodanig k~ezen dat 
'l.. 

een eellh.eidsveetor 
d~b 
-d = k jh ; k> 0 

S 1 2 \ = 

~his door de onderstelling ~-> 0 volledig vastgelegd. 

') Er wordt in het vervolg ondersoheid gemaakt tussen cursieve &etal-
indiees · 7_, -~, Jen ve:i:itioale. getalindioes '\ ) 2.. .~ ~ • 

·")Er W◊rdt ~nderscheid gemaakt tussen richtins en~• Een lijn 
heeft een richti!lg, een lijn met een pijl er in ook een zin. Een 

. vlak heeft een7, •richting, een vlak met een dra.aipijl of met een 
pijl ~r doorheen heeft ook ean zin •. 
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d .h h 

Een uitzolldering beataat voor i}-.~ O. Dan is er geen bepaalde { • 
Een punt waar dit gebeurt heet een inflexk>unt, eµ men zegt ook dat de 
raaklijn daar stationna.ir wordt. Ziin alle pun~en.inflexiepunten dan, 

• n i ht· .h is de kromme blijkbaar een reohte liJn wat de r a i.ng van J veran-
"' .h dert helemaal niet. In een geisoleerd inflaxiepunt kiest men\ zo 

mogelijk zo, dat jh ala functie van s.continu en differentieerbaar 
blijft. Geldt dit~niet, dan wordt het punt uitgesloten. ~ heet de 
eerste g:omming van de kromme en het vlak van jh en jh heet oacula:tie-

"- ii. 
vlak. - Een cirkel met straal Ren middelpunt in O kan gegeven word.en door 
de parametervergel.ijkingen • 1, 1 

1.12} ' =R cos§. X R .... 
R . s ,f\ ---- ·, .1 

JI'. = sin ff I -........ 1 .. 

}\, X =O R ;:: -~ 
Voor dit geval is J L.......- \ v 

f\ 

1.13) 
'\ 

ain ~ cos.! j = - ' j = 
.... R '\ 

R 

en 
1.14) j~ = - cos!; j = - sin! 

't. R 1 R 

en ~ = i . Men noemt daarom wel ¼ de kromtestraal van de kromme en de 
cirkel met straal -fc in het osculatievlak die de kromme raakt en ann de 
ttholle" zijde ligt'de osculatiecirkel. De "holle 11 zijde is de zijde 
waarheen de vector jh wijst. Is djli = O, dan wordt k - o, de 

1.. " ,., as 
kromtestrsal oneindig, de osculatiecirkel een rechte lijn en er is geen 
"holle" zijde. De normaal in de richting van jh wordt wel eerste nor-

t ~ of Lo oj.rlnormaal genoemd. ,_ djh 
Dtfferentiaer.t- men door, dan is hat zeker dat d; _L jh. Dez& 

vector moet dus liggen in tiet vlak van jh ell van een derde ,._eenheids­
veetor jh loodrecht op raaklijn en eerst~ ncrmaal. lle.normafll in.de 

~ h . 
~ichting van j heet medenormenl of binorm.nal. · 

• '"'!) .. ;. .. 

ne £in van deze veeto:r·. ligt niet vast, .manr ka.n, worden v:i.stgel~gd'.door 
, i~ (wiJloka~ri~e) ·eonditie dat {1, lh en th e~n r~chts ~telsel·vormen 
• {of e.en links ste1sel}. Dan li de coefficient kin de vergelijking 

1:. 

1 •. 15) ~ = - kjh + kjh 
ds '\ "\ l..) 

"\ I -
fva.st., De coefficient van de eerste tE?rm reohts volgt automatiaoh uit 

1~1.11) en het feit dat ~b J.. !h 3t heet -t;weede kro~.eg of 1j!,Of§ie, en 
Ut tprsa,eat;aa}.. De to,rsie- kan d us ook negatief zijn; ·n:t t hahgt er 
·, 
} 
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vs..n af, of de kromme in de omgeving van het beschouwde punt een rechtse 
of een linkse sohroef is. Men kan echtar ook k altijd positief nemen 
en daarmede de zin v~n {h vastleggen, De krom.Irie is dan rechts (links) 
geworden indien jh, jh en jh een rechts (links) stelsel vormen. 

" 1.. .,, 
Het kan zijn dat k ergens riul is. Dan zegt men dat in dat punt het 

1. 

osculatievlak stationno.ir is. Is di t overal het geval, dan is de 
kromme een vlakke kromme gelegen in een vlak // aan jk en jk. 

Differentieert men nog eens, dan volgt 
-\ 1. 

1.16) ds.h k .h 
= - \{ 

omdat jh .L jh en 1. jh • (1.11), (1.15) en (1.16) zijn de formules 
;, '\ "Z.. 

van Serret-Frenet. 
Zij nu xh het :punt van de kromme wnar s = o. Zijn dan de Cf h( s) ano.­

lytisch ins= Or dan is 

1.17) 

1.18) 

waarin 
1.19) 

jh 
.. = ih 

~ 

. jh , = 
"l. 

:j..h = 
a 

.h jh ih J. = 
1. ?, -~ 

1 voor j =h 

0 voor j =h 

d .h .h .h d d · nh .d 1 d an Zl.Jn :i. , 1. en J. e rie e8 oi· sv0ctoren angs e assen v:u1 het 
" i. h ~ 

stelsel (h) in x = o. Door transformatie vnn het coordinatenstelsel 
kan men dat altijd bereiken. Dan is vorder 

h .h (dx ) = l. 
ds .s,,o '\ 

2 h 0 .h 1 • 20) (~) = k l. 
ds1 S:: Cl "\ "J.. 

d3xh "..2. h dk 
ih + 

0 k ih (:-:r) =-k i + <ri-> k 
ds 5:.:o " '\ (I l,. "\ l., '?, 

en men kan zo voortgaande alle afgeleiden barekenen. Worden doze ge:­
substitueerd in (1.17) dnn ontstRat 0en reoksontwikkeling, die onder 
gunstige omstandigheden conv0rge0rt: 

1.21) 
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of tils3 
dk 

s4 '\ s + 0 i-f(is)n + ••• x· = -
'I 

dk J· ! 
d2k Q ,.,2 1 f3 84 + x2 Y1 *s1 + It (tG)o S 1 + 1. 22) = 0 + (i.'1 !( ~) - - kk i ••• 

( ds " 
'\ ,, 

-· 

x3=0+0+ + ••• 

Hiaruit volgt dus, dnt ocn kromme door ken k te geven als functies 
'\ ). 

vans, onder zckere voorwaardon betreffende convergentie ') volledig 
vastgelegd is op verdraai:i.ngen en vurschuivingen in R3 na. ·Vr..ndaar dat 

men de vergelijkingen 

1.23) k= 
" 
k = 
i. 

~ 

r.;· wel de natuurlj._jJ~g_ v_:e._rgelijking'.;;E v~m de kromme noomt. 
Het is interessant telkend t~oo v~n de v0rgelijkingon (1.22) samen 

te v~tten als de vergelijkingGn dcr projcctie op het 23- of 31- of 
12-vlak • .Dan komt er voor het osculatievlak = 12-vlak in 00rste bena­

dering,. 

1.24) 
2 I Q ~ 2 

X = 1/. k (x) • , J.. • • 
\ 

dat is dus eon ;eo.ro.bool. Voor het 31-vlnk komt er in 
__ '_;:::,,. ......... ~/ __ 1 ~erste benadering 

.3 

:> II o ,, . '\ 3 
1 • 2 5) x..) = 16 t 1f, x ) , 

dat is dus een kro:r.ma met cis;;n buigpunt. Vandanr dnt di t 
vlr:ik, loodrecht op d.::i normc:ml ook rectificGrJnd vlnk 
hee:t. 

Voor het norm~alvlak = 23-vlak komt or in cerste be­
nadering 
1.26 

en dit is een kromme met een S,Eits (geen snQVclspits, 
maar hellebaardsEits). Dit alles geldt nntuurlijk voor 

____ .......,. ___ ? een algemeen punt van ue kromme wao.r noch k noch k 
A \ ").. 

nul wordt. Voor deze gevallen knn men andere projecties -verkrijgen door ecn term v0rder te gnnn met JG reaks-
ontwikkelingen .. Bijv .. verkrijgt men voor k = O in het 
12-vlak ean kromme mDt een buigpunt... '\ 

~-~~----~-------~----
') Een ander bewijs, dat minder onderstelt, volgt later. 
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Heeft men twee krommen 

1 1,,27) xh = fh{s) 0 = f'h(o) 

en 
xh ;:: y h( s) = i.;:,h(O) 1.28) • 0 

' I 

dan kan men beide stelsels van functies in de nabijheid vnn s = 0 in 
een reeks ontwikkelen 

a) x11 suh + s2uh + 3 h 
;:: s u + .... 

1.29) ' ~ 3 

b) x~ 
I, 2vh + 3 h = sv + s l S V + ...... 

'\ 3 

met constante ( d. i •. hier v·m s onafhankelijke) ff . . t· h h . coe 1c1en en u , ••• v ,.,. 
I t 

Bij differentiatie vindt men d~n 
16 kromme voor s = 0 26 kromme voor s = 0 

jh = uh 
\ 1 

1.3o)k jh = 2uh 
' l .l. 

h dk h h 
j + -• J' + kkJ' = 
, i!«S: l_ I :l J 

Daarui t volgt: 

voor uh= vh hebben beide kromman in xh = 0 dezelfde ranklijn. Is bo-
' h' h · vendien u = v dan hebben ze ook dozelfde normaal, hetzelfde osculntie-

vlak en dezel}de eerste krommin~ in xh = o. Is bovendien uh= vh. dan 
""' 3 3 ~ 

hebben ze ook dezelfde torsie in xh = O. Men zei vroeger zeer slordig 
d'lt de krommen in zeze gevallen twee 1 drie of vior "naburigo punten° 
gemeen ha.dden. Tegenwoordig Vt:lrinijv.t ms.::n deze ui tdrukki:1g die inder­
daad ni~ts betekent en sprc:;.;kt mtm van e0n aanraking vnn de nde orde 

t als in de reeksontwikkeling (1.29) de coefficiBnten van de e;.;;rste n 
termen gelijk zijn. Aanraking van de nulde orde staat dus gelijk mat 
gewoon snijden. 

Passen we dit toe 
cirkel m~t straal R 

op de osculatiecirkel van de kromme (1.21). De 

1.31) 'I 8 x;:: R sin -
R 

-z2-= R - R cos!! R 

ligt in het osculatievlak en raakt de kromme in xh ~ o. Ontwikkelt men 
cos I · s . ~ en sin R in e8n reeks dan ontstaat 

1 3 i, 1 5 
X :::. 8 - iifl. $ + /l~t) R"' S + • • • 

1.32) 2 ~ 1 2 ~ 1· 4 
X c 12. R S - /'} I/ R S + • • • 

~i=. 0 
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en hieruit volgt bij vergelijking met (1.22) dat e<::ln aanraking van de 

twaede orde bestaat voor R = ½, dat is juist het geval van de oscula-

tiecirkel. ' 
Stel dat men een kromme en ecn oppervlak heoft met de vergelijkinge~ 

1.33) xh = fh(s) en F(xh) = 0 

dan ligt de kromme gehecl op hct oppervlak, indien voor alle waarden 

vans in het beschouwde gebied 
d,f 

(1) ( s) : F( fh( s)) = 0 1.34) 

De kromme en het opp.Jrvlak hebb,;;;n hct punt xh = fh( s) gemeen indien 
-0 

Is bovendien 

1.35) .. . . . (il) = o~ dn+1r.p 
; n • ( n+1 ) 

ds S=S ds S=S 
= o • 

Q b 

dan zegt men dat een .§2fil.',9king Vil£ d.~9_ or~ n b~1Qt• \rroeger h8ette 

dat weer het gemeen hebben v n.n n+ 1 "ne:ou:rig0 puntenn., 
We pas sen di t toe op de berekening van de osculere~.de bol. van de 

kromme. xh = fh( s) met j_h = ~ h in het punt s = 0 , xh == 0 :· .Dat is de bol 

die in dat punt 
Zij 

1.36) 

' ' met de kromme een nanraking van de derdz.➔ ord.e hei:.:ft. · 

c.1.ef 
F(xh) = 

h de vergelijking V'.Ul deza ool. rr.P~ r'itr-Jal R en middelpun-~ :c ., .Dnn hebben 

we· de functie q;; ( a) = F~fhl s)) t(:; :,ef~cho,1wen. :Oeze fu.;J.ct.i.e 011 de drie 

afgeleiden moet.e.1.1 :nul zi~n ii cc.c ~~ -· 0. Dat geeft de verg0li jkingen 

1.37) 

1.38) 

1.39) 

1,40) 

Uit deze 

1 .41) 

2.. 
I 

r 
L 

:!?h.Ph 
]:: ,~ p .Li.i..l 

'\ 

phih 
\ 

phih 
3 

? 
-- ;c 

--- 0 

I 

:-: "f 
~ 

= 1 dk 
(~)o J K l I< 

I 2 

'-
I 
~/ ,..) .,;., 

~ ~·t:. vi"\,. . . . . l 
, / 

f"' '.,/ '\ 
!,:o 

voo:r ieder pu:nt 

van de kromme waari 
ph nu het middelpuni 

vnn de osculerende 
bol voorstelt in hei 
punt xh v. d •. krommE 
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Bovendien volgt uit (1.38) en (1.39) dat de osculatiecirkel op de os­
culerende bol ligt. Voor het gemak schrijven we even k = 1 en k = .1 '\ fi ).. ~' 
en bepalen L R2 

ds 

1.43) ...a R2 = 2 ell ds ,_ ds 
, f, d ( dR . <r;+ra €aal)" 

dP, 
Is dus nooh a:s-~ fl gelijk nul, dan is R dan en dan alleen langs 
de kromme constant inclien 

1.43) 
ft d d R r + as ( [ ds ) = 0 

Daar bovendien 

1.44) rh h d P, h . h [ R d d Pi \ • h d P, h 
s = ~ + rs j~ ... J, + l "if + as c ~ rs) J J 3 - d s . j~ 

"' •1a in dit speciale geval 

1,45) 

hetgeen bewijst dat ook het middelpunt van de osculerende bol constant 
is. De kromme is due in dit gaval een apheriscn,_e kromme,. dat is c::en 
kromme die geheel op een bol ligtt die dnn natuurlijk tegelijk voor 
ieder punt oaoulerende bol is. Geldt (1.43). slechts in een punt dan he~t 
dit punt een spheriech punt van de kromme. 
Voorbeeld 1. De gewone schroeflijn op cylinder met straal R. 

t. 
l 

1.47) 

1-.48) 

R sins cosoc 
R 

s sin !:.l( 

R cos s cos« 
R 

+ COS I)( COS S OOS (l( 

R 

sin cw 

.. cos c:,t sin 8 oos 6' 
R 

mpJ, hr.cl< 
f.rt .,,,. i..l _ .. _ 

'~~. R 
• . -~ c-.;;,. w. 

{···· ... /1. 

~ = k3h o ; k = cga~ 1 
d. h { -c~ s2t)l sin s cff so,. J 

U "- "· gos2d · . S 00s1111 \ R 
e-~-
" ... cos~ - R cos I i '' ' ' ,. 

i· 
1~~2: ~ O()l',8t~t i• ?-,S K.P. kro,nt•cirtel = M.p. osoulerende .bol ·(zie 2-.41)) 

~ ~~Jl ,f oft! J. - co: ~ eoa ·. I "is.~ 

0 1t~Q)l' o 
.. 

co~ _I\_ sin s c~s o< _ cos s ooa • 
Ii 



- s ... 
en dus 

- cos~ 
R 

s cos 0( sin oc. cos)( (-sin oc.. cos s cos«) 
• cos "ll cos R + R R I 

.~ . 1.51)ci"s 
2 

- cos ~ • sin t). + 
R 

2 
QQ:~ • costx sins cRs oe. + sink cos,:ic. (sinot.sin s Roso,.) 

-fj,~ 
waaruit volgt: 

+ sin D( cos f'$ 

1.52) f = - R l-sin~ cos 

cos 0( 

sin • sin 8 cos~ 
R 

Kiest men het bovenste teken dan vormen j, j en j een r0chts stelsel 
I 1 J · 

en f wordt hier positief omdnt we een rechtse schroeflijn hebben. 
U11 ( 1.48) en ( 1. 52) volgt 

1.53) f/k = tg t:.( = tangens hellingshoek 
t. 

vooryeeld 2. Stel we weten v~n een kromme dat flk constant= 1/0 is. 
Dan luiden de vergelijkingen van Frenet ~ 

en daarui t volgt 
. 1.55) 

. c"-

d'h J, 
ds 

d.h 
J,. 

ds 

d'h J3 
ds 

dat 

= 

= 

h· Ck'h - kj + 
I~ I I 

- Ck'h 
I J,_, 

Cjh + jh = ,l'I 
I 3 

, ' 
j~ ,~/ \ een langs de kromme consta.nte vector _is. Brengt men dus 
! ', door de kromme een (algemene) cylinder met beschrijvenden 

\. // ch, dan is de hellingshoek van de kromme t.o.v. een · 
~·• vlak J_ op ""' constant en zijn tangens gelijk aan c. De 

__ ..,.a::;....._~.i, kromme is ,..:i.,s een algemene schroeflijn (Boschungslinie) 
Voorbeeld 3. Krommenparen van Bertrand 
G~gevet een kromme xh = xh(s) zodanig dat er een andere k.romrne 
Y = Y (z) bestaat, die dezel~de eerste normalen heeft als de- eerste. 
z is de langs de tweede kromme gemeten lengte. 

Er moet een betrekking bestaan van de vorm 

/1 = ~ + l ( s) jh 
1 



.,. 
J 

I-

jh jh en jh zijn de drie bij de eerste 
I , l 3 

kromme. 
We maken hier nu eens gebruik van een soort vectornotatie waarbij 

de index weggelaten wordt en de kernletter bovenstreept wordt om een 
vector van een gewoon getal te onderscheiden 

1. 57) y = x + 1 "j 
Deze vectornotatie wordt wel gebruikt zolang men alleen in R3 werkt, 
m.aar voor meer afmetingen en verdere veralgemeningen is de indexnota­
tie tooh voordeliger~ In de vectornutatie luiden de vergelijkingen 
van Frenet, 
geef't 

indien men de differentiatie naar s door een accent aan-

1.58) 
.... , 
J = 

I 
kj; j 1 = -kj + kj; j'= -kj 

I J ?_ I 1 'J. j 3 /. .t. 

Schrijft men k, 
I 

k, k voor de 3 eenheidsvectoren behorende bij de tweede 
1 !, 

kromme-dan is 
1.59) k · · y = j + f' J - k f j + k f ! 

I .. I 1, I I l. 

Mqar in het algemeen is ft y'omdat hier naar s gedifferentieerd is en 
niet naar de parameter z vnn de tweede kromme. In elk geval mo0t nu 
kl 3 zijn en daaruit volgt ill l een constante is, clus 
I 1 

1 , 60) k : : j - k f J + k2 f ~ 
f I I _, 

omdat keen eenheidsvector moet zijn is J.u.s 

1,61) 
k .f 

k = J cos 0t + J sina ; tg CJ = ~.e 
I t J 1-.K./' 

J 

Doordiffere.ntieren naar s geeft 

1 •. 62) k ;: kJ cos('/- kJ sinC>!.- j' since/)/'+ J cosci.,:/. 
").. 't l,J., 3 

Aangezien echter k .. j moet zijn,volgt dat ~ een constante is. Dus is 
1,, 2 

1.63) 1 - kl == ck l2.. ; c = constante = cot ci<. 
I A 

of 
1.64) lk + cf k = 1 

I ~ 

Bestaat or omgeke.erd tussen f en f een lineaire betrekking vm de vorm 

1.65) 
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met constante coefficienten, dan bewijst men teruglopende dater een 
tweede kromme bestaat met dezelfde normalen. Dergelijke krommenp:1ren 
zijn genoemd naar Bertrand. 

Behoor-t een kromme tot oen paar vnn Bertrand, en zi jn k en k niat 
I ~ 

constant, dan is de andere lcromme van het :paar volledig vastgelegd. 
a is de constante afatand v~n 1e krom.men, gemeten langs de eerste nor­
maal en ~ is de cotangens vn.n de hoek tussen Ile raaklijnen in over­
eenkomstige punten. Zijn fen l constl)Ilt, dan is de kromme een gewone 
schroeflijn en ,:le twee,~e krom.me is niet eend.uidig bepaulu. Iedere 
schroeflijn met dezelfde as en met Jezelfde normalen volJ.oet .• 

Uit (1.59, 60, 61) volgt 
-1 s 

1.66) cos ().I = (1-f f )~ 

sin (Y, :::k/Sli! 
x dz 

maar anngezien de betrekking tuss1:,n J.e beide krommen reciprook is moe­
ten dezelfde betrekkingen geld6.t1 wanneer men s, 6c en f Joor z, -If en 
- I vervangt en k en k cl.oor kro:;nmin~:'.' en torsie 'k en 1k vn:a de tweed.e 

I A .... , I " 

kromme 
1.67) cos Cl!. 

sin ei1 

;:-; < 1 + 1k e ) 
I • 

= k r~£ , : .• s 

VermenigvulJ.iging van ( 1 ~ 66) en (-;. 61) lee rt dan 

a} ( 1- k f ) ( 1 + 'k I' ) := cos2 i:( = constant 
1.68) • I 1 

b) 
. 2 

k 'k "= .sin 
·1~ ). /i = co:nstant 

(Mannheim 1877) 

( Schell 1859) 

(168a) drukt uit dRt op de gemoenschappelijke normaal de 2 punten van 
de krommen en de twee middelpunten van de osculatiecirkels een con­
stante dubbelverhouding hebben .. 

Deze earste§ heeft slechts gediand tot inleiding. We gaan nu krom­
men meer algemeen behandelen en wel met algemene "kromlijnige" coor.:li­
naten, in ruimten met een willekeurig aantal afmetingen wa2.rin ook an­
Jere meer algemene vormen vnn meetkunde zullen word.en toegelate:n., Hier­
voor moet eerst het analytische apparaat warden opgebouwd~ 

~~ , 
De Xn• Beschouw n geordende variabelen f; 1t = 1, ••• ,n, ') die 

elk alle reec:le en complexe waarden kunnen aannemen. Een stelsel waarden 
een arithmetisch punt en de verzameling'van alle arithmetisehepun-

. /( 

de arithme;ische __ uitgebre_;idheid. Oln. We spreken van 11het punt J u 

noemen de i de kentallen van hei; :punt. In 0{'1 d-efinieren we :QQ.l.1l­
en gebieden. 

Een verzameling arithmetische punten die voldoet aan de ongelijkheid 

2.1) I i- t \ ( ~ 



~ -' .... ·· 
waarin de~- willekeurig gegeven reeele of complexe getallen zijn en de 

I( 

~ willekeurig gegeven positieve getallen, heet een policili~ inOl.~ 

-
Een verzameling van arithmetische punten heet een gebied van (fl~ 

indien de·volgende voorwaarden vervuld zijn: 
1. De verzameling is open, d.w.z. ieder punt ervan behoort tenmin­

ste tot ~en polycylinder van 01,"' welks punten alle tot de verzameling 
behoren; 

2. voor iedere keuze van twee punten der verzameling bestaat er 
tenminste een rij van polycylinders, elk alleen bestaande uit punten 
der verzameling, zo dat het eerste punt in de eerste polycylinder ligt 
en het tweede punt in de laatste en dat opvolgende polycylinders te:i­

minste ~en purrt gemeen hebben 

2. 2) 

Blijkbaar is iedere polycylinder een g ebied. Ook de (!ln. zel:f is 
een gebied. Maarniet ieder gebied is een polycylinder. 

Ieder gebied heet "nabijheid" of 1tomgeving·: van elk van zijn pun-
~ k 

ten. Voor "na.bijheid ve.nJ nwordt geschreven TJt (/;, ) • 
O 0 

We beschouwen nu een verzameling M. waarvan de elementen in e~n-. 
e~n oorrespondentie zijn met de punten van een gebied ~., van (Jl,r\ • Over 
de aard der elementen van M9 laten we ens nie-t uit •. Dit kunnen bijv. 

'zijn homogene lineaire vormen inn variabelen of polynomen van de graad 
n~l in een variabele o:f punten van een and~ (Jl,n ~ Deze een-een corres­

pondeptie noemen we n~;tJcoor.d.:ln.a-1.~n&~.eJs_e_1:,_tn. Mi(0 •. Corrlpondeert een 
i punt J met een element van M0 dan noemt men de J de coo:r,q_:'!:,_11,~ilf?~~ van dit 
1 element t. o. van het coordina:eens~~lr~l (k) en men schrijft ~. inplaats 

van J indien deze gete.llen werkcliji :i.n deze zin dus als coordinaten 

van een element van M0 worden opt?;en:j,. 

We gann nu gebruik maken van hEn, v:,:.:..g~ni:le u.it de analyse bekende 
en daar bewezen theorema: 

Theorema van inversie ------·----
Indien in het stelsel v~:r_l_)l_"!_~r,-:;,.tl)i.~ir~~-I.1 

1 2.3) j = £.(j); k' = 1 1 ,..,,, n' 

} t<' i< k 

l,de functl_~ :f .@:.11@:.l_.y._t ..... i .... s __ c...,h ___ z __ i....,j..__n ........ i ..... n J ( f.l]~_J]~E:~;i)l ~~!!.r.! 'DC ( ( ) ) ~l.l ind;Leg_<!_g_ 
l. functionaalde-terminant O cc> 
1"'---~---............... ---·---
ii ' ' 

·~ 2.4) K~ def'::: Jlet.{ o .. J":; t\ c],::f=ot I< 

~:+ 0 is in J (en dus in een ~ ( J )) , dan kunnen de J 
topgelost, ., 
KI 

uit (2.3) worden -
,,..,. __ ... ______ , 

.. t') 'renzij ander~ wordt a:fgesproken nemen de indices 1{, ,, , f. , 'I , f , (}"' , 't er: .. i . soms oOk w ,altijd de waa.rden · ,,. •• t-" .( cursief) aan. 
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2. 5) j; = :f ( ~ ) 
-1]-

11' ,,t.' l!. r,, K' 

\"taarin de :f anal.x_tisch zi_j_n_ in J ( en dus in een 'at (J ) ) , ~ J 
• IJ 

~~~finiee:r:.<L_i§__dqQt 0 

2.6) 
IC I 

en d~ze oplossing is _g_tldif! i_n een 'ht CJ ) • De fuQq_tionaaldeterminant 

Q__e~ f is .£&..lijk ~§:I! lJ., • o 

" Uit di t theorema vo:j.gt direct dat er in 7,t ,( f ) eon omgeving ITT. 
K I( I )I. q 

van J bestaat en in '1t (J,) eon omgGving il van J voor d~ punten van 

welke omgevingen de vergclijkingen ( 2. 3) en ( 2. 5) e<::.:n e,~n-een corres­

pondentie vastleggen. 

We hadden boven een verzamoling M0 , in een-een corrospondentio 

met het gebied -at0 van 01,n. Laat nu 7.-i g2h(~el in 0{0 liggen. :Oan bostaat er 

in M0 een verzameli.ng M in 6:5n-66n corrcs;1ondentio met 7R en dus nu ook 
. ,, ,, d . ro' 1 t· . 1.n een-cen correspon entie met u.,_ • Dezo laatste corresponc1.cn- 10 1s nu 

volgcns onze definiti0 een and(-;r coordinatonstelsel ovor :M. coordiantcn-
,· - . ' -."" 

stelsel (k') en schrijvcn J/· ind i.en de /4 warden opgevat als coordirna-

ten van de elementen van M. 

2.7) 

K ~• ~ K' 

Substi tutie van J , f> in :plaats vari /. 9 .S in ( 2 .. 3 Y 5) levcrt 

k K 
{. = f 
~ 

I( I(' I( ~I 

waarin we nu ook f 1 f schrijven in p"t:,'.rtr- iH:l.i.1 f , f en deze vergelij-

kingen ( 2. 8) stellen een coordina-~ent:.~c.:;..ri5:,:\1rmatie in M voor • 
.....,.....;....;;,;,;c;;..:;..;;...._,_ ----···· - - ······--· - ··- •·- ·•·· -~ .... -··- .. ·-·- •• ·---- --

Ui t fig. ( 2,. 7) zien we dat bij e(;;n ·.t•ora.:i natentransformatie de 

elementen van M niet veranderen, w el h:p1 1•091.dpunten in tlt 11 .. W•rden de 

element en van M zelf getransformeerd dan "1 ,0c':!t mon zo' n transforrna.tie 

als volgt schrijven 

indien men het coordinatenstGlsel (k) gobruikt. Deze zelfde transforma­

tie van elementen luidt 



~· m8t andere functies F indien men van de coordinaten (k') gebruik 

maakt. We zien dusc 

bij coordinatentransformaties veranderen de indices rechtsboven of 

ondert k-,. k', 1, •..• ,n-,. I,.., n', terwijl de kernlctter onveranderd 

blijft; 

bij objecttransformaties, d.z. dus hier de elementen van M of do 

punten van Ol.~, verandert de kcrnletter, torwijl de indices rechts 

boven of onder onverandord blijv0n. Indices boven __ ~t,_qQd_(].~ de karnlq_iiC..!'.. 

of links van de kernlettor worden tot de kernletter gerekend. 

Dit is het beginscl van de kern-index methode ... 

Inderdaad blijkt nu dE,.t het r.:oed was tusscn 1 en ( te onderscheidcn .. 
K' /5 C:--

Een coordina tentransf:ormati:! in M :~ i<-+ ~ ( indexverand0ring) is in CJlfl, 
inderdaad een ob;ecttransfonnat:i e (do arithmetische punton verandcren) 

<I k II' . 

en hier moot dus de kernlcttcr vGrs.nd,3ren Ji -+- !, 
We gaan nu niet slechts 66n coordinatentransforme.tio in t( beschou­

wen maar eon heel stelsel. Veela::. eist men dat zo' n st,:1lsel een groep 

vormt d • .w.z., 
1. het resultaat van twee transformatics van hat stelsel na el­

kaar uitgevoerd behoort oak wee~ tot het stclsel; 

2. behoort ecm transformati 3 tot het stelsel, dan bevat het stelsel 

ook de omkering van die transfo:r·natie; 

3. het stelsel bevat de idut1tieke transformatie. 

Het komt echter ook voor da'i; men alleen eist dat het stelsel een 

pseudogroep vormt. In plaats van 1. komt de..n 

la. Indien twee transformat;es van hot stelsel na elkaar uitge­

voerd kunnen warden dan behoort ti! :it 1·Gtn.tl taat ook weer tot h0t stclsel. 

V~rbeelden van groepon zij t= 

1. de groep van alle permut,1 tL . .::: c1 .:l' coordinaten. 
I I 

Een transformatie van 

2 •.. de affine groep Ga 

3. de speciaal affine 

lineaire transformaties; 

. • (' fl t~ <:' 
doze t't.·'C(;p ::.e 1nJv. .., : ~; S :: t i 

C"'.J ,... C: c--1 

van a::.le omk .,c-r~)s.re lincairo. transformatiesi 

groep t,. L 
no 

:-3lle omkecrbare homogene 

4. de orthogona.le groep G~r ,t n 8.:1. ! u ·y::-thcgonale transformaties 

(~= + 1)• 
- ? 

5 •. de groep G'"" van alle rota·:-;.ics. 

Voorbeeld van een pseudogroep as a.:; 5 1-:0',P[{Jn van alle omkeerbare 

transformaties die in enig gebied gtidefinie,lrd ·en analytisch zijn.. In­

dien een transformatie T, het gebied'di, transformecrt in '?tien een andere 

transf'o.rmatie T.1 het gebied 'n.J in 1t ,1 , dan kan i:_ T, alleen warden go­

a ls · Ut.a. en ftl een punt ( en dus ~en gcbied) gemoen hebben. 
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De Yerzameling Mr uitgerust met een oorspronkelijk gegeven 
eoordinatenstelsel en met alle coordinatenstelseJsdie hieruit. kunnen 
voortkomen door toepassing van de transformaties van een bepaalde 

gegeven groep of pseudogroep heet een n-dimensionale meetku~dige uit­
gebreidheid ( in tegenstelling tot de ariihmeti schg__ui!gebreidheid Otte) 

De transformaties van de groep of pseudogroep heten toeg~~~!en of 
geoorloofde coordinatentransformaties, de ontstane coordinatenstelsels 
toegel~ten of geoorloofde coordina1~nstel~els, de elementen van M 
geometrische punten of kortweg punten. 

Het is gebruikelijk de verschillende geometrische uitgebreidheden 
met speciale let~ers aan te duiden. Wij gebruiken hier de volgende 
letterst · 

XO : 1'0 willekeurig met pseudogroep /?J·ri. . Dikwij ls wordt in 
plaats van analyticiieit alleen maar continuiteit 

en een voldoend aantal malen differentieerbaarheid ver­
langd. De Xn is de ruimte van de gewone gegeneraliseer­
de differentiaalmeetkunde. 

£ : 'at = Ol met 
'"' l.l r, 

De B is de ruimte der gewone affine 
"'' meetkunde. 

gecentreerdel: "ifi = a met C In de f; ligt een oorsprong vast. 
"' o n d ho• n . 

R : ~ = 01, met C • De "R is de ruimte der mee:st eenvoudi-
n 'O ri / or r. 

ge n-dimensionale metrische meetkunde. De gewone ruimto 
van klassieke mechanica en physica is een R3 • 

In een X" bestaan natuurlijk geen polycylinders want er is geen 
bevoorrecht coordinatenstelsel (in tegenstelling tot de Ot~). In de 
plaats daarvan treedt het begrip eel. Een eel wordt gedefinieerd als 
de verzameling van punten die ten opzichte van enig geoorloofd coordi­
natenstelse;.l aan de ongelijkheden 

IJ'~I < I 

voldoen. Met behulp van deze cellen kan men nu oak in X0 een gebied 
definieren. Men kan echter ook een gebied definieren als de ver~amelinP 
van alle punten die met behulp van een geoorloofd coordinatenstelsel 
in ~en-een correspondentie kunnen warden gebracht met de arithmetiscbe 
punt.en van een gebi:ied der ()t~. 

Iedere i~, die een gebied is van een_andere X~, heet in die 
laatste X'fl i:ggebed. Elk gebied van een Xn heet ;'na.bijheid n of "gmgevine-. 

tr. rN E~ van elk van zijn punten. De omgeving van J word-t genoteerd 'tJL,(c? )., ·· 
C 0 
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Heeft men voor -:P.ri analyticitei t geeist, dan heeft het zin een 

functie r van de punten der X 11 , die voor enig gebied is gedefinieerd, 

analytisch te noemen bijv. in f" indien ten opzichte van enig geoor-
•. . C:::o 

loofd coord1natenstelsel ( k) de functie 

2.11) 

" in J analytisch is. Op grond van een bekende stelling uit de functie-
o 

theorie is dan ook voor een geoorloofde coordinatentransformatie 
I 

( k. ) ""7 ( 1-<') de functie f •ptredende in 

2.12) 

- k.' 
analytisch in~ • Analytici teit is dus nn een eigenschap die in-

variant is bij 0alle geoorloofde coordinatentransformaties. Is r ana-
~ . 

lytisch in J dan volgt daaruit analyticiteit in alle punten van een 
~( ((). 0 ' 

~• • I\ 

°Heeft men voor (/:'n alleen geeist dat de functies f 1<.continu en 

t maal differentieerbaar zijn en is I° een functie van c~ die even·-

eens centin• is en t maal differentieerbaar, dan is deze eigenscha~ 

blijkens ( 2.12) ook weer invariant bij geoorloofde coordinatentrans-• 
:formaties; 

In een XI"\ kan men nu figuren geven, vastgelegd door getallen 

t,o.v. een geoorloofd coordinatenstelsel. Vervolgens kan men zodanige 

eigenschappen van die figuren beschouwen die invariant zijn bij geoor 

ltofde coordinatentransformaties. De verzameling van al deze eigen­

schapiaen vormt de meetkunde der X • Het heeft bijvoorbeeld zin te 
. -:....;_;_~~~~=..;.;~ n 

vragen ef twee krommen elkaar snijden, maar de vraag of een kromme 

nrecht II is, is in een X ... zinloos. De meetkunde wordt dus de invarian.:.. 

tentheorie bi :i een bepaalde grQ_~ __ Q.:f___p_seudo_g:i;:oep 2 hier Cpn. ( Begins el 
van F. Klein, 1872). . 

Kiest men in X 11 elm coordinatenstelsel en bepaalt men zich verde::."' 

alleen tot coorditiatentransformaties van de gr•ep ~n dan ontstaat een 

£n • · De meetkunde der & n is de invariantentheorie bij de groep ~c ... 
Maar men kan ook zeggen dat de meetkunde van een figuu:r in E.,,,.. hetzelfd•o 

is als de meetkunde van deze figuur + de verzameling van alle nu nog 

geoorloofde coordinatenstelsels in X~. Men kan dus tot een minder 

algemene meetkunde a:fdalen door ~f de groep te verkleinen of de groep 

zo te laten en een stelsel van figuren (hier de alsnog geoorloofde 

coordinatenstelsels) toe te voegen. Ook dit beginsel werd door F. Klei:, 

1872 geformuleerd. Dikwij ls kan men in plaats van de verzameliril~~~\ 

geoorloofde coordinatentransformaties een· andere eenvoudiger figuur 

invoeren~ Neem bijv. de geoentreerde 8,., ~ Om tot de gecentreerde "R ~ 



-18-

te komen moet men van een coordinatenstelsel uitgaan en nu alleen neg 

maar orthogonale transformaties toelaten. Maar men kan het ook anders 

doen en alleen een ellips invoeren met de vergelijking 

2.13) ::: / 

Is ( K') een coordinatenstelsel t.o. waarvan de vergelijkingen vaa 

de ellips de vorm 

t ' , ' 

2.14) 
t t 2 :;. 

XX+)(.X :/ 

aannemen dan kunnen alle coordinatenstelsels met deze eigenschap uit 

( 1-\1
) worden verkregen door de transformaties van de groep ~ or toe te 

passen. Ui t de E- 1 met groep ~«. is dus nu een 'Rt met groep ~ot- ontstaan. 

In <'lie 11.~ heet de ellips "cirkel". Anders gezegd: 

eigenschap figuur in R, = eigenschap ·van die figuur + de ellips 

( 2. 13 ) in Et. . 

§3. Geometrische groo1heden en objecten in~ en in ~~. 
Bij een geoorloofde coordinatentransformatie in Xntransforme~8n 

zich de differentialen lineair homogeen 

3.1) 

le. 
Deze transformaties vormen in een bepaald punt J. d·e groep S 1,0 • Daar-

ui t volgt echter dat aan ieder punt van X 1., een gecentreerde ln is 
C £ k. .. toegevoegd, de lokale e,i, van .S • Verder dat bij ieder coordinaten-

stelsel in Xr, een bepaald rechtlijnig (doch niet orthogonaal) coordina·· 

tenstelsel in Ch behoort. Men is gewend de •orsprong van £.,, met het 

punt t k te identificeren. Verder hebben echter X l'I en Cr, geen enkel 

punt gemeen. Ook hebben twee locale f;_,~ ts die tot verschillende punte.11 

behoren helemaal niets gemeen. Hier is vroeger nogal geknoeid, men 

beschouwde de C"' als een "oneindig klein" gebiedje van de Xn maar di t 
heeft natuurlijk alleen heuristische waarde en kan tot allerlei :foute 

conclusies leiden. Ook heeft men zich de X ... ingebed gedacht in een €. '.\' 
en de lokale ch als de raak- £" aan de xi'\ in E.,N geduid. Afgezien daar­

van dat men zich met die inbedding aanzienlijke beperkingen oplegt, 

treden er nag arrl.ere moeilijkheden o:p. Het heeft bijv·. wel zin <em 

te vragen o:f twee "naburige 11 raak- Sn 's elkaar snijden (dit kan van de 

aard der inbedding afhangen) maar het heeft geen zin deze vraag te 

stellen voor 11 naburigenlokale ~h's. 

Bij de groep ~l,o in een bepaalde lokale Cn definieren we nu de vol­

gende meetkundige grootheden: 
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1. Scalar f. Een kental, inv~iant bij (,.1) 

2. Contravariante vector 7.r K. kentallen met transformatie 

Geometrisch beel.d: vrij·zwevend stelsel van 2 punten met (niet 

noodzakelijk rechte) pijl of ook in een ~rtreerde 6n het punt 
met coo:rdinaten U-><-. De oorsprong fungeert dan als eerste punt. 
De projectie op de 1-as, gemeten met de bij die as behorende 

I 
ma.at is V-. 

- I<. 

Blijkens (3.1) is d 5 een contravariante vector. Optelling van 
C 

contravariante vectoren geschiedt volgens het "parallelogram 
van krachtenn 

K ~ u. + tr 

3.3) 

3. Covariante vector WA. n kentallen met transformatie 

3.4) 

Geometris.ch beeld: vrij zwevend stelsel van 2 evenwij dige hyper­

vlakken (d.z. (n-1)-dimensionale vlakke uitgebreidheden of 
£.,_: s in £h ) met een doorstekende liefst niet rechte pijl 

(anders wordt er gesuggereerd dater ook nog een richting ge~ 
geven is). 3 is het beeld dus 

3.5) 

'1 

Het stuk afgesneden op de 1-as gemeten met de bij die as beho-

rende ma.at is 1/~. In een g-ecentree:rde &1"1 kan men ook het hyper­
vlak met de vergelijking 

3,6) x',{. ur -= , 
to', 

( XK= coordinaten in tn) nemen. Het evenwijdige vlak door de 
oorsprong fungeert dnn als eerste vlak •. Wordt een covariante 
~ector met 2 vermenigvuldigd dan komen de hypervlakken 2 x zo 
dicht bij elkaa.r te liggen. Om de o:ptelling in beeld -te brengen 



/ Het meetkundig beeld van een gemengde affinor van de valentie twee·, 

TJ ~ ~ , in een gecentreerde G(I. is een homogeen lineaire punttrans­

:forIJB.tie 

Dit is een objecttransformatie, geen coordinatentransformatie. 
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snijden we beide hypervlakken met een vlak. Dan ontstaat de 
figuur 

De verbinding 

V-k W 
K 3.8) 

heet de ~verschuiving (Uberschiebung, I<. 
transvection) van V- en 

~- Deze verbinding id een scalar en een simultaaninvariant 
k k 

van V en ~ • De absolute waarde van ll w-~ is de lengte voor 
k. v- , gemete n met het stuk dat door de hypervlakken van VJ>- op 

de lij n van V k wordt afgesne den. iik W1<. is posi tief wanneer de 

twee zinnen van V'ken l.V'">. overeenstemmen en negatief in het an-
d 1 ¼( I( • 

ere geva • Is dus l/' utl( = ± 1 dan past 'lJ precies tussen de 

twee C 1 s van w-..... n .. , ,, 

4.. Affinoren -Pk,· · · i<t> met de trar..sformatie 
• • :>., .... ,., 

heet een affinor van de valen.,tie ,=i + ':i , de contravariante valen­

tie p en de covariante valentie ~. Een contra (co) va.riante 

affinor heeft alleen indices boven (Q~gede~). Zijn beide soorten 

indices aanwezig dan heet de affinor gemengd. De scalar, de 

contravariante vector en de covariante vector zijn bijzondere 

gevallen van affinoren. 
Af'finoren met dezelf de valenties kunnen worden opgeteld, . 

andere af!inoren niet. r 
P 1-<r ... Kp 

G'eef't men aan alle indices van . . -\1 •• ·"-'!. behalve e~n, bijv .. 

k , aohtereenvolgens alle waarden van l tot n dan ontstaan 
I • 

n,P+'l· 1 vector-en. Zijn er onder deze juist r lineair ona:fhanke-

lijke dan spannen deze in Bn een Cr door O .QJ2.• r heet de k 1 -

. 'f' k, .. •I«► 
!:§:.!!g. van '... . 1.,~ •• ~, 1 de verzaroeling van alle van deze r 
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lineaire afhankelijke vectoren heet het k 1 -gebie~ van 
P K, ... ~!' C 

•.•• ~ ••.• :o. 1 en (..;r heet de drager van dit gebied ... Is de index 

covariant, bijv. ~ 1 dan geldt hetzelfde, alleen wordt er een ln-r 
opgespannen en deze heet de drager van het door de r covariante 
vectoren vastgelegde A, -gebied,. 

Bij een affinor van de valentie twee, hetzij contra, hetzij 

covariant, hetzij gemengd, is de rang t.o.v. beide indices even 

groot. De twee gebieden en de twee dragers behel?'V'f'n echter niet 
dezelfde te zijn. De rang is hier identiek met de rang van de 

matrix der kentallen bijv. 

p' 
• I 

I 

P. ~ p' 
.. n 

p 2. 
• l 

3.11) 

I") h 

p. i p 
. n 

Deze rang wordt als wolgt gedefinieerd. Bevat de matrix onder­

det.erminanten met T-? rijen en 'R kolommen, die niet nul zijn, maar 

geen zodanige met B + 1 rijen e11. 'R+ 1 kolommen, dan is de rang R • 
Al deze :rangen zij n ari thmetcis,~hC:. invariant en bij coordinatentrans­
:formaties. 

De vergelijking (3.10) laat dan en alleen dan een tmkering 
I( 

toe indien de rang van ~ - :>. gelijk Yt is 

K pk k 
X = . ·Al{ 

-1 lo( K (} 

"'P. i'I heet de omk~:£.ing van P. >.. 
l,(l-. -~ -, 1<..\ 

als f£/. en RAk: 0mkeringen (!j_ ~k , T? 

Op dezelfde wijze hebben affinoren 

mits hun rang n is. 

Een co- •f. contravariante affinor heet symmetrisch in alle 
indices of ook tens•r ') indien die groot~eid invariant is bij 

iedere verwisseling van twee indices, bijv. 

3 .. 13) 

Uit iedere co- of contravariante a:ffinor kan een tensor worden afge­

leid door het invariante proces van het ~:r_ige_g •ver alle indices.­
Dit mengen geschiedt door de som te nemen van alle isomeren (a:ffi-· 

11<2..t.~Tl.-Y..ttkregen door permutatie der indices) en de som van deze 
' ) De Ik'1.am tensor ward:t de.or.. verschillende autours ~ok .. voor affi­

noren gebruikt, de tensor heet dan symmotrische tensor. 
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te delen door pl indien p de valentie is, bijv. 

3~14) 

Het mengen wordt aangeduid door kromme haken om de te mengen indices, ,, 
Men kan ook mengen over enkele indices, waarbij niet mee te me~en in­

dices door verticale strepen worden uitgeschakeld, bijv. 

3.15) 

Ook dit proces is invariant, het resultaat is een in enkele indices 

symmetrische affin~r. Een affinor van de valentie 1~ heeft n p onafhan­
kelijke kentallen, een tensor van de valentie p slechts ( n+ ;- ' ). 

Een co- •f contravariante affiner van de valentie p heet alter­

nerend in alle indices of ook p -vector ')(multivector indien men p 
niet wenst te noemen) indien die grootheid invariant is op hst teken 

na bij iedere verwisseling van twee indices, bijv. de bivector 

3.17) 

Uit iedere co- of contravariante affinor met een valentie p~ n kan een 

p -vector wordenafgeleid door bet invariante proces van bet alterneren 
over alle indices. Dit alterneren geschiedt foor de som te nemen van 
alle isomeren die door een even permutatie ontstaan, daarvan af te 
trekken de som van alle isomeren verkregen door -•meven permutaties en 
het resultaat te delen door p! indien p de valentie is, bijv. 

3.1s) l? - 1· (P + P +? _ P _ ? _ P ) 
(Kilp-] - 2, KAf >it-J,1< r10.. .>.11:r J-'Ak t<).I.A 

Alterneren over meer dan tt indices geeft al tijd nul. Er besta,an 
dus geen p -vectoren met p > 11 • Het al terneren wordt aangeduid door 
rechte haken om de te al terneren indices. Men kan ook al ternere .. n .•ver 
enkele indices, waarbij niet mee te alterneren indices door I I worden 
uitgescbakeld. Bij een veel voorkomende vorm van dubbele alternatie 
doet men het gemakshalve anders .. Zij "PkA een affinor van de rang r. Dan 

verstaat men· ender 

3.19) 

~e grootbeid, die verkregen wordt door onafhankelijk van elkaar over de 

K -indices en over de i\ -indices te al terneren. Men overtuige zich voor 
l~e waarden van~ en n dat een der alternaties mag vervallen 

; • 20) %irA, .•.. "f'K~XpJ ;:. TfK,v,.t .... ~PP p == f\._,e; .... ~Kp! ;I. pJ 
............ _____ _ 
:t.) Varschillende auteurs gebruiken de naam antisymmetrische tensor.· 
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Ook overtuige men zich voor lage waarden van pen n dat de kentallen 

van r-:, ! fek[A,· ... P1<J>.p] preoies de onderdeterminanten met f rijen en 
p kolommen zijn uit de matrix van 'PK~. De determinant van deze 

matrix is dus 

Zijn X K geeorloofde coordinaten in de lokale tr, , dan is het 

geometrische beeld van een tensor PAkhet quadratische hyperoppervlak 

met de vergelijking 

3. 22) D 
I ,\ k 

Is "f:\x reeel en vR:i de rang r dan is ui t de algebra bekend dat 

er al tijd tenminste een toegelaten coordinatenstelsel ( k 1
) best a.at ZIJ 

dat in de matrix der P11.1<.. alle getallen buiten de diagonaal nul zijn 
en dat 

3.23) 
P,1_ , .. ·p,,. /· p I --+1· ·P.·•-+-1 
' I I - -· .i • • · 1 S S - - J '(S+1) (~+I}' - J ''. J t" I"' -

p' ,-o· _n,1-0 
(r + 1) ( r + 1 J - J • • • • • } ,-n I"\ - • 

5 he~
1
~ ,-~,~ index van Si<on de volg - - - .... -1- -1--1- .. ,de signatuur. Is 

S = 0 JSTs-::n dan heet P11 k :ppoi tief resp. negatief definiet en in het 

andere geval indefiniet. De signatuur heet even (~neven) als seven 

(oneven) is. Index en signatuur zijn invariant voor reele ge•orl0ofde 
coordinatentransf ormaties. 

Op de geometrische beelden van p -vectoren komen we later terug. 
Behalve gewone kentallen gebruikt men bij grootheden ook dikwijls 

kentallen die behor&n bij twee of rneer verschillende coordinatenstel­
sels. Deze dragen indices van verschillende soorten en worden inter­
mediair genoemd, bijv. 

3.24) ~'~ -- K'-pkil =- A.).t,_' pK'>.' ' -p .. µ A;,, . . . ,.... .x ,_,. •• r-
k/ k 1 · 

De AA en AA, ~ptredende in (3.3) en (3.4) zijn bijvoorbeeld interme-
Al\ 

diaire kentallen van de eonheidsaffinor ~ gedefinieerd door 

3.25) ~ AK 1 / voor k -:; A 
.>. o voor I'< f. A 

wiens geometrisch beeld (verg.(3.10) de identiek~ _ _-transformatie is; 

3.26) 
Het komt ook voor dat een grootheid gedefinieerd is t. o. v. twee 

meer verschillende. ruimten., Ook dan kan de :gr•otheid versohillende 
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soortBn van indices dragen, die tot die verschillende ruimten behorert. 

Dergelijke grootheden heten verbindingsgrqQ,_1h~~e_11. 

In een £,n met rechtlijnige coordinaten xK zijn bijvoorbeeld 

3. 27) 1< Bk e, o x -:: R ~ ; 1:) =- "J .... )rn. 

bij constante .Bg de :parametervergelijkingen van een Er .... waarin de ~,&. 

als rechtlijnige coordinaten kunnen worden ge bruikt. Bi is nu een 

verbindingsgrootheid tussen de £ en de G en zijn trans£orma tie luidt 
n m 

'ti k' ;~1 . t . k t O ,& 
.D &' = A I<. Bf: .B g j JJ ,s.' ';: ~t-' 

a~ 
3. 28) 

5. Dichtheden en W -greotheden. Behalve scalairen zijn er nog andere 

grootheden met ee~ kental dat echter niet meer invariant is. Aangezien 

er geen index is moeten de kentallen ten opzichte van ver~chillende 

coordinatenstelsels op andere wijze van elkaar onderscheiden worden. 
lK) 

Voor een grootheid ,P schrijven we voor het kental t.o.v~ (k): -;fv of 
{It') 

fl:kJ en voor het kental t.o.v. ( k}f0 ef t[K'J • Waar niet bepaald 

nodig laat men (k)en [KJ weg. We onderscheiden: 

1, [- II - R ,g[ ]-
s cal aire LJ. -dichtheid met gew icht k ! I" Kj -:: l.i. Jr K 

scalaire (gewone)dichtheid met gewicht k : f[k1]:. L~fk.f.>[1<] 

W -scalar f [k1 = M p [k] 
A~I 

Door vermenigvuldiging van deze grootheden met een affinor ont·staan de 

grootheden 

affinor 6 -dichtheid 
, 

a£finordichtheid 

W -a£finor. 

( Evenzo tensordichtheid f bivectordichtheid /v'\/ - tr:i:vector, enz.). 

Gewone dichtheden enW -grootheden treden veel in de physica op,~ -

dichtheden meer in de di£ferentiaalmeetkunde. Bij voorkeur gebruiken 

we de volgende kernletterst 

a££inoren latijnse kernletter 

W -affinoren " II met""' 

gewone affinordichtheden gothische fl 

affinor /J. -dichtheden II If met ,v 

Ma.ar vooral in de physica zijn er dikwijls andere overwegingen die de 

keuze van een kernletter bepalen. K,··. ~\,, 
Er zijn twee n -vector A -dichtheden { en 11 .. >.,. 1 • An 

die een bijzondere rol spelen. Zij warden gedefinieerd door de vergelij .... 



kingen 
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t.o.v. ieder teegelaten coordinatenstelsel in tn. Uit deze algemene 
geldigheid volgt dat f het gewicht + 1 en'.n. bet gewicht - 1 heef't. 
Deze grootheden zijn dus evenals de eenheidsaf'f'inor a priori in En. 
aanwezig. Met hehulp van hen kan men eeneenduidige correspondentie 

vastleggen tussen contra-(co-)variante p -vectoren en co-(contra) 
variante (n-'- \'i )-vector ll -dichtheden van het gewicht - 1 ( + 1). 

,..J 
.., k,, .. kp 

00 'l-l) - I 
,\,- .• ~ 'i - p! --n,.ll, ... ).'l 1<, .. • ""r 11 

t) 
K1 ••• kp ,v { )1 1 •• -~"1 k, ..• k p 

V I 'X] ,\, .. -l.,_ - -
3.30) 9.! 

"-' k1 ••• kq f >, .. ·¾,k, ... k, 
CJ 11 . = I 

WA, •. -Ap -, 
p· 

,..,, 
K,, .. l-<.'i 

cl) WA,··· A;:,: I 
111>-,···~pkJ•••k~'f~ -, 'i=h-\':> q. 

In andere vorm luidt deze correspondentie 
N f'-~+t ..• ,..,...,., 

CJ,) 19f.--·ri ::. 'I.I 
3.31) 

£J 0~9 f-1-, .. -fq, -
wfA(f.+1 • · ·/-'-"'t d. -

u . . . µ evenpermutatie der 
/ IJ "J j n 

getallen , .... n • 

Dit zijn vooybeelden van kentallen van een grootheid, die bij andere 
groepering ala kentallen van een andere grootheid kunnen worden epge­

vat. Op deze vrije corresponde£ende grootheden hebben natuurlijk dezelf'-
.,~) ,....,, 

de meetkundige interpretatie { en -tv corresponderen met het getal 
+ 1. 

Van twee meetkundige grootheden kan men een product vormen, bijv. 

3.32) 

Wordt in zulk een product gesommeerd over een of meer paren van onge­

lijkstandige in~ices, waarvan er telkens een tot de ene en e6n tot de 
andere factor behoort dan onts-taat een overschuiving (Uberschiebung, 
transvection), bijv. 

3.33) 
k ).',f 

= P.,, €Q ... f< 



Wordt de sommatie toegepast op een enkele grootheid dan spreekt men 

van vouwing (plooiing, Faltung, bij physici·ook VerjUngung, contraction) 
bijv. 

Productvorming, overschuiving en vouwing z1Jn invariante operaties. 

Meetkundige ~bj_ecten in X. worden gedefinieerd t. o .. v. de pseudogroep 
, r\ I(. f n. Laat men in 'f211 alleen analytische functies f toe dan definieert 

men a.ls volgt: 
k 

Een geometrisch obj~ct ~n een benaald pun-t ~ der_: Xn is een cor-
e-

respondentie tussen de toegelaten ,coordinatenstelsels in )(ri enerzijds, 

en de geordende stellen van N gctallen nnderzijds, die aan de_yolgeni!.£ 

voorwaarden voldoet. 

a. Aan ieder toegelaten coordinatenstelsel in )( n is een en slechts 

een geordend· stel van 'N getallen toogevoegd; 

b. indien ~J\.; Jt;::: l', ••. , N fill ip /'.!. ; J'\. = .1 1
, ••• , IV 1 

,SQ_rr~~-

:ponderen met ( K) .fill ( :') ~ dan hangen de . P..11.' all;en a:f van de 11A 
en van de f'uncties -1 { S ) in de omgeving van ~ • 

<.: C ~ 
Beperkt men zich tet continui-teit en een voldoend aa.ntal malen 

differentieerbaArheid, dan komt in pla.ats van (-&) de eis dat de p •' 
I<' . k' JL 

alleen van de J en van de veldwaarden van f , A.k, en de a:fgeleiden 
~ fA ~ ~ 

van A 1< tot een zekere orde in l a:fha.ngen. 

De p heten de kentallen van het object met betrekking t~t ( K ). 
A X Geometrische objecten in n worden onderscheiden naar de transfor~~tie-

wij·ze hunner kentallen. 

Zijn de ih ,lineair homogeen in de /Fi , homogeen algebraisch in 'f A K' .k f.A. 
de veldwa.arden van A 1-1 iri l en ona.fhankelijk van de veldwaarden van 

·k' K 1 K' ~ k 
,~ , Qf-A 1~ , o\f dfA A.~ enz.. in ~ dan heet het object een geometrische 

grcatheid. Geometrische grootheden, zijn dus speciale gevallen van 

geometrische objecten .. 

T-0t nu hebben we alleen groo-theden en objecten beschtmwd. in ~en 
punt van de )( 11 .. Men kan nu ook 'bijv. een vector geven in ieder punt 

van het beschouwde gebied der X...,.. .. Dan ontstaat een v:eld, bijv. scs:1.lar-

v,eld, vectorveld, a:ffinorveld o:f algemeen objeotveld. We nemen altijd 

aan dat de kentallen continue en een voldo end a.antal malen differen­
tieerbare :functies de:t' coordiriaten zijn, veelal ook dat het an:'l.lytische 

:functies zijn. Nu ontstaat er direct een moeilijkheid. De differentia11l 

va. n een scalar p is bliJkba.nr ook · een scalar en ingevolge 
p 

al-', p = A~, ot..t.r 
afgeleide van p een covariante vector (de ~a.<;lient van p ) .. Manr 



ingevolge 
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is de differentiaal van trK geen vector" Evenzeer is de afgeleide au vi\ 
fl' r· 

geen a:ffinor. Alleen in het zeer spe ciale geval dat de Ax steeds £.2.!t· 
I<' 

stanten zijn vervalt deze moeilijkheid. Ma~.r A,~ = constant wil zeggon 

dat wij ons vastgelegd hebben op lineaire coo'rdin:"1tentl:"r.msform::tties 

d.w. z. we werken niet meer in een X rnaar in een £ ,. In die £n kan men 
~ n 

dan natuurlijk alle locale E:s me-t de El'\ zelf identificeren. In de l,, 
geldt algemeen, dat ten opzichte der in die En thans geoorloofde coor­

di~atentransformnties de differentianl van een affinor weer een affinor 
is met dezelfde valenties en de afgeleide een affinor met een covarin.li­
te valentie meer. A fortiori geldt dit natuurlijk ook in een_ R~. 

We zouden in een £ of Ii nu echter ook wel eens g:raag andere, 
I'\ h 

zogenaamde "kromlijnige" coordinaten gebruiken. Zij CA) j-f\ ! '\ J • •• "J t,, 

een gewoon, d. i.. rechtlijnig coordinatens-telsel en ( M ) ; k::: 1., .•. . ) ri 

een kromlijnig. Laat verder een vectorveld gegeven zijn met de ken­
tallen 11')o t.o. van (-1;) an de kentallen ulot.o .. van (K). Dan is · 

3- 31) 

en dientengevolge 

Nu is 

d -f, 
V" 

-i k. k l\f, 
- 1-\,, d v- + u cl '" t<: 

namelijk de vector die verkregen wordt door 
{ E,1; c{:, f~ 

'1 {{ cl ~ r...--V + V 
i k ii or \,l +d v-

V van;:, nanr), + d 2 
parallel te verplaatsen (dit 
ka.n in een En ) en ald.aar qf 

te trekken van de veldwaarde 
g \1, 

v ,.\.- d 't'J aldao.r.. Zolang we 

alleen rechtlijnige coordi­
naten gebruiken, transfor­
meert dv t zich behoorlijk 

als een vector 

RI ,ti . ¥, 
3. 34) d v :: Ai du ; 

-t;1 ..R' 
A{ -= O( E = constanten 

r-1 . 

Manr zodra we kromlijnige 

coo•rdina.ten invoeren zijn de 
I'( 

d 1J met meer de kentallen 

van deze Vf:Jrschilvectc:r maar 



Behalve met de covnriante di£ferentiaRl werken we ook veel met de 

corresponderende covariante afgeleide, anngeduid door het nabla-syabool 
\Jr , bijv.: 

3.41) 

We hebben gezien dat men van een E~ tot een Rlkan komen door een 
H • 

coord:inatenstelsel te kiezen en verder alleen de orthogonale groep too 
te la.ten, maar ook door een tweedegra~dskromme in te voeren,, Dat kunner 
we nu ook in een Cn doen. We voegen het niet bijzondere hyperoppervlc,~· 
toe met de vergelijking 

3.42) 

in rechtlijnige coordinateno Dnt wil zeggen we voeren de reelf' tensor 

fr'x~ van de rang n, met constante kentallen toe. Er bestaat zoals we 
gezien hebben tenminste een rechtlijnig coordinatenstelsel ({) 

zodanig dat 

3.43) __ ~ ~ 1 voor t..· =j_ 
d'Lj 1 o voor t. t-J 

J 

Is(~) een ander rechtlijnig coordinatensielsel dan is (3.43) voor 
de transformatie (.g) ➔ (t) dan en alleen dan invariant indien 

Deze transformaties vormen de orthogon~le @'.:Q.§]2. behorende bij de fun­

damentaal tensor 3- ~k .. Met behulp van t;i.tc. ka.n men nu 11 lengten11 en 
"hoeken" gaan definieren. Is ei,.).1<.. v II t>Y' posi tief ( negatief) dan heet 

k a . 4 1~ 

V' een vector van het + -gebied (.::._:,g_~bied), is ~ ,\" v V = o 
dan heet V~ een nulvector. Reihe nulvect•ren bestaan alieen bij inde­

finiete :fundamentaaltensor, zij vullen den nulkegel (vergelijking 
efi\Kl:\Jl(-= o ). De uitdrukking 

3.45) 

heet J,engte van z.lc in de physica ook wel leug:te in het -gebied en ~ 
in het + -gebied). !nee vectoren ·u.K en V"k heten onderling looo,recht 
indien • 



Een nulvector is loodrecht op zichzelf. De hoek tussen twee vectoren 
U. w. en V k , die beide in hat + --gebied of beide in het - -gebied lig­

gen, wordt als volgt gedefinieerd 

3. 47) 

De heek tussen een vector in het + -gebied en een vector in het 
- -gebied wordt niet gedefinieerd behalve in het geval dat zij onder­

ling loodrecht zijn wegens de boven gegeven definitie. 
,De En J aldus uitgerust met een specia.al stel geoorloo:fde coordi­

naten •f ook, wat hetzelfde is, met een re~le fundamentaaltensor van 
willekeurige signatuur heet Rn • De orthogonale coordinaten in ~i'I ge­
ven we liefst nan met latijnse indices en verticale getallen, andere 
rechtlijnige of kromlijnige coordinaten met griekse indices en our--sieve getallen. 

Stel nu eens dat we· ook in "Rn kromlijnige coordinaten ~~ willen 

gaan invoeren. Dan weten w e al dat de oova.riante differentiaal van een 
vectorveld VI(, gegeven is door (3.35) . 

N k to;. 1-( ). £/J, 1-( ¼ ~t 
u v :: ~v + rrt\ u ct~ ; rtt}\ =- A, of,..,," 

wat1.rin de index t meet behoren tot enig rechtlijnig coordinatenstelsel 
waarvoor dus hier ~ender orthogonale coordina.tenstelsels kan warden 
gekozen. Maar aangezien de orthogonale stelsels d,10:r 3';-i"' 'Vastgelegd 
worden moet het mogelijk zijn r~: in ~ Jl.\(en zijn afgeleiden uit te 
drukken. Nu is } i.J een /en;or en dus zijn zijn algemene kentallen 

3. 49) ;;- ~ >- :: Ar A ~ ~ J L , ~ ~ 
Deze i~k zijn echter geen constanten meer aangezien de A 1< = c?lk1 · 
geen constanten meer zijn. Dif£erentiatie van (3.49) levert 

Schrijven we deze1£de vergelijking nog tweemaal op met gepermuteerde 
,, indices, de laatste vermenigvuldigende met -1 

J ~ J ). A') v>. '3-vy.::: (o>.A")Ar,<J-J~ + f>...,, (u) y. ~"jt 

AJ Ai Aj ( o A~ ) 
- ()~ ~)pl :.-(c)p.. ,.).-.J~ji.- ). j-J- V ~ji 

en tell~n we alles ep, dan vallen er vier termen weg (aangezien 

'1vA~ -:: ~t'- ~~ ) en er blijft 

3 .. 52 ) !/~ ( ~ V l 140 + d ~ & v ... - d t-1- ~ ). V ) =. A~ ( c.\, A ~) % J t 
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Schrijven we nu . 3-' , . ~ v•or de kentallen van de omke:ring van i~k d.an volgt 

r,k A I'< J AC ½ to/ . \ 
3 .. 5 3) t,J- ~. ~ ~ f"' A ;;. ~ i ( <l ,'- ~ v\ + b >i % y-w - o v dJ ~ t-4) 

De uitdrukking rec~ts werd door Christoffel gevonden in 1862. Hij gebruik­

te het symbool { r'k ) • Tegenwoordig schrijven we { k} en noemen dit het 

Christof~el symboo_L Het is geed tussen r~ en 1 i~~ te onderscheiden 

omdat f t-"A later ook in 'veel algeJ?enere betek~nissen ~ebruikt wordt. 

Hiermede is de covariante differentiatie· in een R,, vastgelegd aan de 

· f'undamentaaltensor. Aangezien c)J ~ii identiek nul is volgt, dat ook'vf i;\i< 
nul moet zijn,· Men •vertuige zich hiervan door uitschrijven. Men over­

tuige zicrh ook dat V f A'; nul is en dat de eis v. A.~ = O gelijkwaardig . r. 
is met de eis dat de covariante differentiaal van een s calar gelijk is 

~-~u de gewone differentiaal. 
. · Is een tf'I door invoering van een fundamentaal tensor 2' .11<. (met con­

~tante kentallen t.o.v. enig en dus voorieier.rechtlijnig co8rdinaten­

te1sel) tot Rn gestetnpeld dan legt '!!>-~ een een-eencorres:pondentie vast 
en contravariante vectoren. 

3. 54) . 
' k 

n plaats van W~ schrijft men nu v- en men beschouwt tr en '/J>-- als een en-
~ ·~ 

el geometrisch object, de vector:_?Qflder meer waarvan de pijl tr en bet 

ubbel hy:~)ervlak VA tvre0 gelijl@_~~!..9-J-.se mectkun_dj.~Y..0.9£~.t .. e;LJ~~ngeJL~_ijn .. 

. k K . ). 

3 .55) .. V 'll'll : V j Id. 11' 

a do zin van tr"" gclijk of tegongesteld aan de zin van ti~ alnaarme.te Vk. 
t · t ~ . d bet + gobied of in het - gobiod ligt. Bij een nulvoc or lig ll ill o 

ulkeg0l en raakt ll'.,,_ langs 1/< aan de nulkcgol (gEJcentroerdo Rn.). Bet 
14 k • d • Tooes fl-,-4 Vi en 21,\-t ir nocmt men hct .Q.E- Em _n_porhale~ van in :i.cos. 

on kan <lit procoa natuurlijk oak op eon of mccr indices ve,n con affi­

or too:gasson. Ingovolgo v,.,_ ~~ = O is pot. proc,.9s coIDilll!t$-~_i.9i-1:A9Y bot ]£.Q ... 

s dor cova.ria.ntc difforcntiati..9...t. bijv .. 

--3-:5·6~-- .,r P~ ,. --=- vr- ,,, P:'. ~ ,,_ff;, .,t" r<~., 

Q.2._q~· ischo dui<'U.ng V§.P ~-_vc.;ctorcn. 
Altornorcn:do vq;rroenigvu.]..diging van p contravarianto of p covariante 

gcoft cen p- ve9to;i:-, bi.j v .. 

3.51) v !<; ... k, = ... f v'~·- dvk,J . . . I l > .·~ 

•n dcrgel.ijkc p~'i'€1-01for boct gpkc=b,_voudig._ Men kan bowj,jzen, .dat 
' . 

o:rvrn.aro.en. vobr .·ho.t onkEtl'v'oudig zijn luidcn 

3 • 58) ltfl\,~~ '; ~t ff AJ, • ,. ,.\, -.. Q . 
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H'"'tzclfdc gcldt voor cc.n ooVf:,riante; p-vector. Hot mectkundigc bocld 

~,•••Kp • I'\ I< 

van V- is hot parallelotoop dor :p vuotoren I/ ••••• 1/ voorzion 
l • , t' 

met c0n schroofzin die door do volgordo dicr voctoron is vastgelogd, 
of ook c.c.n p-dimc.1:1s ionaal ruimtodvi., 1 van willekcurigo vorm i.tl de l P 

dicr vcctoren, voorzicn van die schroofzin. Hot kcntal V 1• ··f> is do 

projccti~ van dczo figuur op do E, ven do 08rste p assen scmctcn met 
bc.b.ul;;) V,3..1'.l hct pr:.1.rc:·.llelotoop dor maatvcctorcn op d it:: asso;:1 0n voorzicr.i 

v2,n 0c.ri + of - tckcn alnae.rma·to de me:;.:.goproj e:ctc_;r;}c schroofzin mot do 
schrocfzin 1 ••• p corrcspondccrt of niet. 

2 
Schrijft mon cc.n cnkolvoudigc cova.rianto p-

@ vector 
I I l p 

: -- 3 • 5 9) IJJ A' ••• ~ p ::. t,) ! ?1J' [AI . w ~ Pl 
I I .,. C::::L v-3'( po5,iti1i.{) ds.n DCi:)E,l(n do dub-bcl hypcrvlc;k1rnn dur J? vec-

torc.r. in t..,,1 ,;..en b2,lk, wr:~o.rvan de bogronzing 
. p- I C J 

3 bcsta2.t ui t o.::i :91:.rallclc c!"I ~ P 5 on die 0en 
oriontoring hEJoft om do balk hccn, vr'.stgolegd door do volgordo d8r voc­

torcn. In plaats van doze balk met oricntoring ken men wear con cylin-
der nomen met doz. olfdo doorsnodc. Dan is t/w-: de ooorsnodo van die 

I• ... p 
oylindor mot do E van do corstc p assen, gGmctcn als bovon on voorzien p 
van ocn + of - token alnaarmato de schroofzin om do cylinder correspon-
dccrt met do schrocfzin 1 ••• p of niot. 

. De covariantc on de contravarianto n-vector 
'/wj/ nt~Ol.tl~flhobbon hotzelfdc mootkund igo be old, oon n-

d imonsionao,l rLl.imtedocl met ocn schroofzin. 
Mo...s .. r. in hot ono goval is hot Ji:.:..nte,l do inho 1.:1.d 

on in hct andero geval is bot 1 / inboud. 
Bij olk rechtlijnig coordina:~cnst:olsel in E., 

, ~ ·' • 1 bohorcn voor iodoro waardE: ve,n p v::1n 1 tot 
0 tw3/f•.-:.,l.iq{Jn ocn · stol van ( ; ) onkolvoudigo contravari­

anto o.n con stol van { 1-1p, ) enlculvoudigc cova-
·,J 

rie.ntc p-•vcctoron, te wet0n do al torncrcndc product0n vr,n p m.s,atvocto-

ron. Voor J?=1 en p=n zijn dezo ook. i.ncll.l.sicf hot tckcn bci:)aald., Vooral 
;: 

do n-vectoron 

3 •60) t:;k, .•. l'll'I-- I [K 1 1-1..,] (kl . j I 1, 

<... h. e ... e ; e- A ,1 := o. er· e. ] 
, ( ~} I " • • • ' n ~/\, . • ' A r.~ ( I\ ... kr, 

:~ijn "i.:olangrijk .. Zij mogon vooral niG t vorward wordon mc.: .. G · en 
'\'ltl ••• , , daar zij bij E:Jen bc.paald coordinatcnstolsol bchoron. 

' I\ t\ 

£~ 4 • £'..Q_llllJ!flll_ _ip 'Rn 
t Wu ge.e,n nu oon rotHo kromm.v in oe:n 'Rn met ocn :positiof dofini0ton 

~tunde.m.0ntaal tensor boha,ndclcn met kromlijnigo coordinaton ! "". Zij de 

1!tronnno gcgovo.n door 
_-r.,,:,, • 

4.1) 
I< :: J (t) 
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· wa7 in t 0cn willokourigc parameter op do krommo is, Do longto va.n 
cl.!, is gcgovcn door 

4.2) d S :: IV%>.~ d ]~~'<I 
d~ is ovcre,l positief en J d.s gonomt;n vanaf unig vast pu.nt der kronnno 
kari 2.ls pe,ramotor s word on ingovoord. Dat 1€lgt in allo p1,1ntc11 van de 
kro1mne bohalvc hot vasto punt oc..n zin vast, do zin van do -tocnamo van 
a. L2.ngs de krommo is nu do oenhoidsvoctor 

K l'I 

4.3) j - cl£ 
"•. d.s 

ecnduidig vas·tgolegd. De zin van J~ is de zin van toenamo van$. Daar 
we lcromlijnig0 coordinatcn gi".Jbruil?on is d. J11; goon vector mcer. :Ma.er 

i""' K d5 f; j is wcl con vector, en wol l. j'~ : ~ 
~ K ~ 

4.4) o = 8 C j j"') ~ z. h t t I{ 

'\kl\ '-( ~ It 
El1 bcstaat dua voor Ci i: 0 een enkclc i..Cnhcidsveotor ,.j lci.ngs de krom-
mc zodat 1 

4.5) 
r I'\ I< 

JL...j :.kj ·klo 
ds .. "' J '\ ('- I( ., \. k'. 

Is o q ovoral = 0 dan is do kromrn0 e.:.n rochte. Is dj orgc.ns = 0, dan 
is daar con ,!p.fle:ideEunt_ van d.9 ec:rato ordo en do WM.rdc ve..n j: wordt 
dan aldaar zo gokozen dat J: langs do krommc continu on oen voldoend 

. aantal me.lcn differentioorbaar blijft. G0lukt dat nict, dan wordt het 
J;>Unt uitgoeohakeld. K is de oerst.s. la-omrning, 2.I~ JlJ do osculcrcnde . ~ ~ 

;'bivoctor on zijn vlak l;let oscule.tievlak. Ingevolge (4~5) lae.t zich 
. I< 

.f J schrijven 
ols ,. ' S 1< t< 1< 

4.6) ·- J = ~ J + 1 I 
ds "' '\ ~ 

waarin Jic. <;en goschikt gokozen cDnheidsvector .l. op i~ on .~ is~.~ _\1< 

:.iigt vas\ maar [ en /4" elk alleon mae.r op het teken -i.na. ·,re nemon Hier 

,a.an dat } altijd = O is. Mocht ~ = o zijn, dan is · 

4.7) 
i .(It.~] 
dS /,._ A ~o 

'.aat wil zoggen, dat bet oscula.tiovlak voor alle punten vr-.n de krommc 
1;botzelfde is. De krollmle is da.n eon vlakke kromme. Is ~ orgens = 0 dem 

.. . •I( . 

;1s daar eon. inflexie:,gunt van ·de twoe~e o:rde en de v:1aardo van ~ vmrdt 
fdan aldaar zo mogolijk zo geko~e.n dat /21r le,ngs do kromm0 continu on 
~een voldocnd aantal malo.n differontieorbaa.r blijft. G..,~ukt dat~niot, : . . . . b ,,1r --~ •,µ) 
{(4an wordt bet punt uitgezonderd. 1 is de tweede kromm11:;g, /~ /4 J., · 
'· o osculoronde triveator on zijn KJ de osoulere.nde JC) • Ingovolgo C~-5) 

(4.6) is /1<:J/ = Q en. 1, 1<j_ / =-1'. Bijgcvolg la.at ziob l, 1 1t 
JI\. ~ k .J.1. ~ ✓J I< , eit. ✓3 

l ' •k /( 'I( '• I( i 
4 :1) els /4 == .. .t· /4_ + 1J~ I } ,0 

' arin /4 "'LOP ./4.. > /~ ). r is vollodig bopae.ld ala t ::i:- o 
Is j :;:::. 0 .. · . '-\ 
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dan is 

) r , [K . A . fa/ 
4.8 ~s- /2 /2 /4 · ~o 

dan is de kromme gelegen in een :fl. • Ia K ergens = Q de.n is daar 
. fl · J 3 K een in e_g_epunt v~. de fierde orde en men legt J. weer zo mogelijk 

door continuiteit en differentieerbaarheid vast; Anders uitschake ... 

ling a.ls voren. f is de derde kromming, 24/[K_i)Ji'f''j"J de osculere.ode 
4-vector en zijn f.l.'I de oeculerende '7<.,, • 1 ~ 5 t 

Zo kan 1.i1en doorgaan totdat bijvoorbeeld J = O langs de kromme. 
Dan ligt de kromme in een 1..m en de laatste vergelijking van i!'renet 
is s . J( • I<. 

4 9) ,l = - K I K ~ ◊ 
• els rn tn-1 "'1'1,-1 ' l-'t\-1. 

In de ?..1-n vormen;· , ....... , i~ deze volgorde een rechts of een 1 J1'1'1 

links systeem. Dat wil dan zeggen dat de kromme in alle punten ee.n 
rechtse of een linkse schroef is. 

We ve.tte.n de formules van :E'·eenet samen. Daartoe schrijven we 

naast k = 0,. , :::: 0 en bij definitie K = O .. Dan luidt de alge-
m o 

mene formule 

4.10) s .k ./( ,K 
-)0 -= -KI + Kj 
ds ~ v~ '\ J~-1 'r ?1-1 

-~-----·--- _ K:. o 1· k-:::. <> ~ . . 7· k _,.., 
"' '"" • \"'I - .. ,. • 

e11 we weten zeker dat niet een 
de gehele tromme nul kan zij.n. 

der coefficieI;;.ten I<. , 1 I< over 
'\ 1-n.1 

Welkunnen een of mee:r dezer coeff i- . 

cienten i.n enig punt van de krornme nul warden. 
Bet is van belang het getal -?rt , dat aangeeft dat de kromme in 

een 1?'111, m ~ n ligt, vlug te bepalen zonder da;artoe al de cenheids­
vectoren uit de Frenetformules uit te rokenen. Daartoe merken vrn 

k k I r;:K r I -k' 
op dat hot vlak van 1,· en /~ ook het vlak is van -s....1 f. e11J_ 5r.:- f 

'\_ , . c $ ) . K d!;,_ CIS ) . K 

blijkens (4,5). Evenzo blijkt u.it (4,6) d2.t de 1<1 van / ,. Jr< en J 
r,) J' l ?, 

ook do ~J is van 
a{x J d(' en _!..£ ef.[1r enz. Bijgevolg is 
ci's' ) c:ls els '/Ir. dS<:iS ds r. \ Jn K l 

:!l[i 1 i_f. ~~ . ·( £)m~1 t "'"J if.j(l ~? . . 0 ) c1 .. r •~-1) 
· 41111 ) cts ;:;Is ds ds ds * Q els els ds · · / ds dJ° =o . 

en ti~rmedE.: is een weg ae.ngege-en om m tc vinden door e0nvon.dige dif­

fero:ctiatieprocessen,. 
We gaan nu bewij zen dat een relHe kromme in ·xii op r.9.;_t;_,_~ji_i.£.& en 

~!'~1?:.!l_Slat~ .na volledig bekend:is indien ~, '~-~ als functies 
vans gegeven zijn en voor m=n bovendien gegeven is of de kromine 
rechts of links gen~men is. ta.ten vre aannemen dat er tweo dergelij­

ke re~le krommen zijn met dezelfde functies en eventu.oel dezelfde 
schro::.ven. Stel da.t de eenheidsvectoren in de ta..ngonte en de nor-
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malon zijn /~1

\ , ;: en ~K, , f"" resp. Dau zijn dit in de twee 
punten s=O of boiden rechtse stelsels et bciden linkso stelsols. 
Men ka.n dus do twecde kromme door translatie en rotatio zo verplaat-
sen dat de pu.nten s=O samonvallen en dat in dit punt ;' k' = /1r J 
\.. A V d ,/i... " =·~, ••• ,~, er er is nu in dezo stand 

4.,12) 
J •k ·J< k ,/( 
- J. =- - K I + I 
dS 'f' 'p-"l. /~-~ \l Jp,'\. 

J Rk­
;,; '"' -

en daaruit volgt 

4.13) 

en bijgevolg 

4.14) 
r >. .. . 'f'-, 
o , 'k 

ds t J'<> fK ~ m. 
Nu vallen de j-vectorcn met do k-vector&n ea.men in s=O on dus is 
voor alle waardcn vans '\--w,. 

L ; x t,, ~ 1n. 
,~ /'? ~ 

Dit kan echtor bij reijle ecnheidsvectoron alleen indi0n voor alle 
waardcn vans 

,/'( . k , ,K Ir 
4 .16) ./4 z f _; . . . . \ J : f 

";\, '\. ., /o' W\ 

Hiervan hebben we nu allB0n de eerste vergelijking nodig, dio tot 
uitdrukking brengt dat voor bcide kromn1on de df k voor alle w-aarden 

clS 
vans dezelfde waarden hebben. Daarui+. volgt de identiteit der bei-
de krommen want voor s=O is { I<' voor de ene krormne gelijk aa.n r-t· voo:r 
do andere. Dit is bet andere bewijs waarnaar bij (1.22) verwezen w&rd 

Bij cen algome.ne kromme m:::;n in een 1?1 hecft men eon raaklijn, 
eon osculatiecirkel en de osculerendc ~t , cen osculeraude bol on de 
osoulGrende 7<3 0nz. tot en met oe~ os~ul0rendo hyperbol in de oscu­
lerende 1<.,~ • Op deze laatste hyperbol liggen de osculatieeirkel,de 
osoulerende bol en alle andere osculerende byperbollen. Bij de bere­
kenin.is van do osculerende hyperbol die not eender verloopt a.ls in §·; 
doct mon vorstandig rechtlijnia,e, ~oordinaten te gebruilcen. Want a.1-
lecn voar die ooordinaten stelt ! eun vector voor. Zij nu r~· = fls) de ve:i;-gelijking va.ndekromme met f~o voor Sr.O en zij 

4.11> F({t:!· a"-f)(f- f )Jx>. - ~1 . ., 

de osoulerende bol in fir== o met · etraal R on middolputrb f . Dan 

moeten de funotie . ) 

4. 18} ¢1,id:/ F(/i•i) z ( (N • r )( (?sJ- i ) J1<l - 'i(J 
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en de e2rste n afgeleiden 

K .k 
c;eeft voor I t • 

va..n d io functie nul zijn voor s::::O. Dat 
K • I< k 

J/\ = ' ••• ; 

'JJ, 
J = t :Ln E = 0 de vergclijkinO'en 

" r, ~ 0 

4.10) 

, _ _;e,a,ruit 

4.20) 

ff( . 
c.":i ~ I( 

() K 

j i~ 
I( ., '1. 

c$ LI\ 
0 '?) 

K • 

J ~k '.: ~(kJ 
direc"t volgt r " 

§ 5. KJ::Q__mmen in Cr, ... 
Zij 

5.1) 

:::: Ra. 

de paramctervergelijking van e:on kromme in Ci-, a~~YQ9112, fl_iot noq§.z~-
?.,e).ijY:_!E-chtlij11ig_e coordinaton. Achtcrocnvolgc.ns vormon vro nu do 
voctoren 

5 2) v-'~ dfll'.. O•K S •u" 1 ;y¼. __ l.'t( 'fl< 
• ~ ~ ~ v = _ u ; a gemcen ~ ~ 

"' d.t 'J... ext " ti dt t:i- 1 

en zetten dit proces zo lang voort als do nicuw gowomwn vector nog 

lineair ons,fhanlrnlijk is van do vorigc. 

vector van do rij is. Dan geldt 

K 
Stol de..t l! i m §. n do laatsto 

5 3)_ <:-- h ~.J c~, K,.,..J 
• -3,L tr · · · V ::::. c<. tr . . · I.J 

cl t '\ M I< I\ m . [ 11, \.\ 1 
waarin c( con functie dGr f. is. Uit (5.3) volgt dat de C_ vanV .... u "'-r "' 'I m 

12.ngs de kromme constant is en dat door de krommo in oen ti-, in E."' ligt. 
~ ' 

D2.2,r we dan in die t,m kunnen ga.an :110rkcn lmnnon v1e ovongood m=n stol-

l8n. Vo6ren v1e in doze onderstolling cen andcre parameter s in (dit 
I " t ~s gocn lcngte!) en sohrijvon wet ,t voor de afgcloidcn van 

m::-s.r s , d an is 

5. 4) 

bijgevolg 

I k 
-~ t "tJ 

I\ 
1 2 k ,. 1<. 

= (t) lJ +- t lt 
'). 'I 

5 5) [k, Kl"\] (t' }(1'';· 1) ( I\ k ,.J 
• U . . . . . . . U = Ir ... · tr 

I\ l'\ " I'\ 

woten YIO zekcr dat ex in (5.3) eon bcrolrnnbaro functio is van t, 
r\ ~ • • 

omda't 1·,11me-.:s alle oov~riante differential.on vr:a1 f , ... , ~; l1.noa1.r van 
dozo voctorsin afhangen .. Stollen wo dus de invariantc oio dat s _ zoda-

. lk, 1~.-1 
nig Yrordt g0kozen, dat do covariante difforontiaal van ~ ~- le.ngs 

de krornme ovore.l nul is, dan volgt: 



5. 6) 
0 

of 

5 7 ) ( \') +· \ ) ·t· II ( t I) f 
- • \ ~ . + fj, • ::. 0 

'.h_;l;,_::; vergolijLing golijlo;raardig is mot 

5. 8) ( YH 1) l\ _ 0( <h = 0 
i dt1 d-t, 

De o~loecing is van de vorm 

5. 9) 5 ::; c.1pc-t,)+ c1 

u2.rin t\;ce intcgrati0const~ntcn voorkomon. Bijievolg wordt door do 

inc;evocrdo invari2,ntc uis 00.n r2.m;.;·cEJr op du kro:nm.o v2.2rlic;clc.gd dio 

o.·;i c _,n </rschuivinb ve.n hot m1l:pu11t en 0cn vcrErnc1orinG, v.:::.n do mo.e;t;cu1 

hcid volkomcn is vastgolcgd. Dczc paramc.:ter ho'"' t dc .?,Jfifl .. 0. J?..~§'-lT~tG_'J:'.. 
vo.n dG kromme in £ . n 

In 0cr1 El"\ is hot nLl. gunnkkelijk 0E.n n-vuctor r,£\n t;.:; wijzon, vm:::r-

v2n t 0 constnnte d iffon::nt i;-2,l 11Ll.l is. Ge. dt,::.rtoc tortlg tot oon rscht.-• 

lijnig coordinatonstolscl ( k) m, noGm d0 n contr:we.ri,.r::i.,0 n1:c'.2,tv0c-
k 

toron, die bij dit stolsol boboron e 
- >-

5 .10) 
e I< j 1 V -.1 u r k = ~ 
,.,, l o vch) r I'( * 11 

D . \" I< d I<. an is c e = e = 0 e.n bijgevolg is oak de covaria11te differen-
x " 

tiaal van de n-vector 

5.11) 
(' k, ..• Khd<11f I 
l,, Y\. 
( k) 

h E: • € 
~ ... ] (' I ... 1i 

( d us c,, ::::. ... 1 ) 
1 ., 

(\<.) 

gelijk nul. Gaat men tot een 2.nder rechtlijnig stelsel (K 1
) over 

dan is 
1.._ • • I<. ., C 'k, .. , "'-"' ~ t1' 

5 .. 12) 1~ ' = !':!. c ; t :: .D et ( ES2.. ) 
tY,') (K) at"' 

en f'j is een constante. Men krmha.ts door geschikte .eL1ze va.n de con-
stante C, in (5.9) zo inrichten dat voor ~~n bepaalde keuze van bet 
ooordinatenstelsel (k) 

[ K, H.j r k, ... l~,, 

5.13) U . ... U = G 
'\ \"\ (K) 

Beperkt men zich zoals veelal in publicaties over af:fiene differen.~ 

tir3.a.lmeetkunde geschiedt tot recbtlijr1i0e coordinc1:ten in bn en bo­

vendien tot transformaties met /J = 1 (de specia1:d affine-groep), 
bedrijft men dus zogenaamde volumegetrouwe affiene ii1(::etkunde dan it! 

s o:i-;i de lig6 ing van het nu.l:punt na geheel vastgelegd, zoo.at men aan 

elk sGuk der krornme een 2_,E_e..£,~§-l-_afJ:'ief.L~.J_9_n_gt~ kan toekennen. 

Geldt (5.13), dan vindt 

( 5 .13 ); 

1,::en s eenvoud ig 

:- . I 

5 .14) } 
L' ~ (---;::;.:-;-) ' = ('U . . . lf) 'I. dt 4- C 

" \") 

uit (5.5) e;, 
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Uit deze formule zien we dat seen differentiaalinva:riant van de 
n•-de orde is. 

T,,et behulp van de affine parameter gaan we vergelijkingen aflei­

de11 die enigszins op die van Frenet in eeo 7i\1 lijken. Zij {'\ 0 ee.n 
c-J 

:9unt van de kromme. Kies dan aldaar s=O, da.n is s Oi) e~.n constante 

factor na vastgelegd, Kies vervolgens in en enig E..E?..9..Qt)J_j,r._i.,.g ooordi­
netenstelsel ( K) en laat verder alleen transformaties met b. = +1 toe. 

~)a2.rmede is dan s helemaal vastgelegd. Dan_ hebben we de speciaal af­
ficn invariante vergelijkingen. 

[ \-<. K 1 s . 1 5) L ·u · u. ., -· :: o 
ol~ I\ " 

en bieruit volgt dater een vergelijking moet bestaan van de vorm 
t 1, t•, '\ 

~- U,, + Ii 'U. +- , • • + \-; 'l.t -=-- C· 
d~, n "n-1 \""\-1 'I 

5 .16) 

vmarin k , , \'< functies van s zijn, die men als speciaal affine 
I\ I'\.\ 

eerste, tweede, enz. s;eeciaal aff iene kro.EE.'!lj.n_g_ zou lmnnen opvatten. 
--, . 

J\'ie.c::r de analogie met de formulss van Frenet in h 0 1s slechts z0er 
oppervlakkig en het is niet zo dat deze krommingen ov&r zoudE:ln gaan 
in de gewone indien men in ~ oen fundamenta£>,l tensor zou gaan invoe-n 
ren~ Wel blijft waar dat k , , _K , als functic.:s ve.n s gogeven, de 

'\ r, • l 

k.romme op speciaal affiene transformaties na vastlegg0n. Beschouwen 

we daartoe de differentiae.lvergelijking van de orde n 

7... + k 1... ~- • • • • -1- k "Z. -:-:. <) 
(n) ', {~•-tl ,,-1 

5 .17) d~1 ct't 
X - ----

r.. Ll cl,:-,'-

voor een functie z(s). Stel eens dat we van dEZe differentiaalvE.:rge-

lijking n lineair onafhankelijke 

blijkbaar 

x r; 
oplossingen z , . . 1 z bell.den dnn is 

(..I r"". 1~, :•.nJ 
5 .. 18) __ J. -C 1. ~ 1- ~- o 

cTu ('1) ( l"H) 

betgecn men ook kan uitdruk.ken door te zeggen dat de zogenaamde 
1 I: 

;ifro_Esk:i_§,che determinant van z , - ... , :z_ 
, ., q I 

5 .19) 

z:. ' "-
1 

I_ . 
( 'I) 

n 
I. 

( '\) 

1 
e8n constante is. Iedere homog0,no linGaire ftlnctie van z , . • •, z 

mGt constesntG coefficienten is we0r ec:n Oc-1lossing en men kan dus 

11 1· ·k t 11 zo ki·e·,zendat die determinant ju:Lst = +1 is. gema~te lJ z , .•. ,z -

Dan vo lg·t echter, dat 

5 .. 20) 
.,f~ )--l ·. ((·"· \ 

; (.'., • A = constanten ; JJ ,::t ,1..,_.. • A- , :::. + 1 

de mGest alg0mene o-olossing van (5 .16) is bij gegcven .. ~ , · · ·, ;; 1 , 
- k ~~ 

diG tegelijk aar:. ( 5 .15) voldoet. J)ae.r echter t,1t = ~ ~ - volgt vmgens 



CK 
s=O voor E =0 

. ,.-..) 

5 .21) ~ k 
(_ 
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k S ~ 
:::C.AJ1.d~ 

(,,; 

_ le kromme is dus inderde,ad op GGn spociaal-affine trs,n::.iformatie na 

vastgelegd. 

Intussen is er een ernstig bezvraar tegon dezo gc;hele behandelinge~ 
Y, I ):: \' 

vdjzc. ten kan eens alles gaan uitdrukken in v· = ~-~- E;n alles uat 
" --H 

dssruit door differentiatio naar de algemene 

kan. Ingevolge (5.5) en (5.13) is 
[1 nl ~ 

5.22) - ( Lr V ~) ( nt•i 
'I '(\ 

pc.r£.~mctcr t ontste.an 

cl s 
c,\ t, 

en bijgevolg is ~\ , vmarvoor ·He ecns tp (t) zullen schrijvon, en 

bekcnde :functie van t. ::Oiffsr0nti.s.tie ne,e,r t met 1rnnto1: r-::,anduidende 

krijgen we dus nu 
\) 

5.23) 

k. 
u 
:_ k. 

u 
->K 
\.J 
'! 

,, 

1-1 

waaruit ws aflezen dat ~ vsn de orde L-1 in w is 
L k I 

ze:lf van de orde n in t is, v.sn de orde l'\ + l - 1 
k c~ .~ 

bijzonder is U van de orde 2,1-, in!,". Bier volgt ocn 
lH-1 ("'-

Ord en der termen vvaarin zich de U. 18.ten ontbinden. 

5. 24) 

l< 
{)_ 
Y\ .. \ 

u"' 

fj \~ 
'l 

YI 

~.+ I 

tH·l.. 

2 h - l. 

h1-.:i 

2n 

1, 

zr .. 
n 

l'\·H n 
' 

i.. ri-3 1.n- !,;_l 

tn.l 'U-1 - .) 

·.1.1·1 - I 1.rt -

'<: '" k 
tr t,} V 

i~\ ... l n -i ,., 

\'\•.;. I 1-'1 

11+1 l"I + ' Y'\ 

'l ¥) +3 h+,l f~-1- I 

on1dE:,,t Lo 
I 

• In bet 
t2.bel van do 

Om de orden van k , ••• , \,; te bepnlen berokonen vrn deze groothe-
1\ "_, 

den in (5.16). Ingevolge (5.13) is 

5. 27) k 
[t 

:::. - H U. J i ~ /J • . . l 11 - I 
\, 'I 

In het alternerende product 
!<. 

termen op: in u de term met 
" 

U K u~tr 0 der elleen de vol~endE v nn . , . . • , . -.;, ·· -· ....., 
I,\'\ kY\·1.-I Is_ .'7·, 

n 1.· r. ,, do term met 'l.i , enz. De"'c: 
~ ' - . ~ 

zijn alle van do orde n. In t:\ ._/ .. ~., tikkunnen nu verder nog te:c-
" ,. I \,,-H 'I"\ k . k , 

men mot U"" , ..... , v '-<- optreden. Da2.rvan hc,.:.:ft J\ in ~.-1 do hoogste ord,:• :' 
"· I \\ . • 1 · R ~ 

namelijk n+i+i en daaruit volgt dat ¥, van de orde n+1.+ is. 1.eSUJ.•• 
\, 
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tt:i,e.t is dus dat we lo,ngs do kromme in elk punt een specie,al affien 

i11v2.rient met de krommo verbonden stel van n ve:ctoren hebben van or­

don, diu ten hoogste n, n+1, •.• , 2n-1 zijn en dat do tGn opzichte 

van doze voctoren berokende "kromming0n" k , ••• , '" ton boogstc van 
'\ \'\-\ 

de orclen nJ n+-1, ••• , '-h-1 zijn. 

Men kan nu natuurlijk vregen of het niot mogelijk is stollen 
ve.n n vectoren van lagcre ordc tc vinden, die tJVeneens s ci1:.al af­

fio:i.1 mE:t de kromme verbonden zijn. 

Wintcrnitz hceft be:wezen dat voor n == 3 

5.28) 
1< 

i 
'\ 

,~ \•. 'k k k k •. k. 
u 'l }1, 1, - u. + "/ .u , - l - L/ '\ 
'\ 'l. 'l.. ~ ) 

GbD dorgelijk stel van de ordon 3 1 4, 4 is on dat 
("'- ,._ 
J ''l! :: 
~ ~ I\ \x ){ 

,';' i,::. -i '/'., .j. 1.,k. 

'Jj -~/ =- ~ ~ \ 3 { }f~ '!, 
5.29) 

cl~ ;, 'l. '\ ' .. 
waa,rin { = - J; k J i. = 'i½ dj_ - K • De coefficienten { en { zijn 11U bci-

" '1i'\ 'l '•al:, '\. ,\ \. 
de v~n de vijfde orde 1). He·t zijn dezu co~ffici~nten on niet ~ en 

Y, dio men voor n ::: 3 bij voorkcur spocic.al-affino krommingen noemt. 
'\. Lav.t mun de oonditie 6. ::: 1 vc,llen, dan blijkt uit (5,.14) dat els 

t1 .--.1 _,__ d 
zich t;ransformeert als ( 1J • • • ;i) -)l"n , d .w. z. dat s bij trans-

_r_ •· ,.,_ "''\ 

forrn2,tie een factor /J("{.') krijgt .. e:ls is dus een scal~,iro 6 -dicht-
' I I 

l10id van bet gGwicht -/( n:')· 

1) Zie voor verdere bijzonderhoden Blaschke Vorl.Diff,.Geomotrie II 

blz. 76 e,.v. 
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§6. lnvoering van een lineaire overbren~ins in eenX~ 
Bij de behandeline van een kromine in nren l Zien we dat het 

' l'I 

hele proces daarop berust dat men in die ruimten een vector paral-· 
lel kan verplaat;..en naar een naburig punt. Ook al 1::,ebruiken we 
kromlij nige coo'rdinaten dan maakt die parallelle verpla.atsirlg het 
mogelijk de kom.riant~. differentia~l te definieren als het ver­
schil tussen de naar het naburige punt versctove11 veldwaarde E:n 

de oorspronkelijke veldwaarde in dat naburige punt. Men zou dus 
in een X.'f\ eens een dergelijke parall~lle verplaatsing voor iedere 
richting in ieder punt ku.nnen gaan voorschrijven. Dit noemt man 

het voorzien van Xl'l van een 12,s,:n&.9.£~allelle ver12lac.tsing of ook 
wel een ,Qyerbrengin~ (displacement, co1mexion, Zusammenhan~). 

Door een dergelijk voorschrift worden naburige locala l Is u.ie cor-
n 

spronkelijk in Xn 11iets met elkaar te maken hadden tot elkaar in 
betrekking gebracht (vandaar de 11amen connexion en Zusamne11ha.ng). 

K. 
Beschouwen we in Xri eerst een contravariant vectorvald V-

k ~~ ~ II c"" .J:lo: 
Is U- de veldwaarde in ~ , dan is ir -<· d. IJ de veld1iaardE: in ~.;-+d~ 

~ ·1" !,~ c:11 

Noem :nu volgens het voorschrift pseudoparallel van,'; naarj; -1--'¼ 
I'\ * k. I< • "'- c-~ 

ver:plaatste veldwaarde V- + d U- • In £. + d ,s bestaan nu twee 
veldwaarden, de· oorspronkelijke U' )\+ d il~1 en· u" + ~--1 ·,/~ • Het 

~ -'A( l'I 
verschil van die twee d u· _ cl. u is de covariante diff-.;rontiaal 
van V- w. • Inderdaad is di t een vector. lmmers, V k +- d 'l./"1<1 is een 

t,. I( ----i<I I-<, I I<(' 

vector in € + ol ~ alwa.ar het veld A,. de veldwa.arde A\ + d A , heef t .• 
c-' ~- f\ n ~ 

Bijgevolg is 
6 .. 1) 

en dus 

zodat 
I I 

x' * I< I< t,;. "" ,._ 
6. 4) d v - d ir -::. A. { cl v- _ d v ) 

waarui t het vectorkarakter v;n cl tJ'\,\_ d 1t blijkt. Di t versc.J:lil is 

trouwens niet.s anders a.ls de dif'f'erentiaal van u-"" geziea van tJ.ei 
standpunt van een waarne~E:r 1 wieps ooordinatenste}.sel l?S.§.UdOJ)araJ::~ 

lel wordt VtlJ~:a~~v;;tst. 
We bf.:!palen ons nu tot lineaire overbrengingen, d.z. oveJ:•-

brengingen voldoende aan de volgende voorwaarden: 
1. Is p een grootheid ( indices weggelaten) , dan is J" q> 

een grootheid van hetzelfde soort; 

2. cf(tp+ 'VJ -= o<f>+o"lf 
3. cl ( p ·tfl} ={o t]?J 'I' + } t 4' ( regel v.an Leibni t21), ·· 
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4. C~ ia lineair in d.J~ 
5. de regel van Leibnitz g;ldt ook voor overschuivingen; 
6. is cp een scalar, dan is f ~ :: ct~ 

Uit (1) ,(2), en (4) volgt voor de covariante differentiaal 
t . ~ van een con ravariante vector tf 

_t-, k l\ r k >- _, E ;i. c ~ k r k }i) d s-_ l"-
6. 5) CJV' -:du+ r)i 'l)a.~-:: Cft)+ f)," ;:, 

waarin ~: een geometrisch object · met n3 kentallen is met de 
transformatiewijze 

1<' k 1 f~ I~ f)i k 1 

6. 6) r1A, = A k tI "'' rr "II _ A r'N 2,,,. A,. -= 
k1 f A k k' ~ 

=Ak.r'h'rfA + ~11c)r,A>..1 
rk , 

Blijkbaar is ,-..ll geen geometriEche gro.oth~id 
Uit (5) en (6) volgt 

},, ("' ). ~ ). ,J ), 

6. 7) d c v w >- > :: o < tJ ur"') =- d. u- ur-.~ .... rr.,, tr w >i + u G' w >. 

dus 
6. 8) ~ w..,. = ol W'?\ - rtt-~ Vi t< d J,,.,. :. ( df-w,\ ... r'4: W"k) dJ r, 

en dus ingavolge (3) bijv. voor de affinor 

6 ) r" pk (. 1c \< f.) j' f'" -pl\ 0- I< ) £ f . 
• 9 Q • l v : c) t4 p • A ,J + It" j • ,i \I - f.>i • jV - ~ v 'P • ~O"" ~ 

Voor elke index boven (beneden) treedt een term met positief (ne­
gatief) teken op. De uitdrukking tussen haken in (6.5), (6.8) en 
(6.9) heet de covariants afgeleide en wordt gesymboliz3erd door 
het teken "JP. 

6 •. 10) 

De ui tdrukking 

6.11) r d1 r ~ 
transformeert als volg{ - r l 

~f, = A tt r~ _ /l/1<1 ~,,. AwA . 

::. A~, t;_ .. a,,_, log A · 
.en is due eveneans een geometrisch object maer geen grootheid. 

6.12) 

Ui t de tra.nsformatie van een n-vector w~ •... ~"volgt, dat 

6 13·) A\ ..... :\· I A' 1\ h M• A-'w. · • · W-,, · .. •:: 1• 11'\' ij(t\ · · ,. =·ti. ,,. ••~n' w1-,.J1 =- , • •• n 
.... J:J • fl\ ' . ", •· ... " .. 

e~ he't kental.W., .. ~kw;i due ,ook word.en opgavat ala :tteti.tal van -een 
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scalaire /j -dichtheid i'an het ga' 1icht + 1. Nu is 

6.14) cl w _ d w . r i w JE.f A, .. •.\t, - :\, ... 1,"-n p.i!\ .!.,•••A".,p]ll.5 
en daarui t vol gt dat het 1 ... ... n -k0ntal hiervan is 

6.15) '~' r / Y-L /~ ,1i [J . ]f' cl.{\ d Win··· () l<1. 1 . .. 11. :::: C 1),.l"j_ • . ii. - / I. ' -:,~ 1_ • , •• ) 

Daarmea hebben we eohtGr de covariant.:: dif'ferentinal van een ~calai1·,:, 
6 -dichtheid van het gewicht + 1 en dus in5 ,svol (3) cok dii;; van 

e~n scalaire b,, -dichtheid van willekeurig gewioht gevooien. 

6.16) -8- Of :: d CJ - 1/ ~:~ 07 c1.§_i' ::. ( ~ .. c:7· - :R ';:'_) cl r~. 
I I ~ - / ' ' Precies Gen dergelijke formula geld. vo6r 6awon0 soulair: diohtteaij 

Hierui t volgt, dat voor eEn affinor /J -dichtheid of affincr-dichthuiJ. 

/) ~ >. v~ het gev\Tieht; P geldt : , w ;, .;) k -•· I' .0 

-·, d . J . >, == ( ~: l< .. ~ + J~,, /\/'· .~ 
l!;en xh met i;;:;(l;l'.l ·11.f1ea1rc OV:drOrt:;nging 

Si£IT1I110~.£E: , d • Vl • z. is de r:Sf iEQ.£ 

De sluitvector van B naar A. is dus juist i., _., .ii • d cl . . S •. K 1}' t'A 
/ ,, :! 2. r 

We vonden reeds dat de overbrenging in En en R,, , diiJ bij de aldaar 

be :~t3.ande gev1one :pnra.llele verplnatsin6 behoort op kromlijnig& coor­

dinaten tot symmetrisohe _J;;~ voert. Een £11 en ec11 Rn zijn ,lus Speciale 

gevallen van een An . Eerst lutor zullen w..; zian wmmGor 0011 An 0e11 

YI"\ of een 'R 11 is. 

Men kan in een ~n in plo.ats van e0n overbr6nging ook a11uoro ding0~ 

invoeren, bijv. aen maat voor het li j:i.10l0r:10nt. Do(::;t nwu di t voor (,jun 

reoel tensorveld ~Al!'. van de rung n te gev011 en de h:ngta v:m eon lij.E-· 

element d l J( vast te leggcm door cle vergelijking 

~ qJ 
6·~'.) d~ : l(~Ak dJ, 11 ctjl()'~ ,) . .. _ 
krJ.Jgt mon een ruimte met e<Gn 11 kwudrat1 che maat 11 (1:11. t quo.a.ta-

Massbestirnmung), die Vn gonoamd vrordt. Ke.nnelijk is i0d1Src 

locale E,) in Vn eon Kn en is eon 7rn ecin specianl geval vun eeL ~-

d 5 hect de lcngte van d).K Is d,;:; fund::unentaal tensor indc.finiet, 

kan de lengte van een r00el lijnt.:ilc;;r;10nt nul wvrdon. 111 de loc:i.lc 

vullen deze lijool6raGnten de lQQa;l.e rmlkwe.E~, dk het +-gobi0il 
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. ~a~r ~A 1< c~" d~ ii< )t> is schuidt van hat -gt:biod, Wtinr ~1\1< ,AJ "t!§ K< o is. 
Een krommo · in Vn , die ov~rnl P.1n de loonla nulkug~l rnakt huet 
eon nulkrom.t·:.,:~. Is de fundamontno.lti,;nscr ,h::finiet, dan kom.on er gucu 
rdale nullcrommen voor ( lot op dat de tunac,r ~"" nl tijd rt1oul e:;edacht is). 

~AK hect de covnrici.nt,;7 funo.sm\;/nt1.al tt:nsor J.ur ~ • J;?;Vennls ill R r; 
ka.n~kA en z.ijn omkering 9"" (do contravt!riunte funda.menta;:iltunscr) wor• 
den g0bruikt voor het op on n.3vr ho.len van inJ.ioe:s, .;1,;;n proccs, do.t n1 ... 1. 
11...,fst 41:!.ecn toopast cp groothtJdun. v .... ooaur dat man bij Larccj11 .... l.4\Jn 

.rli.Jt gaarnc indices rccht bovo.n elko.ar Z1;;t. Bij nlgum-Jnt cbjcctc.n bijv. 

():',; iii daart0g0n geen biJZwo.a.r. 

Aani.sezicn do locale E,, in i0der punt van ~ iJon R-,is, g..;;ldt nllcs 
. wat in §3 over lcngten on hookon gezGgd is in it3d<Jru loo!lh: R, 1 • 

De belo.ngrijkste .:;ig._"!jnschap van viJn V:1 ia dat door h..;t v1.,;ld~Ai< au•· 
i tomatisch oen symmetrisohe ovorbrenging !J. ~; is vustgel..:.t,d, Vk. baho .... vi..1~ ,, ,
1
: ... · .. daartoe alechts td eiscn dat 

i, 6.22) 
e.n ~ YAt< ~ 0 

~ - - --

;m.t (6.22) volgt nsmelijk 
'i' 6. 23) f}" .Jl • o. 

t 6.24) 0 ,-, /J r~ 
~ /"' ~Jlt< : ,....,.,_ 'JfJ< + 'J"K ~,->i• 
i :Sehandelt men deze vergdlijking op d13ZC:llftlo manior a.ls 3.39), dan 
f•olgt 
1 6.25) r J< J k } ,1111 I/ "v{d J d ) 

'"' )\ :;: 1/' >. = '" '1 7' i 1). ,. ~ ~ v - ',I~" r . 
1 Met bchulp van de covarianto differontiatio kun oon kromme in 
~racies op dezalfde manier -wordon beha.ndo.ld ala een kromme; in 7?,., • Allc 
l ~ 
:'formulas in §4 voor kromlijniga coordinatdu in rrn blijv~n t:icldi;;n. 1-.lleun 
'.:ti:&i~n .. nu n'1:t 1urlijk da raaklijn, het osculatiiJvlak, do aaculJrend\) 
.ia de verschillenda osoulur0ndu bolldn sto;.;ds in du lokal;;; Rn van het 
beschouwdc punt. Immcrs, in¼ beataan g~~n r~chto lijn~n, vlnkk~ uit­
gebrcidhodo11 of boll...m. Is H over.al langs ·~u krcmmo nul, d;.:~J.'l. sprcken 

. ,e V:J.n ce;n goo..;:~ tL3ch-:: :..._lijti. D...: vcrci{llijkinc; luid.t 

6. 26) !._ dJ/' .. cJ \f< · ,-i-, '< d f '' d ,!:. _ 
·ds dT - c:fs1 +- 111 ~ r:;t;- ds ... 0 · 

F: Aungoziun ac llngenti~alv~ctordJ/dS zich due langs do kronuno 

t•.· oudoparallal vi::.rpla.atst js ci.;n ;,:/JOd.~tis·oho lijn in do EP.:.st ruohto 
:ijn cl.ic in V,, ken bcstaun. Man k:m ;:;chtol.' uru1.to1i.;;n d.:t i.n o..:n V,, dta e;00-

j~tisohe lijncn tuvens o:x:tromalcn zijn, u..w.1::i. d.c m.:;oat lcorto of d.c 
·' eat lan e krommon. Di t staat in vi::irbnnd mut lo beeJ,rippvn in d.o vole$.;.i-'~ • 

§ ontwikkelcl. 

§7. Do uf~oloide vnn Lie en di9 vnn LaS,1:~nso. 

, A. :Oo a.fgeleido van Lie.Stol d.nt in c-...n 0 ;;bii;;O. van Xneu11 oindig 
'••e.1 veld u~f'ij'}gcgovon is. Do ovGrgruig j'..,...j~ .,l(,t hoot d.o.n uGn infinitll.- .. 

o :punttrnnaformatie. Busohouw nu Q.tl d:i.ff.;;runtinnlvorgoli.jk;lng 
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7.1) <i}~ :It ,/,I( (n'>') 
cl c i ·l . 

met d0 beginvoorwaarden 

7.2) 111<.:~"'vuovlso 
Wordi .. de oplossing ontwikkeld in machton van t do.n onstao.t 

• 7.J) 11K % J/r; + rK(J)))i ~. •. • 
Gn d1 t stel t c,,01.eindige punttransformaties voor, die een £S._nl_2.,digo 

( d-.. i • con grocp mot 1 pc1ramotor; hi Gr t) vormen, dio naar mJn zo 0t 
door de infinit0sir1ialc transfor.11atie u1\:(e wordt Y.£2.rt,gq_p__rnch_'"(i_ ( orzougt). 

Bij aangroeiing van t doorloopt ieder punt j K een §_t__r.99p.~J..j_g van bet 

veldyK. De stroomlijnen zijn dus voor de transformaties (7.3) inva­

rian-t;. Ma2.r men lette er al vast op, dat niet iedere pun-ttrs.nsfoJ matie, 

-die de stroomli;jnen invariant laat, tot de g:roep (7.3) behoort., Dan 

Zoll.den er immers meer c.s.n ()()1-trc,nsformaties zijn en bovEJndien levert 

, VJ( =fft_pK wac,rin () een functiede·r!Kis, in plaats von v•<==tt-<een a..ndere 

differentiealvergelijking met andere oplossingen. 
Een veld~~ levert dus stroomlijnen en een bepaalde groep van 

punttransformaties. Zij nu 

7 • 4) 'li< = f K (I A) 
een Vc:Ln a. ie punttransformat ie,s en 

7.5) 

de omkering. We introduceren rm een .nieuw coordinatenstelsel (X') zo­

danig dat vool' ieder :punt! k de coordinaten van het beeldpunt t .o. v .. 

( K'), dus de ?t( 1numeriek gelijk ·zijn aan de J K• 

7 • 6) '1 ~ I = $ ~ f l ~ ~ ~ :' r ,; ( ri i\) . 
I)aarmede is da.n de trans format ioformulo voor de overgang v2,n (1<) ~ ( KJ 
gegeven: 

7.7) 

Vullen we nu voor l. ,., de,.., """'l ··t ,,L...\' ~J.J. ,, l -o 

•" I • 

7. 8) 
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Stel nu, dat er enig veld bijv. P : '; µ gegevon is i:n X • Dan vormen 

I< i,. :l. / K' ~I n 
we ecm nieuw veld f. ·,,# , zodanig dat de 1centallen f. '·t' in bet punt 
°I'! K num · k · 1 · · k · · · d k t , 1 1< ,\ • ·, K '1 orie g0 J.J ZJ..Jn aan .·· e ,\ c.n a..1....1..0.n ! . ·J-4. in .) • Dit proces heet 
hE:t mseslepcn van het veld f ~ ·f¼ door de punttransformatie (7 .3): 

~P..!?~§.egesleept voiq_ t •.2..~~~egeslool2t coordinatonstel!3el = 
= ls.2.r1j;.5:,J.len oud yeld t.o.v. oud coordioate:nstelsel --· ~--

k }- A 
In:1ic.;,n ;:iooht blijken, dat ! . ·/ = f ~ •/~ dan verandort hot veld niet 

t :r~c.:esl~pon en het heat J..g_variant bij q_~u11tE?_::!~.§.f2!l:i1atie (7 .3) 
Sohrijven we dt in plaats van t in (7. 8) en lat en we de tormer.i van 

ords i1eg dan krijgen wo bet Eitolsel ( !·() dat uit (lt) ont□ taat 
mce;s;2E._en over 'l!l<di;. : 9 I< "'- I( ";) 1<' 

,5 ::::d K'] +- U 1<:cll 
", ' .,.1 f ..,, I' ~ <: ~ t ,, Y, 

..... ; ::: Cl (~ S _ 1 l-< l\.f d t, 
vragen nu naar de k.entallGn vr:u~ cnig v.::.ld P ~;,. dat over vr<dtwordt 

leept. De kentallen van dit v::l.d t.o.v. (1-<') inJ\v1<c1tmoeten nu­

gelijk zijn aan de kcntcllen van hut gogeven veld in ~K. Bijge­
zij.n de kentallen van dit n::.•"'t,,,We v0ld in !~dJ1\.o,.v.c·(K) blij-

(7~0) ·Ap'K r,. pGI no- ( qp ' p , ·;•11< , I( ' .,....,6' 
., 1\ tJ ' o f' c 1-· , f :::: h )I - u ,),'V d f-J ( -, 6 + ~c:- V cl f J r- . p =-

P K pl< ' P1J r)o'" :s. t( = ' A - . 'f U 1\ V . ('( ! i" /· , Ji Vo-- '1; dt 
Om de kentallen van het niemrn veld in 5 ~ te verkrijgen moeten we er 

\//\~1 p,~11 clt. aftrekkBn en voor de veldwaardo in JK krijgen we dus voor 

rnoegesleepte veld 

l'iK /A- :) p k: p K' ''I p p r , I< 
r--. A - 1/ :A . .,\ - , f d).. 'l) cl t 1- ' f) (JIJ '1} c) f. 

Dit is weer eon affinor en daarui t volgt ,do.t de uitdrnkki.ng 
( 

,vi 1 p1< p.11' , r pu ~\ '') it 
/'\J .,. fl? , r\ T • f 0), l) • - , l\ VG' '11 Ci . 

en affinor is. Deze affinor beet do Lie-diff0rentiaal van bet veld 

R11 ,\ t.o.v. bet veld (IJ:,;dt. De affinor 
-r, T"') I< ch f fa 1 ·p I< p 1< '\ /J r... (i ·\ f<. 
-1.-1 r . ;\ = 'l.J Ch,. ., . 1\ ,t , /.) o )i v - 1.... • 1\ i, (S' 1.1 
L ✓/ I 

et de Lie:.afgel£1:Q.£ van P~;it.,o.v. het veld-ti~ })it is oen differentaal-
- . K I . 

nsta.nte van de twee velden P\en •11 • Men latte er op dat voor 1$dere 
dex boven (onder) een term optreedt met een negatief (:positief) taken,, 

N2t a.ndersom als bij de convarianteafgoleide) 
Een veld is ~an en alleen q§n iBY§riapt bij alle tran~f~rm.aties 

r door d~ infinitesimalo transformaties ,vl<cttvoortgebraohte groelZ, 

dien zi ·n Lie afgeleide t .• ~. /IJt<. overal nul is. 

Yoor de Lie afgeloide geldt: 
1. De L.A. van een som is do som der L.A. der torme.n1 

. 2. De L .. A. van een vo-u.wing is de vo~wing van de L.Ai, 
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3. De L.A. van een product of overschuiving is onderworpen a.an 

de regal van Leibnitz; 
4. De L.A •. van A~ en van vi< zelf is nulJ 
5. In een An mag men in formules als (7.15) overal (tegelijk!) 
), vervangen door ~ (be\•1ij s di t voor het geval 7) 

Voorbeelden: · 
7.1() Scalar: 

7 .17) Vectoren: a) 

b) 

7 .:18) p-vectoren: a) 

b) 
. 
7.19). n-vt:,'1tor: 

D s :: rv- )I.. ?J s 
L '}I' 

~IAk'-= l'\JJJ.. ~ L-1 K -· U ,.u~.1>. V'K 

p 1,1,, = 'I) j>, o.r 1..>,\ .,. ~-"' u 11 '\)f-
~ I<', .. :\ .... µ[ Ii ,.l<p t<,J e\l' .e: l'ij"" "'1,11:'1·•"'/> _ p U •~ ~-1,J • 

Dw. - 'IJ>" J,. ~ +p .-.i ', vf-L ";·i-p• ,, .... IC',··l<'p '""'}-1.[1<:'l .. ¼<l)ok,)_ 

11w -· 'c} (f\.lµt10, '.'I) 
L i\"~r.- ~ 11 1 • • /Jr, 

b-dichtheid of dichtheid gewicht + 1: pq= ~(Ol 1\.1 1) 

affinor /J -dichtheid of affinordichtheid gewicht # : 

7.20) 

7.21) 

'J2/J71i == ,vP ~ /J 1
~;. ~ /) ~f' ?>,. vf_ p ~J-. uo-- v K + f /J,K/' ~ v?. 

De formula voor de dichtheid wordt afgeleid uit die van den-vector 
op dezelfde wijze als in§ 6. 

B. ~e afseleide van Lagran~~. We moeten eerst iets weten over de 
transformatie van ruimteintegralen bij overgang tot een ander ooor­
dinatenstelsel. Neem bet eenvoudige gaval n=2 en beschouw de inte­
graal 

1.22) l'ru,.:> > ,,i. c,1:J 
in gcrwone Jartesische coordinaten over een gebied r,_ van bet X, :J -
vlak. Daa7\ij de bekende indeling in blokjes 

7.23) ~ 1 
"' . 

Ga nu bijv. over tot pool coordinaten 

7 .24} x =fcos <f 
y =f sin f 

Aangezien 

7.25) dx = cos tf df'~ psintp ,,~f 
dy = sinq> ~F ,. f cos lf> d f 

is de funct ionaaldete:rminant gelijk aan p, en de functionaaldetermi,, 

' nent van de omk.eri.ng x,y ➔ r If , die we fl zullen noemen, gelijk aan 
p- 1 • Dezelfde ruimteintegraal kan nu ook in f en <f geschreven wor-

den .. Zij 
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7.26) 'rrx,j) =~If, <f) 
den komt er weer een indeling in blokjes en de inhoud van een blokj f-. 
is fd,f df. Bijgevolg is .. 

1.21) ~~rJ~ 
✓~~ ..,,.;:;::-----· 

1 J:·(x u) c) x r.b1 = f /J G /,~ tf) d/ 1 le, 
r: I J ) )1 i j , i 

t ~ 

7 .28) 

Daart.1it volgt dat bij de overgang )(,'j-; (., f de integrand ee11 fac--

tor /J~ 1 -=- p krijgt. nat v1il zeggen, wll de integraal invariant zijn, 
' dan mo_et de integrand een_§,cA-lcire /J -di chtheid van bet gevricht + 1 

~_ijn. 
We gaan dit nu algeme0n bekijken. :Ee.n contravariante n-vector 

in E>i stelt en ruimte-deel 1,:1et een sch:roefzin voor. Een infinit,Ai .. 

ma.al ruimtedeel in X,1 is C::.,lA, met de schroefzin die daaraan HO!'::r.: 

toegevoegd door de na·~uurlijke volgorde der coordin8..ten 1 ee1: -.:?c.r:,!''· 
...if ff, . . K., 

variante n-vector. Scb:rij ven we daarvoor M dan kan c1s :..n • 

tegraal I "" ,j'k,.-k.., 
1 t7 (f.1 7.29) 

Tri ,_ 
alleen invariant zijn vranneer o/ een scalaire /J -dicbtheid v-~u::, !.::.::>i.: 

gewicht +1 is~ Want optelling van grootheden ::.n verschj_lJ.e;r;c::=" r_; 1J~l·· 

ten is in X1o. alleen mogeli.jk voor scalairen en voor n-v-. Jt(,:r· o 0 ., ·'ft., n 
dichtheden van bet gevdcl:rt +1. Het kental c.1 ka.n zoals v;0 ;;ro8-· 

ger zagen ook wordel':i orgevat als kental van een scalaire l -d. ic:t.t.,. 

heid van bet gewicht -1, zodat zich dezelfde integraal oak l2,a1; 

schrijven rv 

1.30)~ £of a/ 
waarin cl { die Ll -dichtheid voorstelt. (7 .. 29) stelt voor de liF1·i.n ,; 

van een optelling van n-vector Li -dichthec!. .L'l in verscbillende pt,,:.,­

ten en (7 .30) de limiet van een optelling van scalairen •. 
Iedere n-vector laat zich schrijven als alternerend product v;:: 

n veotoren. Zij dus 

f K1 • K,, I ,,. [_' k, I C K11 J 
7.31) d. -:::: n. cf? .. , c ~ l:J n;) 

waarin cljc; ... , cl $.1< willekeurig gekozen lijnelementen zijn. Ki:;z.,;;;:• 
l n/} / 

we nu de lijnelementen zo dat 

-
7.32) d '71 c:i ~lj 2 -=: o d J h~Q J :::dj ' ' l .) 1 ◄' l \ -

l .1 
d { - e> t~'l =- ,JJ'l .i c\ ~ \,o 
~ :.i ,_ 1. <' 

• "' "" ♦.; ..... 'i >-• • 

d ct. d ~ 'J., :. () d ~'>,,..,~ cl-~~-
th. j -: Q •· ... , ., . -

n, ('-' if\ h, 
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wat daarop neerkomt da.t we de lijnelementen net langs de cC'lordinatten 

krommen van he+ stelsel (K) leggen, dan gaat (7.31) over in 

7.33) f , ... n;::::. d r1 t ~,.,, 3, ... c~. 

en de integraal krijgt de vorm 

i rv , C 1 ctn j q cl ;:> ~ . . c.~, . 

Tl'! 

7.~4) 

behorende bij de blokjesindeling geg,:;ven door het coordin~i,tens-telsel 

fK} We gebruiken in het volgende een stelling over ruimteintegral,(I' 
afkomstig van Stokes ( ook genocmd naar Gauss en Ostrogradski). Is ':'ie) I< 

een con+.ravariante vector /J -dichtheia vq,n het gewic.ht +l, dan kan men 

bew~j zen dat 9t"J6'1~ een scalaire /J -dichtheid van hetzclfdo gev;icht is. 
Nu is een elemen-f'Je van de begrenzende f',1 _1 van Tn ecm contravariant,J 

(n-1)-vector, die zich ook laat opvatten 01s ecn covariante vector 
~ 

LI -dichtheid {A van het gewicht -1. De st elling van Stokes'"}kegt nu dftt 

wanneer een aantal voorwa.arden ten aanzien van het veld <'t'j en de be­
grenzing l,11_, vervuld zijn, 6e id.anti tei t 

7.35) 1 ~'}!Y' Jl ~ I -Jf c1 l\ 
rn 4~t 

geldt, die de ruimteintegraal omzet in een iniegraal over de t,egrr.}'l'l~in~, 

Opmerking verdient dat deze identiteit steeds geldt wanneer maar 1'}/'l K 
. 0 

en de begrenzing aan zeker analytische voorwaarden voldoen. Het do~?"!; er 

niets toe of 1~ K zich werkelijk als vect-or-Ll ... ~ichtheid transformeert .. 

' Alleen zij n de twee integralen dan niet meer invariant, wat tns heler.iai• l 

I niet kan schelen, bijv. wanneer vri.j niet van plan zijn andere coordim1.:te•:·"\ 

te gaan invo eren. 
Om nu de afgeleide van Lagrar.ge ·te dc£ini.P1·en m(;> .. k1c,n ,,u, ne volgen-:i ," 

~ • :i -1:;'1.-
onderstellingen. Zij 't'A; ./1-.:: 1, . ., l\l een st1.:!l funct1.os van c,e !:, en 

lat en p11J" , p_l\. 11/-, , ... staan voor ~ p JJ , dv ~ r:p,A , enz. La.ten. deze fun,:·· 
ties eedefinieerd zijn in enig gebied van Xn en a1daar continue afge­

leiden hebben tot een zeker orde. 
Stel vervolgens dat J; een functie is van de ,P;\ en hun afgeleider1 

tot een bepaald gegeven eindige orde._. Dan is cf via de PA e_n hun o.:fg.::­

leiden tenslotte een funotie der JK: die in enig gebied der X,1 wel ge~­

definieerd is .. 

Laat ten slotte in di t gebied '[_,, een bepa.ald gebied Zl.Jn dat 

door een (n-1).;...a.imensiona.al gebied ¼-, begrensd wordt en la.at er en 

cohtinue punttransforrnatie bestaan zodanig dat de vergelijking van T 11 -1 

opzichte van enig toegela.ten ooordina-tenstelsel in X1, de vorm aan­

neemt van de vergelijking van een hyperr·ol. Di"h alles om 11 ra.re 11 vormen 

van T,, uit te sluiten •. 
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We beschouwen nu de integraal over Tn : 

7 • 3 6 ) f £ ol 11 • . . cJ J 111 

T"" 
en nemen aan dat deze integratie werkelijk uitvoerhaar is en een eindig~ 

waarde oplevArt. v 7 

De 1> A rnogen nu variaties cl 9?Jl ondergaan en w o1 zo dat de varia­

ties van 4~\ en van alle in . .f.. werkelijk voorkomende,., afg0leiden daa.rbij 

nul zijn op T"n-l • Dan geldt voor de variatie van £..) : 

,Ve{ )£ Vcp '"'.cf_ V 
7 3 7) d ~ ( .L_ u ('.'! ,,.l 

• ,:;. 0 'i:: C. ......-- ?Jp-fa I '-f ,,,v +. ... ;) J, '"v.' l 
waarbij wij de :indices 1' voor het gemak overal weggelaten hebben ( z;-4. cl 9' 
staa:t dus voor een som van N termen,. de volgende term voor een som van 

~N termen, enz.). Uit (7.37) volgt dat 

"ff 1 " f ( ;f dp ';) ~ 4)f ~ ... J ~ 1, 
r 111 

7.38) cl o/ i , .. D' r -:: "f 

~ 
r/ ~ . 

,I 

_, 
r 

T-11 T".· ;' 

en door partiele integratie verkrijg(m we hieruit 

7.39) 

de tweede 

7., 40) { , -p.k , f ·1 r" tn 
)r :r c1 .s ... -'? .l ,, 

is volgens het theorema van Stokes kan deze integrnal worden omgeiet in 

een integraal van P 1,,. over de begrenzing f,,'/'!. 1 • Daa.r echtor iederc ter-r:1 

van P·1-<..op Tli1 _ 1 nul is, omdat aldaar immers J:t<} ,J1JfaJenz. a.lle nul 

Zijn, is de integraal ( 7. 40) identiek nul. 

Hieruit volgt 

7.41) 

De uitdrukking 

[ '. 
p J /~ -- el .f'f - c',·- v j -;) "I 

j_._ _ r c)p f l•y ~ 
1),,)-<· 

de indices A nu weer ingevoerd zijn, heet de Lagrange-afgeleid.r-:: 

ten opzichte van 411 • . 
Is [cf.] It= 0 , dan is de varia-tie links in (7 .41) nul voor iedere 
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keuze der varietie · lJ 4hen dru1rmede is dan-de eer5tQ voorwaarde vervuld 

het extreem worden van de integraa.1 (7,, 36) over ft')I • 
De wrgelijking [ tJ A-= o heet de Vergelijking va.n Lfigrange 1n de 

niet .. inva.riante vorm. We hebben immers over de tra.nsforma.tie van cf ni-e·c 
gesproken en ook geen coordinatcn getransformeerd,, In deze vorm treedt 

de vergelijking bij voorbeeld op in de klassieke mechanica .. De J ir redu­

ceren zich daar tot een varia.bele fen -t wordt niet getransform.eerd. J~. 
is dan in het eenvoudigste geval een f-...mctie van de zogena.'lrane noodzak~­

lijke coordinaten q.°'; m =- 1, • · N va.n het stolsel en hun e,3rste a.:fgelci•• 

den naa.r t en de vergelijking luid:t 

o -;) i) 
) 1... cJ t (f-, 
-- - '7T -= t) J 1_ q 1n ch 'i) rj rtl 

7. 42) 
I a v1 

::-1!::... ' •rf - I \'I. cit J < - , .. 

l ~ 'r 
t d .i:. .. • Ir . .i en vorm e eers ve voorwa.ar·.1.8 v0'J>r hot c::;:..trrJem wc::·dcn van do 1nt()/'."..,,.afi:!... : · i:', 

r J 

VI !. 
Ket komt veel voor dat clc ~1 <f~t kentallen ~i Jn van een groot'1e:l.l:. 

in Xn of ook van een verbindh1t~s6rnot1.i.t-:.id tussa 1·1 ;(: en een 'lr,di-J't'•;) 

ruimte. Uit het invariant zijn van de i~Tt,agraal 

7.43) 

volgt nu dat [4:]1\1 q>A een sea.la.ire/) -dichtheid van het gewi1.;ht -:-J_ ·~r,. 

· moe-t ziJ'n voor iedere waardi:; van de va.riatie f1 <h. Is dus & l) fl 
j ·~ • .• 1-

een grootheid tn Xh of een verbindingsgrootheid dan volgt da.t {_<A}.11. 
evenzeer een grootheid in xh !'BSp, con verbindi-rigsgroothBid is en dat 

geldt: 

cov. valentie [/] Ji in X1: en in da andere ruimte = c0Yltr. vrilcntte ~ 1,. 

contr. 

gewic~t 
gewicht 

1l 11 fl II [J:JA II 

LI.Jli 
[f]A 

in 1 fih 

in de 

H II ::: cov. ti 

8._ K~ommen van exjireme lengte in ~ ~ 
We gaan nu op twee verschillende manieren bewijzen dat de geod'l2· · 

tische 'lijnen in l{, althans aan de eerste voorwaarde voor het extree:m 

zijn van hun lengte voldoen. Eerst gebruiken we de afgeleid.e van Lie.. 
Laa-t een kromme tussen de punt en ~ K en J, , .. 

. 0 ' 

gegc~eu zijn en verder een willekeurig 

veld '1!/(. Worden dan de punten over 1tf Kot1 

verplaatst d2.n antstaat een nieuwe kr.ommu 
' {'K '"": l·· t 

en het algu,nerJ,e punt _5 komt in J I v -~ · .. 
We willen nu de ].(3ngte van de oorspr0mrn,... 
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lijke en de verplaatste kromme vergelijken. 0~ d.at han::lig te doen breide:r. 

we het veld vi<. da.t oorspronkeli.ik alleen op de kromme, gegoven was, ~J.J 

de aan of andere manier continu uit over de gehele omgcving der krommef!,­

Dan slepen we do twcede kromme met het veld ~ll\<- terug over -1.r \1t. Dan 

hebben we maar e~n kromme, waarvan de lengte gemeten moet worden eerst 
met behulp van het ou:le vi1ld C'\AK en daarna met het over --·v 1'> ,t terugge-

c 
sleepte veld ~~:,; • Maar dat teruggesleepte veld hesft zoa1s ':1e ge:::ie:.n, 

--·-'"'' 
hebben de veldwaarde 

( &n hct + - teken v~n-

8.1) het t in 
- 7/ l<l'l{ ) • 

waarin li 'h,K de a.fge leid e van Lie is van 
L V 

ten chte van het veld v K • 

~ .. Dus is 

-
C'\ )H<. + D q ol.i' -=- cl . d . l (I 71 1'- u t\ K 

. ',l _. 

f k . "I d o oo , aangez:i..en we Dt, ,oor ?,,, mcgen vervangen en ~,1, ~ .'ll·<:: '.) iG, 
~,I' " 

8 .. 3) q 11 \< ,. I_) 9 ii•~ o IT : 
0 L o'" 

variatie va:1 ~~1< is dus: 

d J )\K - 2. \7( "V+o d + 
en de variatie van d s is dientengevolge, als r een willekeurige para­

op de kromme is, 

~\ "!1 ( c_!!~ 1-1-~ ) 'Ii d r c d s = a q 1\K , 
d oi ~ ~t~ 

8. 5) '.:: //4 ~I~ , 1. (½ A Ml', 1 ) £1-,.~ c( $ ~ d T d f 
~.... dr 'cfr 

( V , "I 'i A tf ~_1<_·_· cl r " l '>J ,.._ 
:: ,ii 'VJ< J ~i ~ • N :, .. cf t -::. __ s__~ --------- -t.l ~ c\ t 

, < I s. r1 ':l c-1 :i cl .s 
De variatie van de lengte is dus 

fK 

dj,:.;, els-= c1tj d~~ J',v,._ _ 
cl; d ~ 
~ 

" 
-= cl f ) ( 1' i ~ \ - (v A c~ ) , \- d f r 11 ?i J (~ A 

1 It c< & ) !'\ 1 k c,I '::, s I";: r~ / . ~ 
nu llJ K= 0 is in f k en in J x 1 ; dan volgt da.t'" de variatie van (:1 ,:, 

'--b ::, I( • • • !\ (' ~ 'i'I , 
en alleen dan voor iedere kJ°'uze van "lJ nul is 1nd1.en d ·~- = 0 is, ,. 

• C '5 

indien de kromme een geodetische lijn is. 
Nu gaan we de methode van La.grange gebruiken, maar stellen daarbij 

de vraag iets ruime;r. La.at aan elk lij,nelement in een Xri een 

n toegekend zijn met behulp van de formule 
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8. 7) 

waarin t een willekeurige para.meter is op em kromme S 1'=- /lt'"tf) waarvan 

c~l< lijnelement is en waarbij we onderstellen dat 'j;:-· ho~ogeen van de 

eerste ,;1· is in d ! /crt; dat laatste om te ma.ken dat de lengte van p d { 1 

I- i-K" -i. -t-'. d .; maal de lengte van r1 ~ is. Voeren we een a.ndere :parame.,er .,. in op e -~ 
kromme dan is de le ngte vanwege deze homogeni teit evenzeer te schrijven 

8• R') CL , ,; k'. rl _s I"<: ). 1 ,1. , 
. ~ T ( _:, > ~l f j C, I 

Schrijven we dus voor de lengte 

8.9) 

.dan blijkt h in d8 eendirnensionale ru.imte met coordin,1at t of -!:' een 

scalaire lJ -dichtheid van het gewj cht +l to zijn. In a iezelfde ecrndimen­

sionale ruimte moeten de ,$!<' worden opgevat als scalairenomdat zij immers 
f ' t bij de transformatie _-; ·r niet verand(3ren. We stellan nu de vraag wanneer 

.de "lengten van de kromme tussen twee vrrnte punten f;y: f en f.., f extreem 

is. Daartoe vatten we A op a.ls een functie van de J ,.._ en hun enrste af .... 

geleiden naar t . Maar di t probleem beha :rrlelden we algemeen in ff 7-. De {;,\ 

de n scalairen 51<- en voor de afgeleide van Lagrange van 

~lijkens (7.42) 

[ eJ ?>l d ~1 K 
- r\ A = o ~ A - dt -( tl:.·) 

5 °1 d.f' 

>S zijn de [ F.] ii scalaire dichtheden van het gewicht +l. Daar cl r~ 
contravariante vector in X, is moet ft]~ zich bij coordinatontra.ns­

Yn als een covariante vector transformeren, (Zie § 7). We 

n dit neg eens. Bij de transforma:tie (1<)->(K') is, als we voor 
' cl .;. I< 

schrijven ~k voor _-_.:::, -~: 
_'.:) c{ t-

! kt ~ ~ l(t { ! '°') 

;::,('1_ 
~ - -

volgt dat 
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8.13) cl "i) Ii gJ_ ( -;;t_ • o~J·' +-
2> f. J f kl) - i) t K' - cit '.s" . - dt- J { ,µ' d j ?t oj" = 

cl { J l R .,, ) 
':; - cJ.i- ~I A = 

J 
_ Fi A. :!_ at -;;R 

('i>f<J:J~')!~ ~ 

,\ ct 1- ' i fl' - ) i A' 
..... , 

en bij optelling, aangezien a 14', 
[i\A1<J = 0. 

8.14) ?l cl dtfi. _ _ p A! ( i> I. d '}; j_ ) 
'i) s ,'1\ - di " i " - I .>i . Z1 j )I - cit ?, ! >. I . 

Het blijkt dus da.t [ f?] A in de x'r1 eon covariante vector is die echter 

tegelijk in de X, een t1 -dichtheid van het gewicht +1 is. [ If] 1' is dus 

een voorbeeld van een verbindingsgrootheid. (Verg. § ;). 
De "vector" [ fh heet de Eulerse vector van de kromme met betrek­

king tot het bij f.. cl t behorende variati1~probleem. Gaat men niet tot 

verandering van de parameter t over, dan is [ I:])., werkelijk een vector. 

De eerste voorwaarde voor extremiteit is dat de Eulerse vector langs de ... 
kromme nul is. 

We gaan dit nu toepassen op het reeds boven behandelde speciale 
geval dat 

8.15) l. - (£] iriA)1z_d'=> 
- c / ';\ 5 r-' - dt". 

in een vh • Dan is (let op ot5 k = j I< = re.'kende eenheidsvector, zie §1) 
cl ~. 1,. 

"'J R d cl f.. J elf (. 0 } · ;.. · ;.. d ( y, df <>;.) 
) ~ V - dt -d f V =. i r;1 ~,- V Jt ~ I j ·· ~ .. cff ' 2 ;;["s . ?, ~)11' ~ 

_ 1/ of s ("') \ , ·"' , A d ~ ( -... ) · r · 1\ cl s ct t ~ K 
·!').. cJt- _l>vi,~~JJ J - elf 0 A df'V. j J - dt 1YK ,::l~t.-=-

) 1.. •·i. l 1. 
a.16 ct s , q r, K ·f'. . .,) d . Kl 

= - crt: 1 o"~ /},,_ 11 ~ \. + ~" K ct; J. I -

cf $ r., d__ • K _ _ ~ k' ' 
- - ct 1~ "J Ylr ot S \ - d t ,j_ ),_\I 

. en het b1ijkt dat de Eulerse vector hier de vector -ttv van de V" i"', 

\rertnenigTUldigd met een factor ~ , die verandert wanneer f door e-:-n 
alt' ' f . t andere parameter vervangen wordt en die 1 is wanneer men .:::. $ k:i.es o 



§ 9. Kromming . 
- - !( "'" 

Beschouw1~en,/unt j, van eenin een infinitesimaal vlak-elementje df 
en een vector 11 ( of W''>- ) • ~ 

J Verplaats vervolgena z/'pseudoparallel langs 
~ ki\ K· 

de rand van clf • D14e eindstand in' zal in 
het algemeen van v verscbillen. Men kan be•A 

~ wijzen dat hat verschil tussen eindstand en 
v ,/ beginstand is 

~~ f' 
0 

9.1) 

waarin 

9.2) 

Het strenge bewijs vereist zeer_zorgvuldige overwegingan. De volgende 
redenering dient alleen t er illustratie 

0 

In nevenstaande vierhoek ver­
plaatst men eerst 1./< van A 
naar)) via,13 t Aangezien 6U-«. 

altijd nul moet zijn, komt or 
in 13 een vector 

k rk k f. f-
9.3) II - rA V 4;;, 
Van J3 naar 11 moeten we g(;:;;bruik 

k 
ma.ken van de waarde van ~A 

., ter plaatse B , dat is 
I< " k 

rfll + 4! OJ r,.,_>. • Bijgevolg is de vector in D 
. '( 

l'l ~ I< r- K ~ " f f I" j~ I'; ~ 1i14 ~ v _ rt-t>- v ?t _ r">- ( u _ rt'f v 1~ J1~ -{<>"r_,A) u ?eJ 12 

arbij alle termen van' een orde gioter dan twee verwaarloosd zijn. 
erplaatst men via C dan komt er in:O de.vector die ontstaat door Vi;;r•~ 

sseling van den d. Het verschil is dus 
1 .2. 

k ~ f ~ E~ f.t'- X ~ ..• " ). f ""' 
5) -(2 au rfJ>-, _ 2.. ~" 1f1 ~ 1,.) v ?;:, 1r) = - z '\ty.~ v d. 

f "I" f(" f ~J ?ct hier d -=: z. d~ d ~ • Di t verschil is een vector en 
• t.. - I( ,Jr 

at de vergelijking moet gelden voor iedere keuze van U' en d.f volgt 
t n·••\.( 

f\ ~ t;-1 k een. affinor moet zijn~ . . .. k . 

°R"..P-i ::.o dan heet de overbrenging inte qabel. Ia 5,.d,: o d.w.z,,. 
de ,I;_" ee:n Ari I dan volgt voor T-{; f ~ k-= 0 dat de An een c" is. Om di t 

;bewijzen gaa:n we uit van rt lineair onafhankelijk covariante vectoru11 
• I"" en1g punt ~ • Men verplaatst daze pseudoparallel naar alle punten 

Gen Tl ¼'i) • Langs welke weg doet er niet toe aangezian rondvoaring 
0 
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i:l tijd we gens 1 ,-,.~ : o we<dr tot de oorspronkelijks vector terug-
voGrt. Zo verkrijgt men covariantG vectorvelden waarvan de covar:i~;;;:rte 

:dff arontialen in nlle richtingen nul zijn. Is W 11 een dergelijk V,;lJ. 
(" • k 

d ·,.n is dus_ Vt" U.\ overal nul. Dus is ook v'lft w.\J:: o en omd.s.t elf-"" =- o :}.;:'; 

, olgt hicrui t dat o~l.l WA) :::. o • Br is dus eGn scalar S zodanig dat 
ti-. . .c:·t /; 

t1.·, -;: c\.s • Noem_dc nld.us vcrkrogon n scnlarvelden ,.. 1• ~ :: ",, •• 1 u 
r• .,_ k ? 

,·.ln :?;ijn deze functies van J _onafhankelijk omdat hun gradienten l:LJ~";·• 

:1 r onaf'ha.nkelijk zijn .. :lij kunnen als nieuwe coordinaten word en iL ~ ·• 
" 1'\ voerd., De bijbehorende covariante maatveotoren e:>t 1 .••• , e >. zijn zo-

s het behoort gradienten. Nu is 
i t * _j 

9. 6) _ o :. v f e >- of o -= ~ j e i. _ _ l j ~ 

en daarui t volgt d,at. we werkelijk een ooordinatenstelsel verkregen :t.(,'> • 
,._¥. 

ben waarvoor de lj t nul zijn en dat d11s c:.ls rechtlijnig coordina:tensto.i. 

sel in een C,;ri mag ·worden opgevat. 

R ~ ~ ~" heet de kromtegrootheid van de l_ 11 • Deze grootheid treedt 
ook op wanneer men tweemaal covariant differentieert en alterneert. 
Door uitschrijven bewijst m0n dat 

~ I 'O ..• k , 11 C •• f . " 
'7(v 'v r] V = '/2. 'l v i"' ;\ V - ~.,; f' V f V 

9. 8) 'O .•• \or, s .. f 
i:;J(t V r} W;. :: -· '/z q v j,,4 A ll\ - \/ f-' V f W-,., 

I·'.u heeft de operator ''E-" Q f) de merkwaardige eigenscha:p dat bij toep JS .. ~ 

ng op producten de regel van Leibniz geldt. Inderdaad (indices wrag-
e,cle.ten) : 

9 • 9) '\v ~ ,-. ] 4, 1i1 :: '{;\,. ( \'J t.-J 'P) ,r + ~\-1 <P Q f) if :-. 

('7cv v,..1 'P)t/' +('1[p<P)'7vJ 1¥ + {\7(v qi) vf1 VJ+ 'P '1[11 v,,..Jf-::: . 
- • { v'rv 'v <P) \j-1 + 9 u(.,, •7 /J l tµ 

(AI'spraak: de differentie:r,ende werking van~ strekt zibb altijd uit tot 

d0 ee1 .. stvolgende slu.itende haak waarvan de bijbehorende operng1de haak 
I I 

voor V staat. Dit spaart haken). 
Deze.regel 
bijv .• 

9.10) 

I -o···G""pk>.. C ·•P ?k) 
- 1/2, r\ ,J j-( <,J ' • • IT" - .._,,'i v f .J '\If ' . W 

Is i) een dichtheid van het gewicht + 1, dan is 

'tv '7 y-J j ;. V(" ( O fA) j - f; ~~ J) 

9.11) - c\J O r-1 t -( <\1 r) rr J - t 0(v rf) 
·~ /I 

- \v ~ 1 ° >- l + f ~-, y :i 1 ~ -
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,;\~ k ,,. 

·:it;::);;,li~•~ 414# .• f ~" rfl 

:: , -t ~[i 1r l - S ;; \ 91 t 
W"1aru1t volgt dat ac.v fpl een bivector is (hoewel r~ geen vector is. 
l /:3rigens blijkt dit ook uit 

9.12) 

·'! wr gebruikmakende van de reg:l van Leibl'liz voor '" fl f] vindt men :, . , 
voor een affinordichtheid f . >- van hat gewicht 1? 

41i ' ... ~ Jll ' 'n .•. c;-_f," 5 .. f ti,, 
9.13) li1c1 vpJ'fr·.\ = /z 'R,,,_..f v-·>- - ¥2. '"'"tt"' T·' - "f V, .. ,» -

. - 1/ ,.:1/. ~ p. ' • ). 
~l"! heeft een mooie _ meetkundige betekunis. Voert man een Y\ ~-veotor 
v "• · · · ~n rond langs een vlak .elumentje dan is het versohil tusean 

begin en eindatand ( omdat da YI -vector zich ala alternerend product 
van\'\ 

9.14) 

Hicruit volgt dat de overbrenging int0grabol is voorn -veotoron in­
di ..... n on sleohts indien \/"P. =. o is.· Men no.Jmt eep dergolijko ovarbrJn­
ging volpmogo~rouw. 

De kromteg.roothaid voldoet ru.m enige identiteiton, dio hior P..J.l~on 
voor het .saval van de Ah worden opgeschrcven {Voor de rn komon er oor­
rcoti~tarmen met 5~~~ ) 

.1\91-fil~ ·· .. t4en¥i_t')li.t : . 
·. ,:., , , ,:_ .·. ~, :_' ·. I) "Rt~;)~ 

,.olgt .. f'irt'.1io:t · 'tli t d·a def;Lm e 

Tweodo idoni.itait 

9.16) 

fl)e volgonde identiteiten ·gelden o.lleen in ecn Vn • Kan aobl'i~fij .dnf. 
"" ·,,,'1(_, •• k R,:,~:I\ . ild""'.1r·i 0 .•.·• , ~·i:~.i.~,tf?'_ .. ·Ul. fl-aata van " r." ,.,. .., 



Of 
' 

9.19) III) 

• ,.· • 1!1·.·.·· •. •e.: ·­'-"•·~J~ 

T;i t de drio eerste identi tei ten volgt eenvoudig de 4 e identi tei t 

9.20) 

,Jn-ui t de tweede, derde en vierde identi teit volgt nog dnt deze sr~mo:r~ 
oq_uivc,lent zijn met de derde en vierde, tezamen met 

9.21) II t) 
1: r<~y ~ ~ "') - ol ~ 

S'.1menv atting-: 

I) ilcv f"}' k -:: 0 

9, 22) II) "Rrvy,.>,Jk ::. 0 II I) '1l[v ~ A k) -:: 0 

III) "I'> 
"-vp.(Ak) = 0 

IV} l( -Jr-H: -=- 1( ?.k \If 
Uit I, III en IV volgt dat ~ v,-.i.:A.k een biveotortensor is, de.t is 8en 

tensor in de 5("') der bivectoren. Het aantnl kentullen zou dus dicm-

ovoreenkomstig mJ-eten zijn /,a ( ~ ) (( ~) + , ) • Mnnr de one.fhanke--
lijkc identitei_t II' voegt er nog ( ~) voorwaarden nan toe, zoda:t het 
,v:ntnl kente.llen wordt .X2.t1t.(n._- 1) , dat is 1 voor n c:: 2; 6 voor 
n = 3; 20 voor n = 4. 

No.ar Bianchi wordt de volgende identi tei_t in An genoemd 

9. 23) hw 'R ; ~~" = o l 
M0n bewijst eer$t dater voor ieder punt altijd tenminste een coordina­
tenstel ( ,K) bestan.t zo dat de_ rj~ in de.t (')I.le punt nul zijn. Ds.n volgt 
(9.23} direct uit (9 .. 2) door uitaohrijven van de kentallen t.o.v. dnt 

''K ~ K 

stclsel. +'4U is inderdaad voor '1.en punt 4 Wfl.3.r de r ¥~ de wan.rd.en ft--~ 
hebben een dergelijk stelsel }:. gegeven door de verg.slijking 

9.24} j ~ -!/ !; cl; J~- '/~ r;A d ~~ "jfZ 
t . O 1\ k f(. ?~ j 

wan A ~ ; t i - [ t~ l: j ~ t 
9 .. 25) · k' k pA · 

zodat 

9~26) 

(}j I'~ = • r ~· () j \ 

(6~6)}: 

A f\Ai r- k + Aft <); A~ ::. 0 
Jlk • r• K 4 t.k 

:i.~t,eristel 4;. heet ip .~ · B§Od·etiech. Men ··lm_f XJ;oe, )•] 

~~ll~:~t"tl:l.;i;!•· •. dat behalve r.it .· ... ~qll:·· .. Q~·Jf ·r. ~1,,{. •··••·. ,~::¾ 
· · ·~.~;:~~i~iC~t: 
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Door vouwen over \( t)\ verkrijgt men uit. ( 9.23) 

9.27) ~ r.J ~ 0 

Door vouwen over w, k. ontstaat 

9.28) 

In een Vri kan men nog verder gaan en ( 9.28) oversohuiven met 
0iltstaat 

9.29) 

of 

9.30) 

De scalar 

:_ (2 r- . r. ~ <tf ~() 1/: ·1,Z 
V t°' ~, • A ::: 0 ., d ;\ I<. - l'C 1. !\ - '- 2f A k 

9 ~•f I/ 1? is de scalaire kronmling van de \/.,, -'11t - In (n- 1) - - " • 
Voor 'f\ :::.1.. is di t de gew,1ne Gaussisohe kromming der V,,_ • Voor n ::r._4 iG 

St Ak wel bekend als impuJ.senergietensor en ( 9.30) drukt het behoud 

energie en impuls uit. 

Geldt in een Vn dat 1~\r~k :: ~l\lD. ,,,Jt1j 
definitie van 1< dat 

dan volgt u.i t de 

9.31) 1( VJ-1' Ak =. - %(~-1) 1( ;?fy(A '1 tt) k} = - 2. t i(v[A ~f] k_] 

Voor n.:l, is dit alE.19:. zo omdat t?..,,,.._i\1<- daar een product vru'l twea 
·bivectoren is en alle bivectoren e~elvoudig_en op een scalaire factor 
na aan elkaar gelijk zijn. Voor n > ! volgt ui t ( 9. 23) dat ½< een con~~ 
stante is. De Vn heet dan een ruimtc van constante kromming of Sn • 

n St is een V1 waarin k een constante· is. 

§ 10. Verschillende soorten van Vn. 

Een Yn is een X0 waarin een reele fundamentaaltensor ~ )~ van d0 

. rnng n gegeven is. Is ~ Ali; posi tief defini,,t, dan heet de Vn gewoon. 
·· Indeling der~ Vh 1.s gcsohiedt na.ar de Speciale eigenschappen van ~11."\:,~/· · 
en ~ "I< en de ui t deze beide grootheden en a.e oovariante o.f' g<Jleidur.:. 

..v, .•. k 
Yan I"( vjiA afleidba:te comitanten. Comi tante de:.i." Vn = grootheid die zic::.i 
::ui t deze grootheden laat afleiden door voor coor'iinatentransformatie:s 
invariante vergelijkingen in de kentallen .. Bijv. 't?f-A-}., 01'? J J f,A Een 

e met 1? f"-.,.. : : 3 µ~ heet bijv. een Jl'::i.:l!t~ ruimt~. Eon 511 is 
een speciaal geval van ecn Einstei.nru::m-t.a. 

11 .. Onderruim·tep_y~; \;~ 

Vlordt een Y. i:n V .. gegeven, dan is ied(,r lijrv:;lement V,'n de X ook r~ ,, m 

lijnelement van vh " Is de fundamentaal~,("1:.:,()X' van vn :posltief d0fi-

et (het geval der ~~or,e V'fl ) en is de ){_in !:t~:21 dan is de h•ngtu vc.J:1 

lijnelement zeker niat nul. De X,.,,.. is dus ook wear een Vw.me~· BS:.:j_"J. 0i,~ 

fundamento.altensor (later hit te rekencln). 
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He-t eenvoudigst4; voo,:,.beeld is een reele kromme.. Julk: een kromme word t 
behandeld pr~~$&& ~ls in § 4 aen kromme in '8" met kromlijnige coordi-
nuton. Alle foraoles blijven geld.en, allcen kunnan we natuurlijk nooit 
t -2::rugga&ll tot rechtl1j~ige ooordinaten want die zijn er niet in Vr-. • 
Om dargelijke gevallen van inbedden in V" te behandelen, gaan we .. e.-.;rst 
-t- \3)'•,,g naa.r ee.n t.l't en beschonw.an een f.m in tr1 door de oors:prong. bUlk d;..;,;,1 

.·:.._ /::an gegeven word en in rechtlijnige coordina.ten <:~.,,_ of door 11 ~ l"n liuoai 
r0 VGrg-slijkingen 
11.1) (.X ~>i:;;O • 
. ). <'"' J 

o:e ook door rt, vergelijkingen met ~n. param~ters: 
f k. I~ 8 . 

1 1 • 2) ~ =- B t l ; _, :: '\ , .... J l'Y, . 

V-"U·:1rbij de parameters '? & in de E.. reohtlijnige coordinaten Zl.Jn. De t·,1u(; • Bk tn .,JC. 
h.:i. er optredende grootheden t en l." hatcln de contra- an co-variar.1te 

C C '< -a" -v ;;:::.rbindingsgrootheid van c.., in c. • B , .... 1 u.,.. zijn ") contravaria:nt.; 
' 'l'l\+'I I'\ !'"I l\ , 

V"3ctoren ,!B de [l"rlell c)1, '''J ½_ n_m covuriante vectoran ~ d(;J c, .... 
We b-:;;schouwen nu in ~nig punt van '5..rv, bijv. de oorsprong 

10 ~ r 
e:wn contravariante vector a van C..., • Dan is 

) I\ k. i 
11.3 H --. -0 0 "" • .0 ,\ ._ V ,.J..J~v l'\1::. 1~ ..... 11,\., 

een vector van C 11. Meetk,,ndig is hti:!t du:.6elfde vector waarva.11 d.e pijl in 
d,s m ... richting van l,.,..ligt. De v-"' zijn alli::len eun and.er soort kenta.l.l(;.,1:t, 
v ··=:u1daar dat de kt:rnldtter dezel:f'de ~ blijft. 
N. ::B.: V- ~ en 11 t bepalen elkaar ~endnidig. 

2° een contravariante vector u K van E, • Men kan hiGl."' vorra~n ., 
11.4) 

II ll -.X ';\. 

u. _ C). u.. ; x -=- 'IT1+1, .••• ,.-,, 

;-:-!at is dat? Besohouw de vergelijkingen 

11. 5) 

Bi j variabele in E .... die uV,;;;r,.-

wi jdig zijn aan de eerst gegeven t . Ili;;~e verzamaling k:.tU ,i(lord1;;n opc;:;1.;;•-
c . rn 

v- a -t al s een c..:... waarin elke c. zich als aGn i:nnt .afbeoldt • !Jllijn no.:,mt 0-h, lt1 

:ieze E. __ · de samanlegsing (reduction, ~usamm.anlegung) van £ .. na:~.r t ,,,. 
lf ,,_,,,_ - -,, 11 )( ,, -

)e YJ_ &i~:p. t-echtlijnige ooordi:c.o.ten in doze tri~m• u is een v,~o-no1.· in 
.. ' . ' ' I< -~ 
i e ze· ~111.t~ en ~et de sam.e.ple,Aginr!i van LL ns.ar de Cm• 

II It. l . 1' d iil • :B. : u, is bepaa d door u gina:r niet OI!"'-11,Slk~l.r • 

3° een .Q.2Y_~rian;:ic veotor w~ van En • De vector 
I ~ 

1 '1 • 6) LO' t :: .B.tt w-\, 
l- a een vector van f:. $ meotltundig voorgest0lci. door de. tweu parallelti 
' C > t'\ ~. J C: . .J 
~·. t..... hi_ 1 ~ die ontstaa.n wanneer de_ twee t ., . , s vM W >. Dlt,t de \::.. rr1 e!,(,:I.Ell')e(.\e~ 

t~,.:·. 0 .. r·.·den, \tYt,heet de doorsnede van W~mlit de·. 6,., .. N.B. ,}J)1' 1bopn:':-~ w ... :i..··.:,., 
· aar niet omgekeerd, inderdo.ad, lean meu1 door a.ti twed ~m-• s 0<.:: stel-
en van parallele t..,.._>, leggen. ,· · . _ 

' ' 
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4 ° een covo.riante vector \.t1 vnn de £.,1'\_ 1.,., • De vector 

11 • 7) u.. ). =- C: u x 

· t c z· · e: J • • ~ .;: ' • t is 0011 vec or v,rtn vr1. J.Jn- ""'n-,s Zl.Jn o.o ~l'l-m-,::,, van Ux., gu:i.n urpr, .. :' 
tee rd in E, • immers ieder J;mnt der £ stol t 0.an £ in voor ,.;;n J ! .$ l'l' ' ..,_..,.. ..... 

00:z1 £ een ~ • u, en U. ziJ. n slcchts twee verschill8ndo socrt ,.;:L. l"\-11'\.,,1, ti• I " ..JC 

lrnntallen van_dezelfde groothcid. N .B. u x en u a bep:--,len elkc•.:',r 

Het komt ,nu wel voor dnt er bt:hnlve t. 1"' in £11 nog eGn E.r..i,,, in t, 
O gegevon is, die geen richting mot Em 5em¥on heaft. ch-, t ,j"ll 

J.pgespnnnon (rigged, eingespannt),. Omgek,:H .. rd is ook de E. 1.H .. n. door 
gws:pannen. Dcze t.,..1_~71 is niet doz.:;lfd,;3 als de En_n,dii,;j d 1:~.::rn0t 

legging ontstond. Manr elke door ( 11. 5) vastgol0gde t"" snijd t 
; . . , ~ t M l d d b ., f.; I t 1 1 • ''. vn.~recies in een 1mn • en 1cnn us e 01ue ,_ l'l-..,,, s m8 e 1tcJ:L,.}E_~ ... t;,~.;1,-

fio~r~ en dnt doen we dnn ook .:,1 tijd in ..;;en gevc.l vnn 
De t,"'~"" der ins:panning wordG gegeven door de v0rgclijkingon 

11. 8) 
Q .~). 

,B~~=O 
of ook door 

11. 9) f .._ :: Ck t? 
" ' I',\~ 

Hierin zijn ;BP ..... .B>-. r'1 covnrinnte vectorcn 9:.22.!: ..,_;,,,, en 
,,. ~ cl<. c HQ. .. ~ 
1.., ,, ; ••• ·i .. 1'1- rn contravarir-inte vootorsn in de -._ n-1'¥'\ zod.:.t _, ~ C "'· :. o, 

""" " 'K lo( - .x "' 
Wo richt0n h0t nu zo in, dat ..B t , C. ~ en B: , Ci. bij hetzc..lfdo pnr·1l-

lelotoop horen, d.w.z. dnt 

~l'I B" "O.t'-1 def {t' Q~t Bell nh 'd f""'. d :,,: ...., & 1,; ::. .J.:J t = ; t = ee e1 sa J..J.nor er 1.....r,, 
01 ct,j: g 

11.10) 

!':.. f\ ;(. d_,_~f { •1 .l( -::. ~ {, X ! 
_ L i v 4 "" eenhe id saffinor d er i._..., _ h-\ 

~ o, x➔ ~ a 
~ . 

~ 'PX " ► }1u kunnen ;e :f en J opvatten als nienwe coordinaten in ~ e.n .. 
ten tot ;f ; -ft = ':') 4 , • , "n .. Alle kentallen van grootheden J3 en C 

C BCII }, ti. w. 
dan kentallen van de eenheidsaffinor der '--n " = f'\ 1 ; C ~ -::. ~ 

jll 

(', Jt " JI. 
I.., ). =- f', ), ; 

CJ(, I\;,_ 
-~ ::. ~ 

11.11) 

JS en C zijn dus alJeen stukh"n waarin ~ uit8enval t, hetgeeu op ver­

schillende kan wor<iAx, ui tr::ed·n~kt 
I\ t n ~ ~- c--~ {\ ~ - "h ~ - r, ~ ' ~ k 1-\ K Ck 
/-\\, - ..u i, ' • r\~ _ .. [);,.I-\..), J '\~ ::.-- t + i. 

11.12) 

Na de inspanning he·obe11 we nu voor een -v 2 c 1:.,JL' 

\(. J3k. k r,1< !or. -n 111., ct. c"· .. .;t., 11 ., 13) U - u + ,- U ~ .0 U + 1-l 
- ~ 4 a ,If; 



waa.rin de 11u" uit (2.4) optreedt ma.a.r nu als de projeotie van il•op 
~-~ (of ook c,,.;co.mponente} en 'u." als projectie op E.h'I (of ook 
C.m -componente). Evenzo hebben we voor een covariante vector w.A- van~ 

nl< til<. -ulf .. C'i" 
11.14) Wx =. ),,l ?t wk + \..1' Wi,,-: J..-1" Wi + 1 w'i' _ 
waarin de doorsnede I wg met l'ttl ( of ook ~ -componente) ui t (l=i. 6) op­

t~oedt .en e~enzo eett doorsnede11 Wl 11et l.,.._"", (of ook £. ..... rn-componente) 
\,ti!~t i.s d'tlidelijk dat nu iedere ,veotor van C ( E. } en dus ook '•.·•··' ·. ···· .. ·,·.· .· . ......,.........,...., m h-m 

iedef~L.i~•~tlleid van tf'll~( th.,-,) na de inspanning ala grootheid van E..f, 
kan word:en opge:vat en dus kentallen ~et griekse indices hee:ft. 

Is een £ in "R., gegeven, dan spannen de richtingen loodreoht op th") 
altijd een En.Jilt op. Is de fundam~ntaaltensor positief definiet en £.,/1 

~reGSe.l, dan 'is het zeker dat t.. en t een R en ~... zijn en .aeen rw, · m n. t11 m ... m o 

,~· .. ·richtingen gemeen hebbi:)n en we krijgen dus een zeer bij.zondero i. nspan­
ning, de ortho~onale. In dit geval moeten de twee p:rojectiesJ3: l.l en 

l<. >. . II n . t, v- van iedere vector tr loodrecht op elkaa.r eta.an waarui t volgt 
'iaat· 

l:;·15> c~ J3~ l•• = 0 ~ 
, Byu f<T" ' •• 
11al6) ,~>,: t~~ !Jtr + cl</1 <a-,cr: }K,- + ti.:><• 

I h d C " ~k~ eet e ..._"' -componente en '}~~ 
eemt men het coordinatenstelsel ( t ) 

, nderling loodrechte eenheidavectoren 

I tl QI. 

L . . " 
~ kl. :;. t, k. I, >. . %k~ 11 .17,) QI 

,. 
jjK i I'\ c~ 

:::. t. )\ ~ . 
)I ) ). 

Bewijs ter oefening da.t 

1.18) Bu 
X :: 

I ca& ::B ~ 1 ' g ,\(~ 

Een Xl'l'lin Xr-. kan worden gegeven door de n - m vergelijkingen 

1.19) ell( fK) = o ,· c: d..:_f ~"'" c3l 
~ " n :X ::. '\"I'"\+ \ I • • u )"t\ • 

X. 
condi tie dat C,. de rang n - rn heeft en ook door de m vergelijkir.1geL 

~ I<. = J3 ~ C 1 Q) j .B t ~~ Di b~ · . 

t de condi tie dat :e; de rang m heeft. -Verder moet van de funoties C~ 
:BKworden geeist dat zij in de beschouwde omgeving analytisch of al­
ns enige malen continu differentieerbaar zijn. Ala ta voren heten 
r c~ en ]3~ de .£2,- en contravarinnte verbi~ipaawo-:heid der X m 

de lokale £ van een punt der X spannen .B,.., .... , :B _ een E~ op,. de 
I'\ c'l'Y\4- I ~-'. C •" 

erende E..., aldaar en ~ , ••• •, '-,- gaan ~ die 1.;..,.. • Men kan nu ann 
er punt der X rn in de lokale Erl de tangerende t.m gaan inspa.nnen. Dat 
t dan inspannen der X..,.. Er komen dan in elke lokale E." groothedon 



B~ en c; bij. In iedere lokale t ... is alles net nls boven, alleen 
moet. men er rekening mee houden dat 

1. de 1 ~ nu coordinaten in Xrn zijn; 
. .. ,t 

2. er geen coordinaten ~ bestnan; 
K X Uc.I. K 

3. alle veld en Bi, C ~ , ..L) ,_ , C 't alleen maar in de _punt en der X"' 
gedefinieerd zijn, de kentallen ervan dus wel functies van d0 f7 c, 

zij n, maar _niet zonder meer _maar als functie van de t mogen wo::..· • 

denti-heschfuwd .. o~ ~~heeft dus bijvoorbeeld geen betekenis ma, .. r 
J3 <t ~ fl. B .& ,:: c\_ l:i-! we l 

Is de 'Xm reeel en de Vt, .fil:WOO!!, dnn is er v~elf een orthogonale 
inspanning van de Vm in dt-; V, ..... In de V rT\ hebben we dan de funda.m>d.nt: l·-

1 

tensor jf,ct en danrvoor geldt volgens 1116) 
I . ) 'it, 

11 • 21) ~ t~ = B tel <j' ~k 

Ma.ar daarnaast is er n.og een an1er stuk 

11. 22) 

dat de lengte vastlegt van een vector in een punt der )(m, in 

de Ii l')-tfrloodreoht op de tangerende ~"' • 
Tot nu hebben we nog niet naar een overbre in~; gekeken. 61.,:r 

de Y'?t een An zijn en de t_h'1 ingespannen. Zij U--a een veld van de Vm• JJ8 

kentallen van di t veld. als ( alleen mn.nr op X ) gedefinieerd veld der 
V .. K ~ ,~ t b . t :'.\ I( • tt'Y\ f alth . d . 
/\..I"\ ZJ.Jn tr :; ...u ~ tt .:. Dn.n es-r,aa {..) r' V nie , o a.ns 1 s eze ul. t · 

drukking niet eenduidig bepaald. let men irk bui ten X""' op de een of 
• K 

nndere wijze voort, da.11 krijgt 2',,_ tr betekenis, maar in elk 

n P a · ~ - ~ i --o ~- o I( - B 11 .t1 ~ 
,.U ,\ ' r U ·- ~__, II ,J.j g c. r" V .... ~ ..f, t) 

ligt 

~ volkomen vast hoe dj.e voortzetting ook gekozen wo:rdt. Men nu een 
: overbrenging in Xm vnstleggen door eenvoudig te eisen da.t de oovarianti.;. 
. ~ 

flfgeleide van V' iv. '/,.,,..,, de (.., -componen-ta is vun de covnriante 

• in Xn : 
11. 24) 

_.., /1 Q.. K fHJ, ~ f O.. r- ~ ).. 

Jj C ¼ 'fJ r V = .B t k 0~ 1) + :BC I(. l r >. ~ 

CA P, ell A. ~ !-"lll), . ~ ,I 
- t\: V - l:ic lof'B A' Bi V + :B(!\<t rr'~ ti 

I ('! 

waaruit voor de overbrengingsparameters r(. f, dezer gei.nduoeerde OV0l , 

brenging volgt: 

.1 '1. 25) 

Q I 0. X 
nit ~I}'- B ii} -:: O volgt 'cct] -:: 0 en een ingespnnnen Min wordt dus 
door inductie zelf een Am. Ieder oppervlo.k in Cl wordt due ec.n A1, 
·het oppervlak wordt ingespannen. 

De re gel dait de covariante dif'f erentir:tnl vun een grootheid der ~" -~ 



Xm de ~Yl'\-componente is van de covariante afgeleide in X" geldt voor 
~lle grootheden, niet alleen voor vectoren. 

Is de Xr; een .5..ewone V~ dan hebben we vanzelf een inspanning. Nu is 
I I • f). .ti;_ I _Bf l, k. II 

11 • 2 6) v c _ ~ , a. -= _E c. .g °' ~ r ~ i~ = - i;. -&o. v r j ). "' 
It 

Maar ilk kan uitgedruk~ wol'd.en in rt- h'\ onderling loodreohte eenhei.Js-

vectoren ti· loodrecht op de tangerende ~"' • 

Daar echter volgt dan 

11. 28) 

en dat wil zeggen dat d~ ge:i.nduceerde o"t"erbrenging een Riemannsohe is 
diekbeh;or-t bij '~.to.;, Au:ngeziP.n een lijnelement dr"' aJ.s lijnelement 

Bi,h, van v'(\ opgeve:t d.f! ler1gfa~ 

I VB' )I k . -_l ~ • ('J_ I i \/' t (l l 
1-1,29 {,o. iAK Ctl"; 1.1:1 l -::.: ~-1,ct cl-,, d'7 

-
heeft is de '/-.. m -comp ont::n-te ! 3 .tct ~rau de. f',,.nd.amentaal tensor i ~"- j,.1ist 
de fundamentaal tensor Yan. \Im "· }~:r ·1w:i:-d t dus precies die Riemannsche 

overbrenging in Vm geinr'lu.ceerd die bij de Riema.unsche maat in V'" h.:>ort. 

§ 12. ~ vn -1 ~ een gP.1-:one V H 

Laat de vn•I gegeven zijn dc0r de vergelijking 

) £1<; µ_1<; ·Cl.}." 
12 • 1 ..., ;:;, ::,. ..-J ' , } Ql :". '\ l • , •• I '(\ - "\ 

De fundamentaalt.en.sor r-:pli tst zioh in twee stukken 

12.2) 
. ~ t• 

_ j>.K -c, i71!<: + 'j;\I~ 
II 

en ! ~ ~ is nu fun.dam~n"liP.a} te.nso:.-.:-
'B :l.n .elke locale I"<" ,. Is d1:;e 

l'l•I 'I 

i.n de ~ 4 loodrecht op de tangentiale 
\', 

n een eenheidsveo~or in die 11. dan is 
II 

<a i k -::. .., ~ ti k en 
1. 'Q.K /\k K 

12. 3) j >. 1t .:: ~ ~ I< _ n ,, n \\ _ ; .w >. : 11 ~ _ n h ~ 
~ ·v ~ n is een veld ove:::· 1,1_ 1 , dus heef't 'vf n niet zonder meer zin, maar 

B~ ~>. nx wel. Zelfs weton we dat · 
)I. K >, k ).. \ 

. 12 .• 4) _Br- ( r; A., n ) n ~ ~ - B ~ ( V h n k } n = - Br ( 9 >. n } n,k 

W,e definieren nu 

1-2. 5) 

.Oit is een 

12.6) 

(j 

-=-_Br v,. n~ 

de kentallen 

in de V en we bewijzen dat ..fi,... o een tensor is. 
l'I• I ... ~ 

3chrijven we de vergelijking v.an de Vn-t in,de v:orm 



b = ~ .... 'ffl, X "" ~. • ' • 'ft. 

I\ K .B t. •. B zijn m willekeurige ona.fhan:rnlijke contravariante vec'iioren 
'\ m. 

!.!l Cm; c.: ... ~ · • · , C.: n-m willekeurige ona.:fh. covariante vectoren door£........_· 

• 
c, C X EA X C. 

De c...r~ parallel aan c.rn: C l ~ ::: tJ ; deze vormen een c ~-w. ( samenleg-
c } .. •• E.. ging der1..;..~ • n zijn coordinaten in deze " "I "°'I. m • 

') 
~verandering 
~ocrt ken tallen 

k 1"' ,t f'x. \ 
t,::: :B.gu ('I..,,. tJ' :o 
voorw. voor oplosb. hei.d. na.ar ,0t) c 
Bijzondere vector voor ;: ( ligt in C'"'n) • ....... 

G7 It l( c.:I(,·•). 
~ u. = )u, 

(algemene vector van E."',) ( samenlegging van u") 

I BA 
ut t ::. t w ~ ~ 

doorsnede van w-A (algemene vector van £ • .) 

u. ., C" u. verandering van 
>- -· >. JC <. soort ken-ta!len ) 

{Bijzondere vector in tnt gaat 
door t.t-n. Op1GSb.raar· ltx. mits B,t u.'1\,. o 

Ins:w:nning: Geef bovendien een £ in C die geert richting met E. ge-
- - !'\-~ Ir\ I""< 

meen heeft: 

c.:~•u· ~ .. c: zijn n-ltl willekeurige o~h. contra.var.vectoren in 

ct\~~; 
-u_\ ·; -ovv,. m willekeurige ona.fh. covariante vectoren r1.oor E 
,.LJ). J' ... 4 • J:J ~ ~-- i-



B r- ck. cf <l. Q. •• r Vanzelf is.. ~ f = ·O, .x. B JA = 0. ~ zijn nu coordi~ten in c..ff\, 

~x zijn coordinaten in deze ingevoerde E.. 1i~rn , die met de door aamen­

legging ontstane ln-tn wordt geiderrtificeerd. \'i'1, 'tJ :(. vormen nieuwe 
coordinaten in c.l'\ , na.a.st de SI\ • 

l< f~ & .~ k. 
Bijgevolg zijn B-' = Oo ;:1 en C ~ = C 1.1. E e.1 stukken van A L ; l::. \J··-· 'ft,: 

\I\ I,;. ~ ... I( ~ " ,,") 1 

Ai= B t, , A.~= C \,I • • • 

0 0 Al, ".!-. I. 1 Cl. 
Daarnaast bestaat nu A = ~). ~ • DA 1~, ~ zijn m covariante ona.fh. 
vectoren door E. • Men kan dus de B: en C.x), zo kiezen dat ] : = ~ ~ en 
ex fl.x ""·· 1, I< i«. 1-< . = ,.... 1 • Dan z l.J n de ste lse ls :B , • • • B , C , • • • C en 

·\ """ 'n.+\ 'Y'I. '\ 1'a. ""+'\ l\. B >. , • •. B A , CA, ••• C. >. reciprook, d., w. z .. behorende bij hetzelde 

pa.rallelotoop. ~an geldt: 

B~ :e: ~ B~ 1 c;c: .c;. 
·E 

. l'I 

r.o:i ') . I{ 'O " ' L!_J , verandering ) v = ..o 1. v 
· soort kentallen \J.,__-:. C~ :,,/ , veranderlng "~') 

. . · x !:. soort kentallen~ 
(biJzondere vectoren v.~~, 

liggen in E."" resp. C.1-1."'1 ). 

I 11. '°'O... ~ rx7 II lC. f'X ). 
u. ::: .J.J ~ u . ~-------- U, ::. \,. ~ \l, 

projectie op C"' if w. -componente }(a]gemene vect.ar:-v.EJ\ (projectie op €~.!'ft of 
-1us .· ,. k. __ t.... '< ..... "u1<.i)1\ c. oom-nonente) 'Q. WI II T J i;.'1•l\') J:' .. 

II w, = 
(doorsn. m .. 

% 
< vera.ndering > t.L.). • :Ba\ U,, 
soort kentallen 

. l 
J.A, ~ ,; C. 1 U, ! 

(bijzond. vectoren. in~.,: 

gaan door t.'!\.JESP. €,,.)• 

'} Set teken D markeert waa.rvan we uitgaah. 
'l) •u.k. ,is de projectie van u,ti: op t .. l geschreven a.ls vector in tr\ ,dus: 

I I( ~ I i K & • -b" l 
u. = B -% u. ::. B .e,] i u -c ~ ll u. Evenzo: 

11 I( K k t "l').f u C~ 
u., .: C~ u. 1 ut~ ::M ~Wt'; U\:::. ). U)t'-

. u,"' = \t."' + 11 u. w. en. ut1 :.'w ~ ~\AY-\ gelden dan wegens: 
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12.7) 

do.n is c) AC een tangezitiaalvector van de v~~, en dus is l'.I). : it' o>. C 
8n bijgevolg, daar ,B{ n~ = o 

~ B~- ;, ~ C Bf-'-i "' 0 1•).a) ,t = -0-. ',.8 vr v~ -:: _ u ti (ot'-o>i.C _rr>- ~~C> ~ 1.,,-t, 
h'c-t is bekend als de tweede fundamentaal tensor van de V n _ 1 •• 

Deze tweede fundamentaaltensor voldoet aan een zeer eenvoudige be­

trekking indien men een bijzonder coordinatenstelsel invoert, Const:r.,, 
eer de geodetiscbe lijnen loodrecht o~ Vn_,en noem de langs zo'n 

V £"" Ea ct, 
lijn van ui t ,, . 1 gemeten afstand eS -•. Neem vervolgens ;::, :::. ,.l ;ei.,\ •. ,n.--1 

Dan hebben we in V"' een nieuw coordinatenstelsel j/' en op 

vn.1 is: 

12. 9) 

~2.10) 

I\ Ii\ Q I~ 
1 ~ e. een 

\'\,, 
eenheidsvector omdat 4.t ::: ~ 

• 11 d_t"' ,ls 
<J'YvQ. ~ ~~ .. 'YI,-=- o omdat ! lood.recht op Vt1-1 is 

cl, s,.: d. f'' cl 1 n, + 'j Cl.t d $ad~ t (geldt ~lle~n op 

~f"""' ::. 1 i. • DiE<ntengGyplge is in ieder punt van 
o'- n. J-~ "' 'Iv 

~ct :: .13¢,& 9i e,i.-:. _.E~t f~i: =- - re&, -:;:; 

~~ ~ ~. ,a 
~ _..!..;;t ( Ce, <a-\<\. t + u,g %~c - dy,., i~t-) -:.: -- "'1ctr 

- :I.. _':( 

\ 
,, -' /. 

131;] ~ speciale keuze van het coo0rdinatenstelsel is dus 1;,c e de eerste 

ufgeleide van iet-- in de richtlng loodrecht op vn-1 c.k 
'"'Te beschouwen l:.U een kro'fnme in de vf'l-1 • Zij L k ::. j~ 

kromme. Als krornme van de Vri. beschouwd is 
I{ Je.f .f1' .I~ 

langs 

12.11) u ~ t Vt,i-1, 
• I< " 

de vector van de eerste kromming. In § 4 gebruikten wa ./4 on ~ j~ voor 
~"' en u k • Maar als kromrne van de Vt.- i beschouwd is de eerste kromte-

vector 

12.12) 

· Bijgevolg is 

12.13) 

is 

·.ooze vectoren hobben namen: 
K 

U> absolute kromtevector 

12t14) 'u~ relatieve-kromtevector 
11 u/'I d_:! Lr'~" t, r;. n.t< ~q,dwongen kromtevector 
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1'1. 

Voor ecn geodetischa lijn in V"' is u. nul en voo:r een geodetisohe 
lijn in Vn. 1 vcrdwijnt 1 

• Zijn dus E1-l:1.2. gaodetische lijnen van Vn., 
tog-Jlijk g.aodetisch in vi'\ dan IDOt;t ~I-' ~)i t, t-dl -z:. o zijn voor iedore 
:k,.mzo VE'.ll LK' a .. w.i::;. nodig en voldo~nde is dat {,rll nul is over vn-1 " 
In dit geval hect do \/r.-i gcodeti..§..911-in .. Is 'hlf~ -:z.o in oen r:nnt 
v ·._n V h- i dan hoot do V1.., _ 1 i~~~.i.J2.:S.32.~..JtOOdeti~cJ!, J:s $), v.. = o 1 dan L-~ 

I I,; If ~ 
o:::J;: u -to,.,cn u ::: o .. Ie°"cre Vn., geod,.:,tischd jn die goheol in \/,., _, 
ligt is dus ook Vn .. , gaodetiseh e,n heBft een gedwongen kromtevec·~:...:r 
11.ul. Iedero gcotle:t:i.r.chc li;in ve.a <3en geo~tetische V"~i ia ook in Vn. ge,0 

• i', I h 
dE··tisch omdat u, ::. d, :: c ,. 

\<'. 

De lengte K ve_"fl u. is de ecrste :kromming van de kromrno in V11 ( in 
§ 4 met k. a.anged~1itJ.) 'll rtJC;J .ncen~n ~, d;,; absolute ( aerate) krom.n:il'lile l\. ,,..,,......_.,.,___ ~ Q 

I l !'\ I 
De lengte k van Lt i8 d:1 E'JOrste k:rol!l.u1i. in Vll'\_ 1 .We roernen l'<. de 

12.16) 

' 
ll 

i::cbr:i jv cm we 

k 

11 11 

en noemen k de .B.t-:rb:~.nrJt:'1 ( e;;-:r-stB) kromming. k kn.n posi +.iaf, negatic;;)f 
of nul zijn. H,1t tcke!l ligt vast war.,ni::.'er de zin van ,1.,~ is Gll 

k __,._ 

sJ.aat om wa:meer de zin van \rt, wordt om,gol:.:ee.rdr Natmn"Jijk :L::1 de vector 
1, I'(. !<; I< 

IL onafha:nkP-J.ijk ve..n de zin van n. e vre denken OJ'lfl h, aJ:r.:i.ja vast 

g~.geven over v~-l • Alle kro:r~inen van v,,-1 me~ deze ;jn in ,;;wll 

1itmaald punt hehben ald~.ar deze~.:fde gedwongen k:ro:m.min.g., .......,...., . ., ____ ,.,._ 

I \/ " I ~.n "n~, ~ebll.s<n we n11 twee 3:-es.11-; t(n.1soren, ~\«. altijd poaitief de-
f'Ji::i~.ct, er.i. ·hia., dC'fin.ie.t of inclefiniet. tell. heeft dus Yt-1 hoofdassen., 

Dr. cich'tingen d10.erva:n hE;-ten J.1~0J_c1),g:2,_rg_~2_r:l.9_htipe;en en krommen 011 Vr_, 
dir;. overal in e~-n hoc-ifcU::ronrtericht,in.g ligg.:m boofdkromte].!~ne_!,1 .. Voor euri 

. 11 
hoofdkromterichi,ing h,:,r:ft I-< oG.n extreme waarde en beet ~eoJ.1 hoofdkrom · 

I mL.!.g aan de vrt- I ~ Is de v'ri een 1(., da!l kan men in een punt 1-- van vl't-1 
de normaal op V t1 _ 1 tr.-0k1rnn en tl.P.:s;.rrloor een 111. leggen. Dezo ~R4 snijdt de 

V ri. 1in een vlakke ki:.•:1rr.:me wa"".rvan we zel.ter weten dnt de ecrste normaal 
K k 

in de riohting van 'l'1.. VD.lt~ Eijgevolg vnlt u, in die~richti:ng en daaruit 
I k, ,:_le. " ti 

volgt dat u. in c nul is .. dus d11t l"' -;: t k (' k is dus op het teken ne. ,...:.i , 

(dat van de keuzec van de zin van 'ti., "'efhaugt) de kromming van de vlaklrn 
kk ~ . H 

in -ir loodrechte doo:t'sneden .. :Or0ai t ·~ :t cm de nor.ma.al, dan neemt k. alle 
mogelijke wa.ardcn aan en woro:t extreem voor hoofdkromteriohtingen. D0 

h'Jofdkromteriohtingen kunnen onbe:paald warden. Zij worden volledig on­

bcpaald voor {, '-<l!. ~ : '%t« • Zulk een punt hect een navel:pµnt of z;imbilioaal-
2001• A.lda.ar is iede:re :riohting hoofdkromterichting. 

Is {vg~indefin~cu dan zijn er reele richtingen 

1 ·1 ° die voldoen aan 

Dez0 riehtingen heten p.oofd~!:!?.:€5e~enrichtingen (12.16) bepaalt de hoofd­
tangentenkegel in het beschouwde I,unt ( in de lokale 1< \"l•t). Voor deae 
•· •· • \'\II\ ~ \. ~i· V r:iohtingen 1~ u., r. u ,. d.w.z. Ur is of nul 1 vf i.gt 1n de t-t-i • 



Kromm.en van Vff\_,die overal in een hoofdtangentenriohting liggen heten 
&opfdtang_entenl:;_;1_11_~. Een hoofdtangentex~lijn hee:f't in elk punt als krom-
,n~ der VI('\ be , ~f kromming , of een osculerende 2-riohting 

c..Le in V .,,..p 1 li • t~ct "'v • i dan degenereert de hoofd-
tangentenkegel, is de rang r- < lfl - 1 staat er in de lokale ~ 'il • 1 

een h' '\ !1-l-r Wi.l.arvan ulle ricl-.-tj hoofd tange:ntenrichti.ngen zi jn 
m,3t de vergelij 

12.17) 

V1;orbeeld ~ Om1·,0':.~:eline;soppervlakken in een gewone H .t 
... 

JC Kromme i!l bet 12-vlat 

1" "'c\ (, c , n .. 
f ,,. ' .. t \. •. ' - J • ' 

12 ,, 19) 

1 \ 

~ :::. Jl '}J rl - ~ als 

~il \)J .. ~~-t; 
,, 

l2.20) 

..,.- ... ; 

D - ·j 
, -'\ 

" p' 
-··-' •,_ ::.: G ; 

k 
n, !3taat lood.ri, cht q, ,} s 

~ \ 

C, ... f SiYt '}° 
v0c-torproduct) 

I 
n:;. 

.., <! OS 1'i 
' , 

-+ ; 
\f +· T1 

\ 

::)f h.et negatieve h:!.ervar..-: 

in de f iguur na.ar 131..i..:t~• 

Z;1: clt1.s ( daar 

\J:} 

r' 'l-
1 ) J cos "/ 1 

• _c.0 s.1 
\/! -:. f'l 

3 n. -

✓, .. 
' ' 

.i ;.",.'V h·; Y.' 8 U 1 

\ 
'•' 

Bij on:·,e keuze van. teken staat de norm,c1al 
Voor -¥.,,t hebbonwe (zie (12.6)i 

als 



i 

tee is due posi tief definiet als f en f 11 vereohillend 'teken hebben e.n 
indo:f:'iniet i:n h:::t; ardera geval (het geval van de :figuur),. De figuur van 

-fudis een hy-p.;; 1 •:,0r.-l in het raakvlak (hier identiek met de lokala R,) 

' .. , 24' ·'- :, • J 

is 

12.25) 
' 1. I 

I + f j ~ '\~ -::. 0 j 

\ lifgen de hoofdkromteriC'htingan :i.n de paramtjterli;jnen van 11" en "I"' , 
\\. ziJn hier de m1::-:--:ic•.ie.nen 1;.r. parallelcirkels. ))e hoofdkromminec,n zijn 
I (' 

~-u -: ,.,'l'.d•,~ (dit is inderd:rnd d.\; form1.'.le vocr 
\12.26) ~11' {i•t ,i ·· dekromming.vandekrommul 2 :.f(x)} 

\ 
f 
I 

I 

~ 
~ i 

i •n = - f~~f-l 
{ c-&. degenereert als JJ 1-;t, ( fvc-8 J :: {,11 •1 t.._'1- :::: o • Di t kM hitir 

1 t,:.1 :;en ala f 11
::. o , d. w. z. 'bij e,.m kegel-11 De hoofd+ mgenta.:.'!.1.ijJ1 \. J~ t.ij 11 

l . T,, 
j6.e.n ·le beschrijvenden. Z!.J._ zijn hier_ypev"'.llic.1-, ook geotiGtLtd. i!'.l ""; i. .. 

\In net algemeen Lijn \ f.f;,·1"! en \ /fi,:i,_ .. ,11 -.hi halv•~ tisiscn van J..; ,;;llipt-, 
'\ VI~~-, v\~-~~ 

Gl' >yperbool O!t d.2 hoo:fatru1gentenlijnen liggen in d(1t riohtin§: Vl'-ln d>J 
1\qb;:mi,toten. . 

t1••~1t \l" "1'""' 1· lo; k ~niJc.. men csn "•: in ii., met e:::i.n v ak. door .x. dnn an mci1 v:i:.··-1,~:::!l 110,Q 
l. ·~ -' 0 Iii 

f-.:l kromming van do ct.oorsr..-ade verandert als~het vlak om f d.xaait. Hat 
f<itwooru is vc,:i.'Yat in de at.elling,-;n van Meusr,er en >,uler.» 
t .. !,I(_ • '"!, 

i vlak van B1.~~~hou."!llf oen Vf~ctor t 111 f • 
\1 . · n~ /

1 

doo:csnede B:reng de doorsneda rnc+, e,011 vlak: l t"' 
" I{ •1 I", .: l k l!, -7: •~ in tl:jker..ing. Laat nu e0n sn..1.jv a 

♦ 1 Clm t draaien. tt"' ligt in di.t vlii.k 
I /~--,..,= .Lop i~en 'u.i<I. is zijn prC."i .otia op 
l\ If I(. 

\ I .t1ot reakvla1c. De :riroj.:..ctj :, 1 ~ op d..: 

1 1/ ':'!ormaal is voor alle kI·:.hEnon met 
I . "'- II. 
I K rai-11'::vector t. dezelfde. tL- ,•rordt dus 

grot.13r als ~ aangroeit en C>;:1 voor I t ..L vlak vantekening 

1T ., . . r-i ~ \fl -:: ~- • k. is invariant en K,:. _.!:,:_, 
' ._ <:o, 'I· 

1 iit:l Voor de kromteatraal ft :::: k- 1 a,eldt a~,, 
\1. r~ I I 
. ~IR/ 'Q ~j~j t 0 $ 1 • Di t is de 

\
·

1

. _../ stelli;ng van Me1.1sr~e;: die de krommi~ 

. geeft als kromming van de loodreohte 

I dooranede met dei.elfde raaklijn en 
ae hoek gegeven zij:n., 
~esohouw ~ nog alleen 

:?fien om n • Voor deze 
' \ 

loodrechte doorsneden en laat het anijvlak 
l<i, I\ I\ 

is u ::. u, en (zie (1.2 .. 15)) 



- I"\ 1')7) .1.. .. ~ ,;_ .. · 1• • C. • ' 0 '< :::. I, L 11.,c ,& 

?ie'?lro in bet :raa.L~/1<1.!:: ·twee eenheidsvBotoren le\ oa,-:. \1 , ~ (nie-t te verwarr"'u 
. d tv . e.C\, -. 

ffil,i:'t• e maa eci;ore.c. ; van de parameterlijnen, di.a geeo eeoheidaveo-
to:i'."en behoeven te :!lijn) en stel 

•' r, r, I')) 
1- ~ r.:: 

(, 

(J .. ~ \·,\tt'l:. zijn. l:,:;':.J:~;f1..:'...1on t .. o .. van dit lokala atel eenhaid1~aotoren, ni.ut 
te VE'!rvn1rro11 me't '.t(;) t, IL ) , Kiest men (" en (J. in tie hoofrU,romt0richt:Lng-a ~ ~ ~ 

12 .30) 
II 

I<_ 

~)r.1dat ~ immers t,~, en -L,:t nu de hoo:Ldkrom.;ni~an zijn • .ui t ia do at<:1llill6 
~-. ·1s.n :H.:uler. 

:Men kan dit ve·ca1gemendn voo:- V, iu \/ • Lop;t m.on n-::i L~1 G.') lrJ::u.1-1 
• •~ l f'\ . 

.. tlll \ \ 
. I"<' l'H een orthog\)naal stelsel t ; i)l., :: '\, .... 1 '",, -"' :,.i: c, •J hoo.fo. -

It l;'\, 

}:~·or,rteriohtingia:11, dan wqrd.t k voor een ·riohth1e 1,t4 m0t <L~ r::chtin~e!)O ·· 

"'lir:;ssG:n cos l.f t .. o .. v .. dit lokale etelsel,.. 

-,o 

•I• 

.. 

G " n - K 
·\~, 0\, - t: " 

Het sniJ1,mnt van aen lij1:i in de rich·-
I' .. 

-t;i;:1g van L · hJbb.a. de oO<.)rcl.:l.Y:\h+.en 

-t. 1 t'S 't l)j.t ;pu!!t moat a:m ( 1 :·. 32) vol•--

u.oen e.u daa,:-.1i t volgt 

12.33) 

_,.....,c,;-.__._._.;,..,..... ______ ......_ __ .,; Het geometriaohe baald geaft dns tii• 

raot de waa1.~e van l"fi<l voor iedere 
riohting. Het beeld etaa~ ~kend al.a 

c..._........,...,...il~~i~·"'.,.:.;:. 1...,:t.r_i_. Voor bijzQmsre g~vallen hebben we - . . 

~cf definie~~ ille h~~l~9U ~et$,lf'de tek$n• paz,: :ritile'. 
hoofdtangentenri,oht.ingall• . ,<r: · 
. tic.& : : : ! c:i ind"°.strix 
fvct indefiniet. Er zi3.il . . 

aYl'llil'L.La/ na,relp1lllt., .· .. 
¥p-itvve·~~~ll' 
'• ,. ' ',' ·i. i. ' ' ' ' . : i'.' ~- ✓- '' ' •• -::"' '' ' ' ', 

en reele hoo:futangt:lnteuricbti~ge~. 



4 ° tc-& rang < n - , Indioatrix gedegeneraerd, voor r~o;: .a bijv • 

• 

! gzodetisoh p"t;.Ut der V" .. 1 
H k 

.L'fl 7eotor tt 1ic,t al tijd in de norroaal .. Voor n: 3 hobben we d~ volganda 
m. :,~1ijld1ode;;.1~ 

.... - ·-·-.) 

,i'"'l.•--,1-l'ik"• lis'.1,~ .,. T,-~•· 
"'· .., • .. ,.;,.• ... .,J..11.1 - • t.:> 

k.::r, d. d.01· 

l' 
! 

,; 

' 

. -..,...---
1 

1 
i 

' -ii.' 
l 

,Ii( 

t. in een hoofdrichting, dan is 

~ .. 34) 

"\"-\ 1 ((\ ti I 
t I q: 1, . ~n, "· o _ h et 1, } :::. o ... ,., l1 (·;;:; 

di-I; ·d. t "l'JOI" ~l ::-. 3 ~ 

.r.,iJr-. ~,,~.J-iw) _/'k l•f.-cc, ·~1.11..J .,i.:\"· ·~c"c·/~ · 

a f11"' 

:t 4~."'' 
,~ : 

·1i ~ 
I r/ I I d = t~,c'\c" '!1.1'\..J 

ijking 

r, :a1~l.:.1 drie d:l.GbttL:tiHn van bet gawicht + 4 ill v,,~1 o:pt:rE1den. Noemt ~man 
t•.,r.;(• 1,rnrtels ~fi et.> ~'!'\ dnn zijn R_. en r, d•: hoofdkronr-.;l:.:lstr,111'.in on uit 

.I\' '\.: -, \.. F:,~-~-~ ..... ""-'-~ttP~~ ..... ,,ol 

le'..) 6) blijl~ da+, 

Voor 
;12Q25) 

;2 .. 38) 

~;> "1·9) . -,:, .. ~ .. 

een 

t· _,,,_ 
.. :i.... ::. 

d 
1 5f R 1; 
• • ~ 'I. 

omwenteli~..gsoppervlak 

' l 
.J 

l 
+ -

~ 
'I., 

blijkuns (12.23) an 



Stellen we eens de vraag wanneer ~ :::. 1 
rentiaalvergelijking 

49\&eeft d1t de diffe-

12 .. 43) ':. - ( I+ ) f t tl f 1l. 

wearaan bijvoorbeeld voldaan wordt door t.."x' + f,. :. x. \," + j(i,_1. =- ,2. 
§ 13- P-_e ver5illlJ:.!P-.aen van Gauas en OOd!l'f'ii voor vl'l-1 !I vn 

Is U,t een veld in V11 _ 1 dru:l is 
I 1 I .... Cl 

-12.44) '7(,l VcJ u_.e, : - 11.. 1?dci lk<.11; 

\ 4 

waarin Vs het symbool der c<fVa:riante dlf't,rentiatie ill V 1s en t:•~n 
1, 111~1 91C-i:; 

~:e krom-cegr.octh<.::id. der V'r\ • Nu kan iede:re oovariante a.tgele;j.de van .·~ 
t;:i.·cotheid va.."'l \hi in de Vn., word.en 'llitged:rn~t in de covalt'iante. a:f'gele:1. • 
i.1.y in '✓~, 6n een aantal n's ( verg. { 11 .. 24) e.Q wanneor men dat nu in 
i.·i2 •. 44) tweemaal d~.e~/an moe~ ~vfJp,)u.~ "OQ.r den dag komsn, d.w.z. do 

•kromtegrootheid ''Jt<.1p">. in V.,, ,. Dit leidt tot de naar Gauss genoemd~ 
· 1::telling. Past men eenzelfde prooes toe op I Vtd ~Jt , daarbij bedenk'3rlda 

ch1t z:!.ch tct zelf al in ~',-1. rt.,~ en twee ±'aetor,~n B laat uitdrui:ken { 
("'' ,...,) ~ , l'fO• ,.k 
. , :~"" 01 , a.an komt er weer een betrekking w•\ai ;1 >JI"'>- in zit .. Dcrt ": 
6.e n'l!:l'!'.' Cod.13.zzi gsn,>omde stalling. De be~ek~ningan zijn volt::rtr drt nif;7, 

1<'1'":;,t.:tgt r.:ir..Lr>. m.•)Gt o1.1~en manr telkcns geb::.:,,ilt rnaken van d(;; 1;3ntite:;.t 

- I,;, ':-, ~ II. -n /-'-). I\ D k 
~< .. 45) _r;ict '\" .t\ -= ... J:Jcf, v,_.~, n, = 'hi.::.( n. 

• • j 

.u.,:-,:1r door het e;rot,:: aantal optrede:ndc B s wc;rden de herleidingen wat on-
"':ve::::-zi(',htelijko M,:n1 kan nu de notatie wat verE:9nvoudigen .. We hebben twee 

e:oorle:n ... groothE;,da:o, die van de Vn-t , die lat~,j.!'la~, ma,ir no.k griekse in­
•J:to~s b1nnen~drag9J.i en die van de V11 die ,,itrlt•i tend mat griekse indices 
:J.~➔ ;:,tcbroven ku .. Y!J'l<.; . .!J wo;.t.:-den,. 

Ii Cl I( 
It Stel U.i en u zijn grootheden der V11 • 1 met ·ttentallen u.>- an v als ze 

~:•.l:-3 grootheden der V" opgevat worden en ~k, 9.1. zi;in gi'ootheden der Vn 
,:}!'.J. :-ii.et van de V r,. 1 • Dan de.finieren we een op&rator .Dt ala volgt 

j ,...~ . r ,n, U,,& ::. u, u. 4 :. Bc.i tJP. u.) ; lJc u>. .::.. B1. o t' U.), 

. ('(. , Cl "O p.O! · · i<; n I,;. 1'.) r • De V. = 'i't_ tr . =. J.Jc.l\ Qp tl ; ~ ll' = :Jc. 'Qr V ~2 .. 46) 

D I\ "O. t-4 I!. 
c:, ~ ,::. J.)c vtA p 

> •. . , .· .. 
Ile_.'\.-., :; Be:· 9t $,. 

Vo<>j(~ 11:lllte ll~ ~l vu Leilm:i.1>< tad~ "i.Jvi 'P_\ .. aen ai•oot­
,·,,:;·.-~an -~~t k -g~b1~ p1,:t ill Y~H Ugt, ba~ t\ -gebied wei en het 

t-gebie«. va~el~~reJte-,, . O<?lt, zoda:t. ~ ook km1 Y01'11Ein . . ~ 
P. t,a, -= :ea ? . '),, . en p •rl ~ ~et lt@tallen P. t~ 

1.:1n is 



De p~o. :. 
'B.,, ~~ ~ 

C. tet. 9"' 'P . f). 
~ .B \Ir "' 1 2._47) l) C p •ll :::; vt4P.,_,.i c.i 
K 

B" If, 

De 'P ·r~ -::: V t4 "P . t'i C 

H-;;;t komt dus hier op neer dat links bij 'P n.lleen die indices voorkomen 
Jj e mogcn worden gebrnikt en dnt 1·aohts de "B 1$ alleen daar optred.e:n 
':'":i-.r.,.r latijnse indices eta.an. 

Eij tweemaligG toepassing vanD en alternatie vol.gt uit (12.46) 
'i.... J) l"V) ••• ft B" /A ..., •• ·" 
.iJcJ c..)U,.f.,•-= - .n d.,i Uo_j D~ De) lit~ ~-;. - de. J\vf) "" 
-, D o. " t---- ~ • • • I{ 
JJ@ .I c.] P,1 -: - -L'clc J\ "1-1'~ Pk (bet.u). en l\ zie pag.71,r.l0 

~ . . · v.o.) 
·-rn evenzulke formi::iles ,roor de contravnriant,., vuctoren.. Daar eohter voor 

1 .DJfl D,) de regel vnn Leibniz geldt volgt bijv. voor dti t,roothoi.d. P: la. 
( ~l"D.eon met d.e index k nist in V li.,;'shJnd): 

·- "l~I oQ ' 



.. 
en nogmaals ditferentierem verltrijgt .men uit ( 12.50) 

n.i.~envallende in twae st11kken, met de vierde itldex resp. Jd! en ~-
., '-1n 'ht 0 ... \/ • 
~ ..... ~..!. ~ · n-1• 

"" 
~el~.ine; vaq_G.,ru.\fL! 

4 • -i::') .. ~.5.., 

I ~d,\(;i -= _1 tret(I tc]~)--l 
t ___ , _______ , --·-... 

l • 
Oodaz:z.1 ---

Voor n :.;1 volgt uit (12.~6) voo,: H 3 (verg. (12.36) en (9.<))1 

f O 1tl I 

1'li[cl ( f, "'-c Ja] : ~ ~[d t 4a ~ :: 1 «) 

an dus ingevolge (12 .. 36,37), 
t , () 

•~2.59) "Ji ~ 

Het product der ht>Ofdkrommingen blij.~ d·:la ~,llijk te~z::..jn aan de 
ecaiaire kromming van de V1 ( thel')rema egre~::.u.m. van Gauas). A.angezit.1 .. " 

dcze laat-e:te alleen van de 'j ita}~n de afgela:i ~len . .,an deze naar de .,,, cA. 

tot de tweede 01•de~afha.ngt, is { oan i.r.v~:l"!t.ill"'; 'bJ.j verbulgj,n..~en ~oz.: .. 
dei- sobenren. Verb,,ii3;inge:n zijn mo~elijk om.le:t voor ..., -: _:., t < t ':lit.1 T. 

· :~!' v~stge.::.sid d'lf.?l'.' '1? c.d4o. • Voor h > 3 ia di t in bet 1\).gn, .. 
c•. · .. ~' ft&..~) , ; 

,,,. I s 

@ 0¢dazzi kQmt aan de orde b:Lj eigensMappen die i.t+ 
, 

1\,.ieti?: .·&tg~J:t;don van, -l, J, • Ala voor'bteld name:n '·we 

EH~~ V,_ · J.n ,.::· · · ), -fi,,e:,t ,: "~°' i~e.x- puttt de rar.g 1 hee!t. :i3lijtens , 
(12~56) is da1f (I:·., ·:1

1 d.w.~. de m.:.:atk'nu?e in de¼_ i1fde .... 
·•elide als die fi.t ·e&b·· . ,, /,v~k. Zij .rm LOL tten veld. van ee-.:S148"•o-t:o­
,l!'eu we.arvoor L<;.#,,c& ca····'.f:ieb 1,5ijn de atrooml.1.jnen van itA ~t•t~.:,).~j 
lg$t!tenlijnen. Zij J t'a een 'veld van eenb.eidavootoren loodl:'ect4 t,p · l,.: · f'\ 1

"'. 



t la( Ill. ligt de kromteveoto~ u. · van~ i, E:r.n ook 
•a l . J • Ingevo ge Codazz1 1a nu 

~ t:: • 60) o 1 1v • c. .f, t 1 • :: Cd L vc) t :::. \ ~d. 1, 

Jiil •. /'.:r: ::i.ungezien ocl<. 

,<.J.'~ r '-Qf"' .-1 .,., 
0 - f I;, :J ~ • .L • •.". • .. I'' . - • £.'O - • ··-.1 'H ~ 

I 

ht k . IA /' ,., \ 'A L~a!l:t:' eC ·. er 00 . l , 11 tr"ti .-,, -;:. 0 

1·:◄ 1:1kvlak is voor ar1 n p,:r.rt~:1 van 
vnlgt 

t Vi ir-i dus ontv·ik!rr;::J.k-,n.:r -3~.1 :if be ..... ., .... -.. ~--· ---··•"" 
lijnen. 

-Fi.t~ is hier ~.O'.)d:;c~.kcl t::k va,.; d•.1 vorm 

duS 

12.64) 'J. I l \·1 ; - \ ,, . ' 
~ ) L ..I•} 

v,i 1 j & 
lAert 

I 

=- - ( 'vr. _. ,.:.~ 

~ I if\ 

:. u. in de riohting van 

, d.w.z. IJ.U-

in ea n p'!lnt; 

s·--

.. 

" j 

. <. , ci. c~ 
':11; !-:::romtevector J l'Jc J van de strooml:i.jnen van het veld i h ,e:::1: 
~·.tullt.ing van LC\ • IJ~trJ.kE~ st&e.t 1l,1'? ~- de Pr: k..~nfl:ming: '"~..;.~. ~,64·~3 st~r~t;:;:""' 

lij~en. ,( is de i'll.et .:.J.nl wordenu.(:-1 hoo:i:\:.i~::r, ... :r.mi~g der 

Vcor het voorbeeld der omwenteJ.:lngso71pe:::,: lcl!tl<:.:~n ,O~)? f'' ~ <;.i izie (1?..40))., D~m cntstaat :.:er: t( l 

12.,65) · ~ (', . 

::: '-1 a.lleen 

~~~ 
t 

--~ =- -f c,o:,~ 

ie 
k:•c,i:.,1::.J.ng 

}.·roj .:)i: 

0p hat 011:pe:rvlakt d:::~'i.: :i e 

',·11jn" · 
2 .. 67) cl('f, ::.. 

;r;; 
_g._ 
ds 

~. ~c;t ~.­
d: '$· 

I ,· 
11,) •· 

').. 

,.1 ' i + . ·,u~ i':, ~l.L -«~i j ',. ~ d~ 
l 

W,e;.-da~Q.i.;i~91rt ~t (12~,e,~}. 
<. .1.·.-· (; :.;~'/l.-:::::: __ ·:'/T.()!:j\_·:~. ~::_ \;·/,,\_·\_:, ·.t}:t;' 

Verd.er- is la.ngs ao:n 

• i3 to·:-~ cos~ I Sii h ~ t()S~ .... 
~· --

f' ' 



. -'15• 

We gaan nog na wannee~ een omwentelingsopper\'lak oonstante kromming 
heeft. B1ijkens (12~41) geaft dit in de gewone notatie met x en Y 

... , 72) : ...... 

" :I. -¥1 u .. 
·i 

(J 

J 2. • 
~(1 -t- (£:) )'" 

dl.Y 
d7-

-!- f 
• + I cJ!j._.)1 
' \di 

~:1 ., 

- :>. 

Dit is een elliptisohe in'tegraaJ.. Voor ~_.1 ~ ,) en ~ ~ u E~·,D1.1 vi:· 

dx 
,J lJ. 

;r 

::.. 

oplossine; 

-,~, ?4) . ~ ... ( x_._ (l{+ tfl-::. _;_ 
d * 

·,;1.)0rstellende ci!'l:.:els met straal 
Vooi:- C.1 :-. _:;-~-=_cl; 0.10 

1 ~ fl 7 5) cl X. - \j_i;_:_rl_1.L__ • 
, •. J~ u~ 

met d~ oplossing 

1Z.?6) X c. \Ja.• - ~• •I- -to',\ "--'"~--'- · 
Behal.ire_ 'ii,. e~ .. J .. i,1. ;oert men bij oer.\ V, ;.n "R 3.nog een derde t·~rJ · 

sor in .. ,::•l-1.~· :i&,:f'~:O. fi.,~t_lle van nq • -r.,1en bHo:fr1:>n?.i, .i:1n het _opreJ.•,;1~:1,: 

C•i{J;ti•'. . _.. ;_,,;,;t_"( ~--) 
:~:·'~id::,'.(,•~'•:~Etder p1~t ·v~ de V,. wordt 1afgebael.J ci, .. 

het :ptint met dea.Ud~ ,,,vnn ~U,•_~:l>:r~~"•Dit 9eet de !3J2~J'~~~ afbeellti~ 
'Vo.n. de 1/2 • Voor de f'und.ameu"bael:t~,.-.: :~ de bol vi.nd.e.n '.'1e volgen.,s . .. 
{ ·'l 1 "1'1 • ,· lit~ i""' O 

;,,,') 78' :C, ,._. ) 
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zijn de hOo:fdkromterichti111.ae1i ook hoofdassen van o. ... e • Legt xneµ 4uS. 
-0 ' ~~ ~ ~ 

eon lokaa.l reohthoekig eo~rdina:tenstelael met eenheidsvectoren ~ f 
in de hoofdkromterichtingen, dan is t.o.v. dat ooordinatensteleel 

I t , 

-; ) t19) ' ,._,, ! 

~ ~" ;;. 1 ; ~ {,:, :: 1 i .1 H. -z o 

-l~,.: z \c. j ~'l.'.i :;:: K ; t~i : 0 
. " ~ . 1 ~ <i~, :: ~ j <X.ti -:. \ i Cl.,;_'i., z O 

c<·, er moet dn.s een betrek:king best~an van de vorm 

'i'.:"BO) . 1~ ia. + ~ t,~ + '\, ct.to,. ~ o 

"'~ 'A2 q9, l t '.l"'" -· l. • ., I ✓ VO g 

li:~~·t <10 oplossing {voor f :;:o ' ) 
I; 

t t .. t 

-! ') 81"'1) p -::::. . CJ '?:. 1 
• i:-. ~ - (j .... -r. .. -y;--- ) f j ~i 

(J 

zodat ten slotte volgt voor het verbancl. tussen de dr:i.e ter,is:-:~-:.:n 

'v j fl<, k.J 
In een n stolt Tu. JY- • • - I.I · het pa.rallelotoop voor van d.o V•-;~ • 

. I\ I\ f n., 1"·····1-1," ·:~t•:t:on V', • ~ .. v- in een locale R., • Laat nu en i..x,. ·••A ... t:.r, 
I J •1 . "' ' "i"''••'I'\ • ,.,0~-tra- en oovariante eenheids - n - vector voorstellen, dus ., ::. : 

t:·.i1 l;.,, • •'(\, -:: 1 in lokale orthogonale coordinaten. Dan ia 

,;.-, Q,1\ 
~ •. ,: . ., ,_ .. ....,.,: -½. i - +J, 1 , >-1· .• :~., - >., ••• ->.~, 

•,' r,,· 1.• t'.> ( ") 20". ·, ,. "' ,.)" -::,~ l 

mw:at deze vergelijlcing in orthogonale cot;r:15.rmtcn geldt e:i.1 <.iu& , ::-k · 
el,;:;emeen. Zij nu de inhcivd van het boven i1.1gevoarde rarall,;:lotoa,p f L 
dan is 
1?~85) 

e1J. darhalve 

12 .,86) 

i" ~. d~, ... ,df. , ,., /:) 
~V" :.0, 
' 't . 



... 
i~r.1. dus 

·: ,89) 

.. ,. C•Q) 
♦ I'. ,. J • 

I 

rs Cito.:: ~ !et dan is de s!erisohe afbeelding 99.nfora, d.w.z. 
~i•'•-·ken blijven invariant. Uit (12.83) volgt dat de a:fbeelding conform 
1.:-i voor een punt der V2 illdien aldaar .-t,.C.a.:: 'iia. is {navelpunt) of 
j 1 ~J.ien H:: o is. Isl-\ overal = o, d.w.z. zijn de hootdkrommingen ovar­
u.l tegengesteld gelijk, dan is de afbeelding overal oonform (minimaal­
oppervlakken, behandaling volgt later). 

~ 13. De stelli~ van Gause-Bonnet in een gewone ~~ • 

In een v1. met coordinaten ·y, Cl; C4. ~",._en defio:iate fu.~ntn;;,.'ltensor .,.~<-. 
1 't.,.) schonwen we een kromme S die zich continu tot een punt laat same:c.-~ 
trekken en een kromme s' binnen S • Verd.er beachouwen we een punt 1:, 
l.:innen 51 en een stelsel kromman door l> die het vlak binnen S gehe@l ·;;r,J · 
len en s en s' loodrecht snijden en in die snijpunten ean ltromming ?J,-~ 

hebben. Van alle functiea verlangen we dat zij oontin:n zijn ... n rr1·.,'!'.",,.t 
sen voldoend aantal continue a.fgeleiden habben. Behal:va S dr. S tvk:.n~-: .• 

we alle krommen bi~:.1en S ... : :i ;;;; ·.,v, :.: :L 

loodraoht zijn op de kromm~n :100~:- ·? 
De eenheidsraalcveotor (zin r.;ul:i.t~r.-a.~ 
zij ~ct en dlQ aenhe.idari:ti'l.kvoctor 1r.-... 1:i 

de kromman door 'P (zin nr.-1r b"!.P..ll~•n:: 

j'\ l<:1. en J4 zijn dan vvld Jn 1.1.:.i.: 

overal .cp ,n1 binr.en 5 ,!J,..tl}..~yu _ _t£ ·p 
oontinn en ean vo ldoe;1,,t c.:1nta l !43l&n 

dj_ff erl~.u+.ti::)er'ba :~.r z:l.j .t~" ..::.:· .... i;~ ·::: ic,:n 

(V,1. let )L._ :::.o 1 (v4J1 )jg =.Oen (vg LQ.)jQ, = - ( \'«/"-) i~1. ·:>..:r;;·t;tt:-:i=. ,;;r 

vergelijkingen van de vorm 

13., i) CL) 'rJ C ii ;. k i, j' + A jc jt 
iJ Vc:j& :::: -" J~ i.4 _ k ~c Lt 

0iJ. bij ?V'erschuiving •t Le reap. jc ziat men dat K de eerete kronm1:Lo~ 

, i/tlll. d~t-t :~~•~ie ia en r~1 de. earsta k:romming van de J· OOngrtlC!;.t::.~. 

•· Jn ,;/ .,, .. '•.·'tti 4• tre.ohtena omers'telling >t -:: o • We gaan nu de lijr.1:n-
- ..... .};<•\..',; ,· ,,. " 

[k •cd,1 ; J~_tid,' 
t , 

~an gesloten kromrne t, beschouwen. We gebruiken de atelliq vu 
tc kc 6 in een iet a a!\dQr;. vorm da.n in ~ 7• In lldll X., is do !ijld.~ft~,l,':;:, 
an e(3.ll covariante v._,ot•.•l' lnng~ P.G:n g•;.:1J.o ~an kro~.me gulijk Mn (le op~,::: 

' • ',, ' ' ' ' ' . j " '/' l ~ •~r- ,, 
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ingevolge ( 13 ~ 1) 
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I 

~) 
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. •: f 

\ 
l 
1N u is ech-';;er l 
113.8} 
i • 

jomdBt 
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in tegengestelde zin en terug 
naar s langs dezelfde j -kromme. 
Langs de J ... ~omme heff en de inte­
gral en elkaar op en o-p S en s' is 
~ :::. o • Dus volgt 

<3. ~ ')./ ~ ds __ .(~cl~ " f. Ki,i d"/i -£. k >t dr/'." --r~ olcr 
111L:.2 .. x.·iri ~ e,1 n:n l~t gebiect is dat door s en 5 wordt begrensa ~ K. is op S 
en cp s' C:.0 hocl:7~:rdraa:ting naar rechts ven d.e r:1aklijn t. o. vn:n een 

pseudoparn.llel · l!l(➔ i:'hE:;:Gr;en:l eteist1J. per lf~ngteeenhuid. Laat mon dus s1 

samentrekken tot h:;;it p,m➔~ 'P a.~n tB 

,13 .. 12) ~ 

en daaruit volgt 

Ltrn-Jkds 
·r .$' 

13.13} I J K ds " ;_;; _ j ~ du. 
t s ~-----

waarin u nu het door s. omsloten gebied is. Dit is de stelling van 
Go,:;.S s-Bonnet. -.--•. : .• -""I__...., 

Neemt me·n voor -S drie elkaar snij­
dende geodetische lijnen, dan gaat 

deze manier van werken niet lnnger 
op omdat in een hoekpunt de raak-· 
lijn disoontinu ve:rspring-t. v~rvangt 
men echti.;;r het hoek:punt door 12-011 

boogje van 0an •tgeodEd;ische11 cirkel, 
d.i. een kromm,a wa['.rve.n de p1:nten 
gelijke nfstanden h,;br.-e:'.:i. tot t.1en 

-rr-p vast punt, d2n wordt b:l; J.,~ limiet 

de portie vn.n J ~ots in dat hoekpunt juist geli;ik aan fl,:, }::1_~'·- ,-;- -~ WB.'3.r­

over de rn.aklijn gedraaid is (bui tenhoek Vfll1 .~;_,:, Jrieho0k' ., Ll:ll"'.tgs die ~ ....,_._.........,... 

zijden is k -= o zodn.t de zijden geen bijdr:1gt1 l0v.:-ir~,,n. Bijgcwo~ g is nu 

31i-«-~ -3' -:.t11-{ idrr of 

, 13 .. 14} « + f3 + 0 ==- rr + ! ~ d_cr-. 

In een Vi. van eonstante 1£ronlP!in.e; ~ is dus de aom van de hoeken van 
e~ geodetiache d:riehoek > 1 8 o O voor I > o · on < .t2o 0 voor ~ <. o • Voor een 
b6l. in R~ is (13.14) de beke.rde formule voor het s11he:i·isch exoes. 

Is een Vtgesloten en kan men door een vloeienq.e kro.mmo de V-;;; 

len in twee stu.kken die zich elk tot een punt lateri. snment"tBkkfin, da.ri · 
kan men do stelling 0r, "beide hel:ften toepasse:n. De :Ln:tegr:1,il oJrai q.e , 

1 beg.r•.:n:-..zj.r.;g komt da::.1 t-wc-;.: r.t~•:1.J.. ,;(,•:'}.' .:rn~t tagGUf.Z:$Steld t..:;lt9n e11 \talt W~/t l •r·· 

1 z(v::1. ,~+ b.1 i :ixrl:ioR.1'.:'a.i. it..": ti\· :<~ .1,,1 ...,, (21-- •~ 1 ,:,. \ I t.-·,1 ,., ·-·· ~ "? ._, .v -- - I,,...,• .• ·,- . .,.., .. ,., ~-? 
L 



13.15) 

-oo-

Op eea rill& bm MJ1 cloor eeD krbllrla 
met 4 reobte hoe.ten ma.ten dat v,.. 
m1o!:t tot een pUJlt laat e,;m€1l trekken. 

In die reohta hoekdn draait de raok­
lijn vidrma~l ov~r ~ ~ , do biJ­
drllge v L'D. diu ho\,Jk:punten in de 1.nt-a­
gro.,ll 18 due i tt' • Bijgevolg is, danr 

de rest van de 11jainte8ri\e.l zieh­
zal:f opheft, 

f ~ dG' -:: a. Tr _ Hr ::: () 
" :f 

Op d0zclfdc mc:i.nier t ·,:iw-L j ,~t m~n dnt eon bol mt3t p 'h•Jngsale" aan oppar.-

•l!'l.kte integrf'\ 3.l 4 T: " 1 - p) h1.-,eft.,. p ,:i;.H,t n:."!'iI' R:l.cmllnn hot ~-
el!1.cht van de gesloten Vi. "' 

§ 14. li,et integr~JJ.,:-;:.~filheoromn v~ v1 ill de ,sow~ Rl -

· Zijn vnn een V,. zo,N,l 'i ti ale i~ gogevtin :1.la an'\lytiache functies 

der ~ct in een 1C (,:) dan laut zich de V1 in die omgcvir.g, renliaaren 
o-p E;on oppervlnktcd\)el VA.n een gawo.ne l?3 en dit da..;l is V'.:\stgolegd op 

tr~nHlnties en rotatiea na. De grondvorgelijkingen ~ijn 

14.2) 

14.3) 

I 
14.4) 

)Jc.Be ::: ic, Tl, 'fl. 

T) ~ D .tJ, 'OK 
..,.LI ( 1't, ~ - 1\,( )J «. 

t l\¥(,1 c-e a. = - a. l[cL[i ,l c}l J 

.o(d lt] .& =. 0 

( 12. 51) 

(12.57) Co<it~z.:. i 

w tk K .. 
Wa beachouwen ~ en ry ~((k) = gewoon onrtasieoh ooord:l.rn•:_: , c1J.;'lletel in 

i\) nla de 6 onbekende funoties dor ~ a • _nan ,;io,,,t~~.n d.:.:i:::;,. v,.;J.(.,.tJ•-:l '.'Ym 

'do differentiaalvergelijkingen (14.1 1 2), t,it@,el-'!o,1rt-rve:."! 
I< a f k f, t\ 

14.5) ac 3,t i -= ~ .£ 3C4~ + -fv<:i n 
If\ lJ .a t k 

14. 6) Oc n. ::. - ""-c c>a ;5 

.. int~O'llbili'tei,t,:,ool:ld.iti~u•._ zijn ti.de vergelijkingen die v11.atl•qen 
~g•r-e $f'gel.eiden van g an" 11 zic~ doo~ dift'erentiatie van 

I.IJ.s,funotiea van de ,~, !> , of! en rt .~a.ten n"!'tdrt'tkk~n. .. 

hier k ~ t- 411 t ,_;,. 
C ~ °[~ c'> c]d g ~ i:: { ( ¾ ~ )\) + fit~ r. )e j ()(t._ .. :> + 

-t- ~ ;\, ,K.c) & ) ,,__11: + J, t (C! (),J 1 •t' '.:lo 



14.8) 

b) 

c) 

1 voor- I\ -:: ·'K 
O voo,- ),. 4: \< 

d.'lilf11Z1t feeft men in 'R 1 een P1lnt, <le .norme..P.l in diS.t pnnt en bijv. 
]:i1 : .B : B~ , dat i; dus de richting V[l.n de raal..vectcr aau de para-"' '\ ., 

meterl!jnen van '1"' , da.n leggen de vergeJ.:i.jki:nge.n. ( 14-,9 b,o) alle waar-
den .B.t vast. Brengt men in ( 14. 9) alles .ri..aa:r links d::ixi zijn de af'gel.ei­
d')n. der link:erledan naar 17.g m,11 ingevolge (14,.,5~6), ,J.e ~<•orwai:iro.ar. 

r 14~ ~-) z:tjn dus ;:1:l.€t alleen in \ct vervnld n:aer in een ~!, ~ '·•)0''} - .De \~ 
in lil is nu vastgelegd op de keu7.e van het :rmat, het raakvlak f-lll de .. 

. '\ 
stand van de raaklijn in dat punt aan de parameteJ:•li.jnen van ~ na, 
ll .. w. z. op translaties en rotaties na. Met nama i&ijr.r. geen varb11igingen 
toegelat~n want daarbij verandert .4tc.g • 
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