

































































































































































































































































































































































































































































[ 0
vraagstuk IT met de warrneninzen pl , hun correcties % en de parameters
X . Deze zeven den met de [evichten Go.~van de 553 aanleiding tot de

f.a
normazlverzell jkingen
"

oy =
G acj,kX MGMa/“.; (17 )
die overe:nstemmen met ( 13 )
Heeft men hieruit de X bepre’.end, dan le veren de verﬁeliJhin

( 11 ) ¢z Kp en ten slotte de vee elijkingen (9 ) de s en ait is niet
anders dan het rekenvoorschrift voi Standaardvraagstuk I, toegepast op
de vergelijkingen ( 1 ), wacrin thens de kaals bekende grootheden wor-
den beschouwd.

Het gehele proces komt dus hierop neer, dat men in ( 1 ) het ge-
hele ecrste 1id, verminderd met de bekende term ufj, beschouwt als één
srootheid, dus men stelt

ugj?l - uOP = ¥°
als waarnemi ngen heeft nen de }3“ 2ls in ( 14 ) met de correcties EP.
tlen bencolt nu de cofacteron af » 7 decr toe 'ussing wan de voorte
olemtin coct op (14 ) ooult o de G.» . Dacrua stelt men, u tsoun--
de van ( 18 ), de normaslver,ali li-en (‘ 17 ) op. Na berekening dur A

past men op ( 1 ) het cerste stundancdvraasstuk toe, wearin de X bekend
zijn.
Verder is nog

gt e = ,.“L‘N (zie (9))
= (3P4 dxt ) B (zie (10))
= z::'f.fcf" { zic ( 12 )) ( 18 )
Ook is
5t = e
=3:er> ( zie ( 15 ))
= 30 (%74 25xY) (zie (12a)
= GPc“éPuz‘éi - (zie ( 10 ))
= Curs ( zie (15 ))

en dus volgens de regels van het tweede standaardvraagstuk
i e @ G -—p - A
gikilfik = G’f-;i‘fe 3.' = F(;'PP P - G(gqaf’aix
in welle formules weer een santal contrdlemogelijkheden ligt opgesloten.

Opmerking.

De behandelde modificatie berust op een bepaalde oplossingsmethode
ven de normaalvergelijkingen, die bestond in het elimineren van de corre-
laten KF . Het speciale aspzsct van deze methode is, dat zij bestaat in
de achtereanvolgends toepassing van de relenregels van het tweede anfhﬁt
gerste standaardvraagstulc, hetgecen in verscheidene practische gavall@ﬁ



tot eun overzichtelil jke bshondeling van hat probleem voert. Niettemin

kan echter soms een andere oplossing van de normaalvergelijkingen aanbe-
veling verdienen.

7.8. De_cofactoren bij Standaardvraanzstuk IV,

413 kunnen hier niet wvolst: v m= t enkel de cofactoren der ka, om--
det hier de Pi niet explicict in d= x™ ‘zijn uitgedrukt, zoals bij Stan-
daardvrzasstuk III. Tannecr we met cen functie der Pl te maken ltrijgen
en daarvan de cofactar moeten bepalen, kunnen we deze niet eerst als een
functie der X schrijven. Je zullen hier dus ook de cofactoren der p-+£1
moeten afleiden. .

Na de overgang op de pf’hadden we voor de bepaling der X te maken
met het tweede gtandaardvraagstuk. Dit luidde

VX =3+ £F (1)
met als cofactoren der pFJde Gf“} De normaalvergelijkingen werden
P_Teh e P
waa_ka‘,‘}{ = GF“' af‘g (2)
zie ( 16 ) en ( 17 )&7.7.
Stellen we

Gerafei= Hau (3

dan komen de normaalvergelljkanea te luiden

Hy,){ ""'” (4)

en els we dan weer definiéren

w o 8 (5)
i
den is de oplossing N o .
X \
7 =8 GF/, (6)
7ij weten nu van Standaardvraagstuk II, dat
*, x/'= 5 (7))
en eveneens, dat e e
s (E°+5 )=0 (8)

Uit ( 5 ) volgt

sy P = Gpﬁ" e
= H’*@‘*:,é;
en dus _
x:.\.’-ﬁtw HA}&%:L (g)

Nu is vuigens ( 1)
=—Zr _ P TT, IFET
agf sy P = B, D o+



zodat met het oog ep ( 9 )

- T AL
0 552 22w - oft
kY2
Uit ( 9 ) volgt dan wegens
= T =5 Y.
5 3% = - 6%
gL 27 = o -

Nu was volgens ( 11 ) 87.7.

&
glkuPukK . Q;XA'
.of, dear
t7= - pF
zie ( 10 ) en ( 14 ) &7.7.
ex_= -5+ afx
ot volgens { 1 )
«r.= =
2t als Lolossing
- K o= Goe

Hieruit volgt dan direct

. o i B2

K, X. =G, 25 %6

3 o & FT Z e
Volgens ( 9 ) §7.7. was v
A ik ¢
£ = g ukKe
Met behulp hiervan krijgen we
L . il e L L& mk
£,e° =g K, Kug
of, lettende op ( 11 ) en ( 13 ),
o’
éi, EE - gll { ( ot akﬁyw¢)

en na een kleine vereenvoud1W1ng

TEE L 11,5 me il

u..,. ~

Van Stendcerdvraagstuk I weten we

T ¢
lfx,ug - gt ulG- HmaG@ng

( 10)
(11 )
(12 )
(13)
( 14 )
‘Gmk
e (15 )

( Tk

k
(p-r- P ) = D ,p

1 _K _ ég’gk

zodat met de afleiding van ( 13 ) de gestelde taak volbracht is.
Hdet zou nu nog kunnen 2zijn, dut men in een functie, waarvan men de

cofactor wilde kennen, tegelijk de Pt

7ij zullen daarom nog berekenen

(Piﬁ-g_l),Xl

en de X voorkomen.

Hoewel diverse wegen naar het doel leiden, is de volgende er é&én, waarbij

weinig cijferwerk nodig is.



Uit (1) volgt

of e
( 1-)-‘0 : ;:P)’ x’j" HA"L
ver;elijicn we dit resultaat met ( 9 ) dan woet
“* etk
cEy nie (12 ), Ky ein ool s der £ Fis dus ook
s T
a.h.r’.’ -
Verder is, zie ( 14 ),Ef cen functie der KP ; derhalve is
<, X'E 0
/e hebben dus reeds gevonden, det
( P l )s AJ‘: .91: X
Volgens ( & ) is —y -
1 =y §=p T
ph, X" = Y LELAL
Iettende op { 14 )&7.7. is
599 Pl = Uj;-::lk

en dug worat

( Pi + E;‘), = p ~1 ﬁvgm.a uk

waarmee ook dit probleem is opgelost.
7.9. Standacrdvrazgstuk V.

Hier zlgn de grendverjeli jkingen
VLN T
iPl_.uci)ﬂ—alX (1)

-
UAX* = Ut (2)

De vergzelijkingen zijn alle linezir onafhankell jk.
ik,l,m : 1—n Py, T 1—b

)«,/J,Q,K : 1-—h g(,/g,b’ ¢ 1B

We hebben hier n wasr fe nemen grootheden Pl, h parameters XJ”, b

betrelliinzen ( 1 ) en B Yetreixliinsen ( 2 ). We kunnen uit de B + b betrek-
kingsen de X ge&limineerd denken, we houden dan gver gtandeardvrasgstuk I
met b + B - h betrekkingen. Hier moet dus

n>b+:8-—h>0
Verdsr onderstellen we ﬁ> B. Iasers als h = B szouden de Mt | 2.5
kunnen ‘orden opgelost en in ( 1 ) inzesteld, waarna we genvgudig Stan- -

daardvraagstuk I zouden hebben. Het yrobleem had qgp deze manier dus we
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nig zin. Jas h(i? dan zouden de ver:elijkingen ( 2 ) afhankelijk zijn,
hetyeen met de aanname van de onafianelijkheid dezer vergslijkingen zou
strijden.

Voor het vinden van een voorschrift voor dit vreaagstuk gaan we het
teru_breng en tot Standaardvraagstult TV. Laat daartoe Bg' gen gtel groot-
Aecew ion, dat voldoet mem het . L .1 ( 2 ), dus
UES o (2a)
Treliken we elk dezer vergelijkingen »f ven de overeenkomstige van ( 2 )
dan krijgen we het stelsel

o4 XA
vl ex -0y =0 (3

Dit zijn B lineaire onaflhianlieli jko homogene vergelijicingen in de h veran-
derli jken X“}“m Bg‘ « Br zijn dus h - B linecair onafhankelijke stellen
grootheden 3% ( 2 O 1—> h - B ) aan te seven als oplossing van

( 3 ), waarvoor dus

A
U)LB; = 0 (4)
Elke oplossing is dan lineair in de Bguit te drulkken, zodat
A b S p ¢
X = BO o B({)Z ) ( 5 )

We substitueren nu deze waorden van XA in ( 1 ), waardoor we krij-
zen
ugPi = ugJ+ EB‘(:‘+ aiE;Z(P ( 6)
waarmee nu inderdaad Standsardvraagstuk IV verlrezen is met de h - B para-
meters Z‘P.
Gebruik makends van de resultaten vané?.’i. wordt de oplossing in
de notatie van het onderhavige probleem de volgende

.(__ P
ii - gll'u,rK (7))
5 N
(zie ( 9 )KT7.7. )
. by
ug:’»}:TF+ afBQPZq) (o)
waarin 0 i e o
NS i
T = U.O + c...lBO ulp ( 9 )
( vergelijk ( 10 )87.7. )
. Y
gikuguilfs = 7 & a;Bq,Zq) ( 10 )

( vergelijk ( 11 )87.7. )

p)..
aABwa,= 0 ( 11 )
( vergelijk ( 12 ) &§7.7. ) ‘

De normealvergelijkingen, gsvormd door ( 10 ) en ( 11 ) samen, be-
palen de z¥en de K(, , Waarna de £ verekend worden volgens ( 7 ).
Ten slotte was
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i)k
P K(,TP ( 12 )
( zie ( 18 ) 87.7. ) N
Jij moeten nu deze oplossin, omwerken tot een andere, waarin de B
niet voorlkomen. Vooreerst kunnen .e¢ doartoe ( 10 ) met behulp ven ( 5 )

veranderen in

ik © 5. - P11 Py
g uy {LN = Uy o Uyt e X

of &ls we stecllen ,

ik €@ oeF

& W% ~
en

v c i
uo - uip = tF
’ A
6Ky = 4P+ alx (13)

Verder vormen de vergelijkingsn ( 4 ) éen compleet stel lineaire
onafthankeli jlce homogene vergelijlingen, waarzen de stellen Bz;voldoen.
Moeten deze stellen ook nog voldoen aan de andere lineaire vergeli jkin-
gen ( 11 ), dan moeten de co&fficiénten van elk dezer laatste vergelij-
kingen, dus de a;K lineaire functies zijn van de coefficiénten van het
stel { 4 ), derhelve

Ak, = Wiy (14 )

We hebben nu de stellen vergelijkingen ( 13 ), (14 ) en ( 2 ) ter

bepaling van de XA, KF en k, . Samenzcovat zijn ze

¢fx. - afx™* =tf ( 15)
- e K + t}ﬂk , =0 ( 16 )
wx? = U;“ ( 17 )

Dit zijn de normaalvergelijkingen. Zijn de onbeXkxenden hieruit bepaald,
. s - \ . i

dan dienen de vergelijkingen ( 7 ) voor de bverelening der €.
Volgens ( 12 ) was

gk | % e
of met het ooz op ( 9 )
ik ik _ £ P
g TEY = Kﬁt 4 KPQXBO

Nu is volzens ( 14 ) N N
‘f"_. <
Kramso = kJQKBo
zodat, verder lettend op ( 2a ),

giké?ik =K.t o+ giU:‘ : (18 )

f
Ofschoon met het bovenstaande de oplossing gegeven is kan nog van

beleng zijn, op te merken, dat het soms voordelig is, het vijfde standaard-

vraagstw: tot het derde terug te brengen volgens dezelfde gedachtengang,

woarmee het vierde tot het tweede kon worden gereduceerd.
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e .1 - . .o . v . -

et ( 15 ) kunnen de K. op de belrende wijze in de X Mworden uitiedrulet
als volgt ‘

' o X

K= GosalX’s Got

(W)

diermee lunnen dan de Kyuit ( 16 ) ze€liminecrd worden, hetgzeen geefdt
, _ .

— N\

© YA &, P
- GP“‘JD: o X -+ U/-,ekol = Gfx-;z/},j‘t{ ( 19 )

et het stelsel ( 17 ) vorwt ( 19 ) de normaglvergelijlzingen van
het Stendeerdvraagstul IIL, dnt men krijgt, als in de oorspronkslijlk
ver;elijitingen (1 ) gesteld wordt
Foi =
wpt = pf
i
met de wacrnemingen

i -
u;p> = D (20 )
en de correcties uﬁ*i s
i;.. —_ <.
met cofactoren der pl
=) ik #
g o LT
b 1uk

afgeleid uit ( 20 ) door toepassing van de voortnlantingswet, Dit Sta
cardvracgstuls IIT ken den desgewenst in 2 trap.en worden behandeld.
Standaardvreagstulk V kan echter ook direct in twee trappen worden

opselost. Men kan nl. eerst de betrekiingen ( 2 )

|
1

A__ ok

U.X" = U] (21)
buiten beschouwing laten. De cerste trep is den de oplogsing van Stan-
dacrdvracsgstuk IV, uitgaande van de vergelijkingen ( 1 ). Men vindt den
voor de parameters waarden Y’A, wzarbli] men de cofactoren berekent, Doze
Yb"zijn dan de waarnemingen voor de tweede phase, die bestaat 1n een ver-
effening op.de voorwaarden ( 21 ), waarbij voor de decorrecties worden
herekend, wszarmee deze Y:Novergaan in de XD\

Welke van de drie geschetste processen men zal toepassen zal af-
hangen van de aard ven het DHrobleem, zoals zich dat in de practijk presen-
teert. Men kan daarvoor geen vaste sedragslijn geven.

Om geheel volledig te zijn moet men nu nog een studie maken ven de
cofactoren bij Stendazardvraasstuk V. Wij laten dit achterwege, uit de over-
weging, dat dit standasardprobleen weinig zal worden tosgepast en als het
moet worden gebruikt veelal niet de vrij ingewikirelde algemene formules
van de theorie zullen worden gebezigd, maar voor de berekening van de
cofactoren eerder gezocht zal worden naar speciale mogzelijlkkheden bij het
te Dbehandelen probleem, die gelegen zijn in de bijzondere waarden van
coéfficiénten of groepen van coé&fficiénten.



HOOFDSTUK VIII.

De rekentechniek van de oplossin; van een stelsel normaalvergeli jkinsen.

C.F. Gauss heeft receds een rcirenschewa voor de oplossing van een

- stelsel normaalvergelijltin_.en, lgcn vindt dit op verschillende plaatsen
in de literatuur ( b.v. J.li, Tienstr.: Over de oplossing van een stel--
Bel lineaire ver =lijlidn-en, Ti,lcehri™t voor Kadaster en Landmeetkunde
¢d. 1 Octobver 1945 ).

izr orat dus volstaan metl de Hijvoeging van het schema en een
Cuitgevierkt eenvoudis voorboeld.

Voor het behandelen van grote stslsels ven normeelvergelijkingen
heeft men naar and:re methoden gezocht. lliervan is het " ontwikle linge-
proces " van Boltz ar eén ( H. Boltz: Entwicelungsverfahren zum Aus-
gleichen geoddtischer Netze nach der lethode der kleinsten Quadrate.
Verdffentlichungen des Preuss. CGeod. Inst. Neue Folge 90 ), op blz. 122
gencend bij de belandeling vain Standaardvraagstuk III. Het proces komt
D het vol,ende neer.

De gegeven betro’kingen worden in twee groenen gesplitst.

p.

R L (1

i,,l,m ¢ 1= n
SRR P A o { 2)

o fi e
T G
Ei% gijn de wver;elijliin :a (1 )Y ev. ( 2 ) van blz. 121.

Ds normaalveryelijl.in en, cveucans in twee groepen gesplitst over-
eenzonstig de spliteing in Je sroeszen bi, de betrekkingen, zijn:

¢ K, + 67E, =+ ( 3)
¢Pr, « ofx, = +P ( 4)
{ vergeli jk (6 )en ( [ ) od blz. 121 )
waarin: el uik iﬁf

G =3 uluﬁ
an o B & _ Cs"\ i
1] = U u
_ L,k B
'f}{; = Wy - Uy
Is nu ey ¥
GpgG = O

Gen luidt de oplossing &er Ep uit ( 3)
‘3 Gﬁe’”ﬁ - QFQG Ko (58X
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Men stelt nu

Waarin
zodat dus volgens ( 5 ) v
i-
aK. = = GG Ky ( 8)
Met ( ¢ ) wordt ( 4 )
4 3 em
GF{%AKF - GJ\ﬂK}_ = 't[ - GF’/ K’p (9 )

of na elininatie ven a¥,met bekulp ven ( 8 ) en van K’p volzens ( 7 )

(s, f’,‘ M ] n /6 v ‘
( a*f . Gy ey g, = 1P ot C1o)

K o0
( vergelijk de formules { 8 ) t/a ( 12 ) op blz. 122 ).

Men begint dus met uit de eerste [ rocp normnaalverselijliingen de ter.-
nen wet de Ky weg te laten zrn lout de oy:erblijvende KF ; die dan KF’ WOor-
“len genoemd, op en wel zo, dat men de t7 als algebraische grootheden in
“de oplossing meevoert. Men krijot dan volgens ( 7 ) de X, als lineaire
functies der t% , waarmee dus de Gy oijn vevaald. Men zou dit procédé
misschien eenvoudiger kunnen kensclhetsen als dat, waarbij de GPG worden
berekend. llen berekent nu

oo’ o
GF\;-G = 2 2
( " tussencorrelaten " genoemd@ door Boltz )

en - daarns prGch Rl _ Z;G (o/g‘
Volgens ( 10 ) is dan -
( &P - zf‘c}f’lp’ K, = 5P Zf’s\)
of ! ’
P = f

Hieruit lost men, weer met algebraisch 5?/5, de Ky op. Dus

Ky = Ii,/gmﬂ

Hd(szzﬁ?f.—. 5 ?)

Hiermee zijn dan de H*ﬂ bepaald. Men kan nu K, schrijven als functies
der t fen 1%

met

]

-~ ] (Jé G’ ).'; G}_.'
Ky = Hﬁﬁ( s 2% ) = - dﬁZ@Lt f Hdﬂt./‘)’ (11)
en evenzo de Kf’ |

E, =T+ & Kp
S
of volgens ( 7 ) en (8 ) ‘

g -
K‘p = G‘th el Z;\lx_d‘

: oA o LA (.G
AW = ; - pis 't i Z t
£y - Gt - 2ggl o= 25T

o AP T
Ko = ( Gpg + Bl Rt - ZpHa(fGﬁ ; ( 123y



- 138 -

In ( 11 ) en ( 12 ) is dan de oplossing met algebraische % en tﬁ
verkregen van het complete stelsel normealvergelijkingen. Men zou deze
oplossing Xunnen voorstellen door

Ko = Iogt + I./Q‘b/"

r i
waarin dan
Ioi’ffﬂ = Hok /5
Tag = =~ Hﬁez £

pG*Gg“*ZI

Hierna kan men het proces herhalen en de thans opgeloste normaalver-
gelijliingen combineren met een nieuw stel normaalvergelijkingen, welke
nandelwijze men ad libitum kan voortzetten.

TLeat men elke Wfoep uit slechts één vergelijking bestaan, dan blijk
het, dat men met de oplossingsmethode van Gauss te maiten heeft.

Het toepassen van het beschreven ontwikltelingsproces is slechts dan
voordelig, als het merendeel der ¢*%nul is. Door een handige groepering‘
van de normaalvergelijiringen lan men de moeiten, verbonden aan het bere-
kenen der ZF;, sterk reduceren, omdat vele dezer grootheden dan nul wor-
wen. Vooxr de vereffening van grote crichiceikisnetten is de methode noy al
eeng toel sepast, ‘ ‘

e “eat ook nog een ' substitutieproces ", eveneens door Boltz be-
~4cht. Hiervoor wordt echter naar de literatuur verwezen ( Verdffentli-
chungen des Freuss., Geod. Inst. Neue Folze 103 ).
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HOOFDSTUL, IX .

. De_contrdle van het model en Ge numericke bepoaling van de modulus,
middelbars fout.

9.1. Inleiding.

et 1s een voor de hand 1ig .end verlongen van de waarnemer te irillen
weten in vellze mate zijin roarnsmin-en het sansenomen mathemetische model
bevredigen en het is duidelijk, dat, zo dit model jegeven is op de wijze
ale bij stindaardvraa stul. I, de tejenspraken in de betrekikingen uitsluit--
wel hierontrent geven. De woeilij'hieid 1s, dat de tesenspraken niet uit-
gluitend toeeschreven lsunnen worden zen et fluctuerende karaktier ven de
arnenin en: de wueerdere of mindere mete van volkomenieid van het sebruilk-
Te model l.omt er eveneens in tot uviting. In de bestaande vaktaal noemt
nen de eergte soort invloed ¥ toevallize " en de tweede soort " systemati-
gche “ fouten. Deze beide namen'gasgen slecht in de (edachtengang van de
door ons onvwilll.elde theorie ; 2zij stamaen uit de klassielie beschouwings--
wijze, waarin het begrip " fout " eecn centrale nlasts inneemt. Men kent
dacr een " vvare V' waarde van een te meten .rootiieid tegenover de gemeten
waarde. Jere waarde minus zemeten waarde noeut men dan de " ware " fout.
Beide begrinren: ware waorde en ware fout zijn nutteloos, omdat wij ze
nimmer zullen kennen., Bovendicn is de ware waarde een physische absurdi--
teit: een neetsta:f b.v. heeft jeen vare lengte. Verder kent men in de klas--
ielre theorie de » scihijnbare ¥ fout, dot is referentiewaarde minus wesar-
nemning, waarbij als rsferentiewoarde de vereffende waarde volzens de me--
node van de xleinste vierkanten wordt jebruikt. De schijnbare fout is
dus de teen’estelde wasrde van de in onze theorie oltredende " correctie "
acn de waorrnewning. De ¥lassiele beschouwingswijze leert verder, dat de
fouten, die de wazrneain an aankleven, ven tweeerlel aard zijn: " toewal-
lige " fouten en " g steaatische " fouten. De laatste fouten worden als
een naspeurnare soort ecaclt: b.v. foaten, veroorzaalkt door temperatuurs—
invloeden e.d. Als dezZe in enoejzaue aate verwijderd zijn deschauwt men
Jetfeen overblijft als de toevallize fout.
De critiel on bovenstaasnde jedachtensans richt zich op de volgende
punten:
1ste het voorop en centrgel stellen van het begrip fout is onjuist,
Er kan pes spralle zijn van een fout als eerst een referentie waar«
de is gedefinieerd. Deze Xen niet anders dan een functie van de
waarnemingen zijn. De waernewin, is dus primair en logischerwi j-
ze behoort deze het uitzangspunt van de theorie te zijn
2de de bsgrinven ware wgarde en are fout zijn nutteloos, omdat zij
pure ficties zijn en de waarnemingsleer het er zonder kan doen a2



3de  de toevellie fout is nist sedefinicerd.Aan het elimineren van de
systenatische fouten lrowt nl. Jeen eind. Het is stellig verwerpe-
1ijlz, het begrip toevelli_e fout te gebruilken alsof hier van een
behoorlijk gedefinicerde yrootlieid spreke was ;
4de de naam s;+tzmatische Tout is in hoje mate misleidenc. vaar " fout *
in Ge klassielze theorie steeds betrollien wordt o. de waarneaing,
als et rore de tellortltoning dcawvan aangeaft, wordt door de naan
het fei’ verdoezeld, d&at het o.ireden van systematische fouten
wijst o» onvolkonenhedean van het mathematische model.

Het verdient sterlk aanveveling, de gewraalkte begripnen uit te scha-
kelen, het een dan ool in de door ons ontwillielde theorie is geschied, Dit
was overisens Jeen lasti; probleem, omdat _,ezn enltele van deze begrinpen
in een reéel zehouden opzet voorkont. .ij lFennen slechts de waarnemingen,
het methematische model @2n de regel van de nethode der kleinste kwadraten
&ls het middel om de wazarnenin_en zo te corrigeren, dat zij in het zange-~

omen model assen.

Het model kan meer of mincder volledi; zijn en de waarnemingen zorg.
valdijer of ruvser zijn veriicht en deze beide factoren benalen het bedrag
van de te_enspralen bij substitutie ven de wvearneningen in de betrell:in-

gen van het model. Dit is den ook hat ennerlende van de situatie.

»

:
9.2, & £5"

0 "

De uitdruwiking o E?ak = I tF

bevat mogeli jkheden voor de beantwoording van de vragen, in de vorige pa-—
:agraaf zgesteld., Ve zullen deze daarom thans aan een nader onderzoek on-
derwernen.

Volgens de normealverselijkingen is

T
’ G Ke = t
n dus is . .
€ o ghe | of
uik - P.«;«-
Het tweede 1id schrijven we als esn som ven Lwadraten:
11 n 124 o o9 alby o
G’ K1K1 + 2 G FAN »‘».2 e 0 8 e 00 i ~ G‘ 4N Tp\b

+ G( ;0“2 csasas + 2 szKsz +

L,
T a2 ¢!t
VB(“G‘ K1.+ WKZ-P sevea 'W‘Kb) +

12,12 12,13
.1 a2 _G'°c a3 B oo
- ( G .—. -—uﬂ--o- )%Kz '*' 2 (‘G -— “'&.ﬂw )% '} [ EEXEE ] +

o 135 13
¥ (533 G G )K3K3 Lewsen ¥
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G

r is nu eén Lwadraat afzesplitst en wel zodanig, dat alle termen
ven de oorspronkelijie vorm, waarin 31 voorzont, er in zijn opgenomen.
De termen, die overbli ven, voramen een Lwadratische vorm met b - 1
srootheden KF . O a8 "ijze, zoals &it met de oorsjronlelijle vorm een
Xeer _edaor is, Zzon nu van de overvlijvende terien sen vadrsat worden
afgesnlitst, waarin alle terinen met KQ zijn onsenoaen, O, deze wijze
voortgaande loms wmen tov een sonlitein, in b lvadraten. ilet laatste lia-
dreat bestaeat uit 1 tevrw, nl. Doy, met edn co&fficiént.

Volzens de onlossingsmethods van Causs voor de normealverpgeli ¥ine
sen worden achteresnvol_eng de Z%O setlinine2rd, Ha de esrste stap in
dit elininatie--proccs, de slininatie van Kq, komen de resulterende ver-
Scelijirinzen er als volgt uit te zien:

¢z, - e, . GB;‘% B 1L Y
12,12 12,13 121D
22 G TG v 23 G G _— ) b G TG -
( G°°~ 'Eﬁ'” )»_2 O - j}.?.r.., }“3.,._;“‘,. ( ¢'°- N..gﬁ.m )Kb
g2
2 @ 1
=1 - Syt
G
13,12 - 13,13 13
23 G -G __ 33 G -G , 3G 1
( G - '“'"‘“T-!' )I\.z - ( G uad ""G"T’?"_‘ I{3‘T‘uo-oot-octv =% - (‘;‘1"2‘" 't

enz.
Texr bekorting zullen we scarijven

12,12
22 G TG 22
G - wngﬁﬁw- G (1)

12,13 |
ge3 GG 323(1) enz.

1

12
2 G 1 .2
£ - =57 % = £°(1) eng.
G

Cebruilr malende van deze notatie en voorts lettende on de eerste
normaalver,elijzing, hebblen we

: | | | )
g3 EE = (\7":?")51)2 # 6P2(1) KKy + 2 62301 Ky ¢ el w €O0(1) Ky "

ern

11 1e,-

A Coatb, L1
T‘X'G' s.2+ ® e 9 k@88 e R "i“G' .a-b—t

C22(1)K2+...........—Png(?)Kbﬂ £2(1)
G23(1)K2+h."‘.Q.".+63b(1}xbm t3(1)

BB P e SRR RER I YT LD RO ER SR EEE AR E RO SN
“

G (1ot v ener e s (1)R= 0(1)

G 'K
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“ij szan het »roces, wacrvan net het bovenstaunde de eersts gtap
sEdecn is, voortzetten. e splitsen vit (1 ) sen niewv kvadraat af en

elimineren uit de normaclver_elijliingen ¢2°

Stellen we nu , ‘,3 23
GB:(')) = G-B')(l> . C.— (1)_(:‘*‘(1)
>
G (1)
env .
""l.'l' . ,,23, \ 5
$9(2) = £3(1) - AL 50
22
G."‘\") i

dan lmrijuen we

R o ,rmﬁ» 61)%( ) i 673(2) Ty - 6°°(2) LK
L.J 1;- . e N N 6o A b
551 G“(1) 373 ‘ 0 b
cn )
e W12 413 S i T
G esm 1 =i C I\2 4 {; .1,:.3 0 © @ 0o c 0 &80 w0 060 Q0 - G' I..-b - .t

o) D]
CF2 (RT3 (1T cvvvvnnen = G701

o
]
ct
d no
P
-
—

w2
J
—
N
~—
5
'
o
o
o
o
Q0
%)
—~
nNo
N
[ o)
=
{
+ ct
O
= P
° N
g
L NN N WP N N, NI, N U Ul I e

(3

. "b
© 09 ¢ Z © 0 ©p O N o 0 v & ¢ 0 v B GO ¢ o0 © 0 5 80 0 0 0 5 O ® 0 O o
5, '~ 1

(2 Kyt o el a2V, = t7(2)

©
g

s
m

On deze wijze unnen we Joorzaen tot alle .owadraten zijn
splitst. 7ist resultaat wordt:

‘g:i.lc‘s"is"}i = (.irlTT 1% “‘12 '--t2(1) i (s P(p..1))?
; o (4)
en |
G11K1 - G12 in +G13 f3+ o e coicecaoae +G1b ' Kb = t1
=% (1 E, 23(1)h3w,,a,¢=¢ aaaaaaa °+G2b(1)1§10 = £2(1)

1}
<t
(OS]
—~~
(%)
"

33 W ' R 3b e
C (2)1‘3.3-‘500.- noeoca.!oe'{} (Z)l\b

6 0 4 6T e DO OO e ULU OO0 DO LR a6 20 @8 090 a0

bb(

e e A e T S AN N N
—
Wi

6P (b-1)K = 0 (b1)

Het eliminatieproces ven Gauss levert ons Gus alle grootheden, no-
dig voor de splitsing in kwadraten van giki}ak;,waardoor deze sylitsing
dus geen extra werk nodig maalt. '

Wij zullen nu onze aandacht richten op het stelsel der cofactoren:
van de in het tweede 1id ven ( 4 ) voorlionende grootheden. Ondat

6T 911
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‘“\7‘-— 9 -v—:—;l'*-'t = 1
is

~—r - P -y 12
Ty =<t 2 L0 12 _ G 11

G G
it e e A 13
3 .13 G
't19 t3(1) = t17 ( 'tj - _C_L___ "51) = G13 - G'11 =0

eng.

dus ongecorrelateerd met alls mdere hekende termen van het stel

} en derialve ook met alle andere bheliende termen van et stel-
), omdat dezc Tuncties zijn van t2(1), t3(1),.., tb(1). Fleruit
an weei, dat we uitdrwi.ing tussen de haalijes van et eerste kia--
n (4 ) ongecorrelavzerd is mest alle overige uitdruld:ingen tus--
haalz jes.

74§ merien unu nol ov, Aot in ¢ laadtste b-1 vergelijzingen van ( 2

de co’;__pledten ven ;q, Ky eesew Loy et glelsel van colfactoren der
2 ) -~
(10, t701); eeoco 4! (1) VOIriiSn, D.V.

e e e e im 9_-"M”‘-.12 S meme e eml s e

2 374 2 1 2 2 .3 G- 1

201y, t201) = (2 - STy, 2 = +%, (1) =t%, 60 B2 g

A 11
gt G
dus
g . 2.13
7 23 12gl: 2
5, ff =60 L B8 2623
G11
Hlerdoor bzstaat “rat dit betreft cen volkomen overeenkomst met de oor--
ronkelijte nornealvergeliikin_en. .¢ moeten dus ook L.cbhen
1 ~4» £2(1) ) e $2(1) =
- , V .
(1) (1)
- -y ~y i Uy - e 2 o
terwlijl ook weer correlatievrijheid bestaat tussen .=??7=a=t (1) met
1)
alle in ( 4 ) volgende uitdruwiliingsn tussen de haazjes. In
I

hebben

U T =R 2s45 3 1 3
t' = \/zc?ﬁ't , t e £7417, % $2(2) 5 cenenn

) “\/“3’3( 2)

U al e tP(b-1) (6

Ve (o)

Ve

e dus voor ons een svel grootiieden alle met cofactor 1 en dus

mnet modulus//u., die ongecorrelateerd zijn. Hlerop kan, mits hun zantal

voldoende yjroot is, een ondzrzoek door beschouwing van hun verdeling
worden ingesteld.

el 4.
en kowmt tot dezelfde T als men de grondbetrekliingen

uf?t = uf
i - o

aan de volesnde linenii. *+ransformatic ondarwerpts
\

)
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Houd de cerste bﬁgrekfin; onveranderd zan. Vorm een nisuwe tweede
e
betrekliing door er - §33~ meal de eecrste van af te trekken. De co€ffi-
ci¥nten worden den 12
By = w2 - 85
i e Eﬂf i

en de tejenshHraa% in deze nieuwsz ver_elijking
1
rn

2 .
t9(1) = t2 - S0 ¢!
¢!3
Verminder de derde betre '.i; net -3-uaal de eerste, en vggr de volioen-
~ G

den analoos. Vermincer nu de nieuw® derde betreiking met —zﬁijl-maal de
-

nieuwe tiveede betreling. e Lili_eu dza als coéffici§nteﬁ (1)
23
3(0y = 42 So(a) 2
ur(2) = uy(1) - 20 ug (1)

en voor Jde te_ensnroalt 23
- 202
enz. s (1)

Samen_gvaet wordecn Cz2 ndiewrs Hotrollinsen en de tegenshralen
1 21 1 1

: w T
1 o ’

r . s} [»)
af(1)Pl =ul() o tR(1)

L

r
1t

3 (2>

“weo

3oyt - 3
up (2)27 = u7(2)

ul (o-1)2k ug(bn) . $2(p-1)

Joxuen nu de vergelijiliin en no_ edeeld in opvolgin, door
o) 2 ! N
Vet V22, Ve, ..... Vem-1)

dan krijgen we als resultaat ven deze lineaire transforuatie van de ocor-
spronkell jlze betreilzinge . cen stalsel
U.i.; = {1

f_)

0
die sluitleden opleversn geliji: zan de T uit ( 6 ).

ifen kan nu _cenailielijk nagaan, det de co€fficiénten van de hiernhij
X s P .
behorende normeselvergsli kin en ¢ vorden-

o [-'\3'

¢ = 0 =ls PEG

G =1 alsp=o

waardoor voor de correlaten K%,verkrepen wordt
T, = %
]
X, = ¥
enz.

Vergelijlking van deze vergeliikingen met het stelsel ( 5 ) doet het vers
band tussen de To en de Kp zien. Verder is

: 8, 8" = LERTE! + 3% L . (
welk xaﬂml?aat overeenkont met (4).

e |
S
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Het is duidelijk, dut door een liueaire tronsforuatie van de betreklin-
gen, zogls er boven éen is uit evoerd, de é} niet veranderen. luners elk
woardestel der P, det acn het oorgrron'relijke stelsel Letrelliingen vol--
doet, voldoet ook aan het nieuwe en oumeleerd.

9.3. Eerste conclusies.

De nieuwve voorvoacden zijn:
L ¢ S
vUo=zou u,
o) %4.

en dus zin voljens de L.icorsle del sasnenin sireellsen de £ , oudat zij
on_scorrelateerd zij, _rootheden, elll uet esn normale één-- dimensionale
weairneningseresens, die uwit dic dsx 7 oon oonden afgeleid. Zij mogen selhisel

,‘__,w
‘“7
o

2ls waarneningen word:su Lesclhowi. s bil et begin van het vraay 8tu§/A
cangenomzn &ls evenredl jasidsTochor, zoG b

/UQ _ ,11{L2
) R | //
“ & 1
a
e VIR .= “'1 (‘,(,1, 2
- £ } Lf wd /
Can 1s, oadat de cofactowrcn Zov £ anie 1 2in,

2n 2, 2

2
~ o Ty L o= RS o
/‘L.;ET = /u,ta e _/4"‘5“ =

£

De waarneningsreslksen, Cic bij de f‘fC»horen, nebxrn dus alle d-zelfde
modulus Acz zld zijn identiell. Jaaron wolen ook alle Ef)als ? ywaarneming en®
van ewnqe?" Ge grootieild woolen oegelhouwd, die in dit geval nul is, hetseen
volgt uit het stellen von e oy ave, nl. o1 de vacrnenin en pl WO e Cor-
rigeren, dat zij aan de vo!lvaarcen voldoen. Hier moet echter wel ult--
iruszeli jiz opgenerkt torden, Jot bij bovenstaande redenering uitgesaan
wordt van de ondsrstelling, dat het nathenatische model voldoende is en
dus de tezensorelen ;e;e:l of vo.uwr Let overgrote deel verocorzas:t worden
door de nomriele onss.er... i L e gnirneaingsuiltkonsten.

Tig woeten onsg Jo omoo.. wus ols volst voorstellen: ledere ?faheeft
in eerste aanley een el en noral.d Lletooren met modulus en voor elk
dezer historraruen Hesclill en o oves fén Joarneming. Verder ceten WE,
dat ieder dszer wearneolin_ i coa 20ul,dings ten ovzichte van nul is en
als er meer weernemln eu el LAS8To oL waren, woZe om CGese nulwaarde Zoue
den schowielen. Je kunaer Jus J¢ Ciste raanen a0t deze nulvbunten op el
kear gelesd denken, de Nisto roalwn iweten elltasr dan bedekken, waardoor
we ze als één histosram ..cs:a “escroussn, dat dan b waarnemingen heeft.,
Als nu b behoorliji Jroct is loa acn deze verd-ling statistisch gaan ben
handelen en verzelijlien et coder: noraals ver e?lngen.

Is de onderstellin ten ccuzion van het model terecht peweest, dan
zal nu moeten blijken, det de varé;ling der Efgnarm&al"is en de modulus
er ven overeenstemt uet de modulus, zorls deze voor de vereffening van
“hﬁtv@ygh%aamﬁamnaanam&n‘waa, wenoudens Can de normale onzelerheden, dia

i



in de modulus als stetistische srooieid te vervachten zijn.

De ontrillielde _edldeelten_ony i allsen worden toegepast als er
geer veel overtollige vaoraeainsn, us zzer veel bhetrelliingen, zijn.
Dit is nu een eis, weereon slecuts i1 zoldzauwe jevallen wordt voldaan.,

Ofschoon de ontwill'ields _ed-clr.znu_cn. de enige is, die ons de ge-
wenste contrdle vollediy l:ouw vaveeln{Tcn, rijst de vraag of er wvellicht
nog; mogzelijlthieden zijn, dile, zij h3t dan noodzolteldi jkerwijze nminder vol-
lediys, althans eniy inzicht goven in de voaarde ven de uitgevoerde veref-
fening en die bij verel enln,.n et wveiniy betreliingen toepassing lun.-
nen vinden. ij 2ijn dan Jenocodzacliv, te zoelen nacr een zodanig proces
of zodanige zrootheden, die onarinaniclijlz zijn van de limeaire transfor-
matie van de vocrweonrden. In de eerste plaets zal men den denlen aan de

£', Deze correcties zim invoriont tegenover sen transformatie van de
betrelliingen. Zi; heboen cchter lLetzelide bezwzor als de £€ 5 ze zijn
secorrelateserd, ter.ig. wz 2ols extre coadlicatie nogl alagsbraisch afhan-
Lelijk zijn door de hetrell in_en, Dit accat niet ey, dat men in het el-
semeen wel basweiren lan, o, win..2oty de tejensnrclien en dus ook de cor-
recties oroter zijn don het_een hiervoor sraclijlierwi)s op Zrond van de
Iwvaliteit van de vasrac.iluzen ua,, Lovd:n verwaciht, er waarschijnlijk
iets met het methenatiscie rowel nicst in owde 1s, Tot een methodisch
oiderzeall Itoat e ec: v o Jdcue .acnler niet,

9.4, De midcelbare Tout.

o

e Xeren teruy tot de vaolollian, von de E*D, die een moduluz/;&had.
Janneer wij theouio de vergelijiing (7 ) van ‘§ 2 van dit hoofdsfuk, nl.
é) l.! - 2—12_“ = :E-1 :5-1 " %-2 t~2 + e e v e - :E-b%—b ( 1 )

N

VoOr ons nemen, <¢an hebl.enn we alerin een functie van de ff>voor ons,

die onafhanlkzelijl. is veoi de fTrensforicetie ven de betrekliingen, inuers
dit blijixt uit het cversve 1id. In wiskundipge teaal noemt men zo'n vorm
een avsolute invarion’, Lier dan tegenover een lineaire transformatie

van de betrel’tinzen. Het is in dit _eval de enige ( absolute ) -invariant.
On ons los te malken van et cantal b der kwadraten in ( 1 ) delen we
door b. ve krijgen dan als ve het guotient door m2 voorstellen

o 85 € A

mc = 2. e
Iy e

De aldus gedefinicerde srostheid i ( nen neemt voor m 2ltijd de po-
sitieve wortel ) wordt in de ilcssiee theorie de " middelbare font ™
genoemd, Wij zullen deze benamwing oaihouden. Deze middelbare fout is een
geschikte grootheid om ons een indrw te geven van het doorsnee bedrag
der §7, zonder dat we ieder dezer t! afzonderlijl kennen. Het is schter
duidelijk, dat de:ze'ene grootheid m niet in stest is om ons de%la?d;e‘j
formatie te verstrellen als alle ¥f]afzondarlijk dat zouden kummen dos




Opmeriing 1.

De .edachte om de Asfinitie van de nidllslbore foulb in verband te

B}

brenpen met de invaricntic van het twesde 1lid van (1) is afkomstig

[©]
(6]

T 3
van .. Beaarda.

oomerkln 2.

Lr is nog geen vervand Jelexd tussen de modulus en de middelbare
fout. De wmodulus ven een realy rordt verlire_en door deze recks Te vVer-

selijlen met een andsre noraals recls, woorven de modulus willelieuriy
n

1 gesteld is. In feite xennen v¢ no_ slecnts virhoudingen ven moduli.

w
foa}

- De exponentiéle functie.

On de pedachten ansy verder e Inunnen ontwilkl.elen is liet nodig, de
“trap enlijn van het gén.- dizeusionclc histo ram te benaderen door cen
vloeienGe lrowae om deoarnse net tot nu toe gebruilite mothematische mo--
del ven de wacrneaingsieelis leteg Jeuellzelijler te liunnen heontere

reuss heetd resds hlervoor de lirowne

Met wat wij reeds uvewen van st methematische model ltunnen wij de—~.
ze kro.rke te voorschli i wirangsen door wit te goan van hypothese IX. et

300
deze hynotiese rerd uit_ ss»roien, dot vanueer cen twse~ dlmensionale
correlatievirije verdeling, ontwor_.en wocalt op cen wechthoelrig tableau
met maotecsnaeden langs Ge asgsen, G.e ouselecerd evenredligyg zijn met de

m.

moduli, wunten met gelijle relatieve frecusntie op conceatr¢scne cirizels

Leat de vergelijiin, van de eczochte kromme luiden

Ve krijsen nu de relebisve frecientie voor het intervel Ax.( zie figuur

9.5.-2 ),als de oo.ervialte ven de trapesiuwavormige Tijuur eam de boven--

kant door de Xkromiie De rensd., Deze figuur treedt hier in de plaats
D)

ven de recihthoelr, dic we vroeger bij de tranpenlijn hebdben gebruilit., Ve
stelien ' = ‘

yig = £ (x)ax (1)
1

woarin x een willekeuvri e woards ven x uilt het interval 2485 voorstelt.

-

e malten den weliswaar sen rfout, woor dese is klein, vergeleien met het
bedrags van de freguentie zZelf.

Je denxen ons nu ezn twee~ dimensionale correlatievrije verdeling,
met de veranderlijlien I en y, ieder aet een vendeling, waarvan de moduli
gelijk aangenomen worden, Om hier de relaticve frequentie te vinden moe-
ten we de vermenigvuldigingsrezzl tosjassen en de relatieve freguentie

van x volgens ( 1 ) vermenigvuldizen met dLe van y, wa@r ey ens de gelijk--

~heid der moduli ezn ensloge uitdrulling .
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aq,b1
Stellan wie ons nu el

2 . - PR - . \
= I (.3.».)0 T (J)ﬁ;—:&.}r ( 2 /

. a Jo] 3 .
reqguentrelichaan voor doorQe x reCﬂthoek;e
het VQTallequJL)CCdM ou Ttz richten, woirvean de inhoud gelijk is zan de
relatieve freguentie, Lij et valr bshorend, dan zien we zen ( 2 ), omdat
QX Ay s ounervieste von aet wrechithiceltje is, dat voor Ge hoogte z [eldt,

Dit is dan acteen de verselifliing van et drie-- dimensionale onperviai,
lichooia can Gz Doveniiany e . renst. Dlt nu moet ﬁrccb~

tens hypothese IT cen owventelingsouservla . oijn, wazarult volgt, dat z

: o

ult welke identiteit nu d=z

moet worden gevonden. Dif-

ferentieren we de uitdru:.liing pertieel nazry X en nasr y, dan moet ook

m
)
-y
N
b3
g ~
)
N
<
p— N
1l HI
<« €
e 7~~~
b4 &)
N N
. KR
< <
N n
~ -
) N
< b

£t (x), ' (y) en «'( == + y° ) duiden de differentiaslquotienten rzen,

near %X, ¥ en x -+ ¥y  cen. HDoor delin, volt hiisruilt

L Lo L= £
£ (x). T (y) ¥
of £ (x) _ £ (y) (3)

Ltan (3) moet door de coordi unten van het op er-

l_J
[
m
C"{"
(O]
a3
L
ry
0)
=
3
1_—‘ .
o< H
(O] O} —~~
)
—
l' -
m
g

vlial voldzen zijn. Geven e X €211 D€ Da-. weerGe, waardoor we ult het
opmervlail een kroruie uitsnineu, die in een vlal x constant ligt, dan is
het szerste 1id van ( 3 ) constant. Dan noet het tweede 1id ven ( 3 ) de-~
ze constante waards: lunncn connemen. voor onscindig veel waerden van y, nl
die, behorende bij de punten ven de zoeven enoemde kromae. Het tiveede
1ig@ ven ( 3 ) is dus constant, mecr don isg met hct cerste lid dit even—
eensg het geval, dus

. f(x)“

Integratie van deze Jdirfferentisclverseli jliing geeft
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In f(x) = 4 kyx® + k

of Wt
3 k1 + k2
f (x)=c¢ = A e
Nu volgt uit de vorm van de irap.enlijn, dat de Tunctie bHij toenemende
x moet afneuen., De constante - k1 moect daarom nejatief zijn, We brenjen

dit tet uitcru.ing door te Wrijven

sc!

"o 2
o =Ll 7
Sx)=aet T
Js cousivants A 20et nu no_ worden benanld uit de voorw.arlic, dat de to-
tale op.ervlairte, due de Wroane insluit net de x-- as gelijlc saan 1 is,
limers de som var de relatieve frecuenties is 1, e zien aan de functie,
Get deze Das nul wordt voor i = + es, de¢ bedoelde oppervlalte wordt dus

+n
£ (x) dx
zodat we hebhen PR -
- h"z
AM// e z = 1 (4)
2. 60
Stellen we in deze intesraal nx =

waaruit vol_t
hdx = 4t

dan gaat ( 4 ) over in

o3
A 2
;,l' ¢ Tt dt = 1
-—C
omndat
O 2

e dt =V 1
Waarvoor we naar een werk over ds integrasalrelening verwijzen, wordt

A

< cn

ox "
A =
VR
De gezochte functie luidt dus ten slotte
n _h%x?

f (x) = -== e
I &
let is een kromms, die syunetrisch is, voor x = O een maximum gelijk
heeft en voor X = +00 en. X = —w» asymvtotisch tot de x—- as nadert { zie

h



N R AN W P - IV - - o) ]
945, et acnpossen van Gc Lront.e coan O troooenlign,

denizen ong o) 4 2howd clije rijzz san histograa _etekend op
Q8T assens)y &, zodat
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en voor de relatieve Too oL o Y de o ervicloten van de rechthoeken oo
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€20 vaste schiaal, zodrt s is oG, o St Tluoaatiov Lots

~

(-

4l unner nu o) cen DL O Jdoorzic iy o~_der voor wversceaillende oorden

ven de onaranzicr oo en o ven Unnse veienceu, Door &Lv blad on hiet histo-
oo te selhindven Lunnsi e e ronuae 2¢ Lelen, &le et best consluit bij

By

Ge tro osenlin. Als de smavds voar e Loramsten vo o deze sroone B ig en
e

le avecl . van Ge syiietvliens o vion, Luiat de vernslijling er van

N (&8 )F (1)

Venneer de Test oonsluttoide lroic ie o _ovonden hevben e h en’im Ve
vacld en zol Ge welovlev. (wo ventic ] voor et interval, be;rensd door
de punten x=c en x=b, woearvwl] b--a =AX, zo~ls deze met bshulp van de

te berelenen is, overe nsue waen et de in et histogiom voor het
overeznkoustine iuterval v.orcstelde waarde er van. ‘e hebben don dus:

3 Y 203 £ 32
R? = 43 / e (5= "'a) ; met g,': Ex (2)

of 2ls we over_ocn on (o vercnderlijle X

RQ g€ - TE ( A .x\.In) dx ( 3 )

e - V*i: ¢

Stellen we nogy

he =h (4)

dan krijjen e
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Voor de borcl.znin, voo Ce-o dnte ool steltd naen

gn dus : Y dx 2
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Men kan nu gebruilr walien van de bestacnde tobellen voor -de thétae-
functie t 2

o (t) = e "% au
Vo /

( sen uitvoerize tabel vindt nen b.v. bij J.L. Joolidie, Einfithrung in
die Jehrscheinlichlieitvsrechnuny, Scrwlung ilath.Zhys.Lehrblcher nr. 24
Teubner 1927 ). Men heeft nl.

’ L%

b1 7 2 1 ! 2
eV -y
R_ = c ¥ d o e 2
L T ‘/( y - & .{/ &
0

Z 0 ) - L e (a1)
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Wij laten nu hicroader voloen de waov gncmen en de verel.cnds fre-.
cuenties von de meer sebrullte verdsling van 1000 waecrnsmingen van de
rechve Nlianing van Poluris, outlesna can hittclier and Robinson, The
Caleulus of Ovservations, blz. 174, llet x = - 0,06 en h = 0,6 krijgen
we

x ( in tijdssconden )

(W

seasten frecusntie bere.ienae fre tentie

- 3,5 2 4
- 3,0 12 10
- 2,5 25 ” 22
- 2:0 43 46
- 1,5 74 82
~ 1,0 126 121
- 0,5 150 152

0 168 163
+ 0,5 146 . 147
+ 1,0 129 112
+ 1,5 76 72
+ 2,0 33 40
v 2,5 10 19
+ 3,0 2 10

Voor de Lerekening van de froeguentics lan men oolt :echruil malen von
aet nowo s roa NoJ. laaghroelk, sepubliceerd in lLiet Bulletin Géodésiqu@,
nouvelle série no. 10 blz.205. l%en heeft d-n de tebel van de © ~func-
tie niet nodig.

9.7. De numerische benaling van = on n.
ISy et ;‘1

In de vorige parcgraaf seschiedle de bevaling van X, en h langs gras
phische weg. Dit is mogel bew.-"=1ijil. zodat thans gezocht zal wuxﬁﬁmg
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~een nuierische bereliening.
Voor X, Xunnen we esnvoudig de resel van de lethode der kleinste
Iuedraten ta:uus=en. Ir zijn zen contal even vetrounbare wacrnemingen
van eenzelfde sroothzid ge even, zodht, cls hun acntal n 18,
x = . Lxl.
o) n
Voor de berel ening von 1 beschouwen e de Sroovheden X in het in-
ervel ax. Hun contal is, als we x tellen uit de s ymmetrie- as,

ol Do -l X
n W e 7 LXK
, A L ) .
sa Do dr ao v tum Lo v Ll oogitiaf )
" 15l
4 hant' ¥
zlvgﬁ, x* e Al
Voor alle intervalien - .. __etold 1 oy dit n. lindetover ang
P 2 2
. - 1 N
SRR P e . P
V T{ o

Zoals penclirelijk is in te zien wordt deze ir :zracl nul voor D oneven.
71ij beschouwen drarom voor oncven alehten de cbsolute W~Erﬁbﬂ ven x. e
aelen noy door n, om de senidcelde woorde van e som der p“”«Aachten te
verkrijoen ; noemen e deze S(P), dan is dus

« 2,2 2 2.2
g1, vgg_ Q/CX’ o TR g4 o Ug%? «/fg e TET 44
H

~. g
s =] 2 2
8(2)= . J/'xg € ~h"x dx
‘ 2 2.2 « 2 2
s(3) 0%? J/T;% o TR ax = 2R x>e B X ax
LY

enz.
De berelening van deze intcgralen levert zls resultaat

S(T) = -‘.'1:_. S(z) . S(:‘}

i
13N
)
f

i

(4) 1.3 q(5) _ 1.2 (6) 1.3.5.
S YR ST T © “f“‘a‘“

. 4!

L B R L A

Uitgeande van het erveringsfeit, dot de kiromme van Gauss ean bevre--
digendse benadering is van de traypenlijn van het één- dimensionoie hisge
togram kan men met de door woerneuin; wverkregen werdeling analoge grootes
heden als de 3(1) berelkenen. llen nal den connemen bij verdelinssn met
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maveel individuen, dot er sen belhwoorliji histogram van te construeren
is, dat de aldus gevonden waerden ccn jrote mote van overeenstemmaing

met de S i) zullen vertonen. Uit prcctischa oyepegin;en zijn de belde
esrete soumen het belonorijket. Stellen we de emiddelde woerde van de
afvijkingen uit het midden % en het _cmiddéelde lvadroat m don is dus

N (<
l n
m R S A

1“\

r) noemt men Ce geuid’:ldc fout en m is G: ecrder [:définieerde midcsl-
bare fout.
Verder stellen we dan

no= s L
nV1
Ny = 3(2‘) :«-—-3.9-.-
2 h
zodat we heboen
\l’é‘
o= RE
I
welle Tormule een nwaieriecle contrdlc is op het normoal zijn ven een ver-

geling.

9.0, lodulus en middelb-re Tfout.

In {1 )en ( 2 ) van £9.6. is 7 zen onbenoemd ze tal, aangezienk,
o . . .
en v dit zijn. Omdot & = £x 1s de diwmensie ven &£ het omzekeerde van
dis van x , dus is volgens ( 4 ) 59.6. de dinensie van h evensens het

omzelieerde ven dis van k. .Je_ens

is de dimensie van m dezelfde cls die van ¥, Men kan jemal<leli jlr najaean,
“det dit ook geldt voor 7 . De mid’elb-re en de jemiddelde fout zijn beide
dusevencens van dezelfde dinensie als d: nmodulus, Je merikoen verder op, ;
dot we. Xunnen volstoon net één “woiwie (1 ), omdat we door eechikte lteu-
ze von de meateenhsid elle reclig Dunnen conoossen aon dese ene Xkromue.

Hebben we nu twce reelksen uct Hoercueteis h1 en hz, mo&ul%/t enfué,;
maateenheden 21 en 22 en hebben we bei.de reslsen aaniepast asn dezelfde
kromme ( 1 ), dan is volgens ( 4 )

?Ii.t = h, en hézg = h2
of h1 : h2 =240 S?
en dus m__l___ . .«.l.,- =& : &
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214 27 hedid voor 7} voor ons ne
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Xingen, w acrdoor
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nen steunen op bovenstoon-
toch m te berekensn volgens

(1)

i nmegen dzn niet na =/»¢stzllcn. Dc et (1 ) berekende m is cen groot-
held met e:=n thcel cnfer Lorcliter d;n/uu Zo zoed 2ls nen bij sen gering
{ ] N 1 o] - l .
acntal betrellidngen lion ledten o dc h2dragen der t€ en der £ , om zich
gen inzicht in de waarde van de uit cvoerde vereffening te verschaffen,

ken men ook i in de beschowing bet

trelriken,

s

mocr men moet er zich van be--

Ho--

wust Jn, aot voor m bij de vereffening ven een overecenkomstiy stel weer--

<

neaingen in de regel ofviljlkende bedrogen gevonden worden. zZijn veel ge-—-

1ijksoortige vereffeningseon uwitgevoerd, don an men de verschillende waar-

den van m 0 hun beurt acn een stotistianhs hehondeline Andcsmerasae s Ta



middelbare fout volgt ccliter niet de normasle webt, Op deze 2angelegenheid

wordt niet verdsr ingegann.

Lr i1s wat betreft dc herellening ven m uit een gering contal wearne-—
T

wingen nos op te nerken, dot de ervaring lesrt, dat in dit geval een aan~

tal van + 20 overtollige weornewmingen reede een vrij stabielem verkregen

g ce
dt, wacraen de grvarsn waarnemer tocn wel iets heeft. Het schijnt dus

°

0
2leof m een zekere mote van ongzsvoslisheid bezit teysrover

zijn berekening

O g TTAa tat Ty
TRENLIEEen . 0€ [AeT SCiT=EL

- - -~ P TR o
21], wanne ey slecute wainig

er € toaTnemingin zijn kan een
juiste bhestudring von zof :Ffening noolt geschieden op grond van
r 7 .

gsen problees Goch kon dit

als er een asntal ven deze
. zelfde vereffeningen ter beschilliing stant.
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