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§ 34. Bepaalde integralen.

We beschouwen een n~dimensionale Buclidische ruimte Rn’ waarvan de
punten dus uit n-tallen rc&le getallen ( %:”"' ?n) bestaen (zie § 10).
iWe maken de afspraakvpunten van dege ruimte met Latijnse letters en
re¥le getallen met Griecksc letters te schrijven. We beschouwen nu een
funectiec ? (E”...,‘En)die aan de punten van cen zekcre deelverzameling
V van Rn retle getallen toevoegt en die aan de volgende voorwaarden vol—.
doets
1° de punten van'VQ waarioor A0, vormen een begrcnsde verzameling W,
d.w.2z., er is een getal A*;) 0, zodat voer de puntcn van W geldt

=l i
Qp,de functie '{* is begrensd, d.w.z. er is een getal 55)’0, zodat
“voor alle punten x=( §, ,..., },) €V geldt ‘%’(é‘,...,ﬁn)l('ﬁx,.

We schrijven, als x=(‘§d...,§w), al naar het ons het beste uitkomt,

@) of P(5,..n, 5.
‘ We maken nu de functie Ly tot een functie, die in de gchele Rn
gedefinieerd is door voor x{;é‘f te definidren {f(x):@. Het is duidelijk
dat dearbij de voorwaarden 1° en 29 vervuld blijven,

We gaan nu Rn verdeclen in rechthockige hokjes, waarvan de lengte
der ribben E%— (m een natuurlijk getal) is., Fen hokje krijgen we door
gen n-tal gehele getallen kK seeeyk  te kiezen; hﬁ§ hokje iﬁ‘g%n de ver-
zameling der punten ( }‘,..., ‘g,), waarvoor geldt Zn_; 'S §i<_ 1 .

—~w"

o voor
i=1,...,n. Ecn dergelijk hokje heet een hokje uit de s (hokxjes)verde-
ling. Het spreekt vanzelf, dat ieder punt van R, in één en slechts &én
hokje van de s verdeling ligt., Verder is het duidelijk, dat slechts
eindig veel hokjes uit de s verdeling punten met W gemeen hebben, n.l.
als 1 een geheel getal E(f is, ten hoogste (28 11)P,

Opgave 127. Ga dit laatste na.

Als m1«(m2, is een willckeurig hokje van de m2§ verdeling deelver-
za@eling van een hokje uit de mfg verdeling., Als n.1l. k1,...,kn gegeven
zijn, bepalen we l,,...,1 =zo, dat
li 4‘k

1,41 , m, ~m, -
Y - l ‘
» Hierult volgt k< (1i+1)2 en omdat hierin gehele




getallen staan geldt: S | ~ An 117.

k.+1  1.+1 k., :
A~ i i . i zh i
l ki-t"!((llﬂzzm , dus 5 f sl Uit Mgmi ...5[( -——---2m1
+
volgt dus-é-—-——» ‘_‘E < 2m, .

Het aantal hokjes van de ng verdeling, dat bevat is in een hokje

e . (m;-m, )n : )
van de m,~ verdeling bedraagt 2 ( nog steeds geldt m,<m,).

Opgave 128, Bewijs dit, -

We noemen 2 7 ge grootte van cen hokje uit de e verdeli}lg. Dan is
de som van de grootten van de hokjes van de mz—e— verdeling die bevat
zijn in een hokje van dc miﬁ verdeling, gell;:k aan de ﬁrootte van het

. (mg-m, ) ~m, 0 ~wn
hokje wit de m,~ verdeling, immers 2 2 = 2 .

Als symbool van een hokje kiezen we i xli s zijn grootte schrijven
we A ﬁ xu . De m% verdeling schrijven we V. We definiéren nu de m&
bovensom S *( ‘f’} van Y door van elk hokje de grootte tc vermenigvuldi-
gen net de bovenste grens van t{) genomen voor de punten van dat hokje
{deze bestaa’c op grond van voorwaarde 2 )en op te tellen. Op grond van
voorwaarde 1° bevat deze som slechts eindig veel termen dic van nul
verschillen. Analoog defini¥ren we de m> benedensom %, ( 'f) met de on-
derste grens van P In symbolen geschreven:

. % ST T .

S = l__.. 2™ g en S = > Lo gpr .
n ((P) HxWteV,, Y« %xk" L{) (y) X'm( tF) XNz V. g ey \?(y)
We mocten hierbij bedenken, dat we t{) tot de gehele Bn hebben uit-

gebreid, zodat dus bij hokjes die punten buiten V bevatten de waarde O

voor de vorming van sup en inf meege’celd moeten Woraen.

'(34- 1) Voor m,<{m, geldt 8, (kf)_~ \{’)58 (tf)f' * (‘-{’)»
Bewijss Sy (H{B) -_S (L{) is ev::.dent Verder is ev:Ldent dat, als

L en M declverzmnellngen ven R zijn en L CHM, geldt sup W (x) -<sup \P(x)

en ;ﬁ ¢ (x) > :1(.r%;.’M i (x). Voor {yll € Vm, geldt dan

<
ﬂ%u ‘Aﬁﬂvu \{) ( } A“ “ é ﬁ{m "’Sci& (p(Z) A” ”

fixlic 1!3 fxtefyl

= Y it 14T alzl=op, ¢ = Al
]}oor ait ov;r de hokjes van de mﬁ- verdeling te sommeren vindt men
S, (lf)és (\P) De betrekking S, ((p) = (tf?') wordt op qnaloge
Wl;;ze gevonden. Daarmee is (34.1) bewezen.
Hieruit volgt dat de rij S (ﬁfJ) ecn begrensde isotohe rij en
¥( l{)} een begrensde anoltone rij is, Beide zijn dus convergent; noem
hun limicten resp. de benedenintegraal en de bovenintegraal van ({? .

In symbolens

%
m;;::% (({/)—- /LP(x)dwx en llmS ({70)~ / Lp(x)%”
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Verder volgt uit (34.1) nog:

(34.2) [ @ew, < [ Praw, .

Als ’:{‘? (x)dw = (Sﬁ(x)d&-fx, noecmen we de functiec (P (x) Riemann-
integreerbaar of kortweg intcgreerbaar. In dat geval heet de beneden~—
integraal=bovenintegraal de integraal van  , geschreven f © (x)ae, .
Men spreekt ook wel van de bevaalde integraal in tegenstelling tot de
later te behandelen onbepaalde integralen. Als n=1, dan is R1 ‘de ruimte
der reélc getallen en (P (3;) een reéle functiey men schrijft dan voor
de integraal van Kf) eenvoudiger j‘P ( % )&% en analoog voor bencden-
en bovenintegraal. In dat geval noemt men een integraal ook wel een
enkelvoudige integrasl. Voor willekeurige n spreekt men van een
n-voudige integraal ; als n2 2 in het algemeen ook van cen meervoudige
'E:'mﬂl:eﬁr;a aal.,

Niet icdere functie is integreerbaar; neem b,v, in R, voor V het
intcrval [0,1] en daar P (&£)=0 voor irrationale & eu ¥ (&)=1 voor
rationale ¥ . Een hokje in 31 is een interval. In ieder intcerval lig-
gen zowel rationale als irrationale getallen (zie (3.37) en (8.44)),
dus geldt voor alle hokjes dic tussen O en 1 zijn gelegen,dat sp P( g)'::‘l
en inf P (§)=0. Dus 5, _(¥)=0 en 55 (P)= S A yxil =287 |

_ - ixiey
voor alle m. Dus f‘f(&)dé =0 en j ‘P(E )dé =1, dus ‘f is niet
integreerbaar. * 4
Een beclangrijke functie in V is de z.g. karakteristieke functie
Xv(x} van V, dat is de funciie die in V overal de wearde 1 aanneemt,
jdus  Ax)=1 als x€V en X A{x)=0 als x€V. De integraal (zo deze
bestaat), resp. de boven- en benedenintegraal van dezc karakteristieke
functie heet de inhoud, resp. de buiteninhoud en de binneninhoud van V,
Deze begrippen zijn dus gedefinicerd voor begrensde verzamelingen V
(de inhoud natuurlijk alleen als dezc bestaat). '

Als ¥ (x) cen functie is, gedefinieerd in R, die voldoct aan de
voorwaarden 1° en 2° en I is cen deeclvergzgameling van Rn, dan heet de
integraal ven de functie, die in L dezelfde is als ? (x) en buiten L
nul is, zo deze integraal bestaat, de integraal van §¥ (x) over L. |
Dit is ook anders uit te drukken als volgt: de integraal van ¢ (x)
over L is de integraal von het product ¥ (x) XA, (x), in symbolen

fL_ P(x)di.)}f _f f{)(x) ’XL (X)du{_{. Analoog voor boven- en bencdeninte-
gralcn., In R‘I wordt de intezratie over het interval [0( ’ /75'} ook als

volgt geschrevens (F( E YAE
| o
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e noemen sup ({)(x)- 1nf P {x) de schommeling van ¢ in de ver-—
X €L xel | \

zamneling L, geschreven fj‘[: (LP). Te voeren nu de bij de m— verdellng en.

de functie (f) behorende T ~functie in als volgts (m)( ) is de som
van de grootten van de hokjes in de m-«verdellng, Wa.arln 4F cen schom=

meling 2¢& hceft, dus [ (m)(a)z S T oalxl,

Lt s s s

(f Hxth € Vy,
"Ttx-.(‘f’)?f
(34.3) Ben in R, gedefiniecrde functie L (x), die nan de voorwaarden
19 en 2° voldoet is chr(l z):n slcchits dan integreerbaar als voor iledere
0 geldt 11 - =0,
€ > 0 geldt lim Ty (£)

g e s | i ) 3] i S G )=
Bewijs: Stel ecrst dat (P integreerbaar is, dus ‘3_}1311 n ( ] )

lim Sﬂ‘m( 4]0)=I. Kies een €% 0 en een '} > 0, dan is dearbij een N

m - oo

te vinden zodat voor m »N geldts oa<_1-s ( ‘70) < 1€ en o gsﬁ‘l’( L”))-—I <:‘2§-,

Dus 0 $57 (@)=S, ()<L , dus 3 Tp(y) Allxil =

”7(”&\/,“

= lmm @G- gm0 () AN < TE . De ierin

Hxng Ve YEM 21 Y& ixn
optredende som bestaat uit termen, die allen > 0. Door nu alle termen
weg te laten, waarin de schommeling < £ is, vinden we

(m); ey » P 0y A 4 T .
£ T:,t) (£) < anwr TraC P Al %C\ T L) Albdi<ag,

b ()2 L

en omdat £ > O,svolgt hicruit T (}m)( £)< 1‘] y dus  1im 77 (;m)( £)=0,
3 -y 0 A
We bewijzen nu de omkering en veronderstellen dus dnt

%im ttém)( € )=0 voor iedere € » O. We noemen weer ¥ dc verzameling

00

Ler auanten waar &f (X);!O, dan is W begrensd en dus ook de som van de

grootten der hokjes die iets met W gemeen hebben: > Al < ¥s
T “

Omdat verder tf) begrensd is is ook de schommeling van (,, begrensd, dus

a (LP) < Jy o Kiesmu een N> 0, dan is er een N zodat voor m)» N

geldt (m)( J\M )(' . Dan is

R rf 4
F (9= Fn ()= T3, Tot PO Bt Tt () B G, g i) 1 4

Ihc
Qe P < ’(\f Ty (32 ”‘I

SN2 Al T Al < TR T L P AL Wy

Ay HrheVy, Y et € VT,
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Maar O <j (,'a(x)du } &{J (X)GM CS* () Sﬁm Lf’} dus voor iedere :\)0 "
1so</ (p(x)a.a-f P (x)aw, < dus j Lf}(x)éw f&()(x)dfd dus

(%) is integreerbaar.

Opgave 129, Definieer op he® interval [0, ‘!j de functie “f( £ ) door:

i{) (g }=0 als E irrationaal is, ‘ﬂ(\ )—- — als 1? rationaal is en £

de standaardschrijfwijze is van § (zz,e blz. 16) Bewijs dat LP(%?
continu is in de irrationale en discontinu in de rationale punten van
het interval. Bewijs dat (T (§ ) integreerbaar is en bereken de inte-
graal.

Opgave 130, Bewijs dat j % § bestaat en bereken de integraal.
(34.4) De som van twee integreerbare functies is integreerbaar en de
integraal is de som van de integralen van de afzonderlijke functies.,

Bewijs: e bewijzen eerst voor een verzgameling L dat
sup @ (x)+ X (x)) <su}?’ L (x)+ sup 'K(x) Noem o
sup ( P(X)+ X (x))= o sup. (x)=3 en ﬁup X (x)=f . Stel
0&) _+2)’ en noem *.'X__—- __sn({—'g, dan is £ »0. Er is een yE€L
zodat W(y)+ A (y) > X~ & ., Masr Wy) £ en A(y) 24 , aus
{3 + 2 P(y)+ X(y) > ® - O ., Dit geeft een tegensprask, dus

&
X < <@+ Du.sS (e X)= IZ.” o (t{*(z)+ ?((z)) Allzlf £

< [‘f (z) allxl + > X(z) A lxll =

-

:facucv 'xef?om Ut €N/ ’lf”x“

=5, (9)+8, " (X) voor alle m. Dus geldt ook an(t}b(x)+7((x))dwx £
ﬁf L{}(X)dw + f;%fx)dé%c‘ Op analoge wijze bewijst men a%%ji ( lfﬁ(x)-»')((x))?
> 1nf \.f,(x)+ 1m‘.’ ‘)&(x) enj (Lf(x)+”\((x))dw ;‘“P(X)Mx""j;%g?)dmx‘

Dus we Webben gevondens N
f({)(x)dw ++fX(x)dmx guﬁu (x)+)<<x)>a ,-._gf(%;z(xp Kaawy, £

& () g « P

Als nu (P en X integreerbaar zijn, zijn de uiterste leden van deze
ongelijkheid aan elkaar gelijk, dus er staan overal gelijktekens. Pus
is Y+ X ook integreerbaar en er geldt [ ( (]D(x)+ '}(X))GL. =

= / / (x)dw + f?((x)dwx.
(34 5) Als &’ een redle constante is en (P (x) een integreerbare functie,
dan is b’ Lf(x) integreerbaar en[W(x)dw = pr (x)auy.

Bewijss Voor een verzawmeling L is, als J:\i . p )f' &f‘) (x)=
= su (70 (x) en inf 5’170(3:)-.: ()/ 1nf fj)(x) en, als ¥ <0y

-s...

sup Xt}o(x)z ﬁl . 65 L{)(x) en 1nf d’%)(x)-— Pf sup T)(x) Noemt

xel
men sup L’O(x) o en sup a/lf(x)..- , dan is (,D(:c) £ 0, dus.
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als X > 0, 9’ (x) € X;;x voor alle x &L, dus ":% J’(X en X’Lp(x)ﬁ(%

voor alle x €L. Als J 20, is dus 0 € (3 dus ?(0& =03 ; als ¥ >0,
q — i 4_/. C - M
dan is (.p(x) < _,[_? , dus o £ L , dus )f’)( @ Dus Jﬁk‘ = (3

De andere gevallen gaan analoog.
Opgave 1%1. Bewljs dit.

X 20 is dus S *( Y ¥)= ”ys,ﬁ:( Lf) en S, ( ’50)= ;skm( (]ﬁ), dus
f JL{:(x)d €, = 2(/ (P(x)a ¢, en \Z Y(f dw g/;tt) (x)d (. Als

5

gco is s Bftf) js*m (4 w(?\‘(’ js a ) dgsj ‘K'xp(x)dwx:

o

- s ) . -
ﬁ'] LF df{ en ui'ﬁ %)( )d(\\— ) / (p(x )d(~X~ In ieder geval is

al (?(y integroeroaa“ is, } (f ook integreerbaar en fki'SQ(X)du&=

5/ §

Van de karakteristieke functie van ben verzameling V is de schomme-

ling zeer eenvoudig. De functie g(P(x) neemt alleen de waarden O en 1
aan en de schommellng van deze functie in een of andere verzameling dus
ook en wel 1s deze schommeling dan en slechts dan gelijk aan 1 als de

verzameling punten bevat die wel Eot V en punten bevat die nilet tot V
{m

v

som van de grootten van de hokjes van de m® verdeling, die punten in

behoren. Voor £ >1 is dus T (£)=0. Als we nu met 'VL(m)(V) de

V en buiten V bevatten, aangeven, dan is voor 0 J€(1 YT (£}=\\ (\U
en dit hangt niet meer van £ af. Hieruit volgt:
(34.6) Een bzgrensde verzameling V heeft een inhoud dan en slechts dan

als 1im x\™(v)=0.
M - o0

Als k een natuurlijk getal is en is de verzameling der punten
g

.
(§!’"°"3n)’ waarvoor geldt -k & 5f<k’ dan heeft L. een inhoud. Dit

k
volgt direct uit (34.6). want er zijn geen hokjes die punten in L, en

buiten Lk bevatten.

Opgave 1%2. Bereken de inhoud van Lk'

(34.7) Het product van twee integreerbare functies is integreerbaar.
Bewijs: We bewijzen de stelling eerst voor twee functies (P(x) en
%/(x), waarvoor geldt V)(x)'>o en qJ(x)>'O voor alle x. Voor derge-
lijke functles en een verzameling L geldt xsup Lr (x) L{/ X) g
fgsup \P . E (%/(x) Noem sup t{D(x)\y(x X, sup X)=(?
en sup \‘/x)dGStolO(>ﬁa"ennomm0(FB’ (S,danis (})O
Er 1s een yE€L zodat kP(y) L//(J)?N (S . Maar (P (v) < /3 en ﬁ/(y) < )5’
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dus (BI > LP(y) l{/(y) }b(u.& Dit geeft een tegenspraask dus 0\45"8 é\,’.
Op analo e‘wi”'ze bewijst men inf 0 (x) W (x) = inf (2 (x inf 7).
P g J i X&ka(){/()ﬂ.x‘“t{\) Lof l{/(
Dan is U . (/W) < - inf i inf (p(x)=
an is U L("/[() ,_"_‘smz (10 (x) Sup L/I/ (x) Anf SL (x) 4 f (x)

:‘)I &l
::(xsup &{/(x)— £ ;‘ d,/,"(x)) sup (I[:(X)J.-( f;’l? L’c(A)~ lg_gf ‘f(X 7}2;f/m(}/\}”

Als (£ (x) en \_/z(*c) 1ntogreerbaa* zijn, zijn ze bhegrencd dus zijn er

. ¥, voor alle x.

<
Dan is {7 ( (f ¥) < J’, U 1 (f/)+£‘;)fz CFL( Lf) . Kies nu een § »0; als nu
- Cr"‘ 4 7 L B N . (4-~ / . N _-‘..—.» .," ‘
TP <= en L)<y, o dengelds Y0 (P YT <
dus {~ L t/(f) 4 E Neem nu voor L een hokje; als dan tT (f&» > &,

reéle getallen en ) zodat )<Y en Ux)
/] L O’ T

dan geldt minstens één van de baide relaties ( en
o) = £ 7"y < tL‘”“’ c ng 72y
Y 2 -, Daaruit volgt L ’, & = + — ).
Omdat (/) en y4 integreerbaar zijn, geldt limw T ‘3/ ( 1)) =0 en
)
”}E}mw “C‘(;‘ ( 15 =0. Dus h}lm e(,( if/( )=0. Verder voldoet (ﬁ(x) l}(/(x)

aan de voorwaarden 1°

en 2° dus LIU (x) \.,/(x) is integreerbaar.
Nu bewijzen we de stelling voor willekeurige integreerbare functies

L/)(x) en {YJ/(x). Er is een J3>O zodat voor (x‘ }/)/3 geldt Lf’?(x)=o
en L?l/(x)zo. Verder is er ean ()’L, zodat {(_F(;c)( < /Ylv' en ‘\j,(x)f < ?(4
Kiest men nu een natuurlijk getal k >£Y3 dan is voor X‘%Lk (gedefinicerd
als boven) ook (f)(x)=0 en l{x’(x)=0= Nu zijn op grond van (34.4) en
(34.5) de functies (P(x a/{i XL en ({/(L : 51/ )it (x) integreer
baar. Voor x €L, is dan (f )[1 XL (x)2 - \),11- 5q =0 en voor xé’_L
is ({’(x 3,7, /“_ =0 dus voor alle x is (_{)(A)w« /\)“I Y )>O

o~
Evenzo is voor alle x ook L’L/(K)»z- ,5/,/ A\L (.x);;\;O‘ Van deze functies is
L

het product dus integrecerb=ar. Nu geld: (]L (x) \y x) X/XL ) h/\ xy
LY e+ ) X 0-X, Xo, D=0 ()= (L t/z(x g;qu (x))+
TR ERC IR, 5 (R R (I RCEY AV FRCIED AP ACE

Hieruit volgt dat ({) (x) \.‘/(x) integr=erbaar is.
(34.8) Een integreerbare functie Ll;(x) is ook integreerbaar over een
willekeurige verzameling Vmet inhoud.

Bewijs: (x) en XV(X) zijn integreerbaar, dus hun product ook.

/ 3
dus bestaat J} tf)(x)dmx-: / t{) (x) {lr(x)d (A}X
Y v

Omgekeerd behoeft van een integreerbare functie \0(x) de verza-
i

meling W der punten X waarvoor (f)(x);é 0, geen inhoud te hebben(zie b.v
de functie van opgave 129).
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We merken nog op, dat in (34.7) niets gezegd wordt over de grootte
van de integraal van het product.
\

(34.9) Als tf(x) integreerbaar is en ev bestaat een reiel getal <& >0

zodat uit \.P( x)#£ 0 volgt ll.{) (S , dan is de functie L};‘(x), die

i e
gedefinieerd is door: k,./( x)=0 als (P(x)=o en (+/(x)= e 2lg LI_D(XJ}‘(J,

\lff’(}}
ook integreerbaar.
Bewijs: We bawijzen voor een willeckeurige verzameling I dat
g a, .
OﬁL(%J <'-$££Q Als voor alle x €L geldt \P (x)=0, dan is ook

o H <7 S ) }
L}J =0, dus U (,?(7)= J L(Lf’) =0. Als voor alle x € L gcldt (:/(x) > 0

en er is een y&€L waarvoor Lff (v)=0, dan g-.ldt s%) \..p- (n) € e,

— )

- . ~
inf . x)=0, sup L (x)> §, 1nf L =0, dus G (W) 24
Tel 't (=) | %EL"‘(;))*(. < P P
¢ “< - o ~J '/ % co
en U"L(‘f’) =F 0 f_:_—ing;\ . Als \oor alle = €L geldt Qy{ (x) €0
en er is ecen y €L waarvoor (./)(V) =0, dan geldt sup‘ \'L/ [ x)=0
4& .

' o _ = o ¢
inf x) > - — ., 8u x)=0_ inf %) €~ &, Jdus 0O Wirto
W I gp P e, g g rlt

)

& ) « e At
en (TL( ‘-{/) < T = ﬁ_ﬂéx Als voor alle x &L ge i,dbl 479(}{) >0
of voor alle x €L geldt Lf)(x) <0 dan is ;JsruepL_ Lf(x): 7 ‘F{")

{ o ( ) €
: Z R G"' = Lﬂ 0[3‘ L
l}réfl_ (x) S“‘z—w(?) ydus T ( L}J) HP T sy F - Verder is in

xe .
beide gevallen inf { sy x) > 0, inf x){ > ¢ en

e P g p >0 Imt gl 2]

‘SUP Lf(x)'?:o . dus 4 (l”< z(wf

voor (?(?(yl) < 0 en een yEE_LQ W&EJ.IT:VOO,«.’ ‘\,)( yg) <0, dan geldt

. Als er een y, £L is, waar-

sup (x) & % inf (7(/(}:) 2— = , SUup L,p (x) > S, _%rgL L’[)(x)ﬁ‘f*g,.

wEL ) & X &l 5 E |
dus (TL( 1{’)2 2¢  en U ( &F) S % = ):T‘i < T (LP . Hiewmede zijgn alle
- Ch @] oh (5
mogelijkheden behandeld en steeds iz gevonden O L( !}/) < ‘.é.éﬁj Kies

nu een &£ 0; uit QUL(L}/)?_ £ volg‘- dan IL(‘T') = & NS Past men

o, s .
dit toe op hokjes, dan vindt men 'c (é’) < Ty e § ) . omdat tf)(x)

(1 ‘f’
integeeerbaar is, geldt lim T (<£ -0, dus gz:ldt ook lim T,
in -y o0 ~f ) W 0 4
Verder voldoet Q/(x) aan de voorwasarden 1° en 27; dus Lk(x) is integr
baar.
(34.10) Als %D(x) integreerbaar is, dan is ook ‘ap(x)l integr evbaar.
Bewijs: We bewiljzen voor een willekeurige vzrzameling L dat
T Ueh) = G t]o)n Als voor alle x €L geldt z;f)(x)_>_o_ dan is
sup lgﬂ(x) = sup HD(X) en Vinf ‘kf(x)) = inf Hp X

\’L “)O’ = 0 L LP . Alo voor alle xGL geldt Lf) (O dar 12

o fm )/C)—f\

eer
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zeLl ((J(x)f = - %‘éﬂ v (x) en 1nf (70(3:)
= - iguchLF(x),dus Gl(f'-Pl):UZ((f).Alsereen

¥y E L bestaat, wazrvoor (f(y1) = 0 c¢n een ygé L, waarvoor

LP(:YZ) < 0, den is sup lf‘(x) = 0 en inf LP(X) < 0. Ver-—

el

der is Jup Ie70(x) mex ( s Lf(x) ~ fga P(x),

xén{ | L_P(x) > 0, dus g* (Icf/)émax( sup Lp(x),
Lp(x)) sup plx) + (- i 170(::)) U (.

Passen we @it toe op hokges, dan volgt hicruit f(“fg, (£) £

< T (f;) (£ ). Omdat Lf(x) integreorbazr is, geldt

higw—c(? (£ ) = 0; dus geldt ook Lim *z:ff;)/ (&) =

= 0, Verder voldeoet |/ (P(x)[ asn de vocrwaarden 1° en 2°,
dus is |/ Lp(x)[ }integreurbaar.}
(34.11) Als l}D(x) integrecrbaar is en llz(x) = LTO {x) behal-~
ve in eindig wveel punten, dan is L//(x) ook integrcerbaar en
[y @ aw, =ft)0(x)dwx
Bewijs: Laat k hct aantal punten zijn, waar 170(x)

£ \}/(x). De functie L}f(x) voldoct azn de eisen 1° en 2°. Laat

verder b/ zo gekozen zijn, dat I'(]o(x)f L }) en
k,}/ (x| < é/ voor alle x, Vormen we van L{)(x) en k//(x)

de m® bovensommen, dan zijn er ten hoogste k termen van deze
verschillend. Het verschil tussen de bovensommen is in absolu~

te waarde <2 k 2" 2" on nadert dus tot mul als

m ~—» 0. Dus f*\’l/(l) o{\)\)z =
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f (P(x)du) . Analoog vindt men J L}/(x)dw f L,’() (x)du Dus
. *
is x}/(x) integreerbazr en \ftf/(x)d Wy = fL{) (x)a Wy o

Hieruit volgen onmiddellijk de beide volgende stellingen:
(34.12) De verzameling, die uit ec¢n verzameling met inhoud ontstaat,
door er eindig vecl punten aan toe te voegen of uit weg te laten,
hecft ook een inhoud en wel dezelfde als de oorspronkelijke verza—
meling. )
(34.13) Een eindige verzameling heeft inhoud nul. |
(34.14) In R, heeft het gesloten interval [w,p] ( o éﬂ) de
inhoud (;,-act.

Bewijs: In iedere verdeling zijn er ten hoogste twee hokjes,

die punten in en buiten [o:,(g,] bevatten. Dus Wém)(V) < 2,22 en
dit nadert tot nul als m~po . Dus [m,g] heeft ecn inhoud. Verder

#
is duidalijk, st S, ()< (3 - w8 XE&-/&“) en

hieruit volgt f Xm, e (§ ) dk (3 o, |
Qok de open en ‘halfopen intervallen (X, (3) { o« f;] en [fx [3)

hebben inhoud [3 -0(. Verder mag de integraal f ']0( '§) ds ook
over een aan &én zijdc of asn beide zijden open interval uitgestrekt
worden.

, (34.15) Als V'I en V2 evn inhoud hebben, dan hebben V1 W/ V2 en

V.l N V, ook ecn inhoud en 7 (V1) + 7 (Vz) = ﬁ(v1 ¥ V2) + /](V1 nvz).
(Hierin stelt '3( L) ae innoud ven: L voor).

Bewijs: We bewijzen eerst k(m)(v1nv2) < ’k(m)(xg) + X(m>(v2).

Beschouw cen hokje, dat punten in V1 f\V2 en buiten V1 r\v2 bevat.
Een punt in V1/\ V2 ligt in V1 en in V2¢ Het hokje kan dus niet ge~-
hecl uit punten buiten V1 bestaan en evenmin geheel uit punten bui-
ten Vz. Als het gehcel uit punten binnen V1 en binnen V2 bestond,
zou het ook gehecl uit 'jpunten binnen V,‘ s V2 bestaan, hetgeen niet
het geval is. Dus voor V‘l of V2 geldt, dat het hokje 'punten binnen
en buiten de verzameling bevat. Dus )(hn)("\f.I AV,) < )((m)(v1) +

+ k(m)(vg). Uit deze betrekking en uit het feit, dat V, en V, een
inhoud hebben, volgt, dat V1/’\V2 een inhoud heeft., Op analoge wijze
bewijst men k(™ (v,uv,) € WP (v)) + KW (v,

Opgave 133. Bewijs, det k(m)(V1VV2) < k(m)(vi) + k(m)(vz).
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‘ Hieruit'volgt, dat als V1 en V2 een inhoud hebben, V11/Yé een
inhoud heeft. Voor de bepaling van de inhouden, behoeven de hokjes,
die punten in en buiten v, of Vzbbevattén, niet meegeteld te worden,
omdat de som van hun grootten tot nul nadert, als m —w. Er blijven
dan voor &¢n hokje vier gevallen over, die we in het volgende schema
weergeven (we schrijven + als het hokje meetelt, O als het niet mee-
telt) s

VT | V2 V1 (VAPS B PR P
geheel buiten V1, geheél in 'v’2 0] + + 0
zeheecl buiten V1; gehcel buiten V| O 0 0 0
cchecl in V1-, géheel in Vg + | + + +
Eeheel inidl  V,, gehecl buiten Vo  + 0 + 0

Uit dit schema blijkt, dat voor het linker- c¢n het rechter—

1id van de te bew:y,,]zen betrekking evenveel hokjes meegeteld worden.
ms v+ Ty = A uv) v avy.

Op geheel analoge wijze bewijzen we:

(34.16) Als kf(x) integreerbaar is en V, en V, zijn verzemelingen met
inhoud, dan is f (x)du} f (x)dw f (x)dw + f x)d

{ s w. g8,

Neemt men speciaal dlsjuncte verzamellngen (dewez, V Nnv

leeg), dan is '7(V1 nvz) = 0, dus:

2

(34.17) Als V, en V, een inhoud hebben en V,NnV, is leeg, den is
T ovy = T + Ty,
(34,18) Als Lf(x) integrecrbasr is en V, en v, zi,jjn verzamelingen met
inhoud en V, NV, is lecg, dan is [) Lp(x dw_ = j L)O(x)dulx +
Vv

/‘ (f(x)dw ] Vvle

Hlvrult volgt, dat als o < <df en L’o( E) integrecrbaar

is, datftf?(g)dg f(p( d&+f (19( )d‘g immers ( &, d’) is

de vereniging van de dlsguncte} 1ntervallen (x F] en ( /)’) Voor
(}()ﬁ, definiéren we f (_f( )dfE door f so(g)d% f kf)(‘g)dx.
e kunnen in bovenstaande betrekking de voorwaarde X < (3 J dan

laten vervallen en krijgen dan

(34,19) Als o f{, en recle getallen zign en L?(?) is 1ntegreerbaar,

dan'-lsj Coikag - %(})a} f(p( at .

(SR
{1y
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VO'pgave 134, Bewijs (34.19) in de nog niet behandelde gevallén.
(34.20) Taat S&(J;) een integrecrbare functie zijn en L een Verzameling_ -
met inhoud. Laat verder a’., en %’2 re€le getellen zijn, zodat

a’;f: L[)(X) << ,/yz voor zlle x & L. Dan geldt 51 7(5) < {rmyd
S [y aw = ), Tw.

‘ Bewijs: Stel eerst 62 >0, dan is Sxf( L{))CL) =
=WZH;; (82, (@Y All=ll ST Allxll -

X &n
nxial
“ 3 . - ﬁmebh?esr .
= 512 sm(?(L). dus J. Lf(x) dwd, = 3’2 (L), Stel nu Ja <o,

dan s S Y ) =>— " swn (PN ) Al <

e
<

< | Al i ”xHEVJS / ( ), au (x) d), & J (1)
i X = 8 X ls
""‘;‘;%;{2 0/2 o XL ’ ‘/L‘ LF * JZ :

In beide gevallen komt er dus hetzelfde resultaat. Op é‘naloge wijze be~
wijst men de andere helft.

In R, geeft dit, als we voor L evn interval [ ,[3] kiezens
(34.21) Als (f ( & ) evn integreerbare functie is, X, ﬁ , J 4 en J/Z
?eéle getallen, zodat 0(5(3 en {T‘l 5}({)( é ) :{:’,{2 voor alle g .
waarvoor A< (§ ‘(’[3 dan is J.}( (2-— b{)f_{.fvtf)( g ) d}' <=
JQ( F - A). ' . e |

Het spreckt vanzelf, dat we in (34.20) 51 = %fo L})(x) en
62 = XSZPL (.,D (%) kunnen kiezen en analoog in (34.21). Verder merken
we nog op, fat de betrckking in (34.21) niet geldt als D()(j .

De beide volgende stellingen zijn evidents '
(34.22) Als (x) intcgrocrbaar is en kF(x) }_ Q0 voor alle x, dan is
f (’0 (x) dw X}, 0: speciaal is een inhoud 2 O.

(34.23) Als (P(x) en trl/(x) integrecrbaar zijn en SO(x) = 5{/(:;)

i >
voor allec x, dan is f \f) (x) dbdx ,.__f k}’(x) du«;c. |
D¢ tot nu toe behandelde stellingen leidden, op ecn enkele uit-

zondering na, steeds integrecrbaarheid van ecen functic af uit inte-
grecrbaarheid van andere functies. De nu volgende stelling zal ons di-
rect de integreerbaarheid van een bepaalde klasse van functies leveren,

(34.24) Als (P(x) een functie is, L een verzameling met inhoud is, voor
X ¢I» (f(x) = 0 is en ()o(x) in L continu en begrensd is, dan is Lf? (x)
integreerbaar, -
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Opmerking. De functie tP(x) bahoeft niet continu te zijn als functie
in R . Alleen als we x beperken tot L en (J(x) als een op L gedefi-
nieerde functie opvatten, moet (x) continu zwjn.

Bewijs: Het i3 duildelijk d=t ¥2§x; aan de eisen 1° en 2° voldoet.

Omdat L een inhoud heeft is 1lim M/(L)=0. Kies een £ >0 en een
m-» @

’7) > 0. Er s e N, te vinden zodat voor m>»N, geldt K (m)(L)(f-g— .

Alle niet in X (m)(L) meegetelde hokjes van de me verdeling liggen dus
geheel binnen of geheel buiten L. De laatste tellen in het geheel niet

mee in de boven- en benedensommen. We laten ze dus buiten beschouwing.

Kies een vast nabuurlijk getal Ni)N en laat de hokjes die meewerken aan
)L(M)(ld verder buiten beschouwing. De overige hokjes van de ME verdeling
liggen geheel in L. We noemen de afsluiting van een hokje bepaald door

E{—i- ‘<§ ‘(Ei“- da verzameling de te X WAArvoo E—i-< t (kiﬂ
o ST i , ing r punten s ¥ oor o Vg5 o
voor i=1,...,n. De som van de grootten van dc hokjes van de ms verdeling

die geheel n L liggen, maar waarvan de afsluiting niet geheel :n L

ligt, geven we a n met >\(m)(L)‘ Beochoug een hok ,1dat tot ;KM)(L)
meewerkt en laat dit bcpaald zijn ;oor]wéyr § {Z—TW— w¢ kunnen dit
m-

kiE k2 2"
ook schrijven —;~—-v$ §: { . Voor md» M beschouwen we nu de
2m i ,Zm

onderverdeling van dit hokje in hokjes van de mgverdellng. Van alle
m-M .m-M
o k. 2 +2 -1
hokJjes van de m= verdeling hierin, waarvoor S' <"‘ . behoort

1 2m

de afsluiting geheel tot L. Hun aantal 1s (em'M—l)n, de som van hun
grootten is (”m“M—l)DE'mn, dus de fractic dic dat vormt van de totale
grootte van het hokje vt de M= verdeling 1S:

m~M-1)n

o=

(2m—M_l)n2~mn2Mn= (2

Allecn van de overblijvende hokjes kunnen cvontueel de-afsluitingen
niet geheel ot L behoren. Do som var de grootten van de hokjes uit de
m= verdeling, dire ontstean uit ondcrverdeling van hokjes uit de ME ver-
deling die tot )\(M)(L) meewerken, en waarv.n de afsluiting niet gc-

m-M
heel tor L behoort is € (1-(B—5H)") XM (1) omdat 1im (1- (2 )™)=0,
2 m--»Q0 o™

is er een index Nef}M zodat voor m)N2 geldt (1-(2 n_'l) ) ,\(M)(L){ ‘7
Van hokjes uit de m- verdeling dic ontstaan door onderverdcoling van
hokjes uit de ME verdeling waarvan de afsluit ng gcheel tot L behoort,
behoort de afslu.ting ook geheel tot L. Kies eon vaste index Ml]>N2 s
dan 13 dus A(M )( L) < Q . Lant deze hokjes buiten beschouwing. Van
de ove blijvende hokjes of hun ondorverdelingen ligien voor m )MI de
afsluitingen geheel in L. D¢ vereniging van deze afsluitingen is cen
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gesloten begrensde verzameling in R s Wwaarop \f(x) continu en dus uni-
form continu is (zie (12.8) en (15.4)). Er is dus een @ > O te vinden
zod .t daar uit \x—y;‘(cr volgt lk?(x)— C?(y)k <’%§w Kies nu een index

N3>M zodat voor m)N3 geldt 2-—m< / , dan is voor twee punten X
n - - et

- L 2
en y uiteen zelfde hokje van de mE verdeling (x ~y]& 2_;1 (Bi" '?i) <
< v n2 -am 57, dus in zo 'n hokje behorende tot de beschouwde verzame-

ling is Uﬁy“ (%5 ) € & <& . voor m')N3 werken deze hokjes ?uo niet mee
m
gan U »(m)( £). Dus voor mMN, is T m)(E ¢ly, dus lim © { ¢3=0
¥ 308 T (R e TR e U
voor alle & »O. Dus Lf(x) is integreerbaar.
Ult deze stelling volgt b.v. dat in Rl

val gedefinicerde begrensde continue functie integrcerbaar is b.v..

Csin = op (0,1).

Dé moeilijkheid om integrecerbare functies te vinden 1s in stelling

een op ¢en begrensd inter-

(34.24) slechts verschoven, daar we in R, nog maar weinig soorten ver-
zamelingen kennen, die een inhoud hgbbgn Op deze kwestie komen we la-
ter terug.

(34.25) Als {P(x) een integreerbare functie in R is on (P(x

en L is dc verzamelwng der punt 2n §1:"" §n+l in Rn+1’ waarvoor
geldt O < S el < LF( Sl”"’ ‘n , dan heeft L een inhoud en

(L) f"? (x)du .

BewiJs Als Vm(n) de m< hokjesverdeling in Rn voorstelt 1s
(? ) 27 sup Ho(y)o Voor ieder hokje ||x|] uit
IMN‘V v € (ixl}
v (n) bepalen we een geheel getal k zodat “n+l 'é sup kP(y) <
m n+l® o™y e xli
Knptl (n)

(———Erm- , dan worden bij ieder hokje van Vm '/ voor de inhoud van L
2

) ) e N -m(n+1)

in de bovensom k., of k_,,+1 hokjes meegeteld, maar (kn+l+1)2 \Y

S 2™ sup (P(y)+2'm(n+l), Stel nu dat N een dusdanig natuurlijk ge-
v & lIx

) ¥
tal is, dat (P(x)no voor |x|2N. Dan is q* K} n ( {U 2—m(n+1)N2mn

dus I)e <v( qD(x)duk Evenzoé%aat men te werk bij de binneninhoud
+1
n+l n+1

door e zo te bepalen, dat < (x)< , den wor-
n+l 2m yéHXN(P
den cr in de benedensom voor de inhoud steeds n+l hokjes meegeteld;
naar Qn+12~m(n+l)=(_Qn+l+l)2-m(n+l)_2—m(n+1):>2-mn inf ‘f(y)—E‘m(n+1).
yENxI
Hieruit volgt weer I,(L) ?’/‘f x)dw, , dus I(L)= ["f x)du .

De stelling is niet alleen in overeenstemming met de-aanschouwelijke

voorstelling van een integrasal als een inhoud,; maar kan ook dienst doen
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Als voorbeeld behandelen we de hyperbol;dat 1a de verzamellng der pun-
ten x waarvoor |x|& P , wWasrin %’ cen vast refel getal 20 is.

We bew' jzen dit door volledige inductie naar de dimensie n . Voor n=1
is het het interval Tl ] dat cen nhoud heeft. Laat de stelling
voor n goelden., In Rn+l zijn de punten van de hyperbol bepazald door

n+l 5, o o L2 2
§;1 51 S Y . Voor dcze punten geldt in ieder geval ook 2;1 Si ‘SSO en

\ v e s
als gl’ "<§n gegeven zijn doorloopt 3 N+l het interval
2

\[,2 \ -
['\&’ {- 51 \ﬂ? g" 7.'Verdclen we de verzameling nu in drie

>
stukken, naar gelang %»n+1f§(3 is, dan passen wec op de geduclten waar-

—wu—'iﬁ*«——-— e ey

Ly o

L
voor S \O en <O is (34.25) toe, hetgeen kan omdat \/ ;;g.é 5

continu is en zijn definitieverzameling juist een hyperbol in Rn is.
Dat het gecdeelte waarvoor EIHJ=O, inhoud =0 heeft, is ook makkelijk
in te zien. De hyperbol is dus de vereniging van drie verzamelingen met

inhoud en heeft dus ook een inhoud.

In de hokjesverdelingen, die bij de definitie van de integraal ge-
bruikt worden, zit nog iets onbevredigends door de belangrijke rol dile
de machten van het getal 2 er in spelen. We willen daarom de kenadering
van een integraal nu algemener maken; b,v, willen we in Rl ock met wil-
lekeurige kleine intervalletjes werken en niet uitsluitend met zulke
waarvan de eindpunten een geheel veelvoud van een negatieve gehele
macht van 2 zijn.

Een begrensd stuk van de ruimte Rn denken we ons verdeeld in ein-
dig veel verzamelingen met inhoud. Dit betekent dat deze verzamelingen
disjunct zljn en hun vereniging het ruimtestuk is. We kiezen bij een
functie jﬁ(x) dle aan de voorwaarden 1° em 2° voldoet het ruimtestuk

zodanig dat daarbuiten (x) overal =0 is. Onder de diameter d(U) van
een verzamellng U verstaan we d(U)- sup 3x—yl We noemen nu de diameter
. . . .X€ETU
( ’ . A 3 0]

(Engels:mesh) van een verdeling V het maximum der diameters van de ver-

zamelingen uit de verdeling, dus d(V)= max d(U). We zullen nu aantonen,
o

dat, als we voor een verdeling V en eenUiﬁ¥egreerbare functie kp(x)

vormen %i (P(y)I(U), waarin y willekeurig in de bijbehorende ver-

yE€U
zameling U ligt, deze som tot de integraal van {({ (x) nadert als de

diameter van de verdeling tot nul nadert. Hiertoe bewljzen we eerst een
hulpstelling.
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(34.26) Als (P(x) aan de voorwaarden 1° en 2° voldoet, is er bij iedere
£> 0 een &)O te vinden zodat voor iedere verdeling V van een ruimte-
stuk waarbuiten ¢ (x)=0, waarvoor d(V) <« ; , geldt

T s @(I(D) S fcf»(x)dw +g en I it @(y) I(0) >

TeV y€U UeV V€U
"t > \{)(x)dc\)x- £ .

Bewijs: We bewijzen alleen de eerste van de beide formules. De andere
caat evenzo. Kies een natuurlijk getal m , zodat geldt

) € (x)ded, + -g: . Laat g het aantal hokjes uit de mS hokJes- -

verdeling zijn waarbinnen punten y 1liggen waarvoor C(? (v)# 0 (als q=0,
is CP(X):O voor alle x€R_ en is de stelling evident). Verder zi} X een
retel getal dusdanig dat ! (x)l <Y voor alle x&R_. Het is mogelijk
cen re8el getal d>0 te vinden, zodat (2 ™+2 &)n-—(E—m—Q Cg\)n<§_%_q?_ .

Het linkerlid van deze ongelijkheld is 2 de som van de inhouden van ver-
.amelingen U uit een verdeling met diameter < (5\ die met een bepaald hok-
je uit de mS hokjesverdeling punten gemeen hebben, maar niet geheel bin-
nen dat hokje liggen. Als een verzameling U geheel binnen een hokJe \x”

ligt 1s ysgg C?(y)f yesu,pxn Cf)(y), dus sup ?(y (v) < iy _oup Cf(y)l U),

'dus ’ ““ﬂ y?g D (y)I(U) <y$€qu” C‘D Z—E_» (D)< su x” SD( A}/ ”

nls V een verdeling is met diameter <& (5\ dan verdelen we 2__. sup (F(y)I(U)
Uev  ye&U
in de termen dle behoren bij verzamelingen U die geheel binnen een hokje

van de mS hokjesverdeling liggen en die waarbilj dit niet het geval is.

an volgt uit het voorafgaande dat Z. sup '(y)I(U)gsrT (({))+q()f§.£__ =
UeV  yeU 3

s [qo x)au + £ .
. Als nu Cf 1ntegreerbaar 1s dan geldt f‘P x)d(d 542_,— inf?(z).l‘(U) -

zeU

e Ct) U)‘ﬂ}__,. sup (z)1(U)<L fC(Q(x d e, + € . Hieruit volgt:

UeV ze€U a
(34.27) Als \’-F(x) integreerbaar is, 1s bij iedere § >0 een O >0 te
-vinden, sodat voor iedere verdeling V van een ruimts.stuk waarbuiten

cf( x)=0, waarvoor d(V)(& ,geldt U({) dLQ) L__, KY() \ £ , wear-
le ¥y in de bijbehorende U ligt, }[({; x)d W, - 2,,,‘ sup r?u 1(U)[< £ en

UeV ch
[ @ ae- 2= or pazm]|<e.
Ugv z&U ’
We kunnen de stelling nu ook omkeren,

(-4.28) Als (x) aan de voorwaarden 1° en 2° voldoet en er geldt voor

wocre rij verdelingen V m , waarvoor Jlim d('\m)=0, en ledere keuze van
m-3 o0

in de bijbehorende U, dat 1lim <F(y (U) bestaat, dan is deze
M iy OO m)

mict voor ledere rij dezelfde noem hem I) en (x) is integreerbaar en
¢

}’ ‘f’ (x)aud =1.



Bewijs: Neem twee rijen V(m) en V'(m>, die aan de voorwaarden van de
stelling voldoen en vorm de ri}j V"(m), die gedefinieerd is door
V"(2m-1 (m) en V”(gm) V'(m) dan voldoet V"(m) aan de gestelde voor-
waarden en bevat V( m) en V'( als deelrijen. Hieruit volgt dat de 1li-
micten bij V(m) en V'(m) dezelfde zijn. Laat de kubus L, (zie pg.121)
zo zijn dat voor:c%lk geldt (x)=0. Een hokjesverdeling is dan een
verdeling van de gevraagde soort, als we de hokjes beperken tot die
welke in Lk gelegen zijn, want een hokje heeft een inhoud (die gelijk
is aan zijn grootte). Omdat in de boven- en bencdensommen suprema en
infima optreden zijn deze sommen nog geen sommen van de gevraagde soort,
De diameter van een hokje uit de me hokjesverdeling is n2™™" s dus
de rij van de m(E hokjesverdelingen heeft een rij van diameters die naar
nul convergeert. Kies nu een £ >0, dan is in ieder hokje x’, , ge-

legen in Lk’ uit de m9 hokjesverdellng een y te vinden zodat geldt

C‘D (y) >Z§u]px) tf!( 2k) . Dan is

X (| ¢ su z x|+
m;,m? 0 A=l 2 lLMIXN 7 ot @ AV A Fw
HXUCL ”chLk
( )+ £ . Het linkerlid convergeert voor m<$co naar I, dus
2/ x)d(/..) + £ voor ledere ¢ >0, dus I>f% x)d W, . Evenzo be-
Wi 3 t men T SL?(x)dA) Hieruit volgt I-L x)d e, /’* (x)d =
{ x)d ol .
t voordeel van stelling (34.27) is, dat men bij een functie, waar-
van men weet dat hiJ integreerbaar is, voor de berekening van de inte-

*

graal andere verdelingen dan hokjesverde%}pgen en willekeurige punten
in de verzamelingen voor de functiewaardesrgebruiken, Om b.v.J’\ %tig
uit te rekenen, verdelen we het interval (0(,~)) in deelinte?vallen
= %0 & .5 5 = /.3 We nemen in 51 1 {a) als functiewaarde

1
2(€ . 1+€j_, dan wordt de iom

kK < —_— C 4
3 §i-1+§i><fi-§‘i-l>=-é- P (554 P16, PP 3 (PP . pus

Lf £ d{ (p ;

Opgave 135. Bereken fgzd § .

(34.29) Als ??k(x) éen rij integreerbare functies is en er bestaat een . -

reéel getal 1 zodat voor ‘x!:> Uil k(x)=0 voor alle k en een
ay2 zodat fq>k(x)}<f'bé voor alle x en k en de rij ) (%)

uniform convergent met limiet q}(x), dan 1is ce(x) integreerbaar en

f(( (x)dwx= kbig [(Pk(x)dtdx.

Bewljs: Dat qJ(x) aan de eisen 1° en 2° voldoet is duidelijk. Laat
K een natuurlik getal > 1 zijn. Wegens de uniforme convergentie is
bij ledere £ >0 een N te vinden zodat veoor ¥> N en ledere y geldt
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: [ , , ‘ : £
lp@ - e < —ow - e P < P+ o

¥ = '
= « . : { :
dus Sm( (f) supx“ SD(.Y) A Hxl % lmm . Sg};ﬁx” k%)é\”xh

P2
lxhev, ¥

. v £ __ Alxit =

xlfev,  fx

HX!fCLIk
* . *
= Sm( (fk) + &£, Dus ftp(x)d W < f (Fk(x)dwx + £ . Analoog voor

de benedenintegraal dus

fLPk(x)d Wy - /‘(P(X)dw Lfy;(x)du) «ffk(x)dw
Dus s

lf({)(x)dw fLPk(X)dL/O l<_8 voor k » N. Dus

) 1im f&f)k(x)dw f(p(x)dw

Evenzo vindt men KJUm f‘fk(x)du) L*{,f(x)dwx. Dus
ftf(x)db\) f ‘f(x)dw t70(x) is integreerbaar) en
ftf(x)d_':‘)x = lim fgpk(x)d u)x.

k00

Uit (34.29) kunnen we stellingen afleiden over continuiteit en
differentieerbaarheid van integralen als functies van parameters, laat

(x, h) een functie zijn, waarin x een punt van een R, en A een re-
ele parameter is, Stel dat (x, }\) een integreerbare functle van x is
voor iedere waarde van )\ in het definitiegebied van als functie van
) . Dus ¢ (x, )dud &*/ (N\). Leat nu LP(X,)\) continu zijn
t.0,v. A in een punt >\ o en wel uniform t,o0.v, x, d.w,z. uit

1lim )\ = A volgt 1lim Y (x, by ) = (x ) uniform in x; dan
k>0 k 0 k—aaoxp tf ’ )R) ! '
volgt uit (34.29) dat (x, A ) integreerbaar is en

fy(x, >\O)d W, = lim f({)(x )\k)dwx, d.W. 2.

k=00

L}/( >\ ) = k*’w\}/()k), d.W.z. L+/(>\) is ook continu in >ﬁ o°

dergelijke stelling geldt ook voor differentieerbaarheid., We gaan er niet

op in,

§35. Integreerbaarheid van functies van één veranderlijke, Verband
met differentieerbaarheid,

We beperken ons in deze paragraaf tot functies van één re8le ver-
anderlijke, We zullen daarom de conventie laten varen, dat reéle getal-
len alleen met Griekse letters worden voorgesteld en mogen reéle functies
en reéle veranderlijken nu ook met ILatijnde letters schrijven,

( ) )
t P



(35.1) Een op een begrensd interval gedefinieerde begrensde monotone
functie is integreerbaar, '
Opgave. 136, Bewijs (35.1).

(35.2) (Middelwaardestelling der integraalrekening) b
fg(x)dx be-

Als a <b en f(x) continu op [a b] , g(x)20 op (a,b) en

staat, dan is er een Ee [a b] - zodat f f(x)g(x)dx = f( & )/ g(x)dx .
Bewijs: f(x) heeft op {a b] een minimum m en een max:Lmum M, Nu is

(M - £(x))g(x)=0 op (a,b) en dus Olf (M - £(x))g(x)dx = Mf g(x)dx +

..fb f(x)g(x)dx, Analoog voor m, dus we vinden mjb dx<f f(x)g(x)dx &

a
b
*..“EMF g(x)dx, Alséf g(x)dx = 0, volgt hlerultJ f(x)g(x)dx = 0,

a
us de stelling is goed voor een willekeurige keuze van %. Als
b b
f g(x)dx > 0, dan is f f(x)g(x)dx
& n < & LM, dus er is een §é@,bj

Jbg(x) ax
f f(x)e(x)ax

zodat f'( ; ) = , waaruit de stelling volgt,
J g(x)dx
al

X
Als, voor a <, J f( g)dz bestaat, dan bestaat ook ] f(} )d}' =F(x)
a.

voor a £x€b, Deze functie van x hoemen we de integraalfunctie van f(x)
(eigenlijk een integraalfunctie, want hij hangt nog van de keuze van a
Ff)s

(35.3) Een integraalfunctie van een integreerbare functie f(x) is con-

tinu, _ ~
Bewijs: Omdat f(x) integreerbaar is, is f(x) begrensd: ‘-f(x)l < C.

[(x + n)- F(x)| = }xfmhf( §)ak

nu lh{ < £ kiezen, volgt daaruit de continuiteit,

Nu is

< |nl c. Als we bij £>0

C
We proberen nu in hoeverre F(x) differentiecerbaar is., Als h ) o,
geldt h inf f(g ) <PF(x+h)- F(x) <h sup £( } ) en als
x§§§x+h X € ¢ £x+h
h <0, geldt -h inf £ ( § ) = F(x)- F(x+h)< -h sup f(} ).
x+h < § <x x+h < \\c
In beide gevallen geldt dus F(x+h)= F(x)
inf f(g I - =  sup f(}). Als nu f(%)
|4/ < |

h J§—%] =1
continu is in het punt x naderen lihker—en rechterlid beide tot f(x)
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als h-*yo Dan is dus ook lim P(x+h) - F(x) = f(x),
h+—0 h

Hiermee is bewezen:
(35,4) In de punten waar een integreerbare functie f(x) continu is, is
zijn integraalfunctie differentieerbaar met afgeleide f(x).

A priori zijn er voor de integraalfunctie F(x) van een functie
f(x) in een bepaald punt x drie mogelijkheden:

19, P(x) is niet differentieerbaar,
2%, F(x) is differentieerbdar, maar F'(x) # f(x).
3%, P(x) is differentieerbaar en F'(x) = f(x).

Alle drie de gevallen doen zich werkelijk voor. Zo 1s de funetie
f(x) gedefinieerd door f(x) = O voor 0 %¥x =% en f(x) = 1 voor 3 < x %1
integreerbaar, maar zijn integraalfunctie is in het punt % niet diffe-
rentieerbaar, Dit is een voorbeeld voor 1°. Een voorbeeld voor 29 is de
'functie f(x) gedefinieerd door f(x) = O voor x A0 en f(x) = 1 voor
X = 0. Volgens (35.,4) geven de continue functies voorbeelden van 3°,

We hebben het probleem beschouwd een integraal, als functie van de
bovengrens opgevat, te differentiéren, Nu doen we het omgekeerd en gaan
uit van een op een interval gedefinieerde differentieerbare functie
G(x) en proberen de afgeleide te integreren, We weten al dat een
functie door zijn afgeleide slechts op een additieve constante na be-
paald is en kunnen dus niets beters verwachten dan dat G(x) en de in-
tegraalfunctie van G'(x) een constant verschil hebben, Er zijn a priori
weer drie mogelijkheden,

19, @' (x) is niet integreerbaar,
29, G'(x) is integreerbaar, maar\j G'( §)d§ - G(x) is niet constant.

130, G*(x) is integreerbaar en JF G ( } )d§ - ¢(x) is constant,
a

De waarde van de constante in geval 3% is te vinden door x = a te

stellen en vordt dan - G{a), dus fXG'(§ )dé = G(x) - G(a).
a

We weten, dat de afgeleide van een op een gesloten interval gede-
finieerde differentieerbare functie niet begrensd behoeft te zijn (zie
opgave 88, blz 73) en dan dus ook niet integreerbaar is, Dit is dus een
voorbeeld voor 1°, Het is zelfs mogelijk een voorbeeld te geven van
een op een gesloten interval .edefinieerde differentieerbare funcfie,
waarvan de afgeleide begrensd en toch niet integreerbaar isj; dit is
echter vrij moeilijk en daarom laten we dat achterwege. Het geval 29
kan echter niet optreden, We bewijzen n.,l., de volgende stelling:
(35.5) Als G(x) een differentieerbare functie is, gedefinieerd op [%,b}

b b
en als \f G'(x)dx bestaat, dan is J\G'(x)dx = G(b) -~ G(a),
a a v
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Bew1gs. Kies op ré b] een aantal punten: a = xoqrx1<:...4;xk
en beschouw deze punten als eindpunten van de intervallen van een ver-
deling van [? bj in intervallen, Volgens de mlddelwaardestelllng van
de differentiaalrekening is er bij Xi.q 0 X4 % ﬁi(z: 1,X ) te
vinden zodat ,
6(x;) - G(xi__1)

= GP(EJ). Hieruit volgt:

G(b) - G(a) = S"!:2'1((}&{ )= G(x 1)) = *“‘G'(‘g )(x = 1) Dit laatste is
5=

een approximetiesom van de 1ntegraal van G' (X)s Als we de diameter van
de verdeling tot nul laten naderen, nadert het rechterlid tot die inte-
graal, Dus

i

b
f G'(x)dx = G(b) « G(a),

De reciprooiteit tussen differentiaal en integraal is niet volkomen
’maar wel als de functie die geintegreerd moet worden continu is, Samen-
gevat°

Als f(x) continu is, is f(x) integreerbaar; de integraalfunctie is
differentieerbaar en de afgeleide is f(x).

Als G(x) continu differentieerbaar is, is G'(x) integreerbaar en de
integraalfunctie is op een additieve constente na gelijk aan G(x).

Als F'(x) = £(x), zeggen we, dat F(x) een stamfunctie, een primi-
tieve functie of een onbepaalde integraal van f(x) is, geschreven
F(x) =~ff(x)dx. We beperken ons hierbij tot functies die op een interval
gedéflnleerd z;an. Deze schrijfwijze zou aanleiding kunnen geven tot

verwarring met de bepaalde integralen; dagrom spreken we af, dat we
f(x)dx voor onbepaalde integralen alleen mogen gebruiken als f(x)
’continu is, We gebruiken'dan de bepaalde integraal alleen voor inte-
gratie over een interval waarbij de grenzen bij het integraalteken wor-
den geschreven, Als dan de onbepaalde integraal dﬁf(x)dx = F(x) dan onte -
staat hieruit de bepaalde integraal over het interval (a,b) als volgt

‘b .
J“ f(x)dx = F(b) - F(a) of uitvoerigsr geschreven f f(x)dx =
‘ a

a
= ([t@e) - (JEan,,.

De onbevnaalde integtalen leveren ons nu'een machtig hulpmidcel om
integralen uit te rekenen.

Door toepassing van bekende stellingen uit de differentisalrekening
vinden we de volgende stellingens
(35.6) Als f(x) en g(x) ov hetzelfde intervah gedefinieerde reéle con-
tinue functies zijn geldts (f(x) = g(x))dx u{%(x)dx +‘fg(x)dx en
S - e ax = [e(n e fa(x)ax.
(35.7) Als £(x) een op een intervah gedefinieerde redle coniisue fune- -
sie is, en c een rodle constante geldt: ‘féf(x)dx = ‘Jf(x)dx.,
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{35;8) (Parti&le integratie) Ala f(x) en g(x) op hetzelfde interva’. gede~
finieerde re&le fun:~ 'es 2zijn, £(x) differentieerbaar is en g(x) cortinu
is, geldt: ‘

kfi’(x)g(x)dx = f(x)Ag(x)dx —Jf(ggéﬁl g(x) dx) dx.

(35.9) (Transformatie van veranderlijke) Als w(t) een continu differen~
tieerbare, op een interval gedefinieerde re&le functie is, en f£(x) een
continue functie is, gedefinieerd op een intervak, dat de functiewaarden
van ? bevat, dan gekdt:

(j f(x)dX):x;YD(t) =ff(‘.§3(t))|?Dl(t)d“c.

In (35.9)moeten we bij de overgang op bepaalde integralen nog op-
passen, omdat er twee variab: em in voorkomen, Als t het inter¥al (a,b)

doorloopt vinden we: : ()
) j;f(kp(t))if'(t)dt = (ff(X)dX)x;\p(w - (J£(x)ax) ;_ x0) =L£§x)w.

it geldt op grond van de gemaakte afspraken ook als &(b}<’%(a). In (35.9)
kan men ook een mooie formele rechtvaardiging zien van de gekozen notatie

}
van ez=n integraal: Njﬁfdﬁ =Jff%%dt.

Uit (35.8) en (3549) samen kunnen we een formile voor de integraal
van een omkeerfunctie afleiden. Stel f(x) op een interval gedefinieerd,
eeneenduidig en continu differentieerbaar met afgeleide overal £ ¢, dan
is de omkeerfunctie \f(t) ook op een interval gedef;nieerd; eeneenduidig
‘en continu differentieerbaar met afgeleide overal # 0. Verder is f(%(t)):t.

Nu volgt uit (35.9): (f(x)dx)x=p(t) = t!fkt)dt en uit (35,8):th@(t)dt =
= t?(t) ”j#?(ﬁ)dtd Dusjmf(t)dt = tf(t) “ gff(x)dx)X:y(t).»Let wel dat, hoe-

kﬂﬂ_in de laatste formmle de afgeleide van niet meer voorkomt, bij de af-
leiding de differentieerbaarheid van ¥ gebruikt is. Zo vinden wes

(35.10) (Integraal van een omkeerfunctie) Als f(x) een ov een interval ge-
definieerde, eeneenduidige, continu fifferentieerbare functie 1is en %(t)
gijn omkeerfunctie, dan geldt:‘Ff(t)dt = t?(t) - &rf(x)dx)x:?(t)‘

Een voorbeeid van toepassing van deze formule is het volgende: dui-
delijk is\f;xdx = @x, dus J&og'm}bz t logt = elOg-t =t logt~ t. Dit re=.

sultaat hadden we ook direct met vartiéle integratie kunnen vinden:

flogtdt# log tf‘l dt—-f—%- (f1 dt)dt = t log t- t.

§ 36. Onbepaalde integralen van enkele klassen van functies.
Door toepausing van de stellingen van $§35 zijn vele onbepazlde inte-

gralen te winden. We geven enige voorbeelden.

' n el ax )
fx dx = T als n £ -1. = = logxvoar x>0 en = log.(.-x) voor

x¢0; dit wordt samen wel geschreven\y%% = 1og‘x§,'maar we mogen dan bij v
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overgang 0p een bepaalde integraal geen interval kiezen, dat het punt &

¥

bevat.

fe dx = e* y féXdX =feX1Og fax = loga « Dit laatste is8 ezn speciaal ge-

val van het volgende: Fen transformatie van veranderlijke x = at geeft:
=4

([£(x)ax)__ 4 = ff(at)adt dus ff(at)dt =3 (J£(x)ax) 4

de transformatie x=t+b: ff(“c+b) at = (ff(x) dX)X-»—'t-t—b" Beide samen geven:

=T+0 + 1
Jf(a‘wb) at = ~(ff(x)dx)x —atepe 20 vinden we b.v. f(ax"‘b)ndx = %’

Een onbepaculd.: 1ntegraal van een polynoom P(x) Z: a .xJ vinden we nu

AL j+1
ook direct® f( XJ)dX = gax X
3 - J+‘1 ?ij

Opgave ‘lj_? Bereken: fxzexdx fxe dx, sinx dx, ftcrx dx, ax .
gin x cos X

. Evenzo geeft

arctg x
cosxggc e . %
Y1+x ‘I+sin‘x TJ TS ax, ISh * dx’fx Togx"*

We stellen ons nu ten doel een onbepazlde integraal te berekenen van

een  gebroken rationale functie %-88— , P(x) en Q(x) polynomen met reé’le

coéffici\éfnten, Hiertoe zijn eerst enkele algebraische voorbereiditngen nodig.
Als P(x) =Zr‘l: akxk een polynoom is met complexe coefficiénten van de

graad n31 (dus a_#0), dan is er volgens de hoofdstelling van de algebra

(zie §28) een complex getal W,, zodat P(O( ) = 0. De a, worden nu reéel

verondersteld. Dan is P(x) = (x- w1)P (x), waarin’ P, (x) een polynoom is

met complexe coefflclen'l:en. Br is dus cen NQ Waarvoor P-1 (%) =0, dus

P(x) = (x-\’ 1) (x=%,) P, (x) 1 zo voortgaande vinfen we tensléette P(x) =

= a (x-nk), waarin de ®, complexe getallen zijn, die niet alle ver-

n
k=1
schillend behoeven te zijn. Hat feit dat de a) alle reéel zijn, maakt dat

uit P()=0 volgt P(&) = Z:) k ,f;_a D(k’ =0. Als nu¢d niet reéel is, dan
i-_s VA , dqus zijn - en x~N verschillend en dus komen ze afzonderlijk in
de ontbinding van P(x) voor (Uit P(%)=0, &#£&, P(x)=(z-0)Q(x) en P(X)=0
volgt O=@-™) &), dus @(R)=0). Nu is (x-—tx)-(.:xu&)=x2~(u+&)x+0(&. Laat
W=r+is zijn, dan volgt uit o niet reécl s%O;&ﬁ:Zr,N&=r2+sf2, dus

(x-u) ('x—a)-xg-—erMr +s ) en nu is (- 2r)2 4{r +s2) = -4s <0, dus
(x-—-‘&)(ic-—ﬁ)—-x2+bx+c, waarin b en ¢ reeel zijn en b2 ~4e £0. Stel(y T )ot =0,
dan is P(X)-a (x +bx+c) %’(X—otk)—a (x +bx+c)R(x). Te bewijzen nu dat R(x)

een polynoom is met r\,ele co€fficiénten. Stel dat minstens één der co&f-
ficiénten van R(x) niet re8tlis. Door deling met rest vinden we P(x) =

= (x®+bx+c) S(x) +T(x), waarin S(x) en T(x) re&le co&fficié&nten hebben en
T(x)=0 of dé graad van T(x) is ¢2. Door aftrekking vinden we T(x)

= (x2+bx+c)(anR(x)-S(x)") « Omdat de co&fficiénten van R(x) niet allen reéel

4 . . : ; .
v " ' Ny -
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zijn en van S(x) wel, is van a R(z) ~ S(x) minstens één cofficiént #0,

dus is de graad van (x2+bx+c)(a R(x)=S(x)) zeker 2 2, maar &e graad van

T(x) is < 2 en dit geeft een tegenspraak. Dus heeft R(x)redle coefflclen—

ten. Op R(x) kunnen we dus dezelfde redenering toepassen als op P(x)

voortgaande vinden we , »

(36.1) Een polynoom P(x) met reéle coéfficiénten is te schrijven in de vorm

P(x) = a TTDK(X) waarin a redel is en iedere Pk(x)'hetzij . d¢ gedaante

X—dk met ﬁk relel, hetzij - de gcdaante X2+bKX+Ck met bk en c, re&el en
—401 {0 heeft.

Nu zijn twee factoren P hiecrin identiek (d.w.z. hebben dezelfde .
coéfficiénten) of hebben een grootstu gemene deler 1. Om dit in te zien
bedenken we dat uit x2+bx+c=(x~m1)(x~w2) met b en ¢ redcl volgt dat &,
en Vz of beide re&.l of geun van beide relel (en dan tocgevoegd complex)
zijn. Als W, en &, beide refel zijn is b2~4c=(~9(.]—$<2)-40(1@‘2'—‘(9‘\1-—’3’2)2 20.
Als dus b2—4c <0 zijn o en,uz geen van beide reéel Hicruit volgt gumak-
kelijk dc bewering over de g.g.d. door de mogelijke graden te buschouwen
die de g.g.d kan hebben. |

Uit de algebra is nu bekend (zie cursus moderne algebra (3.6), blz.
32) dat de¢ g.g.d. d(x) van twee polynomen f Ex) en £, (x) met rc¢élc coéf-
ficilnten to schrijven is in de vorm da(x)= wéﬁbq&%fz(x)f (x), waarin (P;(x)
en \Pz(x) polynomen 21jn met redle coéfficiénten. Hieruit volgt nu echter
dat als f (x) en fz(x) g. g d. 1 hebben, bij een polynoom h(x) twee poly-

s (2 n (0 0 v it soes AL - B4+ o o

en wel zo dat als de co¥fficiénten van de_gegeven polynomen reéel zijn,
dit ook geldt voor die van de gezochte polynomen. We weten immers dat
1 = ?1 x)f (x) +-¢2(x)f (%) en dus h(x) = h(x)tpiix)f1(x) + h(x) %@(X)f2(x)

dus ?(%;)f (x)' = h(x)??;(x) + h(ngﬁégx) . Dit procédé noemen we gplit-

ging in partifle breuken.
Nemen we een gebroken rationale functie g § en ontbinden we Q(x)'
volgens (36.1), dan volgt uit het voorafgaande dat m%,% te schrlgven is .

P (x

4ls een som van termen SHEIN waarin 2 (x) de gcdaante (x-a k) M of

m
(x2+bkx+ck) k heeft, Voor het zoeken van de onbepazlde integraal mogen
we ons dus tot gebroken ratinnale functiecs van de volgende gedaanbe be-

perken-« T%%%%Tk en Q(x)=x+d of Q(x)=x2+bx+c. We zebtten de splitsing in

partitle breuken nog verder voort. Decl n.l.P(x) door Q(x) met rest:

P(x)=T(x) Q(x) +R(x) , dan is T%%%%Tk = Ta%%%}kﬁ1 + T§%§§%K=1‘ Mot Tﬁ%&x; -
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<zetten we het procédé voort en vinden aldus O‘XX) = R (X) +

%

k _
— Rs(x) L

* - e v e 't
3“1 iQexjﬁT waarin de R, (X) i=0, ,k, polynomen met reele co8ffici&nten

zijn en de R. (X), j=1,.+0k, graden hebben kleiner dan die van Q(x).

bllgft dan nog over te bepalen: \f%ﬁ}ajk en (;gfgilng . De: gerste

integraal is -~ (k 1)(x dyk=+ voor k:>1 ‘en p.log(x-d) voor k=1. Het DT O~
. . . . : ax

b;eem de tweede integraal te vinden is opgelost als we JPTEZ:E§$ETK

n J3T§2%%§;€Tk gevonden hebben. Nu is x?+bx+c—(x+ =b) +(c 2)

- (x-@)2+ 52 met reé&le {g en reéle af}O omdat c-%bQ)(D. Stellen wij nu

x=dy+€3dus y:l(x»@Q dan is met transformatie ven veranderli jke

. g
[, g fT“(x—ww“ | '

2K _ ax . ‘
—(5 \j((x-{g)ﬂ- 5‘)“' Om f{(x_@)é_*,gd)k te vinden is
het dus voldoende Jk=j1T§2:37k te bepalen., Deze construeren we nu met

volledige inductie naar k. We weten dat J1= —%%:3—~= arctg x. Verder

. XC+1) =% x24x ¢ 1 B
is Jype= \f%§2:TTK=T wﬁr—%“"T jWT§2177K*f « Maar dx (x2+1EF =
—-2kx

= W'l ’ dusfm" = - 21{(x4+1 )K o’ Hieruit VOlg'b Jk+1 =
- g ax k=1 x
= f Zx§“+'1")1’*f = Jp + "k(x?«x-“l)“ zkjm Yk t ok(xo+1) K*°

)
Hiermee is door inductie Jk gevonden. Om tenslotte Jf((x pjdwdd)K te

-3) dx ‘
v1nden.s+ellen we TT§~u§%%5?TK %?i(3)4+J£7K +Gﬂq( (%= )4+5£)K N De

laatste van deze twee integralen kunnen we al oplossen. Voor de eerste

stellen we yz(x:(g)z en vinden (.{ﬂ(yﬁ-efdé%k )y—(x_@)i j’ éi:gggg

Waérmee hij dus teruiiebracht is tot j%g:g%Tw , hetgern er een is van
het bekende type TE:EYK « Hiermee 1s de valgende stelling gevanden:

(36.2) Een onbepaslds integraal van een gebroken rationale functie met
re€le coéfficiénten is te vindén als e=n functie die ontstaat door samen-—
stelling van functies die rationale functies met reé€le coé&fficiénten,
log-functies en arctg-functies zijn.

We merken nog op, dat de, nu we weten dat de splitsing in pamrtigle
breuken mogelijk is, we deze splitsing eenvoudiger kunnen vinden dan uit
het bewkjs van  de mogelijkheid van deze splitsing volgt. Ve stellen n.l.
de te wvinden splifsing met onbepaalde coé€ffici&nten op, maken de breuken
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door vermenigvuldiging weg, en stellen de overeenkomstige eoéffieiénten

aan elkaar gelijk. De onbepaalde cogfficiBnten zijn dan uit een stelsel

“

lineaire vergelijkingen op te lossen.
dx [ X+2

Opgave 138, Bereken s S b dx.

Onder een rationale functie van twee veranderlijken x en y verstaan

we een functie %—&—;&% waarin P(x,y) en Q(x,y) polynomen in twee verander-
4 m _m

lijken 2ijn, d.w.z. functies van de gedaante P jkx:’yk, met reéle

i=1 k=1

u\

ajk' Evenzo rationale functies van meer dan twee veranderlijken.

We willen nu integralen bepalen van functies van het type

~

R(x.@/ax2+« bx + c¢), waarin R(x,y) een rationale functie van twee veran-
’ x+1
Periijken is, dus b.v, . Als & = 0, dan kunnen we deze door een
x"+1

eenvoudige transformatie op een integraal van een rationale functie

—, 2
terugbrengen, wanth(Xyl/bx"*-C)dX = %‘(j YR(XB':-‘O'J)dy)y = m

(als ook b = 0, is de oorspronkelijke functie al rationaal). We veronder-

stellen dus a # 0. Als ayo dan stellen we

27
‘\/ax2 + bx + ¢ .—:ﬁ'yxg + Ex + ~§~ YaV(x + 2 )2 .4;%9_:_2.9.., Als b2= 4ac,
da

1 T b b, b
dan is 4it voor x=- g Valx + 2”5) en VOOr X&L - mzi ﬁ(x + 2—5). In

beide gevallen kom’c er een rationale functie. Als b2 # 4ac stellen we

¢ - b 2 2
= + aar gelang 4ac»b” of 4a b dan kan
‘___r_- 3/ Jj n g g CE /

reeel en > 0 gekozen worden. In beide gevallen stellen we y= é;-(x + E—)

en vindenfB(x; WV(XT) /;f ?)ax =
=X fﬁ(dy..ﬁ._, \dag\'f;z 1(x+b o Als 2 <0, dan stellen we

Al

— 2
1/&3: +bx + ¢ = \/—a'l/ x2__ P.x -0 -—L/—a}/-—(x + a)2.__ 4a04; b . Als

4ac>b2, is er geen reéle x waarvoor dit re®el wordt; dus dit geval kunnen

we uitsluiten. Als 4dac = b2, is dit alleen reé€el voor x = - :g-é- s dit
2 v2- 4ze 2
veval kunnen we dus ook uitsluiten, Als 4ac< b, stellen we -----2-—<=J
da

met reéle jx > 0, Dan geeft de transformatie y = 1 (x + g’a) weer

B



nee b |2 2. YA 2 .
jR(x,\/-a]/-(x + 2% 4 p %) ax = (jR( Y - oy 1/-&01 V1-77)85) 51 g

. 4 a a’ y=—\ K )-
Jf, X a | T Za

Er blijven dus nog drie gevallen te onderzoeken.

JR(x \/x + 1) dx, jR(x x° - 1)dx, R(x \/'l-x )dx.

10. R(x \/x + 1) Stel nu t = x4+\[§ + 1, dan is t2 2tx + x2 = x2+ 1,
to- 1 [ 21 ax e 1

dus x = y X+ 1 =1%~-3x = en —— = *‘“g” + Nu verifieert
2% 2%

t + 1 t —1 t +1

men makkelijk daier(x,b/x )dx = S/ R( - }dt)t*x+le 41 ®
' 2

23. R(x,\/x2— 1), Stel nu t = x +}/x - 1, dan is tz— 2tx + x2 =x =1,
2 —3 2 2

dus x = Stl /5 1 =t - x = B2l en %% = E~—:gl. Nu verifieert men
2% 2% t

makiceliik dat/ R(x sz- 1)ax =( t7= 1 R(t2+ 1 5“-%—:1) at) 2T

' | ' 2t2 ot o1 t=x+§/x -1

;3. R(x,y/1 - xg). Stel nu t = l:l%l:§~, dan is x2t2 2xt + 1 = 1 - x2.

Dt ] 2
Als x # 0, dan vindt men hieruit x = g§~§, 1 - x°= 1 - xt = 1~:;32
1 1 + 7
. » |
n %% = 2E1 _.t )2. Nu verifieert men makkelijk da#](B(x,}/Tnxz)dx =
1T+t
JP£1‘t )2 R( 2t2 R 1= )d't)t 1-)/1-x . In de uitgezonderde waarde
(1+t ) 1+t 1417 =

x=0 vindt men met ®ehulp van de regel van 1'Hospital makkelijk dat de

1 Y 1=-x
X

en dat de zo,uitgebreide functie daar ook continu differentieerbaar is

functie t = daar continu uit te breiden is met waarde t = O

‘ga dit na), We kunnen de beperking tot x # 0 dus laten vervallen.

(36, 3) Een onbepaalde ihtegraal van een functie R(x v/ax + bx + c)
waarin a,b en ¢ reele getallen zijn en R(x,y) een gebroken rationale
funbtie van twee veranderlijken voorstelt is te vinden als een functie
die ontsstaat door samenstelling van functies die rationale functies met

reéle coéfficidnten, log-functies, arctg-functies en de functie

2 R
v/ax + bx + ¢ ziln,

Opgave 139, Berekef/gqg%%_a ,J/v/xz_ 1 dx:/%7=g¥gq(vergelijk bij de
v 1-x

x+1
laatste integraal ook nog de met de algemene methode gevonden uitkomst
met een uitkomst die U al kent).

Om R(sin x,cos x)dx,waarin R(x,y) een rationale functie is, te

2tg
bepalen stellen we u = tg 5, dan is sin x = 2 sin E cos % ? =
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2

_ 2u _ 2 x 2 _ 1-u
—. ;1"1;2-, co8 X = 2 co8s 2- - 1zm -1 —-m ‘%‘(1‘!‘1 ),

5 .
2u 1—u

R(sin x, cos x)dx = (f R( )du) _ X,

j ’ 1+u2 14u° 14+u° u=tg sy

In speciale gevallen kan het wel eenvoudiger, Zo is b.v.,

jsin'n x dx =/sinn"1x sin x dx =

-1 . e
--«fa:Lnn x cos x + (n~-1).] sin® 2X.0082 x dx =

z=gin® 1x cos X +(n-—-‘l)/s:Ln x dx - (n-1 )jsinn x dx, Voor n21 kiezen
we de fcrmule o

/sinnx dx = - % sin "13: cos x + -I-l:-lj sin®%x dxy voor n<-2 de formule
jsinnx dx = —-—1—1- sin™* 1cos X + ?1;:%' sinn+2x dx. Hiermee zijn ze voor alle

.gehele n terug te brengen totjdx = X enf—s——?—%——-x De laatste Werekenen we

ax ([ 2 1+u2 aw)

nu'met het algemene procédé en vinden = : u=te £ =
sin x J 1+u® 2w =te 7
du L

(j u>u—-tg X = log "tg 5 t :-%

Opgave 140, Bewijs dat voor natuurllgke n geldt‘/>31n2nx dx =
* _ A

T -H_.Zk en [5m®Tx ax = Dsz . 6

2k 7 A 2R+

k=1 ¢ .'-:1
We zouden jcosnx dx analoog als boven kunnen behandelen, maar

kumnen deze ook terugbrengen opjsinnx dx als volgt/cosnx dx =
n ‘ ‘
= -() sin"y a T .
( j y 4y, - T =

.Jpgave 141, Brengf R(ex)‘dx, waarin R(x) cen rationale functie is, terug

op een integraal van een reeds bekend type.

—, .
Opgave 142, Breng[R(X,Vax+b,]/cx+d)dx, waarin R(x,y,z) een rationale

s functie is, terug op een integraal van een reeds bekend chpe.
x - 1

A
Opgave 143, Berekenfx log x dx (A redel), dx/
s b'd +x +1 xi; xz -1

Niet alle integralen van eenvoudige functies zijn weer in eenvou-

dige functies uit te drukken, Zo lukt dit b.v, niet bij/ 53—13-3-;-—‘333 of

j dX. Men kan cchter wel gen reeksontwikkeling vinden voor dergelijke

nen
integralen. Zo 1is s:m X 2 ST;)—W dus}[-—s-]—“%—}-c— dx
na-—

= (~1 n.2n -\-\"’-‘3 (=1)Px 2n+1
L _Tfr%')—‘ dx =4~__ (2n+1)(2n+‘1)' , want een machtrecks mag termsgewijs
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gedifferenticerd worden.

537. Oneigenlijke integralen,

Tot nu toe hebben we san integreerbare functies steeds de eisen
. gesteld dat ze begrensd waren en slechts in een begrensde verzameling # C,
Voor enkelvoudige integralen zullen we nu proberen deze beperkingen op
" te heffen, Stel een functie f(x), gedefiniecerd op (a,b) en zo dat deze
aan het einde van interval onbegrensd wordt, b.v, tg x voor (0,37).
Scherper» uitgedrukt: voor ieder regel getalﬁ € (a,b) is f(x) integreers '+
baar (en dus begrensd) op het interval (a,/_s) We definiren nu
f f(x)dx = lim If(x)dx als de limiet in het rechterlid bestaat
‘anders zegggnT :'e datéfbf(x)dx niet bestaat). Een dergelijke integraal

heet een oneigenlijke integraasl; de vroeger gedefinieerde integraal een

eigenlijke integraal, Ter rechtvaardiginggge schrijfwijze moeten we nog
»aantonen dat, als f(x) op (a,b) eigenlijk integreerbaar (en dus begrensd)
is,jb f(x)dx als eigenlijke en als oneigenlijke integraal hetzelfde zijn.
’Bitavolgt echter onmiddellijk uit de continuiteit van de integraalfunctie
(zie stelling (35.3)). Er behoeft hiervoorzelfs alleen verondersteld te wor
en dat f£(x) ép (a,b) begrensd en op (a,/j ) voor iedere ;ﬁ & (a,b) eigenlijk

integreerbaar is; de eigenlijke integreerbaarheid van f(x) op (a,b)

volgt n.l. daaruit, zoals in de volgende stelling uitgedrukt wordt:
Q3'7,1) Als f(x) een begrensde fun-tie is, gedefinieerd op (a,b), en
eigenlijk integreerbaar op (a, ) voor iedere 3 €& (a,b), dan is f(x)
eigenlijk integreerbaar op (a,b).

Bewijs,Bij E> 0 en M >0 kiezen we M, zo, dat _113{'(\ min (E,b-—a).
271

‘ . k k
% het t8t le t b ~ £
ILaat k het grootste gehe getal zijn met EM?(” , dan is —-mr:> 1,
Definieer nu g(x) door g(x) = f(x) voor a< xé—ﬁ_‘— en g(x) = 0 elders
2

dan is g(x) eigenlijk integreerbaar, Dus is er een M,> M, te vinden,

zodat veor m>M, geldt ’Z"’ém)( £ )(Q . Dan is "Z"(?zf_ ) & ’t(?({ ) +

+ 2"M1<}} . Dus f£(x) is eigenlijk integreerbaar,
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Bij de ondergrens van een interval gaan we op geheel analoge wijze
te werk: als f(x) op (a,b) gedefinieerd is en eigenlijk integreerbaar
op (X ,b) voor iedereok & (a,b), dan definidéren we de oneigenlijke in-~

b
tegraal/ f(x)dx door/ f x)dx l:«..m J f(x)dx, als de limiet in het
& &

rechterlid bestaat, Hierover zijn analoge opmerkingen te maken als boven,
en een analoge stelling als (37 1) te bewijzen,

Voorbeeld. gevraagd ofg x” dx bestaat, Voor M £ 0 is x ‘oia 0

1 a(./“‘l’"]
onbegrensd Nu is voor « > O: / x “ax = 53T = T als At £ -1 en
1 a(
/x dx = - logo .Dus f x* dx bestaat niet voor & -1 en wel voor
0

1

a7 « Dit levert alleen

Ax > =1 en in het laatste geval is / " ax =
Fiets nieuws als -1 4/« <0,

We laten nu ook toe dat de functie in de¢ buurt van eindig veel
punten van het definitie-interval onbegrensd wordt: laat f(x) gedefi-

nieerd zijn op (a,b) behalve in de k punten 01...,ck(c1.{ Col vun .(ck).

Noem & = ¢y, b = ¢ 4. Laat verder voor alle s & (c _1:%4 ) en
tié (c::.L »Cy ), s, £t ,f(x) op (s ) eigenlijk integreerbaar zijn,
dan definidren we Ci-qtC
b k+1 — t.

+1 i
/ f(x)ax '.2; slﬁ f(x)dx +p  lim f(x)dx,

1= i-1 N i=1 Yy 10
€i-17C%4

) 7

mits alle limieten in het rechterlid bestaan, Dit heet weer een oneigen-
lijke integrasal, We bewijzén weer als boven, dat als £(x) eigenlijk
integreerbaar is op (a,b) de¢ eigenlijke en de oneigenlijke integraal
hetzelfde zijn,

N.B. Alle 8; en ti moeten onafhank&,llgk van elkaar naar hun limiet:

gaan! We mogen dus niet qchrljven[ Jplm ( -_. + fdx)
+1 dx d J ax 1 d
maar / <= (Sljzg ) [ = + éLim L{ —-;% en dit bestaat n-et,
- ] - (Q\LO 2

We kunnen door verknipping van het integrctie-interval ons meestal
teperken tot het geval dat de functie slechts in de buurt van één

punt onbegrensd wordt,
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Niet alle stellingen over eigenlijke integralen gelden ook voor
onelgenllake integralen, Een tegenvooibeeld als waarschuwing: f£(x) en
zljn
g(x) kunnen oneigenlijk 1ntegreerbaar zonder dat hun product het is,

Stel b,v, f£(x) = g(x) = —l:, op (0,1), dan bestaan j' f(x)dx =
X .

1 : 1 ‘ 1 1
J o oex)ax = / é%:, = 2, maar J’ f(x)g(x)dx = d[ Q% bestaat niet,
0 0

Vx
We gaan de stellingen over eigenlijke integralen niet systematisch
op hun geldigheid voor oneigenlijke integralen onderzoeken., Het beste
is het bij oneigenlijke integralen steeds op eigenlijke terug te gaan
en 1imietovergéngen toe te passen., Geldig blijven b.v, de stellingen
(34.,4) en (34i5) over de som van twee integreerbare functies en over
et product van een constante en een integreerbare functie. Verder mag
men -$.- bij parti€le integratie ook grenzen invullen waar de
1ntegralen oneigenlijk worden, mlts men daar ook llmletovergangen toe~

past: ng(x)g(x)dx = lim f(p) jrg(x)dx - lim f(& ) fhg(x)dx +
31 oAWa

b .
- [ 2 s )at)ax.
a C

(37.2) Als f(x) gedefinieerd is op (a,b)gals vgor iedere p € (a,b) £(x)

eigenlijk integreerbaar is op (a,/3) en als I f(x)) dx bestaat, dan

&

bestaat lbf(x)dx.
a’

. Bewijs: Oﬁ\f(x)\ —f(x)é2]f(x)\. Verder is als de integrand > 0
is, de integraal een 1sotone functie van de bovengrens, Dus

f(\f(x)\ ~f(x))ax4 2 f‘f(x){ dx £ 2 j [£(x)|ax, Dus f([f(x) | ~£(x))ax

is als functie van B isotoon en begrensd, dus lim j'({f(x)l -f(x))ax
ATDH a

A )
bestaat, Hieruit volgt dat lim /‘{f(x)ldx - lim [ﬁ({f(xﬂ -f(x))dx =
At D a ATDb a
e
i [
srd 2 f(x)dx bestaat,
Een analoge stelling geldt voor een integraal die aan zijn onder-~
grens oneigenlijk wordt,
Het omgekeerde van (37,2) geldt niet: het is mogelijk een voorbecld

te geven van een functie f(x) die eigenlijk integreerbaar is op (a,/3)
b

voor alle f% & (a,b) en waarvoor [ f(x)dx wel en j’lf(xﬂ dx niet bestaat
a a
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Zo'n -voorbeeld (echter met de endexﬂgre?s als de grens, waar de a’;?unctle

| ] 11 .1
oneigenlijk wordt) is % sin %, want f-:—c- sin -idx bestaat, maarl-}-{-‘sln x‘dx
o .

, L 1 1
niet. Immers f% gin -3:- dx = fx.i-g s:n.-n—% dx = X cos .,.f cos ¥ dx, dus

I
{
voor &> 0 is f—l'sinler- cosg 1 - ofcosg-(m fcos%dx. Nu is

X X
X oL
lim O cos 1_0 en ljrm cms~—- dx bestaat,omdat de integrand begrensd is.
ado , X i
Dus 313 sin -}1-5 ax bestaat, Om het niet-bestasn van f 1{5:&1 %[dx aan te to-
o

b
nen, bedenken we dat voor natuurlijke k en y & (2k rf+ T 2k 1T + ) geldt
E W=

. — . ax
sin y 2 V2. Dus ;Is:m Et >iYo =

Y Y 1
=% Ve Log{ 1+gpry)>
1

. A —
1nﬂ‘+-,: SU(MJ% AT Vs

©
i%’ wezarin c > 0 en onmafhankelijk van k. Omdat de reeks E _1?_ divergent is,
! k=1
1 1
f w‘ 55{ > R is, dus

S

x

is bij iedere R >0 een ® >0 te vinden, zodat
i

f 1 \s:Ln de bestaat niet.

Vo

Ilen lette wel op het formele verschil tussen twee op elkaar 1lijken-
de stellingen over eigenlijke en oneigenlijke integralen. Voor eigenlijke

integralen hagden we gevonden, dat uit het bestaan van ff(x) dx het be-
a

stean van f{f(xﬂdx volgt. Nu vinden we voor onmeigenlijke integralen
A

dat uit het bestaan van | |f(x)|dx het bestaan van f‘f(x) dx volgt, dit
a.

Al
echter alleen als het bedtaan wvan de eigenlijke integraal ff(x)dx voor
alle &(a,b) gegeven is. a
(37.3) Als f(x) en g(x) gedefinieerd zijn op (a,b), als voor iedere
(—3 € (a,b) f(x) en g(x) eigenlijk integreerbaar zijn op (a, [3) als er een
regel getal C 2 0 besteat, zodat)P(x)] € C g(x) voor alle x « (a,b) en als

fg(x)dx bestaat, dan bestaxt ff(x)dx.
& @

Bewijs: Uit ‘f(x) <C g(x) volgt dat g(x) 2 0, dus fg(x)dx is een
(3 - fda
isotone functie van(o’ Dus f\f(x)l dx < C f g(x) ax <CL gl{x)dx. Dus
a

=) Iax is, als functie ven P isotoon en begrensd, dus 1j,\m f(\gf(x)‘ dx =
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b

R
= J |£(x)| ax bestaat: Uit (37.2) volgt nu, dat ook ff(x) dx bestaat.
L |

! 4 o
Opgave 144, Bewijs dat J\ — = en z_dz bestaan.

“‘e merken nog op, dat het bestaan van een oneigenlijke integraal
allecen afhangt van het gedrag van de integrand in de buurt van de pun-
ten, waar de integraal oneigenlijk wordt. Als n,l. f(x) gedefinieerd
is op (a,b) en voor iedere (3 &(a,b) sigenlijk integreerbaar is op (a,t?),

3
en a, &€ (a,b) dan bestaat %3{\% ff(x)dx wel of niet naar gelang
a“!

O (3
lim f[‘zf x)dx wel of niet bestaat; immers ff(x)dx = j f(x)dx + ff(x)dx.
(&T}r (% a & a,

Laat nu de beperking vervallen dat f(x) buiten ecn begrensde verza—
jmeling = O is. Stel verder dat voor ieder refel getal R ) a de functie
f(z) op (a,R) eigenlijk of oneigenlijk integreeebazr is, Dan definiéren

jw(x)dx 11m yf(x)d_x, mits de limiet in het rechterlid bestaat.
R —+o0 A

Op dezelfde wijze definidren we, als voor ieder recdel getal S «a de

functie £(x) op (S,a) eigenlijk of oneigenlijk integreerbacr is,
a a

ff(x)dx = lim ff(x)dx, mits de limiet in het rechterlid bestact.
Yoo >-0 J, ,

Deze integralen heten weer oneigenlijk. Het bestaan of niet-befaan van
o0

dezc integralen hangt niet van a af, d.w.z. als ff(x) dx bestaat resp.

20 a
niet bestaat, bestazt f(x)dx wel resp. niet voor 1edere b } a en ana-
] a 2 20
1oog bij ff(x)dx. Tenslotte definiéren we ff(x)dx f(x)dx +

b ] ey, ]
ff(x)dx, mits beide integralen in he“c rechterlid bestaan. De waarde van
& o
ff(x)dx is niet afhankelijk van de a, die bij zijn deflnltle gebruikt

is. Neem n.l. twee ne‘ballen a en ‘b en laat <b zijn. Dan is, als

¥ied 16—
S <a <b<R, j f f f / f (we Lﬁcen f(x)dx, wat
steeds achter de 1n‘begralen moet staan, Weg) Dan is j f
=11m fj m( f ::llm(f I) lim +f=
o0 % '\QJ'
fj +f= +1imj=11m 3+f)=lim(f+
4 Yo Rsvee g Roww Yy Y R+ 20
+ 1i R &+ w
m = L]
f Ra-teo J7 f

-0 QA

It

11
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Let wel dat men niet neem? 'f«f(x) dx = lim ﬂx)dx, want het

; Yo Ronem Pt § R
rechterlid kan bestaan, zonder dat het linkerlidwbestaa‘c. B.v. f—%@i— =
X"+
= (log VX2+1)X__R ~ (log \/ X2+1)x—-R = «O,“ maar f dex bestazt n:!fet;
- s . - - X +1 .
Je kunnen deze typen oneigenlijke integralen op de vroeger behandel-
de typen terugbrengen als er een getal a } O bvestaat, zodat f (x)dx

Ya

voor alle R Y a een eigenlijke 1n't:egraa1 is. Er geldt daon n.l. f f(x)dx

L

m .
=’ f-ig f(-;E) dt. Maken we n.l. cen verdeling van het interval ("R"" %) als

R
volgt %‘ =, <ty < eee Ky = % en stellen We-%i = x, dan is a = xk(
Cxp g < ove <xy = R een verdeling van het interval (a,R). Als nu

T, €(ty_4, t5) en § --%-—-, dan 15}_‘:—__C,2f(1)(“5 ti4) =
i
X

t%gf(é) . = =/ f(&)(x —Xi)+

—

g2 ;(
+ Z £( gi)(xiq - xi) = 5 2-, Als de dismeter van de verdeling van
i=1 x5
. 1Ay gq s . b5 = %44
het interval (g, 3) kleiner dan € is, dan geldt O <z, . - %; = ti—"l T, <

< € R®, Als dus de diameter van het interval ('lji’ -;-) naar nul convergeert,

geldt hetzelfde voor de bijbehorende verdeling van het interval (a,R).
Omdat f(x) eigenlijk integreerbaar is, is er een constante C zodat

< {3,.2—
lf(x)){C. Dan is Z ( g )z _4 = %5) -—-3———~—§—j:—— Z(Xl 4=X5 %)<
i= X.
3 * |
< C §_______ 2R Z (x 1~ xi) - 2CR éR-—a) € en dit =0 als £-0. Verder
a 1
) . R 3
nadert i £( gi)(xi-—f xi) tot ff(x)dx als &€ —»0. Dus f :3;-2 f(%)dt
i="1 0. %

Ybestaat en = f f(x)dx. e merken nog op dat de gevonden formule overeen—
a

komt met de formule voor transformatie van integralen. Deze hadden we
echter ‘vroeger alleen bewezen als F(x) continu is en dat is hier niet
verondersteld. Als nu R —t0, dan R\LO. Dus het bestaan of nie u-—bestaan :

o0 10
vanvf #4x)}8x komt overeen met het bestaan of niet-bestasn van J i f(“d:x:,
iR 0 x
o

[¢' 2]
en in geval van bestaan is jf(x)dx = -1-»2— f(%)dx. Op analoge wijze
a. o. X
kunnen we f behanden,

~ 0D
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o .
Om b.v. het bestaan van J X/Adx te onderzoeken, nemen we in vlaats
1 VoA, | |
daarvan \f ~5 wp_dx = f x / 7°ax. ‘e weoten dat deze bestaat voor
0 x= x o
-p=2> -1 dus voor u <~1 en niet bestaat voor //z_z -1, dus voor//“'2>~
Evenzo lkunnen we | Eigaé dx behandelen, door j 12 X sin % dx =
1 ! ° =z s
= f 1 gin L dx te beschouwen. Dus f S0 X gy bestaat, maar f l§3‘-Q—-}5‘dx
o0 % X ; ; X ] X
sin X

niet. e weten verder dat \f

dx bestaat omdat de integrand be-
0 0 X

grensd is. Dus f §5§—§ bestaat ook,
: 0

Voow het overbrengen van stellingen als (37.2) en (37.3) op inte-
gralen met onbegrensd integratie-~interval kunnen we het bovenvermelde
transformatieprincipe niet toevassen omdat we toestaan dat de integralen
let begrensd integratie-interval oneigenlijk zijn. Als we een f(x) nemen
die omn (a,+f0) gedefinieerd is behalve in zekere punten, in de dbuurt
waorvan £(x) onbegrensd wordt, dan kunnen we in die uitgezonderde punten
f(x) zonder bezwaar = O stellen, in overeenstemming met het vroeger ge-
bruikte pfocedé.

(37.4) .ls f£(x) gedefinieerd is op (a,+), als voor iedere R E (a,+)
f(x) en | f(x)! eigenlijk of oneigen%;gk integreerbaar zijn op (&,R} en

oo

als | |f(x)| ax bestaat, dan bestaat f f(x)dx.
a
Opgave 145. Bewijs (37.4) (Bedenk dat \f £(x) &x oneigenlijk mag zijn).

‘37.5) ils f(x) en g(x) gedefinieerad zi?n op (a,+%), als voor iedere
R €(a,+20) f(x) en g(x) eigenlijk of oneigenlijk integreerbaar zijn 0p
(a,R), als er een reéel getal ¢ 2 O bestaat, zodat (f(z)\ Cg(x) voor
alle x € (a,+%) en als f g(x)dx bestaat, dan bestaat f f(x) dx,

Opgave 146. Bewijs (37. 5) (Analoge opmerking als bij opgave 145) .

o0
Als. | |£(x)] dx bestaat, zeggen we dat de integrazl j f(x)ax abso-
a o0
luut converﬂeert. Als | f(x)} € Cg(x) zeggen we dat { g(x)dx een majorant
: a
is van f f(x)dx. Deze uitdrukkingen zijn analoog met gebrulkellake uit-
a

drukkingen in de theorie van de oneindige reeksen. De overeenkomstige
vitdrukkingen worden ook gebruikt bij oneigenlijke integralen met begrensd

integratie~interval (dus de gevallen van (37.2) en (37.3)).

00 2
Oggave,147. Bewijs dat é. e"X dx en f ,Qz__§__ bestaan maar dat
1 x log™ x

oD
dx

% lom x niet bestaate.
1 la]
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(37.6) Als f£(x) een ov [a,+¥) gedefinieerde antitone functie is met
o0

lim f£(x) = 0, dan bestaat | f£(x) sin x &x.
X7 4+ '

Bewijs: Dat «(R f(x) :in x dx bestaat voor iedere R2 a volgt uit
(35.1), (34 24) en (34 7). Noem k het kleinste gehele getal 2> = ; noem
PR) = j f(x) sin x dx en qf(a+1)ﬁ f(x) sin x dx = 8y Uit het gegeven
volgt dat f(x)2 0. Voor j :<§ x S (3+1)7T 4ie sin x > 0 als j even is en
sin x £ 0 als j oneven is. Dus is aj > 0 als j even is en aj 0 als j

oneven(is.)Omﬂat f(x+7) < £(x) en 31n (x+1”) = -8in x is
j+2)w
s o

J
(j"”)W &
Bij &£ > O is een S te vinden zodat voor x 2 8 geldt f(x)< i; en een N

1)
f(x) sin x dx\ Lf Eh f(x) sin x dxt dus |a < e

51

»

j+1‘

Fodat voor j > N geldt j ™ 2> S. Dan is

AT e ((3+)7 ¢
aj} = t} £(x) sin x dx ’\ = ) Jein x| d&x = ¢=~<£. Dus
Jm jn —
lim Ja.| = 0. Volgens de stelling van Leibniz is nu 2 a convergent.
joe nn ke n=1 3(3+1)"
Yaar F(nm) = [ f£(z) sin x dx = j f(x) sin x 8x + 2 J f(x)sin x dx:
kT a e a j=k jm
J f(x) sin x dx + J_ a.. Dus lim F(n7) bestaat. Noem deze J. Hies
a J =k J n —>x

nu een N,> N, zodat voor n,’>N1 geldtlJ - F(n?f)}( i%. Laat nu R)>N1ﬂ'zijn

dan is R > S. Zies nu het kleinste gehele getal m)-% dan is]J - *(R)\g
i t < mTl’"
Ll = Plmw)i+ XF(mTT)-F(H)\<f 5 + \ [ £(x) sin x ‘ j t81n xjdx =
R m-‘I In

= £ , Dus lim F(R) = J, waarmee de stelling bewezen is.
R~ 40 o
Hieruit volgt dus b.v. dat j Sﬁ?xx dx bestaat.
1

Als j f(x)dx bestaat behoeft lim f(x) niet te bestaan, laat staan

+

o 2 R0
= 0 te aijr. Voorbeeld S sin x"dx bestaat, want (51n x dx = ()%%?ﬁx dy)y_XZ.
/ =

Het is hierbij ook niet nodig dat de integrand van teken verandert; we

kunnen dit ook bereiken m?t een integrand die overal > 0 is. Ten dergelijk
F

cm
Yoorbeeld 44 ) ((blnz_“\? = r e ax, L inbegrand hicrven 43 > 0,
Verdey wotun iu dat é Tae bostaat. Omasd S(uinz ”5)2h‘ Xy =
(2}
y
( 5(31n y’zé; y ~oX: 1s het voldoende te bewijzen, dat f(szn y)2 dy
(n+1)ﬂ 1 (ne1)m ! d
bestaat. Omdat O <sin2y is f (sin y)2 v < (si ;zy)e dy =
ny
o .
f (8in y)g .28 dy = J . Dan is (zie ompgave 140) J =1 1T “‘ , dus
0 kz1
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of
n+1 n e
21 2n;2 )2 = ((1 + '—'—}_'é'——)zn+2—1)2n+2;-'1. Daar
Tl  ke2Pi1 ‘” 2n+ -1 of*e_q
1 2n+2__q ol 1 21:14-2__1 )2}%%-1
lim (1+ W) = e en lim W:%’ is ((1+ —W) )
ht’%oo 2 -1 n»oo 2 1 2 -1
_ J -
22 voor voldoend grote n en dus m:l}l.i'l <2 5(1 voor voldoend grote n, dus
?\ n 1 —

y2 ¥ 7

Z 'Tn convergeert. Omdat S(sul ¥ een isotone functie van R is,

die begrensd is, want < § Jn, is deze functie convergent voor
n=

R> + . Tenslotte is in de oorspronkelijke integraal de integrand voor
= log(2n + %) ﬁroter dan (2n + )77 , dus onbegrensd.

’ Dat 1lim f f(x)dx bestaat, betekent volgens het convergentiecri-
R+ 0 @

terium van Cauchy hetzelfde als dat er bij iedere &> 0 een W te vinden

7

2
.is, zodat voor R, > W en R, 7 W geldt { | £(x)ax - _( f(x)dx\< £, dus
' Q a

R

\%\f(x)dxl(E .

(37.7) Als £(x) voor iedere R > a integreerbacr is ep (a,R), dan bestaat
00
ff(x)dx dan en slechts dan als bij iedere &> @ een w) a te vinden is,
&

zodat voor alle R, en R, met R,>wW , Ry,> W0 geldt ]ff(x)dxl(é
R, o
® Speciaal is in het in (37.7) vermelde geval ook \Rj f(x)dx\< £,
A \
dus 1im { f(x)dx = O.
R+

oo
(37,8) Als | £(x)dx bestaat, geldt lim | £(x)dx = O.
a R—» +Q00 R

2

i

§ 38. Het integraalcriterium voor ruckscn. ‘
’ Met behulp van oneigenlijke integralen kunnen we nog een convergen-
tiecriterium veor reeksen opstellen. Hiertoe bewijzen we de volgende

hulpstelling.
(38.1) Laat f(x) gedefinieerd zijn voor x> 1, antitoon en = O. Noem
' n
f(n) = a. voor matuurlijke n en Z a, = A , dan bestaatd
' R .M ¥=1 n '
lim (4, = ff(x)dx):len0$l\<a.
nsc O 1 1
Bewiis: Omdat f(x) antitoon en begrensd is, is f(x) eigenlijk inte-~

K+l
greerbaar op ieder begrensd interval., Verder is a, = :E(}c) P jf{x)dx}

[ I
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"
_ - ( - <
> £(k+1) = ay .. Dus An___1> ; f(x)az > AI}n a,, dus 0 < a, < A, +
M r .
- f fx)dx {: aq. Verder vormen de A - | £(x)dx een antitone rij, want
4 m . m+1 myr 1
A, - gf(x)dx - (An+1 - 1( f(x)dx)= J f(x)dx ~ a .4 = 0. Hieruit vol-f

gen de beweringen van de stelling.
Uit (38.1) volgt nu onmiddellijk: ‘
(38.2) (Integraalcriterium voor reeksen). Als f(x) voor x > 1 gedefini-

eerd, antitoon en 20 is, als f(n) = a, voor alle natuurlijke n, dan
w0 co

convergeren 2 a_ en 1 f(x)dx beide of geen van beide.
1

n
n="1
Hiermee kunnen we b.v. direct de recksen 2 n” en z___.._l___..’ die
oo n log n
o3
bin § 32 onderzocht werden, opnieuw afhandelen. fx dx bestazt dan en
o 1
‘ ax__ C
slechts dan als A< -1 en ér ¥ Tog % bestaat niet.
Opgave 148. Onderzock de convergentie van £ ————pr, = prea
n n(log n) n> (n+1)
Opgave 149. Bewijs dat 1im ( > 115”' log n) bestaat en > 0 is.

n>o0 k=1
De limiet uit opgave 149 heet de constante van Euler. Van deze con-
stante is niet bekend of zij rationaal of irrationaal is.

§ 39; Herhaalde integralen.

7e beschouwen in R, een functic ¢ (x) = §( & 11 §2>, die begrensd
is en waarvan de verzameling der punten x, waarvoor Y (x) £ 0, begrensd
’is. Voor zo'n functie hebben wec cen tweevoudige integraal f(P(x)dUDX

gedefinieerd, mits zij integreerbaar was. e kunnen echter ook een waar-—
de van 3,: o fixeren en(F als functie van &1 beschouwen en trachten Qe

enkelvoudige integraal S\P( E,], Zj 2)6{ §1 te bepalen. Deuitkomst zal een
functie van‘g2 zijn, die we wecr naar§2 kunnen trachten te integreren,
dus j ( g(P( %‘1, Ez)d %1)d§2. Te schrijven dit meestal

jfk{’( 54185038, GRS o+ Dit heet cen herhaalde integraal. Hetzelfde

kunnen we met verwisseling van de rollen van §1 en §2 doen. e gaan nu
= « -
= ULP ( §1. §2)d §2 d §1 vergelijken. Wat betreft het bestaan van A,B

en C zijn alle acht a priori denkbare gevallen van combinaties van bestaan
en niet-bestaan ook werkelijk mogelijk. Hiervan enkele voorbeelden.

. . <
1c. Cf(§1,0) = 1 als %1 rationaal is en 0 §1 <1 en(f(g‘!, §2) =0
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in alle andere gevallen. A bestaat en = 0, C bestaat en = O \
J S"’( § %, d é' bestaat niet, dus B bestaat niet.
28, 80( 1 ) = 1 als ry, Ty on ® natuurlijk, 0¥ r, <s, O \<r2< s

g r
r e W o~
en ~—-—-; en -»52- onverecnvoudigbare br\,uken '*1Jn (f (s 115 2) = 0 in alle

1l

andere gevallen. Nu bestaat f%( 51, )d \;,1 en C. Als n.l. 52 irra—

tionaal is ofg >, of§ 0, is ‘70( 4,1, >2) 0 voor alle %1; als

‘:2 rationaal is en 0¥ §2 <1 \,n§2 = ——Sg- is de¢ schrijfwijze van §2

als onvereenvoudigbare breuk, dan zijn er hoogstens s-1 wazrden van '.%1,
waarvoor %(%1,5’&2) £ 0 is, dus ook dan is SCP( ;:1, 4§2)d "‘;1 = O. Dus

B bestaat en = 0., Evenzo bustaat C en = O. A bestast niet. Neum de m®
'hokjesvk.-:dcling V(m) in R,. Kies cun privmgetal p> 2%.(Dit kan, omdat
¢r willckeurig grote pricemgetallen zijn.. Stel nel. dat or slechts cin-

n

dig wveel pricmgetallen Pys evey Py bustonden, dan was 1221 Py * 1 geon
pricmgetal. Dit geoft cehter cun tegensprask, omdat dit getal door geen
der guetallen p1, ++vy D, duclbaar is).Dan is c¢r zoker c.n géheel getalir te

vinden, zodat -= < k+1
oft

mx als k > 0, k< 2™, Omdat P privm is, is %

onverconvoudigbaar. Er 1s dus in icd\,r hokjc binnen de verzameling

“ r
0 < % <1 <§ <1 cen punt (-—3- 2) waar = 1 is, maar ook punten
m)

‘¥

.\.

waar ‘P—- 0 is, dus t( (&)= 1 voor £ £ 1 ¢n voor alle me Dus A bustaat

l.Lv-b-
(39.1) Als van ecn functie LP( E,.‘, gg), dic bugrensd is ¢n = 0 buiten &

cen begrensde verzameling, de intugralen f‘f)( §.‘, ;’;2)6 W, on
j(‘,o(zﬂ §2)d §1d§2 bustaan, dan zijn deze asn .lkasr gelijk.

Bewiis: Nocm“"(%v §2)d §1 = ¥ %2). Bij € 20 is vwn ¢ > 0 te
vinden, zodat voor alle vurdclin wn van R, met diamotor < v guldt
H(f(x)dw -Z%ﬁ y) I (Uﬂ -—-. Tius nu c¢on vaste verdiling van hot
~inturval net diamcter --;_2-, zodat HV( £ )d§2 - 2~ w(y)I (U)\

f\)

< %. Laat deze uit k verzamcling.n bestaan. Daarbij bihor.n k wa.rden

ufm

? « Het is dus mogulijk uven vbrdbllng van hot § -1nt~,rval t¢ vinden met
diametor < —=, zodat ) - ( Y1 (U voor al de k
w <= [y ARG ()337

waarden van '?. Hierin stelt % de lengte van een inteival voor, wanrbui-




- T -

ten ( §2}= 0 is. Nu islz (%) I (T~ > Z f( g ?)I(E)I(ﬁ)\$
— .fj. ﬁ ’

, U
<2 I(MVJ(?Z) - Zp(2,72) 1KkE X 1M<5. De combinaties
U T

van alle verzamelingen U en U geven een verdeling in R2 van diameter
\<Vd(ﬁ)2 + a(T)2<Q . Dus er geldt”k{)(x)dwx - Z__ E:: (F ( éz? )I(ﬁ)l(ﬁ)\<
c U U

(}3. Dus\ ((p(x)dwx - (g'/( ‘52) d%2\<€ . Daar dit voor iedere waarde van

¢ >ogeldt, is ’[?0 (X)dwx = f?( §2)d %2, waarmee de stelling bewezen is,
Als dus A,B en C alle drie bestaan, zijn ze aan elkaar gelijk. Over-

gang van B op C of omgekeerd heet verwisseling van de integratievolgorde.

Analoge stellingen gelden ook voor n~voudige integralen.

Voor de practische berekening van meervoudige integralen zijn her-
haalde integralen zeer waardevol.

| 7 Vi-§}
o J g2t ‘
Opgave 150. Bereken > 45, d%1 e=rst rechtstrecks en daarna
o o

met verwisseling van integratievolgorde. Is deze verwisseling geoorloofd ?

S5 5 at,

"X
Opgave 151. Bereken ff§1 e o
o o

§ 40. Lineaire operatoren.

Een afbeclding z = Ax die de punten x van een n-dimensionale DBu-
pclidische ruimte Rn in punten z van een m-~dimensionale Fuclidische ruim-

te Rm afbeeldt, heet een lineaire operator of lineaire transformatie als
voldaan is aan '

Alx+y) = Ax + Ay
AN x) = A Ax

voor alle x en y in‘Rn en alle reé€le getallen /\ .

Een deelverzameling V van een Rn heet ecn lineaire ruimte als uit
XEV, yEV volgt x + ¥ €V en uit x6£V en A een redel getal volgt A x & V.
Het is duidelijk, dat de becldpunten van een lineaire operator een line-
aire ruimte vormen. Verder vormt de verzameling der elementen x van Rn

waarvoor Ax = O een lineaire ruimte in Rn’ die de nulruimte van de line-
alre operator heet.

e noemen ey (i = 1, oon, n) het punt van Rn, waarvan de i° com-
A
ponent = 1 is en de overige componenten = O; dan is x = (&,1, ...,an)

n
Al
te schrijven in de vorm x = m; fﬁi e;- Kiezen we op overeenkomstige wijze
i=1

in Rm de punten d;j (j =1, s+o., m) dan is AejL als punt van Rm te schrij-
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n .
3 \ -
ven in de vorm Ae Z CA dj‘ Dan is Ax = A(§=1éﬁi e1 { 1,é,l(Ae ) =
n m , m
= 2. éu 7 olss QL = ZmA (2 <x 2; )d Dus z = Ax komt in componen-
i=1 13":1 Ji J j=1 i=1

ten uwitgeschreven neer op ‘ij = 4tr ji 571 (3 =1, «ev, m).

(40.1) Een lineaire operator is uniform,continu.
Bewijs: Kies een re&él getal X zaodat L, \Ae |< 3/' Als nu, voor
& 7 0, \x - y[<~£i, dan geldt]Ax - Ay’ \A(x«y)[ }A(Z:'(fi 'ﬁ Je ﬂ

n f n n

(£ = ny) heyls S Jes -l Vaeyle 1x - ot 2 laey| < J E. Dus A
is uniform continu.

(40.2) Een lineaire operator is dan en slechts dan eeneenduidig als de
nulruimte alleen uit het punt 0 van R, bestaat. _

Bewijs: Voor iedere lineaire operator A geldt AD = A(O 5) = 0AD =
=0. A1s A dus eeneenduidig is kan de nulruimte alleen uit O bestaan. Als
omgekeerd voor A de nulruimte alleen uit O bestaat, dew.z. uit Ax = O
volgt x = O, dan volgt uit Ax = Ay, dat A(x-y) = Ax + A((-1)y) = Ax = Ay =
=0, tusx -y =0, dus x = y.

Een stelsel elementen Uyy +o+y, Wy Van een lineaire ruimte V heet
een basis van V als ieder element x van V op één en slechts één wijze
te schrijven is in de vorm X = e 1‘\1 uy - Verder is, voor 1edere keuze
van reéle getallen A TEEREY Ax’ > 17\ u; een element van V, omdat V

w

een lineaire ruimte is.
(40.3) Twee bases van een lineaire ruimte bevatten evenveel elementen.

Bewijs: laat uyy .., W, en v, ..., V; bases zijn. Dan is voor

k . 1
x in Vg x = 2__ R. u; = ;% /ujv.. Verder is u; = = jS Vj (i =1, e¢e, k),

k 1 k
R e . : A .
dus x 'Z: 3 (§E%€>ji vj) = §:1 (jf:1 Gji,Ai)Vj‘ Uit de eenduidigheid
k
olgt
volg }/UJ

heeft dit stelsel lineaire vergelijkingen, dus een oplossing in

,21, ooy Akf Uit de theorie der lineaire vergelijkingen volgt, dat

dit alleen kan als 1 &« k is. Op analoge wijze bewijst men, dat k £ 1 is.
Dus k = 1.

(40.4) Fen lineaire ruimte V in R , die niet alleen uit O bestaat, heeft
gen basis, bestaande uit een aantal elementen, fat £ n is.

“, le Ai (3 = j, eee, 1). Voor iedere keuze van Ay eee, My

Bewijs: Kies een u, #0 in V. Als er elementen in V zijn, die niet
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in de vorm A 144 te schrijven zijn, kiezen we U, als zo'n element. Als
er dan nog elementen in V zijn, die niet in de vorm A 1% F /\2112 te
schrijven zijn, kiezen we u3 als zo'n element. Dit proces moet na k

stappen (k € n) afbreken. Stel n.l. dat er zo Ugs ooey W te vinden

n n+1 n+1 n+1 n
wmaren, dan was u, = > @i.e.(j':1,...,n+'l)en Z ).uj == ). (Z:?i. ei) =
n n+l S =1 Y 52179 f=T v

= Z— (52— C; .A.) e.. Uit de theorie van de lineaire vergelijkingen
iz = R4 2

volgt, dat er N\ 15 e }\n+1 te vinden zijn, die niet alle = O zijn, zo-

+1 n+1
dat %::_1 Cij Aj =0 voor i = 1, ..., n. Dus §1 /\juj = 0. Als r het groot-
ste getal £ n+1 is, waarvoor /\r £ 0, dan is Zi )\juj = 0 en /\r £ 0,
. j=
dus w, :jzz:: - -%—-i-)uj in strijd met de definitie van u,. e vinden dus
Uyy -»ey U zodat ieder element van V in de vorm % Ajuj te schrijven
is. Als}a_“_'li.1 )juj = é‘l/‘iuj en niet voor alle j issz\1j ;./f/:i;.dan is er

een grootste getal s € k, zodat A Am _ enu =3 —abt iy o4n
’ s S S - A J
j:1 /VS / S

strijd met de definitie wvan Uge De schrijgwijze is dus eenduidig.

Het aantal elementen van een basis van een lineaire ruimte heet
de dimensie van die ruimte. Als de ruimte alleen uit O bestaat, noemen
we zijn dimensie O. Als V in Rn ligt en een eevhte deelverzameling van
Rn is, is 2zijn dimensie < njy want een basis van V is volgens het procé-
dé van het bewijs van (40.4) tot een basis van R uit te breiden.

In een lineaire ruimte van dimensie k en basis Wy AL . is

ieder element op één en slechts één wijze te schrijven als 5> _ %iui;
A i=1

aan dit element is dus het punt ( A ooy /\k) van Rk toegevoegd. Bij

19
deze toevoeging zijn aan sommen van elementen sommen van overeenkomsti-
ge elementen en asan scalaire veelvouden van elementen overeenkomstige

scalaire veelvouden van overeenkomstige elementen toegevoegd. Ve kunnen

dus de ruimte als een Rk beschouwen, als we afzien van het feit dat de

n
absolute waarde eventueel anders gedefinieerd is. Als n.l. uj = 2 eij
i=1
> ) P AL 2 25 (55 0y 0y
en X = 2 __ A, = . AL)e,, dan isi\x|T =3 (2 2 Ns) T =
T /3 j f;1\5=1@_3 / j’ioie } \ %;1 (3/__,:_.1 elJ Ny
DD ST VPSS bl t )AL A
> s Osa As AL =2 2 (] @ss p3-) /N . Het is mogelijk
=1 =1 1=1 i3 €11 757 j=1 1=1 127 €1y e’ My M e
te bewijzen, dat het basisstelsel zo kan worden gekozen, dat dit ,\?
3=1

wordt. Ve gaan daar niet op in.
Als A een .eeneenduidige lineaire operator is, die in componen-
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n
ten uitgeschreven Cj = 2 olsi £i e «e ,m) luidt,volgt uit (40.2) dat
i=1 '

‘5’-‘ O<Jl ; alleen de nuloplossing bezit, wat alleen kan als m= n

is. Als de beeldruimte van A de lineaire ruimte V van dimensie k is, en
A is eeneenduidig, dan is ook k= n, zoals op dezelfde wijze bewezen
wordt. De omkering van A, die we Il noemen, is ook een lineaire ope -
rotor, want als Ax = z, Ay = w, dan is A” (z+w) = A” (Ax+Ay) = A" WGry) =
=X +y = 7 a7 en A'T(/\ ) = A"1(/\Ax) =ATAdx = Ax =) Az,
Omdat A" ook ceneenduidig is,is ook n £ k, dus n = k, dus

(40.5) Een caeandui dige 1ineaire operator gedefinieerd oo Rn beeldt deze
0p een ruimte van dimensie n af.

Als men een basis Uiy woey Wy in V kiest, en Ae Z /331 3 en

7 =

s

. n .
1 )juj = Ax, dan is 7\j =2 p jiéﬁi en dit stelsel is oplosbaar

naar 571' wat algebraisch betekent, dat de determinant van /Bji £ 0 is.

Als A een eeneenduidige lineaire operator is, die Rn in Rn af-
beeldt, dan is de beeldruimte V van de operator de hele ruimte R .

§ 41. Differentieerbare functies van meer dan &én veranderliijke.

Te beschouwen een functie y = f(x) gedefinieerd op een verzame-
ling S in een Rn en met een becldverzameling T in Rm. e kunnen deze
functie opvatten als een stelsel van m re&le functies in n reéle veran-
derlijken (zie opgave 66, blz. 52). We hebben in § 13 gedefinieerad, '
wat we onder continuiteit van een dergelijke functie verstaan (zie ook
opgave 66 voor een formulering uitgedrukt in de afzonderlijke reéle
functies). We zullen nu differentieerbaarheid definiéren naar analogie
van de karakterisering in (17.1) (blz. 65).

De functie f(x) hect in het punt a totaal differentieecrbaar, als

f(x) in ecn omgeving van a gedefinieerd is en er een lineaire operator

A bestaat, zodat geldt £(x) = f(a) + A(x-a) +|x-a| e(x- a), waarin e(x—a)
een functie voorstelt, die— 0 als x -+ a. Als nu (91,'...,me de compo-
nenten van f zijn en 51, cery & die van e, dan luidt dit in componen-

ten geschreven als volgt: Lp 3(5« ’ ...,E, ) = q?j(o<1, ...,<xn) +

< )
P2 Ay (& o) + z_ (&5 -%)? € (x—a).
1=
Kiest men nu speciaal é, —<& voor i £ k en t, willekeurig,
dan wordt dit {p (K, . k1’£‘k’°(k+1' veey Ky )— ‘-,0 ( Ky oy o‘n)+

A 1c(£°k - OS{) +Xé’k B kl gj(x ~a) en dit is juist de voorwaarde

voor differentieerbaarheid van een functie van één redle veranderlijke
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Ek, dus o( is de afgeleide van de functie {OJ naar de veranderlijke
é e Pid constant gehouden overige veranderllgken, genaamd e¢en partigle

; . D D‘P:}(Qf""‘.")( )
afgeleide en geschreven o 4 = (j—ée-i)(@?,...,mn) = 0§y ’

Hieruit volgt, dat de operator A eenduidig bepaald is. Als £(x) dus to-
taal differentieerbaar is, bestaan alle parti8le afgeleiden.

De operator A heet de functionaaloperator of operator van Jacobi,
de matrix (o(jk) heet de functionaalmatrix of matrix van Jacobi: als

m = n, heet de determinant van O<jk de functionaaldeterminant of deter-

minant van Jacobi of Jacobiana, ook geschreven

functie in meer dan &én punt totaal differentieerbaar ig, kan de line~
aire operator van het beschouwde punt afhangen.

Opgave 152. Bewijs dat f{x) in a totaal differentieerbaar is dan en
slechts dan als hetzelfde geldt voor alle componenten 601, ..,,({Dm
van f.

(41.1) De functie f(x) is dan en slechts dan totaal differentiesrdaar
in het punt a, als f(x) in ecn omgeving van a gedefinieerd is en als

f(x) = f(a) + A(x~a) + i(é i—-cxi) ey (x—>a), waarin A een lineaire
i=1

operator is en ei(xwa) (i =1, «.., n) functies zijn, dte — 0 ale

A

Xx—2*a. A is de functionaaloperator van f in a.

Bewijs: tx-a’e(x»e» a) = \/'i( él oy )2 e(x—a) =

“Z(gl o<, )(Eﬁl{‘é‘i‘“ e(x—»>a)) en %%‘ e(x—3a)—>0 als x~—=a-aa.0m-
gekeerd: i(é =, ) ey (x-—>a) ~ix-—al(§: E%‘}_c_—a_j; (x —=a)) en

(.41.2) Als £(x) totaal differentieerbaar is in a, dan is f(x) ook conti~
nu in a.

Bewijs: Laat A de functionaaloperator in a van f zijn. Omdat A
contiriu is, is er bij & 7 0 een (51 > 0 te wvinden, zodat uit ] x—a{431
volgt (gA(x—a)) = le-Aak %. Verder is er een (32> 0, zodat ul‘s
[x-—a}( volgt |e(x—y a)f( 1. Neemt men nud = mln((S_,t, 52, 2) dan

volgt uit|x-a|< 0 , datlf(x) - f(a){:{A(x-—a) +|x~-a\ e(x—>a) _{\A(x-a)h
fx-—a”e(x-%? a)| <& . Dus f(x) is continu in a.

Hierboven is aangetoond, dat uit totale differentiecerbaarheid
in a het bestaan van alle parti&le afgeleiden aldaar volgt. Het omge-
kecrde geldt niet. Neem de functie (() ( % 1,22 = 1 als
éﬂ 00f £,=0en =0 el-

i (X~—->a) —>0 als x—> a.
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64 (0,0) 20(0,0)

ders, dan zijn ) = E = 0, maar % is niet continu in
1 052
(O 0) cn dus zeker ook niet totaal differentieerbaar.

(41.3) Als van f(x) de partidle afgeleiden bestaan in een omgeving van.
a cn continu zijn in a, dan is f(x) totaal differentieerbaar in a.

Bewijs: Uit de middelwaardestelling van de differentiaalreke-
ning cn de continuIteit van de partiéle afgeleiden in a volgt voor
J=1, ece, meni=1, ¢¢., n:

(f)j(gﬂ "'9§i’°<i+1' b.a,o(n) - Fj<§ 1 ...,;’i__j,o(i, ...,«-><n) =

Q-

N T - : A =
(él_v(l)_é_gi. (519 »“‘9%]._—1’9(1. +Lla (?;1~0<1)3‘><1+1, ...,(Xn) =

= (g i .-O<i) ij(o(};’é;”,xn) + (% . (x—>a), met O<3'..<‘1.
Door optelling vindt men hieruit Q’ (é 1, ""%Il G%j(°<1’ vee X)) =
_Z_ D?J(M‘], ..-,0( )
- i=1 0 % 1
uit (41,1), dat ??j totaal differentieerbaar is in a en dan uit opgave .
152, dat £ totaa

(gl .—D(l) +;(§l "D(l)g lJ (x-—-;a). Nu VOJ-gt

differentieerbaar is in a.

- - 2
Opgave. 153, Als yi(f 1,§ 2) = é _uéi“ﬂ voor ( é'!’é 2) Z (0,0) en
Ve
§ﬁ(o,0) = 0, dan bestaan de partigéle afgelelden ,ﬂéﬂ en ?;é% overal,
“51 2
maer ¥9is niet totaal differentieerbaar in (0,0), Bewijs d4it,

(41,4) De som van twee in a totaal differentieerbare functies is in a to=
taal differentieerbaar. .
(41.5) Als f(x) totaal differentieerbaar is in a, is g’f(x) totaal diffe.
rehtieerbaar in a (’J'is een reéle constante),

Opgave 154, Bewijs (41.4)en (41.5),

(41,6) (Kettingregel) Als g(x) zijn definitieverzameling in Rn heeft en
zijn beeldverzameling in Rm en totaal differentieerbaar is in a & Rn

met operator A, als f(y) gedefinieerd is op de beeldverzameling van g(x)
en zijn beeldverzameling in Rl heeft en totaal differentieerbaar is
in b = g(a) met operator B, dan is f(g(x)) totaal differentieerbaar in
a met operator BA, "
Bewijs: g(x) = b + A(x-a) + \x-a!e1(x-—>a) en f(y) = £(b) + .
B(y-b) + |y-ble,(y =), Voor x # a geldt dan f(g(x)) = f(gla)) + B(A(x-a)) +
+ \x—a|e1(x~é a)) +fA(x—a) + Ix-ale, (x> aﬁez(g(x)-—>b) = f(gla)) +
BA(x-a) + ix—a((Be (x —>a) +‘TE:§T A(x~a) + e1(x-aa) ez(g(x)~g>b));
dat g(x) continu is in a, volgt uit x—=a, dat g(x)—> Db, Omdat B continu
is en BO = 0, is Be1(x~;>a) = e (x-—%a) Ult het bewijs van de continui-
teit van een lineaire operator volgt dat T-- A(x-a) begrensd is, Dus
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f(g(x)) = f(gla)) + BA(x~-a) + 1x-—a\ e (x —>a). Dit geldt ook voor x = a.
- Laat \(J(é 1 ...,fl ) (7 =1, «o., m) de componenten van g{x)

ziin 2n (fk(q'l’ ...,I‘m) (k =1, »+s, 1) de componenten wan £(y),
dan zijn van f(g(x)) de componenten y}k(‘§ 19 ...,gn) =

_ (fk<)(1(‘§1’ e, %n)’ “"%m(%'l’ "'f%n)) en er geldt ‘-fg—a% 1;;-

=_§: %%E %.%5.1 op grond van het feit, dat voor de matrix ( ykl) van

BAngldt 31{1 ——>’m“ Pka i1 (matrixvermenigvuldiging!). Verder is,

als n =m =1 is, det ED%}S = (det 3‘7 ) (det E)——X—'l , dus SE%H: :::én
VP e ) D k) 5 1 .

5(71’ SO n) ,D( e ) of, anders geschreven, als we

g g.], ...,% ) en ék gﬂk("),', ...,‘7 ) stellen:
(&0 woes& ) NE oy ey d ) DAy vl )
a(é.], mvo’g ) 2(71, g-n,qn) ‘Bﬁ(%," .'°’§1’1)

Stel nu in (41.6) dat g(x) ccncenduidig is en f£(x) zijn omkeer-
functie cn dat verder de voorwaarden van (41.6) vervuld zijn. Dan is
f(g(x)) = x, dus x = a + BA(x-a) + ‘x~a’ 4(x~%>a) Echter is 00k X =
=a + I(x-a) + lx—a}O, waarin I de identieke operator Ix = x is. Dus
moct BA = I zijn. Dan volgt uit Ax = 0, dat x = BAx = BO = 0, dus A
is cvnecenduidig. Omdat g ook de omkecrfunctie van f is, is evenzo ook
B eencenduidig. Dit kan alleen als n = m is. Dus:

(41.7) Als g(x) zijn definitieverzameling in R heeft en zijn becld-
verzameling in Rm en totaal differentieerbaar is in a en als de omkecr-
functie f(y) +totaal differentiecrbaar is in g(a), dan is m = n en de

operator van f in g(a) is de inverse operator van de operator van g in a.

Alsm#Zn is, kan g(x) wel ecenecnduidig e¢n totaal differenticer-
baar zijn, maar zijn omkecrfunctie is dan nie¢t totaal differenticer-
baar. Z20 b.v. hot stelscl van drie rcéle functices in ftwe. re&le veran-

derlijken, gegeven door){ 1(%1,52) = §197i2(é1,i2) "é?’XB( é‘}’ %’Z)z

= 0. Op de kwestic, onder welke omstandigheden voor m = n de functie
g(x) eencenduidig is en con totaal differcnticerbarc omkeorfunctic be-
zit, komen we nog teruge

Van cen funetie (/ (é » ""%n) kunnen 00k ho%erc partitlc af-
geleiden bestaan.s We schrijven kortheidshalve wel -3% = 9&1,
giwé - = a%l %—L) = (fki c¢nz. In het algemeen hocft Lfik niet

gelijk aan kai te z:.gn. Hiervan geven we een voorbeeld en wel coen func—
tie (/(%1, §2 waarvan ?ﬂ V1 cn ¢2 bestaan en continu zijn,
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pﬂ’ V12' %‘21 en owzreralQbustaan ¢ nemen
/<§1'§2) "é gz g““%’%als @1*% ) £ (0, O)E
#(0,0) =0 § e
voor 16| < 22\é22§< Ve, (¢ ., £ Ao ge1as O£ L, £,) +
- (0 O)ié \é1\{§2\_§§’—;—t§‘5_§ <&, dus?’ is continu in (0,0).
1 7% §2_ 2
Voor (21? ég) # (0,0) geldt %ﬁép gg) *gg ); +%§ *
2 1 >
R i = L =
! (€73 +%2) (51 +§2)
C -
Voor (§1,§2) £ (0,0) guldt yz §71,§ ) = T{'%%“;é% +
51 2
(51 €2 )252"(21 §2> 2%2 éﬁ~4£%-—gg
%é (£5 +55)° - & (5 +£5)°
Voor %1,§2) £ (0,0) geldt natuurlijk, datéjﬂ, %12,5421 en
sz bestaan. Verder is voor é1 £ O }0(51’ = 0, dus
7’1(0 0) = 0 ¢n voor{z £ 0 is }&91(0 52 = §2* dus geldt steeds

71(0 %2) - -52* us ,,(0,0) = -1.
(0, &,) - ¢(0,0)

Vooré2 A0 is-
2

é1 Z0 is Vz(éwo) = 51, du§gcldt stecds VZ( §1,O) =§1, dus
%1(0,0) = 1. Dus ,(0,0) ;é;ﬂm(o,o).

Voor§1 £01isp (£,,0) =0, dus steuds 1s¥,(£,,0) = 0, dus
4;1(0,0) bestaat cn = O, Vo<:>:c*§:2 £ 0 is ;/2(0,52) = 0, dus stccds is
(/72(0 52) = 0, dus %2(0 0) bestaat cn = 0.

Nu bewijzen we nog de continuiteit van ;/.] ua%z in (0,0). W¢ we-
ten al, dat{;1(o 0) _/6/2(0 0) = 0. Voor (% %2) £ (0,0) geldt

_4%1§2~ ; 254"‘4% %2+2§:2= 2, dus voor‘§1\<%,

(£2 207 & (£2 +£2)°

!§2l<'£2‘ en (§1§2) # (0,0) gbldt)}ﬂ1(§1,§2) -%(o,o)}s_ 2| £ | <€ en
“ﬁZ(é 1’% o) “P2(090)1._<,2(§1 <&, dus 9&1 en ;ﬂz zijn continu in (0,0).

Buiten (0,0) zijn alle beschouwde functies continu.
We bewijzen nu een stelling, dic ons onder zekere voorwaardcn

geuft, dat wel ym =/‘21.

’ . AN .- - : PP ol o A S R /. » (el N

il

0, dusgﬁz(o,o) = 0 ¢n voor
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con omgeving van (%, ,) bestaat on in @(1,0(2) continu is enéﬂ2(§1 %2)
hestaat in eun omgouving van (0(1,0(2), dan bestaat C/ 2‘{( O<1, 0<2) en
Vrolo o) = Ppq(Xqy X5)-

Bewiis: Er is cen omgeving van (D(.,,()(z) waarin yz en %‘12 beide
hestaan. Kicvs daarin ecn voorlopig vastgehouden punt (7)1, }72 « Dan is

=

(.19(!?19 V)Z) -‘-(/(g 1,O< ) . gecdcefiniecrd voor s
71 o1 differenticcrbaar naarg ; mct afgeleide 501(% 11 /?/ - 7.)1 §1, 0(2)

Volgcens de middclweardestelling der differentiaalrckening is ex dus ecen

"T; te vinden, waa:cvoorf&( 71,‘72) -—?ﬂ(ﬁ“()( ) - %0(1,/7?) +}é)(l’(1,0(2)-
: k“ - A )(?1(01,)72 4&1 /71,0( ). Nu 1sy1(f)1,§2) als functie

van o differentievrbaar tuséen O( cn V) 5 met afgeleide V12( ‘71, 52

tussoen oK 1 en

Volgend de¢ middelwaardestelling der dlffc,rc,ntlaalreka,nlng is er dus een

Vr; tussenoﬂg bnf’lz, Waarvoor fﬁ,l( ‘71, /?2) - Q1(‘71,(>(2) =
=(l7 —-0<)§/’12 71,72 dus;!’ 71,*}2)—;0 71,0( )~f(0(1,/72)+
Hp(oly, o) = (g - (1, - 0(2)5”12 (h5203)+ A1e we naf) 4 cntf

variabel maken, dan varidren 1 in afhankbllgkheld van 171 un’72
N AL/ ALY jMM ,
Mecs Dan is ’?:é]::glo(g '72 - ?2 71QO<2) en
ASRINEY ’f‘”“w“?
751‘,‘}2 RS = (X4, %), aus 153%, 1 =000 P 1ol )=

_¢2(71,u2) -72(°<1,0<2). Voor 171 # X, geldt dus

* s ( . X ) - (O( 7O< )
S P2l T 2) = (Prpl e, 00)) = £z 71’)12-0(;”2 :

-—§ﬂ12(0< X ) Ondat ?12 continu is in (D( D(g) is bij iedcre &> 0

cen 5) 0 t¢ vinden, zodat uit \/(é 1 =% )2 4 (52 -42)245 volgt

1?12( g.],iz (/12(0(1,0( ;( ~5-. Kicst men nu (‘719 ’}2) dusdenig, dat
\/()71 O( )2 & ("}2 - )2 <§ dan geldt, omdaﬁcl/}‘1 tussen™ , en 171

,ni/? tusscn°(2 en ¥, ligt, ook V(171 -0{ + (172 o( ) <J

dus ook“ﬂm(")“q )-(/12(0( , X )‘(2. Dan is voor!"%—()( i{g

Yo X)) = (X, X)) ,
‘:% 71 Vﬁ - (/2 ! "f12(0‘1’°<2)1..<,.‘§“<8 ¢+ Dus o4 (X4, X )

bestaat en = %2( 9(1,0(2).
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In (41.8) kan P ook nog var meer veranderlijken afhangen. Dit doet
voor partiéle differentiatie naar ﬁ, en E) toch niets ter zake.
(41 9) Als van(f ﬁ1,.l.,€qn
. bestaan in een omgeving van (041,,..,d. ) en continu zijn in (o4 «.eol )y

da}.’l lS @ /.L]:{(O(1900o90( )-‘ (PP“IC."P.K(O(,]yooa,O(n) alS/ 1,~0~,/Mk

fen V)17'°"‘)k door permutatie uit elkaar ontstaan en natuurlijke getal-

1
) alle partlele afgeleiden van de k° orde

len zijn £ n,

Bewijs: Voor de partiéle afgeleiden van lagere dan de k® orde gelden
eveneens de gegevens van de stelling, want ze bestaan en zijn wegens
(41.3) totaal differentieerbaar, dus continu in (ci19...yc&n). e leve-
ren het bewijs door volledige inductie naar k. Voor k = 1 is er niets te
bewljzen. Stel dat het van k bewezen is en laat/AAq,...,/Mk+1 en

"V1,---9 Vk+1 door permutatie ult elkaar ontstaan zijn. Noem,/btk+1 =1
en Vo, .4 = je« Als 1 = j, dan ontstaanfﬂd1,...,/uk en PV 1,..e,v‘k ook uit

© o), &u ( (g(1.../‘1(°‘m19°°"°‘ ;
o's e 5 ® e W gy o RO o4 i i
1’ 4 l’l s (ip/_L1.' 1__ <X1’ ! Cf)\).]- ..\)1{4“1 1 ﬂ/ nuo 1 % J,

dan komt in /A1,.e.,/wk ergens j voor. Voer een perimutatie uit, zodat
S

elkacr door permutatie, dus volgens inductie is

sV qeeenc

*deze achteraan komt te staan: ;\1"“’;\k—1’ jo In V4y+.., Py komt er-
gens 1 voor, dan is ,A1,..., N 1 een permutatie van V1,..,, Ve

(0(17"”:0(1,1)

k-1?
Dan is volgens inductieveronderstelling
S o(p/‘[A,Iubu/YAk

= (Pfi\1e..ﬂ,\k—13( 1,001,0( ) en (€P1 . e Pl{(o(,],..;’a(l’l) =
= ¢%1°".K1 11(OL1,.¢a,c[n). 7e passsen nu (41.8) toe op de functie

Wﬂj... Al 1(£ﬂ1,--u,£1 ), opgevat als functie van 23 en £j’ dan volgt
L n

gaam:l.'t (P)\1."'/\1 ,;]1(0{1"“’0( ) SD’\ .../ ..(O(JvaooyO(n)‘)

(O<19"'9O(n)=(€v (O<1/"'70< )

LP/“V"”"kH | RGNS
Den punt a = (ok1g..,,cxn> in een Rn noemen we 00k wel een vector

sen \a\ de lengte van de vector a: in dat geval vatten we a op als een ge-
richt lijnstuk tussen U en het punt a. Een vector met lengte 1 noemen we
*een eenheidsvector. et inwendig product of inproduct a.b van twee vecto-

ren a en b wordt gedefinieerd door a.b -,Z_ o o /3 Vol gens de ongelijk-
i=1
heid van Schwarz (zie stelling (10.5), blz. 39) is (2:_& ./3)2

2

dus\a. <\a||bl. Verder

é-(2%5°‘§><2§;/3§>’ dus (a.b)zfélalglbl
i= i=

e

geldt a.b =\a| |bldan en slechts den els a = 0 of b =0 of b = Aa met

AN>0. Als a £0 en b £ 0, dan geldt - 14 Téﬁ%T £ 1, dus er is een
regel getal Vf te vinden, zodat 0 £ \P'4 I en cosyf =“*mr (zie voor

het driedimensionale geval de cursus analytische meetkunde, blz 103 e.v.,
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speciaal opgave 26, blz. 105). Te noemen \[/ de hoek tussen de vectoren

1 en b. Blijkbaar is I// = O dan en slechts dan als b = Aa met A > O

we zeggen dan dat a en b dezelfde richting hebben. Als b = Aa metAL O,
is cos Y = -1, dus Y =7 ; we zeggen dan, dat a en b tegengestelde
richting hebben. Verder O~eei‘t 2.b = 0, dat V= “2“3 we zeggen dan dat a

en b orthogonaal (of loodrecht) zijn. Te noemen »—T =\bl cos }r de projecs
tie van b op de richting van a. De projectievector van D op de richting

van & is een vector in dezelfde of tegengestelde richting van a, die de
absolute waarde van de projectie van b op de richting van a als lengte
heeft en in de richting van a ligt als de projectie > O is en in de te-
gengestelde richting van a als de projectie £ O is. Dat is dus

1D\ cos;\}i D o

jal 2

=)

] Laat @ (X) cen reéle functie van n veranderlijken zijn, die totaal

ooy
differentieerbear is in a, dan is @ (x) = <F(a) + *‘5%‘—2' (&i" “i) +
' i=1 i

< Jp pR%
+|x - ale(x—>a). Noemen we nu de vector (Da,, jeosy 72:-) de gradiént

ven (¢ , geschreven grad (¢ , dan is dus b (x) = @¥(a) + (grad @ (a)).(x-a)+
+lx-al e(x—2a).

Onder een straal door a in de richting van s verstaan we de punten
x, waamoor de vector x-a in de richting van s ligt, dus x = a +A s met
A> 0. Nu is de functie g( A) = a +As een in 0 totaal differentiesr-—
bare functie van A, want g(A) = g(0) +2s +A|0 en A s is lineair in
As 00 X (2) =¢ (g(A)) passen we nu de kettingregel toe en vinden
X(X) =¢ (a) + (grad@(a)).(X s) +\/\(£ (A—=0), wmaar

Ppreip(a). (A s) = A ((gradp(a)).s), dus %—X@—lz Z——a%g——-v als
| 1

s = (0‘1,..., r7‘n)° Als we voor s een eenheidsvector kiezen, heet dit de
richtingsafgeleide van de functie (¥ in de richting ven s. Kiest men voor

s een der ej, dan wordt de richtingsafgeleide Mﬁi}- dat is juist de

DE, s !
~
partiéle afgeleide naar &\,j. Verder is d(}?\O) = (grad p).s =|gradelcos V,

als\{/ de hoek tussen grad ¢ en s is. Dus de richtingsafgeleide is de DX O=-
jectie van de gradiént op de richting, waarin de richtingsafgeleide ge-—
ncmen is. Deze is dus maximaal in de richting van de gradiént en nul in
de richting, die daar loodrecht op staat. N
Onder het lijnstuk ab verstaan we de verzameling der punten x, waar-
voor geldt x = a +A(b-a) =Ab + (1-A)a met 0L A £ 1. Van deze x zZegm—
gen we, dat ze tussen a en b liggen. Neem nu een y, zodat ¥ (x) gedefi-
nieerd en totaal differentieerbaar is voor X tussen a en y. Noem g(/\) =
=a +A(y-a) met 0 & A & 1. We vassen nu op X (A) = _§0(g(;\)) de middel-

waardestelling ven de differentiasalrekening toes ) (1) - A (0) 3
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voer een 3Amef-0< a2 1. Nﬁ is X (1) = Y(y) en ) (0) = (a), dus
n

¢(Y) 7 (a) = Z B@(a;—g(y-a)) ('Vzi_ O(i)' DU._S

i=1 “ &y

(41410) (Middelwaardestelling der differentiaalrekening met meer veran-—
derlijken) Als Y (x) totaal differnentieerbaar is in alle punten tussen
a en b, dan is er een red&el getal T met 024 0 £ 1 zodat @ (b) - @ (a) =

n
_ Z—-_—___% ?LB (a +£/’§b—-a))_ (/51_ o(i) .

3

Let wel dat deze stelling geldt voor één re&le functie van n veran-
derlijken. Als f(x) een afbeelding van een deelverzameling van Rn in
Rm is¢ en dus m reé&€le functies van n reéle veranderlijken vobrstelt, kan
de stelling natuurlijk op elk der componenten van f(x) worden toegepast,

.. s o

mear de daarbij gebruikte waarden van ¥ kunnen veor de componenten ver-
schillend zijn. ’

Als voorbeeld beschouwen we de volgende functie £(x), die R, in Bo

aszeld‘t en die we later ook nog zullen gebruiken. (p 1(571, 6,2) =
= e 1c:c)'sfﬁ,z,, v ((‘1,1,&,2) = e 1Sin£,2. De functionaaldeterminant is

0 (., ¢, Je 1 cosé, —e ! gink 24,
1% ¥ 2 2 2 1 . . .
= . = e en dit is steeds Z 0. Kies
? (6,1,6,27 e£1 sinf,2 ea‘} cosé,2

a = (0,0) en b = (0,27), dan is f(a) = (1,0 en £(b) = (1,0) dus £(b) +
- f(a) = 0. Zou nu gelden 0 = f(b) ~ f(a) = A%,(b-a), waarin A.. de

Tunctionaaloperator in a + 9?b~a) ig, dan zou de functionasloperator
daar niet eeneenduidig zijn, dus de functionaalderterminant daar = O,
hetgeen onmogelijk is. '

et dezelfde methode als zo&ven voor de middelwaardestelling is
toegepast, kunnen we nu 00k een formule van Taylor afleiden voor funce
ties van meer veranderlijken. We beperken ons daarbij tot twee veran-—
derlijken.
(41.11) (Formule van Taylor voor functies van twee veranderlijken) Als
van ¢ (x) = ¥7(¢£1, 52) voor alle punten tussen a en y alle partiéle
afgeleiden van de (k+1)® orde bestaan en continu zijn, geldt voor een
5pmet 0 < 57’< 12

L oE g 9T e ) | .
LP(?“’ le) =éo TF%EO(:§> .3.&%} 3‘&%"3 (“’11—0‘1)3 (Wz‘o(.z)l o
11 55 (o E i), ot o T maty)) o :
) kL : .+ (kg'l) ) (P(CX‘]“;: (quﬁ_jdgﬂ (&2 A “?1““1)3(\]2!"0{2)1:”_3"

Bewijs: e stellen weer g(A) = a +A (y;a) en 7( (A) = @(g( A,
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We zullen bvewijzentg 4> Q\) = Za‘ (i> 2 iCP (a+>\§y—a)) (,21_0(1)3'(772_0&)?3

1 = I ¢ J oy -]
d ¢ J:O C)& 1 35 o
voor O € 1 < k+1. Door dit te substitueren in de formule van Taylor voor

k i
. . =N q 0)
de functie ¥ (\) in de volgende vorm: (1) = J—r aAQ) +
)( ?( L‘@i: il 3t
1 ax(»)

+ TSR SN vindt men dan direct de gevraagde formule. We passen

volledigé inductie naar i toe. Voor i = O is het duidelijk., Stel dat

i+1 i
dd_)\ﬁ/(;\) - & @ dv,(”/ﬂ)_

het voor i bewezen is, dan is

_ ! 1Eﬁ a+\(y-—a))
=5 st ey

= ) pm )P

=0
) s 1y 91 (e (r-a) j 1413
2— (%) (M=) (No=-Xy5) =
520 J aégb 3513 7‘! 1 72 2
141 i N (oo : o
- :;;E._; ( 11) Caga(g(}a;—;\’]i% a)) (71_0(1);] (7 2—Q’2)1+1 J +

(i ) blH CP(a+>t (y—-a))

j i+1-3 _
D St (T (e -

A

1+1 +1 >l+1?(a+\(— )) i+1-] i
= ZJ"’___B (13 ) é;] D ;L-Hya (\/}1 ('22——0(2) , omdat (J) +

+ (I = Y veor 1 €yt en () = (FF1) en (D) = ().

’ We merken op, dat in het rechterlid van de formule van Taylor de 1®

term formeel geschreven kan Worden als
((")1-0(1) -—3-%;——1- + (72 5) Z) ) r,f) (0(1,0(2). Door dit volgens de

binomiaalformule van Newton te ontwikkelen en voor ( ’()D )3( DD%( 1'3
Ji

, vinden we de juiste uitdrukiing
265 B’%

Opgave 155, Ontwikkel e ! éz en §1‘>2 in reeksen van Taylor in (0,0).
Onder een sector S (met top O) verstean we een verzameling in R
dusdanig, dat als x € S dan A x € S voor alle A » 0. Een functie Cf) (x)

te schrijven

die gedefinieerd is in een sector heet homogeen van de graad als voor .
alle x in de definitieverzameling en alle A > 0 geldt tf’(}x) = A\Y Cf(x).

Hierin kan ‘a’"een willekeurig reéel getal zijn, Zo is b.v.
<

L f <L
é12 sin -«%’—?— - fgﬁ? log(1 + __“)_l) homogeen van de graad -%.
S

§2



(%1,12) (Stelling van Euler) Als PLX) homogeen van de g,raad 2/ en to-

JC)
taal differentieerbaar 1s, geldt 2_ %—% : cf’(X)

Bewljs: Neem g(A )= Ax voor A > 0, dan is x A de functionaalope-

rator van g(}\) Pas nu de kettingregel toe op A ( A)= la (Ax), da
komt er 3 7“% 2—%1239» 5 . Aan de andere kant is X (/)= Q’(RXL
d A

= AX @ (x), dus Q%L;L J/ ,\a/- o (x) Door dit gelijk te stellen en

N\ =1 te kiezen vinden we de gezochte formule,

(41.13) (Omkerlng van de stel;Ling van Euler) Als S’ (x) gedefinieerd

x)
is in een sector, totaal differentieerbaar is, en als Z ‘?&%*5
é=1

=6, { (x), dan 1is P(x) homogeen van de graad d/

a X (A

Bewijs: Evenals in het vdrige bewlijs vinden we —g— =

= Z M@ﬁ_a . Verder j_s / Mﬂé {Y(P()\X

T P
'\ (A X(?I) Stel nu \// /'\) X{A} A Ki voor A > O,

dan is d\lge\ﬂ = d)((ig\;\) A kA d/ X(/\ ) A A =0, dus Y {(A) is constant,
maar "/ (l)=X (1)= {p (x), dus V/ (2)= F(x), dus.')[(l) = ;\/50(](),

qus P (Ax)= A ¢ (x). |

§ 42, Omkeerstelling. Afhanhkelijkheid, Implicilete functies,

Als van een op een interval gedefinieerde differentieerbare functie
Y (é:) van één re&le veranderlijke de afgeleide overal # O is, is
de functie eeneenduidig en monotoon en de omkeerfunctie is ook diffe-
rentieerbaar met afgeleide ?5%?57 {zie stellingen (18.9), blz. 73 en

(17.9), b1z.66). De bilj de functie behorende functionaaloperator is
dan ook eeneenduildig. We kunnen echter niet verwachten dat voor func-
ties van meer veranderlijken uit de eeneenduidigheid van de operator
de eeneenduldigheid van de functie volgt. Als voorbeeld nemen we de
reeds eerder beschouwde afbeelding f(x) van R, in R,, gedefinieerd
door ¢, ( d,,a) =e &, cosé,l , gol(él,ﬁi) e & sin E‘,,l. Daar de functio-
naaldeterminant overal £ 0 is, is de functionaaloperator overal een-
eenduidig. De functie is echter niet eeneenduldig daar f(dl,ﬁz)z
=f(ﬁ1,0&+2k7r) voor alle natuurlijke k. We zullen ons voor de eeneen-
duidigheid tot de omgeving van een punt moeten beperken. Verder we-
ten we al, dat we alleen afbeeldingen tussen twee verzamelingen in
ruimten van dézelfde dimensie behoeven te beschouwen.

(42.1) Laat f(x) een afbeelding zijn van een deelverzameling van Ry
in Rn’ die in een omgeving van het punt a ge#efinieerd en totaal dif-
ferentieerbaar is met eeneenduidige functionaaloperator. Als f(a)=b,
dan is er een omgeving van b die geheel door de afbeelding overdekt
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wordt (d.w.z. biJ iedere y in die omgeving is er een x te vinden zodat

f(x)=y). Verder kan er in die omgeving van b een functie g(y) gede-

finleerd worden die totaal differentieerbaar is in b en zodat f(g(y))=y.
Bewijs: We beschouwen eerst het speciale geval, dat a=b=0 en dat

de functionaaloperator van f(x) in 0 de identieke operator is. Dan is

f(x)=x+]x|e(x->0), Er is een X >0 te kiezen zodat voor | x| £ & geldt

| e(x—=T)|K%. Noem B de verzameling der punten x waarvoor geldt \xl=,

Er is een > O te vinden zodat voor | vl £ /A en f(x)=y geldt |x\Aet .

Als dit n.l. niet zo is, is er een rij y met lim y_ =0 en f(x )= =¥,

- oo
en txn}= K 3 omdat B compact is kan uit de rij X, dan een convergan-

te deelrij genomen worden met limiet x!', waarvoor ook |x'l= o geldt;
uit de continulteit van f volgt dan dat f£(x')=0 dus 0=)f(x')] = lx'] +
-1xf le(x')2 % ot , hetgeen onmogelijk i1s. Beschouw nu d/ =1 /2, dan
is bij iedere y met |y| < J een x met | x| < &K te vinden zodat f(x)=y.
Kies een vaste y met |yl <§ en beschouw de functie \f(x)-—y\ als func-
tie van x. Deze is reéel, continu en gedefinieerd op de compacte ver-
zameling D der punten x, waarvoor }xi 4 ek en heeft dus een minimum
(zie stelling (13.3), blz. 48)., Dit minimum kan evenwel niet voor een
punt x met |x|= & aangenomen worden, want daarvoor is \f(x)-yl=z|f(x)] +
~}Y‘>[B -y J en \£(0)-yl=ly{4 J - Laat c een minimum zijn, dan is
lcl © «  en een hele omgeving van ¢ ligt binnen D. Stel nu dat
]f(c)-y\z/!/t} 0. In ¢ is f(x) totaal differentieerbaar met eeneen-
duidige operator C, dus f(x)=f(c)+C(x—c)+i?c-c{cl(x-+ c), dus f(x)-y=
=f(c)—y+c(x-c)+\x—c!el(x—*c). Omdat C eeneenduidig is is er een z te
vinden zodat C(z-c)=y-f(c), dan is z#c en voor N> 0,A <1 en A in een
voldoend kleine omgeving van O valt x=c+ A{z-c¢) binnen D. Voor zo'n
x 1is dan £(x)-y=(f(c)-y)(1-A)+A \z-c) el(x —c), dus
ML)yl & m(1-A)+ Nl z-c] }el(x«c)} , dus 0<m £ \z-cl lel(x—m)} .
Dit is echter onmogelijk want voor A — 0 geldt x—»c dus
yz-c) lel(x~>c)l~>0. Dus is =0 en f(c)=y. Nemen we nu bij iedere
vy met |yl £ yde zo gevonden ¢ als functie van y, dus c=g(y), dan is
f(eg(y))=y en)g(y)] £ x . Verder is y—- £(g(y))=e(y)+\g(y)| e(ag(y)=>0),
maar le(g(y) ~=‘>O)lfi 3, dus lyl= lg(y)l -%la(y)]=2la(y)|, dus als y =T,
dan g(y)—0, dus g(y) is contirm in 0. Dus e(g(y)-—*—O):eg(y»‘C)') en
g(y)=y-le(y)l ex(y»0)= y+iyl (- y, ep(y=>0))=y+ly[ e5(y=0), want

%—AE. Dus is g(y) totaal differentieerbaar in O met als functilo-
naaloperator de identieke operator, Nu bewijzen we de stelling in het
algemene geval. Noem dan h(x)-_—.f(A"lx+a)—b, dan is h(0)=0. Verder is
hb(x) in een omgeving van O gedefinieerd want bij een £ > 0 is wegens
de continuTteit van A™% een d > 0 te vinden zodat uit }x1< S volgt
\A'lx! Z £ dus ](A"lxa-a)—afi €& 1is. Verder is volgens de kettingre-
gel h(x) totaal differentieerbaar met eeneenduidige operator, In O

is de operator AA'1=I. Op h(x) kunnen we dus het reeds bewezen deel
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van de stelling toepassen enb een functie k(y) vinden, gedefinieerd in
een omgeving van O zodat k(0)=0, h{k(y))=y en k(y) totaal differen-.
tieerbaar is in O met als operator de _identieke operator. Dus
y=h(k(y))=f(A"1k(y)+a)—b. Definieer nu g(y):A'lk(y—b)+a, dan is g(b)=a
en g(y) gedefinieerd in een omgeving vén b en totaal differentieer-
baar met operator A-l. Verder is f(g(y))=f(A"lk(y—b)+a)=y~b+b=y. Daar-
mee 1s de stelling volledig bewezen, ‘
(42.2) Laat f(x) een afbeelding zijn van een deelverzameling van R, in
Rn’ die in een omgeving van het punt a totaal differentieerbaar is en
waarvan de parti&le afgeleiden van de eerste orde in a continu zijn.
Als in a de functionaaldeterminant-% 0 is, is er een omgeving van a
te vinden, waarbinnen f(x) eeneenduidig is,

Bewijs: Laat (p,,...,qam de componenten van £ zijn. Vorm voor een
n-tal punten x!,,.,,x" in de gegeven omgeving van a de volgende deter-
minant (de componenten van X noemen we éi‘,.,.,zi )

s agih g
o L :
A (x5 )= f ‘ A
- z

Er is nu een omgeving van a te vinden, zodat als alle x’,.a,xn in die
omgeving liggen, A (x!',...,x")# 0 is, Als dat n.l. niet zo is, kunnen
we x*,...,xn tot a laten naderen, dusdanig dat daarbi] steeds

A Qx‘,...,xé):@. Bij limietovergang gaat dit wegens de continulteit
‘van de parti&le afgeleiden over in de functionaaldeterminant van f in
a, hetgeen ommogelijk is, daar deze laatste # O is, Als er in de
laatstgevonden omgeving van a twee punten x en y zijn, waarvoor

f(x)=f(y), dus , (x)= ;(y) voor i=l,..,,n, den is volgens de mid-

delwaardestelling, toegepast op ; een punt xi tussen X en y te

vinden zodat O= X)- Q@ilx") voor i=1l,...,n.
P (x)= Pely)=3 o (- reers

omdat A (x1,...,x")£ 0, is dit alleen mogelijk als £~ W =0 voor
J=1,...sn, dus x=y. Dus f(x) is _eeneenduidig.

Uit (42.1) en (42.2) samen volgt
(42.3) (Omkeerstelling) Laat f(x) een afbeelding zijn van een deelver-
zameling van Rn in Rn, die in een omgeving van het punt a gedefinieerd
en totaal differentieerbaar is met eeneenduidige functionaaloperator en
waarvan alle parti&le afgeleiden van de eerste orde in a continu zijn.




Errata bij blz. 164 van de syllabus analyse:

jf_. De stelling (41.,9) en het bewijs ervan gelieve men als volgt te wij-
zigens

(41.9) Als van P ( & yeses a ) alle partiéle afgeleiden van de k° orde
bestaan en continu 213n in een omgeving van ( X Q1o X ), dan is in
die omgeving LP/U‘]""’/"k(a 1oeees é»n) =, a1,..., 8, )y
als /441 geoey Mk BN Kqyeeey vV X door permutatie uit elkaar ontstaan en
ratuurlijke getallen zijn < n,

Bewijs: De partiéle afgeleiden van lagere dan de k€ orde zijn ook
continu in een omgeving van ( & qroeey X n); voor orde n<ck bewijzen we
dit door inductie naar n-k, immers een dergelijke parti€le afgeleide is
dan wegens (41.3) totaal differentieerbaar, dus continu. We bewijzen de
stelling nu door volledige inductie naar %k, Voor k=1 is er niets te be-
Wwijzen, Stel dat het voor k bewezen is en laat Myyeeey My q en

V1,..., Y 11 door permutatie uit elkaar ontstaan zijn, Noem/ak_,_,, = 1
en Vk+1 = j. Als i=j, dan ontstaan Mpseees Mp el Pyyeony 1y ook uit
elkaar door permutatie, dus volgens inductie is

(P/,(1“_ /*k(&1’...’ ﬁ.n) = (PV-]. (&1,... C‘; ,) in een omgeving
’Vun(O(1y-.-y 0<n), duS LP/{}1 /u_k 1(8_’1y'.., i’)

+
= (P Voo Vk+1g aﬂt:“.&n) in een omgeving van (& qreees o«n). Stel

nu i £ j, dan komt in /(41 svsoy /“k ergens .j voor, Voer een permutatie uit,
zodat deze achteraan komt te staan. }\1,..., A ke 1,3. In P‘I""’ Pk

komt ergens i voor, dus is \1 yeeey N ke 1,1 een permutatie van
Y greeey Voo Dan is volgens inductieveronderstelling

'LP/A,]..,/‘AK(&‘]?"‘) an) CP’/\.'. 7\1{13(&1"“’& >1neen om -
geving van ( &% 4 ..., o ) enlpy wk(‘?"“'”’a’n):

= LP ;\1-11
We passen nu (41,8) toe op de functie U

k11(2,1,.“, n) in een omgevingvan(ok.l,...,o(n).

(a']ytc-r 2’1’1>’ op-

}\1 © ® @ 7\ k-‘i
gevat als functie van ; en & dan volgt daaruit

‘10)1... 2k131(£‘ "“s& (-,9)1“. N g 13(£’1""’ )in een
omgeving van ( & _,.,., ), g verrs

geving van 1& us LpM1.._/uk 1(&1 &) =

( 1,ovn’ )

in een omgeving van ( X ceey KA
(PP1000 V)k+1 g g 1, ’ )

20 De formulering van stelling (41.11) gelieve men als volgt te wijzigent
(41 11) (Formule van Taylor Voor functies van twee veranderlijken) Als

van { (x) = (p( 5,1 , g, ) in een omgeving van a alle partiéle afgeleiden
van de (k+1)= orde bestaan en continu zijn en als y in die omgev1ng van a
ligt, geldt voor een ﬁﬂmet 0< <1:




Vervolg errata bij blz. 164 van de syllabus analyse.

1.,
(g, &) : -
(P( " 19 N 2) Z "'T' i(a) 'aé&(jpa 211-3 ('Y]j"'o‘(-])a(’y) 2"0(*2)1 It
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Als f(a)=b, dan is er een omgeving van a, waar f eeneenduldig 15 en

de bijbehorende omkeerfunctie g(y) van f in een hele omgeving van b
gedefinieerd en totaal differentieerbaar is met een functionaalopera-
tor, die de inverse is van die van f in het overeenkomstige punt.
Verder zijn alle parti&le afgeleiden van de eerste orde van g continu
in die punten, die overeenkomen met punten waar alle partié&le afgelei-
den van de eerste orde van f continu zijn,

Bewijs:We beperken de definitieverzameling van f tot een (volgens
(42.2) bestaande) omgeving van a, waar f(x) eeneenduidig is. Volgens
(42.1) overdekt het beeld van f een hele omgeving van b. Bij ieder
punt van die omgeving van b kunnen we volgehs de methode van (42.1)
een functie g(y) maken, die in dat punt totaal differenticerbaar is.
Wegens de eeneenduidigheid van f(zx) moet dit echter steeds dezelfde
functie g(y) zijn. Deze functie g(y) is dus de omkeerfunctie van f£(x)
en in een hele omgeving van b totaal differentieerbaar., De eventuele
continuiteit van parti&le afgeleiden van g volgt uilt het felt dat de
functionaalmarix van g in een punt #£ntgtant door inverteren van
de functionaalmatrix van f in het overeenkomstige punt, zodat de per-
ti€le afgeleiden van g gebﬁbken rationale functies van de partié&le
afgeleiden van £ zijn.

Als dus 7?1 E,,... %),...,(fr)(é, seeey ; ) voldoen aan de voor-
waarden van (42.3) in een omgeving van (&, ,...x.) en Lf/ X, yenes )=
ﬂ (j=1,...,n) dan zijn er in de omgeving van ( ,...,ﬁhj) functies
W) see s ) s eees Y (1, 5eees),) gedeflnleerd, zodat
qs (?Kl7,,...,fhﬂ,.. Yn l7',.. 7n))— Q l,...,n) en
Vﬂ ((f/(é ,,...,é. ) I qzj grj))— é (1 l,...,n). De par-

ti€le afgeleiden van de functles VQ zijn te vinden door inverteren
van de functionaalmatrix der - of door op de betrekkingen Q
= 4j &P (V% seees Ny ),..., l t? )) de kettingregel toe te
passen en de partiéle afgelewde der y) er ult op te lossen.
Opgave 156. In de omgeving van welke punten (@ y/) is VZ = (O cos W
’]Z= @ sin V/ omkeerbaar? Bepaal de parti&le afgeleiden van (’ en k%y
naar O en 171

We beschouwen nu m reé&le functies van n re&le veranderlijken
9@ ( é/""’gn)""’ & g',..., gn) die totaal differentieerbaar
zljn, In een bepaald punt a heeft de functionaalmatrix een rang K.
Nu behoeft, zelfs als de partidle afgeleiden continu zijn, de rang in
de omgeving van a niet k te zijn, want weliswaar blijft een determinant
die in a ongelijk aan nul is, dat dan ook in een omgeving van a, maar
een determinant van orde » k, die in a gelijk aan nul is, kan in een
omgeving van a verder ongelijk aan nul zijn: de rang kan hoger dan k
zijn. We noemen een punk¥ a regulier, als de parti&le afgeleiden van
de eerste orde in een omgeving van a gedefinieerd en in a continu
zljn en er een omgeving van a bestaat, waar de rang van de functionaal-
matrix constant is ( deze rang noemen we de rang van het reguliere punt);
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andere punten heten singuliere punten. We beperken ons tot de be-

schouwing van omgevingen van reguliere punten., Stel dat a een regulier
punt van rang k is, en stel dat

D( Lpl’”"ff'k)
a( g;f)o--:gk)

# 0. Noem %\j (&</,...,<)<,7)=/83(j=1,...,m). We voeren

nu een stelsel van n functics V(& sevs €, sWhle, 5ees &,)
in gedefinieerd door 2 (f[ ,...,é‘né;%%/( élj..g.,gn),.%//.g yi( ‘>E
=‘/k('§/""’£n)’%~w (é s =§kﬂ,...:%3(5,...,%?’):

Van dit stelsel is de functionaaldeterminant
D ( (P, 50w %¢
9<g Y

’%n ...,Cm) te vinden, gedefinieerd in een

omgeving van (P; s /3.‘( 5O, s .,<><n) zodat W‘) )§/ s t)n),

...,7((&),,. S )= (“)3(‘]“:1,...,1’1) en )

X g, ,gh),...,%(gl,... g )) g L ..»n), dus

q1 Eé? g Yseiis ){é&5 . t” ...,k) en

£ 0. Volgens (42.3) ie er een stelsel functies

)
o)
)

A
\Ph

» 3(j=k+l,...,n), dus

e, e;),.-.., (.00, CW, 6= G (gL, ).

Dus als J=k+l1,...,n geldt =1 als i=j en =0 als i# j. Vorm nu

de functies ¢ ( Z_'.) f,) ),.é.‘ LD (f.> ‘i’ ), gedefinieerd in een
omgeving van ( ‘,.. (3 D(kw"’ ’O/n) dooru)(.%7.,...,,@,))=

—(P ){(Q 7{/7(;:""’% )(j=1,...,m). Dan 1s dus

-~ é,,... % ) § (J 1, k) en(uj(g &, )=

= (%, (&, §,,),.. )(k E,0rrnily ) Q.ﬂ,,...@ ) (J=k+l,...,m).

Hieru1t volgt dat voor j=1 ,k geldt =] als i=J en =0 als i#j.
) g J=1, g —TJ 3 #J

Dus voor r=k+l,...,m en s=k+l,...,n geldt ' Ol 5&JK;J) ‘DQ*',
/D(é ék &,3 Oé)&
Op grond van de kett%pgregel geldt :fr—l- fi' % 7%é¥—-. Voor

le ,k wordt dit ;— %g)l /%xém en voor i=k+l,...,n wordt dit
T ™ ‘ oy (O W0,

> —*ﬁgL ’D + % | Op grond hiervan geldt éi?*”) ) if‘<§%>=
T”a(@u”z(f}m 'r) é I Xy )XK)XJ %”"3 Sk 9>

Omdat de functionaalmatrix der

0(€‘; '.>§k)§5> ’a(g,)o- ) an é > ()wp
5 rang k heeft, is - ’wk”'” = 0., Dus ——— = 0O voor
Dé :"‘ék)g > JE;S
r=k+1l,..,,m en s=k+l, n Dus voor j=k+l,...,m kunnen we schrijven

wj(ét"°"&7n)= J é,, &,k . Vullen we nu t,,=
),...,¢n==y%(i [ seens i ) in, dan komt er
-:% ))_

,)),...,yk(é
a:)l(vj‘(él ""’gh (gl g
5 O oo L e e )
ees \}»n( g/ s )- Q] ) gh . In een omgeving van

) en voor'gk+l ..,n geldt dus(/ ,...,gh)=

seees
(O, (8, sB ) b EN.
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Te zeggen dat een functie 99 { §1v°°”§}») afhankeliik is wvan de
functies 94 (g: ,...,éi)),...,g@,(g? ""’§,;)3 als er een functie
¢ ( c, peres Sy ) bestaat, zodat geldt @ ( é} "f‘igr,)=
= Q‘('Q%( gl,..., fh),».,, QL('é‘,...,‘fn))a We hebben dus de volgende
stelling gevonden: , i
(42.4) Als voor het stelsel functies ¢ (f},...,gn),...,goh( é;"“’w

het punt (X, ,...,X,) een regulier punt van rang k is en
D/% R D)

/D(éw' . s %Q

voor j=k+1,...,m geldt dat (fj( é,""’ {h) afhankelijk zijn van

s"( éf"-';gn ),fid., (/k( é”...'gh)'

Het omgekeerde van (42.4) is triviaal want als 97( g;,..., éh):

U-k( (‘/)/( éfb""§h)"‘;’qk(g/"""éh)>’ dan is %%T:
2 e ,

=l aé)n fb é;
heeft een rang < k+1.

Opgave 157. Onderzoek de afhankelijkheid van (£ ( Eﬁ.)z
=0082(§;-+§1)+008251+COS2 éz en %5(5%,&1)=cosélcos zcos(é.lwhéz).

Men bedenke wel dat (42.4) in een singulier punt niet behoeft te
geldens Zo heeft van het stelsel Qe ( g/; §4)=:€t' yg( é}, %z %=£;§
de functionaalmatrix in (0,0) rang 1, maar 9%,is ten duidelijkste
onafhankelijk van G . _ .

We nemen weer (/, (£ ji.e, é;),..;,sgn(é},..., én) en veronder-
stellen nu dat a een regulier punt van rang m is, d.w.z. de partié&le

# 0, dan is er een omgeving van (&, ,+..,0¢,), waar

1l

, dus de funttionaalmatrix van & ,..., 9a} 9‘

€)=

afgeleiden van de eerste orde zijn in een omgeving van a gedefinieerd
en in a continu en in a heeft de functionaalmatrix rang m. Stel verder

PSS .
_ 4 0. Noem weer (/s (X yeooy X )= :(3=1,...,m). e
D(él)"" ’ﬁm) qJ ) h ﬁ')

kunnen de ghq’l,..,, §r7als bijkomstige parameters opvatten en voor

iedere waarde van dit stelsel parameters de omkeerstelling toepassen

op de functies opgevat als functies van é” ,..,,érﬁ De gevonden om-
keerfuncties hangen dan ook van de parameters af. Het nadeel van deze
methode is, dat we er dan niets over kunnen zeggen, hoe ze van deze
parameters afhangen. We passen daarom liever de boven beschreven kunst-
greep toe, nu voor k=m en vinden functies

X,(él ,...,&)n),.,., %n(é;""’én)’ gedefinieerd in een omgeving van
(3,10 ens oy ol eeey o)y 20888 BN (S, ene 600 e ) (6 heey )=
= éj(j=1,...,m) en ;ﬁ (é;/,...,f5n)= j(j:m+1,...,n), dus

(fjc;/&/(él :-""én)!""){m(é/ ,...,éh),ém“,...’ 'n): éj (§=1,40.,m)e

Verder is%j(%(gl”"’gn)”"’ﬁ%<£, g9, h>f h”"nuO,éh)::
= éj(j:'],..o,m)t Dus

(42.5) Als voor het stelsel functies 9Q (é',..;,én),...,9%4¢§,...,§h)
het punt (X, yeeeyX,) een regulier punt van rang m isg,

D/‘p/""‘;@fh) . ) ‘
; ;é' -(O(,...,D(n)z .('31,.“’ )’ a .
Z)(gl‘...) é%A en 93 ] (% J m an zijn er
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m functies Xx (é',!"'rcuhv&”ns"‘:aM)r‘“y ,},L,,(dlr"‘ic’w &m.ty"’:a‘m)r
gedefinieerd en totaal differentieerbaar in eeh omgeving van
(Bryee e sPor ™o, 13001 &,), zodat Py (7%, (C’,..i,C;M, am,...,zh),
oop, X‘Hﬂ(c\’.."dﬁm’ aw*"--n, 2"“‘\)’ a‘h\*l’...’aﬂv\): C:J (j:“l,“-h,m)
en Xo, ((Pl (f., "“ré:m):"'y Pm(ag !"‘1£m)' &m¢.r°"v£M>: ﬁ.J

(j=1,+¢+,m). De functionaalmatrix der Xj wordt gevonden door de matrix

e T

{
Queeccce 20 1. 0-==-0
1 ' O\\ ‘\ !
: 1 :\\\\\ \\ )
i v ~~_0
Qo mmmemmm e 0 0----x3 1

te inverteren en hiervan de eerste m rijen te nemen.
Om de partiéle afgeleiden der X te vinden kunnen we ook de be~

trekkingen CJ 25%(;(, (_-‘_,,:""C\h,é )"’5'«)""’Xh(c1 1"'1C‘M‘r é*,,_w "'yé;h):

fmn"
&n ,...,&m) met de kettingregel differentiéren en de partiéle afge-
*L

leiden der )( uit een stelsel lineaire vergelijkingen op te lossen.

Als voorbeeld beschouwen we één functie (P (Z:‘,E,‘,l), gedefinieerd
LAV
3 E.,

bn t6taal differentieerbaar in een omgeving van (s, &, ), zodat

en T% (p, in (X, ,&,)continu zijn en D%(oé:'h)‘

@ (&, 04)= /4 . Dan is er in een omgeving van (A4 ,*,;) een functie

X (&, &) te vinden, zodat \p (] (4 ,&2),8\1): en/\ ((70(&\,(‘:1),&1)=511

De matrix

£ 0. Verder zij

?Q D@ 1 ) a“’l
5&'1 Bé\.z heeft als inverse %—g ?;i’ , dus _;D_X_ =
0 1 0 4 ¢,

= 3_; ( hetgeen een reeds bekend resultaat is, want als ﬁ.l constant

3,
is, hebben we het geval van €&én functie van één veranderlijke) en 3221 =

3
= - ——-5}%-3- « Door de kettingregel toe te passen vinden we
1= 20 2X en o= 0P ox . A

%o 96 o8, 0&, T 98,
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Opgave 158, Laat v, = f,1cos riz oosf,, en M, = f,' sin &2 cos a} zijn.
Onderzoek welke punten regulier en welke singulier zijn. Als in de omge-
ving van een punt é: en f opgelost kunnen worden als functies van 7|, ,
W)l s ‘i,; sbereken dan de par-tlele afgeleiden van c‘: en 5‘ naar ‘V) 1’)len

3'
Opgave 159. Laat een functie ¥ (7,, 7, ) gegeven zijn, waarvan de par-
ti&le afgeleiden van de tweede orde bestaan en contlnu zijn en stel ver-

derﬁ%:@cos\/r en M, = uln\lf.DrukALP=(%;f + ’gzy)gai uit in
t 2 )

de parti&le afgeleiden van 90 (’ cos x,[/ e 51n77[f naar @ en 1// .
Opgave 160. Laat een functie P (7, Na > 7y ) gegeven zijn, waarvan de
partié&le afgeleiden van de tweede orde bestaan en continu zijn en stel

verder 771 = pcos cos\// N,= @ cosgﬁs:m"# M, = @ sin SA Druk

LP 8" v ChlL"d : :
—ALP— oI t )2 + J PoE uit in de parti&le afgeleiden van

@ (@ cos 19"00531/ o cos VY 31n}0 o sin ¥ ) naar e 7" en V.

(Aanwijzing: probeer van het resultaat van opgave 159 gebruik te maken.)
Laat @, (&, seees & )ounns Pon (&, 5.0, E,,) totaal differentieer-

baar zijn en (o(, seees O(M) een regulier punt van rang m zijn, zodat

‘P’(p(’g-..j O(M)=O,..., fm(d,y--.;d )——O en laat 2(Zz/’- -".:fg"*’m);é ]

zijn, Volgens (42.5) zijn er dan m functies
°
X\(Cl’...’C\%’Hmd-[’-'.,a’\’\),‘.‘, Xw(a'3--.;Cm,ém+,5.otjém)}
gedefinieerd en totaal differentieerbaar in een omgeving van
(O O aw+.sv(n:d\ ) ZOdat

q;J(X((; Gl e ) A (GG L E L),

o~ 1’ v e "
éM+,)o- v f, )= CvJ (j 13 --sm) en
xj(cp,(a.s.. VB e (S ...,2, Vol s G)= 6 (3=1, 0 0m).
jStellen we nu '% (é‘m+‘,,,,, E.)= 1/ ..,0, &MT, yeses é\.m), dan geldt
blijkbaar (O (W, (&, . ..., 6, ),. (c‘i%ﬂ,...,é‘.“),&w“,...,fm )=
£0(j=1,...,m) en voor een punt (?ll e s '*2..\) in een omgeving van
(o 5..0500..), Waarvoor geldt @, ( V\,,,,,,‘QM)=O (j=1,...,m), geldt ook
'\}{j (?Im+.9---:nm>= W’?J (j=1,...,m). De functies Y, ,..., ¥ geven dus
voor de punten in een omgeving van ( X, ,..., &, ) Juist een beeld van
de punten waar (¢, =...= {,, =0. We zeggen, dat door () (C,,...,&M)=
s (& s, &,)=0 de & ,..., &, impliciet bepaald zijn als
functies van &,,M*, Ses ey & en dat de expliciete functies
d‘-—“% mﬂ,...,(f:m),._.. & ’% viseeesbn) gevenden zijn door uit
de vergelijkingen ¢, (&,,.. & )=0, %(a, s ﬁ )=0 de (:»""":«m
op te lossen, De partiéle afgelelden der functies '\KI worden gevonden
als in (42.5). Dit geeft ons de volgende stelling.
(42.6) (Hoofdstelling over impliciete functies.) Als voor het stelsel
funeties p, ( &, ..., &), ...,pm(a ., &,) het punt (&, ,..., )
een regulier punt van rang m 1is, Ua. t 2 s 3 Pom) £ 0 en

D&, . « - L)
LPJ (X, 5ene,®n)=0 (j=1,...,m) dan zijn er m functies

¥, (Enseers&r)seean Vol s s, ), gedefinieerd en totaal
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differentieerbaar in een omgeving van ( X yenes &), zodat

O (Y (€ o) s (& oo € s 80020 (321, m)
en zodat er een omgeving van (4:,9([,. .o o(m) bestaat waarbinnen voor ieder
punt (M ..., M,) met & (M seevs Ma)=0 (§=154..,m) geldt
Vi (Mamers w05 )= (32150 0m) De - funetiomrematrx ar'f; wordt ge-
vonden door dezelfde matrix als vermeld in (42.5) te inverteren en van
de geinverteerde mafrix de eerste m rijen en de laatste n-m kolommen
te nemen,

Het eenvoudigste voorbeeld betreft één functile (P ((i,, ék) van
twee veranderlijken die totaal differentieerbaar is. Laat (*’(4 s o('z)
een punt zijn, waar Lf ( X, o(l)=o en waar %—‘2— continu en #0 is.
Dan is er een functie '\// (c‘:z) gedefinieerd en totaal differentieerbaar
in een omgeving van &, zodat (p (")/f (éz), 2,1)=O en gzodat er een omge-
ving van ( &,, o,) bestaat waarbinnen voor ieder punt (%, , M ) met

p ( s )=0 geldt Y| )= , » Verder is
¥, mw P )= 7

9_\}-’{ __ _9&

a&, 29 2

. 9,

Opgave 161. Als c‘,\\\ log(sin (f,, az)r_—tg ea'éa , bepaal dan -g—é:-i— , als
hierin a !

) als functie van &, beschouwd wordft.

%43. Maxima en minima van functies van meef veranderlijken.

We zeggen dat (P ( a.,-‘-u é:MI een relatief maximum (resp. relatief
minimum) in (X, ,..:, o, ) heeft, als er een omgeving van ( X seens R, )
bestaat, waarin ¢ ( & seees &lm)é’: 2 (o, suue, &,) (resp.

o ( é R D @ (&, ..., 0,)). Uit de overeenkomstige stelling voor
pfuncties van één veranderlijke (zie (18.4)) volgt direct:
(43.1) Als tp ( él yeeas &M) in (of,s...,a,,) totaal differentieerbaar
!s en daar een relatief maximum of een relatief minimum heeft,geldt
a(p(q”....,o(m) D P X n e s )
a.d‘. E Q&M =0,

Evenals bij functies van één veranderlijke (zie § 2l), kunnen we
nadere bepalingen voor relatieve maxima en minima vinden door afgeleiden
van htgere dan de eerste orde in de beschouwing te betrekken. WiJj be-
handelen hiervan slechts één geval:

(43.2) Als van ¢ (6:,‘ , ﬁl) alle parti&le afgeleiden van de tweede orde

in een omgeving van { &, &, ) bestaan en continu zijn en PRAEIRLLY, -

P
SO0 sg) o, (Dl lataon) 2 Q2 (e a‘qo(fl&xko
€ DE, ve, D &2 0 &S

2
o907 @ (X, & |
en fé\.a 2#2) >0 (resp. < 0) dan heeft g (ci,,d&) een relatief

minimum (resp. relatief maximum) in (X, ().

Bewijs: Volgens de stelling van Taylor (41.11) geldt
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(ﬂ ( a‘ s é’n.l)" go ( d, B d-l): %3"( @2()0[0{(—%9"(&.9"5«)9“1 -+ 9‘(&1* d\’))(é:,— O(>2+-
0 92W{0(,+’29‘(£é;dgéo(z+3(&1~¢'z>) (&'_p(')(£2~p(;);-
. D2 (x, + 5(&,—g,gf(a'+z9ﬂ(&1—0ﬁ)) (51- o/z)g), Wegens de conti-

2

nuiteit van de parti8le afgeleiden van de tweede orde zijn de gegeven
ongelijkheden, die voor deze parti&le afgeleiden gelden ook in een om-
geving van (X, , o)) geldig. Uit O #0 en o’ QJ’Z‘/\O volgt

OM'r2on bt Tl p ((m + F & )% Ql:é»-g—- £2)>0 dan wel4O0
naar gelang @E>0 dan wel < O 1s. Daaruit volgt onmiddellaiijk d(i(t )

w (&, da)" @A, A, )20 dan wel £ O 1s nhar gelang »(paél'; 2250
dan wel £ O 1s. Daarmee 1s het gevraagde bewezen,

D‘Qa[cx,gocz))e_ D% (ot ota) ‘)a@("""“l)>o is, kan

Als (

o€, 28, 2% PR
men makkelljk bewijzen dat er in ( &,, &, ) geen maximum of minimum 1is.
Als het =0 is kan nog niets geconcludeerd worden. al_,_al
1] ~

Opgave 162, Bepaal de relatieve maxima en minima van e

We vragen nu naar relatieve maxima en minima van een functie
(p ( C} saens Ei,,,\), waarbij we ons beperken tot die punten (&, 5eens ﬁ.m)
die voldoen aan de bijvoorwaarden A ( tf., e Em)=0, . "’Zk (5., seces 2«,,..)
Bijvoorbeeld kan gevraagd zijn het minimum te zoeken van de functie
P ( c‘f,,, &1)=(d, —’1)2+ E‘a onder de bijvoorwaarde?( (ﬁ' s 5.2)= f;-l’r 5,,.—.0
(meetkundig: de kortste afstand van het punt (1,0) tot de parabool é:’; =
=4 é.‘ ). Men zou dit kunnen oplossen door uit de bijvoorwaarde b.v. g

Il
®)

op te lossen en deze in de functie te substitueren en zo een probleem
zonder bijvoorwaarden te krijgen. Dit kan echter in het algemeen alleen
als —Q—Z——- #0 is. Lost men zo in het voorbeeld é,lop, dan krijgt men na
lsubstitiitie (&,-1)%44& =( & +1)% en dit heeft cen minimum biJ & = -1
daar 1is echter geen ﬁ,abij te vinden zodat aan de bijvoorwaarde voldaan
1s. Hadden we evenwel &‘,, opgelost, dan was er na substitutie .
(L &% 20 &7 (4 14 1)2 gekomen en dit heeft een minimum bij &, =0
4 2 ] T 2 ?
dat het punt (0,0) geeft, dat we in eerste aanleg niet gevonden hadden.
Nu is in (0,0) inderdaad 2 =0.

Met de methode der multipl‘icatoren van Lagrange kan de moeililjk-
heild verschillende oplossingen te moeten proberen, omzeild worden,
(43.3) Als (o, ,..., ®,.) een regulier punt vaen rang k is van de totaal
differentieerbare functies A, (& ,..., &), e, (&, ooee, &a) en

Y (¢ s ...,&M) totaal differentieerbaar is in ( &,,..., o/, ) en daar,
als de punten (c‘:,‘,,,,, a,h) beperkt worden tot de punten die voldoen
san ¥ | (&, 5..es € )=ee= Y (&, ... ,E, )=0, een relatief minimum of
maximum heeft, dan zijn er k re&le getallen /\, 5, }\K te vinden, zodat

, K ., )
geldt aw(o‘bz."‘»“ﬂh& A, 37&‘“’5'&'. 2 o) 0 (3=1,0..,m).
J

Bewijs: Laa% de nummering der veranderlijken zo gekozen zijn dat
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3(2’”-»» a?(k)
B(e",.... 5.)
k functies ¥ (aM,,..., ,')0,; Koy 80053 E.m) zodat in een omge-
ting van (&, ,..., o, ) de punten

(%‘ (&Ki-t ’.."ah)""l ’xﬁ(aki-t""’dm)’ ak*"""ém) JUiSt de pun"
tenh zi,jn die voldoen aan X | =...='1k=0. Dan heeft de functie

(P(y/; Kep 2072 a):c--;%(ax ""’{11-.) E‘ki-”" 2: )eenrela_
tief maximum of minimum in (o(k“,...,o( ), dus geldt daar Z -:5_% %@4-

L XY}
+ -——-fﬁ- =0 (Jj=k+1,...,n). Verder geldt volgens de kettingregel

f: JbL 2V ax‘ =0 (1=1,...,k; J=k+1,...,n). Omdat

in (X, ,..0,0,,) geldt # 0, Volgens (42.6) zijn er dan

N O,
E(X(ﬁ“'!XK) 0 i
t cees dat
DUE s » v o 4y #0, 2 Jn er refle getallen A, /\k te vinden zoda

(:Z:.L,-' AL' 37(‘ (02;56: .o >:(M) = - aw(d';'&'“ sO(M) (J=1,...,k). Voor
J=k+1,...,n geldt dan 5_- A; ")7&(“;2;_' Y Xan) =

_.Z:L R ( i axc (935;" > ;O(,,,) aa")!/x (.O‘k-s » * +® O(M\)___
= Tul &, . -
_‘z‘ a%“(“k's;: N yO(f\,o.’“t ( 2—‘ A () x (0()) oJ- . ‘)d‘lﬂ\)=
=t 3 C= aé\
'Li JWAL(O(ku)'J‘ M >0Km) 2}%0[3(:"" $am)__ _ ":) 90(0413?~ ‘baa\)
c SE; &~ = > & .

Daarmee zijn de gevraagde betrekkingen bewezen.
Als men van een functie de relatieve maxima en minima onder een siel

bijvoorwaarden wil vinden, kan men proberen uit de in (43.3) vermelde n
betrekkingen en de k bijvoorwaarden de n+k onbekenden & 1reees &‘n’
21 geas ,3 x °P te lossen. Eventuele relatieve maxima en minima in regu-
liere punten zullen dan onder de gevonden oplossingen voorkomen,

Past men dit "toe op het hierboven behandelde voorbeeld, dan vindt

men 2(5.1-1) - 4A= 0, 2&2 + 2/\5.2 = 0, é\g - 4&1 = 0. De enige oplos~
sing hiervep is A= - 3, &, = &, = 0. Of it werkelijk cen relatief

maximum of relatief minimum is valt hieruit nog niet te concluderen.

We moeten wel bedenken, dat (4.3.3) alleen geldt voor reguliere
punten en dat het gebeuren kan, dat een relatief mimimum of relatief
maximum, dat in €en singulier punt van de bijvoorwaarden valt, zo niet
gevonden wordt. Hiervan geven we een voorbeeld, Gevraagd het minimum van

de functie (&1«»1 + &2 onder de bijvoorwaarde &3 &2 O. Dit mi-
nimum is als volgt eenvoudlg te vinden. Uit &3 &2 volgt dat c‘:, =0

moet zijn. Dan is 4‘:1 +121en (&,1+1) + Cg_}_ 1, maar (i1 = Cz =0

voldoet aan de bijvoorwaarde en geeft de functie de waarde 1, Dit is dus
een minimum, Past men de methode van Lagrange toe, dan vindt men in het
geheel geen oplossing (ga dit zelf na). Inderdaad is (0,0) een singulier
punt van de biljvoorwaarde,
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Om na te gaan of een gevonden punt werkelijk een maximum of een mi-
nimum van de functie oplevert, kunnen we dikwijls met voordeel gebruik
meken van de stelling dat een continue functie, gedefinieerd op een niet-
lege compacte verzameling, een maximum en een minimum heeft (zie (12,12)
blz, 46 en (13.2) blz. 47). Nu is een deelverzameling ven een R dan en
slechts dan compact, als zij begrensd en gesloten is (zie (12.8) dlz. 451,
Verder vormen de punten, die voldoen aan de bijvoorwaarden X’1(C:1,".,&Tj=
= vee = X,k(£,1,..;,£;n) = 0, zeker een gesloten verzemeling, als de Ce-
finitieverzameling in Rn gesloten is, omdat X EEERE X-k continu zijn
(zie opgave 63, blz, 52). Begrensd behoeft deze verzameling echter niet
te zijn. Soms kunnen we, als de verzameling onbegrensd is, dit nog onder-
vangen, als we kunnen aantonen dat de punten met grote absolute waarde
zeker niet in asammerking komen voor een maximum of een minimum,

We zullen dit toelichten aan een voorbeeld, Dit ontstaat uit de
meetkundige vraag naar het rechthoekige parallelepipedum, dat bij gege-
ven totale oppervliakte K van de zijvlakken de grcot:*c inrhoud heeft.
Noemen we de lengte van drie onderlinge lcodrechte =itben 5~1, i?, ﬁ3
dan is de som der oppervlakken der zes zijvlakken 2'5:1 &2 + 25.1&3 +

+ 2 3.2 &3en de inhoud &1 2.2 8‘3‘ We krijgen dus de vraag naar het maxi-
mum der functie 2:12:2 &3 onder de bijvoorwaarde 25\,1 &2 + 2 E-1 2\3 +
: 2£2£3 - K = 0 (nierin is K >0), waarbij & 1, &, en &5 beperkt wor-
den tot positieve retle getallen. We mogen er gerust 5;1 = 0, CL2 =0
en aS = 0 aan toevoegen, wamnt dan is a1 52a3 = 0; de definitieverza-

meling is dan gesloten. Uit de bijvoorwaarde volgt 2(£1+ 52)63 £ K,

2
X K K
dus f. 1:4 TET en é\*zé’é'z,— (als &3 # 0), dus 5.15,2{\, 5‘—@"- Als
3 3 o 3
dus &,3> M, dan is é1<‘_‘2 634 -I-(—-. Door M voldoende groot te kisezen,
M
kunnen we dit willekeurig dicht bij nul krijgen. Hetzelfde wat we hier
voor 2,3 gedaan hebben, kunnen we ook voor 2.1 en 5,2 doen. Als we M

voldoende groot kiezen, mogen we ons voor de bepaling van een maximum
dus beperken tot 0 & a1‘5 M, 0 < &24‘" M, 0 6,35. M. Dit is echter

een gesloten begrensde verzameling. Hieruit volgt, dat er zeker een maxi--
mum van de functie bestaat, Dit maximum kunnenwe nu met de methode van
Lagrange vinden,

Opgave 163. Voer dit laatste uit.

Opgave 164, Welke punten van de verzameling, die bepaald is door é:? + 8

= 1, hebben de kleinste en welke de grootste afstand tot (0,0)? )

Opgave 165. Bepaal de lengte der ribben van het rechthoekige parallele-
pipedum, dat bij gegeven inhoud de kleinste som der oppervlakten van de
zijvlakken heeft.
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844, Transformatie van meervoudige integrelen.

We noemen een lineaire operator A een draaiing, als geldt \Ax “-xi
voor alle x, Een draaiing is eeneenduidig, want wit ix = O volgt )xi..\Ax}x
= O dus x = 03 uit (40.2) volgt nu dat A eeneenduidig is. Verder is
|Ax = |A(xay)| = \x-y\: afstanden tussen punten rlijven 1] drasiing
behouden. Ook inproducten blijven behouden, want i:»:"" + 2my o+ }y‘g.,{x'r;_rif?:—:
= 1 A(x+y)] @ = |Ax+Ay]® = [4x1? 4 2Ax Ay + LAy 1 = (ni° + 2Ax.Ay + \ylZ,
dus Ax,Ay = x.y. Daar de cosinus van de hoek tussen *wee veclcren met bi-

hulp van het inproduct en de absolute waarde gedefinicerd is, blijven
hoeken tussen vectoren bij draaiing ook behouden.

Een afbeelding T van Bn in zichzelf, die gedefinieerd is door Tx =
= x+c (c een constante vector) heet een translatie. Uiteraard is een
translatie een eeneenduidige afbeelding van Rn op zich zelf, De inverse
transformatie van een translatie is ook een translatie,

Een afbeelding W van Rn in zichzelf, dle gedefinieerd is door Wx =
= a + A (x-a) (a een constante vector, A een constant redei getal) heet
een vermenigvuldigingstransformatie met centrum a c¢n factor A. Als
A% 0, is dit een eeneenduidige afbeelding van Rn op zlichzelf; de inver-
se transformatie is een vermenigvuldigingstransformatie met centrum a en
factor —%—

(44,1) Als TV de beeldverzameling is van een begrensde verzameling V in
Rn bij een translatie T, dan is de binneninhoud van TV gelijk =aan de
binneninhoud van V en de buiteninhoud vion TV gelijk aan de buiteninhovd
ven V.

Bewijs: TV is ook begrensd, want uit Tx = x+c en |xi« X volgt

. +1
ITxl £ 1xl + |cl & Yy + 1c\. Een hokje bepaald door —-—- a <
o 2™

K .
(i = 1,...4n) gaat over in een verzameling bepaald door -——;E‘ + 3’ ié &i"/"
\‘\‘ +1 2
Z + &/1 (i =1,...,n), als J”""({n de componenten van ¢ zijn,

Met behulp van (34.25) valt gemakkelijk te bewijzen, dat een verzameling,
bepaald door Ay e & 14{3 5 (1 =1,...,n) een inhoud heeft, dle gelijk

is aan T(/}i- oti).

Opgeve 166. Ga dit na.
Hieruit volgt dat het hokje overgaat in een verzameling, die een

inhoud heeft, die gelijk is aan de inhoud van het hokje. Voor hokjes is

fle stelling dearmee bewezen. Een hokje dat geheel binmnen V ligt gaat bi]
de translatie T over in een verzameling met dezelfde inhoud, die geheel

binnen TV ligt. Hieruit volgt direct, dat S‘é"x )& I (T’V) (het symbool

I, staat voor bineninhoud, het symbool 1* voor buiteninhoud) Omdat



m¥ira> Sx 1y (7(V) = I,(V), geldt ook I,(V) £ 1,(TV). Omdat V omgekeerd ook
uit TV door een translatie ontstaat, geldt ook I, (TV) é—;‘(v), dus

<(TV) = T (V). Op analoge wijze bewijzen wij dat I*(TV) = I™V).
(44.2) Als WV het beeld is van een begrensde verzameling V in R_ bij
de vermenigvuldigingstransformatie W met factor >, dan is de binnen-
inhoud van WV l)ln maal de binneninhoud van V en de buiteninhoud van
ITA% j%[n maal de buiteninhoud van V.

Bewijs: WV is begrensd, want uit (xi< X en y a+ A(x-a) volgt
iy £ \al+ In I+ 1Al lal 2ia +ItY¥ + X1 g . Als A = 0, bestaat WV
alleen uit het punt a en heeft dus inhoud nul, waaruit de stelling K +1
volgt. Stel nu >\ > 0. Dan gaat het hokje bepaald door L T <

over in een 2m. K&+ﬂ 2m
fverzameling bepaald door 6(+>\--—-—-—-o( s 5140(:1 + A ( = - o(i),
o 2
die dus de inhoud XA Mo~ peert. Als >‘<'O, krijgen wij op analoge
K +1 Ky
wijze & -+)( -qj) < 5. £ x, +X (=== -o,) en een inhoud
i i ol i

(- X)"2"™ De inhoud van een hokje wordt dus met [™] % vermenigvuldigd.
Een hokjJe dat geheel binnen V ligt, gaat bij de vermenigvuldigingstrans-
formatie W over in een verzameling met [}/ " maal zo grote inhoud die
geheel binnen WV ligt. Hieruit volgt direct dat }"Vn‘ *n#‘%-) <-I (Wv).

A
Omdat 1lim *m(z-v I,(V), geldt dan ook [)\|" I.(V) = I (WV). Omdat

m > o0
V omgekeerd uit WV door een vermenigvuldigingstransformatie met factor

> ontstaat geldt ook [ ATRI(WV) £ T, (V), dus L.(wv) £ AT I(V),
dus I (Wv l)\ Op analoge wijze bewljzen wij dat I™(WV) =

- l»r%r*(v).

(44.3) Als AV het beeld is van een begrensde verzameling V in Rn bij de

draaiing A, dan 1s de binneninhoud van AV geli jk aan de binneninhoud van
V en de buiteninhoud van AV gelijk aan de buiteninhoud van V.

Bewijs: Omdat [Ax| = |x |, 1s AV begrensd. Wij bewljzen de stel-
ling eerst in het geval dat V een hokje is. Laat een hokje H met inhoud
I overgaan 1n een verzameling met een binneninhoud X I en een buitenin-
houd 4 I. Dan is in leder geval A é,ﬁk. We bewljzen nu eerst dat de
factoren A en M voor alle hokjes dezelfde zijn. Twee hokjes uit de-

zelfde hokjesverdeling ontstaan uit elkaar door translatie. Laat n.l.

K +1 v ¥, +1
de hokges bepaald zijn door «-—-: é < en £ % %i < im

2‘“ oM 2
ontstaat het tweede ult het eerste door de translatie Tx = x+c met
Vz] K} yn‘ K

c 2 (e L ____E_E) . Omdat A(x+c) = Ax+Ac ontstaan de door

2 2
draaling uit deze hokjes verkregen verzamelingen ook door translatie
uit elkaar, Uit (44.1) volgt dan direct, dat de factoren en s/ voor
beide hokjes dezelfde zijn. Nu vergelijken wij een hokje ult de (m+1)§
verdeling met een uit de me verdeling. Neem voor het hokje uit de

dan
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(m+’!)4— verdeling het hokje dat bepaald is door O £ Ei < mj-'l en van
het hokje uit de mS verdeling het hokje dat bepaald is dobr 0 £ §1 <
J-r—ﬂ* , dan ontstaat het laatste uit het eerste door een vermenigvuldi-
gin@,?stransfomatie met factor 2 t.o.v. O. Omdat A(2x) = 2Ax geldt het-
zelfde ook voor de door draaiing uit deze hokjes verkregen verzamelingen.
Omdat de inhoud van het eerste hokje 2~ -(m+1)n is en van het tweede
™M - ofp (m+’l)n’ zijn volgens (44.2) de factoren ) en 4 voor beide
hok jes dezelfde. We beschouwen nu de eenheidshyperbol B, d.i. de ver-
zameling, bepaald door }xi < 1. Van deze hebben wij op blz. 130 bewezen
dat hij een inhoud heeft. Verder gaat hij bij draaiing in zichzelf over:
AB = B. Beschouw nu Sxm( KB) . De hokjes die hieraan medewerken, gaan bij
draaiing over in een stel verzamelingen die samen een buiteninhoud
/As*m(ﬂ ) hebben en die geheel binnen B liggen, dus #S, (7LB £ 1(B).

Omdat 1lim S, (71,3) = I(B), geldt ook/aI(B) € I(B) en omdat I(B)> O
m-» ®

is, volgt hieruit 1. Door S (;{B) te beschouwen, vinden wij op
analoge wijze A< 1, Uit > & VarlWa £ 1en > 2 4 volgt N\ = 4 =

Dus heeft een verzameling die door draaiing uit een hokje ontstaat
een inhoud, die gelijk is aan de inhoud van het hokje. Voor een wille-
keurige begrensde verzameling V geldt dat een hokje dat geheel binnen
V ligt bij draaling overgaat in een verzameling die geheel binnen AV

<
ligt. Daaruit volgt s*ﬂgjxv) = I,(AV). Omdat m;igdjs*m(7(v) = I.(V),
geldt ook I (V) 2 I,(AV). Omdat omgekeerd V uit AV door een draaiing

ontstaat, geldt ook I (AV) E I,‘(V), dus I, (AV) = I, (V) Op analoge
wijze bewljst men, dat IX(AV) = I¥*(V).

We willen nu nagaan wat er met de inhoud van een verzameling
gebeurt bij toepassing van een willekeurige lineaire operator A. De
verzameling bepaald door O S f < 1, waarvan de punten ook te schrij-
ven zijn in de vorm x = Z §,ey met O s § < 1, gaat over in de ver-

A

zameling der punten Ax = Z SiAe . Noem Aei = bi' Wij bewiljzen, dat
i=1

er blj leder stelsel vectoren b,], ...,bn een stelsel vecioren d1, cessd

n
te vinden is, zodat bJ = §:1 >\13d1 (3 =1,...,n) en di.ctJ =0 als 1 # J

en d,.d; =1 (t=1...,n; §=1,...,n). In ieder geval kan altijd bij
d,],...,dk ( k < n) een dk+'1 gevonden worden, zodat 4, . dk+1 =0 (1 =

= Toeeesk) €0 G g = 1. Tmmers als oy = 0%,..., Fl) (hierin 1s 1 eer
index, geen exponent), dan is uit }: §§ §J =0 (1i=1,...,% altijd

J="
een oplossing x = ( §1, cees é ) te vinden, die van O verschilt. Door
dk-!-'l X i x te kiezen, is aan de voorwaarden voldaan. Verder is bi}]

jedere a een d met {dl = 1 te vinden zodat a = X d voor een of andere
2, want als a = O kunnen wij voor d een willekeurige vector met (d| =
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en X = 0 kiezen; als a ¥ 0, kiezen wij d =-T%Ta,dan is 1dl = 1 en

a = |aid. Kies nu d, zodat |d. | = 1enb, = n,,4,. Als bg-(b?.d,l)d,l=o,
kiezen wlj d, zodat |d,| = 1 en d,.d, = O; als bz—(bédq).d1 # 0 kiezen
wij d2 zo0, dat \def = 1 en b2 - (bédq)dq =;N22d2. In beide gevallen

kunnen wij b, - (bg.dq)dq = )\22d2 stellen; in beide gevallen is ook
dq'dg = 0, In het eerste geval is het laatste al aangetoond; in het
tweede geval volgt dit uit )\ 5 # 0 en A ooldsedy) = (by-(by.d,)a, ) .d,=0.

Stel dat dq, k gevonden zign, zodat di dJ =0 voor 1 £ j, 1 =1,
J
ks oJ = 1,000,k k<o &di\= 1 voor 1 = 1,...,k en bj = éé% %ijdi,

dan kiezen wij, als by, %Eﬁ (bk+1 di) d; =0, d, 4 zo, dat \dk+1\ = 1
- k

en d;.d, 4 = O voor 1 = 1, sk en als by - ggq (byyq-d5)0y # 0, Ay q

_ éL Y

zo, dat )dk+1} =1 en b, 424 (bk+1‘di)di = / k+1,k+1dk+1' In belde
k =

gevallen kunnen wij by, - %& (b .d,l)di = >\k+1,k+1dk+1 stellen; in

belde gevallen 1s ook di‘dk+1 = 0 voor 1 = 1,..,.,k. In het eerste geval

is het laatste al aangetoond; in het tweede geval volgtdit uit
K
Pt PO en ANy qeq(deg-dy) = oy g4y - g;}(bk+1'dj)(dj'di) = 0.

Hiermee zijn door inductie de gevraagde d,],...,dn gevonden, Als dﬁ =

= ( E%g.‘,,XEQ, dan is de lineaire operator D met matrix X§ een draai-

1
gi% E éi :; Ej_g Z: ;1 —-)‘2: = il . De inverse

transformatie C van D 1s ook een draaliing, waarvoor geldt Cdi = e; en

n n
dan Cb 2: A ; en C( 2 gibj) =35 ngbj. Nu bewi jzen wij dat
=1 3=1

de verzameling van deze punten een inhoud heeft die gelijk 1s aan

n
ing.Daarvoor geldt n.l. De, = d, en dus D(Ez: g.ey) = ﬁz: §,d; en

TT \>ﬁi‘° We bew1gzen dit door volledige inductie nacr n. De punten dzr
verzameling zijn g ;J. 1%1 >\ijei = i(j%i )\ij gj)ei. Nemen wij nu

°

i=1
f is, d.w.z. X

2. - _
Y (als App = 0 dan is van alle punten der ver-

dle punten waarvoor-de n< component

als )rm;éo, §n

andn = ?, dan is

il

nn n

zameling de nS component = O, dus de inhoud = O = TT'i}Aiil) dus de
n-1 %7 =

punten zijn }: § Cb, + —==- Cb_. We passen nu de vclgende hulpstel-
J=1 SIS Arm n

ling toe:

(44 .4) Als V een verzameling met inhoud in R, 1s en als voor iedere
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re$le M geldt dat van die punten (& 47 "é’n) van R, WaaPVOO‘I‘én =N
en die in V liggen, de eerste n-1 componenten als punten van een Rn-’l
opgevat een verzameling V('rl ) vormen die een inhoud heeft en als I(v(r) ))
als functie van m inte‘greerbaar is dan geldt I(V) = /I(V( ‘q))d .
Bewijs: We beschouwen de hokJjes die meewerken aan S, (7 ), dat

zljn de hok jes dle geheel binnen V liggen. Beschouw daarvan de hokjes,
KlM

o
Ky 57[ <h o1 bepalen die hokjes in R, 1 die geheel binnen V(v’) liggen

ry
die bepaald 21,jn door “n’xéai‘< met een vaste Kn‘ Voor de 71 met
2 - :

en de som van hun grootten is voor deze %) dusd-éj—- I(V(vl )) en dus ook

= ij sup I(V(‘V} )). Hieruit volgt dat S (7( )...S (I(V('r? )), dus
2 K% n+< Kn+’l

I(V)é‘/I(V(’V) ))d% . Door Sﬁ(?{ V) te beschouwen vinden we op analoge
wijze 1(v) > [T1(V(%))d7 . Dus I(V)=fI(V(?,))d'r) .
Nu is in ons geval de verzameling V()'l) bepaald door de punten

? & Cb + (Cbn- A__e ), die na translatie een verzameling geef?t

Aan nn - n
n 1
bepaald door de punten z aijj. Volgens inductieveronderstelling 1is
j=1 .
n-1
dan I(V(n ))=TTT \'/\ii\ . Dit is alleen zo voor die waarden van Y| waar-
i=1 A,
"n-1
voor O £ -A—21. Voor A\__> O komt er dus T VA ldm =
'/\nn nn 2 ii
n-1 O n-1 n-1
= A ;T_E"\iil en voor A <0 komt er \j i—-“ ) [Agldn= A, D | A5l
= A = =

n
dus in beide gevallen 7] \}iii{ . Om (44.4) te ¥unnen toepassen, moeten
i=1

we eshter weten dat de verzameling een inhoud bezit. We beginnen met het
geval, dat A 1174 0, i=1,..,,n. Stel dat we een hokje hebben, dat een
punt p=( '7r1,...,71~n) bevat, dat wel,en een punt AP=(€1,..., Qn) bevat,
dat niet tot de verzameling behoort. Omdat een hokje. blijkbaar convex
is, d.w.z, met leder tweetal punten x en y ook de punten m x+(’l-/u)y
met O & M £1 bevat, bevat het hokje ook de punten/wr+(’l-/u.)p met
04 s £ 1, Daar de verzameling bestaat uit de punten E:(f:i/'\ a )e

met 0% é\ <1, behoort dit punt tot de verzameling als 2 ,\ Ja‘j

= M €i+(’1~/a )"7?‘i voor i=3;...,n en zekere a,j met O...&jé 1. Vatten wi}j
dit op als vergelil jkingen voor aj‘ dan is, omdat de determinant van het



Il
vergelijkingrsysteem [ A ,,# 0 is, hieruit i Areens &
121 X

in de vorm &'f w“/u+w23. Omdat p tot de verzameling behoort, geeft

n °P te lossen

substitutie hierin van A =0 waarden van Z\”J waarvaor 0% (ﬁJ L1, 'vomdat
r nlet tot de verzameling behoort, moet bij substitutie hierin van M =1
minstens één der z{, J( 0 of 21 worden. Hieruit volgt dat er een sr met

Oé/Aé 1 bestaat, waawoor minstens één der & =0 of =1 wordt en de ove-

J

rige (i voldoen aan 0 £ E,J.‘é 1. Noemen we nu de punten

n n J

2. (ZZ A )2 Je. met 0 %&,<1 en minstens één der &,
o B i b b L J 3
rand van de verzameling, dan bevat dus ieder hokJe, dat punten binnen en

=0 of =1 de

buiten de verzameling bevat, een punt van de rand van de verzameling, We
bewlijzen nu door volledige inductie naar n, dat de verzameling een in-
houd bezit en zijn rand een inhoud nul. Voor n=1 is dat duidelijk, want
de verzameling is een interval en zijn rand bestaat uit twee punten. We
stellen nu A nn)O (het geval /\nn<o gaat analoog). De n< component
van een punt dat tot de verzameling behoort is Annan en dus 20 en

¢ A - We beschouwen hokjes uit de mE verdeling die aan m)(V) mee -
werken (zie blz. 121; de verzameling noemen we V). Voor een dergelijk
hokje, dat de punten (111,...,'%) bevat die voldoen aan %5714 eyt

m 3
2
< - m
geldt dus zeker W _ ;\rmzm en M _+1>0. Als nu w +12 ?\nnz , dan is

<4 Aanmé K_n+’l, waardoor Kn als geheel getal volkomen vastgelegd

is. Daar V begrensd is, is er een Lk(zie blz.121), waar V geheel binnen
ligt. De hokjes met deze Ww_ dle aan w m (V) meewerken hebben een to-
tale grootte die £ 2—m(2k)n- is. We kiezen een m > 0. Er is dan een
, gelat 2™(20)™ L T . Als w40, dan is
r né o<« Kn+1, waardoor Ptn als geheel getal volaomen vastgelegd is.
Evenals zoé&ven volgt hieruit, dat voor m> M1 de totale grootte van de
hokjes met deze x n die aan K(m)(v) meewerken £ is. Er blijven nu
nog slechts hokjes over, waarvoor 0<& KnL Y\‘nMd f\nnEm. Een van deze
hokjes, dat tot X (m)(V) meewerkt, bevat een punt van de rand van V;
daar echter C—.n=0 of =1 onmogelijk is, omdat dan M =0 of = A
moet voor één der c‘:,J met j=1,...,n-1 gelden 5-.3
even Kn vast en bepalen gehele getallen Pq,..., Yn door de voorwaarde
AinKn N n¥n
A nn A nn

M,] te vinden, zodat voor m>M

i din.
nn 2Zou ziin,

=0 of =1, We houden nu

£V, 4

5 +1, dan 1s blijkbaar ¥ n= K . Passen we nu op de

n

: Y1 Yn
hokjes met deze ¥  een translatie over (- — ,...,- =
: 2

— ) toe, dan gaan
2

deze over in hokjes met Oé‘qn L—j- , waarmee dus ook hokjes correspon-

em
deren van de mS hokjesverdeling der R _1 bestaande uit de punten waarvan

n
de n® component nul is, La-t nu 5 (> AiJ &J)ei een punt van de rand
r o =1 321
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§ (Wn+_2r_n_)’ dan 1is

/
van V zijn, gelegen in zo'n hokje ( dus -’5—34)1“1 n ~
2

-1
blijkbaar Z (Z A 13 ; )e, een punt van de rand R van v(0), de doorsnij-

ding van V met de Rp_1 der punten, waarvan de n§ component nul is. Past
men nu op het punt de2 hierboven gegeven translatie toe en vergelijkt het

zo verkregen punt met het punt van R dan krijgt men voor de i— component

. 21
z:> 5-.___-2:{>\ 5 -5, i<; & Aan¥n o
in nooSMmA LN
A inl
)in>o is dat £ —3‘1-—-—12— en voor >\in<0 is het \<O. Verder is
3 )/ : Aink
i in"“n 1 - 1
)11,1 n- F;)inin_ XY - el Voor /’\ih?O 1s dat2 - —é—-ﬁ- en
“nn /
voor 7lin< O is het 2> - lé%iﬂL - ;%-. Noemen we N het kleinste natuurlijke
2 2
A A
getal > max( 1'%1¥L Y. ,L~114L31L—), dan behoort het hokje dat door
- nn 2 nn

translatie verkregen is tot een stelsel van ten hoogste (N+2)n’1 hokjeé
behorende bij een hokje dat een punt met R gemeen heeft. Daaruit volgt'
dat de totale grootte der hokjes met de gegeven K n’ die meewerken ean
K(‘-‘)(v),g 2 M (N+2) ol *( 7£R) is. Het aantal waarden van Kn dat in
aanmerking komt is echter < )nn o™ en dit geeft dus dat de bijdrage aain
K (m)(V) daarvan < )\nn(N+2)n'1S§(7£R) is, Op R mogen we nu de inductie-
veronderstelling toepassen en concluderen dat de inhoud van R in R

n--1
>

nul is. Er is dus een M, zodat voor m>M, geldt S;(IR)< e .
32 (N+2)

Voor m>max(M,],M2) is dan K(m)(v) <% , dus lim K™(V)=0, dus V heelt
m-> co

een inhoud. Verder is het duidelijk dat de rand R van V een inhoud nul
heeft, want hetgeen we zo&ven bewezen hebben is juist dat 1lim S (Z R) =0,
dus I"(R)=0, dus I(R)=0. Als niet alle )i:ﬁé 0 zijn, mogénnq):; verondew-
stellen dat A nn’é 0, omdat A nnzo al afgehandeld is. We bewljzen dan
dat de 1nhoud van V nul is door volledige inductie naar n. Dit bewiljs

verloopt volgens precies hetzelfde schema als het bovenstaande bewljs,

want we kunnen nu S;(V) en S 5 (0)) op precies dezelfde wijze met elkaur
vergelijken als hierboven (V) en S (%R) Omdat volgens de inductie-
veronderstelling I(V(0))=0 is, kunnen we dan concluderen dat I(V)=0.

We hebben hiermee aangetoond dat de inhoud van V gelijk is aan

TT \7\ ii\ .. Nu is V de verzameling der punten Eq: fJCbJ. met 0% §,J <1 eu
1=1 4 ' 5=1 ‘

o]



nis 1V

‘Cb ﬁ: 7* 1581- Als Cb —-( Y,, ,...,}/nj), dan is Xi3=0 als 1> J en

Y = % als i< j. Verder is _T\le —!det'XiJ]. Als ¢ =( XRJ,..., XhJ}J

dan is (det Yi (det X det }’J det(§: ch Xk:)wdet(c .C ) dus
i, i,

det?{ij, \[EEE“'—TZ* Omdat inproducten bij draaiing invariant zijn
1,3

en c =ij en C een draaiing is, is de inhoud van de verzameling der

n
punten > tibi ook V'det(b .b ). Als (cxij) de matrix der lineaire

operator A 1is, 1is dus ]detcxij]- y’det b .b ) Daar de inhoud van de ver-

zameling, bepaald door O~$ §1<1, gelijk aan 1 is, is de inhoud van de

verzameling, die hierult door toepassing van A ontstaat, \det a(ijl
1,J

maal de inhoud van de oorspronkelijke verzameling. Een willekeurig hoxje;

bepaald door — ontstaat uit de verzameling bepaald door

0 <:§i<<1 door de vermenigvuldigingstransformatie a+ ) (x-a) met
K K .
a=( m1 seees —— ) en A= 2 (ga dat na). Verder is A(a+ A (x-2))=
o™ _4 o _q 2"
=Aa+ A (Ax-Aa) en dus ontstaat de door toepassing van A op het hokje ver-

kregen verzameling ook uit de door toepassing van A op de verzameling
<'§<<1 verkregen verzameling door toepassing van een vermenigvuldi-

gingstransformatie met factor i . Hieruit volgt, dat ook een willleiieu-
rig hokje door toepassing van.ﬁzﬁbvergaat in een verzameling, waarvan
de inhoud \det o(ij\ maal de inhoud van het hokJje is. Neem nu een

i,J |
willekeurige verzameling V en laat AV de verzameling zijn die door toe-
passing van A uit V ontstaat. Een hokje dat binnen V ligt, gaat over in

een verzameling die binnen AV ligt. Hieruit volgt ‘det X 1ﬁ 4:V)<I(

i,
i dus &geg & ijil*(V)SI#(AV). Evenzo vinden we 'geg A ij\ *(V)» 1% (AV).
Als det 4

=0, dan volgt hieruit 0% I (AV), dus I*(AV)=0=\det « \I¥(V
I 1,9 1

en I*ﬁAV)=O=}det<X A I4(V). Als det « J¥ 0, dan is A eeneenduidiz en
i, 1,J

heeft een inverse, waarvan de determinant a————-—- is. Dus
i

J
i,J
‘deg ~ I (AV)< I, (V) enl?fTEg—T T*(AV) > T*(V), dus I*(AV)=
;5 1,5

= |det A ;) [*(V) en I (AV)=|det dijl I, (V). Hiermee 1s de volgende

stelling bewezen,

(44.5) Als AV het beeld is van een begrenade verzameling V in R, biJ een
lineaire operator A en « 1s de determinant van A, dan is de binnenin-
houd van AV geliljk aan l«l maal de binneninhoud van V en de buiteninhoud
van AV gellik aaniei maal de buiteninhoud wvan V.
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Als f(x) een totaal differentieerbare functie is met definitie-
verzameling in R en beeldverzameling in R , dan is f(x)=f(a)+A(x-a)+
+|x-al e(x»a), waarin A de bij het punt a behorende functionaaloperator
1s. Als nu geldt dat bij ledere €& > 0 een © > O te vinden is. die niet
van de keuze van a afhangt, zodat uit | x-a| < o volgt le(x=a)l < €
dan heet f(x) uniform totaal differentieerbaar (zle voor het overeenkom-
stige begrip bij functies van één veranderlijke § 19, blz.74).

(44.6) Als f(x) uniform totaal differentieerbaar is, zijn de partiéle
afgeleiden van de eerste orde van f(x) uniform continu,

Bewijs: £(b)=f(a)+A(b-a)+|b-ale(b>a) en f(a)=f(b)+B(a-b)+ a-ble, (a#b)=
=£(b)-B(b-a)+\b- -al e, (a-ab) dus O=A(b-a)-B(b-. )+|b-a (e(b-aa)+e1(a~4b))
Bij £€> 0 is een © > 0 te vinden zodat uit |b-a} < 0 volgt
le(bwali< g en ’ (a»b)\( —. Dan is dus ook | A(b-a)-B(b-a)l < €lb-al
dus voor x met §x1<1$ is |Ax-Bx | < £1x). Voor X x geldt dan echter
‘AD\X B>ixl—-l\HAx Bxl(él»\“x{,n— S\\ x|, dus |Ax-Bx| < &} x| geldt voor
alle x. Neem nu x= =e dan isl%:_ 13- (313 JI_lAe —Bej\<IE , als dJ

het punt met J- component 1 en overige componenten 0O in R voorstelt.
Dan is echter ook td 13° ﬂij \< &, dus de partiéle afgeleiden van de
eerste orde zijn uniform continu.
(44%.7) Als f(x) gedefinieerd is op een convexe verzameling en totaal
differentieerbaar met uniform continue parti&le afgeleiden van de ecrstc
orde, dan is f(x) uniform totaal differentieerbaar.

Bewljs: Laat %01,...,‘P de componenten van f zijn, dan is volgens

(41.10) (PJ ) E?% ¥3 ?i—lyi) voor een W tussen v er

z., Verder is er bij £.> 0 een 0 > O te vinden zodat voor \u- v\<:0 en

“PJ '3\03 V)‘<

i=1,...,n; j=1,...,m geldt S5 - . Als den
Si nVm (5)
lz-y1< § 1is, 1s ook \ -¥]1< 0 en ‘fj (z)- ?’(y)— f;'—ELEELEC—(§i— %13J
Do) e b % =y
v S JJ ~ Y i ¢4 : ! .
+\Z Y i>:1 ( .agi - a éa ‘z_'y—\ . Verder is I—’T_—;i—-(é 1 dus
- < Jt 37 J —_
?.é’l 321 RS ) lz-y| g’l‘ 95y CR! < Vin

Als we dus f(z)-f(y)=A(z-y)H z-yl e(z2y) me § A de functionaaloperator

2
in het punt y stellen, geldt Ie(z.>y)]<. Qﬁ i‘ = £ ., Daarmee is

=

aangetoond, dat f(x) uniform totaal differentieerbaar is.



Erratum: Op blz. 188 komt stelling (44.6) en zijn bewljs te vervallen.
Stelling (U44.7) wordt (44.6) genummerd.

(4h.7) (Transformatiestelling voor meervoudige integralen.) Laat f(x)
een eeneenduldige functie zljn, die een verzameling V met inhoud
in R, in een verzameling W in R afbeeldt en laat f(x) uniform totaal
differentieerbaar zijn met eeneenduidige functionaaloperator, dusdanig
dat de elementen van de functionaalmatrix en van de inverse matrix van de
functionaalmatrix begrensd zijn. Laat verder P (y) een begrensde func-
tle zijn, die aan de punten van W ré&ele getallen toevoegt Als dan

( s a5 _,lno,
I e (s 3“34 s ({ 0w -
v AR £ 7
12---5 n LP) ,--., n
staan (hierin stelt-a (Pqﬁ...’ 2 de functionmaldeterminant van f(x)
(b5,

voor), dan bestaat Jo= & qJ(y)dbOy en J,=J,.

Bewijs: Als a€ V, dan volgt uit de totale differentieerbaarheid van

£(x) in a, dat f(x)=f(a)+A(x-a)+|x-ale(x), waarin A de functionaalopera-
tor van f£(x) in a is en e(x) een functie die - 0 als x-=a. Omdat A een-
eanduidig is, kan e(x)=Ad(x) worden geschreven, waarin d(x) bepaald is
uit d(x):A'1e(x) (hierin is 2~ de inverse operator van A). Dus f(x)=
=f(a)+ A(x-a+lx-ald(x)). Omdat de elementen van de matrix van 2”7 ve-
grensd zijn, ii er een van a onafhankeli jk ré&el getal }'1> g te v%n-
den, zodat lA y‘ <X,‘\y| voor alle YER_ (immers \Ay\\<\y) ?_:_1 | A ei\ ).

Omdat f(x) uniform totaal differentieerbaar is, is bij een ?i> 0 een van
2 onafhankelijke 0 > O te vinden zodat uit ix-a} < © volgt e(x)l<'jz s
dus ld(x)‘:\A"qe )| < que x)|< % . Laat nu een hokje bepaald door

fl

W+
e S’Ei (——E—w- geheel binnen V liggen en het punt a bevatten. Dan is
'2m 2m
een punt x in dat hokje te schrijven in de vorm x=b+ 57' Al 1€4 met
=1
Kﬂ Kn

(1 _n {2 < 4 <.
b=( s e e ern) en 0§ 4, o Dus a=b+ :Z:/#iei met O </li = —en

AN
[N

m
n I

X-a= EZ (')i-/“i)ei. Verder schrijven we d(x)= A:ﬁ bi(x)ei, dan is
=f(a )

Tl
2, Oum eV 2, O 6iDe,

. Voor x#a is d(x)=

A~ Tiggr(f(x)—f(a)+A(x-a)) en dit is een continue functie van x voor

xXsa omdat f(x) continu is; voor x=a is d(x):A—qe(x) continu omdat e(x)

het is. Hieruit volgt dat ) (x) continue functies van 2_1,...,}

n

zijn, dus ook :Ai /Mi \/i: (2 /MJ Eh(x) Als verder é% :%; dan
is voor X binnen het hokje |x- a\< , dus geldt |d(x)|< % dus

lgi(x')l< 7 . Houd nu >‘2""’>‘n vast en beschouw h,\-/&,]+!x—a\ 5,‘(:().
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1

Voor =0 is dit-/M1+lx—al o . ( is

4 A l ~/41+-———-”2 en voor X =
g 2 - a _,__rg
dit EFh«/M4+’x al 5% > M- Ve Wegens de continuitelt neemt

het dus in ieder geval alle waarden van het interval
-
t-ﬂ VE , - - Mg -—‘/-/g- 7@ , dat de lengte 1“—2—-1\?—1 heeft. Wat we
1 2 2 2
hier voor de eerste component gedaan hebben, kunnen we voor de andere
componenten evenzo doen, Het beeld van het hokje bij f{x) bevat dus in

ieder geval een verzameling waarvan de inhoud |det Ai(j:g—%gizjn is, dat
' 2

is |det Al (1-2 Vﬁ“y)n maal de grootte van het hokje, Doen we dit voor
alle hokjes van de mS verdeling, die binnen V liggen, dan vinden we, om-
dat f(x) eeneenduidig is en de beelden van de afzonderlijke hokjes dus

disjunct zijn dat (1-2VB%)™ > ldet A|ANxu< I, (W). Laten we nu
nxuev
v e\Ne

a\(kP/"l.O’@)
5(21,"')# )
Nemen we nu een hokje, dat iets met V gemeen heeft en daarin een punt
a€&V, dan is weer voor dienpunten X, die in de doorsnede van V en het
hokje liggen f(x):f(a)+A(£§%(Iki—/ui+{x-a\ gi(x))ei). Nu geldt in ieder

PV O en dus m>+ oo dan wordt dit [ ‘ \d w. <I*(W).

Vn
geval voor deze punten ”/Mi- ;ﬁ '7<>\ /li-i-\x -al 5 ( <—— -/L(i+ L 72
en het beeld van deze punten ligt geheel binnen een Verzamellng die
ldet A} (1+2 Y1 ?)n maal de grootte van dit hokje is. Dus geldt

(1+2 \(‘ﬁ}?)n Z | det A,A Ixl >1%(W). Laten we nu % ¥ 0, dan vinden
XN €V

wxyav ™
niet 1ee%
f AREE .

— dw_ 2> I*(W). Dus heeft W een inhoud en

a ( E/l:tanyz 3

-1 kpq,...,go ) ., |

f ) dwx. Op een deelverzamelling V' van Vde een houd
1""’ n

heeft kunnen we dit ook toepassen en vinden, dat zijn beeld W' een in-
houd heeft, en dat T(W')= § I(Pyseis P))

V! 3( 3;1,.'” gn)
echter voor een deelverzameling W" van W, die een inhoud heeft, dat de
verzameling V", waar W" een beeld van is, ook een inhoud heeft. Maken
we immers een hokjesverdeling, dan correspondeert voor een hokje, dat
iets met V gemeen heeft, met de doorsnede met V een verzameling met in-
houd binnen W, Met een hokjesverdeling correspondeert dus een verdeling
van W in verzamelingen met inhoud., Nu is f(x) uniform continu, want
f(x)-r(a)=A(x-a)+|)x-ale(x) en er bestaat een ¥ »>0 die onafhankelijk
van a is zodat ﬁAz\‘<‘X2 | z) en er bestaat een 51>>O, die onafhanke-
1ijk van a 1is, zodat voor |x-a| < & geldt le(x)]|<1; kiest men bij

dbdx. Omgekeerd geldt




&> 0nu { =min( 81, ET%T; ,-%}) dan is \f(x)-f(a)l < € . Met de rij

hokjesverdelingen correspondeert dus een rij verdelingen van W waarvan
de diameter tot nul nadert, Vormen we nu steeds over de hokjes

j"b(ipq:--w Py

‘ - dUJX dan nadert dat zowel voor de hokjes die geheel
(B asenns &)

binnen V" liggen als voor de hokjes die iets met V" gemeen hebben tot
(W") en dus voor de hokjJes die punten binnen V" en buiten V" bevatten
tot nul. Nu is als A de functionaaloperator in a van f(x) is, een van a

onafhankelijk refel getal ¥ ;>0 te vinden zodat |det a7 < XB is,
U Py @) \
)

3( &1&--': \{'
hokjes, die punten binnen V" en buiten V" bevatten, tot nul nadert en dus
dat V" een inhoud heeft. Kies nu een getal € 1>O, zodat }5;(x)\< i

2 I/
Fan kiezen we voor een £ > O Ix-a|< & 2..mj.r1(£ €). Dit omvat de punten

met A - V & <QX + =& | Dan is f(x)-f(a)= éi E ot X~ -al ¥4 (x ))e).
& 3

dus >-S;— . Hieruit volgt dat de totale grootte van de
3

3

n Vn
3 & £
Voor Eq=qu— —2 geldt nu weer Eq—=xq+]x-a( 5. (x)<- cn E_, en
V1 1 Vn 2Vn
¢ 2 o 5
voor = d,]+ —= geldt E,]- 0(,\+|x—a| S,‘(x)> = - zodat in
Vn € E »Vn 2 [1:1
ieder geval het interval (- 2 , 2 ) overdekt wordt. Evenzo de an-

2yYn 2Y¥Yn
dere componenten. In leder geval wordt de verzameling der punten y waar-
C

voor 3y}<:—%§: geldt overdekt. Nu is er een 5h2> 0 zodat lA'qz[< ¥ ylz s
2Vn -

&
dus |z} < Xﬁ\Azl, dus |Az|> —1—-|z{. Als dus ]f(x)-f(a)\<’-——jl—1: s
.an is |x-a|< & . Dit geldt alleen voor die punten a waarvoor de hele
Ez-omgeving tot V behoort. Stel nu dat P(y)2>0 is. Dan is emn hokje
H dat binnen W ligt beeld van een verzameling H'! met inhoud in V. Hokjes
die punten binnen en buiten W bevatten kunnen buiten beschouwing worden
.Belaten, omdat W een inhoud heeft en hun bijdrage dus tot nul nadert.

2 (q01,..., v )
Nu is yi?p qD(y I(H)~Xsup q?(f (x)) f 5T %q:-'~’>§2) dtdx <
seens W)
< sup Y(Ff(x)) sup ) %% (P I(H'). De diameters van de H'
xEH! xeH' | 2 Z’,],... %n>

naderen tot nul als m<+ oo omdat bij € > 0 een ¢ > O te vinden is zo-
dat uit |f(x)-f(y)| < § volgt |x-y|< £ . Het rechterlid gesommeerd

awver de hokjes nadert dus tot J, als m>+ o , j Y ( )dLU .
Evenzo vindt men &* (P(y)d w /J1, I 99 y)dLU = J,. Als QD(y)

niet overal > O is, 1is er wegens de begrensdheid van ¥>(y) in iedex
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geval een refel getal X >0 te vinden, zodat 5&?(3‘)7 - {5. Op de functie
tf(y}i- {5 kunnen we de stelling dan toepassen. We vinden dan

("f”"""’?n)& (pq""’Pr)
5 (2(x ))‘ dugr [50= [LPLER)Y o)
4Y §1,..,,§‘ ) x 3/5 3(5 xb(éq,...én

=A(V(Y)+J'5)dwya/w ‘?“(Y)dwy‘i'&ysl(w). Dus J,=J, ook in dit geval. Daar-
mee is het bewijs voltooid.

Opmerking: Dat een functie f(x) totaal differentieerbaar is in een
punt &, houdt in dat er een omgeving van a is, waar de functie gedefinieerd
is, De verzameling V in stelling (4%.7) is dus open. We behoeven ons ech-
ter nlet tot open verzamelingen te beperken. Als n,l1. V cen verzame-
ling met inhoud is en v¥ een open verzameling, dusdanig dat Vc V™ en f(x;
gedefinieerd op V' en totaal differentieerbaar is, dan kan stelling (44.7)
op V worden toegepast, als in de verzameling V aan de verdere voorwaarden
van de stelling voldaan is.

(44,8) Laat f(x) gedefinieerd zijn op een open convexe verzameling v
in R, met beeld in R, dusdanig dat de parti¥le afgeleiden van f(x) in
v? bestaan en uniform continu zijn. Laat V een deelverzameling met in-
houd van V" zijn en f(x) op V eeneenduidig met eeneenduidige functionaal-
operator, dusdanig dat de elementen van de functinnaalmatrix begrensd
zijn en de functionaaldeterminant in absolute waarde;een positieve con-
stante 1s. Laat W het beeld van V zijn biJ) de afheelding f. Laat verder
7 (y) een begrensde functie zijn, die aan de punten van W redle getal-

7([‘1:---5 ﬁ )

D( 13"" )
bestaat Jaa/lf(y)d Wy en J,=J,. { § "

Bewijs: Het volgt direct uit (44.6),(44.7) en (34.24),

Als voorbeeld beschouwen we { 1= pcoa  cos g P ée Fsin;a cos L}
{3 Fein . Dit geeft een afbeelding van de ruimte der ;0 §,v t’) in de
ruimte der ( f,‘, {2 §3), waarvan de parti¥le afgeleiden overal continu
zijn en dus in 1edere begrensde verzameling uniform continu en begrensd

(f408 2r §3)
2 (e, p.¥)

waarmee correspondeert § 1= §2=-0. Beperken we nu P tot &K ‘O & P, y?

(.5‘-{-:

len toevoegt Als dan J / ;/(f( )) \ \dwx bestaat, dan

Nu is

f) cosﬁ en dit is =0 voor JOnOen 2/:-2-+n7a’,

tot 0& <27 en ¥ tot, - L LE< 5< ;2”—' , dan 1s de afbeelding
eeneenduidig, immers § 4 2, s 2, f 3 =9 waardoor (© bepaald is; ver-
volgens is 9 door é P gin ¢ bepaald en, wegens g.)cosl. #0, ;0

door g,‘ poos ¢ 0089’ en §(2 psing cos Y . Verder 1is )P cosﬁl)
)é sin& . De beeldverzameling W bestaat uit de punten x waarvoor g <|xjcP
;;

n waarvoor T-goecs g .. Volgens' (44.8) gcldt dan:
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I(H)w? Z / )O cos l?d@dfﬁd*’ 3{?3 3)27 2 cos & . Laten we nu

£ tot nul naderen, dan nadert dit tot §TP3 De verzameling W is bevat
in de bol B bestaande uit de punten x met [x/<P. Voor de punten van B/ W
geldt |xl¢s of thB >cos& . Uit [xl¢&¢ volgt -t < gqéa en
31 | ¢ 2 2 2,2 .

$§2<g, 3 pcosé  en [xI& P volgt {1 +(§2 é3tg22\
éPZtgeé - dus -Ptgs £ é & Ptgs en-Ptge 4524 Ptg¢ . Noemen we ¢ 4
=max( & ,Ptgs ), dan geldt voor de punten van I:"/W —E < §1 < E
- 14 & g o £ 51, -P& {3\ P. De verzameling, die bepaald is door de laatst
ongelijkheden, heeft een inhoud 8 ‘1 P, dus I (B) B-T‘P3+82,] P. Als
£¢—0 dan & 170, dus 1°(B)< T‘P3. Verder geldt Wc¢ B, dus ;— <. I,(B).

Dus I(B)= 3-71‘?3: /2 /27" /() cos J dp dfdvg'

Opgave 167. Berekené( 51 +g2 )dw , waarin B de bol (x}< P in R3 is
(dit wordt het traagheidsmoment van de bol t.o.v. de 5 B-as genoemd) .

Opgave 168. Ber-eken de inhoud (oppervlakte) in R, van de verzameling, be-

paald door 5 {2 =1 (ellips).(Pas hiertoe de transformatie g,‘:-

,HOcoss/’ 52 2f‘sin)f toe.)

We merken nog op, dat de transformatiestelling natuurlijk ook geldt
voor enkelvoudige integralen (n=1).

We passen de transfomatiestelling nu nog toe op de berekening van de

_Fe jo0] _52 3
integraal van Poisson/ e > df . Natuurlijk is / e dg =
00

s 2

@ _ £ 52
=/ e % dg =2 1lim d§ . Noem I R)/ , dan is
0 R—>+oo

R - R R -( - )
(I(R))‘?a/) e "d§/ é"’dg‘ / e §1 5:(2 af 0§ ,=
Oty

d@x, waarin KR de verzameling in R2 is, bepaald door

Osx%qf: R, 0\<{2$R. Als nu LR de verzameling in R2 is bepaald door
1 L r =
|x| < R, % 120, £ 520, dan is K%R fzc Lpc Ky . Noemen we nu J(R)

- 54 +§ o -
= e dwx, dan is, omdat de integrand > 0 is:

(IR 2))°¢ 3(R)¢ (I(R))Z en dus 1im J(R)= 1im (I(R))2. We pessen nu
R->» +@ R-» 400

de transformatie §1m[0cos }f R {2“ stin f toe, waarvoor geldt
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9(? 14 o
IV psp)
geeft als beeld de verzameling LR( £.) der punten waarvoor ¢ «<ix] &R,

g't;o §2>0 Dan 184(2) —(§1+§<22) // ef)od/)dfg_

_g2 _Re).

}O . Dege 1is voor £<G < R, 0K 1994 -g- eeneenduidig en

Evenals hierboven bij het voorbeeld van de bol con-

jr( 2 "
cluderen we hieruit dat J(R)= 4?(1-e'R ). Dus-g; = 1im J(R)= lim (I(R))~

. +o0 o R+ +m@ R-> +@
dus %Ff = lim I(R). Dus/ e-g dg - VT,
R =+ @

(44.9) Leat f(x) een ecneenduidige functie zijn die een verzameling V me?

inhoud in R, afbeeldt in een verzameling W in R (k< n), en die uniform

totaal differentieerbaar is. Laat 50,‘( f,‘,..., gk)"“’}on(§1""’ gk)

de componenten van f(:&) zijn en stel dat er een re&le constante /> 0 is

(/( F»]:-A-:,Wkl

ERPE R
de eerste orde begrepad Dan is I(W)=0.

Bewljs: Vorm de functies 51),\( g,‘,..., gn)"“"}bn( ;1,.,,, gfn), ge-
definieerd door 71» ( )1""’§n)= y’q(gq,.i.,fk),...,sﬂk( g,\,..., fn)'—‘
=Vk(§1’“”§kh %k#ﬁ‘§V'“’é-’=%km(g1’“"§k)+§k+V"'
ceest (?1,..., ?Cn) P §<1""’§k)+§ ,» gedefinieerd op de verzameling
V”die ontstaat door ({ 1,..., gk)ev te kiezen en -1 <D§(1\1 voor )
i= ch-‘;p, ’.:I.l’ pDanl heeft V bli,jkbaar ook een 1lnhoud en - (\?;’.’zr;)

= 37 ::’“” Ef ; de parti&le afgeleiden van ‘7/1,],.. s ¥, 2idn =1 of

gelijk aarn partiéle afgeleiden van }’D,‘,..., 501(. Op de deelverzameling

zodat |

>ﬁ/; stel verder alle parti¥le afgeleiden van

¥ < , L
van V die ontstaat door {kM:"':é =0 te stellen is )W,f 9‘1,...,7&%—
= y ;deze kunnen we als de V in Rk interpreteren. (%? w PEERRE )n kunnen
3 , » 29 3 %
we nu (44.8) toefassen. We vinden dan dat I(W) /! i n d,

a(§1,“.,§n

maar de inhoud van V in R, 1s blijkbaar =0; dus I(W)=

Als (n-k) functies gf,‘( §1""’§n)""’$‘)n—k( {1,...,§Cn) gegeven
zijn, die zo zijn, dat daarop de hoofdstelling (42.€) over impliciete

functtes kan worden toegepast, dan levert de oplossing tot expliciete
functies een afhankelijkheld van k parameters, wanrop atelling (4%.9)
kt&n worden toegepast, Echter 1s de oplossing tot expliciete functies in

het algemeen slechts in de omgeving van een bepaald punt mogelijk. Als
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ebhter de definitieverzameling in een elndig aantal stukken te splitsen
is, waarin oplossing mogelijkis (dit is het geval als de definitiever-
zameling begrensd en gesloten is, hetgeen we hier niet zullen bewijzen)
dan kan op elk van deze stukken (44.9) worden toegepast, waaruit dan ge-
concludeerd kan worden, dat van de verzameling in Rn’ bepaald door

¢ A&y By)= = (&45...,4,)=0, de inhoud nul is. Als dit
het geval is voor k=n -1, dan heeft de verzameling U, bepaald door
g’q(é,q,...jalnxg 0, mits hij begrensd is, een inhoud. Een hokje nl.
dat een punt binnen U en een punt bulten U bevat, kan een hokje zijn dat
een punt binnen en buiten de definitieverzameling van qu bevat of een
hokje dat een punt binnen U en een punt waarin q>1< O is bevat. In het
laatste geval bevat het hokje, wegens de continulftelt van 901, ock een
punt waar (qu—o is. De totale grootte van deze hokjes nadert tot nul
blj verfijning der verdeling. Dus heeft U een inhoud.

§§45. Lijn- en oppervlakte-integralen.

Het geven van een goede definitie van het begrip "kromme" is niet een-
voudig. Laten we uitgaan van de verzameling der punten (2,4,£L2) in R2
die voldoen aan (P (5‘13552
ten , aan welke eisen de functie SP heeft te voldoen. Onder zekere voor-

)=0, waarbij we nog even in het midden la-

waarden kunnen we hier in de omgeving van een zeker punt é, als func-
tie van 8;2 oplossen (42.6). Nemen we b.v. een "cirkel" £;1§+~$ -1=0

dan behores bij iedere 2,2 met —14.5; <1 twee waarden van £, . Toch
kunnen we de cirkel met één parameter Voorstellen ciqucos A, é;2=sin7\
(04 A< 2T), Bit brengt ons op de gedachte een kromme in Rn te definié&ren
als het beeld van een functie £( A ), waarbij
Nemen we nu f continu, dan kunnen hieruit verzamelingen ontstaan,

A een interval doorloopt.
die
we zeker niet als krommen zullen accepteren. Een véorbeeld hiervan
‘schetsen we in het " kort (zonder de bijbehorende bewijzen).

L

L.,

e ¥

........

B s ey

.......

...... ..q

‘Neem een interval (1lijnstuk) en een vierkant (hlermee is bedoeld het
gedeelte van het platte vlak, dat door de zijden van het vierkant inge-
sloten wordt), Verdeel het lijnstuk in vier gelijke intervallen en het
vierkant ook in vieren als in de eerste tekening. Voeg aan de vier opeeon-
volgende intervallen de vier vierkanten.toe als in de eerste tekening;
Verdeel elk der intervallen en elk'der vierkanten weer in vieren en vbeg
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toe als in de tweede tekening enz. Elk punt van het interval is door een
intervalschakeling van dergelijke intervallen te krijgen en op grond van
deze constructie is aan elk der punten van het interval een punt van het
vierkant toegevoegd, Men kan bewijzen dat deze toevoeging continu is én
dat ieder punt van het vierkant als beeld optreedt. Dergelijke patholo-
gische voorbeelden van "krommen" zijn het eerst door Peanoc gegeven. De
afbeelding is niet eeneenduidig. Stellen we de eis dat de afbeelding
f( A ) eeneenduidig en continu is, dan wordt een meer aanvaardbaar begrip
kromme verkregen; echter vallen daar weer verzamelingen niet onder, die
we wel krommen zouden wensen te noemen, b.v. een 8-vormige kromme.

Een verzameling in Rn’ die bestaat uit de beeldpunten van een eeneen-
duidige continue functie f( A ) gedefinieerd op een gesloten interval,

heet een Jordanboog. Een kromme is een verzameling, die de vereniging 1is
van een eindig aantal Jordanbogen, dusdanig dat het beginpunt van de
volgende boog met het eindpunt van de vorige samenvalt. (Let wel, dat dit
niet het meest algemene begrip kromme is, dat wel in de wiskunde gebruilkt
wordt.) Bij een kromme kunnen we de definitie-intervallen van de opeen
volgende Jordanbogen aan elkear laten sluiten en aldus de hele kromme
als beeld van één continue functie verkrijgen.

We proberen nu de "lengte" van een kromme te meten door de kromme met
lijnstukken te approximeren. Laat f£(2 ) op {jg(>/3j} gedefinieerd zijn.

Verdee}l{ lo( s /5] in deelintervallen door &£ = A < 71,]< .. < Ak= ﬁ en

vorm 2L~ | £( A ) -f£( A 3_1)] . Als de bovengrens van deze uitdrukking voor

alle mogelljke‘dergelijke verdelingen bestaat, noemen we deze de booglengte
van de kromme. De kromme heet dan rectificeerbaar. Niet iedere kromme

is rectificeerbaar. Als de functie die de kromme bepaalt differentieer-
baar is met continue partiéle afgeleiden van de eerste orde, dan is voor

de booglengte een voorstelling te geven in de vorm van een integraal.

Laat de kromme door de functie f(A ) gedefinieerd op het interval [0<,ﬂ]

gegeven zijnden laat %’4,,..5épn.de componenten van f zijn. De partié&€le

afgeleiden d?% zijn dan uniform continu. Bij £ > 0 is dan een 5‘1><)

d(fi(d‘) d ‘Fl('_' )} £

e R Ty

voor i=1,..,,n. Neem nu een verdeling X = A < 2 < ... <‘A}c /3 van het
interval met een diameter £ J} Verder kiezen we(voor J=1,...5k ),/ko
zodat ﬂ‘j-ﬂ‘/“oj A-RJ Ult de middelwaardestelling van de differehtgaal—
rekening volgt, dat er (voor i=1,..,,n en j=1,.,.,k )/uiJ met

te vinden, zodat uit Yo~ - T | < J volgt

AJ—T </qlJ< ;lJ. te vinden zijn, zodat
(Pi(;lj’?i(’;lj 4 deilmyg)
- _ nigf .
ﬂj’ Ay - g - Dan is ‘/Uij"/“oj\ <.AJ— Rj_q £ J}s

“p(Ay ) d f'i(ﬂoj)lé &
Ajm Ay ar 1T ep - w

. Yus geldt ook
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(A )-f(A, ) af( ) £ a ¢ de
J - 0 af _ 1 : n
\i - aj‘j — -~ iég(ﬂ_d),amﬁ_(ﬂ,...,w).
Wegens S\X\'—\y\! \x-v 1 1s dan
df(ﬂkoj /.
Zlf(ﬂ (2, ] - 2:( L (2= 0| &

(A

e a0 g 1)<’ET’”—TZ~() Aga)= 2

Er is een o >O :dat ds de dlamater* van de 1ntervalver~deling AJ

_gg df(M ar(a) €
{(/\—A 2 dA | <
%; J" /

- Als dus de
diameter van de verdellng-< 8 =min t& 47 32) is, geldt

]jg'] \ £(™ J 1)) jli%i—} ti;\} < &, Als we een verdeling K =

= 7\04 \’lé - /\k=/% "verfijnen" tot een verdeling
X = Mol Mg lan o py= /b, d.w.z. als onder de 4o 's alle A 's voorko-

men, dan volgt uilt de driehoeksongelijkheid, dat
k

1
| f(;\J)—f(;\j—ﬂnié‘g:alfgﬁ‘r)“fgﬂ‘r_q)} . Verder is iedere verdeling

‘ PN )-1(2 5 4)  af(m )]

is, geldt

te verfijnen tot een verdeling met dieameter £ d , Hlerult volgt voor

iedere verdeling o« = ?\O-{ 3 <, '/\k— A, dat Z\ 3)’f(;\j—’l)? <
—J“[ Flw)-f(pm,_ 1)&ﬂ[}-—£~——‘dh-+£ en dus ook dat
=1

£

Kk
Z::‘f(ﬂtﬁ -f( Ay 1){ Jf —iilﬁl) dA . Hierult volgt dat de booglengte
J=1

df A ){d A

L bestaat en dat L £ . Verder is bij iedere & > 0O een ver-

P
deling te vinden zoc?at f———g—/\———‘dh < 2_ \f(/\ J)-f( A J-’I)I +gLly £,

ar( )
dusq{\'—TTX_—ldA 4 L. Dus geldt L= //ﬁ \ A . Dit geeft ons de
volgende stelling.

(45.1) Als een kromme in R, gegeven is door een functie £() ) gedefinieerd
op [cx /5 ] en met continue partiéle afgeleiden van de eerste orde, dan

heeft de kromme een booglengte, die gelijk is aan jﬂ1512§%-i aA
Opgave 169. Bepaal de booglengte van de cirkel, gegeven door 5, Pcos;l,
ég= esinﬂ (870 constant, O£ A\ «2%).

Na hetgeen hier over krommen is opgemerkt, ligt het voor de hand
een oppervlak te definié&ren met behulp van een functie die van twee pa-
rameters afhangt en de oppervlakte van dit oppervlak te defini&ren door
approximatie met driehoeken, waarvan de hoekpunten op het oppervlak lig-
gen. Hierblj doen zich evenwel nieuwe moeilijkheden voor, die we aan
een eenvoudig voorbeeld zullen demonstreren. Dit voorbeeld behandelen
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we meetkundig, hierbij vooruitlopend op nog niet bewezen stellingen, b.v.
dat de oppervlakte {tweedimensionale inhoud) van een drichoek gelijk is
aan het halve product van basis en hoogte.

’ We nemen de mantel van een rechte cirkel-
cylinder met hoogte h en straal R van het
grondvlak. We verdelen de hoogte in m ge-
1lijke stukken en de omtrek van de zo ver-
kregen cirkeldoorsneden. in n gelljke

stukken (regelmatige n-hoeken) op de wij-
e als in de tekening aangegeven. Hier-
tussen leggen we 2 mn driehoeken. Men

- rekent dan makkelijk na dat de som van
de oppervlakt61Van deze 2mn congruente driehoeken gelijk is aan

o)

2TR(Z sin %§Vh2+ %‘7432 L (?/—(51- sin -215)1*. Verfijnt men nu de verdeling,
n

d.w.z, laat men m'én n—s00 gaan, dan zou dit tot de oppervlakté van de
cylindermantel moeteh naderen. Doet men dit zo, dat daarbij m=n is, dan

nadert het tot 2% Rh; neemt men m=nZ, dan nadert het tot QFRVh2+g-WHR2;
neemt men m=h3, dah nadert het tot 4o . Men noemt dit de paradox van
Schwarz. |

We zullen dezc moeilijkheid omzeilen, door te eisen dat de driehoeken
niet te "spits" mogen worden, d.w.z. dat de verhouding van het kwadraat
van de langste zijde tot de oppervlakte bij verfijning begrensd blijft.
Analoge kwesties treden op bij meer dan twee dimensies; daarvoor zal
trouwens nog een generalisatie van het begrip driehoek moeten worden
gegeven. Met het laatste zullen we beginnen.

Lijnstuk, driehoek en viervlak kunnen bepaald worden als de klelnste
convexe verzameling, die resp. twee, drie en vier gegeven punten bevat.

Aangezien de doorsnede van willekeurig veel convexe verzamelingen in
Rn weer convex is, bestaat er bij iedere verzameling S in Rn een kleinste
convexe verzameling C in Rn’ zodat Sc C; C is n.l. de doorsnede van alle
convexe verzamelingen in R die S als deelverzameling bevatten. We noe-
men C het convexe omhulsel van S. Het convexe omhulsel van een verzame-
ling die uilt k+1 punten bestaat, heet een k-simplex.De k+1 gegeven pun-
tan heten de hoekpunten. We noemen een 1-simplex een lijnstuk, een 2-
simplex een driehoek, een 3-simplex een viervlak.

(45.2) Het k-simplex met hoekpunten ao,aq,..,,ak is de verzameling der

k R k
J \
punten E A@’' met A .,2O0en )y A .=1.
520 J J 720 J

Bewijst Noem K het k-simplex en V de verzameling der punten
Kk

k
2 AJaJ met A 330 en > AJ=1. Nu bevat V de punteén a%,...,a¥

(kies

.1. één der A .=1 en de overige =0), Verder is V convex: laat x=

=2 Aplev, y= 5 ujelev zign en 04 P&1. Dan 15 px+(1- p)y=
=0
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, k
_-.éo( v ’AJ+(1~P )}&3)33 en V 2J+(1~V ) 420 en Ea(p 134.(1_?)}“1)___1,

dus ¥V x+(1-V )ye&V, dus KcV, Dat V¢ K, bewijzen we door volledige in-
ductie naar k. Voor k=1 bestaat V uit de punten I\Oa0+ h1a’¥ met 7\020,
M;O en ')\O+ hqzﬁ, dus uit de punten Oa°+(1- \Q)a" met 0 £ ?\0.4,1,
die elementen van K zijn. Laat het nu voor k-1 bewezen zijn. De K, die
bij ao,.. .,za}c behoort, is een convexe verzameling, die ao,...,ak bevat
en dus ook ao,. . .,ak"1 en volgens inductieveronderstelling dus ook

k-1 k-1 k
.jZ;O/uJaj met M2 0 ean:O/AJ = 11; Neem nu een punt x = p ')\Jaj =

k-1 3 X
=2 Aga’ + A 8" met 2JgeenZ')j=1.Als A, =1, dan zijn
J=0 J=0

alle andere hJ =0enx =2 &K. Als ?‘k # 1, stellen we X =

k-1 k-1

; A 3 k A A
=(’?~7\‘)Z a+1\a.bluisq-—-£-—>0enz:ﬂ—%—=1.ms
K- Km0 T Ak k ' =0 '~ "k

N
<5 ?7'7\1; a‘je K en ak.é K; omdat K convex is, geldt ook x & K. Daarmee

is het bewijs voltooid.

We moeten nu een inhoud defini&ren voor een k-simplex., Dit 1s een
nieuw begrip, wat het moet een k-dimensionale inhoud worden van een ver-
zameling in een n-dimensionale ruimte. We zullen aan dit begrip inhoud
in ieder geval de eis stellen, dat het invariant is bij draaiing en
translatie en dat het voor k = n overeenkomt met de inhoud volgens de
integraaldefinitie. We beginnen dearom met een n-simplex in Rn en gaan
daarvan de inhoud volgens de integraaldefinitie bepalen. Laat de hoek-

punten ao,aq,...,an zijn (schrijf het simplex dan.[ao,aq,...,an] ). We
n
passen een translatie over -2° toe, dan komt er Z: A a'j - a% =

n j=0 I
= Z Aj(a'} - 89); dus[ao,aq,...,an} gaat over in {: b',a'kao,...,an—ao_) .
J=0

Noem aj—ac = bJ (j=1,...,n). De lineaire operator A, bepaald door
Ae‘j = b‘j transformeert het simplex [5,e1,...,en} in het simplex
[O,bq,...,bnj . We bepalen nu de inhoud van[ﬁ,e,‘,.ﬁ.,en] , dat isven

de verzameling der punten 2 _ tﬂiei met & 4=0en Z_ &, &£1. We berij-
1=1 i=1
zen eerst dat deze verzameling een inhoud heeft door volledige inductie

naar n. De verzameling der punten waarvoor L’n = 0 vormen Jjulst het
(n—'l)—simplex[ﬁ,e,],...,en__,‘] in R, _,, waarvan we volgens inductie ver-
onderstellen, dat het een inhoud heeft. BiJ] gegeven &1,. coy &

n-1 n-1 n-1
doorloopt &  het interval | 0, 1 - > Zy). omdat - g &, een
continue functie is, heeft het simplex wegens (34.25) een inhoud. De ba-
sis der inductie ls eenvoudig, want voor n=1 is het simplex een inter-
val. De inhoud van het simplex vinden we nu &ls een herhaalde integraal.



An 200

1 L"A
Bij gegeven A yeresh krijgen we ) dh i N.; bij gegeven
1 n- -1 0 i— i
1= A
1,... , A n.p dan e (1- 2 8 b )d?%n.1—2(1 Z A ) ; bij gegeven
n-% i=
' 01 Z?A;
e n-2 1 %‘3 3
N gsenes AH-B dan i(1- 2 As) 23 Moo= 5 (1= iJ?’Ai> enz.;
o ’ =
1- N

1
bilj gegeven 7),‘ dan/ Tr_l’:‘-"é')—" (1- 31-— Ag)n“edhz.—. '(?1':1’1'7'!'(1’21}’1-1’
0

n-1 1
tenslotteJ/‘ T__TTT (1- ) ) d /= 7T - Dit is dus de inhoud van het
simplex Lo eq,...,eﬁj De inhoud van het simplex [o b n] ontstaat
hieruit door vermenigvuldiging met de determinant van de lineaire opera-

tor A, dat is V det (bi.bJ). De inhoud van het simplex Lao,...,anilis dus
i,J]

é%-\/geg (al—ao).(aj—ao). Deze laatste grootheid, die wegens de draaiings-
p ]

invariantie van het inproduct blijkbaar ook draailngsinvariant is, ge-
bruilken we nu voor de definitie van de k-dimensionale inhoud van een

k-simplex [ao,.4.,ak] in een R n’ door deze inhoud te definiéren als

ET \/det (a -ao) (a O) De determinant hierin is er nu dus een met X

rijen en kolommen. Deze grootheid is inderdaad zinvol, want de determi-
nant 1is > 0. Dit zien we in door het simplex door een translatie en egn
draaiing te transformeren in een simplex in de Rk van de punten waarvin

de laatste (n-k) componenten =0 zijn. Stel pr=al-

© (i=1,...,k). Analbog
als in het bewijs van (44.5), blz. 182, vinden we punten Gqseeesdys z§-
dat bl= - Ajidj voor i=1,...,k, di'dj=o voor i¥j en =1 voor i=j. We
vullen d,‘:...,dk aan tot d,,...,d  zodat di.d3=0 voor 1#£j en =1 voor i=]
blijft gelden voor i=1,...,n; J=1,...,n. Er bestaat nu een draaiing D
waarvoor geldt Ddi--ei voor 1—1,...,n Dagp is Db =‘Ef:ch1eJ-c1 voor
i=1,...,k. Het simplex [o b ,...,b J gaat blj de draaiing D over in het
simplex [o,cq,...,ck] » dat echter geheel in de bovenvermelde Rk ligt

en waarvan de inhoud, zoals reeds bewezen is, gelijk is aan

ET \ det(c .C ), waaruit volgt, dat det (c j) > 0. Omdat D een drahi-
1,3 1, 7

ing is, is echter det (b .bJ)=det(cl.cJ), waaruit volgt, dat
1’: J

det (ai-ao).(aj-ao);CL

»
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BiJ de definitie van.het,begfib oppervlak stuiten we ob analoge moel-
1ijkheden als bij de definitie van het begrip kromme. We gaan daar niet
op in, doch veronderstellen direct dat de bepalende functies differen-
tleerbaar zijn. ,

Als f(u) een uniform totaal differentieerbare functie is, die een
verzameling V met inhoud in Rk afbeeldt op een verzameling W in Rn en als
de parti&le afgeleiden van f(u) begrensd zijn en de functionaalmatrix
rang k heeft, dan heet W ecen k-dimensionale vari&teit in Rn‘ Een twee-
dimensionale vari&teit noemen we een oppervlak. De els betreffende de
rang van de functionaalmatrix impliceert dat k¢ n is. We noemen de Rk
de parameterruimte van de vari&teit. (Eigenlijk behoort bij de definitie
slechts geeist te worden, dat de vari&teit bi] gedeelten aan bovenstaan-
de voorwaarden voldoet; we gaan daar evenwel niet op in.)

Bij een k-dimensionale vari&teit W enh een begrensde continue functie

¢ (x) gedefinieerd op W defini&ren we nu een varistelt-integraal van

y(x) over W, Hiertoe verdelen we de parameterruimte in k-simplices,
dusdanig dat slechts eindig veel simplices ilets met V gemeen hebben. Van
een simplex dat geheel binnen V 11gt nemen we de beeldpunten van de
hoekpunten bij de afbeelding f{u) (die dus in W liggen) en vormen het
k-simplex met deze punten als hoekpunten (dit simplex behoeft niet bin-
nen W te liggen) Van dit simplex vermenigvuldigen we de k-dimensionale
inhoud met de waarde van yﬁ(x) in een beeldpunt van een punt van het}/
simplex in de parameterruimte eﬁ vormen hiervan de som over de verdeling.
Dit beschouwen we als een approﬁimatiesom van de gezochte variéteit-iﬁ~
tegraal. We nemen nu een rij verdelingen, waarvan de diameter naar nul
nadert; hlerbi] stellen we echter, om de paradox van Schwarz te vermij-
den, de eis, dat de verhouding van de k< macht van de diameter van een
simplex in de parameterruimte tot zijn k-dimensionale inhoud begrensd
blijft (anti-spitsheidseis). Als nu voor ledere dergelijke rij verdelin-
gen de approximatiesommen tot dezelfde waarde convergeren, dan noemen
we deze waarde de vari&teit-integraal van #(x) over de vari&teit W,
In de nu volgende stelling brengen we een varlételt-integraal terug
tot een gewone k-dimensionale integraal over de verzameling V in de
parameterruimte.
(45.3) Als de k-dimensionale varitteit W in R, bepaald is door de fune-
tie f(u) gedefinieerd op de verzameling V in Hk en als f>(x) een be-'
grensde continue functie is, gedefinieerd op W, dan bestaat de varidteit-
integraal van ?o(x over W en deze is, als we u=( 2

4300 7‘1{): f=

= (SC,],...,}ﬂ } en ’Dfl ’0/51 seeas fl;l) stellen, gelijk aan

Df
t ) d el .
J(V 1? ( o/\ oLy )a ey

Bewijs: Niem een simplex [ﬁ ,...,uk] binnen V in de parameterruimte.
Laat u ~(7K sevas A )zijn Het bijbehorende simplex in R, 1s
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[_f(uo),..,,f(uki} . Dit heeft een k-dimensionale inhoud A=

- 1y_£(u®)).(£(ud)-£(u®))). Neem verder een punt us=
TZT\/ 2?3(@(1;) (u7)) . (£(u)-f(u eem

= /\1,...,7\k) binnen het simplex [uo,....,uk] . In u is f totaal diffe-
rentleerbaar; laat de functionaaloperator daar U zijn:
f(ui)zf(u)+U(ui~u)+(ul—u{ e(ui) ,

f(u°)=f(u)+U(uO—u)+]uo—u] e(u®), dus

f(ui)—-f(uo)=U(ui—u°) + luj‘-—ul e(ui)— [uC-u e(u®).

We vervangen nu eerst A door B= ‘ET\/ det((U(u -u®)). (U( -u®)))=

n_ k k 2P, 1 ¥ p j_20=
- §e§3%n &m En o, (Pe ) Ty e )

L TR . B0 e 3%y 5 d 3 0
A 3 g O AE SR RO

°) .det (2L, 25 get (D j--}to)=

*Vii,s B A T t
AN A 0y D f . ‘ )
= %7\, ;:'tfg ((u f-u \/deJ ‘3*1 5—;;) . Dit moet nog vermenigvul

digd worden met (f(u)) en gesommeerd over de simplices van een verde-

ling. Omdat -7-\/det ui-uo) (u‘j-uo)) juist de inhoud van {:uo,...,uk“ is

J

geeft dit een approximatiesom van deintegraaif (P(f u))\/d t( o f ;f)d
3y 3,

die bij verfijning der verdeling tot deze integraal nadert. We moeten

nu alleen nog aantonen, dat de fout die we maken bij vervanging van A

door B tot nul nadert bij verfijning der verdeling. Nu geldt, als &

en o re€le getallen zijn en o« > 0, 32 O, dat t\/&' —V—E)S \/m) ;

immers er geldt zeker‘VZ - —l NRIES +V/‘\

Ve -VE"‘ < Wo_f +V/ e \F' = )a(-/_S} s dus‘\f; -\)?jé\/\ac—m

Nemen we voor « en /2 de determinanten die in A en B optreden, dan moe-

ten we dus het verschil van deze determinanten beschouwen. Nu is

(£(uh)-£(u%)) . (£(ud) £ (u°))=(U(u"u)) . (U(uI-u®) ) +
(U(a %)) (Jud-u) e(ud) - uCoule (1) )+ ludou) e(ul)= ju®-ul (u®) ). (U(uluO
+( \ui—ule(ui)-’uo-ul e(u°)) .(]uj—u\e(uj)— ]uo-u) e(u®)).

Zo 1s leder element van de determinant in vier termen gesplitst; de

u.:"

determinant kan zo in 4¥ determinanten gesplitst worden, waarvan één
Juist de determinant is, die in B optreedt. Laat nu U >2 zo gekozen
zijn, dat |U(u)} < \d jul  (uniform in u) en bij g)’ o, 54 1 een 3> 0
zodat als de diameter < A is, Jei< b is (uniform in u). Dan is



Lot = 314 ( 2(12 2yk-1 %23 Nkt (4K_1)=2K! 4k-1)3/12k"‘ 3 2%%. Noem
J2~2k'(4k—’l) J,}EK 1 dan 1s\\/o< ’\F! < 3/2’\/5 ,\ . Laat verder X3>O
zo gekozen zijn, dat \99(x)1<52/3, dan is de fout, gemaakt bij één sim-
plex, in absolute waarde k' XB dfg’x/é }\ . De anti-spitsheidseils geeft
ons het bestaan van een d/4> 0, zodat, als S de inhoud van het simplex
is, geldt X k< A/us, dus \fout].(ﬁj!— 3’3 d/g‘l/—gﬂ()/qs. Bij sommatie over de
simplices geldt ZZ?S;QI(V), dus voor de approximatiesom geldt
\fout\L%(TB fe W/TJ/L;I(V). Bij een £ > O kiczen we nu & &

< &2(141)2

{3 e v’

We merken op, dat bij het bewijs van (45.3) niet gebruikt is, dat
de rang van de functionaalmatrix =k is. De stelling geldt dus ook, als
ann deze eis niet voldaan is.

De vari&teit-integraal van de functie die constant =1 1is (eigenlijk
dus van de karakteristieke functie van W), heet de k-dimensionale inhoud

, dan is \fout] &, €& . Daarmee is het bewijs voltooid.

) . 21  9f
van de variéteit. Deze is dus geliljk aanj det ( . ydw . De
1, O PN

tweedimensionale inhoud van een oppervlak noemen we de oppervlakte van

dat oppervlak; een varié€teit-integranl over een oppervlak noemen we een
oppervlakte-integraal eh over een kromme een lijnintegraal.
Opgave 170. Op blz, 200 hadden we voor een k-simplex in Rn al een k-
dimensionale inhoud gedefinieerd. Interpreteer zo'n k-simplex als een k-
dimenslonale vari&telt en bewijs dat doarvoor het oude en het nieuwe '
begrip k-dimensionale inhoud overemnstemmen,

Als voorbeeld behandelen we het boloppervlak | x|=P in Ry, dat als

& =

volgt voor te stellen is in parametervorm: =P cos ﬂqcosiﬁg, o
=P sin A cos7\2, £,3=P sin) met Oé/\,]J-Q o, - —/é'—é’\ 4-42‘- . Nu is
"b'\lf =(-P sin A FLEER P Poou'l\,]cOS/\g,O), %fl=
=(-Pcos A 4sinA 5, -P sin A,sinA ,,P 00522). Verder is det(,%—i— . %%):
2 .2 i, i J
P cos 7\2 0 5 2
= o|= P cos ;\2. De oppervlakte is dus
P
¥ om

Pooa/\dkd/\—evrP PR Sy

T aOnbevredigend is, dat bij de definitie van varié&teit-integraal het
parameterstelsel een rol speelt. Dit is het geval bij de eis, dat de
simplices in de parameterruimte een verdeling mo=ten vormen en elkaar
Jdus niet mogen overlappen; verder is de anti-spitsheidsels ook voor d&
simplices in de parameterruimte gesteld. Nu is e:3n vari&teit wel meer



dan alleen maar een puntenverzameling. BiJ een oppervlak, waarvan een
2 ' doorsnede in de tekening is geschetst, liggen
;:::::25:::::::5 de punten 2 en b in de ruimte dicht bij elkaar,
madr niet op het oppervlak en dit feit wordt
in het parameterstelsel wel tot uitdrukking gebracht. Het is echter ook
niet zo, dat slechts één parameterstelsel het ware zou zijn. We moeten
dus een geoorloofde parametertransformatie definié&ren,

Laat W een k-dimensionale vari&teit zijn, bepaald door f(u), gedefi-
nieerd op de verzameling U in Rk' Laat verder h(v) een eeneenduldige
functie zijn, die een verzameling V met inhoud in Rk op de verzameling
U afbeeldt, zodat h(v) uniform totaal differentieerbaar is met eeneen-
duidige functionaaloperator, zodat de elementen van de functionaalmatrix
en van de inverse van de functionaalmatrix begrensd zijn en zodat, als
qu,.. s X de componenten van h(v) en At s eess My dle van v ozign,

b ’7[_1:-. 7{
-V -a(//ﬁq:'-a’/&k

g(v)=f(h(v)), dezelfde vari&teit is als de ocorspronkelijke en we noemen

do bestast. Dan zeggen we dat W, bepaald door

de overgang van u op v een geoorloofde parametertransformatie.
We bewijzen nu, dat het begrip variéteit~integraai niet van het para-
meterstelsel afhangt. Met v Als parameter wordt de vari&teit-integraal

, — "
s o Ar

(g(v))Y det gl&.. 28yaw . Maar 215-: ) of A , dus

JCP i,J ( M D’uj) M A TIq 9

kK Kk IXe 9%As ,0fr ry
det(éﬁ.—a&:th; > LA SR ROR S 4
N/ dpy Ay © —1 55 My UMy ( =
)

Vdet——l—dt (2L | 2f) gep 2Xs _
r,s B

1,0 oMi 025 5,3 OMy
Vdet(Df ‘5(7(1:'-0:1/1{)
J bAi 3

a(/b'/‘:’vuv/{"-k)
varié&teit-integraal Ggo(f(u))l/det (%%? . J f)dlA’: maar hierop kunnen
i, J 1

{ . Met u als parameter wordt de

dA4

we de transformatiestelling (44.7) toepassen. We vinden dan, dat dit ge-

11jk wordt aan Jgﬂ( V)))Vdet (37\ ) \ X'\:.,.:Xk)\d W, . Bei-
1 J A Mysnes pry)

de parameterstelsels leiden dus tot dezelfde varidteit- -integraal.

Opgave 171. Als een oppervlak in Ry gegeven 1is door £~ yV(é:q,éi),

dan is de oppervlakte-integraal van een functie q’(x) te schrijven in

de vor'mff(,D((i,l, ﬁe,y(&q, f..e)) ’1+(-%%])2-F (%—%-2)2 da,‘d &2. Bewi js

dit.
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%’46. De formule van Stirling.
c.-—,

(46.1) n'= Vo m"% -n EE met 0 < U ﬁ’l (formule van Stirling).

: a a
Bewijs: Noem a = __rl_z____ , dan 1is ?M = e( }m-% , dus log n+l _
—_— n- o n+; -n Gy n+1 a,
s N Tax ) (@ 5Pk
=1-(n+:)log 22 | voor Yx| €1 geldt log T TW (zie blz. 98)

dus voor 0<x<1 geldt log 1+x> 2x. Kiezen we hierin z= T—’f’ dan is

a
1+X n+1 n+1 n+1 n+1
I = —5— en we vinden log —_—D —%— dus log <0, dus 5

1’1 n

<1,

dus an+’1<an‘ De rij a_ is dus antitoon en begrensd (immers an>0), en

dus convergent: 1lim an=<x We bewijzen nu dat X > 0 is. Voor 0« x <1

n-»00
2k +1 3 2
14X X X 1
geldt log -——~»<2X+2% 3 =2X+ ;—(———2-)— =2xX+ -3— (-;r_—x- - 1+X) Hierin
1 1 2n+1 1 _ 2n¢
kiezen we weer x= T dan 1is 7% = An 0 Tix T il o dus

n+’t 1 1 1 1 n+’¥ 1 ¢/ 1
108 < fap + moreny (| - ower)s s 108 > g5 (7 - gy) - Door op-

(-;-ll- - m). Laat men nu k=*® , dan

a
telling volgt hieruit log n+k> -
)

geeft & =0 direct een fegenspraak omdat het linkerlid dan naar -0 2Zou

gaan en het rechterlid naar - Té— Dusof > O en log ~—a T}' Dit
{1
geeft e iE N —-{1 dus X =a n€ T met OLS/’:’L Als we nog aantonen,

dat X \/2/1 is, is (46.1 %wezen Hiertoe gebrulken 7¢ het resultaat

)

4 k-1 i 2n-1

2 k- | n-

van opgave 140, blz. 143: [ sin Ny dx= H Ss en j sin x dx=
0] —2— k=1 0

— 2m e
{ -2%1 . Noemen we ﬁ_msin x dx B, dan geldt -g~'=
k=1 _f Sj‘n?m%-’! ax
7
- 2k) 2 K 2m+1 (* f
=B T{— — ey . Uit sin x dx & sin xdxé
M k=1 0 ¢
volgt direct 1‘~B f-gmm dus lim B =1. Dus geldt:
m -3¥00
(46.2) —2- = lim 5? '(?\(&_T}Tm)' (Product van Wallis)
m-= k=1
B (py)° += 21t M1y
Nu is |} = || (2k) = (mz)
k=1 (2k-1)(2k+1) k=1 (2k-1)2k.2k(2k+1) ((2m)!)“(2m+1)
4m_ 4 Bm42 -4m
Omdat n!=a nn%e'n geldt I lim ° om ™ -
- =0 » o= : . - ==
n y z 500 aan224m+’!n3m+‘f@—nm(mm)

= 1im mm -—-E-am = ;10@ dus okgmeT dus & m\/2ﬁ Hiermee is

het bewijs voltooid.
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Uit (46.1) volgt direct 1lim n. =1. We kunnen dus voor
n - \/5;%n+§e—n

grote waarden van n de grootheid Lféi’n“+%e‘“ in zekere zin als
"benadering'van n! gebrviken. Dit is geen benadering in die zin, dat
het verschil tussen ware en benaderde waarde tot nul zou naderen als
n-* , maar wel dat de verhouding van de afwijking tot de waarde zelf
(welke laatste uiteraard %eer snel stijgt met stijgende n) tot nul na-
dert. De grootheid 1-e” 7 geeft een schatting hoe snel dit gaat. Voor

nr N+ -1
berekeningen is 'VEH n e dikwiljls veel handelbaarder dan n!

Einde van de cursus analyse.




