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\JUvt/9 

We beschouwen ecn n-dimensionale Eu.clidisohe ruimte Rn, waarvan de 
pu.nten dus uit n-tallen rc~le getallen ( ], ,. •• , 5,) bestaan (zie § 10). 
We ma.ken de afspraak pu.nten van deze ruimte met Latijnse letters eri 
! . 
re~le getallen met Grieksc letters te schrijven. We beschouwen nu een 
functie <p ( ~,, .... , ~n )die aan de punten van een zekere de0lverzam.eling 
V van R reele getallen ·toevoogt en die aan de volgcnde voorwaa.rden vol-

n 
doet: 
1° de punten van V, 

• 
waar,oor_f /0, vormen een begrensde verzameling W, ~ 
get al ,t", > 0, zoda:t vo~r de pun.ton van W geldt · d.w.z. er is een 

fx/<0, i 
I. 

_2?. de :functie 'f is begronsd1 d. w. z. er is een getal cf~) 0, zodat 

"'voor alle punten x=( t ,- ... , )J G. V geldt \ f ( \,, .... , \ 1 ) l ( O A • 
We schrijven, als x==( 51, ... , J~.), al naar het ons het beste uitkomt, 

~ ( X) Of ~r ( t p " • t \ ll) • 
. We maken nu de functie ~ tot een functie, die in de gehele ~ 

fg_~de:finieerd is door vo_or x ¢-v te definieren lf (x.)=0. Het is duidelijk 
dat daarbij de voorwaarden 1° en 2° vervu.ld blijven. 

We gaan nu Rn verdclen in rechthoekige hokjes, waarvan de lengte 
der ribben ~ (m een natu~rlijk getal) is. Een hokje krijgen we door 

2 
t'!fen n-tal gehele getallen k 1t••••k te kiezen; h.et hokje i~ dan de ver-

't:: \:: n --lti ~- \: < .ki +1 
zam.eling der puntcn ( 5,, ••• , 5,.), waarvoor geldt 2m _: )i _-2m · voor 

1=1, ••• ,n. Eon dergelijk hokje heet een hokje uit de~ (hokjes)v-erde­
ling. Hct spreekt vanzelf, dat ieder punt van Rn in een en slechts cen 
hokje van de~ verdeling ligt. Verder is het duidelijk, dat slechts 
eindig veel hokjes uit de~ verdeling pu.nten met W gemeen hcbben, n.l. 
als 1 een geheel getal ~ d~ is 1 ten hoogste (~+11)n. 
O~gave 12_1. Ga dit laatste na. 

Als m.1 (m2 , is een willckcurig hokje van 
zameJj .. ng van een hokje uit de ml~ verdeling. 
zijn, bepalen we 1 1, ••• ,ln zo, dat 

de m2e verdeling deelver­
Als n. 1. kp ••• ;kn gegeven 

11 · ..... k. -4~<-- mt."'."'m,. .. 
¾< {11+1}2 en omdat hierin gehele 



getallen staa.n geldt: 

. It +1 <(l +1 )fl.1.-m• , 
'. i - i 

. . li t 11+1 
volgt du.s m. ~ ~,· < m • 

· 2 I 2 1 

· ~et aantal hokjes van de m2~ verdeling, dat bevat is in een hokje 
(m.,-m, )Jl 

van de m1.! verdeling bedraagt 2 ( nog steeds geldt m.1 <m2 ). 

O~gave J28. Bewijs dit. · 
We noemen 2-mn de grootte van een hokje uit de m.2. verdeling. Dan is 

de som. van de grootten van de hokj es van de m2.! verdeling die- beva.t 
zijn in een hokj e van de m/=: .. verdeling, gelij_k aan de ,_grootte van het 

(m.t-m, )n' -mz.n -•rntn 
hokje uit de m1.£ verdeling, immers 2 2 r 2 • 
i . Als symbool van een hokje kiezcn we If xii ; zijn grootte schrijven 

we h U xfl • De ~ verdeling schrijven we Vm. We definieren nu de ~ 
bovensom s: ( 'f} van ~ door van elk hokj e de grootte tc vern1enigvuldi­
gen met de bovenste grens van tp gcnomen voor de ~untcn van dat hokje 
(deze bestaat op grond van voorir>Jaarde 2°)en op te tellen. Op grond van 
voorwa.arde 1° bevat dezc som. slechts e::i.ndig veel termen dit; van nu.1. 
verschillen. Analoog defini~ren we de~ benedensom ~*m( p) met de on­
dorste grens van,,. In symbolen geschreven: 

Smit ( <f )= 2 . 2-mn q,..s;t_P. 11",. lJ) (y) en SJtm{ tp )= L._ 2-nm inf ~(y}. 
\j)(\\f'V.,., 11 .,... b ' Ux\~ 1:: V,.~ ;j-f:1'lt♦\ { 

We mocten hierbij bedenken, dat we lf tot de gehele Rn hebben uit­
gebreid, zodat dus bij hokjes die punten buiten V bevatten de waarde 0 
[oor de vorm.ing van sup en inf' m. eegeteld moeten worden. 
'{34.1} Voor m1 < m2 geldt S¥im, ( lf) ~s~1-{ 'f) 5. sm: ( lf') ~sm7 ( lf ). 

~ewijs: S1:m;t_ { t.p) ~s: . ._ ( tp) is evident. Verder is evident dat, als 
L ·en M declverzamclingcn van R zijn en LCM, gcldt sup !..p (x) ~ sup 'f' (x) 

n ?1;.EC ' ')(€ M 

en inf ~ (x) ~ infM tp, (:x:). Voor \\ylf E. V goldt dan 
.)( EL \ :x.C: m, 

8{., ~v...,_ ".l:!,~1r1, 'f ( a ) L:d\x I\ _,_ .i,,. V.,., "-'!:~in \P ( z ) i1 // x If = 
U ir)l cU ,i, H :><I\ c \\ 'J- 11 

- ~p 
- 1/..eUyJI 

tP (z) ~ A If :x: ff= sup lD (z) 4i/yl/ • 
l ~- ~E:./11" I 

fl't<ll c. /I !JI:.. ' 
Door dit over de hokjes van do m1~ verdeling te sommeren vindt men 

Sm:( tf') !::Sm~( tp). De betrekking S:-1-m, ( t.p) ~q.~
1 

( tp") wordt op analoge 
wijze gevonden. Daar:m.ee is (34.1) bewezen. 

Hierui t volgt dat de rij ~~m ( <p) eon begrensde isotohe rij en 
s:(tf) een begrensde antitone rij is. Beide zijn dus convergent; noem 
hu.n J.imictcm resp. de benede:t,!._in.tegra.9i,l en de bovenintegraal van <p •. 
In symbolen: • ~ 
· lim. Sifm. ( <f ) = ,. lO ( x) d"':x. 
hJ7oll l' I· 

,; · ',t,M,;~r,,A¼,1,_,~~Y,,Jr,;J,'~ ... ;,,,.'., 

en 
* * . 

l. im. Sm ( to)= f w. (x)m..." • 
111➔ 00 r. , . 1 ----:x: 



Verder V'olgt ui t ( 34 .. 1) nog: ... 
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(34,.2) J Cf (x)cw:x: ~ J 'f (x)dwx • 

Als 'J <f (x)dwx= r <f (x)dwx, noemcn we de funotie tp (x) Riemann­
inte,sr9erbaar of kortwcg .!P..,tog_reerbaar. In dat geval heet de boneden­

inte.graal=bovenintegraal de .:!Etegraal van lf , geschrevcn f <p (x) dw:x:" 
Men spreekt ook wcl van de p~paalde integraal in tegenstelling tot de 
later te behandelen onbepaalde integralen. Als n=1, dan is R1 de ruimte 
der reele getallen en lf ( ~) een reele functie; men schrijft dan voor 
de int~gro.al van 'f eenvoudiger J. t.p ( ~ )d ¾;- en analoog v6or beneden­
en bovcnintegraal. In dat gcval noemt men een intcgraal ook wel een 
enkelvoudige integraal. Voor willekeurige n sprcekt men van een 
n-voudig~ integraal ; als n > 2 in het algemeen ook van con meervoudige 
tintegraal. 

I 

Niet icdere functic is intogreerbaar; neem b .. v. in R1 voor V het 
interval [ O, 1] en daar tf ( ~ )=0 voor irrationale ~ eu ({; ( $ )=1 voor 
rationale~ • Ecn hokje in R1 is een interval. In ±eder interval lig­
gen zowel rationale als irrationale getallen ( zie ( 3. 37) f.'.".l ( 8. 44)), 

dus geldt voor alle hokjes die tussen O en 1 zijn gclogen,aa.t su.:p <f( ~ )=1 

en inf .lf ( ~ )=0. Dus s~m( 'f )=0 en S= ( tf )= ~ D. (l:x:11 =tr12-m=1 
IIXU~ V 

voor alle m. Dus. ftp ( ~)de =0 en J~ <f ( ~ }d~ =1, dus <f is niet 
integreerbaar. ~ 

Een bolangrijke functie in V is de z,. g. karakterj£._tieke functie 

X .,..(x) va~ V, dat is de func·cie die in V overal de w2,arde 1 aanneemt, 
Jdus 'X.v.(x)=1 als xEV en Xv-(x)=O als x¢v. De integraal (zo deze 

bestaat), resp. de boven- en benedenintegraal van dezc karakteristieke 
functie hoet de inhoud, resp. de buiteninhoud en de .k_inneninhoud van v. 
Deze begri::ppen zijn dus g~definieerd voor bogTcnsde vorzamelingen V 

(de inhoud natuurlijk alleen als dezc bestaat). 

Als Y' (x) een fu.notie is, gcdefinieerd in Rn, die voldoct aan de 
voorwaarden 1° en 2° en Lis con deolverzameling van Rn' dan heet de 
integraal van de functie, die in L dezelfde is als Cf (x) en buiten L 
nul is, zo deze integrao.l bestaat, de intograal van 'f (:x:) over L. 
Dit is ook anders uit te druklrnn als volgt: de integraal vari f.f (x) 

over L is de intcgraal vnn hot product r (x) XL (x)' in SyE.bolen' 
SL.. f (:x:)d:Wx= f r ~x) ·x l (x)d1..':'{· Analoog voor boven•·· en bencdeninte­

gralon. In R1 wordt; de integratie over het interval [q , f.,l ook als 

voigt geschreven: 11f ( ! )d l; , 
Cl( 



We-noemen sup w(x)- inf (f{x) de schommeling van lJJ in de ver- ~-
X ~ L f X~l I 

zameling L, geschreven oz ( 'f). We voeren nu de bij de ~ verdelin? en?·'•·•:·· 

de funotie <p behorende r -functie in als volgt: r~m) ( E ) is de som 

van de grootten van de hokj es in de m2-verdeling, waarin tp oen schom-

meling ~ £ heeft, dus t:" (m) ( & ) = ~ - L':i, l/:x:11 ~ 
'f . {r)( I (i_·-Vn, . 

°'1x,,f.PH£ 
( 34. 3) Een in Rn gedefinicordo functie 'f ( :x:), die ann de voorwaarden 

1 ° en 2° voldoet, is dan en slochts dan integrecrbaar als Yoor iederc 

E. > 0 geldt lim t (m) ( £ )=0. 
11'~ ➔ CJ(.) 'f 

Bewijs: Stel eorst dat (J) integreerbaar is, dus lim · S ~ ( u; )= 
l 11\-..:.0C' m I 

:n~CY", S;(-m( <f)=I. Kies een C.> 0 en een 1 > o, dan is daarbij een N 

te vinden zodat voor m >N geldt; 0 i I-S,.._m( y>) ( ¥- en O ss;( f )-I<¥-. 

Du.a O 5: s:~ ( <f )-SM-m( 'f) < '\ £ ,. dus ) ' O'f.,ru( y1 ) Li II xii = 
/r?t: 11 t Vm 

= L .. - ·:~ ( sup lD (y )- in:f' lf (y)) 6 If x f{ < t·\ E.. • De hierin 
fl xt~m ~ flt ?I. ti I 1d I. JI XII \ 

optredende som bestaat ui t termen, die all en ~ O. Door nu alle term.en 
weg te lat en, waarin d.e schommeling < €.. is, vindcm we 

en omdat £. > 0 ,•·volgt hioru.i t -c.Jm) ( f. ) ( 1 , dus r-~~to r (m)c £ )=0. 
I <f . 

We bewij zen· nu d0 omkoring en verondcrstellen dus d'l.t 

•i.fl)<) t~m)( € )=0 voor iedere E > O. We noemen weer W do vorzameling 

Ler .,i;,unten waar lf ( :x:) fo, a.an is W begrensd en dus ook de som van de 

grootten der hokj es die iets met W gemeen hebbeni >-: _,. __ b{lxlf < 0:"" • 
II X I l 1"\ \1-,f ::5 
11,·d l!?i;i_, 

Omdat vcrder 'f begrensd is is ook de schommeling van lf begrensd, dus 

crv-1 (tp) ( 1'1 • Kies nu ecn Y\). o, dan is er een N zodat voor m)N 

geldt t: (_m) ( _0.,....,. ) ( r\ • Dan is 
~, · A f ~ QY ,. 

f;., ( tp)- :f*"1 ( lp) .z 12 1 : Tn~n (\J))6!hdl ~ 2,, °t,xu {w) Ll\lxU + ~ <fux't (ti,) )LJl/-:(1/ ~ 
l'J( I If vt'l'I I l/?:11 ! Vrn 1 . 1~1 I T 

o;;,c,/tp,) < r'\- Vµy11 (1.f J~ f"' 
•·01 ,; 

~ ~ l _ ~ 11-:d(-t f1 .,--= ~ II-xii ~ :6_ l. + ;v i"") (tl ·)· t I\ + il :V\. 
lX_ t/711 ~ v,.,.. . 4 tl1t" £ v~ · - • 2 r (J4 . i/ rir -r · "l ,., · · \ 

:;: 



An 120 .. 

,'j* ,. . * . . . 
.Maar O ~ J tp(x)&Jx- J.,. \f (x)Mx ssm ( f)-SY-m( tp), dus voor iedere ,·\), 0 

is o <J'*i,p(x)cY,Jx- .J~ ~) (x)d&Jx < '\ dus f'* lf(x)db.Jx= J:. tp (x)dlJx' dus 

<-p{x) is integreerbaar., _ • . . \.. , 
O;pgav::e 1 :?J!. Definieer op het interval LO, 1 J cle functJ.e lf ( ; J door: 

lf ( ~ )=0 als 3 irrationaal is, ip(5. )= ¾ als ~ rationaal is en J2 
de standaardschrijfwijze is van 3 (zie blz .. 16) .. Bewijs dat l(>( \J 
continu is in de irrationale en discontinu in de rationale punten van 

het interval. Bewijs dat CJ) ( 5) integreerbaar is en bereken de inte-

graal.. 1 

O]gave ,1.30. Eewijs dat _( 5 d ~ bestaat en bereken de integraal .. 
(34.4) De son1 van twee 'integreerbare functies is integreerbaar en de 

integraal is de som van de integralen van de afzonderlijke functies. 

~ewijs: We bewijzen eerst voor een verzameling L da·I; 

~Jl ( cp (x)+ X_(x)) < :~~1i_ \f (x)+ ~~- '\ (x). 1:_oem 
sup ( tp (x)+ )( (x) )= Of. , ?:U:P. ... lP (x)= 8 en SUP, X (x)= r • Stel 
?( € L. · ;( ~ l I c--· I" -'Y.LJ- ,, ff 

0(. > l3 + 1f en noem r:x ___ p., ... If= u 1 dan is c) > O. Er is een y ~L 

zodat y;(y)+ ~( (y) > cx ... 6 .. ., /1Iaar y> (y) i (:s en ·X. (y) ~ 0 , dus 
~ + <Y ~ !f (y )+ X (y) ) C< - u • Di t geef't een tegenspraalr, dus * . -·•-•--ex ~ f3 + If . Dus s ( 1.£1+ Y )= > _ sup ( u ( z) + V (")) 6 H x !I ✓-

m l .q_ t!XHE;·\t, ~t. l/7<11 ·1' /\,._ .,_, ~ 

~ ):· su:p tJ.) (z) -~ II xii + 2 - sup ~{(z) .6 llxll = 
//-xi/EV,"' 'tE'll-Xll I rtxl!E.\/,,1 1/.€-_ll-xll · 

* ~ !\)ti- . I' ,( 

=Sm (tp)+Sm {~) voor alle m. Dus geldt ook j (tp(x)+'\_(x))a.,.,;x ... 

t q' "\f ( x) dwx + j \J x) iU.1z.• Op analoge wij ze bewi j st men J;fi_ ( If ( x) + -::(_( x) )? 

· ~ i~fL l.f (x)+ .;nfL {Cx) en .J: ( lf Cx)+ 'l\(x) )CU;.!x: ~ .1:\-p (x) dwx+ .{~x)dt:Jx• 

Dus we hebben gevonden: 
¥ 

,[ r<x)dl.111:x;++ 4~(x)dl4x ~.L< if (x)+ ::t(x) )dr.,Jx -6.- J ( lf(x)+ }~x) )dt .. ~ 5 
•flt rdr_ . 

~ J r<x)(4lx+ I x_<x)awx. 
" 

Als nu lf en X integreerbaar ziJn, zijn de ui terste leden van deze 
ongelijkheid aan elkaar gelijk, dus er staan overal gelijktekens. fus 
is tp + :(_ ook integreerbaar en er geldt .f ( t.p(x)+ '{(x) )dl .. ~= 

= .t itfx) dWX + f )( ( X) dwx. 
(34.5) Als O een reele constante is en lf (x) een integreerbare fu.nctie, 

dan is ~ rf (x) integreerbaar en.{r<f(x)dt ... S{.= 0-- f ~) (x)dti_k. 

:Se.wijs: Voor een verza1:1eling L is 1 als Q > 0 1 :1~:1L I[ ~f (x)= 

= () f~IJ.. f.f (x) en ~:tL O <p(x)= ;r J.ifL t.p (x.) en, als o< O, 

sup )' IJ) (x)= :11' ... inf lD (x) en ,,_i~f. X" W(x)= Y su:p 'f··, (x). Noemt 
.::c E l. ,; T o :;;c E. L t x ,-:. L u r <J x E L 

men ·r~ 1f (x)= <x en -v~~ a tp(x)= (3 , dan is (f) (x) 'f .P',. • clus. 
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als 6 ~ 0, J'f(x) S.J<,?( voor alle xfL, dus . f-' 5 Q~ en oCf(x)!f-, 
voor alle x e:L. Als O =0, is dus O 5. (3 _ dus {)°' =0 $ (3 ; als D >O, 

dan is !f ( x) ~ i ; dus <:J. ~ 1 ; dus J"(X ~ (3. Dus J''-)< = (3 . 
De andere gevallen gaan analoog. · 

Opgave 131, Bewijs dit. 
II{ .K 

~lAls O _2:o is d~s Sm ( ~·' <f)= /Sm.,( y)) en S~m( J f?= rs~m( y), dus 

I YW(x)dt..tJX: YI lP(x)d(~)x en I ,)(<p(x)du.sc= )( I {f' (x)d(.~~. Als ., O T U . 1 , .. i. , .1 U ,_. )t- /)* 

D _< ~) is s: ( :j r) :?(s*m ( {() en s,~m( ?5 r~= {J s: ( f), dus.) 1J 1,e (x)d Wx= 

= X I u>(x)dc._\ en ( )(U) (x)dt..,.~= ,\' / 1 l.p(x)d(A.') • In ieder geval is u ,)~ ~I ,._ ,I* u T .. ,. tj ,.,. I X . 

als /~(x) integroerbaar is., 0-<-:( (x) ool{ integreerbaar en J <J 'f(x)d~= 

= OJ "{ (x)d f,Jx. 

Van de karakteristj_eke functie van een verzameling Vis de schomme-
'\ 

ling zeer eenvoudig, De functie )(~x) neemt alleen de waarden Oen 1 

aan en de schommeling van deze functie in een of andere verzameling dus 

ook en wel is deze schommeling dan en slechts dan gelijk aB~ 1 als de 

verzameling punten bevat die wel tot Ven punten bevat die niet tot V 
(n,) 

behoren. Voor £>1 is dus -C~ (t'.)=0. Als we nu met y"(m)(V) de 
•'\ V 

som van de grootten van de hokjes van de m~ verdeling~ die pun.ten in 
( M) l'\l 

Ven buiten V bevatten; aangeven., dan is voor O <€~1 1: xCf)= )( (\0 
V 

en dit hangt niet meer van [ af. Hieruit volgt: 

( 34 .6) Een b:2grensde ve~.:-·zameling V heeft een inhoud dan en slechts dan 

als lim )<. (m) (V) :0. 
)l'\-.400 

Als keen natuurlijk getal is en~ is de verzameling der punten 

( 5t, .... , },) , waarvoor geldt ••k ~ \:<k, dan heeft Lk een inhoud, Dit 

volgt direct uit (34.6); want er zijn geen hokjes die punten in Lk en 

buiten ~ bevatten. 

Opgave 132, Bereken de inhoud van Lie· 
(34.7) Het product van twee integreerbare functies is integreerbaar. 

Bewijs: We bewijzen de stelling eerst voor twee functies lf(x) en 

1J(x), waarvoor geldt l(>(x) ~O en 4-"(x)~O voor alle x. Voor derge­

liJke functies en een verzameling L geldt suf W (x) LU ( x) ~ 
A.~- 1 r 

< sup V>(x). sup l,µ (x}. Noem sup l.D (x) \J/(x)= 'i.. , sup lD (x)=/1 
x.~~4 I XEL I ?r.~L T 1 ::tEl 'f 

en i~L. r(x)= 0 . Stel fY. )f! en no:_111 C( - r r = 6 , dan is () ) 0. 

Er is een y t: L zoda t f < y) lf' y > > IX. - l . Maar 'f ( y) '5:. f3 en r ( y > ~ 0 , 
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dus ~ O j tp(y) lf(y)) ()( ~ J, Di t gee ft een teg2nspraak dus (),. ~ [3 ?f , 
Op analoge wijze bewijst men inf IJ) (x) tl.l(x) z_ inf LQ (x). inf 

~~LI 1 ~~l f x~L 
lf(x). 

Dan is v1 (W/JJ) ~ sup lD (x) sup Lv (x)- inf W(x) _inf lf'(x)== r 1 ze./_ T x~L. 1 :x!:.L. r Jlt:Ei 
::( __ sun_ cv(x)- _inf u_,,(x)) ~sup lD(x)+( sup Li_;(x)- i~f l./) {x)) _inf lll(x~: 

7' ea. I x e '- 7 ?::. E:. L 1 )r _ ~ L. 1 7<.J:: L. I 1< c- (. T 
Als <f (x) en lf (x) integ:r.eerbaa" zijn.; zijn ze begreni::d, clus zijn er 

re~le getallen Ji en ;_?1 zodat y:.(x) <'.. r·, en Lf'(x) < St voor alle x. 

Dan is crL( tf t) <, l, G-~L( f)+ 0 '), vL( lf). Kies n1,1 een t > 0' als nu 

u1 ( r) .C:::.. ~ en v1 ( <fl)<~ , dan geJdt V10 1 ( tY)-:- 1y. .. \Jj:( (/•) < f_ i 
1~ 1 , l,jl., () 1 , I .J'- _, ( 

dus V 1 ( f'r) < €,. , Neem nu voor L een hokJe; als dan v1 ( <ft):;:: t'.:: :, 

dan geldt minstens een van de b-=ide relaties ('T1 ( ct,•)? { ... J . .- en 
. '> c _ (rn J , ..::.. (_Ii,; J -!' 1 ( 1P ) r-: 

(; 1 ( r) ~ iJ·,_ , Daaruit volgt L 1f lf'( C) _ t"° '-t,., ( ~fl )+ C i.f ( ;i_ ,ri) · 
Omdat fen lf., integreerbaar zijn., geldt lim T::,(·J( ~)::::-:0 en 

(/'Tl) / C. (/Nl } J'l-l ➔ 00 -r r; I 

lim LIL' ( ci ~ )=0. Dus lim c lt✓ \l/( C)=O. Verder voJdoet tf (x) U./(x) 
a·, ➔ oo ( , 0 '- t11 --i ao T 1 T 

aan de voorwaarden 1° en 2° dus l{J(x) f(x) is integreerbaar. 

Nu bewijzen we de stelling voor willekeurige integreerb~re functies 

lf (x) en r(x). Er is een Q J) 0 zodat voor (x\ ~ r~ geldt lf (x)=O 

en 'f(x)=O. Verder is er e,.:;n (}'-/ zodat I lf(;d I< [i4 en I 'f'(x)! ( QL,j 
Kiest men nu een natuurlijk getal k > tf4 dan is voor x11k (gE~definicercl 

als boven) ook 'f(x)=O en 'f(x)=O. Nu ziJn op grond van (34.4) en 

(34.5) de functies tp(x)+ (ft., 'X_tj,;(x) en lf'(x.}+ 04 ~\iJx) integreer­

baar. Voor x ELk is dan f(x)+ /(1.f '{Lk(x)~ - (}'i + (ft.1=0 en voor x fLk 

is 'f. ( x) + ?f-1 ~ L k ( x) =0 dus v 00 r a.11 e x j_ s 1.f ( x) + ()° ~ -x. I .. J x) ? 0 . 

·y ' Evenzo is voor alle x ook lf'(x)+ tJLI I\ lt(x) ::::_O, Van dC:!Ze functies is 

het product dus integr"'erb:.,_ar. Nu ~eJ.dt If (x) \.y (x)==( f (x)+'.~/XLj.rj .. _i~.._{)(i 

,( ~ (x)+ 04 X..i,._(x)-- 't4 ~l k (x) )=( 'f. (x)+ 04 ;(tJx)) ( lf:.(x)-:- 64 ·x {./X) )+ 

-'o(,x Lk(x)( 'f (x)+ QL,XLk(x))-)',,,)(Lk (x)( tp (x)+ 04 X'_Lk(x))+(JL,2./LL~x). 

Hieruit volgt dat tp (x) 'f(x) integr':e:cbaa-r is. 

(34 .8) Een integreerbare functie '[ (x) is ook integreerbaar OVE'r een 

willekeurige verzameling Vmet inhoud. 

Bewijs: ~(x) en X.v-(x) zijn integreerbaar; dus hun product ook 

bestaat 1~ f (x)dtA>x= .r lf (x) '{ lr(x)d wx 

Omgekeerd behoeft van een integreerbare functie 

dus 

meling W der punten x waarvoor 

de functie van opgave 129). 

V)(x) de verza-
1 i) ( x) /. 0, geen inhoud te hebben( zie b. v. 
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We merken nog op> dat in (34.7) niets gezegd wordt over de grootte 

van de integraal van het product. 
;-

( 34, 9) Als If (x) integreerbaar is en e,_~ bestaa t een re '.;c:l getal () > 0 

zodat uit t.p (x):I O volgt I tp (x)/. ~ S , dan is de fund:;ic LJ.J(x)!J die 
I 

gedefinieerd is door: llJ(x)=O a1s (f (x)=O en lf'(x)= -_-'. als W(xJ;/0;, T ;,_{I ( ),) I 
I . 

ook integreerbaar. 

Bewijs: We b:.::wijzen voor een willckeurigc verzam2li11g L dat 

0-~ ( ~.1) s;: (T\ (.i~! Alf:! voor aJ.lc x f L ge ldt lD ( x) =0 3 dan is ook 
' () 1 

lf(x)==O:, dus ::tL( tf)~ o-·L( lf')==O. Als -.10or alle x ~ L gc.ldt lf (x) ~ 0 

en er is een ye_L waarvoor {f: (y)==OJ dan g•.ldt sun \ .. v (x) < -+-, 
?<eL 1 ··- o 

inf. lf(x)=O, ~up \..p (x) > S:, .;:~!.L_ lf(x)=O, dus (Ji,(l~) ~6 
:t ~ L I 7-- (-.: L ~- ( lD) -

en (J .. L( \JI) :::;: ~ =..9"i ~ ::!..!:r..rf_-- . Als voor allc: x (L geldt {£1 (x) fo 
I U i~ c) , 

en er is een yEL waar,·roor t..p(y)=O" dan geld.t sup \l.; 1,x)=Oy 

r ( ) ' I . ( ) • (')C)~ L ~- . a·· ( ' '', r 
inf x;;:··T, sup U) x=O,inf lD x ".f-c.1 ,,1..;:..:ts ; 1 lvJ_:0 
~ ~ L, n "' (ti:.. l. T JC e L l .J I ·- \ - . 

en u1 ('f) ~ }=f,:i. ~-(1'~(_._~ Als voor alle xt·-1 geldt lf(x))O 
•J u O"' I 

of voor alle x tL geldt U)(x) (0 dan is sup L/) (x)= ~--~fx) sn 
I ;t:1c. L 7 11 ) +· · 

[ r.- ( ) ?t:.E.L 

inf ly (x)= 5111> ifr~) ;dus (TL( lf1)= in~J~(~~ s,-tp flie) Verdel'.' j_b ii'.1 
rE:L )t;f-L xEI ·1,e:L _ 

beide gevallen inf { /J (x) {_~P lJ) (x) > 0., \ inf lf (x) I ~- Jen 
~:.. E- L T - -~ I Tl U() )( € L 

I sup lP (x)lt! O _ dus .TL( lL-) ~ ~-,--- , Als er een Y3 __ eL is, waa-r--
'~EL I r o~ 

voor tp(y1 ) ( 0 en een y2 E .. L., waa,voot> lf(y2 ) (0, dan geldt 
I I f"" (" 

sup tl..1(x) <- -.· inf tf(x) >- --;::.- ; _sup lf;(x)):. r\., inf lf(x)~..-0; 
?( (= l. [ , _ <.._ ~ X (:: /. ,, (: . () 1<.;=:::_ I_ . - ,.,. -:ic. !£'. L 

dus 0-.1 ( 1D) i_' 2 {; en (,--T ( l.1') ~ 4,-- == -½ ~- :!_1;__(~:) , I-Iie::>mede ziJn alle 
1 -'-' I c., u t~ ~ 

mogelijkhedcn behandcld en steed:.:i :'i.3 gevond,.:.::n cr-L( l_rfJ) < rT, Wt!. Kies 
- -- 0). 

nu een f.') O; uit 0-1 (Lf")?_ C volgt dan .-:;- 1 (~1 ) ~ c._[; 2 Past men 

dit toe op hokjes; dan vindt men t ;,)([) j t:·~1
\[ ();;), Omdat L{>(x) 

(~) r·:Z (rn) 
integieeerbaaI• is., ge ldt lim t 1 , ( c::: 6 ) =0; du, g. ldt ool<: lim T.,... 1 ~, ((J=ri. 

In-) 00 '.J., f-'¥1~ ,.p "/ 
1 0 -\ 

Verder voldoet lf' (x) aan de voorv-18.arden 1 en 2'--; dus tr·(x) j_s integreer 

baar, 

(31~,10) Al':l ~)(x) integreerbaar is., dan is ook lf(x)\ intrc;g_c e~'baar, 

Bewijs: We bewiJzen voor een willekeurige verzameling L dat 

0- L( I 'fl) < () L( r)" Als voor alle X EL geldt 

sup_ { (/J (x) I = sup Lt) (x) en inf \ lP (x) j x~ (. T a~ l / JC.EL- I 
q-Lo ~I)= 0-L( Lf). Als voor alle X EL geldt 

tp(x) > 0. dan L:, 

== inf LP(x).i dus 
/4 E_~ ( Lf ( x) (O:, da.i: 1.,:-
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;1]t f f (x) / = - ,¾n/t tp (x) en inf J £. D ( :x:} f = 
XEL 7 

= - :;FL 'f (x), dus UL ( I \f I ) = 0"-;_ ( 'f ) . AJ.s er e0n 

y1 EL bestaat, waarvoor <p(y1) ? 0 on een y}-6:: L, waarvoor 

t/) (y2) ~ O, dan is sup 'f (x) > 0 en inf tp (x) < O. Ver-
T ~€L --x..eL 

der is ·;,1!f t.. I 'f (x) / S max ( ,21;}'L f (x), - !c_r:f L tp (x)), 

inf I U) (x) / ~ o, dus CT. ( I tf J ) ~ max ( sup lf (x), 
XSL I L X~L 

- inf lb (x)) ~ sup LO(:x:) + ( - inf · U) (x)) = V.L ( tJJ). 
XE£L l 'XEl. l ?ceL 1 f 

Passen we dit too op hokj~s, dan volgt hi~ruit r~~f ( f.} :£:, 

< ..,.. (m) 
- .._ f { £. ) • Omclat Lf (x) intl:3~ovrbaar is, geldt 

lim. t (m) 
fn ~ 1,t.:) 'f ( £ } = O; dus geldt ook lim 

m ➔ Od 
-c (m) ( e ) = 

I !f I 
= O. VerdGr voldoet I qi (:x:) f aan de voorwaarden 1° en 2°, (_; 

dus is / <f{x)( intogro~rbaar. 

(34.11) Als 'f(x) integre~rbaar is en ty(:x:) = tf (x) behal­

ve in eindig veGl punten, dan is t[<x) ook integreerbaar en 

f 'f' (x) d Wx = f 'f (x) d Wx• 

Bewijs: Laat k hot aanttil punten zijn, waar t.p(x) ~ 

t f (x). De functio •f· (x) voldoe:t aan de eisen 1° en 2°. Laat 

verder O zo gekozcm zijn, dat I l/ (:x:) J < O en 

l 4"1 (x) { < 0 voor alle x. Vorm.en we van tp(x) 1:.:n tf (x) 

de me bovensom.men, dan zijn er ten hoogste k term.en van deze 

verschillend. Het verschil tussen d0 bovensommen is in absolu­

te waarde ~2 if k 2 - m n en nadert dus tot nu1 als 

lll -.+ 00 , Dus f 'f, 'f ( "X..) J \,V )'. :::. 
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1 tp<x) d Wx• Analoog vin_dt men 1 lf (x) d Wx = / Lf (x)d "'-'x• fus 

is 'f (x) integreerbaa.r en J tf (x) d Wx = f lf (x) d f.t/x• 

Hieruit -volgen onmidde1.1ijk de beide volgendo ste1lingen: 
(34.12) De verzameling~ die uit e~n verzameling met inhoud ontstaat, 
door er eindig vecl punten aan toe te voegen of uit wag te laten, 

he0ft oak een inhoud en wel dezelfde als de oorspronkelijke verza­
meling. 

(34.13} Een oindige vcrzameling heeft inhoud nul. 
(34-.14) In R1 heeft het gesloten interval [1it,r) ( Ol ~/3) de 

inhoud (i - U.. 

Bewijs: In iedere verdeling zijn er ten hoogste twee hokjes, 

die punten in en buiten [ IX ,(3] bevatten. Dus )~m) (V) ~ 2. 2-m en 

di t nadert tot nu.l als m ~co • Dus [ at 'f J heeft eon inhoud. Verder 

is duidelijk, dat S* m( ')/ ) "5,. n - ()(. -!' s:( "'Y Cd. A.-J) en f '\ r:~.p J ,- . /\._ f/" 

hioruit volgt Xc-a'Jt?..l (~) d! = r- (X. . 

Ook de open_ en half open intervallen ( X, (J ) ( fj. if] en [ t'X, {3 } 
hebben inhoud (3 - ~ • Vcrder mag de integraal · .£(3 f ( ~ ) d ~ ook 

over een aan een zijdo of aan boide zijden open interval uitgestrekt 

worden. 

(34.15) Als v1 en v2 evn inhoud hebben, dan hebben v1 vv2 en 

V 1 I'\ V 2 ook et:n inhoud en 'J ( V 1) + 'J ( V 2) = 1 ( V 1 U V 2) + 1 ( V 1 "V 2) • 

(H:ierin stelt 1c L) de inhoud ve.n.:.' L voor). 

J3ewijs: Vfo bewijzcn eerst )((m)(V1 f'\V2 ) ~ )/m)(V1) + )/m)(v2). 

Boschouw een hokje, dat punten in v1 f\ v2 en buiten v1 AV2 bevat. 

Een punt in V1 AV2 ligt in v1 en in v2 • Het hokj~ kan dus niet ge­

heel uit punten buiten v1 bestaan en evenmin geheel uit punten l)ui­

ten v2 • Als het gehcel uit punten binnen v1 en binnen v2 bestond, 

zou het ook gehee;l ui t pu.nten binnen V 1 I'\ V 2 besta.an, hetgeen niet 

het geval is. Dus voor v1 of v2 geldt, dat het hokje pu.nten binnen 

en buiten de verzameling bevat. Dus )/m) (V1 I'\ v2 ) ~ )/m) {V1) + 

+ ),((m) (v2). Uit deze betrekking en uit het feit, dat v1 en v2 een 

inhoud hebben, volgt, dat v1AV2 een inhoud hee~t. Op analoge wijze 

bewijst men k(m} {\'\ u v2) 'f ~m) (V 1} + 1/m) (V2). 

O:gemve13J •. l3eWijs, dat )((m>cv1vV2} ~ k(m)(v,) + k(m)(V2). 
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1 Hieruit volgt, dat als V1 en V2 eun inhoud hebben, V1 vV2 een 
inhoud heeft. Voor de be:paling van de inhouden, behoevcn de hokjes, 
d~e :punten in enbuiten v1 of v2 bevatten, niet meegeteld te worden, 

omdat de som van hun grootten tot nul nadert, als m -Ho. Er blijven 

dan voor 60n hokje vier gevallen over, die we in het volgende schema 
weergeven (we schrijven + als het hokje meeteltt O a.ls het niet mee­
telt): 

v, v2 V1 vv2 V1 r,.V2 

geheel buiten v,, geheel in v2 0 + + 0 

geheel buiten V 1' gehe:el buiten v2 0 0 0 0 

gehecl in v1, geheel in v2 + + + + 

geheel 1:-1im v1, geheol bui ten V 2 + b + 0 

Uit dit schema blijkt, dat voor het linker- en het rechter­
lid van de te bewijzen betrekking evenveel hokjes meegeteld worden. 
Dus 1( V 1) + :/ ( V 2) == 1 ( V 1 VV 2 ) + 1 ( V 1 /\, V 2 ). 

Op geheel analoge wijze bewijzen we: 

(34.16) Als tf (x): intogreerbaar is en v1 en v2 zijn verzamelingen met 

inhoud, dan is L 1 (x) d ,Jx + 1 lf (:x:) d lrJ x = f ~ (x) d wx + 1 LP{x) d v,/x• 
({ . v\. Jv, vv,._ . \~ 11 I{ . 

Neemt men speqiaal disjuncte verzamelingen (d.w.z. V1 I'\ v2 
leeg), dan is 1 (V1 nV2 ) = o, dus: 

(34.17) Als v1 en v2 een inhoua hebben en v1 I\ v2 is leeg, dan is 

J(V1 vv2) :; 1 (V1) + 'J (V2). 

(34,18) Als y(x:) integre(.;rbaar is en v1 en v2 ziJn vorzamelingen met 

inhoud en v1 n V2 is le0g, dan is r tf(x) d u)x == )
1 t.f (x) d wx + r vvuV • V 

J Vi 'f ( X) d w ~ • . I 1, I 

H10ru1 t volgt, dat als o/_ 5.:. 11, 5 O en lf ( ~ ) integreerbaar 

is, dat t· 1(} )d ~ = 1(3 <p{g )d 1 + /4/' t.p ( t )d S, immers ( C>(, (fl is 

d0 vcreniging van de disj~cte_1 . intervallen ( :x ,f] en ( p ,If). Voor 

9Z>(3 definieren W8 l ir<f )a} door l(3c.p(5)ds::; - f°'y< ~)d\. 
fl( 0\, Jr3 

We kunnen in bovenstaande betrekking de voorwaarde <X. S: f3 < O dan 

laten vervallen en krijgen dan 

( 34. 19) Als tl. 1 (3· en O reole getallen zijn en tp ( ~ ) is integreerbaar, 

dan is J:ip<t )ds =J:tp<}>d§ + 1:r< bd~ . 
.... ,: ; "-[ J tt~. 
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Pwmve 1~4. Bewijs (34.19) in de nog niet behandelde gevallen. 

{34.20) Laat fCx) e0n integreerbare funotie z:tjn en L een verzameling .. · 

met inhoud. Laat verder J 1 en Q 2 reele getallen zijn, .~od9--t 

Oi · ~ tp{x) ~ J' 2 voor alle :x: €L. Dan geldt d 1 (/ (L) ~ · 
:s r 1../)(x) dtJk ~ X2 1 (L) • 

.JL I . {) ~ y 
Bewijs: Stel eorst if 2 ~O, dan is Sm ( tf ✓ lL) = 

= C sup ( lf; ( y) -Y L (y)) /J. I I x If S ~ X 2 6 II x II = 
IJZIIE Vwi 'fJE/J,tlJ l /l ,~JJ' ' 

II ;x//llt 

= i 2 s:( ~ L) , dus f V ( X) 'd w X ~ 0 2 ~nif ~>~' Stol nu a 2 '< 0, 

dan is S~( l1) ,,.Y L) = ~, :: ~. sup ( tl) (y) 'Y L(y)) '6//xl/ :-s; 
. m 1 ,\_ t1")ltt£V"' ~ ~ 11 -x H 1 J/ l H 

~- 2 _ = d 2 Ll II xii = ff 2s*m<XL>, du.s f.() (x} d w x -5:. rJ 2 J (L). 
ll71lEV♦.,.- L. / 
fl'~llc L 

In beido gevallen komt er dus hetzelfda resultaat. Op analoge wi~e be-

wi3st mon de andere helft. 

In R1 gceft dit, a1s we voor L e0n interval [ r::,1 ,/3] kiezens 

(34.21) Als Cf ( -~ ). eun integroerbare functie is, ex, r, Q 1 en tf2 

re1ilc getallen, zodat 0($_ r en ()1 ~ 'f( i ) f 02 voor a1le ~ , 

waarvoor ~ -( \ (" (3 dan is a, ( r -D(. ) $.1 t ( 5 ) d f ~ 
(} 2 ( r -°') • ' . r~ 

Het spreekt vanzel:f 1 dat we in (34.20) if, = 4P/L tp(x) en 

Y 2 ~ sup U>(x) kunnen kiezen en analoog :ln (34.21). Verde-r merken 
U 'X.E:L f · 

we nog op, dat de betrokking in {34.21} niet geldt ala O<)f • 
De bcide volgende stellingvn zijn ovident; 

(34.22) Als 'f (x) intogroorbaar is e~ tp(x) ~ 0 voor alJ.e x, dan is 

f lf (x) d W .x ~ O; Sl)eoiaal is een inhoud l, o. 

(34.23) .A.ls y;<x) on t.f"(x) integroorbaa.r zijn en 'f(.x) ~ t<x) 
voor alle x, da.n is f f (x) d W x ~ J 4' (x) d 1-<.Jx• 

Do tot nu too behandolde stellingen leidden, op eon enkele uit­
zondering na, steeds integreorbaarheid van een :functic af ui t inte- .. 
grcurbaarheid van andere functies. De nu volgende stalling zal ons di­
rect de integreerbaarheid van een be:paalde klasse van functies leveren. 

(34.·24) Als f (x} e~n :funotie is, L een verzameling met ~nhoud is,· voor . 

X ¢L rx) == 0 is en <f (x} in L continu en begrensd is, dan is y (x) . 

1ntogreerbaar. 
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Opmerking. D,,, .funct.1.e tp(x) b)hocf't nie:t contJnu te zijn als functie 

in Rn. Alleen als ve x beperken tot Len ~(x) als een op L gedefi­

nieerde funct:i.:' ,:pvntten:. moet tp(x) contirn/ z•,jn. 

Be1.,·1.~j::l: Het JG cluidulJ,jl{ d-c:t l_p(x) aande ei:::,en 1° en 2° voldoet. 

Omdat L een ~ nhouc1 hel':! ft is l:i.m 'k( m) ( L) ==0. K tes ee~1 t. :> 0 en een 
m➔m 

1 >o. Er "'S e:n N1 t<~ vjnden zodat voor m>J\\ geldt )'(_(m)(L)(i. 

Alle niet 1 ri )( (m) (L) meegetelde hokjes van de me verdeling liggen dus 

geheel b1nnen of geheel buiter, L. De laatst~ tellen in het geheel niet 
mee in de bcwen- en bened(msommen. We lR.ten ze dus buiten beschouwing. 

Kies een v:1r, t na r:1:uy,l:1 j]{ getal M ) N1 en la.s.t de hokj 2s die me ewer ken aan 
\.- (M) · . . ·· . e )\.. ( L) verder bu1 tGn beschouwing. De ovorlge hokjes VR.n de M- verdeling 
liggen geheel in L. We noemen de afsluiting van een hokje bepaald door 

ki < t . ki + 1 ki ' ki +l - -... , <-·-- d:" verzameling der puntcn x , waarvoor 2m ~ s1 ' - 2m 
2m J.1 :)m 

/,~ 

voor i=l, .. ,n. D0 som van de grootten van de hokjes van de m~ vcrdeling 
Jn L die geheel .~ L l1cg:n_ maar waarvan de afslu~tjng nie~ geheel 
A.(M)(L) l. lgt, gevcn :.'e a n mc·t A ( m) ( L) , Beschc,,u.~1 e~n \.. ho kit~ +l dat tot 

mciewe:i:'lct en la.at dj_t bepaald z 1 jn door 2-i.vr- ~ Si ( ~ . ,;e;:: kunnen dit 

k. 2m-M k. 2m-M+2m-M 
C: 

ook schr1jven l ( ( <-1 ___ _ 
2m \: ~ , 2m Voor m"} M beschouwen we nu de 

onderverdel\ng van dit hokje tn hol<,jes 

C hokjcs van d~ m- vcrdel~ng h]e~1n, waarvoor 

de afsluiting g~heel tot L, Hun aant~l JS 

tt. - . 4 ( 2m-M , ) n2-mn .., d £> t" groo , .,.:n 1 ,:- -.1.. , u_v.s e 1 rac , : r.:.: 

grootte van hat hokjo u t d~ M~ v~,·del1ng 1s: 

m-M 
( 2m-M _1) n2 -mn2Mn= ( _? -1 /1. 

2m-M 

behoort 

d1t vormt van d2 totalc 

Alle0n van d~ overblijvand~ hokj~s ~1nncn ~v~ntuc3l d~"afsluJt1ng~n 
nt1.2:t geh0el tot L behor..:n. D1.., som v::.1' de groot t1.:n vrm d\_; hokjes m. t de 

m~ verdeling, di"a ontst~an ult on0~rv2rd0llng v?n hokJ~s uit de M~ ver­

d~ling dJc tot ~(M)(L) mcewarkcnJ en waarv~n de afslu1t1ng nlet g~-

( 2m-M 1 11 '\.(M) , 2m-M_1 n 
heel tot L b-.:hoort h~ ,,;:;(l--(-:m7r2m.- )"') ,,.'\;• (:.,) Omdat llm (.J..-( m-M) )::.~O> 

m--➔ CO 2 

10 er een lnd,,. N2 ~ r, codat vocr rn) N2 gcldt ( l-( 2:~1~;j1)n) )\(M) (L) <-i 
' Vnn hokj~s ult d~ m~ v~rj~llng die ontGt~an door ond~rverd~ling van 

hokjes uit d~ M~ v~rdcl•ng waR~vnn d~ afsluit ng g~heel tot L b8hoort 1 

b~:hoort (1(.; 8 r,s~-~! ·) 1ng ook g~:hce 1 tot L. K ;,::S \:Cn VclS tc: :!..nd8X M 1 > N2 : 

dan L::J dus I"\ ·1 ( L) < >( , I,R''- t d~.::tc :10kjc:-; tn..i:'. t,.m b ... ischouwtng. V::m 

de ov~·bltjvendc hokjus of hun ond rv0rdel1ng0n l,g~en voor m )M 1 de 
afsluitingen gehe~l 1n L. De v~renigi~g v~n d0z~ afslu1tingen is eon 
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gesloten begrens6e verzameling 
form continu ts (zie (12.8) en 

zod·.t dc.ar ult \ x-y ! < d volgt 

j_n R , v,raarop lO (x) continu en dus uni-n 1 ~ 
( 15, 4)} , Er is dus een O > 0 te VJ.nden 

l lf (x)- <f (y) i < -}, Kles nu een index 

N3 ~ M1 ; zodat voor m > N3 geldt 2-m < _J_ " dG.n is voor twee punt en x 

Vn vn . \- ~ 2 
en y uiteen zGlfde hokje van de m~ verd2ling fx-yl[ f~ (-s 1- ~i) < 
( V n2-2m < <); dus in zo 'n hokje behorend2 tot d8 bc:schouwde verzame-

ling J.s l5i~ )( 11 ( lf) f ~ ( t . Voor m ) N3 werkcn d1.:;ze hokj es dus niet mre 

T ( m) ( t ) . ( m) ( ) ( rn) 
a.an ~> . ~ , Dus voor m) N3 is 'CCf £ <Iv dus m:!~ ~ f '('}-=:O 

voor alle E. ) 0. Dus tf ( x) is :Lntegreerbaar. 

Uit deze stelling volgt b.v. dat in R1 een op cen begrensd inter­

val gedeflnieerdc begrensde continue functie integrcerbaar is b~v .. 

sin t op (0,1). 
De mocilj.jkheid om integreerbare functies te vinden 1s in stelling 

(34,24) slechts verschoven; daar we in Rn nog maar weinig soorten ver­

zamelingcn kcnnen~ die eon inhoud hebben. Op deze kwestie komen we la-

ter terug. 

(3J+.25) Als tf (x) een integreerbare functiet: in Rn :Ls en lf (x) i 0 

en L is de vcrzameling der punten ( 5 1 ~ .• .., )n+l) in Rn+l' waarvoor 

geldt O < ~ n+l ~ lp ( ~l, .•• ; 5 n); dan heeft L een 1nhoud 2n 

I(L)=J lf (x)dt..~. 
Bewijs: Als V (n) de m~ hokjesverdeling in R voorstelt is m n 

s:('f )=) ·~) 2-mn sup U>(y)o Voor iedGr hok,je llxll UJ.t 
llxll~Vm yf_ 11xu ( 

( ) kn+l 
Vm n bepalcn we een g:;;;hoel get al lcn+l J zoda t 2m { sup \_D ( y) -c( 

·~e:llxll l 

< kn+l +l ( ) 
:, dan worden bij :1.eder hokje van Vm n voor d0 inhoud van L 

2m 
in de bovensom kn+l of kn+l+l hokjes meegeteld, maar (kn+l+l)2-m(n+l)~ 

~ 2-mn sup lp(y)+2-m(n+l). Stel nu dat N een dusdanig natuurlijk ge­
YE 1/x)I 

tal isl dat t.p(x)=O voor jxl iN. Dan i.s sm* ( ·.{.d -r{;Sm¥( f)+2-m(n+l)N2m~ 

)l J' dus I ( L) :$. lf ( x) dt~. Evenzo Ra.at men t e 

e . f 1 
door n+l zo te bepalen, da.t n; ~ inf 

2 Yt. ij x II 

werk bij de binneninhoud 
-f.. +1+1 

LD(x) < n , dc.n wor-
1 2m 

den er in de benedensom voor de inhoud steeds ~ {n+l hokjes meegeteld, 

maar e 2-m(n+l)=( .f2 +l) 2-m(n+l) _2-m(n+l)) 2-mn 
n+l n+l 

inf 1(y)-2-m(n+l). 
yelixll 

Hieruit volgt weer I~(L) ~ j 'f (x)d~, , dus I 1L)=I*(L)= [ ~ (x)d'1:. 

De stellj_ng is niet alleen in overeenstemming met dE: ·· aanschouwelijke 

voorstelling van een integraal als een j_nhoud; maa.r kan ook dienst doen 
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Als voorbeeld bGh8.nd.elen Ne de hyperbol; dat is de verzameling d8r pun­

ten x waarvoor (x/ .$ f ,. waa.rj_n f een vast reeel getal 1 0 ls. 

We bew· jzen d1t door vollcdige inductie naar de dimensie n. Voor n=l 

is het het int-:::rval [· \-' , ~ J dat een _ nhoud heeft. Laat de stelling 

voor 
n+l 

n golden. In Rn+l zijn de punten van do hyperbol bepaa.ls. door 
n "'-;( ....... 

l=7. 
}- 2 ,· ~- 2 V , 
')i" ~\'. oor o..:.:ze . - ' ) 

punten geldt in j_eder geval ook I..·· ~, 2 ~ (:) 2 
l==l. Jl- ) 

en 

als 51 , .. 'J l_Q gegeven zijn doorloopt t 
') n+l h2t interval 

[-\/r2-t1·• $12, v~2-t;.-.· ~i2 
I 1- - 1-1 ) 

J. Vordclen we do verzameling nu in drie 

h > stukken.9 naar geJ.ang ) n+l < O is, dan pass en we op de 

voor 5 n+l > 0 en. < 0 is ( 34. 25) toe, hetgeen kan omd.at 

gedoelten waar-
J·------7:1 ___, 

\/r 2-r; t 12 
continu is en zijn definitieverzameling julst een hyperbol in Rn is. 

Dat het gcdeelte waarvoor ~- =0 inhoud =0 heeft. is ook makkeliJ'k .,;n+l ' , 
in te zion. De hyperbol is dus do vereniging van drie verzamelingen met 

inhoud en heeft dus ook een inhoud. 

In de hokjesverdelingen, die bij de definitie van de integraal ge­
bruikt worden; zit nog iets onbevredigends door de belangrijke rol die 

de machten van het get2l 2 er in spelen. We willen daarom derenadering 
van een integraal nu algemener maken; b.v. willen we in R1 ook met wil­
lekeurige kleine intervalletjes werken en niet uitsluitend met zulke 
waarvan de eindpunten een geheel veelvoud van een negatieve gehele 
macht van 2 zijn, 

Een begrensd stuk van de ruimte R denken we ons verdeeld in ein­n 
dig veel verzamelingen met inhoud. Dit betekent dat deze verzamelingen 

disjunct zijn en hun vereni~ing het ruimtestuk is. We kiezen bij een 
0 0 t ~unctie ~~(x) die aan de voorwaarden l em 2 voldoet het ruimtes uk 

zodanig dat daarbuiten if(x) cwera1 =0 is. Onder de diameter d(U) van 

een verzameling U verstaan we d(U)= sup lx-y\. We noemen nu de diameter 
- - XE: U 

( ~u 
(Engels:mesh) van een verdeling V het maximum der diameters van de ver­
zamelingen uit de verdeling, dus d(V)= max d(U). We zullen nu aantonen, 

dat, als we voor een verdeling V en eenU{ii.¥egreerbare functie \..f (x) 

vormen y-·ti)(y)I(U), waarin y willekeurig in de bijbehorende ver-
trv-- f 
y~U 

zameling U ligt, deze som tot de integraal van '-P (x) nadert als de 
diameter van de verdeling tot nul nadert. Hiertoe bewijzen we eerst een 
hulpstelling. 
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(34.26) Ale q>(x) aan de voorwaarden 1° en 2° voldoet~ is er bij iedere 
£.) O een S'> O te vinden zodat voor iedere verdeling V van een ruimte­
stuk waarbuiten 'f (x)=O, waarvoor d(V)< S', geldt 

f ··~.. sup Ct> (y)I(U) ~ f,t(p (x)dWx+ f. en r::_ inf f (y) I(U) ~ 
I i V ye. u I l Ue, V y f. u 
·f _2: ~ Cf(x)dlJX- £ . 

BewlJs: We bewijzen alleen de eerste van de beide formules. De andere 
..-,::1.at evenzo. Kies een natuurlijk getal m 3 zodat geldt 

\t( cp) ~ f~(x)dt..,x+ f . Laat q het aantal hokjes uit de m~ hokJes-- -
·,erdeling zijn waarbinnen punten y liggen waarvoor Cf (y),{ O (als q=O, 

~ s r (x) =0 voor alle x t Rn en is de stelling evident) . Verder zij t een 

r-e~el getal dusdanig dat ( tp (x)! <} voor alle xef'Rn. Het is mogelijk 

cen re~el getal J > 0 te vinden, zodat ( 2-m +2 S) n -( 2-m -2 S)n < 2 ~q • 

Het linkerlid van deze ongelijkheid is> de som van de inhouden van ver-

ta,melingen U uit een verdeling met diameter< J' die met een bepaald hok­
Je uit de m~ hokjesverdeling punten gemeen hebben, ma.ar niet geheel bin­

nen dat hokje liggen. Als een verzameling U geheel binnen een hokJe \\xii 

ligt is sup cp (y):!f sup (J) (y), dus sup o::>(y)I(U) < sup cp(y)I(U), 
y f U y €. JI x II I y € U 1 y 6- JJ xlj 

dus ~- sup (p(y)I(U) ~ sup (/) (y) _t== I(U)< sufi> <f'Y) tJ)/xl/. , ~Jxli Yt! U \ y€ /jxH { u?_flx// YE. //x/J 

11ls V een ve:rdeling is met diameter < J' , dan verdelen we l sup (l)(y)I(U) 
U€V yEU I 

1n de termen die behoren bij verzamelingen U die geheel binnen een hokje 
1r1.n de m~ hokjesverdeling liggen en die waarbij di t niet het geval 1s. 

i"'rJ.n volgt uit het voorafga-ande dat !:. sup cp(y)I(U) ~s* ( {J)) +q if~ = * i l~ UEV y(U \ m I q (J 
. )m ( f) + 2 _{ <f( x) d (.Jx + £ . . . - . 
lt Als nu q;> x) integreerbaar j_s dan geldt ff (x)d v..Jx- CS 2-- inf(1){2:) .I(U) 

I · U&V ZGU l 
~ E::_ Q)(y)I(U,◄.~ ... ; sup ~(z)I(U)~ jcc;:i(x)d4 .. \+ E. Hieruit volgt: 

U£V \ u~v zeu \ 
(34.27) Als tf(x) integreerbaar is, 1s bij iedere £ > 0 een c~) O te 

-vinden, 0odat voor iedere verdeling V van een ruimtestuk waarbuiten 

1>(x)=0, waarvoor d(V)< S ,geldt \f y(x)dl..)x- tev C((y)I(U)\ <. E, 1 waar-

·M.j y in de bijbehorende U ligt,}/c.o(x)dc..>,- t,, sup W(z)r(u)\< £. en 
l x UGV Z<';.U / . l f (J) (x)dWx- .C- inf(.[)( z)I(U) 14't-- · 

· \ UfV ZtfU \ -
We kunnen de stelling nu ook omkeren. 

(--,4. 28) Als c:p (x) aan de voorwaarden 1 ° en 2° voldoet en er geldt voor 

:ere rij verdelingen v(m), waarvoor lim d(Vnt)=O, en iedere keuze van 
m➔ro 

in de bijbehorende U, dat lim r--- q;>(y)I(U) bestaat, dan is deze 
m-.oo ;;;w I 

m:.lct voor iedere rij dezelfde (noem hem I) en r(x) is integreerbaar en 

{ ~ (x)dWx=I. 



Bewijs: Neem twee rijen V(m) en v,(m) 1 die aan de voorwaarden van de 

stellin~ voldoen en vorm de rij vu(m), die gedefinieerd is door 
v 11 ( 2m-l)=V{m) en V"( 2m)=V'(m) dan voldoet V"(m) aan d8 gestelde voor-

waarden en bevat v(m) en v,(mj als deelrijen. Hieruit volgt dat deli­
mlcten bij V(m) en V' (m) dezelfde zijn. Laat de kubus Lk ( zie pg .121) 

zo zj_jn dat voor x¢1k geldt <p(x)=O. Een hokjesverdeling is dan een 
verdeling van de gevraagde soort, als we de hokjes beperken tot die 
welke in Lk gelegen zijn, want een hokje heeft een inhoud (die gelijk 
is aan zijn grootte). Omdat Jn de boven- en benedensommen suprema en 
infima optreden zijn deze sommen nog geen sommen van de gevraagde soort, 
De diameter van een hokje uit de m~ hokjesverdcling is (n.2-m, dus 

e 
de rij van de m- hokjesverdelingen heeft een rij van diameters die naar 
nul convergeert. Kies nu een E.. > O, dan is in iede,: hokje I/ x j j , ge­
legen in Lk, uit de m~ hokjesverdeling een y te vindcn zodat geldt 

Cf ( y) > sup ¢,{ z) + f., n . Dan is 
Z'E JI xJ/ I · · ( 2k) 

l -- <f(Y) LJ}(xlf ~~~~· --
1\X!IGVm II x/1,?m 
!Ix [lcLk 

* Sm ( f) + l . Het linkerlid convergeert voor m ➔ro naar I, dus 
r~/'f(x)dt,,Jx+ €., voor 1edere ~)O, dus I~f~'f{x)dWx. Evenzo be­
wijst men I ~i~x)d!Jx. Hieruit volgt I=' Cf (x)d'-''-\= ;~r(x)d cJx= 
r r ( X) d lJX • . 

Het voordeel van stelling (34.27) is, dat men bij een functie, waar­
van men weet dat hij integreerbaar i5, voor de berekening van de inte­

graal andere verdelingen dan hokjesverdi11ngen en willekeurif~ ~un~en 
in de verzamelingenvoor de functiewaardetgebruiken. Om b.v. )~ S d~ 

uit te rekenen, verdelen we het interval (o<>f>) in dcelinte~allen 

CX = ~ 0 < ~ 1 ••••• (" S k= /J . We nemen in ( ( 1 _1 , { i) als functiewa.a.rde 
½( ~ 1 _1 + S 1 ), dan wordt de som · 

_k_ 1.( f . {. ) (/: f l \. k f 2 / 2 l / 2 C 2 l 2 - ? L.._ 2 )i-l+)i )1-S1-1)-2 L_()i -')i-1 )=2hk -~o )=2(p -c.y-), Dus 
i=l i=l 

L4 { ct{ =½(p2 -o?). f 
Opgave 135. Bereken [ ; 2d S . 
(34.29) Ala f.k(x) len rij integreerbare functies is en er bestaat een 
re~el getal d'i zodat voor Ix/> i1 1 C('k(x)=Q voor alle k en een 

() 2 zodat { <f k(x) J < o2 voor aile x en k en de rij 'f k(x) is 
uniform convergent met limiet 'f (x), dan ia 'f (x) integreerbaar en 

J<f (x)dWx=k:;~ffk(x)d0x ... 

Bewijs: Dat Cf (x) aan de eisen 1° en 2° voldoet is duidelijk. Laat 
K een na tuurl:!J<:. getal > ~ 1 ztjn. We gens de uniforme convergentie 1s 
bij iedere £ > 0 een N te vinden zodat voor k.> N en iedere y geldt 
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\ 'f (y) - 'fk(y) f :JI( 

dus s!< ~) = > : 
llx/1 €. Vm 

4sup 
y ff_//X/t 

+ > 
Hx/f~Vm 
I/xii C.½r 

• Dus 

<:D(y) ~ I/xii ~ Z · 
f . I/xii E..V-,:n. 

== 

+ £. 
(2K)n' 

sup ~{ ti )4'1//xV + 
y E..llxl/ · q 

= s,:C rk) + f:, Dus /~(x)d Wx '.S; J <fk(x)d<.0,, + l . Analoog voor 

de benedenintegraal dus 1. . ~ · 
[!fk(x)dWx - f <'. ff(x)dWX "!!':- Jr(x)dWx ...-:./'f\:_(x)d/.Jx + (_. 

Dus * ~ 

lj(f(x)dwx - /'fk(x)d~l<.E voor k ':)N, Dus 

l{m:'". ·/ l{) (x)dW = J~o(x)d W. 
k➔~. /k X i X 

Evenzo vincl.t men ltm JLP.k(x) dW = L l~ (x) d t....J • Dus 
k.~o.i:, f. X *; X ff ( x) d cJx = i 1f ( x) d L<lx ( 'f ( x) is integre erbaar) en 

j If (x) d \:'1x = k::_;'"-oo f If k(x) d Wx• 

Uit (34.29) kunnen we stellingen afleiden over continuiteit en 
differentieerbaarheid van integralen als functies van parameters. Laat r (x, A) een ::tunctie zijn, waarin X een punt van een Rn en )\ een re­
el_e parameter is. Stel dat 'f. (x, ~) een integreerbare f~nctie van x is 
voor iedere waarde van A in het defini tiegebied van lf als functie van 

I\ . Dus f t.p (x, A) d wx = t' ( A). Laat nu 'f (x, .\ ) continu zijn 
~t.o,v. ).. in een punt ')\ 0 en wel uniform t.o.v. x, d.w.z. uit 
lim Ak = ~ 0 volgt lim tp (x, ~k) = UJ (x, Ao) uniform in x; dan 
k....,. °" k➔ o0 7 
volgt uit_ (34.29) dat <.p (x, ).. 0 ) integreerbaar is en 

-fr(x, .A0 ) d Wx == lim r tp (x,A, k) dwx, d. w. z. 
J 1 k➔ Oo 

Ly( ~0 ) = ~~
00 

\f (~k), d.w.z. 4-"( ~) is ook continu in ~ 0 • Een 

dergelijke stelling geldt ook voor differentieerbaarheid. We gaan er niet 
op in. 

935. Integreerbaarheid van functies van een veranderlijke. Verbang 
met differentieerbaarheid. 

We beperken ~ns in deze paragraaf tot functies van een re~le ver­
anderlijke. We zullen daarom de conventie laten varen, dat reele getal­
len alleen met Griekse letters worden voorgesteld en mogen reele functies 
en reele veranderlijken nu ook met Latijnae letters schrijven. 

J 

t I i 



(35.1) Een op een begrensd interval gedefinieerde begrensde monotone 

functie is integreerbaar .. 

Opgav e 1 3 6 • E ewi j s ( 3 5 • 1 ) .. 

(35.2) (Y.iddelwaardestelling der integraalrekening) /· b 
Als a <b en f(x) continu op [a,bJ, g(x)~O op (a.,b) en g(x)dx be-

b a b 

s.taat, dan is er een j E [a, b J , zodat ,[ f(x) g(x) dx = f( § ) / g(x) dx . 
a a 

Eewijs: f(x) heeft op G, b] een minimum m en een maximum M. Nu is 
. b b 

(M - f(x))g(x)>o op (a,b) en dus o~J (M - f(x))g(x)dx == MJ g(x)dx + 

b a / b a -J f(x) g(x) dx. Analoog voor m, dus we vinden m g(x) dxr J f(x) g(x)dx S-
a / b . i a 
~M g(x) dx. Als/ g(x) dx = 0 1 volgt hierui tj f(x) g(x) dx = o, 

a . a 

~us de stelling is goed voor een willekeurige keuze van § • Als 

Jb / g(x)dx > O, dan is f(x)g(x)dx 

a m-!:f_a: 0 _ fM,duseriseen ~f:Qt,oJ 
b J g(x)dx 

· j f(x)g(x)dx · 

zoda t f ( 1 ) ~ a b , waarui t de stelling volgt. 
" J g(x) dx 

Als' voor a a < b, I i' ( ~ ) d ~ bestaat' dan bestaat ook ar f(j ) d ~ =F(x) 

voor a <x ~'b .. ])eze functie van x noemen we· de in~egraalfunctie van f (x) 

(eigenlijk een integraalfunctie, want hij hangt nog van de keuze van a 

,f). 
(35.3) Een integraalfunctie van een integreerbare functie f(x) is con-

tinu. 

:Bewijs: Omdat f (x) integreerbaar is, is f (x) begrensd: I f(x){ ( C. 

Nu is !F(x + h)- F(x)I = /[x+hf( ~ )d1\< jh\ c. Als we bij C>o 

nu Jh J < Cf kiezen, volgt daarui t de continuitei t., 
We proberen nu in hoeverre F(x) differentieerbaar 

geldt h inf f( ~ ) ".:S F(x+h)- F(x) < h sup 
is. Als h > O, 

f( } ) en als 
x~~ '::;::-X+h X ~ ~ ~x+h 

h < O, geldt -h inf f'( \ ) S F(x)-- F(x+h) E_ -h sup f'() ) • 
x+h < ~ ~ X x+h :S.. ~ !: X 

In beide gevallen geldt dus F(x+h)- F(x) 

I~ inf f( $ ) ~ ·· · '5 su:p f ( j ) . Als nu f ( \:)) 
> -x / ~ I hi h H-x) "!S. / hi 

continu is in het punt x naderen linker-en reohterlid beide tot f(x) 



als h -;.o. Dan is dus ook lim 
h~ 

Hiermee is bewezen: 

F(x+h) •- F(x) = f(x). 
h 
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(35.4) In d:e punten waar een integreerbare functie f(x) continu is, is 
zijn integraalfunctie differentieerba~ metafgeleide f(x). 

A priori zijn er voor de integraalfunctie F(x) van een functie 
f(x) in een bepaald punt x drie mogelijkheden: 
1°. F(x) is niet differentieerbaar. 
2°. F(x) is differentieerbaar, maar F'(x) fo f(x). 
3°. F(x) is differentieerbaar enF'(x) = f(x). 

Alle drie de gevallen doen zich werkelijk voor. Zo is .de funotie 
f(x) gedefinieerd. door f(x) = 0 voor O ~x ~ ½ en f(x) = 1 voor ½ < x ~1 
integreerbaar, maar zijn integraalfu.nctie is in het punt½ niet diffe­
rentieerbaar. Dit is een voorbeeld voor 1°0 Een voorbeeld voor 2° is de 

1functie f(x) gedefinieerd door f(x) = 0 voor x fo Oen f(x) = 1 voor 
x = o. Yolgens (35.4) geven de continue functies voorbeelden van 3°. 

We hebben het probJeem beschouwd een integraal, als functie van de 
bovengrens opgevat, te differentieren. Nu doen we het omgekeerd en gaan 
uit van een op een interval gedefi~ieerde differentieerbare functie 
G(x) en prob0ren de afgeleide te integreren. We weten al dat een 
functie door zijn afgeleide slechts op een additieve constante na be­
paald is en kunnen dus niets beters verwachten dan dat G(x) en de in­
te~aalfu.nctie van G'(xf een constant verschil hebben. Er zijn a priori 
weer drie moge:15:.jkheden .. 
1°. G'(x) is niet integreerbaar. · 
2°. G' (x) is integreerbaar, maar r G' ( ~) d ~ G(x) is niet constant. 

a: X 

~3°. G' (:id is integreerbaar en J G' ( J ) d 3 G(x) is constant. 
a 

De waarde van de constante in geval 3° is te vinden door x =ate 
X 

sti;;llc.:n en \·;-:.,rdt dan -- G(a) ~ c1us f G' ( 5 )d 5 = G(x) - G(a). 
a 

We weten, dat de afgeleide van een op een gesloten interval gede­
finieerde differentieerbare functie niet begrensd behoeft te zijn (zie 
opgave 88, blz 73) en dan dus ook niet integreerbaar is. Dit is dus een 
voorbeeld voor 1°. Het is zelfs mogelijk een voorbeeld te geven van 
een op een gesloten interval -·edefinieerde diff erentieerbare functie, 
waarvan de afgeleide begrensd en toch niet integreerbaar is; dit is 
echter vrij moeilijk en daarom laten we dat achterwege. Het geval 2° 
kan echter ~ optreden. We bewijzen n.l. de volgende stelling; 
(35.5) Als G(x) een differentieerbare functie is, gedefinieerd op [a,b] 

b b 
en als J G'(x)dx bestaat, dan is J G'(x)dx = G(b) - G(a). 

a a 
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:Sewijs: Kies·op [a,b] een aantal 1nmten: a= x0 <x1<•··<~ == b 
en b.esohou.w deze punten als eindpunten van de intervall.en van een ve:r­

deling van [a, b J in intervallen .• Volgens de middelwaardestelling van 
de differentiaairekening is er· bij xi_1 en xi een .$ i E (x1_1 , :x1 ) te 
vinden zodat G(x.) .-G(x. 1 ) · 

x~ · 1.- = G•.( ~ i). Hierui t volgt: 
. - x. 1 ). 1 1-

G(b) - G( a) = t, ( G(x1 )- G(x1_1 )) = 1:~ G 1 ( ~ i)(x1-x1_1 ). D1t laatste is 

een a:pproxi:cr.atiesom van de integraal van G' (x). Als we de diameter van 

de verdeling tot nul laten naderen, nadert het rechterlid tot die inte-

graal. Dus fb 
G'(x)dx = G(b) - G(a). 

a; 

D.e reci:proci tei t tussen differentiaal en integraal is niet volkomen 
►maar wel als de fu.nctie die geirttegreerd meet Worden .conti~u is. Sam.en­
gevat: 

· Als f(x) continu is,. is f(x) integreerbaar; de integraalfunctie. is 

differentieerbaar en de afgeleide is f(x). 

Als G(x) continu dif~erentieerbaar is, is G1 (x) integreerbaar en de 

integraalfunctie is op een acldi tieve constante na gelijk aan G(x) .-

Als. F' (x) = f(x), zeggen we, da.t F(x) een stamfunctie, een primi­

tieve functie of een onbepaalde integraal van f(x) is, geschreven 

F(x) = j f (x) dx. W~ beperken ens hierbij tot functies di·e op een interval 

gedefinieerd zijn. Deze schrijfwijze zou aanleiding kunnen geven tot 

verwarring met de bepaalde integralen; da~rom spreken we af, dat we 

/ f (x) dx voor onbepaalde _integraleri ~lleen mo gen gebruiken als f (:X) 

►ooritinu is, We gebruiken dan de bepaalde inte.graal alleen voor int e­

grati9 over een interval waarbij de grenzen bij het integraa.lteken wor­

den gesohreven, Als dan de onbe:paalde integraal J f(x) dx = F(x) dan ont ... · .. 

staat hieruit de bepaalde integraal over het interval (a,b) als volgt 
b · . b 

J f(x)dx = F(b) - F(a) of uitvoerig~r. geschreven J f(x)dx = 
a · a 

= ( J f (x) dx) ~=b - ( J f(x) dx) x=a • 

De onbe:pa.alde integr·alen leveren ons nu een machtig hul.pmidC:iel om 

integralen uit te rekenen. 
Door toepassing van bekende stellingen uit de differentiaalre-ken~ng 

vinden we de volgende stellingen, 

(35~6) Als f(x) en g(x) op hetzelfde intwrvafil. gedefinieerde reele con­

tinue functies zijn geldt., j(f(_x) + g(x)) dx = f f(x) dx + f g(x) dx en 

f (f(x) - g(x)) dx = f f(:~d dx -J g(x) dx~. · · .. , 

(35. 7.} Als f(x) een op e·en intarvaih gedefinieerde reele oont..;:;...ue fun•-'-·"< 

~ie i~, en c- een :teele const;ante, geldt :_ J,cf(,~) dx = c .J f (x}dx • . 
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(35,~8) (Partiele integratie) .,tla f(x) en g(x) op hetzelfde interva~. gede.­

f,inieerde reele fun1 -: · es zijn 1 f(x) differentieerbaar is en g(x) co~, cinu 

:j.s 1 geldt: 

(35 .. 9) (Transformatie van veranderlijke) Als f(t) een continu differen­

tieerbare, op een interva·l gedefinieerde reele functie is 1 en f(x) een 

continue functie is, gedefinieerd op een interval, dat de functiewaarden 

van f bevat, d~n geJk:dt: 1 -
(j f(x)dx)x=r(t) = f(f(t))tp'(t)dt. I 

In (35-9)moeten we bij de overgang op bepaalde integralen nog op­

passen, omdat er twee variab.< :· em in voorkomen, Als t het inter:Ual ( a, b) 

dOO[loopt vinden we: ~r-8) . 
• J.fop ( t)) tp'( t) at = f c x) ax) x;, f(b) - <j't (x) ax) x=lf' a) = h°i)xl ax. 

Dit geldt op grond van de gemaakte afspraken ook als ·tf(b)< r(a) • In (35.9) 
kan men ook een mooie formele rechtvaardiging zien van de gekozen notatie 

van e::m integraal: Ji fd.-:r = jf~~dt. 

Uit (35.8) en (35,9) samen kunnen we een formule voox· de integraal 

van een omkeerfunctie afleiden. Stel f(x) op een interval·. gedefinieerd, 

eeneenduidig en continu crifferentieerbaar met afgeleide overal -J 0, dan 

is de omkeerfunctie f( t) ook op een interval gedef~nieerd, eeneenduidig 
en continu differentieerbaar met afgeleide ov.eral -Jo. Verder is f(<p(t))=t. 

Nu volgt ut (35,9): (f(x)ax)x=y>(t) =ft'f'(t)dt en uit (35,8),jt~(t)dt ~ 
.- ty(t) -j<p(t)dt. Dus Jy(t)dt = tf(t) ... (jf(x)dx)x=~(t)• Let wel dat, hoe­

~iel in de laatste · formlile de af geleide van r niet meer voorkomt, bij de af-

leiding de diff erentieerbaarheid van 'f gebruitt is. Zo vinden vve: 
(35.10) (Integraal van een omkfaerfunctie) Als f(x) een o~ een interva~ ge-

definieerde, eenaenduidige, continu ftifferentieerbare functie is en 

~ijn omkeerfunctie, dan geldt: ffCt)dt = t~(t). - (Jf(:x) dx)x=tf(t). 

lf( t) 

Een voorbeeld van toepassing van deze formula is het volgende: dui­

delijk is J exax = ~x, dus J1og tdt = t logt ~ e10g t ~ t log t- t. Dit re"• 

sultaat badden we ook direct met 9artiele integratie kunnen vinden: 

J log tdt = log tj1 dt-J ~ (f 1 dt )dt = t log t- t. 

§ 36. Onbej!titalde integralen van enkele klassen van functie s. 

Door toepausing van de stellmgen van §35 zijn vele onbepaalde inte-

gralen te vinden. \Ve geven enige voorbeelden. 

f n xn+i J a 
x dx = ii+T""' als n / -1 •. : :::: logxvoar· x ►·O en= 

x(O~ dit wordt samen wel geschreven s~ = log\x\, maar we 

log(-x) voor 

mogen dan bi j ... ,·: 



An 138 

overgang op een bepaalde integraal geen interval kiezen, dat het :punt a_. 

bevat. 

f exax = ex , j,t"ax =f ex log adx =_ 1~=- a. Di t laatste is een speciaS.l ge­

val van het volgende: Een transformatie van veranderlijke x = at geeft: 

<Jf(x) ax) x=at =J f{at) adt, dus jt{at) dt = ¾ { J f(x) dx) x=';'t• Evenzo geeft 

de t:ransformatie x=t+b~ rf( t+b) dt = ( f· f(x) d:x) x=t+b• Beid~ samen geveJO.: 

f 1 J ' " · J n ( ax+ bf+ 1 
f(at+b)dt = a( f(:x)a.x:)x=at+b·• Zo vinden we b.v. (a~+b) dx = (n+f)a ~ 

n . . 
Een onbepaald2 integraal van een polynoom P(:x) =L a.xJ vinden we nu 

·- J J .. ..n.. . ~ . j+1 t lJ. J-0 
ook direct$ (~..,.- a .:x:J) d:x = ?- a3~+ 1 = • a~j1x • 

. · ~ J J=O J 2 J= 

~pga-y:_e 137 .Berekon: .f x:2exdx, f xex dx, J sin x dxt J tg x dx,J . dx . , 
I t . Sin X COS X f dx . ·s cosx ()X J earc g X f J dx-
. 1+x2 ,, ' · f+sin'2x ' 1+~2" a.x:, sh x dx, x logx• . 

We st ell en ons nu ten doel een on bepaa.lde in tegraal te berel:enen van 

een·gebroken rationale functie ~t~i , P(x) en Q(x) polynomen met re~le 

coeffic~'ifr1ten .. Hiertoe zijn eerst enkele algebraische voorbereidi-hgen nodig. 

Als P(x) =f!:_ akxk een polynoom is met complexe coefficienten van de 
k=O ~ 

graad n}1 ( dus a~O), dan is er volgens de hoofdst.elling van de alge~ra 

( zie §28) _een complex getal ~ 1, Z!Odat P(<:( 1) = o. De ak warden nu reeel 
verondersteid. Dan is P(x): = (x- ~1) P 1 (x), waarin ·p 1 (x) een polynoom ia 

met comple:xe coeff'icienten •. Er is dua een tit~ waarvoor J,1 (~2) = O', dus 
P(:x;) =n(_:x:-lll(1) (x~<l(2 ) P2(x) t zo voortgaande vin1ien we tensl&tte P(x) = . 
1= an . (:x:...;w.), waarin de ~k complexe geta.llen zijnt die niet alle ver-. 

k!:::1 ... le 

schillend beb.oeven te zijn. Hat fei t aa t de ak alle reeel zijn, maal.:t dat 

. _k ~ . ~ 
uit P(Clf.)=0 volgt P(~) = ak~ = L a1~ =0. Als nuO( niet reeel is·, d.an 

=0 k=O :e 

is~/& , dus zijn :x:-(j en x-~ verschillend en dus komen · ~e afzonderlijk in 
de ontbinding van P(x) voor (Uit P((X)=O, ~,;if~, ?(x)=(x-Ol,)Q(x) en P(ii)=O 

volgt 0=(-1.-~) Q.(&), dus ~("')=0). Nu is (x-~)tx-;:)=x2-(0i.+tic)x+IX&. Laat 

·11.·=r+is zijn, dan volgt uit t;)l niet ree,;;;l s,;zf0;~~-=2r, (){i:=r2+s~, dus 
. · . -· 2 . 2 2 2 2 2 2 (x-w) (x-\')l..)=x -2rx-.t-(r +s ) en nu is (-2r) -4(r +s ) .= -4s <o, dus 

(x-~) (:x:-~=x2+bx+c, waarin b en c reeel zijn en b2-4(.} (0. StelO:/+C¥.,,ti1.r1i, 

dan is P(x)=a""(x2+bx+c) fr(x-~ )=a (x2+bx+c)R(x). "fle bewijzen n~ da:t R(x) 
. •. . .It=3 -k n 

oen poiynoom is met ·~oele coefficienten. Stel dat minstens een der. coef­

ficienten van R(x) niet reeO.lis. Door d&ling met rest vinden we P(x) = 
= (x2+bx+c) S(x) +T(x), waarin S(x) en T(x) reele coefficienten hebbem en 

T(~)=O a£ de graad. van T(x) is (2. Door aftreltking vinden we T(x) = · 
= {:il+bx+c) (anR(x)-S(:ic)'.). Omdat de coefficienten van R(x) niet allen reeel 

.... -: ~ ·. ,. 
, V .,J ; 
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.zijn en van S(x) wel, is van anR(x) - S(x) minstens .ee:n coeffioient f,o, 
dµ.s is de graad van (x2+bx+c) (anR(x)-S(x) )' zeker ~ 2, maar de gr:-aad van 
T(x) is < 2, en di t ge:eft een tegenspraak. J)us heeft R(:t) nele coeffioien­
ten. Op R(:x) kunnen we ·dus dezelfde redenering toepassen als op P(x). Zo 
voortgaande vind~n we 
(36.1) Ee9 polynoom P(x) met reele coeffici~nten is te schrijven in de vorm 
P(x) = a ,JJ Pk(x), waarin a reeel is en :l.edere Pk(x) hetzij . de gedaante . 
x-dk met dk r0oel, hetzij · de gadaante x2+bkx+ck met bk em ck reeel en 

2 bk-4ck ( 0 heeft. 
Nu zijn twee factoren Pk hierin identiek (dow.z. hebben dezelfde 

coefficienten) of hebben een grootsta gemene deler 1. Om dit in te zien 
bedenk<Jn we dat uit x2+bx+c=(x--ci1) (x-lY2) mGt b cm c reeel volgt dat b<'.; 1 
en ~ 2 of beide ree~l of g~~n van baide r~Gul (on dan toogevoagd_com9lox) 
zijn. Als t{1 en 0(2 bui d0 reJel zijn is b2-4c=(-0<1-\<2)~4~l7»2=(~1 ... a2) 2 '-0. 

Als dus b2-4c < 0 zijn <y, 1 1;;:n oc 2 g0,.m van boide roeel,Hi,.;rui t volgt g0mak­

kelijk do bowering over de g.g.d. door du mogolijk~ ~Taden te bvschouw8n 
die de g.ged kan hebben. 

Ui t d(;: algebra is nu bekcnd ( zie cursus moderne algebra (3. 6), blz .• 
32) dat du g.g.d. d(x) van twue polynomun f 1¢x) en f 2(x) met roelo coef­
ficH;nten t-:; schrijv~n is in de vorm d(x) ~tp14'l)~2 (x) f 2(x), waarin lp1 (x) 
en tp2(x) polynomcm ·zijn met re8l~ coefficli!enten. Hierui t volgt nu echt1;r 
dat als f 1 (x)" en f 2(x) g.g. d. 1 hebb1,.m, bij een polynoom h(x) tw1;;0 poly-

-o. '. h ( .} . h (' ) te ; d : :j. d t h(xJ h 1 (~} 112bcJ_ i v 1ni<>t1 1 -~ ·en 2 x . vin en zi n zb a f',(x;f2(x) = :fi1xY + ~. s 

en wel zo dat als de coefficienten van de gegeven :polynomen reeel zijn, 
di t ook geldt voor die van de gezochte polynomen. V!e weten immer"! dat 
1 = (f1(x)f 1(x) +<f 2(x)f2(x) en dus h(x·) * h(x) tp 1¢x)f1(x) + h(x) 'f,(x)f2(x) 

du.s h(:x:) · = h(_x~~ 2,x) + h(.x) ~1~x) • Dit precede noemen we s_plit-
f 1 (x)f2(x) 1(x f2 X 

sing in partj~le breuken. 

Nemen we een gebroken rationale functie ~t~~ en ontbinden we Q(x) · 

volgens (36.1), dan volgt uit het voora~gaande dat ~t~~ te schrijven is. 
_f_iJx)_ . m 

als een som van termen ~• waa.rixi ~.i(x) de gedaante (x-dk) k of 
m 

(x2+bkx+ck) k he~ft. Voor het zoeken van de onbepa~lde integraal mogen 

we ons dus tot gebroken ratinnale functies van de volgende gedaanve be­

perken~ c~t~j)k on Q(x)=x+d of Q(x)=x2+bx+c. WG zettGn de splitsing in 

par!i0ie br0ukGn nog verd~r voort. Doul n.l.P(x) door Q(x) met rest: 

P(x)=T(x)Q(x)+R(x)' dan is {~t~i )k = "(Q?~)~k=w1 t (Qf~,~lt-1• Met r,l~J1k-1 



zetten we het procede 
k 

voort en vinden aldus 
P(x) 
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= R0 (x) + 

~ R·(x) 
♦ 3=i (Q(x))l waarin de R/x) , j=O, ••• , k, polynomen met reele coefficient en 

zijn en de Rj (x), j=1, ••• k, graden hebpen kleiner dan die van Q(x) .. · Er 

blijft dan no~ over te bepalenc Jci~)ic en f xc+~~~~~ , De, 'i',erste 

in:tegraal is - (k~Dtx-a.)k-1 voor k)1 en p:log(x-d) voor k=1 •. Het pro­

bleem de twee de integraal te vinden is opgelost als we . J' (x2+~~+CJ k 

en j1 (x~!i:+c·)k gevonden hebben. Nu is x 2+bx+c~(x+½b) 2t( c-¼b2) = 

= (x-r) 2+ a2 met __ reele ti en reele Q )0 omdat c-¼b2 ) O. Stellen wij nu 

1 x=~y+p dus ~(x-(t>) dan is met transformatie van veranderlijke 

f dy . . . f :-1,- dx 
( 7 y2 + 1 ) 1d . . 1 , ) = . 7 _f ( x- /3) 2 + 1 ) k = \ r:r=-,1;x-r \ \ ~l. r 

t x2k-1f dx J· rlx . 
= U J ({x-~) 2+ J~ k., Om ·•· ( (:x:-~) 2:i-32) k te vinden is 

het dus voldoende Jk= J (~~+ 1 )k te bepalen. Deze construeren we nu met 

volledige inducti~ naar k- ·we weten dat J 1== j ~~+1 = arctg x. Verder 

f Cx2+1)-x2 J dx J x 2a.:x d 1 · 
is Jk+1= [x2'+1)1t::i:r dx = (x2+1)k I Tx'2+1)k+l • Maar dx (x2+1)ir = 

-2kx J xdx 1 = Tx2+1 )k=t=J , dus (x2+ 1 )k+ 1 = - 2k(x2+i )k .. Hieruit volgt Jk+ 1 = 

r xdx . x , r. ax 2k-1 x 
= Jk - 1.. x(xZ+1)1t+1 = Jk + 2k(x"2+1)is:: -.,_1J(x2+1)k = 2k Jk + -2k_(_x __ 2_+_1_.)k• 

· J xdx Hiermee i,s door inductie Jk gevonden. Om tenslotte nx-"r) 2+o2flr te 

vinden stellen we J{(x-~·?+ffJ'k =Jtci~~+,f2Jic +(3J ((x-r~+02)lt • De 

laatste van deze tvvee integralen kunnen we al oplossen. Voor de eerste 

stellen we r-( x~p) 2 en vin den (ft y+ If¥) k ) Y= ( x-~f = 2 J fl~;:~ /¥+ f J k , 

wa~rmee hij dus tferu:ebracjlt is tot Jty+g"lfflr , hetge 0 n er ~en is van 

het bekende type (x-d)'"k • Hiermee is de V3lgende stelling gev~ndeng 

(36.2) Een onbe:pa2.ld8 integraal van een gebrmken rationale functie met 
re-Ble coefficienten is te vinden als esn functie die ontstaat door samen­

stelling van functies die rationale functies met reele coefficienten, 

log-functies en arctg-functies zijn. 

We merken nog op 1 dat ue, nu we weten dat de splitsing in p~rti~le 

breuken mogelijk is, we deze splitsing eenvoudiger kunnen vinden dan uit 

het bewli:js van' a.e mogelijkheid van deze s:plitsing volgt. We stellen n.l. 

de te vinden splitsing met onbe:paalde coefficienten op, maken a.e breuken 
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door vemenigvuldiging wtg, en stellen de overeenkomstige eoeffieianten 

aa.n.elkaar gelijk. De onbepaalde ooeffici~nten zijn dan uit een stelsel 

lineaire vergelijkingen op te lossen. 

1 dx ;x+2 
Opsave 1 38. Bereken -3-· --, x 3 dx. 

X -X X't+ X 

Onder een rationale functie van twee veranderlijken x en Y, verstaan 

we een functie §f~!~i waarin P(xty) en Q(x,y) polynomen in twee verander-
m m j k 

lijken zijn 1 d.w.z. functies van de gedaante 2 2..= ajkx y, met reele 
j=1 k:::::1 

ajk• Evenzo rationale functies van meer dan twee verande::rlijken. 

We willen nu integralen bepalen van functies van het type 

R(xfya:x:2+ bx + c), waarin R(x,y) een rationale functie van twee veran­
x+1 

terlijken is, dus b. v. '½...,,:P • ,., • Ale a = 0, dan kunnen we deze door een 
x'"+1 

eenvoudige transformatie op een integraal van een rationale functie 

terugbrengen, wantjR(x,Vbx+c)dx = ~(j yR(<-c,y)dy)y = v~ 
(als ook b = O, is de oorspronkelijke functie al rationaal). We veronder­

stellen dus a f- O. Als a? O, dan stellen we 
y ax2 + bx tt = ra1/~ + ~x + i ,= ia Y,_( _:x:.::,_+_h_a_)_2_+_4_a_c_4_:_2_b;:;~7-.7 Als 2 b = 4ac, 

dan is dit voor x:?.- h ; Va{x + h) en voor X""-.- h=-va(x + fa) .. In 

beide gevallen komt er een rationale functie. Als b2 ~ 4ac stellen we 

•a:a2 b 2 = + J' 2 of - f 2 naar gelang 4ac :,,b2 of 4ac,:_b2 , 

reeel en> 0 gekozen worden. In beide gevallen stellen we 

dan kan J' 
1 b 

y= -(x + ~) a_. ... ~a 

en vindenjR(x1 y'a'}/(x~l2-;/1)dx = 

=o<_fR(~y -}a:, ~;d v;2; 1 .. )ey)Y= 1(:x+ b )" Als a(O, dan etellen we .. 

,. I 2 ,--.v .. 2 b -~ .,r-.f/a/.,_ b 2 4ac - b 2 
·v ax + bx + c = V-a -x - ax - c = v -a 1, -(x + ~8 ) - ---- • Als 

48..:::: 

4ac> b2 , is er geen reele x waarvoor di t reeel wordt; dus di t geval kur.ne,1 

we uitsluiten. Als 4ac = b2 , is dit alleen reeel voor x = - h; dit 

<. 2 o2- ,4a.- 2 ~~eval kunnen we dus ook ui tslui ten. Als 4ac b , stellen we 4~2 = J 

met reele J· ), o. Dan geeft de transfor:matie y = 1. (x + ~a.) weer . r 



j R(x, ,;::a{-(x + hl + J' 2) dx = y<J R(oy - }a, i/-a,p)a.y)Y'i'"+fal• 

Er blijven dus nog drie gevallen te onderzoeken: 

J
0
R(x, 'i/x~+ 1') ~x, J R(x,/ x2- 1 )dx, i~ 7/ 1-x2°Jdx; 

L• R(x,Y._ x2 + 1). Stel nu t = x + Vx + 1 1 dan is t - 2tx + x2 = x2+ 1, 
2 I · 1 2 2 1 

dus x = t - 1 ,y x2+ 1 = t - x = t + 1 en 3-.! == t + • Nu verifieert 
2t 2t dt 2t2 

men makkelijk dat R(x, 1/ x + 1) dx = ( t + 2 1 R( 1-.::l, 1..±1) dt) t-x+' / x2+t '. j . --r-: j 2 2 2 . 

2t 2t . 2t - Y 

2°. R(x,Y._x2- 1). Stel nut= x +Vx2- 1, dan is t 2- 2tx + x2 = x2 - 1t 
t 2 + 1 ,, / ~ . ' t~ - 1 dx t 2 1 dus x = ---, V x - 1 = t - x = · en TI"= -~. Nu verifieert men 
2t --- 2t 2t . J 2 2 2 · . f. , I 2 . t 1 t + 1 t -1) ) .. --~·----r 

makkelijk dat R(x,y x - 1 )dx =( 2~2 R( 2 t ,-;;- dt t=x+Vx -1 • 

~ - I 2 
3°. R(x,"/1 - x2 ). Stel nut= 1-t 1-x dan is x2t 2- 2xt + 1 = 1 - x2 • - y X ' 

2t 1/- 2 1 - t 2 
Als x ~ o, dan vindt men hieruit x = ~,v 1 - x = 1 - xt = . 2 

1+t 1 + t 
dx 2 ( 1 - t 2 ) j ,, J 2 en cit"= (1 + t 2)2• Nu verifieert men makkelijk dat R{x,y 1-x )dx = 

=}2 ( 1-t~) R( 2t , 1-t2 ) dt) 1- V 1-x2 " In de ui tgezonderde waarde 
(1+t2)2 1+t2 1+t2 t = --x--

X=O vindt men met aehulp van de regel van l'Hospital makkelijk dat de 

functie t = 1 -xY 1-x:
1
daar continu uit te breiden is met waarde t = 0 

en dat de zo uitgebreide functie daar ook continu differentieerbaar is 

~ga dit na). We kunnen de beperking tot x j O dus laten vervallen. 

(36~3) Een onbepaalde ihtegraal van een functie R(x,/ax2+ bx+ c) 

waarin a,b enc reele getallen zijn en R(x,y) een gebroken rationale 

functie van twee veranderlijken voorstelt is te vinden als een functie 

die ontffitaat door samenstelling van functies die rationale functies met 

reele coefficienten, log-functies, arctg-functies en de functie 

V ax2+ bx + o zi~n .. 

O:pgave 139. Berekeifx:-1', JV x2- 1 a.x,/F,2._,(vergelijk bij de 
1-x 

laatste integraal ook nog de met de algemene methode gevonden uitkomst 

met een uitkomst die U al kent). 

erry'R(sin x,coe :x:)d:x:,waarin R(x,y) een rationale functie is,xte 
X X X 2tg ~ 

bepalen stellen we u = tg ~, dan is sin x = 2 sin~ cos -2 = ---0--c 
c.. c. 1 +tg'· X 

2 
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= ·-2u. .· 2 x - · 2 ,~ 1-u2 e~ ~x· __ .1.(."+~,2). ~, cos X = ~ cos ~ - i =· . 2 X - 1 -·• hli\ ~ .. ..., u.x; ~ , -, , 
1-+-u 1~tg ~ 1+u 

dus 

j. J 2 · · 2u 1 u2 · , .. 

. R(sin x, cos x)dx = ( ~ R(~, ; )du)u = tg ~• 
· 1 r1-u 1 +u . 1 +u c:. 

In epeciale gevallen kan het wel.eenvoudiger. Zo is b~v. 

Jsirin x dx = j sinn-,x sin x dx = 

=~sinn-1x cos x + (n-1>] sinn-2x cos2 x dx = 

=--sinn-1x cos x +(n-1)} sinn-2x c1x - (n-1)] sinn x dx, Voor n?1 kiezen 

we de· formu.le 

f sinnx dx = - ¼ sinn-1 x ces x + n~1j sinn--2x ax; voor n ~-2 de formule 

}sinnx dx = n1i sinn+1cos x + ~:yJ sinn+2x dx. Hiermee zijn ze voor alle 

rehele n terug te brengen tot J dx = X en f s~~ x· J)e laatste •rekenen we 

f d y-6 1+u2 · ' nu'met het algemene x,rocede en vinden .x =( . 2u du)u==tg ~ = 
sin x 1+u c:.. 

1 ~),,=td = log I tg ! I • } 
O~save 140. Bewijs dat voor nat~urlijke n geldt f sin2nx dx = 

n 1!. ...nn· . 0 , ; --ii~ en :J.tsin2n-1x dx 1· 2k 
, JL1 2k ('.) = 1r~12k+1 • 

We zouden j cosnx dx analoog a~s boven kunnen behandelen, maar 

kunnen deze . oak terugbrengen op j sin"x </-X ala volgt j oosnx dx = 

= -(j sinny dy)y = J -x• 

9lpgave 141. Breng f R(ex)dx, waarin R(x) een rationale functie is, terug 

op een integraal van een reeds bekend type~ 

0,P~ave 142. Breng f R(x, 1/ ax+b, y' cx+d)dx, waarin R(x,y,z) een rationale 

• functie is, terug op een integraal van een reeds bekend type. 

0:pgave 143, BerekenjxoC-logx dx (o<..reeel),.( ~2- 21 dxj. fx2n--.' 
• / X +X +1 X X -1 

Niet alle integralen van eenvoudige functies zijn weer in eenvou•­

dige functies Uit te drukken, Zo lukt dit b,v, niet bij; sin~ c1x of 

j exdx, Men kan echter wel een reeksontwikkeling vinden voor dergelijko 
• X • sin X r (-1 )nx2n . ( sin X 
integralen, Zo is x =~ ( 2n+i)f , dusj x dx = 

f; ~ ( -1 l nx2n ~ f-1) nx2n+ 1 J~=O (2n+i) ! dx =.;;;.o 2n+i) c2n+1 ).! , want een machtreeks mag ter:msgewijs 



• 
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gedifferentieerd worden. 

§ 37. Oneigenlijke integrale,n. 

Tot nu toe hebben we aan integ.r&erbare functies steeds de eisen 

gesteld dat ze begrened waren en sleohts in een begrensde verza.meling /: c •. 

Voor enkelvoudige integralen zullen we nu proberen deze beperkingen op 

• te heffen. Stel e&n functie f(x), gedefinieerd op {a,b) en zo dat deze 

aan het einde van interval onbegrensd wordt, b.v. tg x voor (0,½7f). 

Sche:•pe:"" uitgedrukt: voor ieder reebl geta.1(3 E: (a,b) is f(x) integreer.,. .. ··,-• 

baar (en dus begrensd) op het interval (a,pi). We definieren nu 
b . JP., J f(x)dx = lim f(x)dx, als de limiet in het rechterlid baste.at 

a (3Tb a b 
9anders zeggen we datJ f(x)dx niet bestaat). Een dergelijke integ.raal 

a 
heet een on~igenlijke integraal; de vroeger eedefinieerde integraal een 

eigenlijke integraal. Ter rechtvaardigin~~~e schrijfwijze moeten we nog 

~aantonen dat, als f(x) op (a,b) eigenlijk integreerbaar (en dus begrensd) 
b 

is, j f(x) dx als eigenlijke en als oneigenlijke integraal hetzelfde zijn& 
a. 

Dit volgt echter onmiddellijk uit de continuiteit van de integraalfunctie 

(zie stelling (35.3)). Er beho0ft hiervo.«"zelfs alleen verondereteld te wor 

.Hn ,·dat f(x) t-p (a,b) begrensd en op (a,f.;) voor iedere (3 E: (a.,b) eigenlijk 

int~greerbaar is; de eigenlijke integr&erbaarheid van f(x) op (a,b) 

volgt n.1. daaruit, zeals in de volgEnde stelling uitgedrukt wordt: 

~37. 1) Als f{x) een begrensde fun-·tie is, gedefinieerd op ( a, b), en 

eigenlijk integreerbaar op ( a, f.i) voor iedere /°3 E ( a., b), dan is f ( :x) 

eigenlijk integreerbaar op (a,b). 

Bewijs.:Bij E.. > 0 en 11 > O kiezen we M1 zo, dat ± <. min (~, b-a). 
2 1 

'"La.at k het grootste gehele getal zijn met ± ,,('__ b, 
2 1 

Definieer nu g(x) door g(x) = f(x) voor a.(xL± 
2 1 

dan is ±> a. 
2 1 

en g(x) = 0 elde~s 

dan is g(x) eigenlijk integreerbaa.r. Dus is er een M2>M1 te vinden, 

zoda.t vcor m>- M2 geldt --z:-t) ( t ) <. ~ • Dan is ·r-<~( t_ ) 6 '"t:'(:) ( c. ) + 

+ 2-M1~Y}. Dus f(x) is eigenlijk integreerbaar. 
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Bij de ondergrens van een interval gaan we op geheel analoge wijze 

te werk: als f(:x:) op (a.,b) ged.efinieerd is en eigenlijk integreerbaar 

op (""-, b) voor iedere d-:· '= ( a, b) , dan definieren WB de oneigenlijke in-
b b b 

tegraal/ f(x)dx door/ f(x)dx = lim J f(x)d.x, als de limiet in het 
a a 01,1, a o; 

rechterlid bestaat. Hierover zijn analoge o:pmerkingen te maken als boven, 

en een analoge stelling als (37.1) te bewijzen. 
. 1 ~ 
Voorbeeld: gevraagd of/ x'= dx bestaat. Voor /'\ L- 0 is x b;ij 0 

1 (.{ }(+1 
onbegrensd. Nu is voor cl-.)' 0: j x' dx = ~ - .::i<_q a.ls,,,<"' p -1 en 

1 , 1 CA _.A.~ j-'- • , ,. 

/ x - 1 dx ::: - log d.. • Dus f xiA dx bestaat niet voor /< f:: -1 en wel voor 
(I.. 0 1 
;"..A>-1 en in hri:,t laatste geval is/ xl'-'-d..,c =,.~!1 • Dit levert alleen 

~~ets nieuws als -1 .t.. j"- .t'...... o. O 

We laten nu ook toe dat de functie in de buurt van eindig veel 

punten van het definitie-interval onbegrensd wordt: laat f(x) gedefi­

nieerd zijn op (a,b) behalve in de k punten c1 ••• 1 ck(c1L c2 .e:. .... ('.'.ck). 

ti 
) f (x) dx, 

C. 1+c. 
J.- 1 

2 

mite alle limieten in het rechterlid bestaan. Dit heet we6r een oneigen­

lijke integraal. W~ bewijzen weer ale bovGn, dat als f(x) eigenlijk 

integreerbaa:a. is op (a,b) d6 eigenlijke en de ~neigenlijke integraal 

hetzelfde zijn. 

N.B. Alle f\ E>r. ti ::i.ooten onafha.nksli.jk van elkaar naar h'Jn l~.m:I ,'.:;•·:; 
+1 -J 1 

I W , . t h . . t dx ., . ( j dx ( dx\ "\ gaan. e mogi:n aus n1E:: . sc r1Jvc:n J x = ..:,..:r.m x + x; = l, 
d -1 rf-l1 O -1 

maa.r +1 dx liID. 
- /1 -x.=(t 

o-iO . 
I 

j "."' 1 1 _ r 
~ + lim ( ~ en di t bestaat n:::.fi ➔;. 

- 1 SJ,1,0 J'2 

We kunnen door Ybrknipping van het integr .... tiE:J-1.nterval ons znqf:f'tal 

be:perken tot het g,:Na.1 dat de funoti;;3 slechts in de 'buurt van een 
punt onbbgr~nsd wordt. 
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Niet alle stellingen over eigenlijke integralen gelden ook voor 

oneige:nlijke. integralen. E~n tegenvoorbeeld als waarschuwing: :f'(x) en 
· · · • zijn 

g(:x:) kunnen oneigenlijk integreerbaar .. zonder dat hun produc·t het is. 
. 1 1 ' 

Stel b.v. ;f(x) · = g(:x:) ::;: -::::::. op (O, 1),. dan bestaan J f(:x:)dx = 
V x · 0 

1 1 1 1 

0/ g(x) dx = 0/ ;x = 2, maar J f(x) g(.x) dx = / ~ . bestaat niet. 

We gaan de stellingen over eigen1ijke integralen niet systematisch 

o:p hun geldigheid voor oneigep.lijke integralen oriderzoeken. Het beste 

is het bij oneigenlijke integralen steeds op eigenlijke terug te gaan 

en limietovergangen toe te passen. Geldig blijven b.v. de stellingen 

(34.4}- en (34.5) over de som van twee integreerbare functies en over 

let p~oduct van een constante en een·integreerbare functie. Verder mag 

men :,.- bij partiEale int&gratie ook grenzen invullen waar de 

integralen oneigenlijk worden, mits men daar ook limietovergangen toe­

past: ,-f(x)g(x)~x = lim f(f;) j~(x)d.x - lim f(o( ). f~(x)dx + 
· B'tb c ol ,\ta c 

b - X 
-- / fi(x){ j g(l. )dC.,)dx. 

a C 

(37~2) Als f(x) gedefinieerd is op (a,b)Jals voor iedere~ ~ (a,b) f'(x) 

eigenlijk .integreerbaar is op (a, (3) en i,.1s afbl f(x) l dx besta.at, dan 

bestaat ff(x)dx. 
a. 

9 B,ewijs: O ~ \f (x) \ -f(x) I.. 2 lf ( x) \. Verder is als de integrand~ 0 · 

is, de integraal een isotone functie van de bovengrens. Dus 
.~ ~ b fl:, 

f (lf(x)\ -f(x))dx~2 / lf(x)l dx 6 2 J /f(x)!dx. Dus J ( lf(:x:)\-f(x))dx 
a . a \ a a 

I\ 
•is a.ls functie van ,-1 isotoon en begrensd, dus lim / { t f(:x:) l -f(x)) dx 

/?11' b a 

lim /Alf (x)l dx - lim f q f(x)\ -f(x)) dx = 
t.itb a 1 fotb a 

~estaat~ Hieruit volgt dat 

f t?, ' 

= limb f(:x:)dx pestaat. 
f.>-t a 

Een analoge stelling geldt voor een integraal die aan zi jn ender•-

grens oneigenlijk wordt. 

Het omgekeerde van ( 37. 2) geldt niet: het is mogelijk een voorbeeld. 

te gev~n van een functie f(:ic) die eigenlijk integreerbaar is op (a,/3) 
b b 

voo:r alle /1'3, ~ (a,b) en waarvoor J f(x)d:x: wtl en f lf(x){ dx niet bestaat., 
a a 
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Zo 'n voorbeeld ( echter met de ondergrens als de grens, waar de functie 

' ' 
oneigenli jk v,ordt) is ~ sin f, want I¾ sin ~ dx bestaa t , maar l ~ I sin ~ \ dx 

niet. Immers f ¾ sin ~ ax = f x-:l? s:n~ dx = x co~ ; ~ J cos ; ax, dus 

voor (j > O is l~ sin ; dx = cos 1 - iX cos ~ - {cos ; dx. Nu is 

lim Ci- cos J. = O'd.. en lim fl coo1 ax bestaat, omdat :e integrand begrensd is .. 
ei-.l,O 1 ......_ t:,I.J/oJ__. X i 

Dus J ~ sin ~ ax bestaa/ Om het niet-bestaan van i ;r sin ~ 1 we aan te to-

o ~ ~) 
. nen, bedenken we dat voor natuurlijke k en y e= (2k 1T+ 4 t 2k rr + 2 geldt 

sin y L. ½ V2. Du• r I1 sin ~lax ~ ½ Y2 . !).'kn-+; = -} V2 log( 1•gk;1 )~ 

I f 
,. J< 'ff+ if 1 I( ff-+ 1f . -11.. 1,-;; 

\r::: 1 ) > 1 \ r::- .1 - 1 ) _). 1 1 r.:.- ( 1 .. 1 324 y 2 
l 1- y2 log {1 + 9k _1rv2 (9k 2 ( 9k)2 - 2 v2 9k - 18. 9k) = k = 

00 

~, waarin c > 0 en onafhankelijk van k. Oradat de reeks L ~ divergent is~ 
, k=1 

is bij iedere R ) 0 een (){) 0 
I 

[ : ~in ½tax bestaat niet. 
·o 

te vinden, zodatJ ¾\sin ~{rue> R is, dus 
?(, 

Hen lette wel o-p het formele verschil tussen twee op elka.ar lijken­

de stellingen over eigenlijke en oneigenlijke integralen. Voor eigenlijke . J)~ 
J in-tegralen hade.en we gevonden. dat uit het bestaan van ::f(x) dx het be-

staan van 1t(x) j dx volglt~ Nu vinden we voor oneigenJ:ij~e integralen 

dat ui t het bestaan van \ f(x) I dx het bestaan van r f(x) a.x volgt, di t 
a... L... ~ 

echter alleen als het beataan van de eigenlijke integraal 1 f(x)dx voor 

alle ~ €:(a, b) gegeven is. a. 

(37.3) Als f(x) en g(x) gedefinieerd zijn op (a,b), als voor iedere 

(?> E. {a, b) f(x) en g(x) eigen.lijk integreerbaar zijn op (a,(3) als er een 

reeel getal CL O best2.c.t, zodat 'f(x)f < C g(x) voor alle x E (a, b) en als 
~ ~ 

[ g(x) dx bestaat, dan besta2.t j f(x) dx. 

a. °" lp 
B_ewi,.is_: Uit f!(x)J <c g(:x:) volgt dat g(x) l 0) dus g(x) ax is een 

fl . 0- . £., C,I. . 

vanf• Dus Df(x)/dx~C J.. g(x)dx :5c.t g(x)dx. Dus 

als functie van r isotoon en begrensd, due PV't. f!lf'(x)\ dx ~ 
isotone functie 

11) 
lt(x) I i;i,c is, 



lr 
= j !f(x) I a.x 

a, 
bestaat •. Uit (37.2) volgt 

l ' 

Opgave 144t Bewijs dat r dx en 
.lt,x+3\/x 

R,-
nu, dat ook r f(x)dx 

~ Jo... 
r Vf dx bestaan. J0 sin x 
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bestaat. 

·.!e merken nog opt dat het bestaan van een oneigenlijke integraal 

alleen afhangt van het gedrag van de integrand in de buurt van de pun­

ten, waar de integraal oneigenlijk wordt. Als n,lo f(x) gedefinieerd 

is op (a, b) en voor iedere {3 £:-(a, b) 2igenlijk integreerbs.ar is op (af), 

en a 1 E (a, b) dan bestaat liE. rflf(x) dx wel of nie~ naar gelang 
. . f . (3 f'kr J °'-f f r 0.l (3 

lim 1 f Cx) dx wel of niet bcstaat; immers J. f(x) dx = J f(x) dx + lf(x) dx. 
~i),. f>.. o.. a.. - a , 

Laat nu de beperking vcrvallcn dat f(x) buiten ecn begrensde verza­

pneling = 0 is. Stel ver·der dat voor ieder reE?el getal R ) a de functie 

f (x) op (a, R) eigenlijk of oneigenlijk integree:eba:-~r is, Dan de:finieren 

we ~(x) dx = lim s:(x) dx~ 111i ts de limiet in het rechter-lid bestaat. J :· R -i + o0 (A, 

Op dczelfde wijze definicron we, als voor ieder reeel ge·i;al S <a de 

functie f(x) op (S,a) eigenlijk of oneigenlijk integreerba:-.r is~ 
~ ~ 

J f(x) dx = lim 1 f'(x) a..x:, mi ts de limiet in het rechterlid best::ic.t. 
-cP 1➔ -00 ,-! 

Daze integralen heten weer oneigenlijk. Het bestaan of niet-bertaan van 
00 

dezc integralen hangt n;;t van a af, d,w.z. als Lf(x) dx bestaat r.esp. 

niet bestaat, bestaat lf(x)dx wel resp. niet voor iedere b) a en ana-
l il 9-r «> . "'-

lo~g bij 1 f(x}dx. Tenslotte definiBren we j f(x) dx ~ J f(x) dx + 
f - · -00 -coO 

J_ f(x)dx, mits beide integralen in het rechterlid bestaan. De waarde van ·~ f f(:x.) dx is niet afhankelijk van de a, die bij zijn d.efini tie gebruikt 
-o0 



~ g, 

La~ wel dat men niat neemt f f(x) dx "' 111'1 ] f(x) dx, want het 
-• R-":IW/0"" It f~ 

rechterlid kan· bestaant zonder dat het linkerlid bestaat. B,v. ~fut= 

JQQ . -R. X +1 

= (log V x2+1)x=R - (~og \/ x2+1)x=-R = o, 1 maar x2ax best~at niet. 
, -oe x +1 . , 

".7e kuhnen deze·typen oneigenlijke integralen o:p de vroeger behandel­
de typen terugbrengen als er een getal ~ ), 0 bestaat, zodat r ftf(x) dx 

. va_ t'<'. 

voor alle R) a een eigenlijke integraal i\ . 
is. Er geldt dan ·:n .. 1. f'(.x) dx = 

I . 'A.. 

=· £'!2 f(i)dt. Maken we n.l. een verdeling van het interval <J, ¾l als 

1i 1 1 1 
volgt R = t 0 -< t 1 < .... <tk = a en stellen we .ti= xi dan is a= xk·< 

< x1c_ 1 < • • • <x0 = R een verdeling van het interval (a)R). Als nu 
k 

t:i E'. ( ti_1 , ti) en 5 i = ~., dan is~ ) 2 f <t.) ( ti - ti_1) = t 1 k i-1 L.i i . 

~ 2 ~ xi-1 - xi ~ ~ · . 
= . Si f( ~i) 2 = 4- f( (;i) (xi-1 - xi) + 

1=1 xi ~ 2 1=1 2 
k b . 5. - >(.. 

+ L f( s1 ) (xi_1 - xi) - 1 2 -1 ~ Als de diameter van de verdeling vab. 
i=t xi 

het interval(~,¾> kleiner dan c is, dan geldt O <xi_1 - x1 = 

< €. R2 • Als du.s de diam.eter van het interval <J, :) naar nul convergeert, 

geldt hetz-~lfde vo.or de bijbehorende verdeling van het interval (a,R). 
Om.dat f(x) eigenlijk int egreerbaa-r is, is er een constante C, zodat 

. k ~ 2 2
1 2 k . 

t I l ~ E:. 'Si ~ xi e R ~ 2 2 
f(x) <C• Dan is L-. f( >.)(x. 1· - x.) ~ (c 2 4--(x1_ 1-xi )( 

i=1 i i- 1 x. a 1=1 
, 2 k 3 l < C g R 2R L (x. - X ) = 20 R (R-a) e en dit ~o als t➔ O. Verder 
a2 i= 1 i-1 i a2 .L 

naderti: f(.5 1 )(x1~ 1-x1 ) tot lRf(x)dxals t ➔ O, Dus ~\fq)dt 
1=1 ~ ~ j~t 

bestaat en = i f(x) dx. f!e me:r·ken nog op da.t de gevonden formule overeen-
!l. 

komt met de formule voor transformatie van integralen. Deze hadaen we 

echter·vroeger alleen bewezen-als f(x) continu is en dat is hier- niet 

verondex·steld. Als nu R ~, dan iJ- O. Dus het bestaan of niet-bestaan 

van r~i:x:le.x komt overeen met het b~staan of niet1-bestaan van j't;. ft;) dx, J.. oD .L 1 ox -~ 
en ino.. geval van bestaan is 1 :f{x) dx = f 12 f( ~)ax. Op analoge wi j ze 

~ o.. X 

Jcunpen we J behana:l.en, 0 

-CO 
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Om b.v. het bestaan van J xl'dx te onder-zoeken~ nemen we in plaats 

f 1 l 1 r1 - 1_2 
a.aarvan . 2 -;)- dx == j X r ax. ·e v10:ten dat aeze bestaat voor 

0 X X' 0 

-r-2 > -1 dus voo;,f ( -1 en niet bestaat voor -;( -2 ~ -1, dus voor / ~ -1. 
sin x · 1 1 1 · Evenzo kunnen we S · x · dx behandelen, door j - 2 x sin x dx = 

1 1 ex; 0 X oo 

= f x1 sin x1 dx te beschomven. Dus J sin· x dx bestaat, maar f l§_in J£1 dx 
Q 1 X 1 X 

niet. . e weten verder f 1 . 
dat 81~ dx bestaat omdat de integrand be-

0 X 
__ x bestaat ook. 

C>~ 

5 sin grensd is. Dus 
0 X 

Voov het overbrengen van stellingen als (37.2) en (37.3) op inte-

gralen met onbegrensd integratie-interval kunnen we het bovenvermelde 

transformatieprincipe niet toepassen omdat we toestaan dat de integralen 

let begrensd integratie-interval oneigenlijk zijn. Als we een f(x) nemen 

die op (a,+o.:>) gedefinieerd is behalve in zekere :punten, in de buurt 

w::L'.,rvan f (x) onbegrensd wordt, dan kunnen we in die ui tgezonderde punt en 

f(x) zonder bezwaar == 0 stellen~ in overeenstemming met het vroeger ge­

bruikte procede. 

(37.4) ~~ls f(x) gedefinieerd is op (a,+oo), als voor ieder·e RE.(a,+ 00 ) 

f(x) en I f(x) t eigenlijk of oneigenlijk integreerbaar zijn op (a.tR) en 
()0 (X) 

als J \f(x)I dx bestaat 1 dan bestaat f f(x) dx. 
a a R 

Opgave 145. J3ewijs ( 37. 4) (Bedenk dat f f (x) dx oneigenlijk mag zijn). 
a 

J37.5) s\ls f(x) en g(x) gedefinieerd zijn op (a,+oo), als voor iedere 

R E (a•+ oo) f(x) en g(x) eigenlijk of oneiganlijk integreerbaar zijn op 

(a 9 R), als er een reeel getal c ~ O bestaat, zodat I f(x)\ ~ C_g(x) voor 
00 o<J 

alle xE (a,+:?O) en als f g(x)dx bestaat, dan bests.at f f(x)dx, 
a a 

0-pgave 146. Bewijs (37.5).(Analoge o:pmerking als bij opgave 145). 
o:;., ::),) 

Als J lf(x)j dx bestaat, zeggen we dat de integraal J f(x) dx abso-
a ~ a 

luut convergeert. Als \ f(x)I < Cg(x) zeggen we dat f g(:x:) dx een ~ajorant 
00 a 

is van J 
a 

drukkingan 

f (x) dx. Deze ui tdruklcingen zijn analoog met gebruikelijke ui t-

in de theorie van de oneindige reeksen. De overeenkomstige 

ui tdrulrkingen worden ook gebruikt bij oneigenlijke integralen met begrensd 

integratie-interval (dus de gevallen van· (37.2) en ( 37. 3)) • 
00 2 00 

_0-pgave 1Llr7• Bewijs dat J e-x dx en S dx 2 
1 x log x 

bestaan, maar dat 

C>O 

} xd1og x niet bestaat. 
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( 37. 6) Als f (x) een 0:9 [a, +Al) gedefinieerde anti tone :functie is met 
00 

lim f(x) = O, dan bestaat \ f(x) sin x fut. 
x•+~ R 'i 

Bewijs: Dat f f(:x:) sin x dx bestaat voor iedere R~ a volgt uit 

(35 .. 1), (34.24) 
,. R 

F(R) = J f (x) 

a 
en (34.7). Noem k het kleinste gehele getal :P : ; noem 

(j+1)TT 
sin X dx en !_ f(x) sin X dx = ar Ui t het gegeven 

a 
volgt dat 

J ti 
f(:x)~ O. Voor j 71 ,< x ~ ( j+1 )lT is sin x >,.. 0 als j even 1s en 

sin x ~ 0 als j oneven is. Dus is aj ~ 0 als j even is en aj ~ 0 als j 

oneven is. Omdat f(x+ TT ) ~ f(x) en sin (x+ rr) = -sin :x: is 
, (j+2)iT \ j (j+1)T 
J f(x) sin x dx ~ J f (:x:) sin :x: dx / dus 

( j+1 ;1T jiT 

Bij E > 0 is een S te vinden zoda t voor x ~ S geldt 

\a.j+1 l ~ \ajl • 

E 
f(x) < 4 en een N 

fodat voor j ). N geldt j Ti > s. Dan is 

lf(j+1)if I E r (j+1)ii ~-
a. I = f (x) sin x dx ~ - 4 J Jsin x I dx = 2 < f .. Dus 

J j T1 j1T -
lim jaj\ = O. Volgens de stalling van Leibniz 1s nu L aj convergent. 
j·4 "'·: nn k7i n-1 ( j+1 )11 

Uaar F(n rr) = J f(xl sin x dx: = J f(x) sin x dx + L J f(x) sin x dx= 
kiT a n-1 a j =k j TT 

= J f (x: sin x dx + !: a .• Dus lim F(n Tr) bestaat. Noem deze J. Kies 
a j=k J n -:>,xi 

nu. een N1 > N, zodat voor n >N 1 geldt IJ - F(n1T )j ( ~- Laat nu R>N 11T zijn 

dan is R > S. Kies nu het kleinste gehele getal m>: dan is \J - F(R)\ ~ 
. i::- mTr - m77 

~\J - F(m-rt)\+ lF(m1i)-F(R)\ < i + \ f f(x) sin x dxl~~iJ 1sin xjd:x: = 
R (m-1)r, 

=~.Du.slim F(R) = J, waarmee de stelling bewezen is. 
R-=" +o-:i r.,uj_. sin x • 

Hieruit volgt dus b.v. dat Vx- dx bestaat. 
~ 1 

Als J f(x)dx bestaat behoeft lim f(x) niet te bestaan, laat staan 
a °"' 2 R ➔+ ~ ( 2 . i 

= 0 te zijn. Voorbeeld ~ sin :x: dx bests.at, want .1 sin x dx = (}~VY:, dy) y=X2 • 

Het is hierbij ook niet nodig dat de integrand van teken verandert; we 

kunnen di t oolc bereiken met een integrand die overal > 0 is. Een dergelijk 
C') .11., 

Tt>or'oeeid id f ((sin2.,}')~ Ti ~x + ~~~)d,::. ~),;; int,.; .. :;l"f.mJ h.;-t-.::1·ven iz > 0., 
0 Co 1 -· ( ::.,.~ f 2 . !! 2r7' '"' . X Vwrc';rt· ·.,t>t~ ~:f4 data l:; ~'= b-.:etaa.t. Q.•1u~~t J (uin '=l .) .1;;; dx = 1 

2 } }' 0v 2 W-Y 
( } (sin yf dy)y_6x, ie het voldoende te bev1ijzen, dat f (sin y)2 dy 

- (n+1)rr t y (n+1)1f 1 2 n 
bestaat. Omdat 0,(sin2y~1, is f (sin2y) 2 · < f (sin y) 2 dy = 

TT n n'1i n Tl'2n 

J (sin y) 2 • 2 dy= J~. Dan is (zie O!)gave 140) Jn=Ti{!~ 2~k1 , dus 
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2k 2n+ 2 1 2n+ -1 2n+,(, ... 1 =- fin.+ 1 2 n 2 ,") 

k=2n+1 ~) (2n+2_1) . = ( ( 1 + 2n+2_1) ) • Daar 2n 

lim ( 1+ 
n➔oo 

),2~ voor 

1 2n+2_,. . 2n i . 1 2n+2-1-~+~1 
n+2. ) = e en l:im n+2 = •1' J.S ( ( 1 + n+2 ) r > 

2 -1 n-,)oo 2 -·1.1 2 -1 
J -5 

voldoend grote n en dus ~+ 1 ( 2 · ( 1 voor vol_doend grate n, dus 
R n 1 

E,. ,T n convergeert. Omda t l ( sin 2 y) 2 rr Y een isotone functie van R is, 
()) 

die begrensd is, want :f ~ 
R ➔ + oo • Tenslotte is in de 
x ::;= log( 2n + ½ )Tr groter dan 

R 

J , is deze funct-ie convergent voor n 
oorspronkelijke integraal de integrand 
(2n + ½)TT 9 dus onbegrensd. 

voor 

- Dat lim J f(x)dx bestaat, betekent volgens het convergentiecri­
R....;,-+ co Q 

terium van Cauchy hetzelfde als dater bi j ie dere c > 0 een w te vinden 
/~ R.i 

. is, zodat voor R1 > W en R2 7 W geldt .. R l J f(x)dx - f f(x)dx \< €, dus 
a c:I. 

\{~(x)dxl<E. 
Kl 

(37.7) Als f(x) voor iedere R > a integreerbaar is •p (a,R), dan bestaat 
00 

S f(x)dx dan en slechts dan als bij iedere E..> 
~ 

teen W> ate vinden 

zodat voor alle R1 en R2 met R1 > w. , R2> L.v geldt 
R'" 

l J f(x)a.xl <E. 
R, eo 

Speciaal is in het in (37.7) vermelde geval ook 

is, 

• D<> 

) f(x)dx 
R 

\ J f(x)dx \< E.., 
Rl 

~ 

dues -1im 
R ➔ + co 

(37,8) Als 
();) 

J f(x)dx 
Cl 

= o. 
C?O 

bestaat, geldt lim f f(x)dx 
R➔ +co R 

.§ 38. Het inte&:aalcri terium voor !vdtsun. 

= o. 

Met behulp van oneigenlijke integralen kunnen we nog een convergen-

tiecriterium vtor reeksen opstellen. Hiertoe bewijzen we de volgende 
hulpstelling. 
(38.1) Laat f(x) gedefinieerd zijn voor 

n 
x? 1, anti toon en~ O .. Noem 

f(r+) = a• voor 11.atuurlijke J'! 
n ··lo/) 

en L. ak ::. 
~=1 

AP, dap bestaat 

lim (.A ~ f f(x) dx) = 
Il"?'OO n :l 

I en O ~ I ,< a 1• 

Bewi_j_~: Omdat f(x) antitoon en begrensd is, ie 

greerb~a:r:; OJ? ieder beg~ens~ interval, Verder is ak = 

f(x) eigenlijk inte­
~+l 

f(k) ? f f{x)dx ~ 
/,<, 
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,.,..., 

;?:, f(k+1) = ak+ 1 • Dus An_ 1): f f(x)dx ~ An- a 1 , dus O ~ an~ An + 
')') 

- 1 f (x) dx (_ a 1• Verd er 
1 I'() .. 

A - f f(x) dx ..,. (A 1 -n 1 n+ 

1 ,.,., 
r 

vorm.en de An - l f(x)dx een antitone rij, want 
rn-1-1 m-, 1 1 

[ f(x)dx)= J f(x)dx - an+ 1 ~ O. Hieru.it vol-
1 ~ . 

gen de beweringen van de stelling. 

Uit {38.1) volgt nu onmiddellijk: 

( 38. 2) ( Integ_raaicri ter=i:,um. ~oar reeks.en). Als f (x) · voor x ~ 1 gedefini­

eerd, antitoon en~ 0 is, als f(n) = an voor a,lle natuurlijke n, dan 
00 00 

convergeren L an en f f(x) dx bcide of geen van beide. 
n::::1 1 

Hiermee kunnen we b. v. direct de re8ksen Z. n :,( en~ n l~g n' die 
00 

li.n § 32 onderzocht werden, opnieuw afhandelen. f x c< dx bestaat dan en 
00 .., 

slechts dan als ~ < -1 en I x f~g x bcstaat niet. 

0pgave 148. Onderzoek de convergentie van L 1 o?, L .,. ~· 
n n(log n) n~ (n+1) 

Opga_ve 149. Bewijs dat lim ( ~ ~ - log n) bestaat en~ 0 is. 
n ~a:> k=1 

De limiet uit opgave 149 heet de constante van Euler. Van deze con­

stante is niet bekend of zij rationaal of irrationaal is. 

§ 39, Herhaalde integralen,.. 

He beschouwen in R2 een f'unctie tp (x) = <f ( { 1 , ~ 2 ), die begrensd 

is en waarvan de verzameling der punten x, waarvoor l.f (x) / O, begrensd 
►is. Voor zo 'n functie hebben ,rro con tweevoudige integraal j 'f (x) dlOx 

gedcfinieerd, mite zij integreerbaar was. We kunnen echter ook een waar­

de van ~ 2 fixeren en c.p als functie van ~ 1 beschouwen en trachten de 

enkel voudige integraal ~ f ( ~ 1 , ; 2 ) d ~ 1 te be:palen. De uitkomst zal een 

functie van.; 2 zijn, die we weur naar S 2 kunnen trachten te integreren, 

dus J ( 1 <.p( S·11 52)d s1)d~2· We sohrijven dit meestal 

j f lf ( 5 1, ~ 2 )d S 1 d ~ 2• Dit heet een h;erhaalde integraa+• Hetzelfie 

kunn~n we met verwisseling van de rollen van ; 1 en~ 2 doen. Yfc gaan nu 

A = j f ( S 1 , ~ 2 ) d W x , B = ff <p ( S 1 , ~ 2 ) d S 1 d S 2 en C :::: 

= Sf lp ( 5 1 , 5 2 ) d ~ 2 d ~ 1 vergelijkon. Wat betreft het bestaan van A, B 

en C zijn alle aoht a priori denkbare gevallen van combinaties van bestaan 
en niet-bestaan ook werkelijk mogelijk. Hiervan enkele voorbeelden. 

1 e. 'f ( S 1 , 0) :;:; 1 al s g 1 ra ti onaal is en 0 (. ~ 1 ~ 1 en Cf ( ~ 1 , $ 2 ) = 0 



in allc andore gevallen. A bestaat en= o, C bestaat en= OJ 

J ~( $ 1 ,0) d? 1 bestaat niet, dus B bestsat niet. 
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{I) r 1 r2 
~ r ( -;-, -;-) = 1 al s r 1 , r 2 en e na. tuurli j k, O ~ r 1 < s, O ~ r 2 ( s 

en r; en f onvere\:)nvoudigbaro brouken zijn; <f ( S 1, S 2 ) = 0 in all P-

f ,= e .,_ ~ 
andere gevallen. Nu bestaa.t 'f( :> 1, s. 2 )d s. 1 en= o. Als n.l. ':> 2 irra-

tionaci.l is of~ 2 >;.-1, of$ 2 <.o, is 'f( ~,,~ 2 ) = 0 voor alle~ 1; als 
J: ~ , r2 , 
c.::, 2 rationaal is en O ~ 5> 2 <·1 on S 2 = 8 is do schrijfv1ijzo van ,:; 2 

als onver·e<:mvoudigbare breuk, dan zijn er hoogstens s-1 waarden van S 1 , 

waarvoor tf ( s1,; 2 ) /. O is, dus oak dan is ftp ( ·~ 1, -; 2 )a s. 1 = O. Dus 

. \) B bestaat en= o. Evunzo bvstaat C en= O. A b0staat nict. N~vm du m 

~okj~sv,.,::d0ling y(m) in R2• Kios a...;n :Pri...;mgi;,tal p > 2m.(Dit kan, omdat 

0r will<..:kvurig grot0 priumg,.,tall,.m zijn.,. St.,;l n,l. dat •..:r sl..::chts uin-
n 

dig Vuul priomgotallun p1, ••• , Pn bustond0n, dan was J!~ pk+ 1 g0~n 

priumgotal. Dit guuft ~cht~r u0n tugunspraak, omdat dit g0tal door gvun 

dur gutallun p1, ••• , Pn du-.;lbaar is).Dan is ur z0kt::r o.,n ge'.bb.;:l g1.1iat•.·r t~~ 

. k r < k+1 , < m r vind1.:n, zodat 'tn~P 2m, a.ls k~O, k 2. Omdat p privm is, is p 

onv0rvunvoudigbaar. Er is dus in iudvr hokjo binnun du vvrzamuling 
.J)::. < (1- r1 r2 

0 ~ s 1 1, 0 ...;: t; 2 < 1 o ... n punt (p, p) waar r = 1 is, me.ar ook punton 

waar l{1 = 0 is, dus 1: (V') ( E..) = 1 voor c ~ 1 ,.m voor allu m. Dus A bustaat 

~liJt, 
( 39. 1) Als van \:vn functiu tf ( ~. 1, ~ 2 ), di,.. bugrensd is un ::: 0 bui ten <Jt .. 

.;;un bugrunsd'-' vurzam1..ling, d0 intwgralen f 'f ( ~1, s2 ) d Wx 1..m 

J( <f ( ~ 1, $ 2)d ~f52 bustaan, dan zijn d1,;:Zv aan ... lkaar gulijk. 

Buwijs: Noom {<p( ~ 1, ~ 2)a ~, = 't( s2 ). Bij E: > 0 is -..J ... n Z'> 0 tv 

vindcn, zodat voor allu vurdelingun van R2 mut diam ... tur < ~ guldt 

(5 'f(x}dWx ~ L tp(y) I (U) \ < !• ICius nu 0 .... n vast..: v..ird..,ling van h;.:t 

;2-inturval Iilut diam ... tur <. :2' zodat 1r 'f-'( ~2)d S2 - w- 'f' (~) I (u)\< 

< !• Laat duz..,. ui t k v\,;rzam..:ling-..;n b...;staan. Daarbij b0hor ... n k wa, rd, .. m 

? . Hut is dus mog~lijk u'-'n vurd~ling van h~t ~ 1-inturval t~ vindvn m~t 

diameter< .,;, zodat / 'f ( ~) ~ f y ( 5, ?{) I (U)j< ii voor al de k 

wa~.rden van ~. Hierin stel t ~ de lengte van een inte:r·val voor, waarbui-



t 

ten y ( § 2) = O is. 

~ ~ I(U) \v,i('1) 
u 

Nu isl~ Cf'(~) I (U) - ~ ~ yes, '3/)I(U)I(u)\~ 
u u u 

."' . -\ f E. - L;- 1 ( ~, '?, ) I(U)1< 3'( Z I(U) ( 7'. De combinaties 
u u 

van alle ver·zamelingen U en U geven et::n verdeling in R2 van diameter 

~vd(U) 2 + d(U) 2 '< b . Dus er geldt)) <f (x)dWX - z= ~ f ( S (~ )I(U)I(u)\< 
u u . 

< f • Dus \ { <p(x) dWx - \ y'( ,; 2 ) d s2 ! < [ . Daa.r di t voor iedere waarde van 

f)ogeldt, is ,frcx)dWX = f 't'( .52)dS2, waarmee de Stelling bewezen is. 

Als dus A,B en Calle drie bestaa.n, zijn ze aan elkaar gelijk. Over-

gang van B op C of omgekeerd heet verwisseling van de inte_gratie,volgorde. 

Analoge stellingen gelden ook voor n-voudige integralen. 
Voor de practische berekening van meervoudige integralen zijn her­

haalde integralen zeer waardavol. 
-:i 1/;-f/ 

Opgaye 150, Bereken l ~ ~ 2 2 d 5 2 d S 1 e'·Tst rechtstrecks en daarna 

met verwisseling van 

Opgave 151 .•. Berelcen 

integratievolgorde. 

1 ( ~ ~1 _§;2 f:-
J jS,1 e d.)1 

0 c) 

Is deze verwisseling geoorloofd? 

§ 40.. Lineaire OJ2_eratoren .. 
Een afbe0lding z = Ax die de punten x van eon n-dimensionale Eu­

► clidische ruimte Rn in punten z van een m-dimensional~ Eu.clidische ruim­
tc R afbeeldt heet een lineaire o~erator of lineaire transformatie als m ' -
voldaan is aan 

A(x+y) =Ax+ Ay 
A(} x) = A Ax 

voor alle x en yin Rn en alle reele getallen A. 
Een deelverzamelin~ V van een R heet eon lineaire ruimte als uit ..., n ----~-~--

x EV, yE_V volgt x + y E: Ven uit xf:_V en A een reeel getal volgt ~ x CV. 
Het is duidelijk, dat de beeldpunten van een lineaire operator een line­
aire ruimte vormen. Verder vormt de verzameling der elementen x van R n 
waarvoor Ax= 0 een lineaire ruimte in R ~ die de nulru.imte van de line-n -
aire operator heet. 

We noemen e. (i = 1, 
]. 

ponent = 1 is en de overige componenten 
n 

het punt van R, waarvan de i 8 com-n ., 
= 0 ; dan is x = ( E_ 1 , • • • , ~ n) 

te schriJ"ven in d0 vorm x - ~ 2 e Ki·ezen we on overeenkomst1·.ge vm::i..'J'ze .... -Ll-,i i" .I:' " 

i=1 
in Rm de pu.nten dj (j = 1, ••• , m) dan is Aei als punt van Rm te schrij-
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m n n 
ven in de vorm Aei = Z:. d,,. •1 d .•. Dan is Ax 

j:::::1 . J J 
= A(,C:- l, 1. e1.) = :Z:: l- .{Ae1 ) = 

l.·=1 . 1 -,1. 1.= , 

.E:.} ~ ' ....1!. 
= ?- r ... i ;z d.. . i a . = L 

1.=1 j=1 J J j=1 

n . 
( L cJ. .. L .. ) dj. Dus z = Ax komt in componen­
i= 1 J 1 1 

ten uitgeschreven neer op 4j =f.-r.xJ•1 l1 (j:; 1, ... , m). 
J.=1 

(40.,1) Een lineaire operator'is uniform. continu. 

E. > o, \ X - y/ < : ' dan geldtf Ax -

n 
Bewi_js:_Kies een reeel getal Y zodat 4- \Ae.j <: v. Als nu, voor 

0 i=1 1 n a 
Ayj=\A(x-y)\ =\A(l:"' (~. -n .)e.)}=-

i= 1 1 f l. J; 

1/~. ( Li - 11 ) Ae1\6 f::. \l1 ~ ~ 1\ \Ae1\6 Ix - Y1 
~=1 1.=1 

n 
L \Ae.\ ~.£ r = E.. Dus A 
i=1 1 t 0 

is uniform continu. 
(40.2) Een lineaire operator is dan en slechts dan eeneenduidig als de 
nulruimte alleen uit het punt O van Rn bestaat. . 

Bewijs: Voor iedere lineaire operator A geldt AO = A( 0 0) = CAO = 

~o. Als A dus eeneenduidig is kan de nulruimte alleen uit O bestaan. Als 
omgekeerd voor A de nulruimte alleen uit O bestaat, d.w.z. uit Ax= 0 
volgt x = o, dan volgt uit Ax.= Ay, dat A(x-y) =Ax.+ A((-1)y) =Ax~ Ay • 
= 0' dus X - y = 0' dus X = Y• 

Een stelsel elementen u.1, ••• , uk van een lineaire ruimte V heet 
een basis van V als ieder element x van V op een en slechts e~n wijze 
te schrijven is in de vorm :x: = --f:_ A. u1 • Verder is, voor iedere keuze 

. 1 ]. 1= 
' i k . van reele getallen It 1 t ••• , -"k' 1.=, i\ i ui een element van V > omdat V 

een lineaire ruimte is. 1 =1 
(40.3) Twee bases van een lineaire ru.im.te bevatten evenveeJ. elementen. 

Bewijs: Laat u 1, ••• , uk en v1 .••• , v1 bases zijn. Dan is voor 

k ~ 
:x: in Vi. x = 2 /\. u. = 1.- ;-.v .. Verder is u 1. 

i=1 1 ]. j=1 J J 

1 
= 2: E' . . V. ( i = 1, • • •, k), 

j=1 Jl. J 
k k 1 k 

dus :x: = ~ Ai ( ~ f> J'i VJ.) = L ( ~ 
1=1 J=1 j=1 i=1 

D •. .i\. )v .• Ui t de eenduidigheid 
\Jl. J. J 

k 
volgt /A. = L p .. ;\. ( j = 1, ••• , 1). Voor iedere keuze van /A 1, ••• , M1 J 1=1 JJ. 1 / . 

heeft dit stelsel lineaire vergelijkingen, dus een oplossing in 
.7t 1, ••• , A k• Ui t de theorie der lineaire vergelijkingen volgt, da t 
di t alleen kan als l 4. k is. Op analoge wij ze bewij st men, dat k ~ 1 ie. 
D1.1S k ::: 1. 

(40.4) Een lineaire ruimte Vin Rn, die niet alleen uit O bestaat, heeft 
een basis, bestaande uit een aantal elementen, cat ~n is. 

Bewijs: Kies een u 1 -/; 0 in V. Als er elementen in V zijn, die niet 
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in de vorm ./\ 1u 1 te schrijven zJ.Jn, kiezen we u 2 a.ls zo 1 n element .• Als 
er dan nog elementen in V zijn, die niet in de vorm /\ 1u 1 + A2u 2 te 

schrijven zijn, kiezen we u 3 als zo'n element. Dit :proces moet na k 
stappen {k 6 n) afbreken. Stel n.l .• dater zo u 1 , ••• , u. +1 te vinden 

n n+1 n+1 n n 
waren, dan was u. = L f .. e. (j:::1 9 ••• 1n+1) en , )..u. := Z- /l . ( ~ PiJ. ei) = 

n n+1 J i=1 1J 1 . ~ J J j=1 J i=1 \ 

= E (Z /0 .. A . ) e .• Ui t de theorie van de lineaire ver·gelijkingen 
1=1 j=1 l. J.J J 1 

volgt, dat er A 19 ••• , ;l , 1 te vinden zijn, die niet 
n+1 

alle = 0 zijn, zo-
D-±J n-. 

dat 2- f . . A . = 0 voor i = 1 f ••• ~ n. 
j=1 J.J J 

Dus L i\ .u. = 
j==1 J J 

o. Als r het groot-

ste getal 1::- n+1 is, waarvoor /\ r 
r 

/.: O, dan is Z A .u. = 0 en 
j=1 J J 

A /.: o, r 
r-1 ;\ . 

dus u = L (- T)u. in strijd 
r j=1 1 r J 

met de defini tie van ur. '.7e vinden dus 

k 
u 1 , ••• , uk zodat ieder element van Vin de vorm L i\ .uJ. te schrijven 

j=1 J k k 
is .. Als 2. A .u. = r M .u. en niet 

j=1 J J j=1 1 1 J 
voor alle j is A j = ,)A- j, dan is er 

een grootste getal s ~ k, zodat /\ s /.:)As en us = t-1 Aj -JAj u. in 
j=1 ,,#s - /\ s J 

strijd met de definitie van u 8 • De schrij~wijze is dus eenduidig. 
Het aantal elementen van een basis van een lineaire ruimte heet 

de dimensie van die ruimte. Als de ruimte alleen uit O bestaat, noemen 
we zijn dimensie O. Als Vin R ligt en een euhte deelverzameling van n 
Rn is, is zijn dimensie -<.n, want een basis van Vis volgens het :prece-
de van het bewijs van (40.4) tot een basis van R uit te breiden. - n 

In een lineaire ruimte van dimensie k en basis u 1 , .k., uk is 

ieder element op een en slechts een wijze te schrijven als ~ ~iui; 
i=1 

aan di t element is dus het punt ( i\ 1 , ••• ~ i'\ k) van Rk toegevoegd. :Bj_j 
deze toevoeging zijn aan sommen van elementen sommen van overeenkomsti­
ge elementen en aan scalaire veelvouden_ van elementen overeenkomstige 
scalaire veelvouden van overeenkomstige elementen toegevoegd. \Ye kunnen 

dus de ruimte als een Rk beschouwen 1 als we afzien van het feit dat de 
n 

absolute waarde eventueel anders gedefinieerd is. Als n.l. u. = 2 e e. 
J i=1 ij i 

n k 
dan is \x\ 2 = )' C? <? iJ. 7\J. )2' = 

1=1 J=1 

k 
en x = 2 ~ .u. = 

j:::1 J J 

n I<' 

Z:-([ R . i\ . ) e . , 
. 1 · J..J J 1 1= y1 

n 
L 
i=1 

k k 

L r:. t\J· e 11 'AJ· I' 1 
j:::1 1=1 

k k _.u 

= 2- LO. e-. 
j=1 1=1 I.;1 J.J 

t½.l ) i\ j i\ l. He t is mogelijk 
k -

te bewijzen, dat het basiss~elsel zo kan warden gekozen, dat dit --c::--- ,2 
L-, 1\. 

j=1 J vvordt. We gaan daar niet op in., 

Als A een .eeneenduidige lineaire operator is, die in componen-



... 
ten ui tgeschreven C . 

J 
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n 
= 2.- o£ J.i li (j=\ .... >m) luidt ,volgt uit (40.2) dat 

i==1 n 
0 = ~ o<.. i /;. alleen de nuloplossing bezi t, wat alleen kan als m ~ n 

b1 J 1 

is. Als de beeldruimte van A de lineaire ru.imte V van dimensie k is, en 

A is eeneenduidigj dan is ool{ k ~ nj zoals op d.ezelfde wijze bewezen 

wordt. De omkering van A? die we A- 1 noemen, is ook een lineaire ope­

I'~·;tor, want als Ax= z, Ay = w~ dan is A- 1(z+w) = A- 1 ,Ax+Ay) =· A-1-A(x+y) = 
-1 -1 -1("') -1(:\ ) -1 \ :\ ~A-1 = X + y = A z + A wen A /\z = A /\AX = A A~x = /\X = /\ z. 

Omdat A- 1 ook 1.::1;;;neenduidig.is,is ook n ~ k, dus n = kl' dus 

(40.5) Een cm1~l:tlduidig8lineaire operator gedefinieerd 09 Rn beeldt deze 

op een ruimte van dimensie n af. 
Als men een basis u 1, •••~ un in V kiest 1 en Aei = 

n 
L._A .. u.en 
j = 1 /..., J l. J 

n '\ . n , 
z = L )-.. .u. = Ax, dan is /\. = r /b .. [.. en di t stelsel is oplosbaar 

j=1 J J J i=1 Jl. 1 

naar t,, 1., wat algebraisch betekent, dat de determinant van f:> .. fa 0 
J J. 

Als A een eeneenduidige lineaire operator is, die Rn in Rn af-

beeldt, dan is de beeldruimte V van de operator de hele ruimte Rn. 

~ 41 ~ _Differentieerbare funct.ies .. van meer dan een veranderlijke. 

is. 

'.:7e beschouwen een functie y = f(x) gedefinieerd. op een verzame­

ling S in een Rn en met een beeldverzameling T in Rm. r-re ku.nnen deze 

functie o~vatten als een stelsel van m reele functies inn reele veran­

derlijken (zie opgave 66; blz. 52). We hebben in§ 13 gedefinieerd, 

wat vve ender continufteit van een dergelijke functie verstaan ( zie ook 

o:pgave 66 voor een formulering uitgedru.kt in de af:z;onderlijke reele 
functies). We zullen nu differentieerbaarheid definieren naar analogie 

van de karakterisering in (17.1) (blz. 65). 
Do functie f(x) hect in het punt a totaal differentieerbaary als 

f(x) in eon omgeving van a gedefinieerd is en er een lineaire operator 

A bestaat, zodat geldt f(x) = f(a) + A(x-a) +lx-a\ e(x➔ a), waarin e(x4a) 

een functie voorstel t, die....., 0 als x _. a. Als nu Lp 1 , · .... , If m de compo­

nent en van f zijn en t. 1 , ••• , £_ m die van e, dan luidt dit in componen-

ten geschreven als volgt: lf j ( l. 1 , • •• , t..,n) = !f j (<X 1 , • • •, c,(n) + 

~ c y_g . 2 , :;, rJ..." (c:,._,. -ex.)+ L (s- -GX.) £..(x-.:a). 
T i:::: 1 J-'- J_ J. i= 1 J. J._ J 

Kiest men nu speciaal ~ i = °'i voor i -/:- k en t., k willekeurig 1 

dan wordt dit lpj(d-. 1 , .... ,o<.k_ 1 , ~k,o<. k+ 1 , •••,o<.n) = lfj( °'1, ... , °'n) + 

+ °' jk(~ k - <:\) + \ ~ k -. °'kl E j (x -+a) en di t is juist de voorwaarde 

voor differentieerbaarheid van een functie·van een reele veranderlijke 



An 159 

~ k' dus 0( jk is de afgeleide van de :f'unotie ff j naar de veranderlijke 
~ k bij constant gehouden overige ve1"anderlijken, genaamd-een partiele 

· ;)fj 0~;1.(o<-1, .. •,tx'n) 
afgeleide en geschreven I>( 'k = ( ":\ f . ) ( .,.J o< ) = ·· -- ~ i!! • 

J u> k """,•••·, n U~k 

Hieruit volgt, dat de operator A eenduidig bepaald is. Als ~(x) dus to­
"taaJ. differentieerbaar is, bestaan alle partiele afgeleiden. 

De operator A heet de functionaaloperator of O,]_erator va~ Jacobi, 
de matrix (cx'jk) heet de functionaalmatrix of matrix van Jacobi; als 
m = n, heet de determinant van O(jk de functionaaldeterminant of deter-

?;( tp1'•··, fPn). 
mina.nt vaJl,_ Jacobi of Jacobiana, ook geschreven ( ~ ~ y Als de .o ~ 1,··•, ~n 
functie in meer dan een punt totaal differentieerbaar is, kan de line­
aire operator van het besohouwde :punt afhangen. 
Opgave 1.52. l3ewijs dat f(x) in a totaal differentieerbaar is dan en 
slechts dan als hetzel.:f'do geldt voor alle com:ponenten f 1, • • • ,lf m 
van f. 
(41. 1) 

in het 

:f'(x) = 

De funoti~ f(x) is dan en slechte dan totaal differentieerbaar 
punt a, als f(x) in een omgeving van a gedefinieerd is en als 

f(a) + A(x-a) + 'f:_, ( E 1-o<.) e. {x"4' a), waarin A een lineaiN 
i=1 '? J. l. 

operator is en ei(x_.a) (i = 1, ••• , n) functies zijn, die~O ale 
.x ~ a. A is de functionaaloperator van f in a. 

I!ewijs: \x-al e(x- a) = V~_( !; 1- cx.J2 e(x➔a) = 
i.::1 

n t•-o<• ~--e><.. 
=~(~i-o<i)(-l~-af 1 e(x➔a)) en \~-alJ. e(x ➔ a)--4-0 als x~a. Om-

~ n ~ .-o(. 
gekeerd: b,(5 i-cx1 ) ei (x ➔ a) =lx-aj(~ \x-af ei (x~a)) en 

~.-o<. 51 1 
i=1 i'x-al ei (x~a) """'.'~O als x~ a. 

(.41.2) Als f(x) totaal differentieerbaar is in a, dan is f(x) ook conti­
nu in a. 

Bewijs: Laat A de funotionaaloperator in a van f zijn. Om.dat A 
continu is, is er bij E.. ) O em iJ 1 > 0 te vinden, zodat ui t t x-al ~i>1 
volgt lA(x-:a)J = !Ax-A.a.I( !:.. Verder is er een ~ 2 ) o, zodat uit 
Ix-al <~2 volgt le(x-i, a)[< 1. Neemt men nu J r,; min(.() 1, ~ 2, \), dan 

vo;J,.gt uitfx-af< J, dat}:f(x) - f(a)l=(A(x-a) +tx-a\e(x~a)\<~(x-a)\+ 
Ix-a 1, e(x➔ a)/<~ • Dus f(x) is continu in a. 

Hierboven is aangetoond, dat uit totale differentieer"ba.arheid 

in a het bestaan van alle partiele afgeleiden aldaa~ volgt. Het om5e­
ke0rde geldt niet. N·eem de funotie Cf ( ~ 1, ( 2 ) = 1 ale s1 ::;: 0 Of ~ 2 = 0 en = o el-
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ders, dan zijn _Ji(o,o_) "' -O~o,oJ = o, maar 'f is niet continu in 
~ 1 u., 2 

(0 1 0) on dus zeker ook niot totaal differentieerbaar. 
(41.3) Als van f(x) de :partiele afgeleiden bestaan in een omgeving van 
a on continu zijn in a, dan is f(x) totaal differentieerbaar in a. 

Bewij_~: Uit de middelwaardestelling van de differentiaalreke­
ning on de continuiteit van de partiele afgeleiden in a volgt voor 

j = 1, ••. ,men i = 1, ••• , n: 

11/51J ···,5i,o<i+1' ···,°'-n) - fj(s 1' ···,~ i-1'o<i, ••• ,,xn) = 

S:. .. m_S: c· ~ 
= ( ) i - ;:;,\) J ~ i ( ') 1 9 " • • 1 S i-1 ' ?( i +_ V i j ( ~ i - <>(i )'..I?( i + 1 ' • " • ' I')( n) = 

~ uyO j ( o< 1 ' H • '~n) ~ 1r 
- ( . -(X') Qt . + ( · - CX ·) ~ · . (x ➔ a), met O < t 1. J . .(_ 1 • 

l J. . i J. 1 lJ 

Door o~telling vi?-dt men hierui t (./ j ( ~ 1 , ••• , ~ n) -«.f j Cc<' 1 , •• • , o(n) == 

n urjCo<'.1 , ••• ,exp) ~ . ~ 
= L --------- ( . -o/..) + L- ( f . -C>(.) f· .. (x~ a). Nu volgt • -1 -"\ S::: • J. 1 . 1 ') 1. l . J.J 

J.= {) ~ J. 1= 

ui t ( 4 1 • 1) , dat {f j totaal differentieerbaar is in a en dan ui t o:pgave 
152, dat f totaai differentieerbaar is in a. 

• f ~ 1{2 ~ ~ L( oj,gave 153. Als l/ C, 1 ,~ 2 ) = w.--- _ voor ( -, 1 ,i:; 2 ) F o,o) en 
I t2 + f'.2 

,1 )2 1 ""u.· cJ Cf} ,) T 
tj'(0,0) = 0, dan bestaan de partiele afgeleiden ~ en ~ t2 overal, 

ma~r f./is niet totaal differentieerbaar in (O,O). Bewijs dit. 
(41.4) De som van twee ih a totaal differentieerbare functies is in a to­
taal differentieerbaar. 
(41.5) Als f(x) totaal differentieerbaar is in a 9 is f f(x) totaal diffe-

1.1 
1::'i:3ht:ieerbaar in a ( _;f is een reele constante). 

0,Egave 154,o Bewijs (41.4) en (41 .5). 
( 41. 6) (Kettingregel) Als g(x) zi jn defini tieverzameling :tn Rn heeft en 

zijn beeldverzameling in Rm en totaal differentieerbaar is in a E Rn 
met operator A, als f(y) gedefinieerd is op de beeldverzameling van g(x) 
en zijn beeldverzameling in R1 heeft en totaal differentieerbaar is 
in b = g(a) met operator B, dan is f(g(x)) totaal differentieerbaar in 
a met operator BA. 

Bewijs: g(x) == b + A(x-a) + \x-a!e 1 (x ➔ a) en f(y) = f(b) + 

B(y-b) + !y-bie2 (y ➔ b). Voor x p. a geldt dan f(g(x)) == f(g(a)) + B(A(x-a)) + 

+ \x-ale1(x-4 a)) +!A(x-a) + lx-ale 1 (x ➔ a)Je2 (g(x) ~b) =.f(g(a)) + 

BA(x-a)° + lx-aj(Be1(x~a) +j ix~at A(x-a) + e1 (:x~a){ e2 (g(x)~b)). Om-

dat g(x) continu is in a) volgt uit x~a, dat g(x) ➔ b. Omdat B continu 
is en BO== 0~ is Be1 (x--=;;,a.) = e3(x -➔a). Uit het bewijs van de continui-

tei t van een lineaire operator volgt, dat 1 x~a--1 A(x-a) be.grens.a is. Dus 
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f(g(.x)) = .f( g(a)) + BA(x-a) + \:x:-a\ e 4 (x -,.a). Di t geldt ook voor :x; === a. 

· Laat xj(( 1 , ... , ~n) (j == 1, •••, m) de componenten van g(:x:) 

:3ijn -Jn V k( t, 1, ••• , 17m) (k = 1, " •• , 1) de componenten van f(y), 

dan zijn van f(g(:x:}) de componenten f k( ~ 1, • • •, { n) = 

= r k <x_ 1 ( ~ 1 , ••• ' ~ n) , ••• , ~ m ( ~ 1 , ••• ' ~ n) ) en er geldt ~ = 
'J s i 

= -f:_ ~~ ~ op grond van het fei t, dat voor de matrix ( Qki) van 
J=1 IJ )1 .JL . 

BA geldt X' k. = > /3 k. D<. •. (matri:x:vermenigvuldiging!). Verder is, 
U i j = 1 ,- J J i 

O(f'k }Jk JY ~ c)( i1' ,. • ''f n) 
als n:::: 'm = 1 is 7 det Ti= (det ~j)(det ~), dus 7)( ~ 1 , ••• , ~n) = 

4 C <f 1' • ' · , f n) ;) (A_ 1' • • • 'X n) 
= ~., 7n) 'z> (~ 1 , • , • , { nl of, anders geschreven, als we 

1 j = ;{ / { 1' ... ,5 n) en sk = <fk( 11• ... , 1n) stellen: 

--;)( 1' ···,~n) o(~1' ···,',n) ,J(1?1• ···,'1n) 
o 1• ... , n = d< 71' '4,••,1n-r o<~ 1, ···,~n1· 
Stel nu in (41.6) dat g(x} concenduidig is en f(x) zijn omkeer­

functie 0n dat verder de voorwaarden van (41.6) vervu.ld zijn. Dan is 
f(g(x)) = x, dus x =a+ BA(x-a) + Jx-aJe4(x---3)a). Echter is ook :x: ~ 
=a+ I(x-a) + lx-aJo. waarin I de identieke operator Ix= xis. Dus 
mo0t BA= I zijn. Dan volgt uit Ax:::: O, dat x = BAx =BO= 0• dus A 
is ~~neenduidig. Omdat gook de omkeGrfunctie van f is, is evenzo ook 
B eeneenduidig. Dit kan alleen als n:::: mis. Dus: 
(41.7) Als g(x) zijn definitievcrzameling in Rn heeft en zijn beeld­
verzameling in Rm en totaal differentieerbaar is in a en als ae omkeer­
functie f(y) totaal differ·entiel,;.!rbaar is in g(a), dan is m = n en de 
operator van fin g(a) is de inverse operator van de operator van gin a. 

Als m In is, kan g(x) wel eoneonduidig en totaal differentieer­
baar zijn~ maar zijn omke~rfunctie is dan ni~t totaal differentieer­
baar. Zo b. v. hut st el sol van drie roelo functies in twe.~ r1:;;<::ilo voran-

dcrlijkun, g0goven doorJ1' 1(~1'~2) = ~1~x2(~1'~2) =(2,X,3(~1' ~2)= 

= O. Op du kwcsti0, onder w0lko omstandighedun voor m = n du functie 
g(x) e~novnduidig is en ovn totaal diff0rontie~rbarv omk:~0rfunctio be-
zit, komun w0 nog tcrug. 

Van oon functio I ( ~ 1, ••• , ~ n) kunnen ook ho~r0 partiUlc af­
g0l~id<:m bos·t;aan. We schrijvun korthuidshalve wel ~ = fj i' 

02~ c) )_£_ 1 
,;i~i ~ k = Q~i (~) * 'fki onz. In hvt algcmeen hocft yik niet 

gelijk aan ~ ki te zijn. I·Ut:rvan g0von wu eGn voorbueld en wel oon func­

tie lf ( 11, ~ 2) 1 waa.rvan t, ff 1 on ff 2 'bcstaan on continu zijn, 
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Gi,;;n omgoving van (c<1 ,o<2 ) bestaat un in ~ 1 ,o< 2 ) continu is on~ 2 (~1 52 ) 

1.;e:staat in o.__,n omge:ving van (o<' 1 ,o<2 ), dan bestaat l/ 21 (o<"1 , 0(2 ) en 

f.f 12 ( r;;,( 1 , c12) = r 21 < t>< 1 , o< 2) • 

E.9Y'lit§: Er is (:1.::n omgeving van (C>< 1 , <::>< 2 ), waarin (/2 0n p12 boido 

b0staan. Ki0s daarin 1;:.:vn voorlopig vastgehouden punt ( 11, YJ 2 ) • Dan is 

ff ( ,~ 1 , ~ 2 ) - ~ ( ( 1 , <X 2 ) , godufinie0rd voor ~ 1 tussun c><.. 1 en 

11 1:_;J:l difforentio~roaar naar~ 1 mot af g0loide ~ 1 c~ 1' "7 2) - P1 ( s 1' o( 2). 

Va lg ens d0 midcklwaardestelling dGr .. diff orentiaalrokoning is c:r· dus eun 

r/~ tu vind0n, waarvoorr(1 1,1 2 ) -r(~ 1 ,cx 2 ) -lf,0<.11'72) +y-J(C<1,o<2)= 

= ( 11 -0\ 1) ( (f 1 ( f)~, Y'j 2) - I/ 1 ( 1~ ,o{ 2 )) • Nu is V 1 ( '{~, ~ 2 ) als fu!ctie 

van~ 2 difforuntioi...:rbaar tus$cm ct. 2 on '7 2 m1;:;t afgoleidu Y,12 ( ?J 19 { 2 ) • 

Volg\:.ms d.:.:: middolwaardestvlling der diff or0ntiaalrel{ening is er dus een 

1~ tussen<X 2 on 12 , waarvoor f 1 ( ?~y 72 ) - ¥1(~~icx:2 ) = . 

= (72 _o(2) Y12 ( 701~), dusf( 71,~2) -r( 11,rx2) -y(rx.1,'72> + 

+ 1/( o(1,o< 2) = ( 11 -D<1 )( 12 - CX2) f 12 ( IJ ~, ()~) • Als we nu 11 onl12 

variabul mak:cn, dan vari(iren ~~ un Y(;.. in afhank0lijkheid van 11 on~ 2 

m~._,~ Dan is lim !/( '7 1 ' '2 2 ) -!15: 21 ,o(. 2 ) = {,, ( YJ 0( ) on 
~ -::.;,CX.2 ? 2 - ~ T 2 / 1 ' 2 

·-- !I_(~ 1' 12) - r (o( 1' ex 2) if) . 3\- * 7~-=w~2 - . 72- -rx. 2 . . ~ = 1 2 ( o( 1' o< 2)' dus '7~¼"$2 (l~h -ex,) r 12( 11 ~ 12)= 

= f2( 11' c,(2) -r2(->< 1'o< 2 ). Voor '7 1 fa o< 1 g8ldt dus 

ni~rrg, C 1fo( 1 ~, i/'2) _ 10, 2c °' 1, cx2i) = if zC 7 ,,; zl ;;/.2< C<. 1 ,o< 2 l + 
12 2 / T. 1 - 1 

- 9' 12 ( o< 1 1 o< 2 ) • O111dat f'12 continu is in ( e><. 11 D( 2 ) is bi j iedure z_) O 

oen 3> 0 tu vinden, zodat uit V(€, 1 ~c,(1) 2 + cf 2 -«2) 2 ~j· volgt 

l r 1~hl.2) - C/12 (o<_ 1' o( 2) I< ! « Kiest men nu ( 119 12) dusdanig1 dat 

V ( ~ 1 - o:11 ) 2 + ( ~ 2 _o( 2 ) 2 < f>, dan geldt, 0mdat 1~ tusscmCX' 1 on VJ 1 

_¥<- ,.j • V* 2 * 2J •~n0 2 tusso~V\ 2 on 42 ligt, ook <7 1 -o<1 ) + ( 12 -cx'2 ) <(_ en 

du s '0 ok t r 1 2 ( ·( ~' 12) -r, 2 ( (X 1 'Q( 2 ) ! < f . Dan is VO or 111 -o< 1 I < s O Ok 

1-2 ( vi, , ex: 2. ) - Y 2 co< , , 0( 2) 0 I ~ 
-·. . V} 1 - O< 1 • - l 12 ( °'1 1 c:.<_ 2) ~ 2(.t • Du.s If 21 ( oc,, ~ 2) 

bcstaat on = (f12 ( 0\ 1 , 0( 2 ). 
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In (41.8) kan 'P ook: nog va!' meer veranderlijken afhangen. Dit doet 

voor partiele d.iff erentiatie naar t., 1 en E.., 2 toch niets ter zake. 

( 41, 9) Als van lf ( l 1, .... , l ) alle partiele af geleiden van de k 8 orde . n 
-; bestaan in een o:c.1gevil'{g van (o( P .... ,ol n) en continu zijn in (~ 1, ••• o<n), 

dan is 114 .(o<. 1 , ••• ,o< .) ::::: fl) ( o<. 1 , ••• ,e><: ) als /111 , ••• ,/,1.,,.k 
r l"-"1 •• •1-'-k n 1 ~ 1 ~ •• 1-'k n 

'en y 1 , ••• , V k door perr:mtatie ui t elkaar ontstaan en natuu.rlijke getal-

len zijn 6:: n. 
Bewiis~ Voor de partiele afgeleiden van lagere dan de k 8 orde gelden 

eveneens de gegevens van de stalling, want ze bestaan en zijn wegens 

( 41. 3) totaal differentieerbaar, dus continu in ( d. 1 , ••. y Q(.n). '0!e lE/.ve­

ren het bewijs door volledige inductie naar k. Voor k = 1 is er niets te 

bewijzen. Stel dat het van k bewezen is en laat~ 1,.,.,?k+1 en 

_, 1 , ••• , Vk+ 1 · door :pe:r·mutatie uit elkaar ontstaan zijn. Noem .•M-k+ 1 = i 

en V k+ 1 = j, Als i = j, dan ontstaan~ 1 , ••• ,;«k en V 1 , ••• , Vk ook uit 

elkac,r door perrnutatie, dus volgens inductie is t.p ( ex 1 , ... •, cJ.,.n);;:: 
. P1 • • •fi{: 

.Ql ,1 (CY1', •· - • > O<n), au.s co (oc~. •.' tXn) = CD"~ , ~ (o<. ~ • • • /::i,n.). Si:cl. nu i I j ' 
~ I " 1 • • •'llJr, · 1;1 • fk+ 1 7 1 v 1 • • • v k+ 1 1 

dan komt in _,.M 1, ••• ,14k ergens j voor. Voer een permutatie uit, zodat 

• deze achteraan kom.t te staan: A 1 , ••• , /\ k:- 1 , j. In \I 1 , ••• , Pk komt er­

c;ens i voor, dan is fl. 1 , ••• ,'j\k_ 1 , i een permutatie van v 1 , ••• , 1,-'k. 

Dan is volgens inductieveronderstelling '" u ( o( 1 , ••• , oz ) = 
I r·1 • ... ;(,-1-k n 

= 1 D ..,, ~ J' ( o( 1 , • • • , o< ) en 1,1 ( o<. 1 , • , • , ot ) = 
T '"1 • • • ,, k-1 n T V 1 • •• V k 11 

= 111, ., 1.(o( 1 ,: .. ;o/ ). 7Te passsen nu (41.8) toe op de.functie 
1 '\ 1 • • • /\, k- 1 n 

11>~ , ( l., 1 , ••• , e, ) 7 opgevat als functie van E..., . en l., dan volgt 
• ''"1 " • • I\ k-1 11 1 J 
-,raarui t ({> ~ 1, •• ( o< 1 ~ • ,·. , o<. ) = If) .. " 1 .. ( o< 1 , ••• , o< ) 9 dus 

1 \1•·· /\1c-1J 1 n r /\1•·· '\k-1 J n 
ifJ . . ( o<. 1 , ••• , o( ) = ,n . ( ex 1 ~ ••• :. o< ) • 
T ..M1 •. ·?-k+1 n T v1 ••• vk+1 n 

I~en punt a = ( o<. ·1 , ••• , o<. ) in een R noemen we ook vrnl een .Y§.Ctor 
n n 

ien \a\ de lengte van de vector a~ in dat geval·-vatten we a opals een ge-

richt lijnstuk tussen tr en het punt a. Een vector met lengte 1 noemen we 

~een eenheidsvector. Het inwendig ~reduct of in_proauct a.b van twee vecto­
n 

ren a en b wordt gedefinieerd door a. b = L o< . (3 .• Volgens de ongelijk-
. 1 J. J. 
i= n 2 

hei d van Schwarz ( zie stelling ( 10. 5) , blz. 39) is ( L.. 0( . f.;1..) L 
. 1 l 

n 2 n 2 
6. ( .z= (X . ) (L A.)' 

. 1 l . 1/vl. 1= J.= 

geldt a. b = \a\ \b\ dan 

J.= 
2 2 2 du s ( a • b) ~ l a\ I b I dus \a. bj~ la\ I bl. Verder 

en slechts dan als a = 0 of b = 0 of b = /\ a met 

j\:::::. O. Als a-JO en b-/ O, dan geldt - 1L l:ll~I ~ 1, dus er is een 

reeel getal "f" te vinden~ zodat O ~ y 6 7r en cosy= y~·\~( ( zie voor 
het driedimensionale geval de cursus analytische meetkunde, blz 103 e. v., 
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I 
speciaal o:pgave 26, blz. 105). '7e noemen y de hoek tussen de veotoren 

3. en b. J3lijkbaar is 1jr = 0 dan en slechts dan al.s b = )\ a met A > 0 t 

rm zeggen dan data en b dezelfde richting heb~Jen. Als b =/\a metAL.. O, 

Ls cos 1V :::: -1, dus if = 7t ; v1e zeggen dan; dat a en b tegengestelde 

richting hebben. Ver-·der geeft a.b:::: 0~ dat f'\/1"= r~ we zeggen dan data 

en b _o_rt11ogonaal ( 0f loodrecht) zijn. ':Te noemen ~~\J => \bl cos Y de 11rojec­

-t;i~ van b _op de richting van a. De ,:Rrojectievector van bop de richting 

van a is een vector in dezelfde of tegengestelde richting van a1 die de 

absolute waarde van de projectie van top de richting van a als lengte 

heeft en in de richting van a ligt als de proj ectie > 0 is en in de te­

gengestelde richting van a als de projectie L... 0 is. Dat is dus 

lg\_cos .'.:t, a_ a. Q a 
l a( . - Is} . 

It Laat (f' (x) een reele functie van n veranderlijken ziJn 1 die totaal 

differentieerbaar is in a, dan is In (x) = lD (a) + ;:__ ~v ~tl (~ .- o<.) + 't' T . 1 :,... l l 
l= (.I 1 

1 1 ( > J cuce Z)cp) d d ... t + 1x - a e x ➔ a • Noeiilen we nu de vector "'""'c , ••• , ~ e _&,ra ien .. 
(.) e-,, c:,"'1 

vancp, geschreven grad<p, dan is dus ff (x) = Cf(a) + (gradCf(a)).(x-a)+ 

+ }x-al e(x ➔ a). 

Onder een straal door a in de richting vans verstaan we de punten 

x, 1rvaa:rvoor de vector x-a in de richting van s ligt, dus x = a + /\ s met 

;\ > O. Nu is de functie g( /\) = a + /\ s een in O totaal differentiesr-

bare functie van /\ , want g( A ) ::: g( 0) + I\. s +)i\l O en ;\ s is lineair in 

l\. 0:) X. ( A ) = f ( g( ;\ ) ) ];)assen we nu de kettingregel toe en vinden 

X.( )...) ::: <-f (a)+ (grad~(a)).(A s) +\A( L 1 (i\..~o), 1!.iaar 

~ -a d X. (_O) n ~ '.f? (a) 
rrad.<f)(a).(i\ s) = ll ((graacp(a)).s)i dus d A ::: ~ 1 ~e,i <Ti, als 

s = ( V 1 , • • • 9 0-n ) • Al s Yl e 

fich~ing~afgeleid~ van de 

voor seen eenheidsvector kiezen 9 heet dit de 

functie cp in de richting van s. Kiest men voor 

seen der ej, dan wordt de richtingsafgeleide 

:partiele af geleide naar £, j. Verd er is d} &0) 
2><£(a) dat is juist de 

c) £..., j ' 

= (gradt.p).s =\gradp}cosy, 

als y de hoek tussen grad ff en s is. Dus de richtingsaf geleide is de :pro-­

j ectie van de gradient o:p de richting, waarin de richtingsafgeleide ge­

ncmGn is. Ileze is dus maximaal in de rich ting van de gradient en nul in 

de richting 9 die daar loodrecht op staat. 

Onder het li_instuk ab verstaan we de verzameling der punten x, waar­

voor geldt x = a +/\(b-a) =i\b + (1-/\)a met 06 i\ ~ 1. Van deze x zeg­

gen we, dat ze tussen a en b liggen. Neem. nu een y, zodat <p (x) gedefi­

nieerd en totaal differentieerbaar is voor x tussen a en y. Noem g( i\) = 

= a + 7\ (y-a) met O ~ A s 1. Vie :passen nu op X (A) = (f (g( I\)) de
1
m.iddel­

wa2.rdestelling van de differentiaalrekening toe: l_ ( 1) - '{ ( O) = d: ~{P) 
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vo~-,: een ~ met O < ~ L 1. Nu is )l ( 1) = tp(y) en ~ (0) = l/(a), dus 

~ (y) - lf' (a) = i=_ _d l£ (a 7;,+[(1-a)) ( '1.- ex.). Dus 
. 1 . 1 1 1= 1 

(41410) (~lq._delwaardestellin_g der differenyiaalrekenin_g_ ~e.1.._meer veran­
derli_jken) Als ii (x) totaal d:i,.ff ernentieerbaar is in alle punt en tussen 
a en b, dan is er een reoel getaltf'met O .i:. lf L 1 zodat Cf (b) - lf' {a)== 

= f:_ 'o tp_ (_a_ + {r'C_b-:--a)) (;1 . _ o<.) • 
i= 1 · 0 t.... i 1 1 

Let wel dat deze stelling geldt voor een reele functie van n veran­
derlijken. Als f(x) een afbeelding van een deelverzameling van R in , n 
Rm is en dus m reele functies van n reeJe veranderlijken voorstelt, kan 
de stelling natuurlijk op elk der compopenten van f(x) warden toegepast, 
maar de daarbij gebruikte waarden van -fr' ku.nnen veor de componenten ver­
schillend zijn. 

Als voorbeeld beschouwen '.i'e de volgende functie ;f(x) 1 die R2 in B2 

afbeeldt en die we later oak nag zullen gebruiken. rp 1 ( ~ 1 , l 2) = 

= e L, cosl, 2 , 'f Z,( l,1 , l, 2 ) = / 1 sin l, 2 • De functionaaldeterminant is 

1 A l.1 t, t., o ( lf 1 , 'J 2 ) =le r cos c..... 2 -e s.in 2\= 6 2 1 ( C: 1 1 l-i en di t is st e ea. s -J O. Kies 
D 1 ' l. 2 e sin£., e cos l, 2 2 

a= (0,0) en b = (0,27r), dan is f(a) = (1,0· en f(b) = (1,0) dus f(b) + 
- f(a) = o. Zou nu gelden O = f(b) - f(a) = A'fr (b-a), waa:riri A"v de 

functionaaloperator in a+ ~(b-a) is, dan zou de functionaaloperator 
daar niet eeneenduidig zijn, dus de functionaaldet-erminant daar = O, 
hetgeen onmogelijk is. 

Met dezelfde methode als zoeven voor de middelwaardestelling is 
toegepast, kunnen we nu ook een formule van Taylor afleiden voor func­

ties van meer veranderlijken. We beperken ons daarbij tot twee veran­
derlijken. 
(41.11) (Formula. van Taylor voor functies van twee veranderlijken) Als 
van <! (x) = <p ( l 1 , l 2 ) voor alle punt en tussen a en y alle partiele 
afgeleiden van de (k+1) 8 orde bestaan en continu zijn, geldt voor een 
fr met O -C.. i7 <.. 1 : 

_ ~ 1 -2:. i ~ i <P ( Q( 1 ,. 2) j . . 
lf(111' 112) - ~o IT~0 (j) ;;-t.,~ ~- t~-j ('Vl1-c<1) C~2-o<2)i-J + 

1 k+ 1 k+1 ~k+1pco<;+~ct~1-a1),()(2+tf<l2-«2)<) ·· )J_·::,. k+1-J· 
+ [k+1 n f~o ( j ) . a ·~~ J ~~+1-j - 111-~1 (i72-GX2) ... 

Bewijs,: We stellen weer- g( /\) = a + A (y-a) en ~ (A) = lp (g( I\)). 
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di~(;\) 
,;7e zullen bewijzen: ~- r; 

d ;\ i 
= ~ (~) di~ (.a+'\ lY-a)) (11-r.x1)j(n2-"-f-j 

t;..J......,;n J J ~' j \ t i-j 1 2 
~1°52 

voor O < i < k+1. JJooi" di t te substi tueren in de formule van Taylor voor 
· .Jf_ 1 di 'Y r O) 

de functie 'Y. (A) in de volgende vorm: "I ( 1) = ) ~ -.~1 ~·-· ::::~ + 
/'\. I\. ~ l . d A l 

+ (k+~ ;! §t~-S'} vindt men dan direct de gevraagde formule. VT/e passen 

volledige inductie naar i toe. Voor i = 0 is het duidelijk. Stel dat 

. di+12::(7\) = d (di?((;\)) 
het voor i bewezen is 9 a.an 1s -a,-:_- ~ ci7;Z = 

= ~- (~)·-·~T+1 cp(a-t:\(y~a)_) (() 1- 0<1)j+1 ( l12-o<2)i-j + 
J;'~O J "i- '\ f J ), f i-J C ( 

dt;1 U'--)1 vs2 

~ i+1 p(a+ A(y-a)) ( 7 Q( )j ( n o( )i+1-j _ 
0~2 os~ ds~-j .1- ·1 /2- 2 -

= ~¼:~.( i) ~i+1 p(a+A(y-a)) ('1 C>( )j (') _O( )i+1-j + 
j=1 j-1 0~j J 1 i+i-j {1- 1 ( 2 2 

1 \ 2 

~i+1 Cf(a+A (y-a)) ( )j ( 0( )i+1-j 
() S ~ () ~ ~ + 1 - j -~ 1 - c:¥'1 ? 2 - 2 = 

We merken op 9 dat in het rechterlid van de formule van Taylor de i 6 

te schrijven ~ [ j i) ~ i-j , vinden we de juist8 ui tdruk\ing, 

' ';:, 1 ') 2 ~ +~ ·. ~ [. 
02gave 155. Ontwikkel e 1 2 en e· 1S 2 in reeksen van Taylor in (O,O). 

Onder een sector S (met top 0) verstaan we een verzameling in Rn 

dusdanig, dat als x f. S dan ;;'\ x -~ S voor alle i\ :.:.i, 0. Een functie <f (x) 

die gedefinieerd is in een sector heet homo_g_een van de graad ?5 als voor 

alle x in de definitieverzame~.ing en alle i\ > O geldt <f ( Ax) = )\f Cf (x). 

Hierin kan !( · een willekeurig reeel getal zijn. Zo is b. v. 
f 1 { 2¥ 1 t 
'->12 sin s1 - sT~21 log(1 + 1;) homogeen van de graad -½. 
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{41,12) (Stelling van Euler) Als 
taal differentieerbaar is, geldt 

tp !x) honiogeen van de gx'aad j en to­
r:_ v <e_(~l t_. =- y <f' (X.) • 
,=1 r)e.,. ' (J . l . . . 

Bewijs: Neem g (.il ) = 7\x yoor. A .> O, dan is x ;\ de functionaalope-
- ' . ' 

ra·tor van g( /\ ) .Pas nu de kettingt•egel toe op A ( A)= if' ( /\ x), dan 

kornt er d ijJil}_ = £ 0 ·l(J ( f\ .f) t_ . • Aan de andere kant is 'X_ ( "i\) == (f{).x)= 
a r ,:., 1 ~, 2. - " f fl A_ ) t i-j 

= A tp (x), dus d 0 (~ = { I\. <p (x). Door dit gelijk-te _stellen en 

A =l te kiezen vinden we de gezochte formule. 

(41.13) (Omkering y8;n de s!t,eJ~ing .van Euler) Als ~ (x) gedefinieerd 
tn 2) tp(x) ,r 

is in een sector, totaal differentieerbaar is, en a.ls L. ' ·c..., i = 
i:::1 ~ L. 

" = y <p (x),. dan is 'f (x) homogeen van de graad C . 
u aX (i\> 

'.Bewijs: 'Evenals in,het vorige bewijs vinden we a"- = 

== f:: ';) 1£(?t X) l . . Verder is f:. '"21_ P {kx) A~- = Y </J ( i\ x), dus 
, ... 1. bl... l ,= :t ¢) e.., ' .. {) 

JI d ~ ~'\) = j i(_ ( i\ ) . Stel nu ,Jr ( i\ )= A( { i\) A -K voor ;I. > · 0, 

dan is d 'Xr~ = a ~ ~i\) 11.-I_ d X {A) tl-i- ~ =0, dus 1J1 l A) is constant, 

maar 1J{ ( 1)= X ( 1)= <p (x), dus t {l)= p (x), atis:;(_ ( A) = i'lr f (x), N, 

dus <p ( A x)= xJ ff (x). 

§ 42. Ornkee:r:stelling. Afhahkel;ijkheid., Impliciete functies. 

Als van een op een interval gedefinieerde differentieerbare functie 
'f ( t_,) van eert 're~le veranderlijke oe afgeleide overal # 0 is, is 
de functie eeneenduidig en monotoon en de omkeerfunctie is ook diffe­
ren~ieerbaar met ·afgeleide ~(e,) (zie stellingen (18.9), blz. 73 en 

(17~9), blz.66). De bij de functie behorende functionaaloperator is 
dan ook eeneenduidig. We kunnen echter niet verwachten dat voor func­
ties van meer veranderlijken uit de eeneenduidigheid van de operator 
de eeneenduidigheid van de functie volgt. Als voorbeeld nemen we de 
reeds eerder beschouwde afbeelding f(x) van R2 in R2 , gedefinieerd 
door ~ 1 (~11 C:,)=e£. 1 cos~i , (fi (lvl1.)=ec.., sin l,_. Daar de f~nctio­
naaldeterminant overal ~ O is, is de functionaalopera~or overal een­
eenduidig. De functie is echter niet eeneenduidig daar f(~1 ,~~)= 
=f{~1 ,o<.t+2k7r) voor aile natuurlijke k. We zullen ons voor de eeneen­
duidigheid tot de omgeving van een punt moeten beperken. Verder ~e­
ten we al, dat we alleen afbeeldingen tussen twee verzamelingen in 
ruimten van dezelfde dimensie behoeven te beschouwen. 
'(42.l) Laat f(x) een afbeelding zijn van een deelverzameling van Rn 
in Rn, die in een omgeving van-het punt a getlefinieerd en totaal dif­
ferentieerbaar is met eeneenduidige functionaaloperator. Als f(a)=b, 
dan is er een omgeving van b die geheel door de afbeelding overdekt 
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wordt (d.w .. z. bij iedere yin die orngeving is er een x te vinden zodat 
f(x)=y). Verder kan er in die omgeving van been functie g(y) gede­
finieerd warden die totaal differentie~rbaa~ is in b en zodat f(g(y))=Y• 

Bewijs: We beschouwen e~rst het speciale geval, dat a=b=C> en dat 
de functionaaloperator van f(x) in ode identieke operator is. Dan is 
f(x)=x+ )x\ e(x➔O). Er is een o<. > O te kiezen zodat voor ) x I!::. Q{ geldt 
) e(x-o)}<½. Noem B de verzameling der punten x waarvoor geldt \x\= « . 
Er is een /3 > O te vinden zodat voor I y I~ fi> en f(x)=y geldt \X\,i QI-.. • 

Als dit n.1. niet zo is, is er een rij y met lim Yn=O en f(xn)=Yn n ll1 ➔ dQ 

en lxn\= Q( ; omdat B compact is kan uit de rij xn dan een convergen-

te deelrij genomen word en met limiet x r, waarvoor ook Ix r l = o( geldt; 
uit de continuiteit van t volgt dan dat f (x' )=0 dus 0= )r(x' )l ~ Ix 11 + 
-lx'l le(x')\~½ r;;J.-, hetgeen onmogelijk is. Beschouw nu J1 =½/3, dan· 
is bij iedere y met \YI< a een X met \x!-< 0( te vinden zodat f(x)=y. 
Kies een vaste y met \ y l ~ Q en beschouw de functie l f (x)-y \ ala func­
tie van x. Daze is re~el, continu en gedefinieerd op de compacte ver­
zameling D der punten x, waarvoor lxl !::::fiJ.. en heeft dus een minimum 
(zie stelling (13.3), blz. 48). Dit minimum kan evenwel niet voor een 
punt x met \xi= 0( aangenornen worden., want daarvoor is \f(x)-y\~lf(x)l + 
-lyl>~ - d = a en \r(o)-y\=\Yi~ J' . Laat C een minimum zijn, dan is 
\cl~~ en een hele omgeving van c ligt binnen D. Stel nu dat 

l f(c)-yi;= r> o. In C is f(x) totaal differentieerbaar met eeneen­
duidige operator C, dus f(x)=f(c)+c(x-c)+l~-c\\; 1 (x➔ c), qus f{x)-Y= 
=f(c)-y+C(x-c)+\x-cl e1 (x~c). Omdat C eeneenduidig is is er een z te 
vinden zodat C(z-c)=y .... f(c), dan is z/c en voor l\>0,11~1 en A in een 
voldoend kleine omgeving van O valt X=c+'i\(z-c) binnen D. Voor zo'n 
x is dan f(x)-y=( f( c )-y) ( 1- i\. ) +i) ) z-c} e 1 (x ➔c), dus 
j'f-~lf(x)--Yl~ ;t,t(l-7\)+'i\\z-c\ \e1(x-c)\, dus 0.t:!.fa.6: \z-cl te1 (x_..c)). 
D1t is echter onmogelijk want voorlt ....._ O geldt x~c dus 
\z-c\ le1 (x-,;,.c)}_,.._o. Dus is ~=0 en f(c)=y. Nemen we nu bij iedere 
y met lYl Ljde zo gevonden c als functie van y, dus c=g(y), dan is 
f(g(y))=Y en 1 g(y)j Lo< • Verder is Y=f(g(y))=g(y)+\g(y)j e(g(y)-+O), 
maar \e(g(y)➔ O)IL½, dus lyl~ lg(y)\ -½!g(y)!==½\g(y)\, dus als y-~o, 
dan g(y)-+-0, dus g(y) is continu in o. Dus e(g(y)-O}=e2 (y~o) en 
g(y)=y-jg(y)I e2 (y ➔ 0)= Y+lYl (- \T¼))I e2 (y-..O) )=Y+ 1YI e3 (y➔ 0), want 

\g~~?I L2. Dus is g(y) totaal differentieerbaar in O metals functio­
naaloperator de identieke operator. Nu bewijzen we de stelling in het 
algemene geval. Noem dan h(x)=f(A-1x+a)-b, dan is h(O)=O. Verder is 

h(x) in een omgeving van O gedefinieerd want bij een l > O is wegens 
de cont1nu:rteit van A-l een J > O te vinden zodat uit } x \ 4. J volgt 
\ A-1xl t... !. dus } (A-1x+a)-al .;/.. c. is. Verder is volgens de kettingre­
gel h(x) totaal differentieerbaar met eeneenduidige operator. In O 
is de operator AA-1=I. Op h(x) ·kunnen we dus het reeds bewezen deel 
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van de stelling toepassen en een functie k(y) vinden, gedefinieerd'in 
een omgeving van O zodat k(O)=O, h(k(y)}=y en k(y) totaal differen-. 
tieerbaar is in O metals operator de _identieke operator. Dus 
Y=h(k(y))=f(A-1k(y)+a)-b. Definieer nu g(y)=A-1k(y-b)+a, dan is g{b)=a 
en g(y) gedefinieerd in een omgeving van b en totaal differentieer­
baar met operator A-1 • Verder is f(g(y})=f(A-1k(y-b}+a)=y-b+b=y. Daar-
mee is de stelling volledig bewezen. . 
(42.2) Laat f(x) een afbeelding zijn van een deelverzameling van Rn in 
Rn, die in een omgeving van het punt a totaal differentieerbaar is en 
waarvan de partiele afgeleiden van de eerste orde in a continu zijn. 
Alsina de functionaaldeterminant / O is, is er een omgeving van a 
te vinden, waarbinnen f(x) eeneenduidig is. 

Bewijs: Laat <p,,.-·,'-P'V\. de componenten van f zijn. Vorrn voor een 
n-tal punten x 1 , ••• ,xn in de gegeven omgeving van a de volgende deter­
minant (de componenten van x1 noemen we l.. i , ••• , l.'- ) : 

I ,,._ 

n Er is nu een omgeving van ate vinden, zodat als alle x 1 , •• ,x in die 
omgeving liggen, ti (x 1 , ••• ,xn)I O is. Als da.t n.l. niet zo is, kunnen 
we x 1 , ••• ,xn tot a laten naderen, dusdanig dat daarbij steeds 
L\ (x'1, .•• ,x~)=O. Bij limietovergang gaat di t wegens de continuitei t 

"van de partif3le afgeleiden over in de functionaaldeterminant van f in 
a, hetgeen onmogelijk is, daar deze laatste IO is. Als er in de 
laatstgevonden omgeving van a twee punten x en y zijn, waarvoor 
f(x)=f(y), dus t.p-, (x)= (f, (y) voor i::::l, ••• ,n, dan is volgens de mid­
delwaardestelling, toegepast op !fi een pu~t xi tussen x en y te 
vinden zodat 0= tp'- (x)- Ip, ( y)= t'.:' 0 (pi~') (l. -h. ) voor i=l, ••• ,n. 

cJ=J u . J "/J 

Orndat t6.. (x1 , ••• ,xn)/ O, is dit alleen moielijk als l. - h. =0 voor 
j=l, •• ,~n, dus x=y. Dus f(x) is eeneenduidig • 

J . fJ 

• 
Uit (42.1) en (42.2) samen volgt: 

(42.3) (Omkeerstelling) Laat f(x) een afbeelding zijn van een deelver-
zameling van Rn in Rn, _die in een omgeving van het punt a gedefinieerd 
en totaal differentieerbaar is met eeneenduidige functionaaloperator en 
waarvan alle partHne af$'eleiden van de eerete orde in a continu zijn.. 



Errata bij blz. 164 van de syllabus analyse~ 

~- De stelling (41.9) en het bewijs ervan gelieve men als volgt te wij­

zigen; 

( 41 • 9) Als van tp ( l., 1 , ••• , l n) alle pa:rtiele af geleiden van de k 9 orde 

bestaan en continu zijn in een omgeving van ( o<. 1 , ••• , -o< n), dan is in 

die omgeving 1 !J A.A.. ( !__, 1 , ••• , l n) = 10 , 1 , , ( ~ 1 , •. • , e..,n) , 
1 .,-1,••• 1 /U-k I v-1••• ...-k 

als /-it1 , ••• , ,...Mk en v 1 , ••• , I/ k door permutatie ui t elkaar ontstaan en 
/ 

1atuurlijke getallen zijn 6 n. 

Bewijs: De partiele afgeleiden van lagere dan de k~ orde zijn ook 

continu in een omgeving van ( ol.. 1 , ••• , ot.- n); voor orde n.c(k bewijzen we 

dit door inductie naar n-k, immers een dergelijke partiele afgeleide is 

dan wegens (41.3) totaal differentieerbaar, dus continu. We bewijzen de 

stelling nu door volledige inductie naar k. Voor k=1 is er niets te be-
~ijzen. Stel dat het voor k bewezen is en laat ,..-M 1 , ••• , /.« k+1 en 

V 1 , ••• , V k+1 door permutatie uit elkaar ontstaan zijn. Noem .-Pk+1 = i 

en J?k+1 = j. Als i=j, dan ontstaan ,,-01 , ••• , _,},-<ken 1,-' 1 , ••• , r--k ook uit 
elkaar door permutatie, dus volgens inductie is 

lf v. I.A- ( l, 1 , ••• , C-, n) = to 1 , ,__, ( l, 1 , ••• ,, l, n) in een omgeving 
r1•••/ k T r-1••• rk 

'.V un ( o< 1 , ••• , d.. n) , dus c n .u ( l:. 1 , ••• , t..,n) = 
'r1 ... ~k+1 

= lp C l, 1 , ••. ., , l, ) in een omgeving van ( o( 1 , ••• , o<... n). Stel 
V 1 • • ,. V k+ 1 \ , • . n 

nu i ft j, dan komt in j,<1 , ••• , ,,.Mk ergens . j voor. Voer een :p•rmutatie ui t, 

zodat deze achteraan komt te staan: /\ 1 , ••• , /I k-1 , j. In I-> 1 , • ,, • , J-' k 

komt ergens i voor, dus is /\ 1 , ••• , i\ k-1 , i een permutatie van 

V 1 , ••• , V k" Dan is volgens inductieveronderstelling 

► l.f> ?1 ••• J,t k ( t-, 1 '• • •' [,, n) == If i'-1 •.. t\ k-1 j ( t., 1, • •.' t.., n) in een om­

g8ving van ( OZ. 1 , ••• , o<. n) en lf v'1 • • • vk ( ~ 1 , • • • , L n) = 

= Cf A ".\ i ( l 1 , ••• , E, n) in een omgeving van ( ~ 1 , ••• , o( ) • 
/ 1 • • • /\ k-1 n 

We passennu (41.8) toe op de functie lf ":'\ · '") (l, 1 , .... ,l ), op-
_,_ /11··· /tk-1 n 

gevat als functie van E.i en t., dan volgt daarui t 

<D "). ') J' i ( t:_, 1 , • • • , t_, n~ = 1 D 'I " 1.· J. ( £, 1 , ••• , £.., n) in e en 
r 1' 1 • • • 11 k-1 ' /\ 1 • • • /\ k-1 · 

omgeving van ( CA 1 , ••• , 0:. ) , dus ID ( £-, 1 , ••• , l ) = 
n , /M1 ••• ,,,,.-U k+1 n 

= lf v 1 • • • ,.,.., k+1 ( l 1 , • , • , ln) in een omgeving van ( o( 1 , ••• , o<, n) • 

g_::. De fornml~ring van stelling (41 .11) gelieve men als volgt te wijzigen; 

(41 .11) (Formule van Ta lor ·•.foor functies van twee veranderli 'ken) Als 

van 'f ( x) = r ( 1 , 2 ) in een omgeving van a alle :partiele af geleiden 

van de (k+1)- orde bestaan en continu zijn en als yin die omgeving van a 
ligt, geldt voor een lfmet O <- -c1' L.. 1: 



Vervolg. err~ta bij blz. 164 van de syllabus analyse. 

. . _ k 1 ~ i d tq>. ( f-1 ' o<- 2 ) _ j _ i- j 
(/> ( "l 1·, · 11 2) - ~ IT. 4;:- ( j) 2) £) ~ t i-ti ('r) 1 o<1}. (~ 2 Ol-2) + 

1-0 J-0 1 2 

· 1 k+ 1 k+ 1 c) ~tlcp: ~ o(1 + ~ ( ~ 1 - o< 1 ) ' 0( 2 + ~ ( 1--) 2- ex. 2) ) 
+ (R+1) ! ~=0 ( j ) ... .' d t.. ~ I c) l 2 k+1-j " 

.. ( 111-~1)j( 112- C\ 2)k+1-j• 
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Als f(a)=b, dan is er een omgeving van a, waar f eeneenduidig iS en 
de bijbehorende omkeerfunctie g(y) van fin een hele omgeving van b 
gedefinieerd en totaal differentieerbaar is met een functionaalopera­
tor, die de inverse is van die van fin het overeenkomstige punt. 
Verder Zijn alle parti~le afgeleiden van de eerste orde van g continu 
in die punten, die overeenkomen met punten waar alle partiijle afgelei­
den van de eerste orde van f continu zijn. 

Bewijs:We beperken de definitieverzameling van f tot een (volgens 
(42.2) bestaande) omgeving van a, waar f(x) eeneenduioig is. Volgens 
( 42 .1) overdekt het beeld van f een hele· omgeving van b. Bij ie;ider 
punt van die omgeving van b kunnen we volgehs de methode van (t2.1) 

I j , , ". 

een functie g(y) maken, die in dat punt totaal tlifferentieerbae.r is. 
Wegens de eeneenduidigheid van f(%) ~oet dit echter steeds dezelfde 
functie g(y) zijn. Deze functie g(y) is dus de omkeerfunctie van f(x) 
en in een hele omgeving van b totaal differentieer~aar. De eventuele 
cont.inu!tei t van parti~le afgeleiden va:h g volg;t Ui t het fei t dat de 
functionaalmatrix van gin eeh punt bntrta~t door inverteren van 
de functionaalmatrix van fin het overeehkomstige punt, zoiat de par­
tiele afgeleiden van g gebroken rationale functies van de parti~le 
afgeleiden van f zijn. 

Als dus r' 1 ( ~ , , •.. , ~11), ••• , Cf n ( { 1 , ••• , $ 11 ) voldoen aan de voor­
waarden van ( 42. 3) in een omge\rir'l.g van ( rx., , • j _;'-xr) en Lf j ( <X 1 , ••• , O<'n) = 

= ~) (j=l, ••. ,n) dan Zijn er in de omgeving van ( f->,, ... , (3h) functies 
l.f- 11 ( 11 1 , ••• , 17 11 ), ••• , f,., ( '), , ... , 17,1 ) gedefinieerd, zodat 

Cf'~ (lf/ q, , ... , r)n), •.• , 'fn ( 1),, .• .,'),, ))= l")j(j=l, ••• ,n) en 
'f; (<f, (~, , ••• ,~n), •.. , <fn(~,, ... ,~n))=~,(i=l, ••. ,n). De par­
tiele afgeleiden van de functies tfi zijn te vinden door inverteren 
van de functionaalmatrix der Cf'J· of door op de betrekkingen ~· = 

1( c/J J = ,j ( T 1 ( 1, , · • •, t'"Jn), • • •, (/~,( 1'1,, .. -> VJ,,,)) de kettingregel toe te 
passen en de parti~le afgeleideb der lt'i er uit op te lossen. 
Opgave 156. In de omgevj_ng van welke punten ( r , 'f) is VJ, = {! cos y; , 
I/ 1 = (! sin 'f omkeerbaar? Bepaa.l de partiijle afgeleiden van ( en "'f 

naar (), en 0;._. 
We beschouwen nu m re~le functies van n reele veranderlijken 

lf, ( {, , • • •, { n ) , • •., Cfm( ~ 1 , ••• , { n) die· totaal differentieerbaar 
zijn. In een bepaald punt a heeft de functionaalmatrix een rang k. 
Nu behoeft, zelfs als de partiele afgeleiden continu zijn, de rang in 
de omgeving van a niet k te zijn, want weliswaar blijft een determinant 
die in a ongelijk aan nul is, dat dan ook in een omgeving van a, maar 
een determinant van orde ) k, die in a gelijk aan nul is, kan in een 
omgeving van a verder ongelijk aan nul zijn: de rang kan hoger dank 
zijn. We noemen een pun• a regulier, als de parti~le afgeleiden van 
de eerste orde in een omgeving van a gedefinieerd en in a continu 
zijn en er een omgeving van a bestaat, waar de rang van de functionaal­
matrix constant is ( deze rang noemen we de rang van het reguliere punt); 
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andere punten heten singuliere punten. We beperken ons tot de be­

schouwing van omgevingen van reguliere punten. Stel data een regulier 

punt van rang k is, en stel dat 
J( lf, ,, . .,Cf'°k) 

' -::/ 0. Noem </j ( D<. 1 , ••• , D(n )= ,Sj ( j=l, .•• ,m) . We voeren 
~(~,, ... ,~k) ( 

nu een stelsel van n functi<::s ~;1( (,, •• ., $n),.,.,y&'r,((, ,···,fn) 
in gedefinieerd door "ft ( { 1 , ••• , {':_)= <f, ( ~ 1 , • .. , { n), · ·..:, 'fk~ ~ 1 , • • • ,~1J= 

=f/k. ( 5,, .. ·,tnLlf;.f1 (~, , ... ,~n-Y'-§k-1-1 , ... ,fn(~, , ... ,~h)-~ r,· 
Van dit stelsel is de functionaaldeterminant = 

c) ( tp, J .. • ,<f~) 
= --------::/ 0. Volgens (42.3) is er een stelsel functies 

U( 4 I '"''5k) 

)(, ( ~,, ... ,<;t)), •.. , Xr/~_,,,,.,.,<; 9 ) te vinden, gede. fi~ieerd in een 

omgeving ,van ( r,/ ... '.~K ~ ex.kt-I , ••• ,D<,-,) zodat l/ j ( X, ( L, I, ... , c;,..), 
,· . . , Xo ( S 1 , • • • , c) 11 ) = '-; § J = 1 , . . . , n ) e n . . 

xi(~,({, , .. ,,~ 1,L,,.,t')(~ 1 , ••• ,~~)~=~~(~=l, ... ,n), dus 
(p. ( ·'--f. 1 k , ... ,>- ), •.• , ,; (l,,- , ••• , t ))->-"". (J=l, ..• ,k) en 
7 1 / J I I r Ir) /\ h '") I ~ ~ IT . --! . (c_,, , .•. , C,,)=l.). ( j=k+l, ... ,n), dus . . 

CfJ ( 7(_ I ( (,i' ;o _. 1 (L •. • .\ A K ( ( I ' ' .. ' ' ~ ), L, K·➔ 1 ' • • 1 '~,~) = c,J ( J=:i ' • • • ' k) • 

Dus als j=k+l, •.• , n geldt ~ e~ = -1 als i=j en =0 a1s i-::/ j. Vorm nu 

de functies W ( >- , ••• , 7 ) , .. 1• ,O ( f , ••• , r ) , gedefinieerd in een 
1 '--) 1 "-in m "->1 1~ 

omgeving van ( f, 1 ., ••• , f k , ell<-+, , .•. , C>:"r) d~or c...J5 ( C, 1 , ••• , ~n) = 

=Cfr(X/S, , ... ,Sri), ... , Xh(C,1,•••JS())(J=l_, ... ,m). Dan is dus 

Wj ( S , , . . . , S ,) = c:; j ( j = 1, . . . , k) en 0.J i ( S 1 , • • • , t,.., ) = 
= cpj((\, (~, , ... ,~,-,), ... , Xk(~,, ... ,~,-,L~t-<+1 , ••• ,t,r)) (j=k...,l, ... ,rn). 

Hieruit volgt dat voor j=l, ... ,k geldt ~Wj =l als i=j en =0 als i~j. 
~ D k c c; ,· 'J { W 1 ~ • • !> (, ... :\ )l...JJ U 0,-. 

us voor r= +l, ... .,m en S=k+l, ... ,n geldt . ;- >- \.= "."\,J-. r • 

. UL<.J • ~() li:.r,; ~ \..,Jc . C,$) V ").., 

Op grond van de kettingregel geldt 'j~ J =_ ,;_ ~ ~ . Voor 
_ls._ J u . =:,i ) ,~, 'a<;: 

i=l, ... , k wordt di t ) )f j "?;>(rn en 1voor i=k+l, ..• , n wordt di t 
~ 0 '£j J ¥,._, ~i ( '"" s; . 'J{w 1 ,1 • •-' WkJ4Jr) _ 
L :..,r, ~ + ., . Op grond hiervan geldt '"-:\( . > ,$- ). _ 
,..,,,,, :-, ( ~, · · · '~· ) 'J~. :)( X X ) u ~ 1)· ·.) '½k: ,'°::).s 
= y1 lf't1··t±1-<,(Fc . t, X,;••, 10 .J .• Omdat de functionaalmatrix der 

"Z) ( t) . ' . j ~ k) t) u (, C I J ... ) l: k . : ~ a; ) J w,., 
{fj rang k heeft, is· ~(<$, '· ··"'Th, ·fc2 = O. Dus _ = 0 voor 

( { , · · · S "' , t ~ ) u ~s 
r=k+l, ..• ,m en s=k+l, •.. ,h. Dus voor j=k+l, ... ,m kunnen we schrijven 

Wj(~, , ... ,t,~)== v} (~, , ... ,~K ). Vullen we nu C,, = 
=\../)/ ~1 , ••• , ( 11 ), ••• ,¢ 11 =\f;ri(~, , .•. ,~,.,)in, dan komt er 

G'j (t.f', ( ~1 , ••• ,~n), ... ,fl-<(~1 , ••. , ~r)))= 

= (JJj ( \p I ( t ' 0 • • ' ( f) ) ' • • • ' \.fr/ ~ I ' 0 • • J { "> ) = . 
= {fj ( X, ( 1p, ( {,, .. • 'J 0 ) ' ~ ' • ~ Yl ~ 1 ' • •. • ' (,) ) ' • • • ' X ,) If I ( C ' ., . ' ~ ~ ) ' 
... , lf,,( ~, , ... ,5n)))-fJ( ~I , ••• ,~h ). In een omgeving van 

( CX1 , ••• ,01.r)) en voor j=k+l, ... ,n geldt dus </j ( ~ 1, ••• , f I"))= 

= 0} ( Cf I ( t / ' • • • ' ! 11 ) ' • ' • ' r k ( t, ' • • • ' ( ~ ) ) • 
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'\:le zeggen dat een functie f ( Si, ... , ~n ) afhankel;ij.k is van de 

funoties ~, ( (, 1 ••• , (h) 1 ••• , 'fl< ( ~ 1 , ••• ,f, 1 ) ~ als er een functie 

v (Si, ... ,~~) be.staat 9 zodat geldt <f ( f, ,•~'l~t) )= 
= (f(·t.f,(!, , ... , t,), ... ,tfk((, ,··•,cf,,_)). We hebben dus de volgende 
~telling gevonden: 

(42.4) Als voor het stelsel functies lf, ( f,,··•,€n), .. •1Y'~( ~,,·••,~ 11) 

het :punt (ex, , ••• , o<,.,) een regulier :punt van rang k is en 

'() t ':fL> ' • ".> (pk) ; . . ( ,....,_1 ) 
.l"."I (E t -,= O, dan is er een omgeving van o<., , ••• ,'-""',-, , waar 
v ';1l'. 'Srr} 

voor j=k+1, ••• ,m geldt da~ C/j ( ~ 1 1 ••• 1 (l)) afhankelijk zijn van 

1, ( ~ , , · · · , {" ) , ... -· , lf k ( ~, , • • • , f,., ) • 
Het omgekeerde van (42.4) is triviaal want als LP ( E , ••• , ~ )= t 5 / c,,., 

= IT ( l/', ( (,; '-. , ~., ) , .i • , Cf 1./ t , ... If,-, ) ) , dan is ,;) f. = 
~ '"{- u v r;) Y:c--i d d f bt · 1 t · 1 IJ ' u = 0 >- ?) ~ , · , us e u.n 1 onaa ma rix van 11 , ••• , 7 k 1 

· {~-=I '":>1n S , 
heef-t een rang ( k+ 1. 

Opgav(L 157. Onderzoek de afhankelijkheid van lf', ( ~, ~ ) = 

=cos2( ~' + (1_ )+cos2 [,+oos 2 ~ .i Ein lf'~ (l1 ,L,)=cosl1.cos~~co~(l.1 +C::l). 
Men bedenke wel cl.at (42.4) in een singulier punt ·niet behoeft te 

geld en, Zo heeft van het stelsel {f; ( f 1 ; !+t )= ~ 1 , 1i ( {, , tot )= (,: 
de functionaalmatrix in (O~O) rang 1, maar (f2, is ten duidelijkste 

onafhankelijk van f • . -
We nemen weer if, ( {_, •, .• , (,,), •. ~ , c.p,.,..,( l, , ... , S .) en veronder­

stellen nu data een regulier punt van rang mis, d.w.z. de :partiele 

afg~leiden van de eerste orde zijn in een omgeving van_a eedefinieerd 

en in a continu en in a heeft de functionaalmatrix rang m. Stel verder 

i 7J { <.p !l.. • • • -' C/m) j O .. ( l ( r-..J )-p ( . -1 ) \jl 
( E r=- • N oem we er T j r::x1 , ••• , v-,,-., - ~ J- , ••• , m • -· e 

U ')l)'"''~th} .) 
kunnen de E ,•••, F als bijkomstige :parameters opvatten en voor >'"""'11 ",r, 
iedere waarde van dit stelsel parameters de omkeerstelling toepassen 

o:p ile functies opgevat als functies van ~ 1 , ••• , ~ rn• De gevonden om­
keerfuncties hangen dan ook van de parameters af. Het nadeel van deze 

methode is, dat we er dan niets over kunnen zeggen, hoe ze van deze 

paramet:ers afhangen. We passen daarom liever de boven beschreven kunst­

greep toe, nu voor k=m en vinden functies 

){,,CS 1 , • • •, ~,..,), • •., I),./ t,, , ... , ~,,), gedefinieerd in een omgeving van 

( (~, t • • • f /3'r.-i, cxv-,,.,.,,: ·, 7 0(1'\) f zodat ½-( X, ({, r • • • ,S,.,) J • • • ,xh (~ ,, • • • .~,,.,) )i::: 
= Sj(j=1p .. ,m) en ;{j <s,p••,Sn)= s• (j=m+1,_. •. ,n), ~us 

~j ( J.,CS, ·:··•~n), ... , J'.,,(( , ... ,,;J,5h;,,, ... ,~,.,)= sj (j:1, ••• ,m). 

Vera.er is ;f J ( ff, ( L , • • 11, ff) ) , • • • , fm ( ~, , • • •, fr-, ) , f f-n-1,' • • • , f h )- . 

= ~j(j=1, ••• ,m). Dus . 
(42.5) Als, voor het stelsel functies yJ, (t,,··•,t),••·,,Y'--,..,(( ,··•,1,.,) 
het punt ( o<1 , ••• , O("l) een regulier punt van rang m is; 1 

u ( y>, • .. • • <prh) -{/}, ' . . . •-:;\ (► . J • en Tj~. (o<,, ••• ,ex,,)= r?,. ( J =1, ••• ,m), a.an ziJn er 
V.t_,•••:, lh) /-J 
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m fun ct i es X 1 ( C, , ... , l , l, , .... , C:... ) , •• ·• , Y:, ( l , .... , C,_ • l~ , .. ~ , &,;; , 

I ..,...., 'tl'l.-1. ~ '\i,,,.. l ...,.,. .....,,..~ 

gedefinieerd en totaal differentieerbaar in een omgeving van 

(fo1 , • • ~ 1f.i1m, '1<~ ... ~ , " •• , o<,...), zoda. t 'f,J ( '7{ 1 ( C. 1, •• 1 , ~ C..,.,....,.1, ••• ,t), 
.... , x, .. J ~l , ... , (..,, l...,.,., .. t, •.• , ~), l~-1,I ,·•·J~--- )= c,j (j=1, .... ,m) 

en tj (i.p 1 (t, , ... , !.,.,), ... , f4M(l 1 , ••• ,t.,.J, ~w..._,, ••• ,C::,""")= ~j 
(j=1, .... ,m) .. De functionaalmatrix a.er Xi wordt gevonden door de matrix '*' -------~ ·-------~ 

I I • 'I'\ 
I I 
I I I 
I I i 

I 
I 

l 

. I 

~ -- ----~- -- ---- I~ 
O - - - - - - - - - 0 1- 0, - - - - O 
i t a , , , ..... ' 

I ' ....._ ' ' 
I l "-, ...._ '-, 1 

: I : ' ... , .... ' 'O 
0 ' ' 0 - - - - - - - - - - 0 · - - - - -..,0 1. 

te inverteren en hiervan de eerste m rijen te nemen. 

Om de partiele af geleiden der _:r te vinden ku.nnen we ook de be­

trekkingen C- =!pJ(Y, (' , ••• ,( ,l, ;1 .. ,&+-), ••• , Y(C 1 ,··~,C., l.. , ... ,[. ), J 'l _,, ""' 11,.•J 11,.,,,,_ ...... -♦• 1h 

l , ... 1l ) met de kettingregel diff erentieren en de partiele af ge-
~""1 ~ 

leiden der X· uit een stelsel lineaire vergelijkingen o~te lo~sen. 
J 

Als vocrbeeld beschou,;-.1en we een f'unctie {6 (t, ,t, ) , gedefinieerd 
T 1 1 

en tt\taal diff erentieerbaar in een omgeving van (""', , tiiJ, zoda t ~ [ 

;) (f) . (__,. \ t . . . -;) (fJ (°'I ; ~ i l.. i o ·r a . . ' en ""J'l:~ in 'IV\ i , "".2; con 1nu ZlJn en ~ L 
1 

;:it:- • ' er er z i J 

yP (0< 1 , 0:1)= A . Dan is er in een omgeving van (.rf ,~.) een functie 

X (~, li.) te vinden, zodat ~(it(~ ,l,.),l)=l en7\ Uf (l 1,C.'l),<!.,_)=C., 1 

De matrix 

t;!, ~ !•) he eft ala ir. •;er se , dus 

1 =--- ' 1 + d t 1 ~ ~t (. .:e "geen een ree s ,eKe?:: ... resuJ. aat is, want als C.. 2. constant 

~x 
is, hebben we het geval van een functie van een veranderlijke) en t... 

'Zl ~ i. 

Door de kettingregel toe te passen vinden we 
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Opgave 158. Laat "), = l, cos {..,i. cosC:.., en ~~== l: 1 sin l2. cos l,.J zijn. 
Onderzoek welke punten regulier en welke singulier zijn. Als in de omge­

ving van een punt l~ en e,i. opgelost kunnen worden als functies van 11, , 
11i , l.) , bereken dan de partiele afgeleiden van t, en C.,i. naar t'J, ; 1-) 2.. en 

lJ . 
Opgave 159. Laat een functie Lf ( 11 1 , l'J;i.) gegeven zijn; waarvan de par-

tiele afgeleiden van de tweede orde bestaan en continu zijn en stel ver­

der "r) 1 == f cos 1r en 1') 1 = e sin '/r . Druk A <f = ~ 2 lf:J. + ~< ~ uit in 
'YI, 11. 

de partiele afgeleiden van <f' ( r cos 1f' , f! sin 1f' ) naar f' en lf . 
Opgave 160. Laat een functie ff' ( '7, , '7,._, "/, ) gegeven zijn, waarvan de 

partiele afgeleiden van de tweede orde bestaan en continu zijn en stel 

verder '/, == p cos fr cos~ , '],., == () cos f7" sin 1( , 11 = e sin EY: Druk 

.LJ'f = ~'). t.Pl + ~,_ ~ + ~" Y;_ uit in de partiele afgeleiden van 
'Y/, 11t a--, 1,.3 

'f ( {_> COS fr COS yr , e COS V sin t , (! sin~) naar (9 , g--, en "r . 
(Aanwijzing: probeer van het resultaat van opgave 159 gebruik te maken.) 

Laat 'f, ( l 1, ••• , C'Y)), •.• , 'f1m ( C.. 1 , ••• , tf)-1) totaal differentieer­

baar zijn en ( ex 1 , ••• , o(YI) een regulier punt van rang m zijn, zoda t 
I/) ( ,../ ) ( ) c) { 'f I ) • • • ., P~) j 
, 1 Vi 1 , ••• , </.tti =0, ..• , u' (r"') ex, , •.. , d,.., =0 en laa t l, r o 

{' ZJ(L.,,-· . . , 'Y>1 

zijn. Volgens (42.5) zijn er dan m functies 

x I ( c , , .. ., ~, ~ .,.,,,,. +, , .. q c'h ) , ... ., X 1'\J c. , ., .. .., cm,., c: ""' ... , , .. q c:.,J , 
gedefinieerd en totaal differentieerbaar in een omgeving van 

(0, ... .,0, o<"""t-''' • .,ci<.,1,.) zodat 
//)J, ( 'Y,(C., , ... ,c ,t ., ... ,~-), ... , --y~~(l, , •.• ,l ,t , ... ,lA_>, 
'-f I\_ · I l'Y>'\ 'YI'\ -1, J " • '\ • '" I """' """ + t · •, 

~+,' •• ,, t,"" )= ~J ( j=1, ... .im) en 

1j ( f.f,( l,, ... , t.'v\L ... ,q;~(t,,, .. .,t,,J,lrw. .. , , ... ,C:.~)= l.J (j=1, ••• ,m). 

•Stellen we nu t· (l~+'' ... , l.,.J= Ai (0, ... ,0, l.,,,,.,..,.,, ••. , &,~J, dan geldt 

blijkbaar (JJ,i ( 'f; ( l.M-1+', ..• , t,,,J, ... ,y,,,,.,_ ( l,,.....,+,J ••• , t,..,.,), l~-t-i, ... , C:""' )= 
::D ( j='l., ... ,m) en voor een punt ( "'l, , ... , 17 ..... ) in een omgeving van 

( <X'. 1 , ••• ,Q£..,,J, waarvoor geldt ffJ ( 'f'\,, ••• ,'1"")=0 (j=1, ... ,m), geldt ook 

~ ( "1M'l+,, ... , '1-"' ):::i '7 ✓ ( j=1, .. .,m). De functies y£,-; , ••• , 'f"~ geven dus 
voor de punten in een omgeving van ( o<, , ••• , O(.,'I"\ j juist een beeld van 

de punten waar (() 1 = ••. = lf),.,.,, =0. We zeggen, dat door cp, ( l,, ... , l'\ot )= 

=0, •.. , f//YY\ ( l 1 , ••• , l,J=O de l. 1 , ••• , ~M'\ impliciet bepaald zijn als 

functies van L ,,,,.,,,.+, , ••• , l,.,, en dat de expliciete functies 

l. 1 = Yi ( C:,.,.,..,+,, ••• , t,,.,), •.. , l,,.,..,,= ~(4n.+,, ..• , C::'l'\) gevcnden zijn door uit 

de vergelijkingen '/, ( c., 1 , ••• :, l,.J=O, ... , '/f'rYi( C:., , •.• , l.,.,)=0 de ~ 1 , ••• ,t,"'Wi 
op te lossen. De partiele afgeleiden der functies rJ' worden gevonden 

als in (42.5). Dit geeft ons de volgende stelling. 

(42.6) (Hoofdstellins over impliciete functies.} Als voor het stelsel 

funeties {f1 ( <!,, ... , &,.,. ) , ••• , fM'\ ( l 1 , ••• , t.""') het punt ( Q<,, ••• , o<,,J 
een regulier punt van rang m is, 1"_ l P,' · ~ ·. 1 [,v,.J I O en 

o(.t,, .•. , .,...,.) 
lfJ ( 9< 1 , ••• , ci.,r,. )=0 ( j=1, ••. ,m) dan zijn er m functies 

"-Yi ( ~t\",\-1-1, • • • J !M), • • •,: ·~ ( l...,.,.-/.1 J • • • ,. c,.,) J gedefinieerd en totaal 
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differentieerbaar in een omgeving van ( QI..,,,.,.,+,, • •• , olrn), zoda t; 

tfJ (V.(C.n¥1+1, ••• ,<!M), ... ,y;,Jc.......,...,, , ... ,£.,..,..),l,rwi+i'•••, C.~)=0 (j=1, ••• ,m) 
en ~odat er een omgeving van (<Q< , ••• , (:(.) bestaat waarbinnen voor ieder 

I ,\,\ 

punt ( 'Y) 1 ,, •• , '1,.,J met l/i ( '>"j 1 , ••• , 1},v,)=0 ( j=1, ••• ,m) geldt 
"'I,,._ ( 'Y) , ••• , '>'> )= ?1 · ( j=1., ••• ,m) ..n-e-~funct'iornnf1l'ncrtriOC~'/1J· wordt ge-r J ·11\1\-\-1-1 r"" c, 
vonden door dezelfde matrix als vermeld in (42.5} te inverteren en van 

~e geinverteerde malrix de eerste m rijen en de laatste n-m kolommen 

te nemen~ 
Het eenvoudigste voorbeeld betreft een functie (p ( t,, l,_) van 

twee veranderlijken die totaa.1 differentieerbaar is. Laat ( « 1 , o<i) 
een punt zijn, waar 'f ( P< 1 , o<:>.. )=0 en waar * continu en :/-0 is. 
Dan is er een functie '( ( &'J. ) gedefinieerd en totaal differentieerbaar 

in een omgeving van ~ zodat (f (1f' (Li), l,)=0 en zodat er een omge­

ving van ( r:x1 , o{i) bestaat waarbinnen voor ieder punt ( '7, , 7._ ) met 

'f ( ~ 1 , ~,_ )=0 geldt ;1/'( 7/i )= '"7, • Verder is 
?Jcp 

.:I. ft-=-~· 
1 t.., 

O:ega.ve 161. Als l, log(sin C., 1 
~ )-t l, c,_ (.., - g e , 

l. 

hierin l l. als functie van l, beschouwa· wordt. 

bepaal dan d !..1 
d ~, 

, als 

~ 43. Maxima en minima van funct~es yan mee~ veranderlijken. 

We zeggen dat lf ( l,,.· .. ,t.,.J een relatief maximum (resp. relatief 

minimum) in· ( a<' 1 , •• .1, ci,.,J heeft, als er een omgeving van ( p( 1 , ••• , .Qc'..,,,..) 

bestaat, waarin <.p ( t.., , ... , t'')\)~ lf (o<, , •.. ,o(,;,.) (resp. 

lp ( l, , , ... , !'" ) ~ if> ( t;J..., , ••• , ()(,yt)) • Ui t de overeenkomstige stelling voor 

►functies van een veranderlijke (zie (18.4)) volgt direct: 

( 43 .1) Als tf ( l,, , ... , l.,,1J in ( o(1 , ... , Q(..,,.,,..) totaal differentieerbaar 
1s en daar een relatief maximum of een relatief minimum heeft,geldt 
~ lp (,;;;;1.1 ", • • • 'I o(M) d 'f { o( I "> • • • '5 o("h) ;;-L . = ... = 'or- =o. 

I ~"'°' 
Evenals bij functies van een veranderlijke (zie § 24), kunnen we 

nadere bepalingen voor relatieve maxima en minima vinden door afgeleiden 

van hogere dan de eerste orde in de beschouwing te betrekken. Wij be­

handelen hiervan slechts een geval: 

( 43. 2) Als van /{'; ( ~ , l ) alle partHne afgeleiden van 'f I ~ 

in ~,en omgeving 

= V · t.p { o( I ' f, ) 
J £..i 

van ( g.,, 1 , o<':,.) bestaan en continu zijn en 

GB c) .z p io<' ., ex;.) 'I,. 0 
2> i r 

I 

=0 I ( c) ,t (j),{ ()( I ' CX t ) ) 2 - c) -< I./ & , ') o(?. 1 
v£., v~~ u l/ 

(resp. .L... O) dan heeft 1JJ ( ~ , l! ) r I J.. 

minimum (resp. relatief maximum) in ( o< 1 , 0( 1 ). 

de tweede orde 
Z) ({J (ex, ,. ot,.) _ 
< ~~I -

c) ~( or- , , o< a J .t:... o l~ 
~ 

een relatief 

Bewijs: Voigens de stelling van Taylor (41.11) geldt 
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ltt(t ~ )- Cp(cl o( )= 1 (V2 cp{o<,+B"°'{L1-~;),ii+B-°'(C:,· ... O-.-i.))(l,-o<>2+ 
...,, I , C-i.,_ I , '1- N - ';) t..,'L I 

+2 o:zcp(~!.+lf(l,-O(,J,ci1.+B"'{l-J.-o<'L)). ct.. -9'. )(t!.·-Q{)~ 
,I . <' I t ll :I 

c) C..., I d c;;-; ;I. 

+ cJ'ilcp(o<,+i:lC~1-v'-i).,o<?.+~(c:',J--o<i)J (l -d. ) 2 ), Wegens de conti-
c)[.2. 2 :2. 

a 
nu!teit van de partiele afgeleiden van de tweede orde zijn de gegeven 

ongelijkheden, die voor deze partiele afgeleiden gelden ook in een om-

geving van ( cx 1 , d:1..) geldig. Ui t p /o en a- 2- (?? ~ O volgt 
E_) ~ 2 +10-'( (,+- -r:C,"-= e ((~ + f-C, )2+ @'r- 2.crl. ¢~)~0 dan welt::;O 

naar gelang e>o dan wel < 0 is. Daaruit votgt onmiddellijk dat 

cp (~',~.a)- f( o<,, o(~)? o dan wel6 O is naar gelang 2)2.c.pi~';o<l.) >O 
rhln wel <.. 0 is. Daarmee is het gevraagde bewezen. ' 

Als ( 2)'-tp{o<,,o<.:i.)) 2- 'J~tp{o<.i,°"'J.) J~<p{¢,..,cx.,,_)->O is kan 
iJt_, c>t.,1- c>L.1; J e..~ ' 

men makkelijk bewijzen dater in ( cx 1 , ex~) geen maximum of minimum is. 

Als het =0 is kan nag niets geconcludeerd worden. 
Opgave 162. Bepaal de relatieve maxima en minima vane 

t..,1.. + L.,_,. 

We vragen nu naar relatieve maxima en minima van een functie 

lf ( l. 1 , ••• , E..t'n), waarbij we ons beprerken to~ die punten ( l 1 , ••• , lM) 
die voldoen aan de bijvoorwaarden J1 ( ~, , ••• , t'./l;\)=0, ... ,;(k (C., 1 , ••• , ~)::::::O. 
Bijvoorbeeld kan gevraagd zijn het minimum te zoeken van de functie 

'f ( i,,, &'J.)=(!. 1 -'1) 2+ E.,i onder de bijvoorwaarde ~ (&,, C:.,_)== i:-4 l,=o 
(meetkundig: de kortste afstand van het punt (1,0) tot de parabool ~~ = 
=4 l., 1 ) • Men zou di t kunnen oplossen door ui t de bi jvoorwaarde b. v. t,, 
op te lossen en deze in de functie te substitueren en zo een probleem 
zortder bijvoorwaarden te krijgen. Dit kan echter in het algemeeh alleen 

als ~t =}o is. Lost men zo in het voorbeeld l,2. op, dan krijgt men na 
lsubstitu\ie ( £.,-'1) 2+4l, =( ~ 1 +1) 2 en dit heeft een minimum bij t 1 = -1; 

daar is echter geen ~ 1 bij te vinden zodat aan de bijvoorwaarde voldaan 

is. Hadden we evenwel ~ 1 opgelost, dan was er na substitutie ( ~ i: -1) 2+ t~ =( ~, e:-\- "1) 2 gekomen en dit heeft een minimum bij l~ =0_, 
dat het punt (0,0) geeft, dat we in eerste aanleg niet gevonden hadden. 

Nu is in (o,o) inderdaad ~Q =0. 
Met de methode der multiplicatoren van Lagrange kan de moeilijk­

heid verschillende oplossingen te moeten proberen, omzeild warden. 
( 4 3. 3) Als ( ex 1 , ••• , cx'/k) een regulier punt van rang k is van de totaal 

differentieerbare functies A 1 ( ~ 1 , ••• _, l""); ... , Ax ( ~, , ... , &/h) en 
1./ ( !.. 1 , ••• , t,.,..,) totaal differentieerbaar is in ( Q( 1 , ••• ., ex., .. .) en daar, 

als de punten ( i, 1 , ••• , l'l-1) beperkt worden tot de punten die voldoen 

aan X 1 ( f. 1 , ••• , f!.,,.,,, )= •.• = 1k ( E-. 1 , ••• ,t-., .. ,J=O, een relatief minimum of 
maximum heeft, dan zijn er k reele getallE:;n /l 1 ., ••• , i\k te vinden, zodat 

geldt l) ip_ ( o/ ~'i .. ~ or;i + t A( ,;) i(; (o< ''c) ~: . ' cl~) =0 ( j=1, •.• , n}. 
. l-1 · 

Bewijs: Laa{ de nummering der verande~lijken zo gekozen zijn dat 
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. ( ) ldt c)'li,·. ~, A1<.) _.1 (4 6) in o<. 1 , ••• , ~ ge ~ li , "' O. Volgens 2. ziJn er dan 
I) • • • $ C:.i,,c ) 

k tune ties 1v, ( l 1<+ 1 , ••• , e.....,), ••• , ~ (t, 1< .... , , ••• , ~) zodat in een omge-
"1ing van ( ot1 , ••• , o(-'k) de pun ten 

{ 1K (l K+ I , ••• , e,..J, .. ., "fl;. (l. K+t , •• ., ~M), t,.,k+s' ••• 'z ) juist de pun­

ten zijn die voldoen aan X , .. = ••. = "Xk=O. Dan heeft de fu~ctie 

lp ( Y, (t. K+i,. • •, !..k!L ... J ~ (t. K+i, ••• , ~), lk+i' ... , t..+-12 een rela-

t~ef maximum of minimum in ( c(11- , ••• Jct. ) , dus geldt d::\ar -Z: ~ Jy~,._+ 
r-+I "" ,t .. , 'Z)l,~ de-, 

~~ ~ J 
+ i£ =0 (j=k+1, ... ,n). Verder geldt volgens de kettingregel 

~ Jc) r~ d ,Y,. + a X, ( ) 2...... i> e. :Sl ~ e.. =0 1=1., ... ,k; j=k+1,. .. ,n . Omdat 
~· ~ j ,; 5 <f 1' • • • '41<} ,/. 0, zijn er ret!le getallen A 1 , ••• , AK te vinden zodat 

' it••• ,ct,k} 
,:-E.... "\ . c) At (_ o( I , • • ' ) o(~) = . 0 <.p( <IX. I> • ' • ) o(kl) L A, c> C, _..,.__._ !J e.. (j=1, ... ,k). Voor 

/. • t ,/ k · 

~ -:i ""' -v (a J ,..., '.':: ) = j =k+1 n geldt dan f'l· v4~ 1 ' • • • '""I!-, ••• , -, t ..,__,.. 
t(' k ,_ """">' 

= > . A . ( . 2: - z, X s { IX. I ' • • ~ ) ~...,) c5 r,. l oe J( +' ' • :_ ' o<,., .• .,) ) = 
i.•I ' '=-"'' J.t,'t k dc'.'-,J 

= r: d1/-::.-c.(o< k-1-1., ••• , 0(..., i ( _ .> i\, a x~ (O<., , • '.) a-,,,..1) = 
't.:t I d ~; i "" I i) t.. "'f. z J'W'.,_ (o<1<~1 , • , • )Cl'\.~ ~ (£ C,'Cl(," • • • ~ oe,t,\) _ _ c) t.p (o<., , •• • ., a"') 

'1::S.l Dt..j Jl.J'f.. - ~ e,J. 
Daarmee zijn de gevraagde betrekkingen bewezen . 

.A.ls mer. van een functie de rGlatieve maxima en minima onder een s·~ol 

bijvoorwaarden wil vinden, kan men proberen uit de in (43.3) vermelde n 
betrekkingen en de k bijvoorwaerden de n+k onbekenden l.. 1 , ••• , ln, 
A1 , ••• ,A k op te lossen. Eventuele relatieve maxima en minima in regu­

liere ~unten zullen dan onder de gevonden oplossingen voorkamen. 
Past men dit toe op het hierboven behandelde voorbeeld, dan vindt 

men 2({., 1-1) - 4 t\ = 0~ 2l 2 + 2 A E.. 2 = 0 1 ~~ - 4l,1 = O. De enige oplo~-

sing hierVal! is /\ = - ½, l 1 = l 2 = o. Of dit werkelijk een relatief 

maximum of telatief minimum is valt hieruit nag nif:.:t te concluderen. 
We moeten wel bedenken, dat (4.J.3) alleen geldt voor reguliere 

punten en dat het gebeuren kan, dat een relatief mimimum of relatief 
maximum, dat ir,. e6n singulier punt van de bijvoorwaarden val t, zo niet 
gevonden wordt. Hier,ran geven we een voorbeeld. Gevraagd het minimum var. 

de functie (t 1+1) 2 + l.~ onder de bijvoorwaarde t._f - e.~ = O. Dit mi­

nimum is als volgt eenvoudig te: vinden. Ui t l..f = t., ~ volgt da t C., 1 ~ 0 

moet zijn. Dan is l 1 + 1 ~ 1 en (l.1+1) 2 + l_~~ 1, maar l 1 = l 2 = 0 

voldoet aan de bijvoorNaarde en geeft de functie de waarde 1. Dit is du2 
een minimum. Past men de methode van Lagrange toe, dan vindt men in het 
gehe~l geen o:plossing (ga dit zelf na). Inderdaad is (O,O) een singulier 

punt van de bijvoorwaard~. 
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Om na te ga.an of een gevonden punt werkelijk een maximum of een mi­

nimum van de functie oplevertt kunnen we dikwijls met voordeel gebruik 

maken van de stelling dat eE:n continue funotie, gedefinieerd op een niet-­

lege compacte verza.meling, een maximum en een minimum heeft (zie (12.12) 

blz. 46 en (13.2) blz. 47). Nu is een deelverzameling v2.n '38n Rn dan en 

slechts dan compact, als Zl.J begrensd en gesloten is ( zje ( 12. 8) blz. 45 ·, ., 

Yerder vormen de punt en, die voldoen aan de bi jvoo:rv,;;::,,c,rde'l'"l 7( 1 ( C.. 1 , .... , l :r):.,: 
= ••• = i{ k(c., 1 , ••• , l n) = O, zeker eE::n gesloten ve'.".'zr-meling, als de c~E·­

fini tieverza.meling in R.11 e;esloten is, omdat X 1 , •.• , i{ k l.:Ontinu zijn 

(zie opgave 63, blz, 52). Begrensd behoeft deze verzameling echter niet 

te zijn. Soms kunnen we, als de verzameling onbegrensd is, dit nog onder• 

vangen, als we kunnen aantonen dat de punten met grote absolute waarde 

zeker niet in a8Jllmerking komen voor een maximu..~ of e8n minimum. 

We zullen dit toelichten aan een voorbeeld. Ilit ontstaat uit de 

mebtkundige vraag naar het rechthoekige parallelepipedum, dat bij gege­

ven totale oppervlakte K van de zijvlakken de groot;,.L.:,;. in1:1ond heeft. 

Noemen we de lengte van drie onderlinge loodrechte 1·Hben I:.. 1 , l.2 , ~ 3 
dan is de som der oppervlakken der zes zi jvlakken 2" l 1 t:2 + 2 £.1 l_ 3 + 

+ 2 l.. 2 l 3 en de inhoud l. 1 l 2 t,3 • We krijgen dus de vraag naar het maxi­

mum der functie l 1 l, 2 t 3 ondE:r de bi jvoorwaarde 2 t, 1 l. 2 + 2 t.1 l 3 + 

+ 2l 2 l 3 - K = 0 (hierin is K > 0), waarbij c, 1 , l. 2 en c. 3 beperkt wcr­

den tot posi.tieve reele getallen. We mogen er gerust l 1 = 0, L 2 = 0 

en t.., 3 = 0 aan toevoegen, want dan is l 1 t, 2 l 3 = 0; de defini tieverza­

meling is dan gesloten. Ui t ae bijvoorwaardE:: volgt 2( l 1 + i. 2 ) t 3 L K, 
·) 

d ~ .t::.. K J,. L... K r ., l. L O 'I d l i;,, t,. L K~ A1s us c.. 1 ..... ~enc., 2 _ ~ \a ... s 3 r · .1, us 1 c.... 2 c....3 -- 4€.. 3 . ~ 
v 5 ~ 

dus l. 3 > M:, dan is C.. 1 [. 2 l. 3 L : • Door M voldoende groot te kiazen, 

kunnen we dit wi.llekeurig dicht bij nul krijgen. Hetzelfde wat we hier 

voor l 3 gedaan hebben, kunnen we ook voor l 1 en l. 2 deem. .A.ls we M 

voldoende groot kiezen, :mogen we ons voor de bepalir.g van een maximum 

dus buperken tot O ~ l. 1 ~ :M, 0 =' l. 2 ~ M, 0 ~ t:.. 3 6. M. Dit is echter 

een gesloten begn:msde verzameling. Hi1::rui t vol gt, dat er zeker een max~ ... 

. mum van de functie bestaat. Di t maximu..'!l kunnen Vie nu met de methode van 

Lagrangu vinden. 

Opgave 163. Voer dit laatste uit. 

Opgave 164. Welkti punten van de verzam~ling, die bepaald is door t.,, t +t:: ,_, 
= 1 , hebb~n d~ khdnstbi en welke de grootste afstand tot ( 0, 0)? 

O;egave 165. Btpaal de lengte d E:r ribben van h1:;t rechtho&kige parallt::.l&­

pipedum, dat bij gegeven i:nhou.d de kleinste som der oppervlakt.en van d1o:1 

zijvlakken h&eft. 
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§44. Transfopatie van meervoudi!! intem,J.en. . 
We noemen een lin~aire operator A eeh dra.aiil!!, als geldt \Ax\ =fx{ 

voo~ alle x. Een dra.aiing is eeneenduidig1 want uit J..x. = 'IT volgt \xl~\Axl= 
= o, dus x = ~; uit (40.2) volgt nu dat A eeneenduidig is. Verder is 
\Ax-Ay\ = lA(x•y)l = \:x:-y\: afstanden tussen punten 0:.ij";;A~1 t-ij O.j'.'A.aiin~ 

behouden. Ook inproducten blijven behouden, want b: \2 t 2.7...,v + I y\ 2::\ xr;v? 2:-: 

= }.A.(x+y)l 2 = \Ax+.A.yl 2 = tAxl 2 + 2.u..Ay + l.A.yl 2 = i.;::IZ + 2.A:K..Ay + \yt 2 , 

dus .A.:x: • .Ay = x.y. Daar de cosinus van de hoek tussen -!iwed v~ctc:ren met t· :;­
hu.lp van het inproduct en de absolute waarde gedefinic.e1·d is, blijven 
hoeken tussen vectoren bij draaiing ook behouden. 

Een afbeelding T van Rn in zichzelf, die gedefinieerd is door Tx -
t:: x+c (c een consta.nte vector) heet een translatie .. Uiteraard is een 
tranalatie een eeneenduidige afbeelding van~ op zich zelf. D~ invers€ 

transfonnatie van een tra.nslatie is ook een translatie. 
Een afbeelding Y van Rn in zichzelf, die gedefi~~eerd is door Wx ~ 

= a + i\ (x-a) (a een constante vector, i\ een const~tc·~ .t•EJ'l::sl getal) beet 
een vermenigvuldigingatranstormatie mE!t centrum a. (f!.'L f~::-tor A • Ala 

I\ ;i O, is di t een eeneenduidige a.f'beelding van Rn o:p ztchz8lf; de inver -
se tra.nsformatie is een vermenigvuldigingstransformatie met centrum a en 

1 
:factor 1'· 
(44.1) Ale TV de beeldverzameling is van een begrensde verzameling Vin 
Rn bij een translatie T, dan is de binneninhoud van TV gelijk aan de 
binne:n1nhoud van V en de bui teninhoud vcn TV geli jk a.an de bui teninhoud 
van v. 

~ew:t,js: TV ie ook begrensd, want uit Tx = x+c en \x\.( 0 volgt 

'· l( . ~ ft. 1 +1 
lTx\ 6 \ x\ + \ cl ~ i,, + \ c \. Een hokje bepaald door .2 6 c:.. L.. _:. __ o 2m 1 2m 

( i = 1, ••• , n) gaat over in een verzameling bepaald door )'(' 1 + .lt i ~ t., .L 
2m Q i 

K1+1 
~ 2m + 01 (1c1, ••• ,n), ale ! 1 , •• •,(ndE:Jcomponentenvanczijn. 

Met behulp van (34.25) valt gemakkelijk te bewijzen, dat een verzBJ.Uelint: 1 

bepaald door o( i. ~ l.. 1 ~ (3 1 ( i = 1 , ••• , n) een inhoud heeft, die gelijk 
n 

is aan T( p1- cc1). 
:1 =1 

9P!!:V• 1 66 • Ga di t na. 
Hieru.it volgt dat bet hokje overgaat in een verzameling, die een 

inhou.d heett, die gelijk is aan de inhoud van het hokje. Voor hokjes 1E1 
te stalling daarmee bewezen. Ben hokje dat geheel binnen V ligt ga.at b1i 
de translatie T over 1n een verzameling met dezelfde inhoud, die geheel 
binnen TV ligt. H1eruit Yolgt direct, dat S-'s:J v> 6 I.(TV) (het 8Jlllbool 
I• ataat vo,or bimm.nhoWl, bet symbool I• voor bu.itel'linhoud). Omdat 



iim S*m ( 1._ V~ = I.,.._(V) ,, geldt ook I_~JV) ~ I~(TV). Omdat V omgekeerd <)ok 
m"4;:>~ 
uit TV door een translatie ontstaat, geldt ook I44.(TV) ~ I.111. (V), dus 

I*(TV) = IJV). Op analoge wijze bewijzen wij dat r"'(TV) = I',."(V). 

( 44-. 2) Als WV het beeld is van e·Em begrensde verzameling V in Rn bij 
de vermenigvuldigingstransformatie W met factor>., dan is de binnen­

inhoud van WV j)\/n maal de binneninhoud van Ven de buiteninhoud van 

WV /~In maal de buiteninhoud van V. 

~E: WV is begrensd, want uit Ix\< ) en y = a+ ..A(x-a) volgt 

l y I ~ \a\ + \ >d I x I + J A I I a I ~ \ aj + t). I }{ + \)\ \ l aj . A 1 s ~ = 0, best aa t WV 
alleen uit het punt a en heeft dus inhoud nul, waaruit de stelling 
volgt. Stel nu A > 0. Dan gaat het hokje bepaald door ~i ~ ~ i ( 
over in ee:::v I,,(. 1 $; 2m. K 1 +~1 
lverzameling bepaald door c< 1 + A( 2m - o( 1 ) ~ > 1 Z 0( 1 + )I ( 2m -

die dus de inhoud )'.n2-mn heeft. Als ~ < O, krijgen wij op analoge 
t,< 1 +1 t <... Ki 

wij ze o< . + > ( m - o(. ) < , 1 = o( . +A(-----·~ - 0( i) en een inhoud 
l 2 l l 2m 

( - )i) n2-mn. De inhoud van een hokje wordt dus met l >i / n vermenigvuldigd. 

Een hokje dat geheel binnen V ligt, gaat bij de vermenigvuldigingstrans­

formatie W over in een verzameling met /)/ n maal zo grote inhoud die 

geheel binnen WV ligt. Hieruit volgt direct dat J'J\ln S* ( ,1.. ) ~ I..lf(WV). 
n m "'-- v 

Omdat lim S ( ~ ) = I~ (V), geldt dan ook !.>-I I*(V) = I~(WV). Omdat 
m-;,. CO *ffi V 

V omgekeerd uit WV door een vermenigvuldigingstransformatie met factor 

)\- 1 ontstaat, g~fdt ook () i-n·I_(WV) ~ Ii<. (V), dus I,.(WV) ~ /,,,l/ n I~(VL 

dus I-4,~) = I >i\ I,l((V). Op analoge wijze bewijzen wij dat r'\wv) = 

= l?-.1 I (V) . 

(44,3) Als AV het beeld is van een begrensde verzameling Vin R bij de n 
draaiing A, dan is de binneninhoud van AV gelijk aan de binneninhoud van 

Ven de buiteninhoud van AV gelijk aan de buiteninhoud van V. 
' 

BewiJs: Omdat /Axj = jx I, is AV begrensd. Wij bewijzen de stel-
ling eerst in het geval dat Veen hokje:!s. Laat een hokje H met inhoud 

I overgaan in een verzameling met een binneninhoud A I en een buitenin­

houd /' I. Dan is in ieder geval >- ~ r . We bewijzen nu eerst dat de 

factoren >- en )A-· voor alle hokjes dezelfde zijn. Twee hokjes uit de­
zelfde ho~jesverdeling ontstaan uit elkaar door translatie. Laat n.l. 

. . . I-< i <. K i +1 .l/ J.. .t._ ~ 'I' i +1 
de hokjes bepaald zijn door - = ~ ( ---- en - = >i· < --- dan 

ontstaat het tweede uit het 
Kn 

m ) 
2 

)) - I{ y -
.... ·(··· ... 1 1 n C = .. ..-.--.·-.m.._..... ,e••J 

2 

2m 1 2m 2m 2m 

eerste door de translatie Tx = x+c met 

.Omdat A(x+c) = Ax+Ac ontstaan de door 

draaiing uit daze hokjes verkregen verzamelingen ook door translatie 

uit elkaar. Uit (4-4.1) volgt dan direct, dat de factoren .) en_.,,.v. voor 

beide hokjes dezelfde ziJn. Nu vergelijken wij een hokje uit de (m+1)~ 

verdeling met een uit de rn.£ verdeling. Neem voor het hokje uit de 
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(m+1)~ verdel1ng het hokje dat bepaald is door o ~ t1 < m11 en van 
net hokje u1t de m~ verdeling het hokJe dat bepaald is do6r O ~ ! 1 < 

1 . . ' ( ·-m , dan ontstaa.t het laatste u1t het eerste door een vermen1gvuld1-
gi~tra.naformn.tie met factor 2 t.o.v. O. Omdat A(2x} = 2Ax geldt het­
zelfde ook voor de door draaiing uit deze hokjes verkregen verzamelingen. 
Orndat de inhaud van het eerste hokje 2-(m+1)n is en van het tweede 
2-mn = 2n2-(m+1)n, zijn volgens (44.2) de factoren A en~ voor beide 

hokjes dezelfde. We beschouwen nu de eenheidshyperbol B, d.1. de ver­
zamelin.g, bepaald door \xi! 1. Van deze hebben wij op blz. 130 bewezen 
dat hij een inhoud h.eeft. Verder gaat hij bij draaiing in zichzelf over: 

AB = B. Beschom1 nu S~m( 7\.B). De hokjes die hieraan medewerken, gaan bij 
draaiing over in een stel verzamelingen die salnen een buiteninhoud 

jl" SJ m C7(, B) hebben en die geheel binnen B liggen, dus / S,. m( 11,B) ~ I(B) . 
Omdat 11m S~m(?iB) = I(B), geldt aok/I(B) ~ I(B) en omdat I(B)). O 

m ➔ ro < ~ 
is, volgt hieruit(: = 1 .. Door S ( XB) te beschouwen, vinden wij op 

--... "- m <:: \. 
analoge wijze ,., 1. Ui t > = /, / = 1 en )\_ £ 1 volgt A = ,,µ = 1. 
Dus heeft een verzameling die door draaiing uit een hokje ontstaat 
een 1nhoud, die gelijk is aan de 1nhoud van het hokje. Voor een w1lle­
keur1ge begrensde verzameling V geldt dat een hokje dat geheel binnen 
V ligt bij draa11ng overgaat in een verzameling die geheel binnen AV 

ligt. Daaruit volgt s-ic.(?i 1,};; I"'(AV}. Omdat lim S* (-Xv)== 4(V), 
m ~ rn~ro m 

geldt ook I*(V) ~ I.l(.{AV). Omdat omgekeerd V uit AV door een draating 

ontstaat, geldt ook I ,i AV) ~ IJV), dus r,.(AV) :::, I~ (V). Op analoge 
w1 Jze bewiJst men, dat I*{ AV) = r• (v) , · 

We willen nu nagaan water met de inhoud van een verzameling 
gebeurt bij toepaaaing van een willekeurige lineaire operator A. De 
verzameling bepaald door g ~ } 1 < 1, waarvan de punten ook te achrij••· 

ven z1jn 1n de vorm x = :!: ~1e 1 met o ~ s1 < 1, gaat over in de ver-
1=1 

n 
zamel1ng der punten Ax = E ~i Ae 1 . Noem Ae 1 • bi. Wij bewijzen, dat 

1=1 
er bij ieder stelsel vectoren b1, .•. ,bn een stelsel vectoren a1, .•• ,dn 

te vinden is, zodat bJ = t, )\li (j = 1, ..• ,n) en dr"J = O ala 1 'f J 

en d1 .d1 .., 1 (1.., 1, ...• n; j "" 1, ..• ,n). In 1eder geval kan altiJd bi,i 

d 1 , •• -a<\ ( k < n) een dk:+'1 gevonden worden, zodat ct1 .dk+1 = O ( 1 = 
<'.'"'i 1 . 

""1_. •• .,k) en jdk+1 I"" 1. Immers a.ls ct1 = ( u 1, .• ., fn) (hierin is i eer. 
n i ):: 

index, geen exponent), dan 1a uit L , 1 :'?j = O ( i = 1, .••. , .·~) altijd 
jc1 tJ 

een oploasing x m ( S 1, ••. , ~n) te vinden, die van ~ verach1lt. Door 

¾+1 = l'i:T x te kie1en, let aan de voorwaarden voldaan. Verder is b1J 

iede1~e a eon d met l d I c 1 te v1nden zodat a ... .>t d voor een of andere 
A • want ala a = 0 kunnen w1j voor d een w1llekeur1ge ve~tor met \ d \ .... 



.1-m ·10_; 

en >-. = O kiezen; als a :J f5, kiezen wij d = ~1 : 1 aJdan is \ d \ = 1 en 

a= latd. Kies nu ct1 zodat l cl--: l = 1 en b 1 = '). 11a1 • Als b 2-(b?.d1)d1=·o, 
kiezen wij a2 zodat \d2 j = 1 en d1 .a2 = O; als b 2-(b~d1 ).d1 :J 5 kiezen 

wij ct2 zo, dat \d2 j = 1 en b 2 - (b2a1)a1 =)122a2 . In beide gevallen 

kunnen wij b 2 - (b 2 • ct1) ct1 = .>._22a2 stellen; in beide gevallen is ook 

a1 .d2 = o. In het eerste geval is het laatste al aangetoond; in het 

tweede geval volgt dit uit A 22 ~Oen A 22(a2 .a1 ) = (b 2-(b 2 .ct1 )ct1 ) .d1=0. 

Stel dat a1 _ •... ,dk gevonden zijn, zodat a1 .dj = O voor i =I j, _i = 1, ..• 

i = 1, .•• , k en b . = .t /\i jdi, ... , k; j = 1, ... ,k; 

dan kiezen wij, als 
J l::::1 

di= O, dk+'1 zo, dat \dk+1 \ = 1 
k 

en a1 .dk+1 ~ O voor 1 = 1, ..• ,ken als hk+1 - !:_ (bk+1 .d1 )ct1 =/ 0, dk+'1 
i=1 

zo, dat /dk+1 / = 1 en bk+i -k1t1 (bk+1 .ct1)ct1 = Ak+i,k+i'\:+i· In beide 

gevallen kunnen wij bk+1 - f 1 (bk+1 .a1 )a1 = .A,k+'1,k+'1dk+'1 stellen; in 

beide gevallen is ook d1 .ak+1 = 0 voor i = 1, ..• ,k. In het eerste geval 

is het laatste al aangetoond; in het tweede geval volgtdit uit 
k 

)\_k+1,k+1 =f Oen A k+1,k+1(dk+1'di) = bk+1'di - J;1(bk+1'qj)(dj.di) = O. 

Hiermee zijn door inductie de gevraagde a1 , ... , dn gevonden, Als a1_ = 

= ( G 11 , .• . •, ~ ~), dan is de lineaire operator D met matrix a~ een draai-
n n J 

ing.Daarvoorgeldt n.l. De. = d. en dus D( ~ ~ .e.) = L ~.d. en 
1 1 · b1 1 1 . 1 1 1 

I 
.Jl ~ / 2 ..n. n ~ i.. ~ 2 = \ J!-- ~ i(= 2 
2._ ) 1d. = z_ L ':;)• ·s.d .. d. =...::::,...~-=IL- '?.e1 . De inverse 
i=1 l i=1 j=1 l J l J i=1 l 1=1 l 

transformatie C van Dis ook een draai1ng, waarvoor geldt Cdi = e1 en 
j ni=:- n , 

dan Cb.= L ,\ 1J.ei en C(E, / 1b.) ='Z ~.Cb .. Nu bewi.jzen wij dat 
J i=1 j=1 J j=1 J J 

de verzamel1ng van deze punten een inhoud heeft die gelijk is aan 
n 

TT \/\ii. We bewijzen dit ~oor volledige 1nductie nao.r n. De punter. d9r 
1=1 n .,.J_ .,u. n 
verzameling zijn £ ~. 2- A .. e. = 2:,_ ( ,z_ ), .. s . ) e .. Nemen wij nu 

J=1 J 1=1 lJ l i=1 j=i lJ J l 

die punten waarvoor- de n~ component = f is, d. w. z. >. nn ~ n = ;! , dan is 

als ,Ann =I O, Sn = -,f-·--~· ( als ~ nn = O, dan is van alle punten der ver--
/\.nn n 

zameling de n.§.. component = O, dus .de inhoud = O = 1T ·: J)... . 1 1 ) , dus de 
. 1 ' l_ 

n-1 
punten zijn L 

j=1 
ling toe: 

l= 
? ~.Cb +-·-

J j Ann 
Cbn. We passen nu de volgende hulpstel-

(44,4) Als Veen verzameling met inhoud in Rn is en als voor ieder-e 
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re~le 17· geldt dat van die punten ( l 1, .... , e, n) van Rn., waarvoort n = 'V/ 

en die in v liggen, de eerste n-1 componenten als punten van een Rn_1 

opgevat een verzameling V('>'l) vormen die een inhoud heeft en als I(V(>') )) 

als functie van ,t'Y\ integreerbaar is dan geldt I(V} = / I(V( 1)) d 'Y/· 

J3.e.wijs .= We beschouwen de hokJes die meewerken aan S* m< ~ v), dat 

zijn de hokjes 9ie geheel binnen V liggen. Beschouw daarvan de hokjes> 
f ~1 J, \'("o+1 

die bepaald zijn door _.__m L <...,J. ;( 1 m met een vaste /,r n. Voor de 'V) met 
2 .. 2 

K,.,.,, .6-1'] < 1-'\n +1 bepalen die hokjes in Rn_ 1 die geheel binnen V( Y) ) liggen 

en de som van hun grootten is voor deze 1 dus~+ I(V("7 )) en dus ook 
' . 2 . 

I(V( 1)). Hieruit volgt dat S~m{A v)~ s:(I(V( '7)), dus :!i- ...1- sup 
m 

2 Kn"- 11..c. Kn +1 

I(V) ~ I(V(""} ))d'Yj. Door s!(?t v) te beschouwen vinden we op analoge 

wijze I(V)~jr(V(YJ))a17. Dus I(V)=jr(v(11))d'>]. 

Nu is in ons geval de verzameling, V( >'! ) bepaald door de punten 
n-1 
~ C..jCbj+ .2'.L (Cb - ~ e ), die na translatie een verzameling geeft N Ann n nn n 

n 1 
bepaald door de puntenL C.Cb .. Volgens inductieveronderstelling is 

j=1 J J 
n-1 

dan I (V ( ~ ) )= Jr \;\.ii\ . Di t is alleen zo voor die waarden van '1 waar-
1=1 

voor O ~ ..J+--i\ L..1, Voor 
1 nn 

j °A~.,. 1 

Ann>: 0 komt er dus T/ \ A1 . Id'>?= 
i=1 l 

n -1 
= i\nn ~~1 \ i\ 11 \ en voor j\ nn .( O Jo n 1 n-1 

komt er --rf' I;\ 11\ d ~ = -Ann ti\ ).11\ . 
Ann 1=1 1=1 

n 
dus in beide gevallen JI \ A ii! • Om ( 44. 4) te kunnen toepassen, moeten 

i=1 

we eghter weten dat de verzameling een inhoud bezit. We beginnen met het 

geval, dat A 111 O, i=1, .•• ,n. Stel dat we een hokje hebben, dat een 

punt P=(1r1 , .•• ,,l--n) bevat, dat wel,en een punt r=(t 1 , .. ., en) bevat, 

dat niet tot de verzameling behoort. Omdat een hokje. blijkbaar convex 

is, d.w.z. met ieder tweetal punten x en y ook de punten/Ax+(1-_)A,)Y 

met O "=:i ft- l:: 1 bevat, bevat het hokje ook de punten}"Lr+(1-_.,M-)P met 
n n 

O~_µ ~ 1. Daar de verzameling bestaat uit de punten L.(L_ ;\ 1 j&.)e 
1=1 A=1 J 1 

met O.f: ~j ~ 1, behoort di t punt tot de verzameling als ~ ;\ ij e__ j= 
j=i 

=,I'{ f 1+(1-)t )7r 1 voor i=1, •. ♦ ;n en zekere l, j met O~~j~ 1. Vatten wij 

di t op als vergelijkingen voor C., . , dan is, omda t de dete·rminant van het 
J 



n 
vergelij.kingineysteem 7r 7'. 11;' O is, hieruit l.. 1 ., ••• , l n op te lessen 

1=1 . · 

in de vorm l.j= w1 j~+w2 j. Om.dat p tot de verzameling behoort, geeft 

substitutie hierin van,.-« '90 waarden van t j waarvoor Of lj L..1; ·omdat 

r niet tot de verzameling behoort, moet bij substitutie hierin van~ =1 

minstens een der l J t... O of ~ 1 worden. Hierui t volgt dat er een /"'- met 

O ~)'1- ~ 1 bestaat, wo.m,oor minstens een der i... j=O of =1 wordt en de ove­

rige l j voldoen aa:-i O ~ ~-j ~ 1. Noemen we nu de punten 
n n 

~ 1 (~1 /\ ij l. j) e 1 met O :Si... j ~ 1 en miastens een der l. j=O of =1 de 

rand van de verzameling, dan bevat dus ieder hokje, dat punten binnen en 

buiten de verzameling bevat, een punt van de rand van de verzameling, We 

bewijzen nu door volledige inductie naar n, dat de verzameling een in­

houd bezit en zijn rand een inhoud nul. Voor n=1 is dat duidelijk, want 

de verzameling is een interval en zijn rand bestaat uit twee punten. We 

stellen nu i\ nn > O ( het geval "Ann<:. O gaat analoog). De n~ component 

van een punt dat tot de verzameling behoort is A n l en dus ~ 0 en 
e n n (m) 

~Ann• We beschouwen hokjes uit de m- verdeling die aan k. (V) rnee-
werken (zie blz. 121i de verzameling noemen we V). Voor een dergelijk 

k1 Ki +1 
hokje, dat de punten ( 1 1 , ••• , ~n) bevat die voldoen aan t11 ~ ~i '- 2 m , 

geldt dus zeker ~ n '- .i\.nn~ en ~n +1 > 0. Als nu t--t n +1 ~ i\nn2m, dan is 
m Kn .t.. i\ nn2 ~ h:n +1, waardoor Kn als geheel getal volkomen vastgelegj 

is. Daa.r V begrensd is, is er 

ligt. De hokjes met deze ~ 

tale grootte die~ 2-m(2k)n-~ 

een Lk(zie blz.121), waar V geheel binnen 
die aan K(m)(V) meewerken hebben een to­

is. We kiezen een ~ > O. Er is dan een 
M1 te vinden, zodat voor m > M1 geldt 2-m(2k)n-~ !I. • Als 1-t n6: O, <:Ian :i.P. 

.K n t O L ~n +1, waardoor .re n als geheel getal vol~omen vastgelegd is. 
Evenals zo~ven volgt hieruit, dat voor m>M1 de totale grootte van de 
hokjes met deze 1" die aan ~(m)(V) meewerken L.. .21.. is. Er blijven nu 

n .3 m 
nog slechts hokjes over, waarvoor O t.. nn L. '°'n +1L A. nn2 • Een van deze 
hokjes, dat tot~ (m)(V) meewerkt, bevat een punt van de rand van V; 

daar echter ln=O of =1 onmogelijk is, omdat dan ~ n=O of = i\.nn zou zi,jn: 
moet voor een der t._, j met j=1, ••. ,n-1 gelden t,j=O of =1 ~ We houden nu 

even >c n vast en bepalen gehele getallen V 1 , •.• , ~ n door de voorwaarde 

il in Kn f: v1 t... j\ in Kn +1, dan is blijkbaar ~ n= Kn. Passen we nu op de 
it nn . Ann 

~1 Vn 
hokjes met deze n n een translatie over (- m , ... ,- m) toe, dan ga8n 

2 2 
deze over in hokjes met O~~ ~..::L, waarrnee dus ook hokjes correspon­n 8m 

e deren van de m- hokjesverideling der R 1 bestaande uit de punten waarvan 
n R-

de nE: component nul is. La·· t nu £1 ( f 1 A ij lj) e 1 een punt van de rand 
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van V zijn, gelegen i;n zo'n hokje ( dus K~~/\nnSn<'L(~ + ]n), 
2 2 i::'. 

n-1 n-1 ~ 
blijkbaar i: (~ /\ij ~j)e1 een punt van de rand R van V(O), de 

J.=1 j=i 

186 

dan is 

doorsnij-

ding van V met de Rn_1 der punten, waarvan den~ component nul is. Past 

men nu op het punt de hierboven gegeven translatie toe en vergelijkt het 

zo verkregen punt met het punt van R dan krijgt men voor de i~ component 
.Jl. Jo )) i n-~ 1 · ~ ~ ")) 1 ~ ~ in Kn 
4-,./\ijS.---) A 1 j:>j=A1 ') --{.A 1 ~ ----.Voor 
J=i J 2 m N n n 2 m n n 2m Ann 

/I in ~o is dat ~ ~ )I in\ en voor A1n < O is het ~ o .. Verder is 
2 )inn 

) in en- )} i f~i } ·- )I in I< n - - 1- • Voor ?\ ib~ 0 is datJ - -:n en 
2 m n n 2m). 2 m 2 / nn 

voor /l . < O is het -? - I A inl Noemen we N het kleinste natuurlijlrn in , 

getnl ~ max( dan behoort het hokje dat door 

( )n-1 translatie verkregen is tot een stelsel van ten hoogste N+2 hokjes 

behorende bij een hokje dat een punt met R gemeen heeft. Daaruit volgt 

dat de totale grootte der hokjes met de gegeven Kn' die meewerken 8an 

K(~)(V),~ 2-m(N+2)n•-1s:ctR) is. Het aantal waarden van Kn dat in 

aanmerking komt is echter < .)\nn2m en dit geeft dus dat de bijdrage a~n 

K (m)(V) d.'.1arvan.::;' )tnn(N+2)n-1s~(';f.R) is. Op R mogen we nu de inductie­

veronderstelling toepassen en concluderen dat de inhoud van R in Rn-'1 
/? 

nul is. Er is dus een M2 zodat voor m.> M2 geldt ~ ( 7( R) < ------1- " 
m 3 /\nn (N+2)n-

een inhoud. Verder is het 

K (m) (V) < 'f , dus lim Km(V) =0, dus V heett 
m-+ ro 

duidelijk dat de rand R van Veen inhoud nul 

heeft, want hetgeen we zoeven bewezen hebben is juist dat lim S~('J., R)=O, 
m ➔oo m 

dus I~(R)=O, dus I(R)=O. Als niet alle A ii;i O zijn, mogen we veronde-.:>-

stellen dat ~ nn~ O, omdat ~· nn=O al afgehandeld is. We bewijzen dan 

eat de inhoud van V nul is door volledige inductie naar n. Dit bewijs 

verloopt volgens precies hetzelfde schema ~ls het bovenstaande bewijs, 

want we kunnen nu s;(v) en S~(V(O)) op precies dezelfde wijze met elk8~r 
vergelijken als hierboven K(m}(V) en s:ciR). Omdat volgens de inducti~­
veronderstelling I(V(O))=O is, kunnen we dan concluderen dat I(V)=O~ 

We hebben hiermee aangetoond dat de inhoud van V gelijk 1s aan 

TT \>. 11\ •. Nu is V de verzameling der punten f:.. !jcbj met 0-4 ~ j < 1 e.1 
1=1 . j=1 
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Cb j = I;, :,.1 je1 • Als Cb j=( 11 j, •.• , 1 n j), dan is ;\" 1 j=O als 1 > j en 

j . . . n . jl j .f 

Yi= >,ij als i~ j. Verder is Tf\)_ii\ =!det ~\ . Als cj=( Y1 ,. •• , YnJL, 
i=1 1, j 

dan is (det y1 J) 2= (det o'ji)(?et Yij)=det(f zfk1 /kj)=de~(c 1 .cj),d\l.S 
i,j i,j i,j 1,j k=1 i,J 

j?etY1 jl=v.det(c 1 .cj). Omdat inproducten bij draaiing invariant zijn 
1,j i,j , 

en cj=Cbj en C een draaiing is, is de inhoud van de verzameling der 

punten f ~ibi ook Vaet(b1 .bj). Als (0( 1 j) de matrix der lineaire 
i=1 i,j 

operator A is, is dus lcteto( 1 j}= 'yaet(b1 .bj). Daar de inhoud van de ver-
i,j i,j 

zameling, bepaald door O ~ t1 <1, gelijk aan 1 is, is de inhoud van de 

verzameling, die hieruit door toepassing van A ontstaat, \ det o< ijl 
i.,j 

maal de inhoud van de oorspronkelijke verzameling. Een willekeurig hoi<:jE:.!) 
Ki ~ K · +1 

bepaald door 2m ~) 1 < ~ ontstaat uit de verzameling bepaald door 

0 ~Si< 1 door de vermenigvuldigingstransformatie a+ A (x-a) met 

X1 Kn --.... 1 ) a=(-m- , ••• , -m- ) en /'\ = m (ga dat na). Verder is A(a+ .>-. (x-a) = 
2 -1 2 -1 2 

=Aa+A(Ax-Aa) eri dus ontstaat de door toepassing van A op het hokje ver-

kregen verzameling ook uit de door toepassing van A op de verz3meling 

0 ( 5 < 1 verkregen verzameling door toepassing van een vermenigvuldl­

gingstransformatie met factor -1.. Hieruit volgt, dat ook een wille:~e~­

rig hokje door toepassing van -A'.~o-vergaat in een verzameling, waarvan 

de inhoud \det ~i .\ maal de inhoud van het hokje is. Neem nu een 
i,j J 

willekeurige verzameling V en laat AV de verzameling zijn die door toe-­

passing van A uit V ontstaat. Een hokje dat binnen V ligt, gaat ove~ in 

een verzameling die binnen AV ligt. Hierui t volgt j det a( • j\ S ( Y v) ,~Ir:: . . ·. 
i . J. ~ ~ '~ ,J I 

: dus \de~ o{ ij\I""(V)~I~(AV). Evenzo vinden we ldet o( 1} r*(v)~ Iill(AV). 
i,J i,j i 

Als det qij=O, danvolgt hieruit O~I ... (AV), dus r*(AV)=0=\~etP< 1 j\.Ii'(V) 
i,j 1,j 

en I.J(_JAV)=O= l det o( 1 ~ I,1. (V) • Als ~et o<: ij;i O, dan is A eeneenduidi0 en 
i,j 1,j 

1 heeft een inverse, waarvan de determinant aet ~ 
i,j 

is. Dus 
ij 

l ae~ ot \ I~(AV)~ I*(V) enj.....-de_,t_c,<_1_i· j-1 
i . ij 1 . 

I~(AV) ~ I*(V), dus 

J J , J 

r*(AV)= 

= ldet C1( ij\ r.t(v) en I,,<;(AV)= lctet o( ij I I"'" (V). Hierrnee is de volgende 

stelling bewezen. 

(44.5) Als AV het beeld is van een begrenede verzameling Vin Rn bij een 

lineaire operator A en o( is de determinant van A, dan is de binnenin­

houd van AV gelijk aan i~I maal de binneninhoud van Ven de buiteninhoud 

van AV geli.ik aanJttJ maal de buiteninhoud van V. 
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Als f(x) een totaal differentieerbare functie 1s met definitie­

verzameling in R en beeldverzameling in R, dan is f(x)=f{a)+A(x-a)+ n m 
+I x-aj e(x ➔ a), waarin A de bij het punt a behorende functionaaloperator 

is. Als nu geldt dat bij iedere E.. > O een <o > 0 te vinden is. die niet 

van de keuze van a afhangt, zodat uit Ix-a\<.~ volgt le(x-,),a)\ < E.. 

dan heet f(x) uniform totaal differentteerbaar (zie voor het overeenkom­

stige begrip bij functies van een veranderlijke § 19, blz. 74). 
(44.6) Als f(x) uniform totaal differentieerbaar is, zijn de partiele 

afgeleiden van de eerste orde van f(x) uniform continu. 

l?ew1Js: f(b)=f(a)+A(b-a)+lb-a\ e(b ➔ a) en f(e.)=f(b)+B(a--b)+I a-bl e 1 (a "!1)-b)= 
=f(b)-B(b-a)+\b-a1e1(a4-b), dus O=A(b-a)-B(b-. )+lb-a\(e(b-,,a)+e 1 (a ➔b)). 

Bij E> 0 is een 0 > O te vinden zodat uit lb-al <.. 6 volgt 

I e(b~a)l<; en j e 1 (a~b)l( t. Dan is dus ook I A(b-a)-B(b-a)\ <. E.\b-81 

dus voor x met \xi<~ is !Ax-Bx\< <S\xl. Voor Ax geldt dan echter 

\A '.A x-B /\ x I =I~ !Ax-Bx l <~I Al I xb= E \ A xi J dus I Ax-Bx\ <.. £1 x \ geldt voor 

nlle x. Neem nu x=ej dan isl~ (GO( ij-(3ij)djl=\Aej-Bej\<£, als dj 

het punt met j~ component 1 en overige componenten O in Rm voorstelt. 

Dan is echter ook lo< ij- (3 1 j) <. f , dus de partHne afgeleiden vnn d1:: 
eerste orde zijn uniform continu. 

(44.7) Als f(x) gedefinieerd is op een convexe verzameling en totaql 

differentieerbaar met uniform continue parti~le afgeleiden van de e3rstc 

orde, dan is f(x) unifDrm totaal differentieerbaar. 

Bewijs: Laat <f1 , ..• , <f de componenten van f zijn, dan is volgens 
_u. ~<pj(w ) ► 

(41.10) <fj(:.::)- (fj(y)= t;-, d ~: ( ) 1 - ~ 1 ) voor een wj tussen y <-ff: 

Als we dus f(z)-f(y)=A(z-y)+I z-y/ e(z ➔ y) met A de functionaaloperator 

in het punt y stellen, geldt l e ( z ~ y)} <.V-:[ E. 2 = £. • Daarmee is 
j=1 m 

aangetoond, dat f(x) uniform totaal differentieerbaar 1s. 



Erratum: Op blz. 188 komt stelling (44.6) en ziJn bewijs te vervallen. 
Stelling (44.7) wordt (44.6) genurnmerd. 
(44.7) (Transformatiestelling voor meervoudige integralen.) Laat f(x) 
een eeneenduidige functie zijn, die een verzameling V met inhoud 
in Rn in een verzameling Win Rn afbeeldt en laat f(x) uniform totaal 
differentieerbaar zijn met eeneenduidige functionaaloperator, dusdanig 
dat de elementen van de functionaalmatrix en van de inverse matrix van de 
functionaalma trix begrensd zi jn. Laat verder <p ( y) een begrensde func­
tie zijn, die aan de punten van W r~ele getallen toevoegt. Als dan 

J 1- S <f ( f ( x)) \ d f <P 1' .• ., </' n) l d W x en { I d ( ; 1' . • • ' 'f' n) d W x be-
V d{ ( 1 , .. ., ~n) V o(·: 1, ••• , ~n) 

c) ( Cf,p .. • , <fn) . 
staan (hierin stelt ------- de functionaaldeterminant van f(x) 

0(~ 1 ,. .. ,sn) 
voor), dan bestaat J 2= & 'f (y)dWY en J 1=J2 . 

Bewijs: Als a EV, dan volgt uit de totale differentieerbaarheid van 

f(x) in aj dat f(x)=f(a)+A(x-a)+\x-aje(x), waarin A de functionaalopera­
tor van f(x) in a is en e(x} een functie die -;y O als x ....- a. Omdat A een­
eanduidig is, kan e(x)=Ad(x) worden geschreven, waarin d(x) bepaald is 
uit d(x)=A-1e(x) (hierin is A- 1 de inverse operator van A). Dus f(x)= 
=f(a)+ A(x-a+lx-ald(x)). Omdat de elementen van de matrix van A- 1 be­
grensd zijn, is er een van a onafhankelijk re~al getal Y 1 ) 0 te vin­
den, zodat l A- 1y \ < (.1 \ YI voor alle y€. R ( immers \A \ ~ \ y \ f:_ \ A- 1e1\ ) • 

n y . 1=1 
Omdat f(x) uniform totaal differentieerbaar is, is bij een f > 0 een van 
a onafhankelijke S > O te vinden zodat uit tx-a\ < S volgt \e{x)I( -f,, 
dus ld(x) \=\A-1e(x)\ < ¥ 1 Je(x)I< 'l . Laat nu een hokje bepaald door 1· 
Ki ~ . "Si+1 
-m f ';>i <----___._._ geheel binnen V liggen en het punt a bevatten. Dan is 
~ 2m 

=A- 1 fx~ai (f(x)-f(a)+A(x-a)) en dit is een continue functie van x voor 

x,ia omdat f(x) continu is; voor x=a is d(x)=A- 1e(x) continu omdat e(x) 

het is. Hieruit volgt da!__J i (x) continue functies van A 1 , ••• ,), n 

V n 2 1 S" 
zijn, dus ook ~ 1 - 1,{i + L ( )I.- ]). . ) O. (x). Als verder m <-=- dan 

1 j=1 J / J 1 2 Vn 
is voor x binnen het hokje \x-a \-< o , dus geldt \ d(x) I< 1 dus 

IS i (x-) r < 1 . Houd nu A 2' ••• ,) n vast en beschouw >i 1- ~1+ Ix-a\ ()1 (x). 
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Voor 'A 1=o is dit - / 1+jx-al S' 1(~<-/ 1+ ~ '>; en voor .>. 1= ~ is 

dit ;m - / 1+ pc-al 51 (x) > 2: - / 1- ~: ~• Wegens de continu:rteit neemt 

bet dus in ieder geval alle waarden van het interval 

[ -µ + Yn '1, ..1. -µ - Vn ?fl, dat de lengte 1- 2 Vnj heeft. Wat we 
/ 1 2 m l 2m / 1 2 m J 2m 

hier voor de· eerste component gedaan hebben, kunnen we voor de andere 
componenten evenzo doen. Het beeld van het hokje bij f(x) bevat dus in 

iede~ geval een verzame~ing waarvan de inhoud l det A I ( 1 - 2 
2;!-?1 ) n is, da t 

is \det A\ ( 1-2 Vn t )n ma.al de grootte van het hokje ~ Doen we di t voor 
alle hokjes van de m~ verdeling, die binnen V liggen, dan vinden we, om­
dat f(x) eeneenduidig is en de beelden van de afzonderlijke hokjes dus 
disjunct zijn dat (1-2 Vn1Z)n 2·-· }det A l.8lxll~I.i,.(W). Laten we nu 

l\XII E Y..m 
\IX.II C V 

' 'I, f O en dus m ➔ + oo dan wordt dit 
f la(lf4, ... ,~n)\ 
v -a( ~1, ... , ~n) a wx~I~(w). 

Nemen we nu een hokje, dat iets met V gemeen heeft en daarin eep punt 
a€V, dan is weer voor dienpunten x, die in de doorsnede van Ven het 
hokje liggen f(x)=f(a)+A( L ( A.- .u.+\x-a\ bi(x))e1 ). Nu geldt in iede"t' 

i=1 l / J. 

geval voor deze punten -_;,< 1 - v:; '?<~ 1 -)11 +\x-al ~ 1 (x)< ~ -~1 + V~ '?z 
2 2 2 

en het beeld van deze punten ligt geheel binnen een verzameling die 
\det A\(1+2 Vn J)n maal de grootte van dit hokje is. Dus geldt 

( 1+2 '(ii'() n L, I det A I 11. \\xV ~ r""(w). La ten we nu ~ ii,, 0, dan v·inden 
llXII EV 
1\xll f\ vm 
niet lee' 

~e [ r~..1 'f 1 ' ... , 'fit I div x ~ r"(w). Dus heeft W een inhoud en 
V ~(~1'• 0 " n) 

I (w)~ f I cl (; 1 ' • •" \/' n)) d w . Op een deel verzameling VI van V die een :!~u:i 
V o( 4, ••• ,(n) X 

heeft kunnen we dit ook toepassen en vinden, dat zijn beeld W' een in-

f l)(tf1,••°i",'f )l 
houd heeft, en dat I(W')= · n dW. Omgekeerd geldt 

V' -a( ~1, ... , ~n) X 

echter voor een deelverzameling W11 van W, die een inhoud heeft, dat de 
verzameling V11 , waar W11 een beeld van is, ook een inhoud heeft. Maken 
we immers een hokjesverdeling, dan correspondeert voor een hokje, dat 
iets met V gemeen heeft, met de doorsnede met Veen verzameling met in­
houd binnen W. Met een hokjesverdeling correspondeert dus een verdeling 
van W iti. verzamelingen met inhoud •. Nu is f(x) uniform continu, want 
f(x)-f(a)=A{x-a)+lx-a\ e(x) en er bestaat een o 2 > O die onafhankelijk 
van a is zodat \ Az\ < Y 2 I z \ en er bestaat een b 1> O, die onafhanke­
lijk van a is, zodat voor \x-al < 6 geldt le(x)/ < 1; kiest men bij 



c > 0 nu O=min( 8° 1 , 2 ~ , -~) dan is \f(x)-f(a)\ <£.Met de rij 
2 

hokjesverdelingen correspondeert dus een rij verdelingen van W waarvan 

de diameter tot nul nadert. Vorrnen we nu steeds ove:'"' de hokjes 

JI 'il ( ~ 1 ' ·' •' <f'n) d w dan nadert dat zowel voor de hokjes die geheel 
d ( c; 1' ... ' ~n) x 

binnen V" liggen als voor de hokjes die iets met vn gemeen hebben tot 

I(WII) en dus voor de hokjes die punten binnen V11 en buiten V11 bevatten 

tot nul. Nu is als A de functionaaloperator in a van f(x) is., een van a 
onafhankelijk reeel getal Y 3 > O te vinden zodat \det A -'1 l < 't 3 is, 

dus \ ; ~ ~ 1 ' · · ·' ~n~ \ ) _; . Hierui t volgt dat de totale grootte van de I 1, ... , .;n °3 

hokjes, die punten binnen V" en buiten vn bevatten, tot nul nadert en dus 

dat V" een inhoud heeft. Kies nu een getal t. 1 > 0, zodat ) cf 1 (x) \ < - 1- , 
2 VD 

lldan kiez en we voor een f > 0 Ix-at < f:. 2=min( £ 1 ,~ ) • Di t omva t de punt en 
' £ . E n 
met ~ .- Lj ~1 ~cx.1 + ~.Danis f(x)-f(a)= A(Z (t.-O(.+lx-alY1 (x))e~), 

l V I/ .,,, l l .. n n l= 1 

~ E.2 ~ E 2 E. 2 
Voor s1=c,< 1 - - geldt nu weer ½ 1- ::,(1 + \x-a\ b 1 (x) < - -- +---=: , en 

~ E £\fn 2\/n 
voor ~ 1= «1 + 2 geldt ~ 1 - 0( 1+ lx-a1 S 1 (x)) 2 - - 2- zodat in 

Vn € E. Vn 2 fn 
ieder geval het interval (- __g_, --2-) overdekt wordt. Evenzo de an-

2 Vn 2 Vn 
dere 

voor 

dus 

componenten. In ieder geval wordt de verzameling der punten y waar-
t 

! YI < 2 geldt overdekt. Nu is er een 
2Vn 

I z I < '( 4 I Az I , dus )Azl> - 1- jzi. Als dus 

o4> 0 zodat I A- 1z I<¥ 4 IZ \., 
£ 

j f(x)-f(a)\< 2 _ , 
04 

ltan is Ix-al< f. Dit geldt alleen voor die punten a waarvoor de hele 

t; 2-omgeving tot V behoort. Stel nu dat Lf(y)~O is. Dan is ean hokje 

2 o 4 Vn 

H dat binnen W ligt beeld van een verzameling H' met inhoud in V. Hokjes 

die punten binnen en buiten W bevatten kunnen buiten beschouwing worden 

,gelaten, omdat Ween inhoud heeft en hun bijdrage dus tot nul nadert. 
r t d ((jJ1, ... , 'f) \ 

Nu is sup lf (y)I(H)= sup lf (f(x)) j { 5 5 n) d W ~ 
Yc:H xE-H 1 H' a 1, ••• , n x 

I d ( (f 1, ... , (fl ) I < s_up, 'f( f (x)) s~p I E · n I (H 1 ). De diameters van de H 1 

:x:EH XE:H '3( ::, 1 , ... , tn) 

n.aderen tot nul als m ... + ro omda t bij E > O een S > O te vinden is zo­

d,at uit lr(x)-f(y) \ < 6 volgt lx-y\ < £ . Het rechterlid gesommeerd 

a.ver de hokjes nadert dus tot J 1 als m ➔ + ro , dus J *y> (y) d W ~ J 1 . w y 
'I~venzo vindt men L.a tf(y)d WY~J1 , dus i Cf(y)d WY= J 1 • Als (f) (y) 

n:tet overal >,, 0 is, is er wegens de begrensdheid van f.f ( y) in iede11 



-~al een ret!el getal t 5 ) 0 t~ Vind.en, zodat y(y)) - ( 5 .. Op de fUnotie 
ff {y-)+ {5 ktlrulen we de stelling dan toepassen. We vinden dan 

£ r<ttx)) I ~i f:: :::: ;:: \ d "'x+ {5I(W)=/v< f {f(x)hf s>I~~ ;:: : : ::;j ~ 
= l,< f (y}+ J'5)d (....)y=;; 'f (y)dt:,.J.,+ 5I(W) .. Dua J1=J2 ook 1n d1t geval. Daar­

inee is het bew1js vo1too1d,. 

oeerkipg: Dat een funct1e f(x) totaal d1f:f'erent1eerbaar is in een 
punt a, houdt 1n d:at er een orngeving van a 18., wear de tune tie gedefiniee;:•d 
is. De vename11ng Vin stelling (4~~7} is dus open. We behoeven ons ech­
ter niet tot open verzamelingen te beperken. Als n.l. V ·cen verze:me-... 
ling met inhoud is en V-. een open verzameling, dusdanig da.t Ve, v~ en f (x) 
gedefinieerd op V 11. en totaal d1fferent1eerbaar is, dan kan a telling { 44-. 7) 
op V worden toegepast,. als in de verzameling V aan de verdere voorwaarden 
van de stelling voldaan 1s. 
( 44 .8) Laat f(x) gedefinieerd zijn op een open convexe verzame11ng V ~ 
in Rn, met be~ld in Rn, dusdanig dat de partHHe afgeleiden van f (x) in 
V,r. beat.a.en en uniform oontinu zijn. Laat V een deelverzameling met in­
houd van v• zijn en f(x) op V eeneenduidig met eeneendu1d1ge functionaal­
operator. dusdanig dat de elementen van de functinnaalmatrix begrensd 
zi;Jn en de hmct1onaaldeterm1nant in absolute waarde~een pos1tieve cen­
stante is. Laat W bet beeld van V zijn bij de afbeelding f. La.at verder 

'f (y) een ·oogrensde runctie zijn., die aan de punten van W retne getal-

••• , > I , . , Iv \ J ( ,01 J • • e J /J ) \ 
len toevoegt. Ale dan J1 .... y(r(x)) .. . · · ~ n. · .. dwx bestaat., dan 

V u((11 ♦ •uf n) 
beata.at J2=./4 if(y)d4l1 en J 1 ... J2 • 

Bew1je: Het volgt direct uit (44.6),(4~.7) en (34.24). 
Ala voorbeeld beaehouwen we { 1- cos yi cos tJ , { 2= pein f cos) , 

[ 3""' f a1n J . Dit geett een afbeel(Ung van de ruimte der ( , 'f, i.Y) in de 
ruim.te tler ( f 1 , ( 2 , { 3), waarvan de part1f!le afgeleiden overal continu 
zijn en dus 1n 1edere begrensde verzameling uniform continu en begrensd. 

';) ( £ 1' f 2' { ~) 2 <t . iT 
Nu 1s • ·· .. · .... · , i<t . " • f cos ti en dit is :::0 voor •O en • -V- +nir, ~cr,r,t> 
waarmee oorrespondeert ~- 1= { 2=0. Beperken we nu f tot l < f ~ P, f' 

tot o, Y' < 2 '1t" en ~ tot - f + f ( 6-( f -E... , dan is de etbeelding 

~neendu1d1g/ immers . ~ 12+ { 2 2+ f ) 2,. r2 , waardoor bepatld is; ver-
volgens 1s & door ~ 3• f sin J bepaald en, wegens f cost.' ~O, f 

door ( 1= f cos r coe ft en { 2,. f ein f cos {f • Ve~er 1s J 2cosJf > 

)l 2 sin E ._ ~ .. e·'·.·.f beeldver .. zam..· eling W be.staa.t uit de punten x waarvoor e. <Ii\< F 
m ...,.,~or I xj (oee· '$_· ~- Vqlcens· (44,.8) gddt den: 



, ~,~ 

[.-t 1;- ;p . . .·· .· 
IfW)=/4 .··· / p 2cos {J df df d '= j:-(P3- , 3)21t .2 cos£ • taten we nu 

-2+! -1 
! tot nul naderen, den nadert dit tot j-1rP3 • De verzruneling W ia bevat 

in de bol B bestaande u1t de punten x met fx{ ~ P. Voor de punten van B/ K 

geldt Jx1 ~l of I f~xrt. ~cos~ • Uit !xi 5.: :£ volgt -i ~ t 1 :f ~ en 

-£ ~ ~ 2 t E. • Uit #) cosE en /xi 4 P volgt f /+ {, / ff /tg% ~ 
~ P2tg2f ,. dus -Ptg£ ~ ~ 4.f P tgi en ..P tgi. ~ ~ 2 ~ P tg £ • Noemen we l 1= 

=max( ~ ,P tg.£ ), dan geldt voor de punten van o/W:- ~ 1 !:: ~ 1 ~ E,p 

-E 1 f ( 2 ~ ~ 1 , -P~{ 3f. P. De verzameling, die bepaald is door de laats:--E 

onge lijkheden, heeft een inhoud 8 £1 2P; dus I~ (B) f j-Tt P3 +8 ~ 1 2P. A.ls 

f:-?O dan £. 1 ➔ 0, du~~(B)t}-ITP3 .. Verder geldt WcB, dus j-iTP\; I~(B). 

Dus I (B)= j itp3= ;/ :c. /l/1 
( f 2 cos J df d f d J- . 

✓~! c{) .() 
l 

Opgave 167. Bereken f f 12+ t 2 2 )a f.Jx' waarin B de bol \x l~ P in R3 is 

( di t wordt het traagheidsmoment van de bol t. o. v. de ~ 3 -as genoemd). 

Opgave 168. Bereken de inhoud (oppervlakte) in R2 van de verzameling, be-

paald door-½ + J.l... =1 (ellipa) .(Paa hiertoe de transformat1e $ 1= 
o(1 r .,;::x 22 

= o<1 f cos f' , f 2"=«' 2 f sin 'l toe.) 

We merken nog op, da.t de transformatiestelling natuurlijk ook geldt 
voor enkelvoudige integralen (n=1). 

We passen de transformatiestelling nu nog toe op de berekening van oe 
<:;p ~2 ex:, ~2 

integra.a.l van Poisson /oo e - ) d t . Natuurlijk is l e - S d f = 

~ oo .r-2 t2 R s::2 
=2( e-~ d{ =2 lim /R e-S d~. Noem I(R)=f e-$ d~ , dan is 

Jo R➔+co 10 Jo 
,.· .. 2,/R -~12 /R -(22 .... /R/R -(f12+(22) .. ,. 
\I(R))=Jo e d$'1/o e a! 2=;0JO e a( 1d(2'= 

-{ ( 2+ 1·22> =le 1 >. · d0:x.,. waarin KR de verzameling in R2 is, bepaald door 

0 ~1 1 ! R, 0 :,: { 2 ,'., R. Als nu 1'11 de verzame ling in R2 is bepaa ld door 

\xj.{ R, ( 1 30, ( 2 ;:; O, dan is K c ~c ¾ . Noemen we nu J(R)= 
½Rr'2 

I -( { 2+f 2) 
= e 1 2 d wx, dsn is, omdat de integrand > 0 is: 

(IaR (2) )2t J(R)~ {I(R) )2 en dus 11m J(R)• 11m (I(R) )2 .. We pas.sen nu 
R~+ro R➔ +oo 

de transfo:mlUltie { 1- f aos f , ( 2.,. f> Bin,;, toe., waarvoor geldt 



'def 1'{2) 
~ - /0 Deze ia voor '\p,f> -, • 

geert a.ls beeld de verzamel1ng 
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[ <::, f ~ R, 0 ~ '/ < ½ eeneenduidig en 

1R { £) der pun ten wa~~oor ~ <::. \ xLf R, 
II 

-({ 12+ f 22) . , 1•'1:--- R - 2 f 1 ~ O, f 2~ O. Dan is ··. e d Q = . e fp df d f= 
) (f) X O ~ 

Tr ,t.2 R2 
= 4 { e - -e- ) • Evenals hierboven bij het voorbeeld van de bol con-

( tr( -R2 . 7f ~; cluderen we hieruit dttt J R)= T 1-e ) • Dus T = lim J(R)= lim (I(R) )-
R➔ HD R➔ +oo 

-· +OJ F 2 , r,;;. 
dus ½Yi7 = lim I(R). Dus / e- s d{ = rrr. 

R-++oo ~oo 
(44.9) L8at f(x} een eeneenduidige functie zijn die een verzameling V met 

inhoud in Rk afbeeldt in een verzameling W in Rn (k.( n), en die uniform 

totaal differentieerbaar is. Laat ,C,1 ( f 1 , •.• , jk), ..• ~fn( f 1'··· 1 tk) 

de comlp~e(nten van f(~)l zijn en stel da.t er een re@le constante j"> o is 
. v f4,•u1f'k). 

zodat , · :-- .· · > Y; stel verder alle partHHe afgeleiden van 
t) ( ( 1' .. • '! k) {/ 

de eerate orde begrensd. Dan is I(W)=O. 

~e1.>1ijs: Vorm de functies 1f 1 ( f .1' •• ,., f n), .•• , fn( f 1 , ... , ( n), ge-

definieerd door f' 1 ( ~ 1 , •.. , f n)= p1 ( f 1 , • • •, f k), • • •, Y, k( f 1' .. ·, f n )= 

=fk<s1,-· .. ,fkL fk+1( f1,--~ .. [n)=1k+1( (1H•• 1 {k)+fk+1' 0
"' 

·•·,/' 0 ( f 1, ... , f n)= fn($ 1,. •• , f k)+J n' gedefinieerd op de verzameling 

VI" die ontstaat door ( ( 1, ••• , ( k) e: V te kiezen en -1 '!:_ { 1 ~ 1 voor 
* . J(~,--•,')tln) 

i~+1, .•• ,n. Dan heeft V blijkbaar ook een inhoud en '") { f. , ••• , ~. 1 == 
u(f 1, ••• ,pk) . . - . , ')1 '5n' 

= c) ( f 1' •• ., ~ k} ; de partHHe afgeleiden van Y, 1,. .. 11 1.f n zijn a:1 of 

gelijk a.an partHne afgeleiden van f 1, . .,., pk. Op de deel verzameling 

van V )f die ontstaat door [ k+·f= .•• = f n=O te stellen is 'f' 1== y; 1, ••• , 1f'n::i 

= Y'n;deze kunnen we a.ls de V in Rk intf•rpreteren •. Qp '.. _y,; 1 , ••• , <f-Jl kunnen 

/ 1 J( t" 1' °' •' S" ri' l we nu (44.8) toe~assen. We vinden dan dat I(W)=, / ;)·( f ~· ) d {.Jx, 
./1/ 1 51.,_ .. , n 

maar de inhoud van Vin Rn is blijkbaar :O; dus I(W)= o .. 

Als (n-k) functiea f 1 ( f 1, ••• ,g n)., ..• ,Y,n-k( f-1,. •• ,t n) gegev<m 

zijn, die zo z1jn, dat daarop de hoofdst€lling (42.6) over 1mpliciete 

functtes kan worden toegepast, dan levert de oplossing tot expliciete 

functiea een afhankel1jkhe1d van k parame;ters~ wa.1\rop l!ti?lllng (44.9) 

ken worden toegepest. Echter is de oploaaln.'!; tot exp11c1ete funct1es .i.n 

h~t ale;emeen slechta 1n ~e CQgev1ng van een bepaald p~nt mogelijk. Ala 
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eqhter de definitieverzameling in een eindig aantal stukken te splitsen 
is, waarin oplosaing mogelijk is ( dit is het geval als .. '1e defini tiever­
zameling begrensd en gesloten is, hetgeen we hier niet zullen bewijzen) 
dan kan op elk van deze stukken (44.9) worden toegepast, waaruit dan ge­
concludeerd kan warden, dat van de verzameling in Rn' bepaald door 

{f 1(l1,···,tn)= ... =pn-k(t: 1 , .•. ,t,n)=O, de inhoud _nul is. Als dit 
het geval is v,oor k=n •1, dan heert·· Oe verzameling U, bepaald door 
tf 1(t, 1, ... ,t,n)~O, mits hij begrensd is> een inhoud. Eenhokje nl. 

aat een punt binnan U en een punt buiten U bevat, kan een hokje zijn dat 
een punt binnen en buiten de definitieverzameling van cp 1 bevat of een 
hokje dat een punt binnen U en een punt waarin lf 1~ O is bevat. In het 
laatste geval bevat het hokje, wegens de continu!teit van tp 1 , ook een 
punt waar lp11~o is. De totale grootte van deze hokjes na~ert tot nul 
bij verfijning der verdeling. Dus heeft U een inhoud. 

§45. Lijn- ~9.ongervlakte-integralen. 

Het geven van een goede definitie van het begrip "kromme 11 is niet een­
voudig. La ten we uitgaan van de verzameling der punten ( l, 1, l 2) in R2 
die voldoen aan tp ( t., 1 ~ l. 2)=0, waarbij we nog even in het midden la•· 
ten, aan Welke eisen de functie 'f heeft te voldoen. Onder zekere voor­
waarden kunnen we hier in de omgeving van een zeker punt t, 2 als func­
tie van t, 2 oploss~n (42.6). _N~men we b.v. een 11cirkel" l: 1 +t.,22-1=0 
dan behoreili bij iedere t 2 met -1 ~ £, 2 .( 1 twee waarden van ~ 1. Toch 
kunnen we de cii.rkel met een parameter voorstellen t, 1=cos }\ :- t, 2=sin i\ 
( 0 ~ A 4 27?"). Bit brengt ons op de gedachte een kromme 'in :tln te aefini~ren 
als het bee la van een functie f( A ) , waarbij i\_ een interval doorloopt. 
Nemen we nu f continu, dan kunnen hieruit verzamelingen ontstaan 5 die 
we zeker niet a ls krommen zullen accepteren. Een voorb~e·1a hiervan 
-schetsen we in h~~kort {zonder de bijbehorende bewijzen). 

• l \ ~· ...... . .... ,. 

i.t-·.-···········. ··············r3 

I \ 
I ' 

- 1 i 
'1 ;~ 

~ ; i----7- I • 

• i 1 I . 
Ii I ........ ······-'· ! i fl / 

---+---+---,---; 
I 

• I ,_ 
Aj~·····•;·•····r ~······ ..... ,;. I 

i"···· ·······"J_ \ ............ ~I{ 
l 

:"·' ... : 
t--,---t-:--t--,•-;-.,.-1--r- ~----1--:--1-

•• • ••• t ; : •••• •• 

~ ...... 

:··· .. t ' ......... J ...... , ··I , .. 
~:: ··-i-----1--i----t·-- ····--+----+----+ 

:•·· ·••··•.• ··y : : 
,-''-.· +-,-·-t---t-,:-t--:-t-t--+---f""'+-t 

. ... '••· ... . ..... . 
r- .···. I :·.·.: : .... ;_-.•• ••. : 

~t-+-·-;-•----;-t ·-r---....- : : 
: : : . , .......... --~ . . . . ....... -~ 

·Neem een interval (lijnstuk) en een vierkant (hiermee is bedoeld het 
gedeelte van het platte vlak, dat door de zijden van het vierkant inge­
sloten wordt). Verdeel het lijnstuk in vier gelijke intervalien en het 
vierkant ook in vieren als in de eerste tekening. Vo~g aan de vier opeon­
volgende i~tervallen de vier vierka_nten. toe als in de eerste tekening. 
Ver~eel elk d-er intervallen en elk der vierkanten weer in vieren en voeg 



toe als in de tweede tekening enz. Elk punt van het interval is door een 

intervalschakeling van dergelijke intervallen te krijgen en op grond van 

deze constructie is aan elk der punten van het interval een punt van het 
vierkant toegevoegd, Men kan bewijzen dat deze toevoeging continu is en 

dat ieder punt van het vierkant als beeld optreedt. Dergelijke patholo­
gische voorbeelden van 11 krornmen" zijn het eerst door Peano gegeven. De 

afbeelding is niet eeneenduidig. Stellen we de eis dat de afbeelding 
f( J) eeneenduidig en continu is, dan wordt een meer aanvaardbaar begrip 
kromme verkregen; echter vallen daar weer verzamelingen niet onder, die 

we wel krommen zouden wensen te noemen, b.v. een 8-vormige kromme. 
Een verzameling in R, die bestaat uit de beelspunten van een eeneen-n 

duidige continue functie f( A) gedefinieerd op een gesloten interval, 

heet een Jordanboog. Een kromme is een verzameling, die de vereniging is 
van een eindig aantal Jordanbogen, dusdanig dat het beginpunt van de 
volgende boog met het eindpunt van de vorige samenvalt. (Let wel, dat dit 
niet het meest algemene begrip krornme is, dat wel in de wiskunde gebruikt 

wordt.) Bij een kromme kunnen we de defini tie---intervallen van de opeen 
volgende Jordanbogen aan elkaar laten sluiten en aldus de hele krornm.e 
als beeld van een continue functie verkrijgen. 

We proberen nu de "lengte" van een kromme te meten door de kromme met 

lijnstukken te appro~imeren. Laat f( A. ) op [ (;K; f.> J gedefinieerd zijn. 

Verdeet [ o<. , /1 J in deelintervallen door d- = i\ 0 < ii. 1 -< •.• < i\. k= (3 en 

vorm j:;1 l f ( il) .. f ( ,t j _1 ) l . Als de bovengrens van deze ui tdrukking voor 

alle mogelijke dergelijke verdelingen bestaat, noemen ~e deze de booglengte 

van de kromme. ne kromme heet dan rectificeerbaar. Niet iedere kromme 
is rectificeerbaar. Als de funct1e die de kromme bepaalt differentieer-· 
baar is met continue parti~le afgeleiden van de eerste orde, dan is voor 
de booglengte een voorstelling te geven in de vorm van een integraal. 

Laat de kromme door de functie f ( ?\ ) gedefinieerd op het interval [ o'- ,/l] 
gegeven zijn den laat f 1 , .•• , lf n de componenten van f zijn. De partHHe 

afgeleiden e.<f: zijn dan uniform continu. Bij f.. > O is dan een f 1 > O 
\ d <f . ( 0- ) d ff ( 7 )i 

te vinden, zodat ui t \ o- - 7: \ < £1 volgt I d 'i\. - di 71. f~ t.. 
2~-a.)Vn 

voor i=1, .•• .,n. Neem nu een verdeling o( = tl. 0 ~ A 1 .c.. ••• < ;\_ k= fo van het 

interval met &en diameter~ J1 • Verder klezen we(voor j=1, .•• ,k) ,,-b-oj' 

zodat IL j-1~f<oj .e:... Aj. Ult de middelwaardestelling van de differeutiaal­
rekening volgt, dat er (voor 1=1, ••• _,n en j=1,.,. ,k))-lij met 

ilj-'1 <l..( ij < ;l j te vinden zijn.i zodat 

'-P1( ✓lj)-~i( ,rlj-1) = d ¥'1V1,1j)
1 

d -,.._ • Dan is \ ~ij .. /Aoj \ ,c.. itj- i\j-'1 c.. cf 1 , 
"j- i'lj-1 

dus jfi( ii J)- 'f1( ;\ J-1) 

). j- ;\J_1 
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\ r ( /1. j ) - r ( A J _ 1 ) . a r ( ,,,u-0 j ) I L E.. 
~ j- i1 j-1 - d i\ . 2(;l - ol) 

df d ff 1 
, als d~ =(cfj\ , ... , 

We gens ) \ x I - \yl) .f \x-y ) is dan l k k df(,A-t j) 
Z-lr( 7'j)-r( A j-1 )1 - Z l a /\0 l 
j=1 j=1 

k I f ( J\. ) -f ( ;l . ) d f ( ~A ) l ' c:. k I!: 

L.. L j J-1 - V" oj ( ;i. - /4 l .( ..,.,..,---c.--- L ( A - i\ )= ~- • 
..... j='1 i\ j- ~j-'1 a .t\ j j-1 2( f,l - o.) j='1 j j-1 2 

Er is een b 2 > O., zndat; als de diametej\ van de intervalverdeling L. J 2 

k df(,M. .) /ldf(A)l l l 
is, geldt L_ I d i\ OJ I ( /\ j- ~ j-1 )- d X a).. 'r· Als dus de 

j=~ o<. 

diameter van de verdeling L.. J =min t6 1 , S 2 ) is; geldt 

k ;~ } l L \ f( r- j)-f( /' j-1 )) - \ df~~ ) ) tlA "'-' £. Als we een verdeling o<.. = 
j=1 QC. 

= /\ 0 L i\ 1 ~ ... ~ i\.k= ('- "verfijnen11 tot een verdeling 

o( =,)"-0 '--JA'1 L ••• '-1"-i= ft, d.w.z. els onder de fa- 's alle A's voorko­
men, dan volgt. uit de driehoeksongelijkheid, dat 

k 1 E-1 \ f( i\ j)-f( /\ j ... 1 )).6 ~=,,I f(/'1- r)-fyµ r-'1) j • Verder is iedere verdeling 

te verfijnen tot een verdeling met diameter ~ J , Hieruit volgt voor 

iedere verdeling ol = ti- 0 "- A 1 L ••• , A k= 

~ t:: \ f (_Ar)-f (.)-< r-1) 4: J1 dfci; ) I d A + £ 
r=1 (1.. 

k 
~ ; dat L. \f(Aj)-f(i\j_1 )} ~ 

j=1 
en dus ook dat 

f \ f ( /I j )-f ( A j-i) \ ,C Ji d~{~ ) / d )\ • Hieruit volgt dat de booglengte 
j=1 ~ 

J~df ( A )I . 
L bestaat en_ dat L ~ ~ d J\ • Verde~ is bij iedere E.. > O een ver-

deling te vinden zodat }\dfJ; ) Id II t::: ~ \ f( /\ j )-f ( :>. j-1 ) / + £. 6 L+ l. , 
Q4. J=1 

J~ ar( A) I j1 
du~ \ ax ldA6 L. Dus geldt L= ldfd(; )\ail. Dit geeft ons de 
volgende stelling, "'-

(45.1) Als een kromme in R gegeven is door een functie f(~) gedefinieerd n 
op [ o<- , (b ] en met continue parti~le afgeleiden van ?e eerste orde, dan 

heeft de kromme een booglengte, die gelijk is aan c:,c. /\ ~\ d A . 
Opgave 169. Bepaal -de booglengte van de cirkel, gegeven door l.1 = ecos A, 
l 2= esin ~ ( e :> o constant, o ~ 1"'1 6. 211). 

Na hetgeen hier over krommen is opgemerkt, ligt het voor de hand 

een oppervlak te defini~ren met behulp van een functie die van twee pa-­

rameters afhangt en de oppervlakte van dit oppervlak te definieren door 

approximatie met driehoekenJ waarvan de hoekpunten op het oppervlak lig­

gen. Hierbij doen zich ~venwel nieuwe moeili.jkheden voor, die we aan 

een eenvoudig voorbeeld zul•len demonstreren. Di t voorbeeld behandelen 
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we meetkundig, hier'b;Lj vocrui tlopend op nog niet bewezen stellingen, b. v. 
dat de oppervl~kte (tw"E=edirnensionale inhoud) van een.driehoek gelijk is 

aan het halve product van basis en hoogte. 
We nemen de m~ntel van een rechte cirkel­
cylinder met hoogte hen straal R van het 
grondvlak. We v~rdelen de hoogte in m ge­

lijke stukken en de omtrek van cte zo.ver-
kregen cirkeldoorsneden-in n'k~lijke 
stukken (regelmatige n--hoeken) op de wij­
ie als in de tekening aangege~ert~ Hier­
t'u.ssen leggen we 2 mn driehoeken. Men 
rekertt dan makkelijk na dat de som van 

de oppervlaktmvah deze 2mn congruente driehoeken gelijk is aan 

27fR(£ sih 71)1 Q+ .µ,.71"4R2 ~---(~ sih 2t"n· _) 4. Verfijnt men nu de verdeling, rr h Vh- 4 ~ ~ 
, . n 

d.w.z. iaat men men n~co gaan; dan zou dit tot de oppervlakte van de 
cylindermantel rhoeteh naderen. Doet men dit zo, dat daarbij rh=n 1s, dan 

nadert het tot ~1r l=°{h; neemt men m=n2 
7 dan nadert het tot 27rRVh2+J:- 1r4R2 ; 

neemt men m=h3, dah nadert het tot +m. Men noemt dit de parado:e ,van 
Schwarz. 

We ?Ullen dez2 rhoeilijkheid omzeilen, door te eisen dat de driehoeken 
niet te "spits" mogem wordenJ d.w.z. dat de verhouding van het kwadraat 
van de langste Zijde tot de oppervlakte bij verfijning begrensd blijft. 
Analoge kwesties t~eden op bij meer dan twee dimensies; daarvoor zal 
trouwens nog een gerieralisatie van het begrip driehoek moeten worden 
gegeven. Met het laatste zullen we beginnen. 

Lijnstuk, driehoek en vierviak kunnen bepaald warden als de kleinste 
convexe verzameling, die resp. twee, drie en vier gegeven punten bevat. 

Aangezien de doorsnede van willekeurig veel convexe verzamelingen in 
Rn weer convex is, bestaat er bij iedere verzameling Sin Rn een kleinste 
convexe verzameling C in R , zoda t Sc.. C; C is n .1. de doorsnede van a lle n 
convexe verzamelingen in R die S als deelverzameling bevatten. We noe-n . 
men Chet convexe omhulsel van S. Het convexe omhulsel van een verzame-
ling die ult k+1 punte·n bestaat, heet een k-simplex.De k+1 gegeven pun­
tan heten de hoekpunten. We noemen een 1-sirnplex een lijnstuk, een 2-

simplex een driehoek, een 3-simplex een viervlak. 
4 · o 1 k ( 5.2} Het k-simplex met hoekpunten a ,a , ••• ,a is de verzameling der 

k j \ k 
punten L ;\ ja met X j ~ 0 en Z ?\ J=1 . 

j=O j=O 

k 
Bewijs: Noem K het k-simplex en V de verzameling der punten 

k 
L A aj met 
j=O j 

'1 ,;;:::-- ') . o k 
A j?: 0 en~ "j=1. Nu bevat V de punten a , ... , a 

J=O 
(ldes 

n.l. een der 
~j = ,t:::__Aja G. V, 
j~O 

~ j=~ en de overige =0). Verder is V conve~: laat x= 

Y= Z:.. l<jaj1::.V zijn en 06 v~1.· Dan is ~x+(1- J,.J)y= 
j=O 
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=·£( v,\j+(1-P)_,.k.1)aj en V JlJ+(1·Y )/'J~O en t(f'lj+(1-t+)faj)=1, 
J=O j-0 

dus \.' x+( 1- V )y ~v., due I. c. V. Dat V c.lt., beWijsen we door volledige in­
ductie naar k. Voot•.k.==1 bestaat V u1t de punten ). 0 a0 +i\1a 1 m.et A. 0 >-:0, 
A1_.o en A 0 + 1'1=1, dus u1t de punten ':;\ 0 a0 +(1- 1'.0 )a1 met Oi: i\ 0 k1, 
die elementen van K zijn. Leet bet nu voor k-1 bewezen z1jn. De K, die 

o k o k t b1J a , •.. ,a behoort, is een oonvexe verzameling, die a , •.. ,a beva · 
en dus ook a0 , ••• ,ak-1 en volgens induct1everonderstell1ng due ook 
k-1 k-1 k 

2-. }A- ja j met .)-t J ~ O en 2- /A- j = 1 . Neem nu een punt x = L A Ja j = 
J•O j-0 k J=O 

k-1 j k c:;:-
= L A 3a + i\ ka met ;\ j ~ O en 4!.- ) J = 1. Als "- k = 1, dan zijn 

j=O j=O 
alle andere i\ J = O en x = ak .~ K. Als A. k ,/, 1, stellen we x = 

k-1 A k-1 A 
= ( 1 - A k) L ~. A a j + r-ka k. Nu is A J ~ O en ~ _" j "" 1. Dus 
k-1 jaO ~ ~ _. j=O ~ 
fa~ 1~k •JG Ken akG K; omdat K comrex 1e, geldt ook x EK. Dearm"" 

is het bewiJs voltoo!d. 
We moeten nu een inhoud def1ni~ren voor een k-simplex. D1t 1s een 

nieuw begrip, wat het moet een k-dimensionale inhoud worden van een ver­
zamel1ng in een n-dimensionale ruimte. We zullen aan dit begrip inhoud 
in 1eder geval de e1s etellen., oat het invariant is bij draa11ng en 
translatie en dat het voor k • n overeenkomt met de inhoud volgens de 
1ntegraeldefin1t1e. We beginnen daarom met een n-s1mplex in Rn en gaan 
daervan de inhoud volgens de 1ntegrealdef1nit1e bepalen. Leat de hoek-

o 1 n ( [o 1 n]) punten a.,& , ••• .,a z1jn schrijf het simplex den. e ,e , •.• ,a • We 
~ 

passen een trenslat1e over --e 0 toe, den komt er L. AjBj - a 0 ... 

n J•O 
, , ( J o) [ o 1 n] ( ~ 1 o n oJ = L n 3 a - a ; dus a ,a , ••. ,a gaat over in. v,a -a , ••• ,e -a ·. 
JmO 

Noem e3-a0 • bJ (j•1., •.• ,n). De 11nea1re operator A, bepaald door 
Ae J • 1 bj tra~sform.eert het simplex [ 'O' ,e1 , •.• ,en) in het s1m:plex 
[ 0 ,b P •• ,b J . We bepalennnu de 1nhoud van [ t5' ,e1 , ·ti.. ,en] , dot 1s van 
de verzame11ng der punten L ~1 e1 met t., 1 ~ O en Z: t._1 '11. We be:•1j-

1•1 1-1 
zen eerst dat deze verzameling een inhoud heeft door volledige 1nductte 
naar n. De verzamel1ng der punten waervoor l..n • 0 vorrnen Juiet het 
(n-1)-rsimplex [-O-.,e1, ..• ,en_1] in Rn_1 , waarven we volgena 1nduct1e ver­
onderstellen, dot het een inhoud heeft. Bij gegeven ~ 1 , •.• , t 1 · 

n-1 n- 1 n-
doorloopt L n het interval ( O, 1 - Z: i,. 1 ) • Omdet 1 - ~ l. 1 een 

. 1-1 1-1 
continue funct1e 1a, heert het simplex wegens (3-.25) een 1nhoud. De ba­
sis der 1nduot1e 1• eenvoudig, want voor n-118 het a1mplex een inter­
val. De 1nhoud van bet a1mplex v1nden we nu 111 een berhaalde 1ntegraal. 
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Bij gegeven 1)1,·•-.s/J n-1 

1 - t: ii; 2 '.] 
krijgen weJ. ,= 1 

· d f) =1- ·. __ /\ 1 ; bij gegeven 
0 n 1~1 n-~ 

n~1 . n-2 2 
(1-): ll 1 )a>i 1-~(1-L?i 1); bijgegeven 

i=1 n- 1=1 
i 1-r-t\: 

))1,···,l\n-2 dan ,:, . 
Yl.:, 

· 01-["1\j i i.-, 1 n-?. - 2 . 1 n-J 3 
l', 1 ,.,., ~n-3 dan 2 (1- (- ;\ 1 ) d lln_ 2= 0 (1- 2--/) 1 ) enz.; 

o b1 1=1 
1- )) 1 

bij gegeven /) 1 dan /4 
:'1 

tenslott~ ~ (n~1) ! ( 1- i\ 1 )n-1a ?i 1= n\ . Dit is dus de inhoud van het 

L- l c- '1 n] simplex o,e1 , •.• ,enJ. De inhoud van het simplex o,b , .•. .,b ontstaat 

hieruit door vermenigvuldiging met de determinant van de lineaire opera­

tor A, dat is Vaet (b1 .b.1). De inhoud van het simplex la 0 , ••• ,an]is dus 
i#.1 

n1, ·v det (a 1-~~).(aj-a 0 ). Deze laatste grootheid, die wegens de draaiings.~ 
• i,j 

invariantie van het inproduct blijkbaar ook draai1ngsinvariant is, ge~ 

bruiken we nu voo~ de definitie van de k-dimensionale inhoud van een 

• - 0 kl k-simplex La ,.4.,a in een Rn, door deze inhoud te defini~ren als 

Jr V ~et(a 1-a 0 ). (~:-;) .De determinant h1erin is er nu dus een met k 
J.' j 

tiijen en kolommen. Deze grootheid is inderdaad zinvol, want de determi-

nant is ~O. Dit, zien we in door het simplex door een translatie en e~n 

draaiing te transformeren in een simplex in de Rk van de punten waarvan 
i i O : de laatste (n-k) componenten =0 zijn. Stelb =a -a (1=1, •.• ,k). Analoog 

als in het bewijs .van (44.5), blz. 182, vinden we punten a1 , ••• ,dk, zo­

dat bi= t )I ji d j voor 1=1, ••• , k, a1 .a j=O voor i,lj en =1 voor i=j. We 

vullen a1, .•• ,dk aan tot a1 , .•• ,dn zodat d1 .dj=O voor ifj en =1 voor t~j 

blijft gelden voor i=1, ••• ,n; j=1, ••• ,n. Er bestaat nu een draa11ng n 
waarvoor geldt Dd1=e1 voor i=1, .•• ,n. Da~ is Dbi= ~ "Jiej=c1 voor 

1 k J=1 
1=1, •.. Jk. Het simplex [o,b , ..• ,b J gaat bij de draaiing Dover in het 

simplex [o,c1, .•. ,ck], dat echter geheel in de bovenvermelde Rk 11gt 

en wanrvan de inhoud, zo~ls reeds bewezen is, gelijk is aan 

rt' \f det(c1 .cJ), waaruit volgt, dat det (c1 .cj) 2 O. Omdat Deen drapti-
• 1,j . i,j 1/ 

ing is, is echter det (b1 .bj)=det(c1 .cJ), waaruit volgt, dat 
i,j 

det (a1-a 0 ). (aJ-a 0 ) ~ o. 
1,j 
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Bij de definitie va·n. het begrl°p oppervlak stuiten we op analoge moei-
1:ijkheden als bij de definitie van het begrip kromme. We gaan daar nie.t 
op in, doch veronderstellen direct dat de be~alende functies differen­
tieerbaar zijn. 

Als f(u) een uniform totaal differentieerbare functie is, die een 
verzameling V met inhoud in Rk afbeeldt op een verzameling Win Rn en als 
de partiele afgeleiden van f(u) begrensd ~ijn en de functionaalmatTix 
rang k heeft, dan heet W een k-dimensiona +e, ,variet,ei t in Rn. Een twee­
dimensiona le vari~teit noemen we een opperv;lak. De eis betreffende de 
rang van de functionaalmatrix impliceert dat kf n is. We noemen de Rk 
de parameterruimte van de vari~teit. (Eigenlijk behoort bij da definitie 
slechts geeist te worden, dat de variijteit bij gedee~ten aan bovenstaan­
de voorwaarden voldoet; we gaan daar evenwel niet op in.) 

Bij een k-dimensionale varieteit Wen een begrensde continue functie 
~(x) gedefinieerd op W definieren we nu een vari~teit-~ntegraal van 

y>(x) over w. Hiertoe verdelen we de paratneterruimte in k-simplices, 
dusdanig dat slechts eindig veel simplices iets met V gemeen hebben. Van 

' ' 
een simplex dat geheel binnen V ~igt nemen we de beeldpuntert van de 
hoekpunten bij de ~fbeelding f{u) (die dus in W liggen) en vormen het 
k-simplex met deze punten a1s hoekpunten (dit simplex behoeft niet bin­
nen W te liggen). V.an dit simpiex vermenigvuldigen we de k-dimensionai~ 

'I 
inhoud tnet de waarde van ff (x) iri een beeldpunt van een punt van het J 

simplex in de para~eterruimte erl vormen hiervan de som over de verdeling, 
Dit beschouwen weals een approSimatiesom van de gezochte vari~teit-1~­
tegraal. We nemeri nu een rij verdelingen, waarvan de diameter naar nul 
nadert; hierbij stellen we echter, om de paradox van Schwarz te vermij-

e , ' den, de eis, dat de verhouding van de k- macht van de diameter van een \ 
simplex in de parameterruimte tot zijn k-dimensionale 1nhoud begrensd 
blijft (anti-spitsheidseis). Als nu voor iedere dergelijke riJ verdelin­
gen de approximatiesommen tot dezelfde waarde convergeren, dan noemen 
we deze waarde de vari~teit-integraol von f(x) over de vari~teit W. 
In de nu volgende stelling brengen we een varieteit-integraal terug 
tot een gewone k-dimensionale integraal over de verzameling Vin de 
parameterruimte. 

(45.3) Als de k-dimensionale vari~teit Win R bepaald is door de fun~-n 
tie f(u) gedefinieerd op de verzameling V in Rk en als p (x) een be-' 

grenade continue functie is, gedefinieerd op W, dan bestaat de vari~teit-
1ntegraal van }" (x) over W en deze is, als we u=( /'11 , ••• , 7\ k), f= 

= ( {£ 1 , •.• , 1.Pn) en df =( ~(1 , .•• , 'Z>fn) stellen, gelijk aan 
T _r ____ ?_A_1 ___ ,~n1 0~1 

1,C(f{u)) Vaet c2L . t)f )d (,J • 

, 1,j 'J?\1 'u.>ij u 
; . ~o ~ 

Bewijs: Neem een simplex Lu , • ~., u ~ t binnen V in de parameterruimte. 
1 1 1 -

Laa t u =( /\ 1 ., ••• , ~ k ) zijn. Het bijbehorende simplex 1n Rn 1s 
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[r(u0 ), •• ,,f(uk~. Dit heeft een k-dimensionale inhoud A= 

~ ..?rV det({f(u1 )-f{u0 )).(f(uj)-f(u0 ))). Neem verder een punt u= K.. i j , . 

=(/\ 1 , 04 .,/\k} binnen het simplex [u0 , .. .,uk] • In u iS f totaal diffe­
rentieerbaar; laat de functionaaloperator daar U zijn: 

f(u1)=f(u)+U(u1-u)+lu1 -ufe(u1)., 

f(u0 )=f(u)+U(u0 -u}+ju0 -u! e(u0 ), dus 
i " i . Ot 0 

f(u )-f(u0 )=U(u1 -u0 )+1u -~ e(u1 )-lu -w e(u ). 

We vervangen nu eerst A door B= JVaet((U(u1-u0 )).(U(uj-u0 )))= 
, .... ·-•-·• ······--·······--·-·•--·····-·· . . i • j -"'==····---

1 \ -'/ n k k ·de.pr 1 o O(fr , j /\ o) 
=kf\/ det L ~L c>";). ()Is -.ifs) 6 ~ (/It - t = 

i,j r=1 Sdf. t=1 s t 
... ····----··· --~--·-·1c-·--·--- ...... ·- - ... 

= 1 '\ A~t "Z, L ( ~ i _ ). o)( .£= () VJ r c> <fr)( ~t j_ At o)= 
KT (t, j s= 1 t= 1 5 s r= 1 ~ ~ s d ~ t 

= ~ ,~~t ( (u1 -u0 ). (u.1-u.0 )) \ /~et( ! f . .£..!). Dit moet nog vermenigvul-
K ."\; 1 , j . V ~., j Cl>- i a ~ J 

digd worden met 'f (f(u)) eh gesomm.eerd over de s1mplices van een verde-

ling. Omdat .JrVaet ((u1-u0 ).(uj-u0 )) juist de inhoJ.a van [u0 , •• .,ukJ is 

geeft dit een • ap~;~x1matiesom van de1ntegraai] 'f (r/u)) Vaet( a r_. di)awu, 
V 1,j d~:i ~Aj 

die bij verfijning der verdel1ng tot deze integraal nadert. We moeten 
nu alleen nog aantonen, dat de fout die we maken bij vervanging van A 

door B tot nul nadert bij verfijning der verdeling. Nu geldt, als ~ 
en ~ reele getallen zijn en « ~ o, (3 ~ o, det \v;z- -Y/3}-$' \01 ; 
immers er geldt zeker I v-;t -V (JI ~ I~ + V (J \ , dus 

\V01 -V;;it 2 ~ \y1;+Vr3 I l '{;:-~l = \o(-f.>/, dusl'[:; -Gl~V\cA-(l\ 
Nernen we voor c;( en (3 de determinanten die in A en B optreden., dan moe­
ten we dus het verschil vnn deze determinanten beschouwen. Nu is 

(f(u1)-f(u0 )).(f(uj)-f(u0 ))=(U(u1-u0 )).(U(uj-u0 ))+ 

+(U( u1 -u0 )). ( juj -u/ e( uj )- ju0 -ul e( u0 )) +( \u1-u\ e ( u1)- /u0 -ul e ( u0 )). ( U( uj-u°))+ 

+ ( \ u 1- u \ e ( u 1 ) - j u O - u I e ( u O ) ) • ( \ u j - u I e ( u j ) - I u O - uj e ( u O ) ) • 

Zo 1s ieder element van de determinant in vier termen gesplitst; de 
determinant kan zo in 4k determinanten gesplitst worden, waarvan een 
juist de determinant is, die in B optreedt. Laat nu o 1 > 2 zo gekozen 
zijn, dat !U(u)t<:"6 1 \u\ (uniform inu) enbij )> O, b-<...1 een ">0 
zodat als de diameter<)\ is, }e~< D is (uniform in u). Dan is 



2 2 k-1 , "- 2 k k 2k-1 t 2k \o(- fo\~( 01 A ) d12 a 1\ k!(4 -1}=2k!(4 -1)J'1 · o I\ • Noem 

5 22=2k!(4k-1) 012k--1 ., dan isl'V't?< -1/i0} <- ;y2 -~/-t;1/\k• Laat verder j 3>o 

zo gekozen zijn, dat l l.f (x) 1 .t.. t 3, dan is de fout, gemaakt bij een sim­

plex, in absolute waarde ...( :! r3O2 1/o /\ k. De anti-spi tsheidseis gee ft 

ons het bestaan van een / 4> O, zodat, als S de inhoud van het simplex 

is, geldt )._kc( y4s., dus \foutl .L.. Jct 03 C2 ff d4s. Bij sornmatie over de 

simplices geldt ~ S .£I (V), dus voor de approximatiesom geldt 

\rout\ L IiT (3 d·· 2 v'I'J-14I(V). Bij een r_ > O kiezen we nu J b 

/ c...2(k!)2 
!:::i- - - , dan is \ fout \ ~ l:... • Danrmee is het bewij s vol too id. 

r32 {2·2 {42(I(V))2 

We merken op, dat bij het bewijs van (45.3) niet gebruikt is, dat 
de rang van de functionaalmatrix =k is. De stelling geldt dus ook, als 

a1n deze eis niet voldaan is. 
De varieteit-integraal van de functie die constant =1 is (eigenlijk 

dus van de karakteristieke functie van W), heet de k-dimensionale inhoud 

van de varieteit. Deze is dus gelijk aan (Vdet (·~;{ . ~~ )d Wu. De 
:-{I i,j i 'j 

tweedimensionale inhoud van een oppervlak.noemen we de oppervlakte van 
dat oppervlak; een vatieteit-integranl over een oppervlak noemen we een 
dppervlakte-integraal eh over een kromme een lijnintegraal. 
~pgave 170. Op blz. 200 hadden we voor een k-simplex in Rn al een k­
dimensionale inhoud gedefinieerd. Interpreteer zo'n k-simplex als een k­

dimensionale varieteit en bewijs dnt daarvoor het oude en het nieuwe 
begrip k-dimensionale inhoud overeanstemmen. 

Als voorbeeld behandelen we het boloppervlak (x)=P in R3 , dat als 
volgt voor te stellen is in parametervorm: ~=P cos 71 1cos 11 2, C.. 2= 
=P sin'.rt 1cosi\ 2 , l 3=P sin) 2 met o~)\ 1L27r, -l-~/\2~+. Nu is 

~~ =(-P sini\ 1cos7\ 2 , PcosA 1cost\ 2 ,o), ;½ = 

:::(-Pcos t1. 1s1n A 2 , -P sin ?. 1s ini\ 2 ,P cos A 2 ). VE;rder is 

2 2 i\ J P cos / 2 0 4 2 
= 2 = P cos /\ 2 • De oppervlakte is dus 

0 p 

J:r 27r J P2cos i\ 2a 1- 1a t\ 2=2?rP 2 .2=47r-P 2 • 

a r det(-
1,j '?, Ai 

-Z' d 
t Onbevredigend is, dat biJ de definitie van varieteit-integraal het 
parameterstelsel een rol speelt. Dit is het geval bij de eis, dat de 
simplices in de parameterruimte een verdeling mo,;;ten vormen en elkaar 
~us niet mogen overlappen; verder is de anti-spicsheidseis ook voor d~ 
,simplices in de parameterruimte gesteld. Nu is e :m varietei t wel meer 



dan alleen maar een puntenverzameling. Bij een oppervlak, waarvan een 

~ doorsnede in de teKening is geschetst, liggen 
------=k==== '. :) de punten a en b in de ruimte dicht bij elkaar, 

maar niet op het oppervlak en dit feit wordt 

in het parameterstelsel wel tot uitdrukking gebracht~ Het is echter ook 

niet zo, dat slechts ~~n parameterstelsel het ware zou zijn. We moeten 

dus een geodrloofde parametertransformatie definier-en. 

Laat Ween k-dimensionale varieteit zijn, bepaald door f(u), gedefi­

nieerd op de verzameling U in Rk. Laat verder h(v) een eeneeriduidige 

functie zijn, die een verzameling V met inhoud in Rk op de verzameling 

U afbeeldt, zodat h(v) uniform totaal differentieerbaa~ is met eeneen­

duidige functionaaloperator, zodat de elementen van de functionaalmatrix 

en van de inverse v~n de functionaalmattix begrened zijn en zodat, als 

r 1' ... , I[ k de componenten van h( v) en ,;tA. 1' •• • '/<k die van v zijn., 

f \ o(A'..1,··•,?i1J1 . 1-----·---..:...... \ d w bestaat. Dan zeggen we dat W, bepaald door 
. V c) (/µ 1, .. .,~ k) v 

► 

g(v)=f(h(v)), dezelfde vari~teit is ais d~ oorsprbnkelijke en we noemen 

de overgang van u op v een geoorloofde partmetertransformatie. 
' We bewijzen nu, dat het begrip varieteit-integraal niet van het para-

meterstelsel afhangt. Met v a1s parameter wordt de varieteit-integraal 

( Cf (g(v))1/ det (£g.· . ~~)dw. Maar a g =) k c) f d l.E_, dus 
"V y i ., j f'l1 u .f''j v J /¾1 r== 1 cJ ii. r o lk i 

( t g. • t g ) = V ~ e ~ k k JXr a X s (-;, f 
=----" V det ~ 2- ') f 

-;) J-{ i 0)Aj -:s;;-) == 
i,j '.)t l ;LA.j l , J r=1 S==1 UAr ··s 

=Y ~et 
c> a r det ( ;) f ur) det 

dAS ... 
= 

c) /'ti r,s ~~~ oi\s s ., j Z>p j 1,r 

-~--(---~-·:r·-· 0 f )"'l! o ( A 1' · · ·., l k) I 
- det -~-. TI -------- . Met u als parameter wordt de 

i., j ~ i I j lJ (? 1' • ' • ,,,»- k) 

varieteit-integraal ff ( f ( u)) ~~--·(···: f . il)a 1-,,, , manr hierop kunnen 
tJ i, j u i\i D l\j u 

we de transformatiestelling (44.7) toepassen. We vinden dan, dat dit ge-

lijk wordt aan rlf'(f(h(v)))l/~et (~f. (Jf)' I d(X 1 ,••-,)('k)\a w. Bei-
1' i, j ?i1 ;, /'lj l d ( J" 1' ..• , J,-1 k) V 

de parameterstelsels leiden dus tot dezelfde varieteit-integraal. 

Opgave 171. Als een oppervlak in R3 gegeven is door l..3== 1f( C:. 1 , ~ 2 ), 

dan is de oppervlakte-integraal van een functie <f (x) te schrijven in 

de vorm j j if> ( l 1 , l 2 , 1(( l 1 , l 2 ) )i/1+(~/+ <¾ft d E, 1d c',2 . Bewijs 

dit. 
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·~ 46. De rormule von Stirling. 
w 

(46 .. 1) n!= Y1[fi" nn+½ e-n e"rnn met '+--0-' L· ~ 1 (formule van Stirling). 

Bew1js: Noem an= n+r! -n, dan 
n ' e 

a ,-1. a 
i n+1 ( n ,n~ dus log n+1 s--=e~ , -= 

on n+1' an 
1 +,c f2'-x2k+1 

=1-(n+½)log n~1 . Voor \x\ <.1 geldt log 1_x =2~ 2k+1 (zie blz. 98} 

< 1+x 1 dus voor o<x 1 geldt log 1_x>2x. Kiezen we hierin 7.= 2n+1' dan is 

1+x n+1 n+1> 1 . 8 n+1 / 8 n+1 
-::r--!:" = - en we vind~n log - -;::-;-r, dus log~ ,0, dus - 8- "'1, 
·1-x n n n~ n n 

dus an+1 ..::: an. De rij an is dus antitoon en begrensd ( immers an> 0), en 

dus convergent: lim o =ex. We bewijzen nu dot O(> 0 is. Voor O<x<..1 
n~co n 

1+x ~- x 2k+1 . 2x3 x 2 1 1 
geldt log 1-x<2x+2 2- 3 =2x+ 2 =2x+ T (1_x - 1+x>. Hierin 

k=1 3(1-x) 
1 1 2n+1 1 2n+1 

kiezen we weer x= 2n+'f, dan is 1_x = -rn- en 1+x = ~n+~, dus 

n+1 1 1 ( 1 1 ) 8 n+1> 1 ( 1 1 ) log ~< n'+f + 12( n+½) n - n+1 , dus log ~ - ~ n - n+1 . Door op-
a n 

telling volgt hieruit log~) - A- (.1 - ~+ ) • Laat men nu k➔ co, dan an , c:. n n1-K 

geeft ot =0 direct een tegenspraak, omdat het linkerl1d dan naar -oo cou 
gaan en het rechterl1d mwr - 1~n • Dus°', > 0 en log ~ ~ - 1~n . D1t 

1 . &'> Cl 

-12n a( - '12n' ~ 
geeft e n~ 8 -<:: 1 1 dus ~ =ane n met O Lv " 1. AL, we nog aontonen, 

--, n 
dat d-- = Y 27, is, is ( 46 .1) ~wezen. H1ertoe geb,..uiker. ·11::: het resultaat 

J.1 'Y.t 
van opgave 140, blz. 143: f s1n2nx dX= * -fr 2 2\"1 en f s1n2n-1x dx• 

0 jf 2m k=1 0 
2 k <l sin x dx 7f' • ffi1 . Noemen wa , = ~, dan geldt 2 ·-

k==1 J \1n2m+4x dx 
• 1/4 T °1½ 

Uit f :.i sin2m+1x dx ~J•sin2mx dx 6 } s1n2m-1x dx: 
0 0 

volgt direct 1 "-B '-~ , dus 11m B •1. Dus geldt: m an m _ ....&-- 2 m➔oo 

(Jt.6.2) y • 11m 11 c2&:~h21c+'I) (Product van Wallis). 
m ➔co k•1 

Nu 1B -r,- . {2k} 2 

k•1 (2k-1)(2k+1) 

het beW1Js voltoo1d. 
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Uit {46.1) volgt direct n! ------=1. We kunnan dus voor 
y~n+½e-n 

grote waarden van n de grootheid l/'zirnn+½e-n in zekere zin els 
ttbenader1ng 11van n! gebruiken. Dit is geen benadering in eie z1n, dat 
net verschil tussen ware en benad~rde waarde tot nul zou nederen ala 
n.-f co, maar wel dat de verhouding van de afwijking tot de waarde zelf 
_{welke laatste uiteraard ~eer snel st1jgt met st1jgende n) tot nul na­
dert. De grootheid 1-e- 1l"?1. geeft een schatting hoe snel dit gaat. Voor 

bereken1ngen 1s y-:;i' nn+½ e -n d1kw1Jls vcel handelbaarder dan n ! 

Einde van de cursus analyse. 


