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y1.Comnlexe petallern,

We veronierstellen de detfinitie van de besta.ubare yetallen bekend.
“'e beschouwen getallenparen (a,b),waarin a exn b bestaanbere zetallen
viorstellen.pDaarbij spreken we af,dat het paar (a,0)een andere schrijf-
mijze voor het bestaanbare getal & is.

M1} woemen twee paren (a,b)en (c,d)dan en alleen dan san elkaar
s¢lijk,als @ = c en b = d is,0m deze afspraak te rechtvaardigen moeten
™o laten zien,dat,als ecn van deze twee petallen paren van te voren
réces is vastgelegd,00k het andere vastgelegd is en wel met dezelfde
beteienis.3tel (a,b) is van te vor:n resds vust.sle.d,d.w.z.b = 0 ter-
wijl {a,b)een andere schrijfwijze is voor het regdle getal a.ls het
paar (c,a)volgens boveuataande definitie gelijk aan het paar (a,b),dan
isd =b =0 en ¢ = a,z0dat het paar (c,d)vasteeleyd is en wel een
andere schrijfwijze betellent voor het nastasnhares gedal oedsn omzekeerd
gegeven,dat (c,d)een andere schrijfwijze is voor het reele getal g,
dan is d = 0 en ¢ = a,dus inderdaad a = ¢ en b = d.Uit deze toelichting
blijkt,dat de gelijkheidsdefinitie geoorloofd is,

Onder de som van twee s2tallenparen (a,b)en (c,d)verstaan we per
definitie het paazr (a+c,b+d),dus bv.(3,5)+(5,7)=(8,12).0m er ons van
te overtuigen dat deze definitie geoorloofd is,moeten we vooreerst het
speciale geval nagaan,waarin elk der getallenparen (s8,b)en (c,d)gelijk
is aan ean bestaanbaar getal;immers in dat geval is de som van (@,b)en
(6,d)reeds gedefinieerd en moeten we laten zien,dat het resultaat van
de nieuwe definitie overeenstemt met de som,z0als die vroeger gedefi-
nieerd is,Dit is inderdaad zo,want in het beschouwde speciale zeval
zijn b en 4 en dus ook b+d gelijk ean nul,zodat het paar (a+c,b+d)in-
derdaad gelijk 1s aan a +c.

Uit bovenstaande afspraak volgt,dat een paar (a,b),waarbij b = 0
is,no0it gelijk is aan een bestaanbaar getal ¢,want was dat wel zo,dan
zou (a,b)gelijk zijn asn (c¢,0),waaruit zou volgen b = O, .

Het gelijkheidsbegrip,zoals het hiervan gedefinieerd is,voldoet.
aan 3 voorwaarden,de zg,aequivalentie-voorwaarden:
1° Het begrip is reflewmief,d,w.z.het paar (a,b)is gelijk aan zichzelf,
2° Het begrip is symmetrisch,d.w.z.is (a,b)=(c,d),dan is (c,d)=(a,b).
3° Het begrip is transitief,d.w.z.is (a,b)=(c,d)en(c,d)=(e,f) dan is

(a,b)=(e,f).
=lk begrip,dat aan deze drie voorwaazrden voldoet heet #8n aequivalentie
begrip,zodat we kortweg kunnen zezgcn.Het boveugencemde geli*kheidsben
grip is een aequivalentiebegrip.
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Hiermade is echter de definitie van de som nog nict gerechtvaar-
d3:4.%7e moeten laten zien :1s (a,b)=(a',b’) cu (&,d)=(e',d'),dan is vol-
zer:s bovenstaande definitie de som van (a,b)en (e¢,4)gelijk aan de som
vai (a',b'Jen{c',d').Dit nu is evident,want uit hst gegeven volgt;

2 = &',b=b',c = ¢',en d=d',z0dat de uitkomsten (a+c,b+d)en (a‘+c’,b'+d’)
inderdaad overeenstemmen, | ‘

Hu gzen we van de hierboven gedofinieerde optelling enkele eigen~
gchappen bewijzen:

Commutatieve eigeunschap. (a,b)+(c, d)Y=(c,d)+(a,b).

Deze eigenschap is evident,omdet in het gebied van de bestaanbare ge-
tallen de optelling ook commut&tlef is.

Associatieve eigenschap. (a b)+(c,d)7-+(e f)=(a, b)+<(c,d)+(e f)}
Dit is eveneens duidelijk emdat in het pebied van de bestaanbare getal-
len de optelling ook associatief is.De gemcenschappelijke waarden van
beide leden wordt kortweg aangsduid met (a,b)+(c,d)+(e,f). TN

Door toepassing van het principe wvan volledige inductie definieren
we een gedurige som (a,,b )+(a2,b2)+....+(3n,b ) swaarin n 2 1,Is n=1
dan is deze som per definitie het getallenpaar (a1,b1).¢¢ n2 2 dan ver-
onderstellen we (ayby)+ ...+ (a,_4,b, 4)reeds gedefireerd.Als bij deze
uitkomgt (an,bn)wordt opgeteld,krijgen we cen resultaat,dat we de som
ds paren (31,b1),....,(an,bn)moemen.

De _mogelijkheid van sftrekking, ‘

Zijn (a,b)en (c,d)willekauris geseven,dan bestaat er 1 =2n slechts
1 paar (x,y)met de eigenschap (c,d)+{x,y)=(a,b).Immers het paar (x,y)
met ¥ = a~c en y = b-d voldoet en voldoet allesen.Dit paar (x,y)hect het
verschil (a,b)~-(c,d)der getallenparen {a,blen (c,d).

sen getallenpaar (a,b)verandert niet,als het met O vermeerderd
wordt,want de som is gelijk aan (a,b)+(0,0)= (a,b).Bij elk paar (c,d)
is 1 en slechts 1 paar te vinden,dat met (c,d)vermeerderd,het getal O
oplevert.Dat is nl,het paar (c¢,d).Len paar met (c,d)verminderen komt
op hetzelfde neer als dat paar met het tegengestelde van (c,d)vermeer-
deren.

OUnder een uitdrukking'van de gedaante
(&&b)+(0,d)—(€,f)-(g,h)+(j,k)

verstaan we de gedurige som der paren

(a;b),(c,d),(-e,-£), ("‘g:"’h)en(Jyk):
dus deze som is gelijk aan

(a+c~e-g+j,b+d-f-h+k),

Uit deze redenering blijkt,dat in uitdrukkingen van deze gedaante de
vorzorde der termen kan worden verandard,zonder dat dasrdoor de waarde
van de uitdrukking verandert.



Nu gaan we over tot de definitie van een product.

Onder het product van (a b)en (ec,d)verstasn ws het pacr {(ec-bd,
ai +oe),aus bv.

(315) 3‘(5n7)=("20346)'- v
Om :r ons ven t¢ overtuigen,dat deze definitici geoorloofd is,moecten we
weer serst het speciale geval nagaan,waarin :lk der getallsunparen (a,b)
en {e,d)gelijk is aan een bestaand getal.In dat geval zijn b en 4 en
dus ook ad + be gelijk aan nul,en verder 1s ac ~be = ac,zodat dan inder-
daad de genoemde uwitkomst (ac -bd, ad+be) gelijk is aan het product der
veataanbare getallen a en c,.

Verder merken we op:Is (a,b)={2',b')su{c,d)=(c',d'),dan is vol~
gers bovenstaande detinitie hst product van (a,blen (e,d)zelijk aan het
product van (at,b')on(e',d') .Hiermede is de definitie van het produet
gerechtvaardiad,

Ben natuurlijk getal n is te schrijven als ecn zetallenpaar (n,0),
zcdat volgens bovenstaande definitic het produet n.(a,bp)vastzelepgd id,
Uit product is gelijk aan de som van n termen,clk bull]k zap het panr
(a,b) JImmers beide uitkomsten zijn volgens do uom-a%;roductdeflnxtiﬁ
3elijk aan het paar(na,nb). '

Thans gaan we over tot het bewijs van enkele eigenschappen van
d¢ hierboven gedsfinieerde vermenigvuldiging.

Comm,eig.:(a,b).(c,d)=(c,d)(a,b).

Ass.cig.: {a,b) (e, d)} (e,8) = (a,0) (e, a)Ce, f)l

Le gemdansch.. waarde van beide leden wordt kortweg aangeduid met
(a,b)(c,d)(a,f).

Door toepassing van het principe van volledige inductie definieren
we een gedurig praduct,

' (11,h )(az,bz).....(a W
waarin n.?~1 Is n=1,dan is dit product ppr definitie het eetallenpaar
(a1,b Y.Is n> 2,dan veromderstcllen we (a1,b )(32,b ).....(an 120, 1)
reeds gudcflrhn.rd Als deze uitroxst met (an,b Ywordt vermenigvuldigd,
krijgen we een resultast,dat we het proae~t der po=-n {a‘,h*),‘,,(a b))
noemen, '

Een product van twee factorcn is dan en alleen dan nul,als mirvs_
tens een der factoren nul is.Immers is (c,d)=C,dan is c¢=0 en d=0,dus
(a,0)(c,d)=(0,0)=0.En omzekeerd,is (a,b)(c,d)=0,dan is ac-bd=0 en
ad+bd=0.Door kwadratering en optelling volgt hieruit: (= +b2)(02+d2)~0,

odat minstensg ecn dezer twee factoren nul is,waaruvit volgt a = b =0
of ¢ = d& = Q.

Ken gedurig produot is dan an alleen dan nul,als minstens een der
Pactoren nul is.Om dit te bewijzen,duiden we ‘het aantal factoren aan mesg
n.De bewering is evident voor n = 1,zodat we n >4 mogen veronderstellen
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¢n mogen aannemen,dat de bewering met n-1 in plaats van n reeds bewe-
zen is,Het beschouwde gedurige product kuwanen we dan schrijven in de
gedaante (8,b)(c,d)waarin (a,b)voorstelt het product der scrste n-1
factoren,terwijl (c,d)de laatste factor aangecft.Is nu gsgeven,dat het
gedurige product aul is,dan is volgens bovenstaande stelling (e, d)-O
of (a,b)=0 en in het laatste geval is volgens onze inductie veronder-
stelling minstenslder n-1 factoren warruit (2,b)is opgebouwd, gelijk
gan nul,Is omgekeerd gegeven,dat mingtens edén der in het gsdurige
product optredende fzetoren nul is,dan is (¢,d)=0 of minstens cen der
factoren van {a,b) is nul.In het laatste geval is volgens onze induciie
veronderstelling (a,b)zelf gelijk acc nul.ln beide govallen is (a,b).
(e,d) = 0,

Bij elk paszr (c,d),dat niet nul is,is ezn en slechts sen paar
to vinden met de eig. (c,d){x,y)=1.Immers deze laatste behrckkins
geldt dan en alleen dan als ax-by= 1, ay+bx=C;de enige woardcn,die

hieraan voldoen,zijn -

X = — y = =0
a2 402 7 Q24

f\,)

Vien merke daarbi] op,dat de gemeenschappelijke noemer nist nul is,om-
Lot {a,b)=0 vcerondersteld is.Dit paar (x,y)hect het omgekecrde van
{u,b),z0dat we gevonden hebben:Elk vear,dat niet nul is,bezit een en
glechts een omgekeerde.

Teuslotte tonen we nog aan de distributiefwetten:

HaD)+(0,a) } (e, 0)=(a,0) (e, ) +(0sd) (,8) :
en natuhrllgk ook |

(e, f)%(a.b)+(c uf1~ (eyf)(a,0)+{e, ) (c,d). A
Met vavificert deze wctten door beide leden uit te eijferen.

De éet311°hnaren (J,b%aoals ze hierboven gedcfinieerd zijn,vor-
men een verzameling, waarin een commutaticve en associatieve optelling
en ook een associntieve ....syioyuldiging stecds uitvoerbaar zijn en
wel zo,dat de aftrekking stevdsS m-oe1jijk is en de twes distributief-
wetten geldens

Een verzameling met deze eigenschappen heet ~m ping.De xing
heet commutatief,als de vermenigvuldiging commutatief iS.we tivmen
dus kortweg zeggen:de getallenparen met de hierboven gedefinicerdam
optel ling en vermenigvuldiging vormen een commutaticve ring,

Opg.1.De gehele getallen vormen cen commutatieve ring.@veneens
de rationale getallen.kvenecens de goetallen a+b\/g waarin a en b ra-
tionaal zijn.Bveneens alle bestacnbare getallen.

Opg.2.D¢ matuurlijke goetallen vormen geen rln .Evenmin de posi-
tieve getallen,9m te bewijzen,dat de getallen a+b\/2 waarin a en b ra-
tionaal zijn,geen ring vormen,is het vu%doendc aan te tonen,dat \ 4
niet in die verzameling voorkamt.Stel V4 was te schrijven in de
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gedaa%}g a + bV 2.Door vszpenigvuldiging met~:V 2 en door elimin.tie
van 4 virden we (a+b2)“02 = 2 - ab. Omdat V2 uniet rationaal is
(waarom?) volgt hicruit a + b° = 0 em 2 - ab = 0.Dit zou leveren
b3 = ~2,hetgeen buitengesloten is.

Keren we nua& terug tot de ring,va2rvan de hisrboven genoemde
setallenparen de elementen zijn.do2ls e recds opzemerkt hebben,veran-
dert ¢sn element van die ring nict van "aarde,als dat elewsznt met O
~ordt vermeerderd.Wij druklsn dit wit door te zsggen,dat het getal
0 het . mulelement van de ring is.Verdcr hebbeu we opgemerkt,dat elk
siement (e,d)van de ring,dat niet met het nulelement sumenvalt één
:i: slechts €én omgekeerde bezit.lotun we uu twee elemsnten (a2,b)en
{¢,d)beschouwen,vaarbij (c,d)niet het rmalelement is.Dan bevat de ring
e2n en slschts een element (Xx,y)met de eigemnschap:(2,b)={x,y)(c,d).
Immers is (c¢',d')het omgekecrde van (c,d),dan is (2,b)(c',d')het enige
element dat voldoet.Dit element (x,y)heet het quotient (a,b):(c,d)van
(a,b)en (c,d).e komen dan tot het besluit:

In de. ring gevormd door de beschouwde getallenparen,is de deling
steeds uitvoerbaar,bchalve deling door het nfldelement.den ring met
deze eigenschap heet cen lichaam,zodat we ook kunnen zeggen:de be-
schouwde getallenparewn vormen een lichanm,

Opz.3.De rationale getallen vormen ecen lichaam;evencens de getsl-
len a+bV 2,wearin a en b rationaal zijn.De gehele getallen vormen
gsen lichnﬂm.@lk getallenpaar (a,b)kan vorden geschreven in de
gedaante (2,0) + (0,1)(b,0).Het gotallenpaar (C,1) wordt ter afkor-
Iing met i anngeduid,zodat het getallenpaar (2,b)geschrsven kan wor-
den in d¢ sedgante :a+ib.Daarbij is ii = (0,1)(0,1) = (-1,0) = -1,

Als we 11 bl Wijee vaup afkorting door 1% vervengen,krijsen ve dus

ig = ~1, Uit deze alspraas bplijkt:

1 is een getallepmpunr,waarsves zan bevaanlde optelling en een be-
paalde vermenigvuldiging gedefinicerd is,un wel z0,dat het kwadrad
van het getallenpear i gelijk is ann -1,

We wullen nu voortaan het getallenpaar (a,b) = a + ib eun complox
getal noemen.in het speeciale geval,dat b = O is,krijgen we ecn best . -
basr getal,zovat cen bestzanbaar .etal een bijzonder gevel van ecn
complex getal is.De getallen 2 + ib met a = O heten imaginair,Van het
complexe getal a + 1b heet a het reole deel en b het imaginaire deel.
Men merke op,dnt deze laatste naam niet gelukkiy gekozen is,want b
is z¢lf bestaanbaar,

Onder de macht (a+ib)n,maarin d¢ expouent n een natuurlijkegetal
voorstelt,verstuun we het [ roduct von n factoren elk gxelijk aan a+ib.

Opz.4. Bereken i®,wrarin n ccn willckeurig getal voorstelt.

Op.5, Bureken (li%)n waariu n ecen willekeurig getal voorstclt,
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Opg.6. Theoreme van e Moivre.

s (cos & + i sin a)(ecos3 b + 1 sin b) = cos (a+b) + i sin(a+db}.
(cos a + 1 sin a)® = cos na + i sin na.

voor elk natuurlijk getal n.

§2.Meetkundige voorstelling van de complenc zetallen.
“an groot belang is,zoals reeds door Gauss 1o cp.emerkt,dat elk complex
zetal a + ib correspondeert met ecn puwt in het platte viak;dat ds
coordinaten a en b bezit e opziehte van een zogeven rechthoekig assGn~
stelsel. ki

21 gegeven een x-as en een daaron loodrecht staande y-as,De be =
shaanbare getallen corresponderen met de punten van de xX-as;ae immgi-
nzire getallen met de punter van de y-as.lDeze assen heton daaron de
bestaanbare en de imaginaire as,De getallen woarvanhet bestaanvare
de:l positief is,corresponderen met de punten rechts varn de imaginaire &
as euZ.

Het punt met de coord.(a,b)noemen we kortweg het complexe getal
a + 1ib on omgekeerd noemen wij het complexe getal a + ib kortweg het
punt met de coord.(a,b) .Het vlak gevormd door de punten met codrd.
(a,b)heet iian het complexe vlak.

Voliens deuc afspraak uijn dus de complexe getallen punten van
het complexe vliak,en wel punten voor welke een bepaalde cptelling en
ecn bepaalde vermenigvuldiping gedefinieerd is.

Iloe counstruersn we nu de som van twee ~untan Zg 80 2p gelegen in
het complaxe vlai?

Hoemen we %, en z, respectievelijk a+ib en o+id,den is
Z4% 2, ver definitic het punt met d: coord.c + ¢ en b + d.

: ra - ,.w-"':tzf * "".
i B o
,r /
¢ §
; i
f i
i &

Or

V1] vinden dus z,+ z, als hoekpunt van een parallslogram,wasrvat Z.

en u, twee overst. hoekpunten zijn en da onrgprone wo+ +<¢ hoekpunt is.

5ij deze constiructie 18 v +9-+ nodis het voelledipsc parallelogram

te tekenen.Het is voldoend:s vanuit Z, de vector te tekeucn,die gelijk

en evenwijdig is aan de vector,welke do¢ oorsprong met o verbindt,.
Deze laatste opmerking stelt ons in stast om op gemakikelijke

wijze de som te construsren van n punten ZgsZoyeeasiy s8legen in het

z-vlak Men tekent eerst vanuit z1du vectur,die gelijk en cvenwijdig

is aan de vector,die d¢ ocorsprong met 4, verbindt;aldus vindt men

z1+22.Vanuit dit punt tckent men de Vuctor,die gelijk en evenwijdig

is a2an de wector,die de onrsprong met zy verbindtialdus vindt men

Bythptly 000,

A e Me i W b vl ab
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Hoe construeren we het verschil Z4=3, Van twze in het complexe
vliak gelegen punten®Verminderen mat z, K kot t.z0als wo gezilen hebbon,
op hetzelfde neer als vermeerderen met het tegengesteldz.D.W.z,
vanult a1d8 vector,die gelijk en evenwijdig is zan de veetor welke

il 53

Lo met de oorsprong verbindbt,dan krijgen we By { ;;/
Onder de modulus |z| van een complex zg ////?
getal @ Vprotaan we de afstand van datpbz tot de ;/ #2,-2
}a+1bi—“/r~; b ' corsprang , dus

De modulus heet ook wel de volstrekte /

waarde, 'E/

Opz.1. De modulus van ecn product van tweoe factoren is gelijk
aan het product der meduli der factoren.
Opg.2, De . modulus van ceen product v.e.willeksurig aantal factoren
is rre:l.:x.;;k aan het product der moduli der factoren.
Opz.3. De modulus van cen som van 2 termen is hoogstend gelijk
aan de som der moduli der tormen.
Gevraagd wordt deze eig.meetkundig tc bewijzen,
Te bewijzen vali S ST
“J?a+c) +(b+d) 'Y% +h° 4 //02+d2
Het rechterlid van deze ongellgkhelu is > O,zodat het voldoende is
n te tomen,dat het kwadraat ven het linkerlid hoogstens gelijk is
aar. het kwadraag van het rechterlid.vus te bewijzen:

ac + bd <:Vﬂ; +b )(07;d ).
Het rechterlid van tese ongelijkheid is weer = O,zodat het voldoende

is aan te tonen,dat het kWadvraat wan het linkerlid hoogstens gelijk
is aan het kwadraat van hev reChkﬁT]\d Aue +e bewijzen:
Zabed «-az 2

+ b c“
hetgeen evident is.

Opg.4. De modulus van cen som van tTwee tormesn is minstens gelijk
aan het verschil van de moduli der termen.

Cpge5e De modulus ven de som van cen ¢indig azantal termen is
hoogstens gelijk aan de som der modull der turmen,

Opg.6. De modulus van het verschil van 2 complexe getallen is de
afstand van de complexe getallen,

Opg.7. De modulus van cen verschil van twee complexe getallen is

hoogstens veliak aan de som cn minstens gelijk aan hiet verschil der
i Ssnissspomes ) moduli dier gstallen.




Beschouw nu een willekourig complex getal z = 0,zodat z eeu punt

in het complexe vlak is,dat niet met d¢ corsprong samsnvali.de Vosr=—
straal,die de oorgprong met z verbindt hecft dan een lenghbe gelijk
AL iuk.Dcze lensgte noem ik r.De vo»rstrdal maakt met de prositieve bue-
stronbare as een hoek f',dle Cp &en veglvoud van 360° dus 0p een vesl-
voul van 27 radialen na,ondwobelzinniy bepasld is. Deze hoek(? hest
ot argument van z en wordt met arg z asugedaid.bus elk punt z,dat unisi
wet do oorsprong samenvalt,bszit een argument,dat op zen voclveud van
€W na,ondubbslzinnig is vastgelegd.Het punt z zell kan Jdun wordexn
seachreven in de gedaante r(cos m + isin @ p ).

Stelling: Hst product van thd fac+oru“,d1e beide ongelijk nul zijn,
neeft een argumcnt,dat,op een veclvoud van #7T na,gelijk is aan de
som van de argumenten der factorecn.,Want zijn

1(cos(tr1 sin¢ 1) en rz(cos(pﬁ+ i 31nfd)

de twee factorcn dan is volgens h 4 thcorema van de Moivre het product
gelijk aan r,r, cos(t¢1+?7) + i sin( r1+~@2) .
Hieruilt blijkt niet alleen,zoals we rceds wisten,dat de modulus van hst
product gelijk is aan het proeduct der moduli van de factoren,doch te-
vzng dat het argument van het product,op een veelvoud van 27T na,gelijk
is aan de som 4+ q72dar argumenten,

Bovenstaande beschouwingen stellon ons in staat om op eenvoudige
wilse het product van twee complexe getallen 24 en z, te construcren.
ls winstens cen van deze twee complexe getallen nul,dan valt het pro-
duct met de oorsprong samen.Zijn beide factoren G4 €1 2, ongelijk san
O,dan zijn van het produot 7420 de modulus bekend en ook,op een veel-
voud ven2'r na,het argument.bé Mua-iys r van het prodwst is gelijk aan
het product ryr, der moduli,dus 1-r4*r2'*’-adat‘r gepq?strueeru ~anq
els 4e evenredige. AR
De constructie komt. daarop neer,dat
men een driehoek construeert,dic ge-
1ijkVusvwio ig met de driehoek met de
-heckpunten 0,% <« 5 en dis 0 en z
tot hockpunt heeft. ]

Opg.8.Vermenigruldiging met i £ 4

betekent een draaling om de onorsprong
over een rechte hoek,

Beschouw vooreerst de transformatie w = z+p,waarin p ean gegoven
bestaanbaar of onbestaanbaar getal voorstelt.Deze traunsformatie vosgt
aan elk punt £ ecm punt w toe,dat verkregen wordt door vanult 2z de
vsetor e trekken,die gelijk en evenwijdig is aan de vector welke O mey
p verbimt.Kortweg gesegd:deze transformatie komt neer op de translati:
dic de oorsprong ir het punt p overvoert.Deze transformatie voert rech-
$¢ lijnen in rechbe lijnen over,cirkels in cirkels,enz,



J.

Beschouw verder de trensformetis w =qz,waarin g ssn gegeven bestaan-
baar of onbsstaanbasr gectal £ 0 voorstelt.In hat geval 4=
baar is vindt men bij gegeven z het corresponderende puw
de¢ corsprong te vermenigvuldigen met de factor .

Indien de modulus van ¢ gelijk 1 ig,kutmaen we stellcon
g = cosk + s siunk ,w2arin Khet argument van ¢ voorstelt;in dat go-
val vindt men bij gegeven z het corresponderends puut w door ecu
d.o2aiing om de ocrsprcng over esn hock K.

In ket algemene geval kunnen we stellen g = Q@ (cosK+ 1 sin K);
vaarin Q = !q§ en K = arg g;in dat geval moet men eerst draaien om de
corsprong over eeinn hosk K en vervolgens vanult die oorsprong vermenig
vuldigen met de factorQ.Bij deze traunsformsetic gaan rechte lijnen over
in rechte lijnen en cirkels in cirkels. i

Beschouw vervolgens de transformatic w = 1.Bij elk punt z £ ©
vindt men een ondubbelzinnig bepazld punt w.th coustrucert men dit punt
w71ls 2 = r(coslr-i» i s:Lnso),dan is
v o= 3--(cosg9- i sin(p).

gt punt w7 = % (cos 9+ i szng,, hc £t hetzelfdce argument als z,maar
zijn modvlus is het omgeke:rau van d¢ medulus van z,
Men verkrijgt dus w door het punt z te spicgelen t.0.v.de eznheids-
cirkel,.(de eznheidscirkel is de cirkel mst d¢ corsprong tot middel-
punt en de eenheid tot straal) . .Het gevraagds runt v vindt men door w
tc¢ spiegelen t.o.v.de bestaanvarce as.Men construeert dus het puut
o= % door splegeling %.0.v.dc ecnheidscirkel,gevelgd door ecrm cemklap=-
ren om de bestaanbarce as.Bij deze trassformatie goan cirkels weer in

2t ¢ begtaan-
1 w door vaauit

cirkels over,als rechte liincn. beschouwd worden ale eponizls gwston
van cirkels,

Tenszlotte zullen we ecn willekeurige lineaire transformatie be-
schouwen,dat wil. zeggen cen transformatie van de gedaante

a8z + b
. cz + d
Deze transformw:, wordt niect singulier verondersteld,d.w.Z.Wl] nemen
aan dat ad ~ be # O is.

-

2ij elk punt z met hoogstius <dm mitzonderiwe. behoort dan een
ondubbelzinniy bepaalde w en omaekeoxa v1] elke w met hoogstsens één
uitzondering behoort esn ondubbelzinnig bepaalde z.,Elke niet singu-
licre lineaire transformatie kan worden opgzebouwd uit elementaire
transformatics van de godaente w = 2 + p, W = Q2 €n w = % JJminers 13
¢ &= 0,dus d £ O,dan is

a . b 0 s a
I = = O == W, + = JUROT VI, = = Z
w=gatg 1 g meAT Wy =g 2.
is ¢ # O,dan is
3 be--ad a
w = = w i oe= o T,
et clon+dy c e
bc-ad 1 4
TR = 2z meeme 2Y) OV, 22 T -
3.: I‘ln .VZ 0 5 eI” V'(3 W 4, J‘_"- o] + C »

Zlk van deze limeadre truﬂSiOI%&tlL voert cirkels in cirkels over,
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zodat iedere lineairs niet singulierg transivrmaiie cirkels in cirkels
overvoert.

$3 .Binomium van Newton.
7oor de optelling en verlenlgvalulblné van ﬂomnlexe getallen gelden
e1fde rekenregels als voor de overeerkomstize bewerkingen bij be-~

sanbare -getallen,Zo vinden ws,als a en b willekeurige complexe ge-
tallen voorsiellen

d

e
ez
..I.

[SXY

1 o= 1
o + b = a+ b
{ 2 - 2
(2 + b)° = 2° % 220 + b
(a + b)3 = ad + 3L + 3ab® + v
p)
(a + b)4 = a4 + 42”7 + b<3b + 4ab3 + b,

(a + 1)? = a%+5aty + 10a70° + 102707 + sapt + b2,

Ynz.De hierbi]j optredende getallenfactoren vormen een driehoekig sche-~
ma, 2enaamd de driehoek van Pascal,n.l.

1 7 @ 21 35 a T 1

In iedere rij is zowel het cerzte als net lactute getal gelijk aan 1,
Blk der gverige petallen is,voliens definitie gelijk azan de som van de
twee ormiddellijk dearboven staande getallen,

a+b is een binomium(dat betekent:twee~term) .De getallen voorkomende
in de driehgek van Pascal heten daarom binomiaal coefficienten en wor-

. w . . .
den in de regel met ( 4 ) aangeduid,en wel zo,dat de drishoek van Pas-
val ook geschreven kan worden in de gedaante

©®
SINNE)
: 5 B (@)
& B B O
R ¢ NN ) N €Y I
e btinomisalooefficienten (k) zijn dus gedefinieard voor elk paar ge-
hei= getallen n en h met n2hn.Daarbij is

n
(L‘ >.. 1. (;A> = 1
mm_ﬁ'\ voar a< h<u per detianl ie gelijk is uan
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{ n=-1 ‘n=-1
h-l) ¥
P . = & . . s
Wij bewijzen thans, dat het getal (f ) gelijk is aan 57%3:377 . Hierbij
wordt onder nl! verstaan het product der getallen 1,2,...,n-1 en n. Dus
1d =1; 2L =25 3] = 65 ...
Onder O! is men gewoon te verstaan het gzotal 1. Men heeft
n(n-1)! '
1
Om de formule (%?) = ETTﬁiﬁTT te bewijzen passen we volledige

il

nl

indu " . toe ten aanzien van n. Voor n = 0 is de esnige binomiaalcoef-
- . - © - 0¢

ficient, die wij behoeven te beschouwen (A )= I = 5T 0T * zodat de for-

mule voor n = 0 juist is.

Voor n >0 en h = 0 is de formule cvenszons juist want men heeft
nt

(§)=lenm=1~
Oock voor n>0 en h = n is de formule juist {bewijs dit )

Wij onderstellen thans dat de formule voor n-1 in plaats van n is
bewezen en mogen daarbij aanncmen dat het natuurlijke getal h voldoet
azn 0<h< n. |

Derhalve kumnen we formule (1) toepassen en vinden

- R
2.} ]

I
Tyl m ) L R A
/; / .,-’ + = .~ J

[ =1/ F ] e 1 e 1

- /j”j,——n al ! _ A

- e _.._.—.---p-—" . - —— e i

/ / g - t} ‘-'.; .’;‘/."7”.'"'-_};/

waarmee de gezochte formule bewezen 1s.

opg. 1. Bewijs (/)= (. 4).
Wij hebben thans gevonden voor ieder natuurlijk getal /°

»

tn &
.f1+-’)/'

T

7 , x . ’
— P o st .

; i / DEAR 4 — = . Rl T
[P N B~ =~ L. e
[ j-2 4

: o
Wij kumnen deze formmle ook schrijven in de gedaante (+4) =

7':

g -/

= /; . _Zf_;-'/y
,7’1» A

OnE. 2. Bewigs dat voor W111ekeur1ge gehele a en b de uitdrukking
(a+b) = a’= b’ deelbaar is door T.

Met behulp van de gevonden formle is het ook mogelijk om een ont-
wikkeling van (a+b+c) neer tc schrijven.
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Immers

" . -)7'7
(at+bte) =;a + (b+c)s

N

_ N n! h n-h
= 2 nTtamyr 2 (v+e)
() *
.')’) ‘n—h .
2 R (n-n)? <. KI{n-h-k): ¢
h-o K=0 '
" 9._;‘,
= ‘;" .E..:. a»’ ’ l b\'& » - ;"‘w
2 h! 2 K {o-h-%)1 ¢
¥ U
% , .
_ n! beow w
= hiximr & P ¢
;\’V“‘M*u
fdbor oz

De bedoeling is hierbij, dat de niet negatieve gechele getallen

hyK G m all.e“gehele waarden van O tot en met n doorlopen, zodanig dat
hun som gelijk -

TC9N N
Voorbee 1d. ' ,
3 tf—
(atbte) = 2 k) Bk wm
. h;’;‘;:‘) h.o ko me n, b C ®
‘x‘r | SN :;

Hierhij zijn voor (h,k,m) slechts mogelijk (0,0,3), (q,3,0), (3,0,0)
(01192), (0’2!1)9 (190!2)9 (2’091), (1!290)5 (21110) {l!lvl)\ Elk der
10 gevonden stellen levert een term in het rechterlid. De coefficient
van b.v. de term abc is daarbij

Wij merken nog op, dat de termen met (h,k,m)= {0,0,3), (0,3,0) en
(3,0,0) analoog gebouwd zijn. Zij luiden c7, b° en a’. Zo zijn de
volgeme termen ook analoge « Men schrijft vaak kortweg

(at+b+c)” = J a° +3 T a" b+ 6 abe,

wanrbij met 5 a” de som 2’ + b +¢ enmetSalb de som

a"b+ab  +a c+ac + bic+ b c bedoeld werdt.

Opmerking. Op analoge wijze vindt men formules voor machten van veel=-
termen bestaande uit vier of meer termen. In het algemsen, een resul-

taat dat door volledige inductie te bewijzen is, komt men tot de for-

mu]-e /f = \ . " . 7 / " N
<< IS . who h &
( £ ”b} - 2... T ,,,,..,_.‘..«.' -‘_). fa o a?

Bt / ".,;“...))‘9—.;1 h_'f b}f... .- f-.‘,‘

hod bt oo =™



;}

Opg. 2. Bepanl de coefficient van x! in de ontwikkeling van (1+x+x°) .
L . ) ‘7!__ :
Opg. 3. Bewijs %;’(: )= 2." Bereken ;i’(: )(-)h .

i

14. De reststelling.

De reststelling luidt als volgt:
Indien men een veeclterm £ (z) deelt door x -~ a, ontstaat cen rest,
die gelijk is aan f{a).
Voor het bewijs beschouwen we een willekeurige veelternm
”*» n-
£(x) =8, X +2 X 4 ... +8,, X +a,.

Dus
-1

A n
f(a)=a, a”" +a a” '+... +a_ _a+a,,

derhalve

£(x) - fa) =a,. (x =2+ a, (x" - a7 M .ot a, (x-2).

BElk der termen in het rechterlid is deelbaar door. x - a; immers
men heeft voor ieder natuurlijk getal p

i

2" - af = (x-a)(x"" pos

Rias -
+ a X +o..ta” e

Het rechterlid is dus zelfs deelbaar door x - a; men vindt dan
£f(x)- £(a) = (x~-a) V(x),

waarin V(x) een in vertind met het bovenstaande gemakkelijk te bepalen

veelterm in X voorstelt. De laatste betrekking geschreven in de gedaagnte
£(x)= (x-a) ¥{(x}+ £(a)

brengt juist tot uitdrukking, dat de rest bij deling van f(x) door
x-a gelijk is aan f(a). '
Opmerking. Op de bovensangegeven wijze is een zodanige Vaelterm\éz)
geconstrueerd, dat £(z) - (x-a)\/(x) gelijk is aan een constante.
Gevolg. Als voor een veelterm f£(x) geldt f(a) = 0, is de rest, bij
deling door X - a, gelijk aan f(a) = 0, zodat de beschouwde veelterm
dai deelbaar is door X - a. |

|

Voorbeelden. De veelterm £(x)=x° - 3 X - 2 neumt voor x = 1 de waarde
"~ 4 aan, dus de rest bij deling door x -~ 1 is gelijk aan -4.
Opg. 1. Bepaanl ook het quotidnt bij de laststbeschouwde deling. ep de

bovenasngegeven wijze.
Dezelfde veelterm is duelbaar door x - 2, want £(:)= O.
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Opg. 2. Bepaal de rest bij deling van

J{; # ¢ i
x -4 x +5x7 ~6x" +2

door X -/
Opg. 3. Voor welke . - -wmarde van het natuurlijke getal n is
(x#1)" = x = 1 deelbaar door x + 17

Zij thans gevraagd de rest bij deling van £(x) door (x-a)(x-b),
waarin we a # b onderstellen.

Wij weten reeds dat er een veelterm g(x) bestaat, zodanig dat

(1) f(x)= (x-a) g(x)+ ¢

Cezelfde overweging leert ons, dat er een veelterm h(z) bestaat, zodanig
dat g{x) = (x~b) h{x)+ 4. '
Derhalve is
f(x)= (x-a) (x-b) h(x)+ d(x-a)+ c.

De gezochte rest is dus r = d(x~a)+ c¢. Deze bepalen we nu verder uit de
betrekkingen, die men door substitutie direct vindt

fla)= ¢
£(b)= b - da + o, qus a = LRI=E@),
Hieruit volst r(x)= & g_;f 2l x +¢ - qa

- £(0)=f(a) . , bf(a)-af(b)
b-a b-a

We hadden dit laatste resultaat iets vlugger gevonden door op te
merken dat blijkens (1) de rest van f{x) na deling door (x-a)(x-b) van
de gedaante m x + n is, dus

fx) = (x-a)(z-b) g(x) + mx + n.

Derhalve
f(a)= am + n

£(b)=bdm + n ,
£(b)=f(a) .

b-a ?

bf(a)-af(b)
b~a

dus m = n=
De gevornden rest bleek te zijn die functie in x van de eerste graad,

die voor x = a een gegeven waarde f(a) en voor x = b een gegeven waarde

£(b) asnneemt. Zij thans gevraagd een veelterm van de graad n-1 te be-

palen, die voor x = @, een waarde A,, voOr X = a_ een waarde As,...

en ten slotte voor x = a, een waarde A, sameenmt.

Dit vraagstuk is op twee verschillende wijzen opgelost, nl.
Newton en Lagrarge. '
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Ferst behandelen wij twee metheden die voeren tot een formule,
die de interpolatieformule van lagranre wordt genoemd.
Zij de gezochte veelterm

;‘.o' "i
£(x) = ¢ X + ¢, X + areet G
Dan heeft men
A, =¢a” + Pty +c
f = 018., C'F‘li « e oo e b
o el )‘z*‘_f
AY = C,&z + C.a,, + onoat C‘r .y
e -3
A, =ca” +cal + eeaat

Met behulp van determinanmten volgt uit n+l betrekkingen door eli-
minatie van de getallen 1, c, , C oyeessy C

o b

, die niet allen nul zijn,

Ce(x)  xt L xTt L. 1
: n-! 7 o2 o
;A' 9., 8., e 1
1]
H Ay | P
iAN‘ a_. a;‘ “ oo 1
* i
i =0
t . . . . . . ° « |
l {
b y_,’!. ;
iA.n a“‘ a«n LN ) 1 ‘.
1

Ontwikkeling naar de eerste kolom levert

: [ ] . ‘1»" ‘h" .
: a¢ .oolz }x oscli ' a; "i.l
. i | ; .
™ ® » - g » f(X) = :aJn bﬂ.lg A. +i xﬂ'l ...1AL+‘.
wr b ; ‘ { H ;
a. "'1; e e 8 8 e i ot i
- ‘ * | ! 1
; o li 3 3 e %
éa'? rer | P u§
ot %
s st l . a"i\ Q‘ll(
; a, oo-lz
P e s e e e
+ ‘
E o iA
' 8.""“:'!' ‘«01' n
i
!

X “'ﬁd LI ulg
derhalve wegens de stelling van ven der Monde ter berekening der de-
terminanten in de laatste betrekking
..t,.t’}wlls--“,zl,_*i o) A n [ X)X, x=) 1{ +
-0, o fa- s w,} R Y AR N IR _?)
Qe gevonden formule is ook op andere wijze te vinden. Laten we di¥

demonstreren aan het geval, waarin gevraagd wordi een veelterm £(x)
van de derde graad te bepalen, waarvoor geldt f = A {(4’}"

fo=C  jeu=t.

Het blijkt dat men de veelterm van de volgende gedaante kan onder
len:
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l,r..' o X e b'&-:‘j;‘l\’ - * o Xomtjin g K- 43 = 'K'[.\( EIIX - ,5}(,( -k} ¥
+ {0y - ,:‘.’{':«.-C,'
Substitutie van x = a levert
/3 = f‘(.n’ 3 dla - '9‘
woaruit volgt “t
VR OLTERTE TN AT X

en ap analoge manier vindt men.., ¢ en . ,
Ope.-33. .Bepaal’ de guadratischw veelterm, dic im deapunten =341 edn
3. rosp.cde waarden 6y, 4 cn 0 aanncemt. IR - "

QPE;“~ Bepnal: de veelterm van de derde graad, die voor x=1,2,3,4 resp.
gelijk is aan 1, 2, 4, 8. Artwoord 7" x3—-fx2+~§—x.

De gezochte veelterm van de derde graad, die voor x=a,b,c,d fesp.de
waarden A,B,C,D sammeemt, kan ook op andere wijze worden gevenden, een
methode, die van Newton afkomstig is. W proberen de gezochte veelterm
in dec gedaante te vinden
(2)  f({x) = % + 5 (x=2)+ (x=2) (x-b)+ 7 (x=2) (x=b)(x-c) ;
we bepalen ccrst de cnbekende ce¥ffici¥nt x door de substitutie x=a.
Mon vindt  x =f(a) = A, Is x eenmmal bepaald, dan vindi mn 7 desr
d» gubstitutie x-—b die ons leert

A+ (b-a) = £(b) = B,
dus S= %E% s enz, Deze methode heeft het voordeel, dat de gevonden
cubische vcelterm gebruikt kan worden in a2lle gevallen, waarin een veel-
term wordt gcvraagd, die voor x = a,b,c,d,e,... resp. de waarde
A,B,C,D,E,... aanneemt.

Het "beginstuk" van zo'n veclterm is juist het zoéven bepaalde
gedeelte (2).

Opmerking: De beide methoden om dec gezochtc veelterm tc vinden zijn
reeds toegepast bij het zoeken naar de rest bij deling van f(x) door
(x-a)(a-b). -

Opg. 5. Benpaal de veelterﬁ van de derde graad, die in de punten x = 1,2,%
gelijk is aan nul.

Opg. 6. Hee vindt men volgens de methode van Vewton de meest algemene
vcelterm van de vierde graad, die voor x = 1,2,3 gelijk is aan nul?

Hoe de meest algemene veelterm van de vijide gread?

-8, Nulpunten van veeltermen.
Ben getal a heet een nulpunt van ecn veelterm f(z) als geldt
f{.)= 0,
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Neemt man ann, dat elke veelterm f(z) ten minste &&n nulpunt heeft,

) ,dan levert de reststelling ons een belangrijk resultaat. Noem dit
nulpunt z, . Dan is £(z) volgens de reststelling deeltaar door z - z,,

dus er bestaat een veslterm g(z), zodanig dat

£(z)= (z - z,) g(z) .

Tc graad van g(z) is één lager dan die van £(z). Is de gread van f(z)
greter dan 1, dan is van g(z) de graad 21, zodat er, alweer volgens
bovengenoemde stelling, een getal z, bestaat mat g(z;.:;)= 0, dus wegens
de roststelling bestaat er een veelterm h(z) met g(z)= (z-—z__z) h{z), der-
halve
f(z)= (z-z_; )(z-vzz) h(z) .
Zo voort~aande vindt men

(1) f(z)= (z- z,’)(z--z2 Yeao (z—-z%)k,

waarin n de graad van f£(z) aangeeft en k ecn constante voorstelt.
Is £(z) van de gedaante

" P~ 4
f(z)=a,z +a z + .0 +oa,
¢ A kexd

dan vindt men,door in de beide leden der betrekking (1) de coefficiént
van z " te vergelijken het resultaat k = a ., zodat we uiteindelijk vinden

f(z)= ao(z—z,,)(z-zl)... (z-z,)

Indien men het rechterlid van de laatstgevonden betrekking uitwerkt

levert vergelijking der coefficiénten van z”~ 7 links en rechts

a1=-ao(z1+zz+... +z.) .

Zo voortgaande kunnen we elk der coefficienten By B gesey B uitdruk-~
ken in a, en de getallen ZygeeesZ, o Hierop komen we later terug.
. e
Opg. 2. Bewijsr a_=a (=) =z Z,eeaZ, s
Opz. 3. Beschouw de vergelijking x? - 33 x= + 20x + 12 =0 ,

Toon aan dat iedere gchele wortel dezer vergelijking een deler is van het
getal 12 en bepaal daarna alle gehele wortcls van deze vergelijking.
Z2ij gegsven een vergelijking

¥ f

f(z)zan gh-i- a, Z + ..+, =0,

- - —-—

)Van deze stelling, de hcofdstelling der algcebra gencemd, bestaan ver-
schillende bewijzen. Een zeer eenveudig tewlls wordt later gegeven in
het College Functietheorie I.



Dau vindt men een vergelijking wasruan alle wortels k groter zijn dan de
resp. wortels‘der gegeven vergelijking door z in de gegeven vergelijking
te vervangen door z - k.

Dan ontstaat 4o vergelijking

m -4
f(z-k)= ab(z~k) + av(z~k)7] + ... a = 0 .

Bewijs: Zij z,; een wortel van de eorspronkelijke vergelijking. Dan heeft
men dus de betrekking f(z,)= O. Dus f(qf+ k - kX)= 0 en dit houdt in dat
het getal z, + k een wortel is van de nieuwe vergelijking f(z-k)= O,

Opg. 4. De wortels der vergelijking £( é% }= 0 zijn a keer zo groot als
die van de vergelijking f(z)= O.

Opz. 5. Bepaal de vergelijking waarvan de wortels de reciproken zijn van
die van de vergelijking f£(z)= 0.

ng. 6. Bewijs dat voor de vergelijking

- -]

ral
a, z +a, z + oo ta__,z2+a,=0,

wearin aﬂ’% 0, geldt

LAY + L=
Opg. 7. Bepaal de verg,, waarvan de wortels gelijk zijn aan de derde-

machtswortels van die van de vergelijking

zz' -T2 -8=0,

Opg. 8. Bepaal de vergelijking waarvan de wortels de derdemachten zijn
van die van de vergelijking z° -7 2z - 8 =0 .

Opg. 9. Zijn de wortels van de vergelijking z‘%+-3 zz'+ 52+ T=0
gelijk aan Zyy Za1%3s bepéal dan een vergelijking met wortels

4 z,%+ 3, 4 zz+-3,4 z .+ 3.

Definitie. Een getal a is een tweevoudig of dubbel nulpunt van de veel-
term £(z), als er ecn veelterm g(z) bestaat, zodanig dat

£(z)= (z-2)° g(2),
maar geen veelterm h(z), zodanig dat

£(z)= (z-2)" n(z) .
In liet algemeen heet een getal a een k-voudig nulpunt van de veelterm
£{z), als er een veelterm g(z) bestaat zodaniz dat

£(z)= (Z«-a)!{ g(z)

maar geen veelterm h(z), zodanig dat

k+1

£(2)= (2-2)*"" n(a) .
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Opgs_ 10, Bewijs dat een veelterm van de n® graad geen (n+l)-voudig
nulpunt kan bezitten. Schrijf een vergelijking van de n® graad op, die
een n~voudig mulpunt bezit.

Om uit te maken ef een vergelijking mecrvoudige wortels besit,
hebben wij een proces nodig dat men differentiren noemt. Wij behande-
len dit proces onafhankelijk van de analyse.

Def. Als f£(z)= z”ﬂ dan noemt men de afgeleide functie van £ de vorm

-/

f'(z)=n.z .

izerin stelt n een willekeurig natuurliik getal voor. Verder definicren
w.t De afgeleide van het getal 1 is nul, zodat de bovenbeschouwde for-
mule ook voor n = 1 geldt. ‘
Def. De afgeleide functie van af(z) is gelijk aan af'(z). Hierin stelt
n ecn willekeurige constante voor.

Opg. 11. De afgeleide van de functie f(z)= a is gelijk aan nul,

Def. De afgeleide van de functie f(z) + g(z) is gelijk aan £'(z2)+ g'(2).
Opmerking. De laatste definities kunnen beide worden toegepast om de af-
geleide van pf(z), waarin p een matuurlijk getal voorstelt, te bepalen .
Opg,12. Toon aan dat zij hetzelfde resultaat opleveren.

Op grond van deze definities heeft mens

> 3 -7

Is f(z)=a, 2z +a, z +oaeeta, oz ta,

dan is de afgeleide functie f£'(z) gelijk aan

Y M-z

f'(z):naoz + (.-n-,/)aﬂz + oo +&,nb/-

Opg. 1%. Bepaal de afgeleide van de functie
£(z)= (z-1)~

8+4clling., De afgeleide van een product f£(z) g(z) is gelijk aan
£'(z) g(z) + £(z) g'(2)

Hierin stellen f£(z) en g(z) veeltermen voor.
-Om deze cigenschap te bewijzen merken we op, dat als g(z)=h(z)+k(z]},
het voldoende is de formule vgor de producten £(z) h(z) en £(2z) k(=)
te bewijzen, want als dit geschiedt is heeft men
(£(2) g(2)r = (£{z) (h(z)+ k{=)})"
= (£(2) h(z)+ £(z) k(=) = (£(z) hiz}}' + (£(z) k(z)}
= *(z) h'(z) + £'(z) hiz) + £(2) k' (z) + £'(7) k{z)
= f(z) (h(=2)+ k' (2)) + £'(z) (n{m,+ x(z}]
£(z) (h(z) + k(z))' + £'(z) (alz, + %z}
n-nnnu:a-ﬂ#&ﬂ.ﬂ.i&l:té!ig) &lz)e

v
’
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Evenzo is het:bij £(z) = p(z) + q(z) voldoende de formule voor

elk der producten p(z) g{z) en q(z) &(z) te bewijzen.
Beschouw nu de veeltermen f£(z)= a, z + a,z * ... +a,

m m-t

en glz)= b,z +b,z + ... + D,

Wij kunnen voor het bewijs van onze stelling vols taan met het bewijis

- >A 3 3
ervan voor een product van de gedaante a z . D z” , waarin r en s miet
negatieve gehele getallen zijn. '

Opg, 14. Teon aan dat het voldoende is de eigenschap voor het product
zT.zs tc bewijzen.
Wij hebben nu nog slechits het bewijs van onze eigenschap voor het

s - €3 r+s—1
product z 2z~ te leveren. Men heeft (o7 z2 ) = (=z )' = (rts)z =

=rz, fesztas = (z™)' 25+ (2%)' 2%,
waarmee de bescheuwde eigenschap bewezen is.
Stelling., De afgeleide van de functie (z-a) is gelijk asn n(z—a)qﬂ-i
Bewijs door volledige inductie. Veor n = 1 (of nul; ga dit nal) is
de eigenschap rceds bekend.
Zij de eigenschap voor n-1 in plaats van n reeds bewezen. Dan heef:
men

Nea ol

((3=8)")" =((z=8)" " (z=8))'= ((z=a]""")" (s=a)+(z-a)”""(z=a)"

~ = (1) (z-a)” (z-a)+ (z-a)  f=nlz-a) """,

S
Stelling, Is f(z)= (z-a) g(z), d&an bestaat er een veelterm h(z) zodanig
dat £'(z)= (z—a)k" h(z).
Bewijs: Men heeft

£'(z) = ((z-a)kg(z))' = ((z--a)}\")' g(z) + (z-a)kg‘(z)
&= = k(z-a)kﬂl glz) + (z—a)r-g'(z),
dus " '_
(2) f'(z)= (z-a) % k g(z) + (z-2) g'(2) %.

Stelling. Is a een k-voudig nulpunt van f(z), dan is a een (k=1)-voudig
milpunt van f£'(z). ,

Bewijs:r Dat £'(z) in dit geval deelbaar is door (z—a)‘quis in de voor—
ganrde stelling bewezen: Ons rest dus nog son te tonen, dat £'(z) niet
dcelbasr is door (z-a)".

¥u heeft men £(z) = (z-a) g(z), maxr =7 bhostort geen veelterm
h(z) met £(z) = (z-a)k+’ g(z), dus er is geer veelterm h(z) met
g(z) = (z-a) n(z), dus g(z) is niet declbanr d00cr z ~ a. In formule =

(2) is dus de laatste factor in het ﬁ??hbellji aiet deelbaar door z-a,
. . < . .
dus f'(z) is niet deelbaar door (z-a) , waarmcd: e verlangde eigenschap



- 2] -

bewezen is.

Is 2 een k-voudig nulpunt van £(z), dan is a een (k-1)~voudig
nulpunt van f£'(z), dus, als we deze eigenschap nog eens toepassen en
wel op £'(z) in plaats van f(z) : h-t getal a is een (k-2)=voudig nul=
punt van £"(z). Zo voort%fande vindt men uiteindelijk dat a ign enkel-
voudig nulpunt is van £ € ‘{>(z), maar geen nulpunt is van f( )(z).

Opg. 15. Zij a een k-voudig nulpunt van f(z). Kan a dan een nulpunt zijn
van £{5+1) (3)% Gecf een voorbecld van het gevonden resultaat.
Opg. 16. Toon aan, dat als de vergelijking

2
2 +pz+q=0
cen dubbele wortel bezit, de relatie-#fﬁ-q_= 0 geldt.
Ore. 17. Bepaal de méervoudige wortels van de vergelijking

2% - 23 _52% 4+ 12 =o.

Wenst men bij een vergelijking f(z)= 0 alle meervoudige wortels a
te vinden, dan zoeke men dus wortels zowel van f(z) = 0 als van
£f'(z)= 0, zodat beide veeltermen f(z) en f'(z) deelbaar zijn door z-o.
Men kan het getal a dan vinden door de G.G.D. g(z) te bepalen van de
veeltermen f(z) en £'(z), welke veé¢lterm g(z) dan eveneens door z-a
deelbaar is. Tedere wortel van g(z)= 0 is voorts een meervoudige wortel
van f(z). .
Opg. 18. De vergelijking z4 -4 z + a =0 heeft een reele meervoudige
wortel. Bepanl deze en los de vergelijking daarna_op.
Opg. 19. Bepaal de dubbele wortels van (z+1l) -z = 1 =0 en los de
vergelijking daarna op.

Een getal heet algebraisch, als het een nulpunt is van een veel-
term met rntionale (dus ook van een veelterm met gsg}e) coefficienten.
Opg.  20. De getallen i, $§2 + i, v&o -2\V5, V7 zijn algebraische

Opmerking. Met behulp van niet-algebraische hulpmiddelen is in 1882
door Lindemann bewezen dat de getallen e en 1T niet algebraisch zijn.

%6.DebhmmMahem&lﬁkﬁm.

Een binomiaalvergelijking is een vergelijking van de gednante
az "+ bz "= 0.

Hierin stellen a en b gegeven complexe getallen voor; n en m zijn
natuurlijke getallen.

Wij mogen veronderstellen a # O, b # O en verder kunnen we, zondexr
de algemeenheid te schaden, aannemen n> m.

De vergelijking neemt dan de gedasnte aan

" "-
a z (z7 7+ é%): 0.
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]

Behalve m wortels z

£
xX.

n-m '
0 vinden we nog wortels,die voldoen aan z  + %—-‘ 0,
A(cosn+ i sin X ). Dan is

1l

Stel n-m = p; -

B
z =- A(ces &t + i sin & ),

wanrvan de wortels zijn

| P T +2KTT
z - = \;'(A (cos o(+2pk T 4+ i sin X 12) >
, P (k = 0’1,000 ’p“l).

Teer.ssing, CGevrasgd wordt de wortels te vinden van

{o] .
Z =14+ 1.

— .
Men heeft 1 + 1 = {2 (cos%-f— i sin -‘}), dus

c‘O,___‘ . .
== V2 (cos 5-%15 T+ i sin 5“2“3}‘ T) (k =0,1,000,9)

Opg, 1. Bereken de wortels uit i, d.w.z. los op de vergelijking z " = i.
Opz. 2. Als de vergelijking %" = a een dubbele wortcl heeft, hecft zi]
zelfs een n~voudige wortel.

Speciale aandacht verdient de vergelijking

aet de n wortels

L

k7

2 . .
';:L= cos " 4+ 1 sin

(X = 0,1,000,n-1) .

Deze getnllen 2 f liggen allen op de eenheidscirkel en vormen de hoek-
Punten van een regelmatige n-hoek. A
D¢ niet-recle wortels dezer vergelijking zijn paarsgewijze toege-
voegd complex.
Men heeft dus z g= 12z, £ (x

1*. oc‘,n-l).
Opzs 3. Bewijs dit. .
Het oplassen der vergelijking 23 = 1 levart ons dus dc hoekpunten
van een gelijkeiijdige driehoek.
Men vindt uwit (2=1){z"+ z + 1)= O direct dc vortels

f~—
- - L =
2=z, =-bxsil¥ 3.

Hieruit vindt men dus de bekende formules uit de goniometrie tecrug
2w _ i, . 2T _ a1 '
cos—\:_;—~—-z,31n~§~2\/3. .
Gewoonlijk goeft men het getal z, =~ %+ 3 iV 3 aan dror de
letter F e
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2' - § @ =
m2~‘33y2,_*za,"’ Vs 2, Z, 0.,

Opg.4. Bewijs: 2, = 322;

De 3 derdemachtswortels uit een getal a zijn van de gedaante o
xp enxp , waarbij X een der wortels van 2% = a voorstelt.
Opg. -5, Bewijs dit.

Ook de formules voor regelmatige vijf- en tienhoek zijn te vinden
met boven behandelde mmethodean 4

We i-ossen daartoe bp de vergelijking z5~=~' 1, dus afgezien van de
wortel z = 1 hebben we de wortels te zoeken van de vergelijking
z? + 2%+ 2%+ 2+ 1 =0 welke we door een kunstgreep kunnen bepalen,
Vser nl. de hulpgx'co-t-heid u=z+ w‘z—in, dan gaat onze vergelijking over

i ‘ 2
n u” +u-4= 0.

Nudat hieruit u bepaald is vindt men uit u = z + :;-de gezochte vier
andere wortels van z° - 1 = O,

Opg. 6. Veer dit uit. _

Opmerking: Het is deor de wiskundige Gauss aangetoond! dat op deze wijze
de wortels van z'7 - 1= 0 gevonden kunnen worden en dat de zijde der
rege lmatige 17-hoek kan worden geconstrueerd met passer en lineaal.
Gauss toonde aan dat slechts construeerbaar zijn de gijden der regel-
natige n-hoek, waarbij

n = 3, 5" 17; 257, e

of een product van een willekeurige macht van het getal 2 en de eerste
macht van een willekeurig aantal der getallen 3, 5, 17, 25T,ees o

De laatste rij getallen is de rij &er priemgetallen van de gedaan-
te 2™ 441, EBen zodanig getal p kan slechts priem zijn als m zelf egn
macht van 2 is, dus zo'n getal p moet zeker van de gedaante p = 2% %1
zijn (k = 0,1,2,...). Niet alle getallen van deze gedaante zijn echter
priem wamt veor k = 5 vindt men het getal 23z+ 1, dat, zoazis Buler in
175% heeft opgemerkt, deelbaar is door 641 .. Het getal .2 + / is
dcelbaar deor 274177 (in 1880 deor landry bewezen). Voor k' = 7;"8,"19,1‘
11, 12, 15, 18,723, 36, 38 en 73 heeft’ menicok Kummen bewijzen dat ©2° +1
niet priem is, Het getal 26+ 1 = 65537 is wel priem; de regelmatige
65537-hoek is dus volgens Gauss te construeren met passen en lineaal.
De getallen 2° +1 (kx = 0,1,2,...) heten de getallen van Fermat.
Opg. 7. Men vermindert de wortels der vergelijking 5z - 1= 0 allen met
4., dus beschouwt de wortels van de vergelijking (w+ 1 Y - 1= 0,

Bewijs dat het product der keorden, die in een rregelmatige n-hoek
beschreven in de eenheidscirkel, één hoekpunt verbinden met elk der
andere hoekpunten, gelijk is aan n.

¢
Opg. B.Bewijs cos T 4 ces 4_? 4+ CO0s =

:F\'
7 Z 7

—
eon R N

i.
Z
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Ten slotte geven we nog even in het kort aan hoe Gauss de verge-—
lijking z'7 -4 =0 oploste.
Men heeft (. -'L)“ (z- _’l)(z 2T e 4 z + 1),

zodat we slechts de vergelijking

) !
zé+z€+'...+z+1=

behoeven te beschouwen. De wortels hiervan zijn

k . LN
z,{ = Co8 21% + i sin &ﬁ]’i (k = 1,2,...,16)

Men heeft 2 + 2z "'""'26:“1'
1 2 !

We stellen nu Zk: Zio f T Wpoo (k = 1,...,16)

= 2 2T K , = =
Dus W‘4 2 cos¥ 7 - Hieruit volgt w; = w_ . en WW =Wt W
Dus -1 LR + w3y = -1.

Verder stellen we in navolging van Gauss

Su"—w7 W,k Wy bW,
)
Dan is w +u,=-lenuu, =4 (v; +...+ wy) = -4.

Hieruit zijn u, en u, te bepalen (alleen met behulp van vierkants—
wortels!)., Men overtuige er zich van dat u_> 0> u_.

Stel nuv4 = w + Wﬁ v, = wa-i-wg; v3=w3 + Wy v?== L w?.
Pan is

v, kv, = uy Vy + Vv, T U,

v,V = ] en J Vv, o= -1

§r4> 0>v, vad 0>V, .

Hieruit zijn v, 3V, sV, en v, wederom alleen met vierkantswdr‘tels’ te
<~
bepalen.
Uiteindelijk heeft men W, +wW, =V

1 4 1
w,’wq = v3
w, > wq

waaruit, al?/weer alleen met vierkantswortelé, Wy en W, te bepelen z=ijn..

i = i = - = 3 = .
Tenslotte is 20 2Rsin :;:2 2Rcos(T - I) 2Rces %— w,R

: S’?. De cubische en bikwadratische vergelijking,
Beschouw een willekeurige cubische vergelijking
z3+ az‘"‘+ b= « ¢ = 0,

Om hiervan de wortels te bepalen gaan we de drie wortele met een-zo-
danig getal vermeerderen, dat de drie zo ontstane getallen wortels zijn
van een cubische vergelijking, waarvan de quadratische term ontbreekt.
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De substitutie z = w~k levert

(w=k)" + a(w-k)Z + b(w=k) + ¢ = 0,

2 3
dus w  + (a - 3K)w + (3k “= 2ak + b)w - K + ak - bk + ¢ = O.
Wij kiezen derhalve k = gien vinden dat w voldoet aan een vergelijking
van de gedaante =

(1) w2+ pw + q = O,

welke vergelijking wij thans gaan oplossen volgens een door Cardano
gegeven methode.
Stel w = u + v, waardoor de vergelijking de gedaante

w o+ v o+ (p+3uv)(u+v) + g = 0O

aanneemt. Wij kunnen aan de getallen u en v, waarvan slechts de som
w vastligt, nog één voorwaarde opleggen en eisen
3 uv + p = 0. Dan geldt dus

De getallen u env zijn hieruit te bepalen. ¥en vindt b.v.

u? = _-+ \/ 3= 2 AL 1“

._,,v - ==\

Hieruit volgt

3 .y
u = z:,\/’- £ \,’ "+ 1%, waarin &= 1, p of(  is.

L

Fvenzo

37 B3 gz
v =¢, \.*‘/— = - \,P/j +—-— , Waarin I.=/ fof F o

Het is niet zo dat hieruit 9 mogelijkheden voor u en v volgen, want
de getallen £, en Sz'moéten z0 gekozen zijn dat 3uv = -p, zodat bij een
bepaalde keuze van het getal §, slechts één waarde van gzbehoort* Rij
<1k der drie keuzen van &, vindt men een bijbehorende waarde van Css
zodat men drie correspomderende stellen (u,v) vindt en dus ook drie
waarden voor de wertel w = u + v der be¢schouwde vergelijking.

Opg.l. Bepaal de wortels van de vergelijking .

P
23 + 2V6 + i =0,

In het vervolg onderstellen we dat p en q regel zijn en onderscheiden
verder drie gevallen.

le geval. Onderstel é% 2'7> 0.
Dan zijn de getallen

N 3, gt 3/
m-&%-—+—\/ P _5. en n = V

dus uv is reeel heeft men

NI o

3
2% Y i
- \,é; + Z- redel en wegens uv 5
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u =m ',V =n o u =‘:~-m, v =(azn -ef u:===f>am y V '-“-F'n,
dus '
2 2
w7=m+n;wa=(5m+9n; w\?):pm-f—en. |
hicrin is W, refel maar W, en W niet re€el, want hun som is weliswaar |

reeel (n.,1l. -m-n, waarom?) maar hun verschil is
(Eﬁ~f3(m~n)

2‘ + 1-~1\,

2{>+l) (m-n) en dit getal is zuiver imaginair wegens

\‘H
o

en m:}fn, zodat L en w, toegevoegde complex: gzijn.

Opg. 2. Waarom is m=n?

3 (‘ . re
Als 7—%-% T > 0 heeft de beschouwde cubische vergelijking (1) dus één
reéle en twee toegevoegde complexe wortels.

PR

2e geval, Onderstel ﬁ + ;—= 0.

De getallen men n Z:L,)n dan reeel en goligk. Men heeft
w,7=m+n== 2m; w -f)m+ (—'n'=-m; W, =(::m+(:.n=-m,
zodat de vergell;;k:mg twee samenvallende wortels bezit.

Opg. 3. Bewijs dit resultaat ook door naast vergelijking (1) de
"afgeleide" vergelijking te beschouwen.

> g2
52 geval. :%— + ...<O !"""T"'"é’z’" r""';-gr“"““c]z
in dit geval zijn de getallen -5 +\, -7; + 7 en - \ 7 +

T oagevoegd complex, dus men n ook Daar het product mn dan reséel is en
uv = - @ ook reéel is, kieze men

)
pd

W, = mng W, =(3m+t0n‘ w, = (-=lm+en. )

De wortel w, is dus reéel. Bchter zijn (& en&\'} toegevoegd complex; m én
i» ook dus €m en flan ook, dus w, 1s eveneemns reee]; Dan is ook W reeel.
et karakter der wortels van de vergelijking e+ p=+ q =0 hang't dus
af van de vorm D = f— 2:, die de discriminant van deze verge113k1ng
wordt genoemd. <7 “

Men heeft dus

D >O één redle en twee toegevoegd complexe wortels.
D =0 reéle wortels, waarvan er twee gelijk zijn.
D «0 drie verschillende redle wortels.

Opg. 4. Toon aan dat in het derde geval de drie wortels inderdaad ver—
schillend zijn.

He‘t; derde geval beschouwen we nog iets nader. Men kan proberen sm

\/ 5+ \/_E;:? te v1nden in de gedaante s + it door gde betrekklr»g

(s + 11:) - 2 + \\,-’ i te beschouwen.
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Men heeft dan s~ = 3st = = ~. . — 73
st 40 =\ B L
A
Quadrateren en optellen levert 5
5 3
(Sz + t¢) = e [
4 27
. : R
dus, daar sz +‘l:z reeel is, s + t° —*E' dust = - g-s s
hetgeen na . substitutie in de eerste be*trekklng voor s en t levert
s *+ ps + 333 = - 'g-r

aus
(28) % + p(2s) + q = 0,
zodat we om s te vinden weer bij de oorspronkelijke vergelijking te-
recht zijn gekomen. Dit is de reden waarom het derde geval wel het on-
herleidbare geval wordt genoemd. :

Een methode, die wel tot het gestelde doel.voert, is de volgende.

Stel \/ 14 1\// B _q

(cos(f}‘*‘ i s:Ln&]&)

'1;?
Dan heeft men
M
a (008390"‘ i 31n3f) = - lia-l- 1\ % T >
dus ' '
aé=-— /oof (a is n.l. reéel) a = / -i’.
ez
e & 3
N.B. Vegens 4: + ..7_<O is %<O dusV Z reédel.
“ gz
Voorts heeft men cos 3¢ = -2, sin 3¢p = \/*%'“ K2
’)qb

Hieruit bepale men 3CP s Waarna voor 99(11‘18 hoeken mogelijk zijn, die

allen z,g verschillen,

Zoter is het om in het onherleidbare geval direct de goniometrie te
ulp te roepen. 3 N '
Taschouw weer de vergelijking o pz + o = 0 met 2‘?—7 + % < 0, dus p<O.
“t:l 2 = a cos ¢ (in dit geval is elke wortel z immers redel, zodat
deze substitutie geoorloofd is).

n heeft dan na substitutie wegens cos 3 C‘D = 4 cosscp\ - 3 cos(p

513003 3Cf> + Ba‘?cos ({) + 4pacos P + 4q = 0.

Kics nu a zo dat 3a% + 4p = O, hetgeen mogelijk is wegens p <0. Dan
-vlndt nen a3 cos -J(T = ~4q, dus cos 3 ({,/ = - ig

Wegens [_. + (l <Oenp= - ~—fl “heeft men “ \i‘\d zodat inderdaad een
hoeck 3 7bepaald kan worden zodanlp' dat cos 3(}« %{i . Is deze hoek

~

zevonden,afgezien van veclvouden van 275, dan is (pbepaald op een veel-

voud van i:i na, zodat men drie verschillende waarden vindt voor z =

~J
a COoS z'/' .
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Opg. 4. De hier gevonden hocken qﬂzijn dezelfde als diec bij de voor-
- afgaande methode gevondene.
Opg. 5. Los op de vergelijking z° - 3z - 1 = O.

Tenslotte geven we in het kort een methode aan, om rechtstreeks

de vierdegraadsverge lijking

4 3 2
z 4+ az + bz +c¢cz +d4d=20

op te lossen.
Wij trachten het linkerlid te brengen in de gedaante

2 2
(2% + 85+ p) % = (qz + 1)
- 2
waarna de ontbinding

(zz+@-z+qz+p+ T) (52+£L_lz- QZ + p-1 )
ons de vier gezochte wortels oplevert.

We behoeven dus nog slechts de getallen p, q en r te bepalen.
Men heeft door vergelijking der coéfficiénten

2 2 = p - 4
D-q = -
_ %
(2) ap - 2qr = ¢
[ p*-r*=a
Uit de twecde betrekking lost men q op en vult dit in in de cerstc,
waarna, or komt

ap-C, 2 z
2p - (£ =p - &,
2w 4
cus 2
4r* (2p+ %-b) = ,(ap—-c)z)
waarna de lnatste der betrekkingen (@) ons leert
(p*-d) (8p*a®-4b) = (ap-c)~
Uit deze cubische betrekking is p te bepalen, wanrna 42 hetrsk-

kingen (2) ons q en r opleveren.

Op een nadere bespreking der mogelijke gevallen goan wij hier niet
1,
Opg. 6. Los op de boven aangegeven wijze op de vergelijking

zq+4z3+ 422‘- 4z + 1L = 0,



§4 .. Symmedrische functies-

Bij de vierkantsvergelijking zz— a4z + a, = 0 met de wor'tels~z1 en
Zg zijn dgplementair-symmetrische functies a4 = Z4+2, €n a,= I, 2 Wij
gaan nu beschouwen gehele rationale symmedrische functies van Z4 On Z,,
dwz+ geeltermen in zy 8B Z,, die niet veranderen, als z4 en Z, worden
verwisselds Bij voorbeeld~

2 2 _ .2

3

-

#

213+ Z, (z1+z2)3 -3 z1zz(z1+zz) = 313~ 3 a43,
z14+ 224 = (z1+22)4 - 3122(4z12+ 65132+ 4222)=a14-a2(4a12-8a2-

» In deze voorbeelden hebben we genemen homogene veeltermen izn Z4 222)52
respes van de graad 2, 3 en 4« In het eerste antwoord hebben we gevon-
den een veelterm in as en a,, waarvan elke term het gewicht 2 bezit;
daarbij wordt aan een constante het gewicht ¢, aan a, het gewicht 1 en
aan a, het gewicht 2 toegekend en onder het gewicht van een product
verstaan de som van de gewichten der factorens Een veelterm, waarvan
elke term eenzelfde gewicht bezit, heet isobaar ( disos. = gelijk;
baros = gewicht)+ Het eerste antwoord is dus een isobare veelterm met
gewicht 2+ Het tweede antwoord is een igobare veelterm met gewicht 3
en het derde een isobare veclterm met gewiocht 4+ Ander voorbeeld :

214+3 51322 + 3 2,2 23+ 2242 (514+224) + 3 z1zz(z12+ 222)
= a14 -4 a12a2 + 2 a22 + 3 az(aﬂz— 2-a2)
zodat dit antwoord wederom een isobare veclterm met gewicht 4 is-e
We gaan nu de volgende stelling bewijzen-
lLen homogene symmetrisbhe veelterm in z4 en z, van de n® graad is te
schrijven als een isobare veeltrm in ay en a, met gewicht me*
De bewering is evident voor m=1, want een homogene symnetrische -veel~
“term in Z, en z, van de 1% graad heeft de gedaante CZy+ CZ, = CBy* Wij
mogen dus m >‘2 veronderstellen en aannemen, dat de bewering reeds be=
wezen is, wanneer m door een kleiner natuurlijk getal wordt vervangen-

We kunnen de beschouwde homogene symmetrische veelterm van de m?

graad schrijven in de gedaante 0(21 oz, oy, 742, P(z1,zz),

waarin P sen homogene svmmetrische veelterm van de graad m—-2 is+ Verder
knhhen we sehrijwven o T - - ————

' N zgmﬁ za = (z1+zz) + 2,2, Q(24,3,),

wzarin Q eveneens een homogene synmetrische veelterm van de grasd m-2
is* Aldus hebben we de oorspronkelijke symmetrische veelterm geschreven

in de gedaante c(za.fzzlm + 2,7, R(z1,zz),

waarin B een homogene symmetrisché VO€rs-w. van de graad m-2 voorstelt:



. - 24 -
(Alé m=2, is R cen constante)+ Volgens onze inductie veromnderstelling
is 3(51,z2) gelijk aair cen isobare veelterm U(a1,az) met gewicht mn-2°¢
Dus de¢ oorspronkelijke homogene symmetrische veelterm in 21 en 22 van
e ed s _ : ‘
de m~ graad is gslijk aan o a1m+ a, U(a1,a2)
enn dit-antwoord is inderdaad een isobare veelterm met gewicht m*
Opgel+ Bewijs dat 211O+ 2210 te schrijven is in de gedasnte
10 8 6 2 4 3 2_ 4 2,
Cqay HCoa, 32f°331 8y +Cg84 85 +05a1 8, +Cg8n~
waarin Cqit""sCq absolute constanten voorstellens
Opmerking® Doeze constanten kunnen worden bepaald op de manier,z.alis

in het bewijs is sangegeven*® De berekening kan echter vlugger alsvolgt

g&3chicden:
z15+z25=(z1+z2)(z14+224-z122(z12+222}+z12222)
= a1(a14- 4 a12a2+ 2a227 a12a2+ 2a22+ 322)
= a1(a14~ 5312a2+ 5a22)-
Dusv 311O+ 2210 & (215+z25)2— 2 z15z25
= a12(a14§5a12a2+ 5a22)2 -2 a25 enz*

Aldus blijkt o1=1, CHo= -10, ¢y = 35, c, = -50, c.= 25, c6=-2-

5
“Torden slechts enkele co&fficienten gevraazd dan kan men soms vlugger
e werk gaanes ¥il men bv: allcen de coffficient Cg bepalen, dan be~
schouwt men eern vierkantsvergelijking, waarbi] ay= C is, bve de vier-
kentsvergelijking 22~1= 04 Bij deze vergelijking (die de wortels + 1
bezit), is zy 04z, U= 2, termijl het antwoord gelijk moet zijn san
-c6g‘dus Cg= -2
Opg:2: VYat is de gemakkelijkste manier om c, te bepalen?

In plaats van vierkantsvergelijkingen gaan we nu vergelijkingen van
willekcurige.. grmoad n beschouwen: lk schrijf deze vergelijking in de

-1 T
sedasnte zn- a1zn + azz B ... & -.)nanz O-

Noum de wortels van deze vergelijking Z427 - .5_°* De e2lementaire symme-—
trische functies zijn hier ‘

8y = BytZot tcc 7 = 321
= ® e [/ ._:.3‘
8y =.2,%,%%,2 3 I - RN 2.3

. . ° o > ] » - s - [ L] e . L]

B4 B42p1 i3, qF C 0 T+ Bt tBy = Q2 B4, 0T g

R - R
D¢ hier optredende sommen bevatien resp’ ( (n> ( {2 termen-
Wij stellen ons de vraag of bij een VLrbellgklng van willekeurige

graad cen stelling geldt, analoog aan die, welke we bij vierkantsverx-
gelijkingen gevonden hebben® Daartoe is het nodig in te voeren het ba-
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g¥ip +van isobare veelterm in de codfficienten ay, a5, *°°*, a,° De de-

finitie ligt voor de hand* Ik g-ef aan een constante het gewicht O, e

aan a, het gewicht 1, aan a5 het gewicht 2,°**, a, het gewicht n en
ik versta onder het gewicht van een product wederom de som der gewich-
ten der factoren* Dus bv: a17+ 5a15a2+a1a32 is een isobare veelterm
met gewioht 7° D¢ stelling, die we nu gaan bevijzen, luidt alvolgt:

sen homogene symmetriskhe veelterm in Z4s' " "%y VDN de m° graad is
te schrijven als cen isobare veelterm in a1,"',aﬁ met gewicht w*

Anders uitgedrukt: Een symmetrishce veclterm in de wortels van een
algesbraische vergelijking kan geheel rationaal worden ultgedrukt in de
coBificienten van die vergeliijking' In deze stelling wordt m =1 veron-
dersteld+ De bewering is evident voor n=1, want dan treedt slechts eén
wortel z4 Op, aie gelijk is aan ds coBificient ay, die in de lineaire
vergelijking voorkomt; de beschouwde homogenes veelterm in 24 hoeft de
gedaante ¢ z1m= ca1m en dit antwoord is isobaar met gewicht m* Ik mag
dus n :Z 2 veronderstellen (dat hierboven het bewijs voor n=2 r-cds ge-
leverd is, wordt nict cenms gebruikt) en ik mag veronderstellen, dat het
bewijs reeds geleverd is, als n door n-1 wordt vervangen®

De bewering is evencens evident als m gelijk is aan O° Immers, dan

is de becschouwde hemogene symmetrisehe veclterm cen constante en sen

constante-is te beschouwen ﬂés een isobare veelternm in 845" 8y met
gewicht O+ Dij het bewijs mag ik dus m =1 veronderstellen* Verder
mag ik aannemen, dat het bewijs rceds geleverd is, als n onveranderd
blijft, moar m door een kleiner getal wordt vervangen®

Wij hebben hier te doen met cen voorbeeld van een bewijs met dubbele
inductie* Bij cen zodanig bewijs(trcuwens bij elk bewijs) is voorzich-
tigheid¢ geboden:* '

Voordal ik het algemens bewijs geef, wil ik eerst de strekking door
gen voorbeeld toelichten® Stel wij willen bewijzen, dat bij de cubische

vergelljking 23-8,7%48,8 -a,= O met de wortels z,,%, on z., de uit-
5 5 1 2 3 122 3

drukking 24742, +235 te schrijven is als een isobare veeltorm in 341
2, on a3 met gewicht 5¢ Daarbij hebben wij aangenomen, dat de oversen-
komstige stelling rceds bewezen is voor vierkantsvergelijkingen, duwz*
dat bij de vierkantsvergelijking 2

Z ~A1Z+Azs 0 met de wortels z1eazzz

de uitdrukking 215+ 225 te schrijven is als een iscobare veelterm
A15-5A13A2+ BAQAEE"Nu komt de kunstgreep: Wij gaan nl* beschouwen

V= 215+225+z35~ (315-5a13a2+5a1322)-

De eigenaardigheid is, dat we in het gevonden antwoord de cofificienten
A1 en A2 genvoudig door a4 en a, gaun vervangen en het aldus . verkregen
antwoord aftrekken van de functie, die we willen onderzoeken: Wij wereh,
»dat a4 en a, elementaire symmetrische functies zijn vap Z4s 2 @n Zy,
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 die in A4 en A2 overgaan, als z3 door O wordt vervangen® Hieruit blijkt
dat v ecen symmetrische functie is van Zyr%, €N 53; wordt 23 door O
_vervangen dan gaat v over in
2,7+ 2,0 (h4- 5 A A, + 5 44850
¢n we hebben ervoor gezorgd, dat dit juist nul is* De symmetrisﬂ@e
veeltern v wordt’dus C als Z3 door O wvordt vervangen, waaruit blijkt,
dat elk zijnor termen door 23 dzolbaar is* Vanwege de syumetrie is el-
ke tzrm dan dcelbaar door Z4 €n z,, dus ook goor 512223‘ We krijgen dus
VE 242,23 W, wearin W sen homogene Symmetrishee veelterm in z,,z, en
Zq voorstelt van de tweede grasd* Die veelterm zouden we kunnen neger-
schrijven, ( uitvoaren') maar dat is voor ons bewijs niet nodig, omdat
we verondersteld hebben, dat de stelling reeds bewezen is voor n=3 en
voor alle homogene symmetriseche veeltermen van de graad X 5° Uit deze
inductieveronderstelling volgt, dat w te schrijven is als een iscbare
veelterm in @y 85y 83 met gewicht 2° Derhalve is
z15+z25+z35= a15-5a1332+5a1a22+a3w

geschreven als ecn isobare veelterm in 841 85 a3 met gewicht 5¢

Na deze toelichting aan dit speciale geval met n=3 en m=5 gaan we
over tot de volkemen analoge behandeling van het algemsne geval®

Bi} de vergelijking

z?- a1zp71+

00.+(_)nan=0

met de wortclS'z1, e, zij gegeven een homogene symmetriscne

5
n
veeltern f(z1,"',zn_1,zn)' Daarbi] hebben we azmngenomen, dat de e

) bewijzen stelling rocds bewezen is voor vergelijkingen van de graad

n-1* Bij do vergelijking

W s TR T O Rl W

n-1
met de wortels Zyy "tC 2, 4 8 f(z1,"',zn_1,0)'ofwelAidentiek nul,
. 0fwel sen homogene symmetrishece veelterm in Z4s T, 2,1 Van de
graad m* Volgsns onze inductisveronderstelling is deze uitdrukking,
als z¢ niet identiek nul is, te schrijven als cen isobare veelterm
g(A1?"',An_1} met gowicht m* Indien de uitdrukking wel nul is, ver-
siman we onder g(44,"**,A, 4) ¢envoudig het getal O-
bs kunstgreep bestaat om. hierin, dat we beschouwex

v o= f(z1,“‘,zn) =~ 3(311 R an_1)'

Men lette er dus op, dat hicr wederom de co¥fficienten A door de over-
cenkomstige coBificienten a zijn vervangen* Ve weten, "dat aqs %y
a4 clementaire symmetrische functies zijn ven Zqs** " aZps die over-
gaan in A1,"', An~1’ als z, door ¢ wordt vervangen* Hieruit blijkt,
dat v esn symmetrische functis van Zys" "2y, is+* Hierbij is a4 esn
veeltern in Zgs®" z, van de 1° gread, a, €en veslterm van de 2°

R AR
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graad, cnz* Omdat g(a1, ey 1) isobaar 18 metv gewicht m, gaat deze
functic over in cen homogens viclierm in Zqs°7 3%, VD de grazd .m®
Dus ook'v is een homogene symmetrische veclternm in z,,°°%,2, van de
crand m* ’

Tordt 2, deor O vervangen, dan gazt v over in

f(.zolb'.',ﬁn,_qt 0) "‘ 5(311.”5-&1}_1)

en vo hobben erveor gezorgd, dat dit juist nul ise De veeliterm v wordt
dus ¢ nls 2z, door O wordt vervangen, waaruit blijkt, dat elk zijner
termen door 2, ‘declbaar is® Vanwege de symmetrie is clke term dan’even-
gens door Zys * ,door Z .deelbaar, dus decibaar door Z4 2‘°'Zn
We krijgen dus
J

waarin w een homogene symmetrische veslterm in z4,°°*,2, voorstelt

n=1
- & ¢ 0
V=Z4Zpt " B W,

van de graad m~n; is m<mn, dan is w identisk nul* Is m<n, dan vinden
we Gus, dact v identiek nul is, dus  £(34,°°",2,) = glag,** e84}
waarbi] het rechterlid isobaar is met gewicht m* In dat geval is de
stelling Lewezeu® Voor m<n kemt dus a,. in hot antwoord niet voor:*

21} nu verder mszn' Omdat w cen homogene symmetrisgche veclterm in
Zys Ty, VOOrs stelt van een grand m-n, dic kleiner is danwm, volgt uit
ae inductievurondarstelling, dat «w te schrijven is 2ls ssen iscbare
vesltora in YRR metv ge2wicht w~r® Derhalve is

(zy,°0052,) = glay," "o, 4) + a v,

~uachreven 2is ven isobare veclterm in BgrBos "ty Oy met gewicht m*
) Hiermede is het bewijs volledig geleverd®

Cn;.+3+ Ieschouw in de opgaven3A,5 en © de vergelijking

.wa1 A 1+a22n"2~- R a, = O
Bewijs dat de som van de derds machten der wertels ge 1ijk is aan
a13» 3a132+ 3a3- waarlu gaat decze betrekking over bij een vergelijking

vaaq dg 28 graad of le gen 11uealre vergeligklug?

Ong 4 Bevijs

Uit hoevezl termen bestaat het linkerlidt? Wat wordt deze betrekking bij
vergelijkingon van de sexate of twegde_ graad?

Opg'5+ Bewijs fifgm%—§- = .E§:i * 1t bneveel tormenm besgtaat
. L ae 17273 n :
het linkeriid? :
. % 8,8
Opizebs DBewi]s j{ i R B <\
- Z a.

CpoeF+ Bewiis dat bij de vierkantg#ergelijking 22—a1z+a2= 0

z m, waarin m eern natuurlijk getal is, te schrijven is in de gedaante
1 = P-zg+ Q waarin P en Qp isobare veeltermen in ay en a, vOOr-

stellen- Bepaal verder de gewichten van P en Qm en gsef de teruglopen-

de betrekklngen aan, wazrmee P en Q kunnen worden berekends -
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Wenst men in de practijk de symmeti*ische functies uit te drukken in de e~
lementair-symmetrische, %an gaat men veelal alsvolgt te werk.
. . _ n ‘ Y= - . .
Uit f£(z) = b,z +byz T+ w0+ b = bﬁ(z'»zl)(z.-zz) ves (z-z )
volgt

) = b n-2, _ £(z) . £(2) _{_)_
n n n~-1 N
Men heeft  £(z) _ £(z)~f(z7) _ 2% %1 ) N byle” "2y ) ,. Pn- 1(z'zf
Z-54 Z=2y Z-2q Z~% et Z=2q
n-1 n-1
({;)4 = bo(z +..‘+Zl }+ o o o ¥ bn""l’

—-(--Z =b 48 z +(bosi+bls')zn*2 sed - (b.s2+bisl+bzso)zn"3+ cee
’h"-"‘;

\De hlerblj optredende uitdrukkingen s = 2;°+ ...
‘worden sommen van Newten genocemd. Men heeft Se= I
Vergelijkt men in (1) de termen met gelijke machten van %, dan vindt
/ nb =b s b,8+by = 07
g (n l)b *b s 'H)l s . b.82 + bl 1+2b2" 0 L(g)
| (n—z)b24b 32+blsl+b23 dus  bgSg+ bySy + bySy#3by= 0 f

( | UL )

Hieruit kunnen de sommen 81’32"“ ’Sk 1 worden berekend. Verder volgdn

uit f(z) = b 0 +b1 l+ ...+bn na vermenigvuldiging met 1, z,zz,...

en na substltutle van z door ZqseecrZy, S0 spbellen de relaties

b‘snfblsn__ld- ...+nb =0
b Sn+1+bls + . . .+b Sl =0
b.sn+2+blsn+1+ aes +D nSo = 0, enz.

zodat ook voor k=n uit {2) de grootheden Sy gevonden kunnen worden,

als men daarin br 0 stelt voor r> n.

Opg.7A. Iaat zien hoe men aok de grootheden s vosr k<O uit (2) kan af%
leiden.

Om nu bv. de som Ezl‘zgé +te berekeven, gebruiken we de relatie

Z 2.12'52 = =85 + 898y, waarinee de gezochte som inr reeds bekende groot-
heden is uitgedrukt.

Wenst men de somZzlzzzz 3 te bereken%n dan kan men bv. gebruik maf
ken van de gevonden uitdrukking voor 421 z5. Verme nlthldlgt men deze
met so dan ontstaat een resultaat, waarin e,a. de gezochte term optreedt.
Opg.7B. Voor die berekening uit. 0 2
Opgz.7C. Bereken bi3 de vergelijking 2z~ +az +bz+c = O de som

5=

Zl 22 3 eveneens de somZzl7z2353.
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Waj Voeren naast de enkelvoudige sommen Z X a‘xzb 3 vew xm nog som..
‘men in, die Wl;j complete sommen noemen en aanduiden met
x %
Z x X2 3 'Il% L]
De 'bedoelmg hierbij is, dat als onder de exponenten &,b,c,... eén of

meer gelijke optreden, bv. a= b, nsast de term x1ax23 zb...xmt in de

complete som ook de term x1ax2ax b...xm optreedt, hetgeen in.de enkel-
voudige som niet het geval is. In het algemeen: treden onder de expo-
nenten a,b,c,... j1 gelijke op, verder is gelijke hiervan verschillende
exponenten, 32 gelijke exponenten verschillend van de 31 genoemde en de
32 gencemde, ...,3an heeft men veoor de enkelvoudige som > en de com-

plete ermee corresponderende som O
S =it 3
Men heeft dan de vclgende formule voor ccmplete sommen
Zx1h2* Bx b xm > X, b za 3b 40.‘.xmt+ 5% X,xa'*hxsz;...xmt
| P X, 3 ..;xmt”"h.

Vb, 2ij gevraagd de som > Xy x2 3 te berekenen.
Wij gaan uit van de relatles

b3
Z x1 x2x3 = . x1 ZX1X2-22X4
4. _ £
xa-Zx,‘zf_x,j-Zx,, ._SS4 59 dus

X ‘
b2 x13x2x3- = 2@283-2S1S4+285= 2a283+2a 4+2S5=~2a3s 29.431—109,5f .

) dus .
Zx 3. x, = -a (a °.2a Y+a,a,-5a_=—a 2a_+a,8, 4238 -5a
1 7273 3V A At Bt ek e At 5°
Anderss
e -
3§ X 3;c-2x3 = Zx122 x1x2x3 ZX‘I x2x3x4
>
42 2 3 4 = Zx,’Z x1x2x3x4—z x1x2x3x4xs
dus
* " | x *%
3 - 2_
32 x1 x2x3 = (a1 2a2)z x1x2X3 + Z—Kx,' 2 3 4 42‘ xﬂx2x3x4x5
=—6(a12-—23.2)a3 + 6a1a4 - 30 aS.
Dus

Zx13x2x3 = -a12a3+ 8,8,+ 28,85 = 585



02,8, Bewijs, dat (% + i‘f%)100 iete kleiner is dan een gehcel getal
en & e afwijking kleiner is dan 0,13 . 107 O.

: Foofdstuk ITI. .y
senadering van de wortels van vergelijkingen.
41. Rekenwijze van Horner.
Ons.t. Bewiie de ontwikkeling van Taylor voor een veellern £{x) hoog-

RS & e
stens van ae n% graad;

£(x+h) = £(x) + ?“* £ (x) + %‘r S hzi"f’ £ ().

¥en merke op, det deze formule ommiddellijk volgt ult de binomiaal-
forumle van Newton, als £(x) gelijk is aan een macht ven x, wasrvan
‘de exponent geheecl, niet negatief en hoogstens n is. Vanwege hear li-
nezlir karakter geldt de formule dan algemeen.

On £(x) = aoxn+a1xn"1+ vee + 8 4X + B, VOOT X =3 te berskensen,
als de codfficienten en p gegeven zijn, past men de rekervijze van
Horner toc

[

o B eee Fynz Bpaq g
pa P} <o PBL y PAL 5, PS4
.t .O./f* 1/2‘ z 2 7;\” 2/;& .+
d 1 ' ’ v Sy S g
s 24 82  eee Bplp” Bpd 1P
De bedoeling is dus, dat a, eerst met p wordt vermenigvuldigd; het

verkregen resultaat met ayq vernecrderd, levert ecn getal, dat we aj
hebben genosmd, Vit getel a%'wordt weer met p vermenigvaldizd. Het
eldus verkrogen resultant levert, met a2~vermeerderd, een getal op,
dat e aé genoomd hebben, enz. %o doorgaznde vinden we ¢on getal,

t weor met p wordt vermenigvuldigd, terwijl de aldus verkre~

hevben, Jij beweren, do% doze som juist gelijk is sen de wasrde, die
dc functis £(x) in het punt z=p aannccmt. Dit is trouwens duidelijk,

| Ty .
4 == D& 2
< 4‘ a7 “',‘ = ,i

o :
aé = ga; + 8, = pgao + pay + 32;
aé = p3a0+§2aq+paz+33;

en ten slottc
a) = pnao+pn'1a1+ cee DBy 4+B .

ret hierboven aangegeven schewa van Hormar is het verkort delingssche—
ma, Gat men verkrijgt, als £{x) daor x-p wordt gedecld, nl,:



n —
weslaz 4 oa e a x™ 2, ...+ .x+ el
/ ] o 1* et 2 1 1\
/ e x -pa X \
o — o
a}’x’u + azx 2
N« o | n-2
¢%x? -palx
A=
Cﬁz ~ Y .
hand ' i
TPon.0*
fn_1*t &p
' o
G- E P8y 1
ai
e} -

vol hieruit blijkt veor omaiddellijk, dat ah de w-arde isg, die de
veclterm £(x) voor x=p 22unscmt, want al is de res t, die f£(x) bij de-
ling door x-p overlec:t., Het voordeel van de rekenwijze van Horner is,
dat ze ong'alleen de rest lecrt, 2ic £(x) bij deling door x~p oplevert
ne:sr 0ok het guotient, ni. ann 1+o;xn 2 cee + a’ e

Om bv, x3~ z2+7x~5 voor =2 te bednalen, schrlgvbn e

1 -6 7 -5
2 -8 -2

=+
1 -4 -1 Eﬂ:f(z) P
Verier is £(x) = (x-2) g(x) - 7, wocrin g(x) = zx"-4x-1.
Tnidt d= ovgeve £(x) te ontwikkelen nesr mechten van x-2, dan passen

e not droces oo g{x) toe, enz., zodat we hetvolgende sciaeas vindens

1 -6 7 -
2 .-w r)
’i'_w"".-/{-. "1 3" i;
v—«;’.—
1 =2 *1—.
"‘PW?Q:&,(_.,
(11 1

=léus vinder we £(x) = ~7~5(x«2)+(X*2}3.
Ts ecn vesltera f£{x) var de n® graed in n+1 verschillonde punten
Xy x&, .evs X, BEEEVen; d=n is die veulterm onduvbelzinnig vepaszld,
omdat tvree vorschnlllende vecltermen met deze eigenschap ecn verschil
zovden bezitten, hoogstens van de n® graad met mecr dan n nulpunten.
ZAaile Vembeo maogoptven DEETT, MUt o Q10 residesn havzlen 40OT
e svellen _
f(x):ac(x~x1)...(x~x )+a1(x-x2)...(x-x )+...+ar 1(x-x )+an.
Stelt men hierin X=x o> dan vindt men f(x )_a zodet de coBfficient 2,
bekend is. Suelt mer vervolgens X=X, 42 dan krlggt men -
f(“ 1) = a,_ 1( X )+a waarult &,_4 kan worden bepesld, ‘enz. Zijn
s n__1,.,.,a1 beLcnd, dan krijgt men door x=x% o te stoellen
f(xo)= ao(xo-x1).. (xo—xn)+ R 1(xo X )+aP
vaszruit tenslotte a. kan srorden bepﬂwld, D¢ sldus voor £(x) verkregen
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formulc huet de interpolatiefommule var Newbon., ;

Hiernij mocten achiterccenvolgens dc coéfficienten Br B _qree-38458,

worden bepasld, hetscen dikwijls ecn heel werk is.,
7e luamen ons nu 4e opgave veorleggen om bij cen veelterm E(x) van
zresd van bovenstaonde zedesante (wazxrbij dus ZyseeesZpy B0 Byyenes
o, bekend vero:dersteld worden) de wasrde ven de veclterm f(x) te bere-
kénen in cuavillelkeurig vourgeschreven puat p. Den~vrbij krijoen vre het
volgentie schema,

Jaoter Ty x~xz KTK3 KX
\,'; LY : ) 1 . - '
Celft, By i 8y 1 By V23 ... a.n__1 an
i — i LR E [ D~ -
/i - s I /‘.l'“' ‘—"?""""*" = e vy s s +
2. ’ a‘ e 1 ’l t a' B & T
o - 1 ' 2 3 e 21 ' n

T

. - . . 4,
De bedeeling ig, dat sorst met =%y wordt vermcnigvuldigd. nca verkre-
gen resulbeat, net &4 vermeerderd, levert cen getal, dat wec aj hebben ge-

Y,

nocnd., Dit getal a) wordt met p-x, ver rmenigvuldigd. Het zldus verkre-
gen resultzat levert, met as vermoorderd, cen gotal ov, dzt e aé go-

nocmd hcbbon, enz. 4o doorgsende vindon we con getal a e ? dat ,met P-X,

wordt vernenigvulaigd, terwijl de aldus verkrezon u1thomst, met 8, ver-~
meerderd, cen som oplevert, dic we a! hebben genocemd. Ve bewercn nhmﬂﬁ,

n
det dezc son a% juist gelijk is szn de warrde, die de fuunctie £(x) in

het punt x=p zenncemt. Dit is trouvons evincons duidelijk, want

o

[

= (p«-:r:1)ao+a1
(p~xy) (p-zy)a +(p~x5) B+,

W

{l

g.)

W)

—-—
- e e @
LR LR A A I R )

.
1

€ n—e "? - ¥ m-v .\ o
al = (2 Zgdeo. (0 TpdBgh e 4 (p-z)a,_4 + a8,
en die la t to ultdruxking is juist gelijk zan £{p).
Indicn bv, x) de¢ veclterm voorstelt van de 4e graad, dic voor X=

334375819 Ies2. Qu Waaerden 5 '11 5 75 en 41 a&«ﬂﬂ.&’fﬁt dai vindt son ne
berckeining
£(x) = 546(x~3)- ?(x~%)(y~4)+4(x»3)(x>4)(x#?) 3(z-3) (2-4) (z-7) (x-8) .

Bij d¢ bersiening ven £(1) srijzen we hetvolgende schema:
Yactoren - -7 -6 -3 -2
doefl, -3 i 4l 217 6! 5

N z15v_ 456 «944
* ~3ifﬁa5 AT A9Tg = £(1)

D¢ bereloning van £(2) gaet alsvolgs:

Factorcn ~6 -5 -2 ~1
Cogsf. ~3 4 =2 : 6, 5
11\; p 4- 2 8]
/V/‘ AT 5 S5 ASA

tZQwI £(2).

BEn Lanslotte die van f(2,1).



waetoren "'599 /"4,9 2 "1'59 ’“0:9
CoBffs -3 4 b2 ! 6 B
17,7 /}#;-106 133 1 2205,827 15-190,6443

~108,33 X 211,8277 1 [-1865,6443] = £(2,1)

| §2. Het theorema van Budan-Fourier.

Ale X cen mulpunt is van cen veclterm £(x), dan kunnen we hst groot-
ste pavuurlijke getal m bepalen met de eigenschap, dat £(x) woor (x-X)%
doelbesr is., Dan heet m de multiplicitelt van het nulpunt X er X heet
een m-~voudig nulpunt van éc voclterm. We hcbben dan £(z) = (x-2)%g(x),
wearin g(x) eon veslterm voorstelt, die niet dcor x~X declbaszr is en die
dus in het punt X niet nul is. Door differcntiatie vinden wo, dat de
,functie £(x) mct bha-r e, 2¢, ..., (m=-1)° afgeleide in X gelijk is aan
nul, masr dat de m® afgeleide in dat punt ongelijk aan nul is, De rocks-
entwiricling van %@”lor go . ft dan

f(zen) = Bo 2By 4 L, B2 () (gy
Dezc ulﬁdrk:klnv heeft wvoor slelne Waarden van h cen vast tiken, als de
maltipliciteit m cven i8, masr wisselt van tcken, als m oneven is. Eicr-
medc is bewezen:

P

1
t
1
Lo
t

-3 21,7

r

Als £(x) in X ccn nulpunt mot even multipliciteit wezit, dan hoo £t f(x)
in d¢ omgeving van X, «in wecrszijden ven X, hotzclfde tokoen. Bezit dasr
entugen F(x) in X won nulpunt met oneven mulbipliciteit, dan hoeft £(x)
in 2o cugeving van I, aen woirszijden ven X, togengesteld tcoken. Hoot-
kundig witgedrukt: In cen nulpunt Mct oncven multipliciteit wordt de X~
as sesncGen door do kromme ;=f(x)., In dc omgoving van ecn nulpunt met c-
ven multinliciteit ligt de kromme szen ccn bepeslde lant van de Z-as.

Boschouw twoe gotellon a en b, wa:irbij a< b en ccn veclberm £(x). Ve
kunnc stoecds con matuurlijk gotal - kloiner dan of zclijk aen de graad
van é¢ veoltoria £{x) bepolcn, zodanig dat de 3© afgclcide ven £(x) tus-
sen 2 en b si.cds positicf of ebfcids negatief is. Damers we kunncn stcids
k¥ gelijk kiczen san deo graad van dc veoliorm £(x), mesr io vele geval-
len z21l het 2o mogelijk asnbeveling verdienen k kléiner %e kzrzvn Be-
schouw het systccm gevormd door de gokallen F(x), £'(x), .... f( )(X)

Ik beschouw het azntal tekcpwisselingen, dat mcn verkrijgh, als men de
ev&ntaelo turmen O buitcn beschowwing tzat. Bv. 1h ven gystucn
+ 00 - 0 4+ - is hot asntal tekenwissalingen 3. Het aantsi tekenwisse-
lingen zzl nict veranderen els aan het begin of aan het cinde van net
systeem mullen worden toegevosgd. Het aldus gedefinleerde santal teken-
wisselingen wordt met V(x) azngeduid. Het blijkt, dat de verandering van
het santal tekenwisselingen ons iets lecrt over het aental nulpunten van
d¢ veclberm £(x), gelegen tussen a en b, Vit resultaat kan worden samen-
sevat in hetvolgende theoreme, det gerncvmd wordt naar Budan-Fouriers:
7Zij a<bv, waerin a en b gcen van beide nulpunten van de Veelterm £(x)
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voorstcllien, De afname V(a)-V(b) van het azntal tekenwissclingen is een
gehecl zeval p 20 en het zantal der tussen a en b geiegen nulpunten'van
£(x), wzerbij clk nulpunt even veask geteld wordt, als zijm multiplici-
teit bedraszzt, is gelijk aan p, of cen even aantal minder.

Het theoreme van Budan-Fourier heceft het voordcel, dat daarin uitsiui -
tend vecltermen optreden, die gemekkelijk neer te schrijven zijn (nl. de
afgeleiden), mazr het nadccl is, dat het =zntal nulpuntcn niet sltijad
ondubbelzinnig wordt bepaald.

Om deze stelling te bewijzen, laten we x asngroeien van a nsar b.

Het acntel tekenwisselingen kan allcen verspringen in een punt, waar de
veclterm £(x) of minstens ccn zijner afgeleiden de wasrde nul eanncemtb,
Leten we corst ecn tusscn a en b gelegen punt X beschouwven, waar de
veclterm £(x) z¢lf niet gelijk is aan nul, mear, wasrin minstens cen

der afgeleciden wel dc¢ waesrde 0 a=2nnecmt. Iatecn we ccrst het geval be-
kijken, waarin het, aantal opccnvolgende afgelciden, die in X dc waarde

0 senncmen, coven is, (Om dc¢ gcdachbe te bepslen nceem ik voor dat santal
4, wezr ik kan or clk positief even asntal voor ncmen),. Het gedeclte ven

hcet systcem, we r het hicr op san komgt, hccft dc volgende gedaante:
f.(r"‘4') f(r—3) f(r-—2) f(I‘-—1) j:(r) f(r+1)

I & 0 0 0 0 +
0f
I o 0 0 0 0 -

de vicr nullen in dit schema correspondceren met de 4 opconvolgende afgc-
lciden f(r"3)(x), f(r"g)(x), f(r"1)(x), f(r)(x), die voor X dc wa=srde O
senncmcn., Ik ondcrscheid nu 2 gewallen, alnaar geval I of II opbrecdt,

In geval I is f(r+1)(x) in de¢ omgeving van X positief, zodat f(r)(x)
in dic omgeving links van X ncgaticf on rechts van X positief is. Dasar-
uit olijkt, det de voorafgeende afsielcide f(r”1)(x) in die owgeving aan
weerskenten van X positief is, dus dat dc daaraan voorafgaenie afgelei-
de f(r~2)(x) in die omgeving links van X negaticf is en rechts van X pe-
giticf. Ten slotte blijkt dan, dat de afgcleide f(r"3)(x) in diec omgeving
woderom positicf is. Hel systeem vertuent dus in de omgeving van X, links

ven X d¢ volgende tekens: .
+ + = + - *

mesr rechts van X ziet het er alsvolgt uit:
+ 4+ + + + + . : «
fot m-ntel tekenwisselingen bedroeg dus cerst 4 of 5 en later 0 of 1.
Bij het passcren van X zijn dus 4 tekenwisselingen verloren gegas=n, niet
san het begin van de rij, mear ergens in het midden.
Geval I gcet in geval II aver, als alle tckens worden omgekecrd, 20-
dat ook hiecrbij weer ergens in het midden 4 tekenwisselingen verloren

H

zijn gcgaen.
Taten we vervolgens het geval beschouwen, dat het aantal opcenvolgende
afgeleiden, dle in X dc wasrde O asznnemcn, oneven is. Om onze gedachte
__+a henslen. neem ik voor dat santal 3. Het gedeclte van het systcen,
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czr et hier op san kombt, hocft de gedaante
IIT + 0 0.0 +

T 5 0 0 0 -. , |

Geuoasselijk ziet men in, dat in geval III het eysteem in de omgeving
van i, links ven X, de tckens |

+ - + - +
en recats van X de tekens

+ + 4+ + o+ .
vertoent. Het =antal tckenwisselingen bedmaszgt dan links 4 of 3 en rochts
G of 4. Bij het passcrcu van X zijn dus ergens in het mif%n 4 of 2 to~
kenrissclingen verloren gegean. Gevel ILI gzat in geval IV over, als
ells tckens worden owgcXccecrd, zodat ock hier weer srgens in het midden
4 of 2 tekcmvieselingen verloren zijn gegeen, -Aldus komern we tot de
volsende conclusic:

Zij X con tusscn a en b gelegen punt, wo-rin niet de veilterm £(x)
elf, mesr minstens cen zijner afgceleiden de wesrde O sarnccemb, Bij het
pasceren van cen zodanig punt X L1ijft het zantal tekenwissclingen con-
gtent of newemt met cen even azantzl af. »

Upz.41. Licht toc, dat uit het Lovensteande nict volgt, dat bij hot
passcren ven won zodanig punt Z het aantal tikenwissclingon altijd af-

N

¥ mocten we nog ondorzocken, wat or gebourt, 2le we coen tusscn a on b
gci..cn nulpun X van dc vapltcrm f(x) zclf passercn, Zij X cin m-vou-
ig aulpunt van f£(x), zodat f(m)(X) £ O is
Ovg.2. ‘fearom is m:=k? !

Het godeclte van het systeem V(X), waaﬁpot nu op aankomt, hccft do
gedainbe |

v 0 0 . . + . 0 C O +
“of
NI 0.0 . .+ + 0 0 0 -,
elneergelang f(m)(ﬂ) vositicf of ncgaticf is., In goevnl V vvrtoont het
vsteem in do omgeving van X, links van X, de¢ tckens
( 1) "'1)m~1 . s ~ + - 4

en rechts van X de¢ tekoens
+ + A T T ,

Het zontsal tekonwiscselingen bedrasgt dus cerst m on later 0, zodat exr b
het pesscren van X juist m tekenwissclingen verlorcn zijn gegaan,

doval V gaat in gevel VI over, als alle tekens wordcen omgekcerd, zodat

ook dan bij het passcren van X wecr m tekenwiessclingen verlorcn zijn ge-
gean. Bij het passercn van ccn nulpunt X van de veelterm £(X) gean dus
azn net begin evenveel tckenwisselingen verloren, als de mmlbipliciteit
von I bedreszt. Aldus komen wij tot hetvolgende besluit:

cleidelijk s2an van a naar b, dan kunnen in het systeem fe-

kcn* £ge llngcn verloren gaan, veorccrst aan het beginpunt cn dan is het

f";

Grocit x

@
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verlies jdist gelijk san de multipliciteit van het gepasscirde nulpunt,
en verdcr ergens in het midden, mesr den is het verlics steeds even,
Eiermede is de stclling ven Budan-Fouricr bewezen,

Dit theorcms geldt trouwens niet alleen voor veeltermen, masr voor
2lle functics f£(x) die een k® afgeleide bezitten, welke tussen a en d
steeds positief of steeds negaticf is.

Opg. 3. Pas het thecorema van Budan-Fourier toe op de veclterm

Gy : x* & 3% -6x + 1

waerbi] & = 0 en b positief heel groot wordt gekozen, Het theorems levert
dan , Ge% de veclterm O of 2 positieve nulpunten bezit. Bewijs verder,
dat cdeze veelterm cr werkelijk 2 bezit., Het theorems van Budan-Fourier
levert cdus d=t bij deze‘vergelijking het santal positieve wortcls gelijk
" is 22n of cen even ezntal minder dan het msantel tekenwisselingen, voor-
komend in hcet systeem (4, 3, O, -6, 1), gevormd door de cocfficienten.

Op anesloge menicr bewijst men het algemene

Theorecma van Descartes. In een algcbraische vergelijking met bestaaznbare
cotfficienten is het aantal positieve wortels gelijk aan of ecn even aan-
tal mindcr den het santal tekenmvisselingen, optrcdend in hot coéfficiens
tensystoom,

Opg. 4 Door x te vervangen door -y vindt men dat de vergelijking (1) O
of 2 negztieve wortels bezit,

Opg. 5 Dc vergelijking
x11 +-ax7 ~ bx6 + cx3 -4 =0,

weerin a, b, ¢ en 4 positief zijn, heeft 1 of 3 positicve yortels en geen
negztieve., Aanvaardt men de grondstelling van de algebra, dat elke alge-
brzische vergelijking evenveel wortels bezit, als de graad bedrsagt, dan
verkrij .t men, dat de beschouwde vergelijking 10 of 8 onbestaznbare wor-

tels bezit, Het hiaat tussen x11 en x' levert minstens 4 onbestaanbare
wortels, dat tussen x6 en x3 levert er minstens 2 en dat tussen x3 en
x° eveneens.

Opg. & De vergelijking xj1 + ax! + bxs ~ox+d =0,

wearin a, b, ¢ ¢n d positief zijn,; bezit O of 2 positieve, verder 1 nega-
tieve wortel, dus 10 of 8 ombesTeewharg, Het hiaat tussen X11 en X7 le~
vert or winstens 4, het hisat tussen X en x5 +wee (omdat dit een hiugdt
is van cen term tusseu eon permgéntie), het himet tuss«. 3O on x ook
minstens twee (omdat dit een hiasat is van 3 termen tussen eell «.wigtie)
Opg. 7 Bewije, det de vergelijking

x4 - 6x> + 2x2 + 4x -3 =0

0 of 2 wortcls tussen O en 1,
1 wortel tussen 1 en 6
41 wortel tussen -1 en O
en geen enkcle wortel groter dan 6 of kleiner dan -1 bezit,
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Om de tekens te bepelen ontwikkele men met behulp van de rekcnwijze ven
Horner neer mechten ven x-1 en x+1, wearbij de berekening kan vrorden
stoozezet, zodra blijkt, welke tekons verder zullen optreden,

§ 3. Het thuorems van Sturm, De stelling van Buden-Fourier hecft het
nedecl dat zc nict steceds het mantal wortels in een gegeven interval
ondubbelzinnig vastlegt. Dit noopt ons cen ender theorems af te leiden,
het vheoreme ven Sturm, wrardoor het santal wortels in ccn gegeven in-
terv-l el vastgelegd words.

Om Te bipzlen, hocveel nulpunten scn zegeven vecltcrm fo(x), die
loutir cnkelvoudige mulpunten heeft, in ecn gegeven intervel a S x S b
bezit, ?cschouwan wij cen rij veeltermen f_(x), £4(x)ye0a, By (%), ver-
bondcn door de volgende t.ruglopende betrekkingens

£,(x) = g4(x) £,(x) - py(x) £,(x)

£4(x)

"

22 (x) £5(x) - py(x) £3(x)

.O.QI.Q-'....Q'.Q.".-~.“.‘.‘.‘.

it

T o(x) =g 4 (X8 _4(x) - 2 (x) £(x),

vz rin q1(x),...qk_1(x),pz(x),...,pk(x).cvcnc&ns vesltirmen voorstellon.
IX ncem 42-rbij san, dat de vecltermen pz(x),...pk(x) in "us oepocmdo
ircerval & S x S b alle positicf zijn, dat f£(x) in gcoen der punten s

¢cn v de o rde nul zanncemt cn dst fk(x) voor g Sx £1b stcods positic?f
of stcecds negeotict is. Verder nuem ik nog zean, dat tusscn f1(x), fo(x)

cn oo afgeleide fé(x) de volgende relatie beesteat:
(1) Po(x) £4(x) = q (x) £ (x) + pe(x) £1(x)

(mcrk op, 4zt hicr dc lratstc tcrm van cen plusteken is voorzien), waar-—
bij qoéx), po(x) cn p1(x) vceltermen voorstcllen met de cigenschap, dat
po(x) en p1(x) in hct intcrv-l a = x € b beide positicf zijn.

Onder V(x) verstzan wij hcet aantal tckenvaristics, optredcnde in heot
systeom fo(x), f1(x),...,fk(x) en w¢ zullen nag-an, vet er mct dit aan-~
tal zgcbcurt, els x monotoon c¢n gelecidelijk sangroeit van a naar b, La-
ten we corst het geveal beschouwen, dat x cen mulpunt £ ven minstung ceu
ler vecltermen fh(x) (1 = h<k) passccrt. Was §,ooklgcn nulpunt van
de voorzfyuzandc veclterm fh*1(x), den was g;volgens de hicrboven gego-—
ven teruglopende betrekkingen ook cen mulywet ven f, . (x), fh-B(x)”'°
...,fo(x) en volgens (1) ook van fé(x), zodat*i ecn m.crvoudig nulonnt
v fo(x) zou zijn, in strijd met de veronderstelling. Dus £ 4(x) en
fh+1(x) hebben volgens de reeurrente betrekking in de omgeviQ§ van
tegon,estld tcken zodat het szntal tckenverieties links ven & even

S

groot #ls rechts ven £ is. Stel x passecrt nu cen nulpunt T van fo(x).

In de omgeving van dat punt is fo(x), dus blijkens (1) ook f1(x) onge-

ar |

3
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1ijk 22n nul en bezitten f‘(x) en £, (x) hetzelfde teken, Is f (x) in
die omgcviag vwn'3'3051t1ef, den nyemt £ (x) aldazr toe cen Wordt dus
Ten negatief pOQItlgf° is daarcnlegen f (x) in de omgeving van %;ne@a~
ticf, dzn wordt £ (x) van positief nugutlcf Bij het pesseren van he¥
nulaunt‘% van f (x) is dus juist één tekenvariatie verloren cegean.

41dus komen W13 tot het volgende besluit: Theorems ven Sturm:

Groeit x geleidelijk eon monotoon san ven e nzar b, dan is het verlies
V(e - V(b) ven het aantsel tekenvaristies in het systeem fo(x),...fk(x)
gelijk =an het zantal tussen a en b gelegen nulpunten van fo(x)

In de practijk kiezen we vazk f1(x) = fé(x) en allc veeltermen

(”) 33,(y) gelijk a=n 1.
ng% Bopzal het a2antel en de ligging der redle wortelsV'n de verge-

llgklnb fo(x) = ;(3 - 53{2 + 8 -8=0

Kice f%(x) = 3x2 - 10x 4+ 8 en fz(x) = x + 16, In elk intcrval, dat het
getal ~16 niet bvevat, versndert fz(x) nict ven teken e¢n is dus het ver-
1lies in het zantel tekenveriatics juist gclijk ean het azntal nulpunten
van fc(x) in dat interval, Intcrvallen, die het punt -16 bevatten, be-
hoeven wij niet te onderzocken, daar fo(x) geen wortels <-~16 bevaib,
Vercer blijkt, dat de vergelijking 2 niet-bestaanbare wortels heeft

en 1 reele, gelegen tussen 3 en 4,

Opa. 2 Onderzoek de llgg:m6 van de beortels der vergelijking

20 4 3x° - 3x% - 23 - -~ x-1=0

Hicrbij is f2(x)'= 275t + 34x2 + 11 definict, zodat we bij f2(x)
onz: rij 2fbreken, We vinden dan 1 positieve, 1 negatieve en 4 niet-
ree.sz wortels.,

heeft twee niet-recle wortels, als 27q2 + 4p3:>0,
en dric redle wortels, sls 274° + 4p3< 0.
Men mexrke op, dat voor p >0 de afgeleidc van het linkerlid ook positief
is, zodet de vergelijking dan slechts 1 bestscanbare vwortel bezit, Het
onderzock bchoeft dus allcen voor negatieve p te worden gedsan, '
Opgs_ 4 De n® efgeleide van e~ ;xa
1.2
ie gelijk =2an e~ X » Vermenigvuldigd met ecn veelterm ven de n® gread,
Die veelferm heet de veelterm H (x) ven Hermite, dus
2
n - tx ,|‘2
Q~§~Ei- =e X g (%)
ax | no

Bewijs dit met behulp van het principe van rolledig inductie.
Men heef% Ho(x) = 1;Hﬁ(x) = —-X en Hz(x) = xz— 1. Hieruit blijkt dat de
betrekking ‘

_{2} | UHﬁ+1(x) + xH (x) + nH_4(x} =0



geldt voor n = 1. Ik ga nu deze formule voor elk natuurlijk getal n
bewijzen.ZVermenigvuldigt men beide leden van de te bewijzen formu}e

met ¢~ 2% , dan geat de formule over in een van de gedaante

(3) ™1, sp® 4 ™t - 0y

Hierin is D een afkorting voor 5; en bedoeld vordt, dat Sezdifferen—
: 3 Ka) : b X L

ticslopersloren steeds toegepast worden op de functie e~ 2% , Bij het

bemijs van (3) mogen we n £ 2 veronderstellen en aannemen, dat de for-

male veoor n-1 i,p.v. n reeds bewezen is, dus
- ~2
p? &+ ™ (n-1)D%""s 0.

Deze betrekking gsat bij differentiatie nsar x over in de te bewijzen
betrekking. De gevonden teruglopende betrekking levert:

Hé(x) = —x3 + 3% H4(x) = x4 - 6x2 + 33 HS(X) I + 10%3 - 15xs

He(x) = x° - 15z* + 452 - 15,

Opg._ 5 Is n even, dan is Hn(x) een even functie van x3 is n oneven,
dan is Hn(x) een oneven fgﬁftie VEN X, ’

Opg. 6 'wee opeenvolgendet%brmgn van~Hcrmite,Hn+1(x) en Hh(x),hebben
geen nulpunt gemeer (een gemeenschapnelijk nulpunt zou volgens (2) ook
malpunt zijn ven H_,(x), Hn_z(x),...,H1(x), Hy &®).).

Opg, 7 Differentieexrt men beide leden van de definitie van de veelterm
ven Hermite naar x, dan vindt men met behulp van (2)

H '(x) = -nH_,(x). (D=1, 25404)

Ops._8 Hn(x) heeft geen meervoudig nuiprurt, want een zodanig punt zou
cox nulpunt zijn van Hn_1(x) volgens de veorafgaande opgave.

Opg. 9 (—1)an(x) is voor grote waarden van x positief en heeft voor
grote. wearde van -x hetzelfde teken =ls (-2,

Opg. 10 Het theorema van Sturm, toegepast op de veeltermen (—1)th(x),
(—1)?“ Hn_q(x),...,-H1(x), Ho(x), leert, dat Hn(x) n verschillende
bestaanbare nulpunten heeft,

Opg. 11 De n-1 verschillende nulpunten ven H _,(x) verdelen de bestaan-
bare as in n intervallen, in elk wasrvan Hn(x) volgens opg. 7 monotoon
(stijgend of dalend) is, zodat Hn(x) in elk dier intervallen hoogsten: .
1 nulpunt bvezit., Bewijs, dat Hn(x) in elk dier intervallen werkelijk

1 nmalpunt bezit, De nulpunten van H,_4(x) en die van Hn(x) wisselen

elkaar dus af, y
b

Hs "?q H3 Hg HZ H‘I “’)'. Hy H: Hg Ha ) Hs{ H:s
T R e R 0 Troq AMES V3 235 2855

In dit schema zijn de nulpunten van H1,...,H5 aangegeVenlév_hﬂﬂ‘45
de aulpunten 03 * 2,855...% * 1,355...
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In Zet geval het aanPwd mnlpunten, gelegen in een gegeven interval,
‘gevraegd rordt Bij een veelterM mat een of meer meervoudige‘nulpunten,
bepzslt men de GGD DEx) van £{x) en £'X.)_ pag g LX cen veelterm
g(x) van legere graad dan f(x), die dezelfde Woikels als £(x) bezit,
mazr alle met maltipliciteit 1; immers is T een nulpugt van £(x) met
maltiplieiteit m, den is‘geen nulpunt van £'(x) (dus oox van D(x)) met
multipliciteit m-1, zodat € een enkelvoudig nulpunt vem-%,ﬁb is. Men
- kon dus het theorema van Sturm op g{x) i.p.v., £(x) toepassen &r yindt
dew in elk interval het juiste aantal der oulpunten van g(x), dus cax
ven f(x), wasrbij echter alle nulpunten slechts enkelvoudig geteld
worden,

§4, Benadering van bestaanbare wortels.

Indien een veelterm f(x) met bestaanbare co8fficienten in twee wax.
schillende punten & en b tegengesteld teken aanneemt, dan volgt uit
continuiteitsoverwegingen, dat die veelterm tussen & en b minstens
eenmazl de waerde nul anneembt. Uit deze stelling volgth:

De veelterm heeft tussen twee -opeenvolgende nulpunten een vast te
ken. Tussen twee punten a en b, waar de veelterm £(x) tegengesteld tiw-
ken asnneemt, ligt een oneven santal nulpunten van die veelterm, waad—
bij elk nulpunt even vaak wordt geteld als de multipliciteit bedraagh.

Tussen 2 punten a en b, waar de veelterm f(x) eenzelfde teken be-
zit, ligt een even ssntal nulpunten van de veelterm. waarbij elk nul-
ount even vask geteld wordt sls de multipliciteit bediaagt.

Men merke op, dat in dit laatste geval het aantal malpunten gelijk
aen nul ken zijn.

Stel in het bewijs a<b. Stel %, ., 5, zijn de near opklimmends
grootte gerangschikte tussen a en b gelegen nulpunten van de veelterm
£{x) met wmltipliciteiten Kgs «++ 2 kjo Indien £(a) >0, dan b1ijft de
veclterm positief tussen & en ;e Omdat Z, een nulpunt is nmet multi—
pliciteit k,, heeft £(x) tussen § en T, hetzelfde teken }aclsk(-ﬂ 1.
Die veeltern heeft tussen 3, en %, hetzelfde teken als (-1)"17°2 . Zo
docorgaande vinden we, dat f(x) bussen -fﬁyen,b en ook in het punt b
zel?, hetzelfde teken heeft als (-1)k’!“'k2+ «eotky, Is de som ky+...+Kp
der multipliciteiten even, dan bezitten £(a) en £{b) hetzelfde teken.
Is dasrentegen de som der multiplicit®lbem oneven, dan vezitten £(2a)
en £(b) tegengesteld teken,

Op dezelfie manier wordt het bewijs geleverd, als f£(a)<n is, want
dan behoeft men slechts T{x) door -~f(x) te vervangen.

weerbij a<h verondersteld wordt, conmtimu is, in de uiteinden van het
interval de waarde nul aanneemt en in het inwendige van het interval
differentieerbaar is, dan is £'(x) in minstens één punt tussen & en b
celijk aan nul, Dit is evident als f£(x) identiek nul is en anders neent
de continue functie'f(x) ergens tussen a en b een maximale of minimale
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waarde aan. In het punt, waar die extreme waarde wordt aangenomen, is
het buitengesloten, dat f{x) £ 0, dus £'(x) = O.

Zij 'g een bestasnbare wortel van de vergelijking f£(x) = O van de n®
graad. Ve co&fficienten van die vergelijking worden bestaanbaar ver=-
onderdteld. Zij a verder een willekeurig bestaanbaar getal, Wordt
gn a+h gesteld, dan krijgt men , _ n

0= £( 3) = £(a+h) = £(a)+ By £7(a)+ ..iv By 2D (a),

Indien & dicht bij ?g ligt, ligt h dicht bij mul, zodat dan de termon
met de factoren hz,.'..,hn soms ten opzichte van h kunnen worden ver-
waarloosd, zonder dat daarbij grote fouten optreden. Als cerste bena~
dering vinden we dan fla)+h f£'(a) = 0, dus h = - £(a)/f'(a), aangeno-
men, dat de noemer niet nul is. Hiermede vinden we voor de gevraagde

wortel:g een eerste benadering o =am ?’a (Formule van Newton)
T Ea% N i .

Uit het voorafgaande volgt volstrekt niet, dat deze waarde 24 wer-
kelijk dicht bij een wortel van de vergelijking ligt, zelfs niet als
a dicht bij zo'n wortel ligt. Trouwens het begrip"dicht bij"is een on-
nauwkeurig begrip. Bij de vergelijking Js:z-.-.‘IO"6 ligt a=10"5 dicht bij
het nulpunt 10’3, me.ar 4= % +§T%6~ ligt hdemaal niet in de buurst.
Bij de toepessing van de formule van Newton moet dus voorzichtigheid
worden betracht. Die formule is zinloos, als £'(a)=0 is, maar ze is in
den regel vmbruikb,ar, als £'(a) dicht bij mul ligt.

In de wiskunde passen we vaak het proces van iteratie toe. Uitgeaande
van het getal a en £'(a)£ O veronderstellend hebben we een getal
84 =8~ g,aa‘ geconstrueerd, Wij herhalen {itereren) dit procés met By
in plasts van a, waarbij we dan natuurlijk verplicht zijn f'(a1)£ 0 te
veronderstellen. Aldus vinden we _ _, _ gg%il .

271 a,)

Zo voortgaande krijgt men onder bepaalde verondgrstellingen(nié dat al-
le optredende noemers #£ O zijn) een rij van getallen 841 Boseees die in
vele gevallen snel tot de gezochte worteljg' naderen. Breken we de rij
Op een geschikﬁe plaats af, dan kunnen we in dat geval ?g met iedere van
te voren voorgeschreven nauwkeurigheid berekenen.

Om dit proces meetkundig toe te lichten beschouw ik cen rechthoekig
assengtelsel en teken ik de grafiek y=f(x) van de functie f{x). De nul-
punten van de veelterm f{x) worden aangegeven door de sZbecissasn Awxr zni.-
punten van deze grafiek met de X-as. _

Opg.1. Trek in een op de grafiek gelegen punt P met abscis a de raak-
1ijn aan de kromme, Deze raaklijn snijd?t, indien ze niet evenwijdig metd
de X~as loopt, de X-as in een punt met abscis ay=a - f$%§% .

Stel de veelterm £{x) bezit in twee verschillende punten a en b te-
genzesteld teken en tussen a en b is £Y(x) steeds = 0 of steeds <0. Dan
bezit £(x) tussen a en b één en slechts één mulpunt T .

- Dat er minstens één nulpunt is, is evident., Was er meer dan één nul-
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punt, dan waren er tussen & en b minstens 3, omdat f£(a) en £(b) tegen~
gesteld teken bezitten. Indien die 3 nulpunten 2 aan 2 verschillend zijn
vinden we volgens de stelling van Rolle twee verschillende punteh, waar
£'(x)=0 is; omdat £"(x) een vast teken hecft, is f'(x) monotoon, zodat
f'(x) tussen die 2 punten identiek nul zou zijn. In dat geval is £'(x)
overal gelijk san nul, zodat £(x) een consmnte zou zijn in strijd met de
veronderstelling, dat ze in a en b tegengesteld teken aanneemt. NMu blijft
nog over te onderzoeken het geval, dat f£(x) tussen a en b twee verschil-
lende nulpunten bezit, wasrvan er minstens c¢én een meervoudig nulpunt is.
In dit leatste nulpunt is f'(x) wederom mul, zodat we wederom tussen & en
b twee verschillende punten zoufden vinden, waarin f(x) de wasrde nul
zou aannemen, Dit isy zcals we hierboven gezien hebben, uitgesloten.

We weten dus nu, dat de veelterm f(x) tussen a en b precies ¢én nul-
punt bezit, De vraag is . , of dit nulpurt met willekeurig voeorgeschre-
ven navwkeurigheid kan worden berekend met behulp van de benaderingsme-—
thode van Newton,

Laten we ecrst het geval beschouwen, dat f(a) en £'(a) hetzelfde teken

bezitten. Het punt ay= a~ g,aa' ligt dan, zoals we bewijzen zullen,

tussen a en het gesochte nulpuntﬂz'en we zulle:r laten zien, dat in dat
punt aﬂ e veeltermen f en f" wederom hetzelfde teken hebben. Dit proeces
met 2y in plasts van a herhalende, vinden we het tussen a4 en ?5 gelegen
punt a,, waarin £ en f" wederom eenzelfde teken bezitten. Zo doorgasnde
vinden we cen monotone rij getallen 8384 Bos v We gaan bewijzen, dat
deze monotoon tot hetgevrazgde nulpunt }g nadert.

Bezaten f£{a), £'(a) en f"(a) alle drie hetzelfde teken, dan zouden
fr(x) en ook f£(x) in het gehele interval aSx<b dat teken bezitten, in
strijd met de veronderstelling, dat f(a) en f(b) tegengesteld teken heb-
ben. Dus f(a) en £'(a) bezitten tegengesteld teken, wasruit wvolgt, dat
ay;>a is. Stelt men g = a+h, dan is |

O= £(a+h)=f(a)+hE' (a)+ 5 h°E"(a+Oh), waarin 0 < H<1,

\ 6
0< - f2'=h“2h2f—%%7§l<h

Hieruit blijkt h>0, dus a<a,<%Z. De veelterm f(x) heeft links van™%

dus zeker in a1, hetzelfde teken als in a, zodat £ en f" in a1 hetzelfde
teken bezitten. De redenering met 843 Bpy bee in plaets van & herhalend,
vinden we een monotoon toenémende rij a, 843 85y «.. gevormd door gefal-
len, die alle kleiner dani§_213n. Die rij is convergent. De llmxat,47 Tan

=

die rij is -%, Uit (gh 1-8y) f (ap)= - £(ay)

volgt bij limietovergang f(’7)=0: zodat ) met het gevracgde mulpunt 3
samenvalt. / | -

Voor de berekening is het niet alleen van belang te weten, dat een li-
mietproces tot het gevraagde antwoord wvoert, mesar het is ook van gewichit

dus



te weten of dit antwoord snel wordt benaderd. Immers, in de practijk
breken we ne een eindig santal stappen af en het is dan van belang te
veben of het aldus gevonden antwoord een voldoend scherpe benadering le-~
vert. Dit onderzoek is hier zeer gemakkelijk. Immers wegens £( % )=0 volgt
. " ; 2
uit de teruglopende bebrekking ,
ca, - e $2(3) - £(sy) - ' ] 2 £ (0
T e -y D) - 1) - ey (S5 -e® RS

-

P
r

——

Wasrbij A tussen 2, en § ligh. Het blijkt dus, dat % -y, hoogstens
van dezelfde orde van grootte is als (Eéah)2, tenminste als men bewijzen
kan, dat de noecmer f'(ah) niet diecht bij mul ligt. Dat die ncemer inder-
daad niet dicht bij nul ligt, kan alsvolgt worden ingezien: Ik ga cerst
bewijzen, dat in het gehele interval aﬁxéfde afgeleide £'(x)£ 0 is.
Bevatte dat interval een punt 3 met £'( £)=0, dan zou f(x) in dat puut
een minimale waarde ofwel een maximale waarde aannemen, al naar gelang
£{a) positief of negatief zou zijn. In beide gevallen zou £(Z) hetzelf-
de teken bezitten als f(b), dus ecen teken tegengesteld a=an dat van f(a),
hetgeen buitengesloten is, omdat a en g'aan dezelfde kant van"g' liggen.
De afgeleide veelferw £'(x), die in het interval a<x ¥ ¢niet mul is,

bezit een positieve ondergrens. De breuk - 1 f" (”}}
2 f'lah is derhalve be~

grensd, wearmede bevrezgn is, dat g =8 .1 hoogstens van dezeclfde orde is
als (f-ah)z. Dus als é’ -8, ongeveer van de orde 10—3 is, is E’-«-ah+1 on-
geveer van de orde 10—, terwijl dan g -8y .o Ongeveer van dezelfde orde
is als 10”12 cnz. Hieruit blijkt, dat g -ay zeer snel tot mul nadert,
zodat we in de practijk mogen verwachten, dat we rceds een bruikbaer ant-
voord vinden, indien we né een paar passen afbreken.

In het geval,f(a) <0 en dus £(b)>0 is, kan het bLovenstaande proces
met b in plrats van a worden toegepast. We krijgen dan een rij monotoon
afnemende getallen, die snel tot het gevrasagde nulpunt% naderen.

De benaderingsmethode van Newton komt deaerop neer, dait een gedeclte
van de grafiek van de funetie f(x) bij eecrste bengdering door een raak-—
lijn is vervangen. De regel, die we nu gaan afleiden, de zgn. regula
falsi, berust op het feit, dat in vele gevallen een boog van de genoemdeo
grafiek bij benadering door de corresponderende koorde kan worden ver- '
vangen. Indien nl, de veelterm f(x) in 2 verschillende punten a en b te~
gengesteld teken bezit, dan kunnen wé de boog tussen de 2 punten(a,f(a))
en (b,£(b)) vervangen door de koorde, die deze twee punten Wabindt en die

tot vergelijking heeft v~f£a _ X-a
. f(%‘)““TlT-z a) T~ b-a ° ) af (b)-bf(a) 1,
Deze koorde snijdt de X-as in een punt met de absels X4=F(5yF(a) °*

vele gevallen is deze waarde van x een approximatieve waarde van het ge-
zoehte nulpunt ven de veelterm f£(x).

Om onze gedachte te bepalen zullen we eerst het geval b handelen, dat
in het gehele interval-agxéb de tweede afgeleide f"(x) steeds 2 0 is.




- 42 -
In dat geval ligt de beschouwde boog van de kromme beneden de corres~\"
ponderende koorde voorzover deze daar niet mee samenvalt. Immers de
verticaal met abscis x snijdt de kromme en de koorde in twec punten,
wier codrdinatenverschil gelijk is aan | ,
)

£(x)-2(a)- HL=Ele)(y a) o - mmi(b—-x) (£(e)-2(0)) +(x—-a}(f{b)—-f(x

= - Enwg(b~x)(a~x)f‘(x)+2(b~x)(a~x) f“(gl)+(x-a)(b~x)f'(x)+
+§(x—a)(b~x) f"(%’)
- =008 (eayen(The(o-n(T) o,

waarbij .glen %Aéeschikt gekozen punten voorstellen tusscn a en b,
Latcn we nu cerst het geval behandelen, dat £(a)<0, dus £(b)>0, Dan
ligt het snijpunt x4 van de koorde met de X-as tussen a en 3{, zodat de

veelterm £(x) ook in hct punt x, weer negatief is, De redenéring met
%y en b herhalende in plasts van a en b, vinden we een punt X5 gelegen
tussen x1 en3 . 20 doorgeande krijgen we een monotoon toenemsnde rij
getallen a, xﬂ, X5y ess alle <15 Deze rij ig convegent, Hear limiet
W is :f?. Om te bewijzen, dat w met ig samenvalt, beschouwen we, even-
als hierboven de teruglopende betrekking, die hier de gedaante

x, £ (0)-bE (%)= g:e(b)--f(xhﬂS xh”

bezit., Dit levert bij grensovergang ‘wJ L(b)-bf(w)= )f(b)—f(od)r‘d ’
wearuit volgh £(Lu)=0, dus = 7 . |

Als £%(x) in het interval a =x <b voortdurend = 0 is (en ook als die
tweede afgsleide in het interval voortdurend =0 1s}, levert de regula
falsi het ftussen a en b gelegen nulpunt van £(x) met ietere willckeurig
voorgeschreven nauwkeurigheid, tenminste als f(a) en £(b) tegengesteld
teken bezitten., Dit hebben we hierboven bewezen als f(a) en £7(x) te-
gengesteld teken bezitten (is nl . £(a)” 0 en £"(x)<0, dan behoeven we
in het bovenstaande slechts f(x) door -f(x) te vervangen). Hobben f(a)
en f"(x) hetzelfde tcken, dan moeten we in het bovenstasnde a en b ver-
wisselen, zodat we dan eecn afnemende rij getallen b,x1, Xpgees krijgen,
die tot het gevraagde nulpunt'g naderen, .

We zullen niet de convergentiesnelheid van dit proces onderzoeken,
Bij nader onderzock zou blijken, dat die snelheid veel geringer is dan
bij de benaderingsmethode van Newbton. Het blijkt nl, dat bij de regula
falsi § -x, 4 niet van dezelfde orde is als 3 ~xh)2, msar van dezelfde
orde alsé%—xh, zodat de approximatie veel langzamer geschiedt.

In de practijk-worden niet zozeer de benaderingsmethode van Newton
en de regula falsi gebruikt, als wel de kekenwijze van Horxner, die hier
aan een speciaal geval zal worden toegelicht.

- Beschouw de vergelijking f(x)=x4~4x3+3x2+77x-10077=0. Het linker-
1id is negatief voor x=10 en positief voor x=11. Uit het vorvolg blijkt
dat de vergelijking tussen 10 en 11 slechts een enkel nulpunt bezit, In~

i gordt, dit nulpunt in 6 decimalen ackter de komme te be-
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rekenen, ontwikkelen we f(x) met de rekenwijze van Horner naar opklim~
mende machbten van y=x~-10, Men krijgt het schema

1 -4 3 77 -~10077
1060 630 7070

e

1 6 63 707 -~ 3007
10 1602230

1 16 223 2937

10__260
1 26 483
S
1 36,

dus f(x)= y4+36y3+483y +2937y~3007 Gevrazzd wordt van deze vergelijking
de tussen O en 1 gelegen wortel y in zes decimalen nauwkeurig te bereke-~
nen, Zouden we y=0,9 proberen, dan zou blijken', dat dcze wazrde te

groot ig, zodat we gaan ontwikkelen naar opklimmende machten van z=y-0.2.

1 36 483 2937 ~3007
. 0,8 29,44 409,952 2677,5616

1 36,8 512,44 3346,952 -~ 329,4384
0,8 30,08 434,016

, 0,8 30,72
1 38,4 573,24
0.8
1 39 2.

Dus £(x)= 2%439,2 23+ 573,24 22+ 3780,968 z~ 329,4384. Gevraegd het tus-
sen 0 en 0,1 gelegen nulpunt van deze veelterm te bepalcn, Voor een zo-
danige we:arde van z zijn de cerste 3 in het rechterlid opiredende ter-
men klein t,o0.,v, de beide andere termen, zodat men z bij benadering
vindt door de som van deze lastste twee termen gelijk asn O te stelleh,
e vinder dan dat z approximatief gelijk is e2an 0,08, zodat we gaan ont-
wikkelen nsar opklimmende machten van u=z-0,08, Om niet te vesl decima~
len te. krijgen, ronden we af, .

1 39,2 573,24 3780,968 -329,4384

e 001 3514 46,110 306,1662
1 39,3 576,38 3827,078 ~ 23,2722
: 04 3,15 46,36
1 39,4 579,53 3873,44
i 031 ‘3;16
1 38,2 583
- .
1 39,6

De veclterm £(x) gaat dus bij grote benadering over in
u*439,6u34583 u+ 3873,44 u - 23,2722.
Het tusszen O en 0,01 gelegen nulpunt van deze veclterm is aadmoximatief

0,006, zodat we ontwikkelen nsar opklimmende machton van v=u-~0,006. We
krijgen dan het schema
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1 39,6 583 3873,44 -23,2722

. .o .o 3,50 23,2616
1 39,6 583 3876,94 - 0,0106
LK. s o @ 3,50

1 39,6 583 38£0,44

* & 4 8 &

1 39,6 583

LI
L e L S

1 39’6.
De veclterm f(x) is dus bij grote benadering gelijk azn de veelterm

v¥s 39,6 v34 583 v2 4+ 3880,44 v - 0,0106.
Het tussen O en 0,001 gelegen nulpunt vindt men weer approximatief door
de som van de laatste twee termen _.elijk aan nul te stellen, waaruit
'volgt v=0,000027, wzarbij voor de lastste decimeal niet kan worden in-
gestaan,
We vinden dus als benaderde waarde van het tussen 10 en 11 gelegen
nulpunt ven f(x) de waarde 10,886027,
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§ 5. Ontbinding in factoren.

In deze paragraaf wensen wij te onderzceken of een gegevén veelterm

» e -
fod=aox +a,x + . <« ¥ en
met rationale co&fficienten ontbonden kan worden in twee veeltermen
r Py ' , .
}(w}':/ﬁfl + 4, v, o h=lox s, 5Ty cr ey

eveneens met rationale coéfficiénten.

Het is duidelijk dat wij bij ons onderzmoek de coéfficiénten van de
veelterm f(x) allen‘geheel mogen onderstellen, want em dit te bereiken
behoeven wij f(x) slechts met het KGV der noemers, optredende in de
- n+l coefficienten, te vermenigvuldigen en deze vermenigvuldiging hzeft

geen invloed op het al of niet ontbindbaar zijn van £(x) in de gewenste
gedaante g(x).h(x). Wij onderstellen dus voortaan dat a, ,a, ,e..,8
allen . geheel zijn.

Gauss heeft verder aangetoond dat wij slechts behoeven te zoeken
naar veeltermen g(x) en h(x) met gehele codfficiénten, m.a.w. als er
geen g{x)} en h{x) met gehele coefficienten bestasn, die voldoen aan
£(x) = g(x) h(x),is er ook geen stel veeltermen g(x) en h(x) met ratio=~
nale coéfficienten te vinden die man deze relatie voldoen.

Wij voeren het begrip primitieve wveelterm iny hieronder verstaan wi}j

~ een veelterm met gehele coefficiénte, waarvan de GG6D gelijk is aan 1.
Allereerst bewijzen wij na de volgende stelling van Gauss:

Het product van twee primitieve veeltermen is weer een primitieve
veelterm. ) |

Immers onderstel gix) en h(x} primitief. Dan vindt men voor de coef-
ficiénten van hun product

Ay = «go,co
4, = léﬂo(}, 4—{;('9
/Y rjo(:;, "’»(, ¢ *”(tfu

- - - - - —-— - —

Ay = Zfec,- W ot P4 T =K ; O€pgn 4L9Kg
a.“:Jg,.cs
Onderstel nu dat f{x) = g(x) h(x) niet primitief was. Dan bestond er
een priemgetal p dat deelbaar was op alle coefficienten B,18 peregly -
Onderstel dat-fa de eerste in g(x) eptredende coefficient is, waarop
p niet deelbaar is en evengo dat Cy; de eerste in h(x) optredende coef-
ficient is waarop p niet deelbaar is. Wij beschouwen dan de coéfficiént
;akay waarin de term »Iggg optreedt die endeelbaar is door p terwijl

— — -
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alle andere inué;§§ optredeﬂde termen producten zijn van een;ﬁ%met
lagere index dan R en een ¢ met lagere index dan S, zodat die allen wel
door p deelbaar zijn. Bij gevolg was de grootheid aR+S,niet deelbaar
door p in tegenstelling met de onderstelling.

Wij formuleren nu onze ontbindingsstelling nog iets anders nl.:?

Is £(x) (met gehele coeffciénten) gelijk aan een product g(x) h(x)
van twee veeltermen met rationale coefficienten, dan bestaat er een

rationaal getal t, zodanig dat tg(x) en Rlx) gehele coefficienten be-

zitten (zodat £(x) dus te schrijven blijkt als een product van twee
veeltermen met gehele coefficiénten).

Bewijss Onderstel f(x) primitief en zij f(x) = g(x) h(x), waarin de
coefficiénten van g(x) en h(x) rationaal zijn. Er bestaat dan een kleinste
geheel getal a zodanig dat ag(x) slechts gehele coéfficienten bezit;
als nu b de GGD dier co&fficienten is, is J(X’
(ayb) van a en b is 1). Evenzo bestaan er twée gehele getallen ¢ en d
(met GGD (c,d)= 1), %zganig dat CA(x) primitief is. Men heeft dan dat

ac a g () ct (%D
Za—(__ f(X)= —‘2:—6._/-‘- . j"(c"

primitief (en de GGD

als product van twee primitieve veeltermen
primitief is. Geen factor van 44 is deelbaar op de coefficienten van
f want f is primitief. Dus bd is deelbaar op ac. Het quotient is echter

1 want anders was =5 f(x) niet primitief. Bij gevolg is bd = ac. Dus

f(x)= E%g(x). %% h(x), waarmee de stelling bewemen is.
Is f(x) niet primitief, dan volgt uit F£(x) = g(x) h(x) dat
{Cf’: <§£?> h(x) (waarin e de GGD der coéfficienten van f(x) voor-

stelt)gc#:pfimitief is; er bestaat dan een rationaal getal t met

fé;> = {é£1> A0 y waarin QZ%;B enﬂg—é;—c-> gehele coefficienten

hebben, dus f(x) = tg(x). 2(X) is ook een product van twee veeltermen
met gehele coefficiénten.

Opg. 1. Als de primitieve veelterm f(x) geschreven is als een product

1
met ¢, %, ... ?é‘ 1, zodanig dat r g(x), r, g(x),..., rL%éx) allen

prlmltlef zijn.

g7(X) g, (X)--.ge(x), dan bestaan er rationale getallen r 2Tareess Ty

Def. Men noemt een primitieve veelterm irreducibel als zij niet te
schrijven is als product van primitieve veeltermen van lagere graad,
Uit de gevonden resultaten blijkt dat men bij het =moeken naar ont-
bindingen van primitieve veeltermen zich slechts tot primitieve fac-
toren behoeft te beperken. Wenst men b.v. na te gaan of de - veelterm

ﬁ%)s x Ty ox3s x5+ 2

irreducibel is of niet dan zijn slechts mogelijk de gevallen
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,C/'x).: ()t-}—a,)( v 3 £ +C>c+.o()

7(‘/70*-—-: _/x"+-ex \Lj)(xl - #‘)c*é’}\-))

waarbij alle optredende coefficienten a,b,c,d,e,g,h en k geheel zijn.
In het eerste geval is ad = 2, dus a = 1, -1, 2 of -2 en men controleert
met behulp van de reststelling direct dat f(x) geen factor x+1, x-1,
x+2 of x=2 bevat.
In het tweede geval heeft men

e+f=2
_+e/7+/é_-.— 7
g#’?a_c/\-u -5

gk =2

Uif gk=2 volgt dat juist één der grootheden g en k even is, dus ult de
2e relatie volgt dat eh even is; daar e+h even is, zijn dus e en h beide
even, wat strijdt met de 3e relatie. De veelterm f(x) is derhalve
irreducibel.

‘Wij leiden nog de stelling van Bisenstein af, die ons in bepaalde
gevallen helpt om veeltermen op hun reducibiliteit te onderzoeken. Deze

stelling zegt: Als van de veelterm f(x) = a, x + ah_)x°¢'+ - C
coefficient a_ mniet en de overige coefficienten a__, ,+.., a;“door een
priemgetal p deelbaar zijn, terwijl a, niet door p2 deelbaar is, dan
is £{x) irreducibel.

Bewijst Stel er bestond een ontbinding

.f/vc):x \/g‘:’y'\’.;.,.--&é}o)(Cst'}""*‘(‘b))

waarin alle eoefficiénten geheel zijn, dan is a_ = b,c deelbaar door

p maar niet door p?, dus hetzij b, hetzij c, is deelbaar door p. Zondex
dqélgemeenheid te schaden mogen we aannemen dat b, wel en c, niet
deelbaar is door p. Daar niet alle coéfficiénten bo,bt,...,bz’deelbaar
zijn door p { anders was a, het ook) is er een eerste coéfficiént,

welke wij bR zZullen noemen, die niet door p deelbaar is. Echter is dan

8, een som van termen die allen, op de ene term b, ¢, na, door p deel-
baar zijn, dus a_ is niet deelbaar door p in strijd met de onderstelling.

'R .
Opg. 2. Als p priem is, is de veelterm
‘Fl"x) = xS e e 1

irreducibel. Men bewijze dit door x = y+1 te stellen en te beschouwen

x s o
f(x)= — = A , op welke veelterm in y de stelling van

Eisenstein is toe te passen,
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Opg. 5 Als van de veelterm a, x4 a1x°“ + ...+ a, alle coefflclenten

B 900018 deelbaar zijn door een priemgetal p, maar ,, niet deelbaar

is door p* en als verder a, niet deelbaar is door p, dan is die veelterm
irreducibel.

. ,€ . :
Opg. 4. Ontbind de weelterm x ~1 in irreducibele factoren.

Hoofdstuk IV.

§ 1. Eliminatie.

Wij wensen in deze paragraaf na te gaan onder welke voorwairden twee
veeltermen

7[(')(): c;_o)r""’.;. S S - 5/’)():-:. g09(7w+ e ({3?’

een nulpunt gemeen hebben. Wij zoeken daartoe een‘functie die elleen
afhangt van de coefficienten 8,58 9098, 5 b b‘,...,b}ﬂen die dan en
slechts dan nul wordt als een der n nulpunten X, ,...,x, van f(x) samen>
valt met een der m nulpunten y, ,...,y, van g(x). Het is duidelijk Aat
de functie
C- T (
= f} )
/M:I V=4 v ‘th)
Juist in die gevallen nul wordt. Wij merken verder op dat uit
g(x)= b (x-y, )...(x=y,) volgt &(x,)= b (x -y, }...(x,-y,), dus

C = j?i 7 (xv)

Y=y {o 7
7 -0
De functie C?éi = /7 g(x,) is ecn gehele rationale symmetrische func-
V.._-

tie in de grootheden X, 9000yX, €N dus volgens de theorie der symmetrische
functies geheel en rationansl uit te drukken in de grootheden gl geeay Xm,

. A L4

Ikgf functie is van de graad m in elk der grootheden X‘,.aa,xh, zodat °
. {

a, maal deze functie, dus de functie

D = szhm‘gofnc

73
geheel en rationaal uit te drukken is in de grootheden a ’3,9*"aa¢,5
2 R
b ,4,000’b . m w
Uit l%~ *ﬂf g(xy)zlet men dat Q&pomogeen en van de graad n is in de

grootheden b ,...,b evenzo is %f homogeen en van de graad m in de
grootheden NP S 7

Toepassing. Bepaalde uitdrukking D.voor de veeltermen

f(x)= @, x +a, ;Cyﬁwwéx‘i{:" +€,
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Men vindt

Dﬁj = a"fy‘?("f) = f,a’- gfdf”’o + é;qoé

of door uit te gaan van g(x)

<} fi)’/jg = (a.,,j‘-ra)(aoyz-;—a)
=bof @2 g5, 2, g, +9. )+ @)= £, a.%- €,000,+ &2,°

Ogg. 1. Bepaal de uitdrukking D; voor de veeltermen a,x + a,en b, X + b .
Opg. 2. Bewijs dat uitdrukking f?, voor twee veeltermen f en g resp.

van de graad n en m gelijk is aaé de uitdrukking D b F voor de veeltermen
g en £ afgezien van een factor (- ) Zﬁl; zien dat de functie D{ of
de functie D =(- )%rnIQ} dan en slechts dan nul wordt als de veel-
termen £(x) en g{x) een nulpunt gemeen hebben. De functie ka is dus

de resultante van de vzeltermen flx) en g(x) en deze resultante is )
zoals wij hierboven zagen, homogeen en van de graad n in de coefficien~
ten b ,b, ,...,b, van g(x) en homogeen en ven de gr 2ad m in de coéf=-
ficienten 8_s2, yo++s2, van f(x). De resultante is dus homogeen en van
de graad m+n in de coéfficidnten van de veeltermen £(x) en g(x) tesamen.
Wij tonen ook nog aan dat de resultante isobaar is in de coefficienten
van deze beide veeltermen tesamen. Beschouw daartoe de vergelijking
® (3)= 0, waarvan alle nulpunten{§7,...,§; Fmaal zo groot zijn als die
van f(x), dus als

PlE)= a, T 7+t E7 4+ il 4o,

dan is 0(,='(a,; o(,: t‘zaz Jeoesy X = {7 @, . Verder beschouwe men de
veelterm '”X( E) waarvan de nulpunten tx zo groot zijn als die van
g(x). Voor de coéfficiénten € ,f3,,.-.,/3

Ceqgl
direct in dat geldt

/gz“'tga‘:/&Z :'{zég"" /3%0,5"”4{0”

Verder is

>

van f (3) ziet men dan

:Dq?x ﬁao;%'gow/uf\{ /Ey*’?ﬂ): e é")’;{\{ 0020
£77 a, ”’»ém 7/\/’(1/"57 ) *{WWD{

Daar D‘P?& ontstaat uit D{; door bij Df» in elke term @, te vervangen
door o/ , @, door o ,..., A@,door o,, &, door[s y 4, door@ yerey Loy
door/3 en bij die vervanging hierbij evenveel factoren t gewonnen wor=
den als de index aangeeft, is het gewicht van iedere term van D

gelijk aan mm, dus Dﬁy is isobaar van het gewicht mn in de coefglclen—-
ten van de veeltermen f en
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Indien men op een of andere wijze een veelterm V in de grootheden -
B geeesBy 0,...,b,m afleidt, aie nul wordi als f en g een wortel gemeen
hebben, is die veelterm V deelbasr door D—f; . Immers de veelterm V is
Asymmetrisch in de grootheden x,,...,%,, Yy 100 9Vamen wordt nul als er
een i en j bestaan zodenig dat x;= y-, zodat V de factor x - A
.bevat, maar wegens de symmetrie is V dan deelbaar door elk der m n
uitdrukkingen x, - Yu ,dus door hun product C. Daar echter C gebroken
rationaal is in de grootheden 2g,+.+38,, By 5+-4,b, , (en wel met noemer
a': b;w) , is V deelbaar door aofmgf'c, dus door Dr. .

Toepassing. Men elimineert x uit de vergelijkingen
f/;c)« o, 1Q+.a,>e+ae =0

3’ )= £,x? +€x *’gz. -0

op twee wijzen, nl. door ze met b, resp. a, te vermenigvuldigen en af

te trekken en door ze met b, resn. a, te vermenigvuldigen en af te
trekken. Men vindt dan bij x # O

(@g)w x + (af), =0
(‘bg%z'x + [@6),2 = 0

(hierin stelt (ab)t-J- de determinant a‘;\ljr a ‘byvoor) en dus na eliminatie
van x

P‘ C"’é)/a /“‘/g)/z =+ /a’g)oa <o -

) Deze relatie geldt ook in het nog niet behandelde uitzonderingsgeval

x = 0, want dan is a, = bz = 0. Men kan het ‘geveonden resultaat nog in
een andere gedaante brengen. Men heeft nl.

(akdyy (28,5
R= ](,,,mo, /44)02}

2,8y a, 6, Qfgz “‘%’gz

a‘og;"a/‘gg, Qogz—a,go

i

2

wasruit na 2 maal randen volgt
a 2, o

? = P af az

g €, o

£, £,

@o
(6]
£
o f
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Dit laatste resultaat is een bijzonder geval van een resultaat dat
ons door de eliminatie methode van Sylvester wordt gegeven. Indien de
vergelijkingen f(x)= O en g(x)= O een wortel gemeen hebben, is dit ge=-
tal x wortel'van slk -dér-vergelijkingen

x " Hdeo, MO <0 . sf =0, flxO=0, x7 g (x)=0,
')(77*25/75):0) ey x;/7(>:ej/w):o

Schrijft men deze vergelijkingen uit dan ziet men dat het systeem homo-
gene vergelijkingen

09?,,,_,_,”_,-}015?,,,4_”_24‘ coT +a‘nz4»),..l —o
k-
00 Ronen-1 * - o - +7r72;,-...2 o
G20 + . - . + a,?s =0
go Zwmrnes +€/?'m4~ﬂ-2 oo '+'gmzn—~/ = o ’
. = O
g‘, men.z ¥ + m Ane2
&z%-» .- +{m7‘,:o

)

b tegelijk moet bestaen (en wel de oplossing

mAr—

—_—
:705,) '2,:2, Zo=2x o) P = X K

b .2 S o Py

die niet de nuloplossing is, moet bezitten), zodat de coefficienten~
determinent

. .
R o - - - - -
.

O - Q a,a - A,
‘gog-} - ng """ O
Ogo ¢ T gMo"" o

nul is. Dat omgekeerd uit het nul zijn van R volgt, dat het stelsel een

oplossing bezit, is evident maar het staat niet a priori vast dat die

oplossing (z,,%, ;«.-,2

me ney) d€ eigenschap bezit, dat z,=1; 2, = 2 ;

/
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2 an & M=y
= Z,;.~.;Z

e ner = 2y en pas daaruit velgt dat f en g een nuipunt
z, gemeen hebben. Dat dit bij R = O toch wel het geval is, blijkt uit de
hierboven gemaakte opmerking, dat als f en g een nulpunt gemeen hebben,
R = 0 is, zodat R deelbaar is door elk der verschillen x, - Yos Ous door
Aangezien echter R niet identiek nul is (men kijke b.v. naar de term

D..
g%’b:, die in R éénmaal optreedt en wel met coefficiént 1) en van de

Zs

(2]
graad m in de coefficienten a, en van de graad n in de coefficienten E«.

is, kunnen R en_Drslechts in een constante factor verschillen, zodat uit
R = 0 inderdaad vglgt dat 9‘= O is, dus dat f en g een nulpunt gemeen
hebben. ’ %

Opg. 3: Toon aan dat een gemeenschappelijk nulpunt van f(x) en g(x) ook
een gemeenschappelijk nulpunt is ven de veeltermen f(x) en f(x)+ A g(x)
(N willekeurig #0).

Euler heeft nog een sndere methode gegeven om de resultante der
veeltermen f£(x) en g(x) te vinden. Hij merkte op, dat, als f(x) en g(x)
een nulpunt c¢ gemeen hebben, geldt f(x) = (x-c) p(x); g(x)= (x-c) q(x),
dus

q(>) /‘[x)-.-: /;[x)j/x)}

wazarbij p(x) en g(x) ten hoogste van de graad n-1 resp. m-1 zijn. Om-
gekeerd als twee dergelijke veeltermen p(x) en g(x) besta=zn, moeten de
n lineaire factoren van f(x) deelbaar zijn op het rechterlid p(x) q(x),
maar omdat p(x) ten hoogste van de graad n-1 is, moet ten minste een
dier factoren deelbaar zijn op g(x), waaruit volgt dat g(x) en f(x) een
factor, dus een nulpunt gemeen hebben. Zodra dus een tweetal vecltermen

/’(x7=/’g'f”*l+*--4/,,,, 5 ()= g9, x7 7 4 - + Gny

bepaald kan worden, wamrvoor geldt o(x) f(x) = p(x) g(x), hebben f(x)

en g(x) een nulpunt gemeen. Door d= producten gq(x) f(x) en p(x) g(x)
uit te werken en de coefficiénten van overeenkomstige machten gelijk te
stellen, gziet men dat er getallen Pyse+9D, 3 Gyse+-,0, ,(niet allen
nul) bepaald kunnen worden zodanig dat

Ppebs ~ 9,90 =e
/’o ’g/ ”‘/’,'V’o ~ '?i a,~ q,2, -0
/o £, 4 /’/’gi"/’z!, — 99 - 9,2, - 9,9, =0

-
- - - - - -

/%”ém - F A =0
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Van dit homogene stelsel moet de coéfficientendeterminant dus nul zijn
“en men ziet gemakkelijk in dat deze,na wentelen om de hoofddiagonaal,

op eenvoudige wijze over te voeren is in de determinant R van Sylvester.
Opg. 4. Teon zan dat het bestasn van een veelterm p(x) van de graad

n-2 en een veelterm g(x) van de graad m-2, die voldoen aan

2[3() . -—/Y):)z /3/)() ﬁ—/ﬁ()

tot gevolg heeft dat f(x) en g(x) twee wortels gemeen hebben.
Opg. 5. Bepaal de relaties die tussen de coefficiénten der v_geltermen

-/[/‘x):-: ,,07,{’3_,_ a")c'zq.» 2, % +03 en Gq(x)r {o%?\)- €,x+ ‘gz

moeten gelden, opdat deze een {resp. twee) nulpunten gemeen hebben.
De eliminetie methode van Bezout gaat geheel anders te werk dan die
van Sylvester. Wij lichten deze toe aan een speciaal geval

7[/7’)'—* 407‘*+a,9c3+429c’+03x+a¥ 5 Ocr/oc)z Qa:ﬂg’,’xmga,

Hebben f(x) en g(x) een wortel gemeen, dan geldt voor die wortel

a )'.3+~4')¢2+ oC 4+ 3 2
o : s 23 Ry . a,x ta,x+a, ayx +a,,

-
’ 2> 1
Xigt*é; 4?2 t, éZX-réé

dus na herleiding twee betrekkingen van de gedaante (waarvan de coef-
ficiéntenvc en d op eenvoudige wijze in de coefficienten =2 en b uit te

drukken zijn ‘
°n zijn) X3+ C, X e tCy =0

2
Adyx> 4, 2% vy 5 oy =0

-

Aan deze betrekkingen voegen‘we nog toe de betrekkingen

{ax;f—g,‘xzihé’?x —_
Lo+ €y £, =o.

De 4 gevonden betrekkingen, alleen geldig als er een gemeenschappelijk

x
nulpunt der twee veeltermen f(x) en g(x) bestaat, leveren na eliminatie
een resultante

B = | 4 du o
’gp g] ‘62 4 =0
o {o 'é ’52
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op. Men weet dat deze deelbaar moet zijn door D. Lettende op de graad
van B en op het feit dat B niet identiek nul is, ziet men gemakkeliik
in, dat B en QQSlechts in een constante factor verschillen,

Opg. 6. Iaat zien dat bij veeltermen £(x) en g(x), beide van de graad
3, de determinant B van Bezout de gedasnte

é’-‘é )03 (a/é)r‘S (a/é )23
= |G, )bl (),
(a’g)o; (“g)oz (a’g)tﬁ

bezit.

§2. Toepassingen van de eliminetietheorie.

Wij geven vain het gevondene twee toepassingen.

De eerste toepassing bestaat uit het opsporen van de snijpunten van
twee willekeurige vlakke krommen f(x,y)= O en g(x,y) = O, resp. van de
graad n en m. We schrijven

‘f(“")fj)"‘ 051""4~ O,XT'"‘!' R S J(?-’)j)z— g& e {'77;

pl

waarbij elke coefficient av= aw@)een veelterm is van een graad VvV in y
en elke coefficient b, = /yeen veelterm is van een graad AAin y. Ben
snijpunt S(x, ,y,) van de krommen heeft de eigenschap, dat de veeltermen
f(x,y}) en g(x,y,) een gemeenschappelijk nulpunt hebben, d.w.z. dat hun
resultante nul is, Deze resultante is in onsgeval een veelterm in y

en wel van een graad, die gelijk is aan het gewicht m n dier resultante,
Juist omdat in de coefficienten a, resp. bﬂ_de grootheid y in de v e
res@./ue graad optreedt. Er zijn wegens de hoofdstelling der 2lgebra
juist m n waarden y_ te vinden wasrvoor deze resultante (als veelterm
van een graad mn in y,_ ) nul wordt. Is eenma=l zo'n waarde Yo g£evon-
den, dan kan het bijbehorende puntﬁg gevonden worden door; oals boven
is opgemerkt, een stelsel van m+n-1l homogene lineaire vergellgklngen

e ¥~

in de onbekenden z, = 1, z, = x_, z,= XS yeeny Doy, = X, op te
lossen, wazaruit in het algemeen juist 1 waarde van x, volgt. In het
algemeen vindt men zo dat twee vlakke krommen van de graden m en n
precies m n snijpunten gemeen hebben (stelling van Bezout). In de
analytische of in de algebrsische meetkunde worden deze resultaten ge-
preciseerd en de uitzonderingsgevallen, die zich hierbij kunnen voor-
doen en waarop wij nu niet inga=n, bestudeerd.

Opg. 1. Bepaal op de aangegeven w132e de snijpunten van de krommer

3g )3 = 42 . X2 =
27+ # x oy .-+\7
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Opg. 2. Is het mogelijk dat twee krommen ven de graad m resp. n meer
dan m n snijpunten hebben?

Een geheel andere toepassing van de eliminatietheorie 1@vert ons 1le
voorwaarde wazronder een veelterm f(x)= Gip X +,a,w““ -
een dubbel nulpunt bezit. Wij weten dat het daartoe nodig en voldoends

is, dat f(x) en £'(x) = na,x” '+(n-1)a_, x”* + ... + a__ een nulpunt
a 5

gemeen hebben., Wij vinden de genoemde v;orwaarde direct docf“%esultante
R van f en ' op te schrijven, die van de graad n+(n-1) in de coefficisun-
ten a is en van het gewicht n(n—l). Men ziet echter onmiddellijk in dat
deze resultante deelbasr is door a, zodat wij na verwijdering van deze
factor een resultante D = %}-v1nden die in de coeff1c1cnten van de graad
, 2n=2 en van het gewicht n(n—l) is.

Men overtuigt zich er gemakkelijk van d=2t D niet identick nul is. De
gevonden uitdrukking D wordt de discriminant ven f genocmd.

Opg. 3. De discriminant van f is op te vatten 2ls resultante van

Bt o fomof =xf"

Opg. 4. Schrijft men f{x)= f(x,1), waarbij

” m- 7 M-2,23 . .- =t L E
-f(x,y) = Q, X’ + @, N 67+a2x ry + 1 Oy ”; +%=‘j N
dan is de in opgave 3 gevonden vorm f, gelijk aan 3%7343} , waarin

y = 1 gesteld is. (Dit is een blgzonder geval van de stelllng van Zuler,

die zegt dat een homogene vorm f van de graad n in de variabelen X,y . 7.--.

'voldoet aan

7‘%*53&7;“’” 25——54"-- m'»{’.)

Opgs 5. Bepaal de discriminant van elk der vergelijkirgen
3(2+/3'X+—2 =0 § 9('34—/)3/; 4..2-:0; ?(q+—/07+2“'=6,

Opg. 6. Bepaal de discriminant van de vergelijking

G, T3 @, > a, X+ ay =0,

Men kan ook op geheel andere wijze komen tot de uitdrukking D. Beschouw

daartoe de uitdrukking
V= G o33 ) (0, =0 Y X Mooy ) (%) - o (06, =%,)

‘bestaande uit fﬂ%%i) factoren. Het is duidelijk dst V nul wordt zodra
twee der nulpunten van f(x) gelijk zijn. V is echter geen symmetrische
vorm in de grootheden X;90ee9X,, want verwisseling van twee deger groot-

heden doet V in zijn tegengestelde overgaan. (Een zodanige vorm noemt
men alternerend). Juist dit resultaat leert ons welke functie der nul-
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puntverschillen we moeten nemen om wel een symmetrische uitdrukking in
de wortels te krijgen. We beschouwen nl. de functie 77‘( X )

AFEY
waarin naast b.v. de factor x, - x, ook de factor x, - x, optrecdt.
min-)

Deze functie, die juist gelijk is anm (=) = V7 wordt slechts nul
als twee der nulpunten van f(x) samenvallen en deze functie is symme=-

trisch in die nulpunten, dus geheecl en rationaal uit te drukken in

a a a Z, .
7;?, ‘Zf gesey 2{1. Daar \/ in e¢lk der nulpunten van de graad n-2 is,
]

2h- 2 . . :
1S a, *V° een gehele rationale functie van a, ,a «s2.,, Gie dan en

gsee oy
slechts dan nul wordt, als twee der nulpunten van f(x) samenvsllen. De
bovengevonden uitdrukking D wordt nul als twee dier nulpunten samen-
vallen en is dus deelbaar door " 21/*. Aangezien echter D van het
gewicht n(n-1l) is in de grootheden g ,a,,...,8_ @n as”“?}/z als symme=
trische functie van de grazd n{n-l) evenecens dit gewicht bezit moet het

guotient een gewicht nul bezitten, zodat dit quotient af-

gezien van getallen factoren van de gedaante a;p is. Da2r D van de graad
2n-2 is in de coéfficiénten a_,2,,...,8,¢en V2van de graad 2n-2 in X, , dus
ao’”*z\/z van de grasd 2n-2 in de grootheden a_,s, ,...,a_, is, moet p = C
zijn zodat af”q L/Z en D afgezien van getallen factoren overeenstemmen.

76 heeft men bi} de vierkantsvergelijking O, x¥we,x+ q,= 0O
1 Q/ 02

2y,2 2 2/, 2
Qo}/ e (202(%1-2‘2> = ((.‘x,.; ¥ -....Z/ 2’,1{'2) - C?le“ ‘;/Qoqe ’

Opg: 7. Bij de cubische vergelijking x 34 P X + g = 0 drukke men de
symmetrische uitdrukking

(o =%t (=3 ) (7= )2

uit in de coefficienten p en g, gebruik makende van de relatie xl+x2+x§sog



