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Hot.ere ili!>eb;r-a .. 
1' • •' --· 

.iJeel I ,.Nume:rieke analyse. 
Hfdet .. 1.Ue~:r -oplosbare verge-

11 j ld.ngen. 

"le veroru.erstellen de defir:i tie va:u de besta. ... rlbare l$etallen ~ke.ud., 
'e be dchouwen getalle11parer1 ( a, b) , waari:n a eu b bestaa.nbe.re 6etallen 

v, or stellen .. :oaarbij epreken v•e af ,d:it het p.:i.a.r ( a,O) een and ere schrijf­
~·ij ne voor het bestaanbare e,eto.l a is .. 

"'Fij :..oeme:u t•ee paren (a,b)en (c,d)dan en a.lleen dan aan slka.ar 
selijk, als a. = c en b = d is.Om deze afs?raak te rechtvae.rdigen moetan 
""- ... 1atc!?l zien,dat,als ei,;n van deze to;"ee gi:::tallen. 11tu·en van ta voren 
rt',,,_•J is vastgele0 ..:i.,001r het ur!d(:re vastgeleed is en -,rel met dezel:fde 
b1:.-~i.: '.:e .. 1ia .. Jtel ( a, b) is van ta vor:Jiu reeds vt:i.St:.:.,ale,;::,d,d,. w.z. b = 0 ter­
'?-•i j 1 (a, b)een andere schrijfwijze is voor het reele g.etal a.ls hat 
paar (c,u)vol~e:na oova1::..ataa.nde dofinitid 8,elijk a.an het paar (a,b),dan 
is d = b = C en c == a, ;1,oda:t h,Q,t pa.ar ( c ,d)vast~ele._sd is en wel een 
a.:ndere sch1 .. ij fvtij ze bete1:l3nt voor he't '\: .. .:u::ti::i.liUJl,.•.st,re &-4'lit'l'lLl. .,...;i.R omfl.ekAAt"d 

gegeven,da.t (c,d)e'3n a:udere schrijfwijze is voor het reele get.al a, 
da.n is d = 0 enc= a..,dus inderdaad a= o an b = d,.Uit deze toelichting 
blijkt,dat de 5elijkheidsdefinitie ~eoorloofd ie, 

Onder de oom van twee ~etallenpa.ren (a.,b)en (c,d)verstaan we per 
deiinitie het paar {a.+c,b+d) ,dus bv.,(3,5)+(5,7)=(8,12) .Om er ons van 
te overtuie,en dat daze de:finitie e:,eoorloofd is,moeten we vooreerst het 
speciale geval :naga.an,waarin elk der c;etallenparen (a,b)en (c,d)gelijk 
is a.an e~n best&'lnba.ar 6eta.l;immers in dat geval is de som van (n,b)en 
(o,d)reeds gedefinicerd. en moeten we laten zien,dat het resultaat van 
de nieuwe definitie overeenst;mt met de aom,zoa.ls die vroeger g.edefi­

nieard is.Dit is inderda.ad zo,wa.nt in bet beschouwde speeiale 6evaJ. 
zijn bend en dua ook b+d gelijk a.an nul,zodat het paar (a.+c,b-Kl)in­
derJa.ad gelijk is a.an a +c .. 

Uit oovenst.aanda afspraa.k: vole&t,da.t sen pa.ar (a., b) ,waa.rbij b = O 
ia,nooit ,g,elijk is a.an een bastaanbaar e;etal c,want was da.t wel zo,da.n 
zou (a,b)s,elijk zijn a.an (c,O'),waaruit zou vol5 en b = 0., 

Het galijkheidsbegrip ,zoals h-:t hierva.n g,ed-3finiaerd is, voldae-t,,, 

a.an 3 voorwaarden, de zg. aequi va.l .. m:ti.a-voorwa.a.rden:. 
1° Het b~grip is reflenef',d.w .. z.het paa.r (a.,b)is gi:llijk a.an zichzelf. 
2° Hat begrip is symmotriseh,d,.vi,.,z.,ia (a,b)={o 1 d),da.n is (o,d)=(a,b) .. 

3° Het begrip is tranait.ief.,d .. w.z..is (a.,b)={c,d)en(o,d);::;(e,f) da.n is 
(a., b) :;;:( e ,f}. 

~lk beg,rip,d.at aa:n daze drie vo.orwa.::i.rden voldoet heet ean aequivala:n.t~' 
bdgrip,zoa.at we kortweg kunnen ze~Bu~Het boveuge»oemde gelijkhe.idlll(b$;,.. 
grip is ae:n e.eq;o.ivalentiabea,rip. , .. 



2. 

Hiermede is. echt~r <lt, ·definitie van de som neg niat gQrechtvaar­
dj gd, We mo~t~n lat.en zie11 ; ls (a, b} =(a•, b •) on ( a,d) =( e' ,d') ,dan is vol­

g,0y, 3 bovenstaar-.Lde definitie do som vu.n (a,b)en (c,d)g,elijk aan de som 

va::..i. (a. 1 ,b')en(c' ,d'}'.Dit nu is evid~nt,want uit het gegeven volgt; 
a. = a. 1 , b=b; , c == c • , en d::d' , zodat de ui tkomsten ( a+c, b+d) en (a' +c', b' +d 1 ) 

inderdaad ov~reenatemmen. 
Nu gadn we van de hierboven 6\,cL.:f iniaerde OJ?tulling ankele -eisen­

schappen ncwijzeni 
Qommutatieve ei5?nschap. (a,b)+(c$d)-(c,d)+(a,b). 

:Jeze eigenschap is evident ,omdat in het gebied van d.e bestaanbare ge­

tall~n de optalling ook commutatief is. 
- Asso_ciffi£_1£e ei&~nschap. fa, b) +( c ,d)} +( e ,i') =( a, b) + {< c, d) +( e, f) J . 
Dit is eVt':lle,;,:nS duidelijk •rod.at in he-t g,ebied van de besta.anbare geta.1-

l~n de optelling ook associatiez is.De geme~nschappelijk~ waarden van 
beide ll::lder-1 wordt korttiireg aangeduid met (a,b)+(c,d)+(e,f). ·q..;• 

Door toepassing van het principe van volledige inductie definieran 

w·e een godurigo som (a1 ,b1)+(a2 ,b2)+ •••• +(an,bn),waarin n~ 1.Is n=1 
dan is dcze som per definitie bet getallt~npaar (a1 ,b1).lJ .. n~2,dan ver­

o:nderstellen we (a1b1)+ ••• + (an_1 ,bn_1)reeds gedefil'.ieerd.A.ls bij dez~ 
uitkomst {an,bn)wordt opgeteld,krijgen we "3en resultaa:t,da.t we de so111 

de\· pa.ren {a.1 ,b1)$••••,(an,bn)noemen. 
De mog~lijkheid van aftrekkin~~ 
Zijn (a,b)en (c,d)wiliek~urig ge6even,dan bestaa~ er 1 en slechts 

1 paar (x,y)met de eigenschap (c,d)+{:x:,y)=(a,b)~Immers het paar (:x,y) 
met x = a-c en y = b-d voldoet en voldoet alleen.Dit paar (~,y)he~t h&t 
verschil (a,b}-(c,d)der getallenparen (a,b)en (c,d). 

~en getallenpaar (a,b)verand~rt niet,als het met O vermeerderd 
wordt,want de som is gelijk aan (a,b)+(0,0)= (a,b).,Bij elk paar (o,-d} 

is 1 en slechts 1 paar te vinden,dat met (c,d)v~rmeerderd,het gatal 0 
oplevert.Dat is nl.het paar (c,d).Len paar met (c,d)verminderen komt 
op hetzel:i'de neer ala dat pa...q,r m~t h.et tegengeateJ.de van ( c ,d)vermeer­

deren. 

Qnder een ui tdrukking van de gedaante 

(a~b)+(o,d)-(e,f)-(g,h)+(j,k) 
verstaan we ~e geduxige som dar paren 

(a,b),(c,d),(-e,-f) ,(-g,-h)en(j,k); 
dus daze som is gelijk aan 

(a+c-e-g+j,b+d-f-h+k), 
Uit deze redenering blijkt,dat in uitdrukkingen van deze sedaant~ de 
vo:.i.~orde d·er termen kan worden·verandard,zonder dat da.a.rdoo.-r de waarde 
van de uitdruk'king verandert. 



Nu gaan we over tot de definitie van een pYoduct. 
OndE;r h~t product van (a, b) en ( c,d)versta:.:i.ll \<:-;; het pa..::.r (e,c-bd, 

a.:.t + 0 c) , d. us bv • 

(3,5) .·(5.7)=(-20,46)·. 
OE ::-r ona van te ovartuigen,d.at deze definiti,;.L geoorloofd is,mo,;;ten '\V(; 

·;recr aerst het s:peciale gGva.l nagaan, waarin ~lk der getallen:paren ( a, b) 
611 (o,d)gelijk is a.a11 een b~staand g~tal .. In ds.t gt:vn.l zijn b ~Ed en 

dus ook ad+ be gelijk aan nul,en verd&r is ac -be= ac,zodat dan inder­
daad de genoemde uitkomst (ac -bd, ad+bc) gelijk is aan het product der 

·u0.r::~taanba.re tetn.lle;n a en c. 

Varder msrken vr.-,a op:Is (a,b):::(-:i.',b')an{c,d)=(ct,d'),dan is vol­

gens bovenstaandi::. definitie hat product van (a,b)e:n (c,d)g,alijk aan het 

product van (a· , b') ..:;n( c' , d') .Hiermede is de do:fini tie van het product 

gerochtvaardigd. 
E0n natuurlijk gctal n is te schrijv,~n ',i.l:-1 e.::::n 6etall0n:pa.sr (n,O), 

zodat volgens bovenstaande def'ini tit:: het Jlroduct n. ( a> b) vaetiE.-:..1:;c,l iB. 

Dit product is gelijk aan de som van n termen,1~lk g.e~ijk aau h~:t 1)::10.r 

( a, b}. Immers beide ui tkomstcn zijn volgens de so:;.n-~1)roductdefiLi tL·, 

e,elijk aan het 1)a.ar(na,nb). ' 
Thans gaan we over tot het bewij s van E.nk:eL:.: 0i&0nscho.p:pen v1:m 

de hi.;;rboven get1of"inieerde vermenigvuldiging.., 
Qomm.ei5 .. :(a,b).(c,d)=(c,d)(a,b). 
A,ss.eig.: ~a,b)(c,d)) (e,f) = (a,b){{c.,d){e,f)} 
De genMnsah.,, waarde van beide leden wordt koitweg aangeduid met 

(a, b) (c,d)(c,f). 

Door toepasaing van htt principe van vollodige inductie definicren 
~e oen gedurig product. 

(n1,b1)(a2,b2)- •••• {an,bn). 
w::i.arin n ~ 1.Is n::1 tda.n is dit product r,0r defini tie het getallenpaar 
(a.1 ,b1) .Is n> 2,dau Ye:ro-nderst,;.,llen we (a1 ,b1)(82,b2) ••••• (an_1 ,bn_1) 
reeds gedefin.a~rd.Als. de~~e uitll..~Rt met tan,'bi)wordt v~rmeni&,-vuldigd, 
krijgen wo e~n rosulta.~t.dat wa het proo_,-.~ der ~-~n {a1,h~), ••• {an,bn) 
noemen. · 

Een product van twee f a.ctorun is dan en alleen dan n'Q)., als mint._ 

tens e€n der factor0n nul is.Immers is (c,d)=O,dan is c=O en d=O,dus 
{a>b)(c,d)={0,0)=0.En om6ekeerd,is (a,b)(c,d)=O,dan is ac-bd=O en 
ad+bd=O.Door kwadratGring ~n optelling volgt hieruit:(a2+b2)(c2+d2)=0, 
zodat mine-tens ean d€zer twee factoren nul is, waarui t volgt a = b = 0 

of c = d = O. 
~en gedurig~roduct is dan en alleen dan nul,als minstens een der 

i'actoren nul is.Om dit t..e bewj_jz..an.duiden we -het a'.3.ntal factoren aan, met 
n .. J)e. be-we.ring i.s -evi.d.Bt.rt voor n = 1, zodat we n > 1 I:10g1:;n veronderatell.Gll i 

;; 
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c";n mogen aannemcn,dat de beweri:ng met n-1 in plaa.ts van n reeds bewe­
z0n is.Bet beschouwde 6edurige ~roduct kunnen ~e dan sohrijVen in de 
{:/;daante (atb)(c,d)wa.a.rin (a,b)voorstelt h.;:;t :product der ecrt,t~ n-1 
i'actoren,tGrwijl (c,d)de lae..tste ±'actor aan6e.;;;.ft.Is nu gi:,geven,cle.t het 

61.:ld.urigo. product :u.ul is,dru1 is ·.rolgE.:ns bov-a:nst.J.a.nd0 Stelling (c,d)=O 

of ( a, b) =0 en in h1;:t laatste gev0.l is volge:ns on.ze indnctie verondcr­

stellin6 minstenstder n-1 f2.otor~n w82r·.:;.it ( a, b) is opgebouv1d, gelijk 
t\an nul.Is omgekaerd gegeven,dat minstBns eon a.er in lK:lt gedurige 

product optredendG f~otoren nul is,dan is (e,d)=O of minst,:;;ns een der 

faotoren van ( a., b) is nul.In hat laatst& gaval is volg0ns onze indu.ctie 
veronderstelling (a,b)zelf geliJk D,<•-r::. nul.ln beide g0vallen is (a,b). 
(c,d) = O. 

Bij elk pac.r (ctd) ,d2.t niet nul is,is e,;n en slech·ts een pac.1.r 
t2 vinden met de a:;.g~ (c,d)(x,y)=1.Immers deze lao.tst'.; betrskkin3 

gelJt dan en a.lleen dan als ax-by::: 1, ay+bx=O;de enigo Yf~CITd.cn,cUe 

hieraan voldoen,zijn -b 
x = a2 +b2 ,y = -2 ""'2 

a +b 

~Jien merk.e daa.rbij op,dat de gemeenschappc;lijka no~mer nict nul is,om­
,:-.:i.t {a,b)=O vorondersteld is.nit paar (x,y)he,::-t hct omgekecrde van 
(:J.,b),zodat v1e gevonde:n heb·ben:Elk p2~ar,dat niet nul is,bczit een en 
sle cht s c"3en omg(-;k00rdc. 

Tenslotte tonen we nog aan de distributiefwetten: 
!(a,b)+(o,d))(e,f)=(a,b)(e,f)+(c,d)(~,f) \. . j 

~n natuurlijk ook 

(e,f)i(a,~)+(c,d)1 == (e,f) (a,b)+(e,f) (c,d). 
~~1.1. ..,,..,,Y":i f:i.e~rt deze wctten door b6id0 leden ui t te ei j:feren. 

De getai.t""rroaren ( a, b))zoals ze hierb·oven ged0fi1J.ic-.ard zijn, vor­
men een verzo.m.1;;l»1e:, waarin een commuta,tieve 8n associatiev1:;: optelling 
en ook een associntiev::: • -~ ·1n1:.i.igvuldiging st&~ds uitvoerba-":l.r zijri en 
wel zo,dat de aftrekking st~~ds lli-~elijk is en de twea diatributief-
1.~etten gelden, 

Een verzama.1.ing met deze eigonschappen hee~ --~ ring.De xing 
heat commu.tatief,,als de vermenigvuldieing commutatief' is.,,..,. 1 .. .,,·nnen 

dus kortweg zeggen:de getallenparen met de hierboven gbdefi11ie€rda 
optelling en vcrmenigvuldiging vormen een commutatiev~ ring. 

Opg.1.De gehele getall0n vormGn een commutatieve ring.~'ve:o.eens 
de rationale getallen.~veneens de gBtallen a+b½,waarin a en bra­
tionaal zijn.:E,'veneans all·e be staanbare gt;tallen. 

Opg.2.D~ natuurlijke g~tallcn vormen geen ring.Evenmin de posi­
tieve getallen.Om te bevlijzen,dat de g0tallen a+b'92 ,waarin a en b 1•.:.;.-~-tionaa.1 zijn, g-0en ring vormen, is het vuldoendc aan te tonen, dat "i' 4 

-3r-
niet in die v0rzame.ling voo.rkomt.,.S-tcl "\/4 was te sohrijV'-l.U in de. 



3 -· .3,-
gede.ante a + b -V 2 .Door vermeni6-vuldigin& met -V 2 en door eli1niL•,tiE. 

~r 2 l,~•• ' -

vnn \. 4 Vir-'itm v1a: ( a.+b )v 2 = 2 - ab. O!Dd.o.t \1 2 uiet rationa.al ir; 

( waa.rom?) volgt hidrui t a. + b2 = 0 en 2 - ab = O .Di t zou leve:ren 
b3 = -2,hatgeen buiten3eslott)n is. 

Karen Wd nu.::r. teru~. tot d ... :: ring,ra'J.rv.1.n de hil:.::rbovE:n g.enoemdt. 
.1etallenparen de eL:~m8nten ~~i;j:n,. /,cols -:1s r,:.:,c{1o o:,:,gcrnerkt hebban,veran­
dert uan al1:;raent van die ring l:Ciut \" a:n ·":1.n.ro.t:, als d:::t ,:;,l1;.lu~nt met 0 
,-·ordt verme0rde:rd .. ,?iij uruk:•:tJn dit u~.t door t{:-; ze6gen,dat h1,;;t 5;.;:tal 

0 hat . 11Ul.element van d~ rinb is. Vuro.1.,:r hebbi:;.!. .. '.?e 01ig::::m.erkt,dat elk 
~ >.:m1Snt ( o ,d)v~.n de rin&,d.-:.1.t niet mat bet nulel~ment s·:tmer.i.val t een 
.;; .... slochts een o:me,okeerda be:zi t .Lc.t<.:1u we nu twdi:: eleru~nttm { a., b) .:.m 
(r.:,d)beschom,re,;:n,"!'\ra.nrbij (c,d)niet het .rnul8le:r:ae:n.t is.Dan bevat de rin& 

a.:rl en alt3chts een elam.ent (:x:,y)mct d0 eigensch3.p:{o.,b)=(x,y)(c,d). 

lnuners is (c' ,d')hct omgekecrde va.r1 (c,d) ,dru1 is (:1,b)(c' ,d 1 )het enit:{,e 

elament dn..t voldoet.Dit element (x,y)h:;:;\%t h0t quoti€nt (a,b):(o,d)vrw. 

(a,b)en (c,d} .'Je komi.:!n dan tot het besluit; 

In de. ring gevormd door d8 besohouwde 0 etnllenpar~n,is de deling 
stae:ds uitvoerbaar, bt.,halve deling door hGt · n1Uelemcnt .. Een ring met 
d6z~ (.ig;;:,nschap heet Gen licharun, zodat we ook kunnen zeggen: de be­
achouv;de gatalle:::npare1 .. vorrnc:m ei:in lic.1:1a.::.1m .. 

Qr1;~ .. 3 .De rntion::i.le gl:lta.llen vorm0n aan liehaam; evene:i2.ns de getal.­
le:n a.+b"\/2,we,,a.rin a en b rntio:rianl zijn.De gi:lhele getallen vor~n 
go;.an lichn·"Jn .. \Enk: ge.tallenpa9.r ( a, b) k~ ~nordGn geschreve:a in de ... 
geda!"\nte (a,O) + (0,1) (b,O) .H0t g,:.tall0r1ra::i.r (O:t1) wordt tar afkor-
tlne;. mtt i a'lngeduid, zodat hot gata.11..:..npaa.r ( 3,, b) gtlscbrev\:m kan wor­
den in de t:,)ri.i'li:"1.i.""ltE: ,a+ill.Da.arbij i5 ii::: (0,1)(0,1) = (-1,0) = -1. 

Als "!lli<:3 ii bij WiJ~ ... van :~fkortir.i..s, cloor i 2 vervf'uige.ri,.krij&en we dua 
~:. 2 ::.-:: .... 1. Ui t dcza o.fs:prrt.rrh. hlijkt: 

i is een e;.~to.ll...:IlfH.:!.,.r,·~mi1::-n ........... ,'-t:"n be1>aF1lil1., op1;ellin1; en ei::'n b,z;;­

r<i.alde vormenigvuldiging gG-d.efinicerd is, vn l'rt::;l zo,dAt hrl-t. k'.\'.-1.lt:r., 1.t 
v~..u:i. het 6~talL.mpna.r i gt1lijk is ri::u1 -1 .. 

Wo ¼ullt:in r1u vo orta:tn hut b1.;t flll i;.1npaar ( a, b) = a + ib ~vr! complex 

getaJ. no-ame11 .. ln het spooiaJ.e goval, d--.1t b = 0 is,k:rijg~n we e.:::.n bt-i;;t- . tU-

1vt"."".r g1:;tnl,zo(1at ven b..:at>-lanba!lr :;..~t::J. .a.::n bij:.::oi1der gevcl v::::.n eun 

compl~x ~utal is.De g,~ta.11:.:.n rt + .ib met a = 0 haten im...1.g,i:nair. Vru1 hi::::t 

compl..:.xu getal a + ib h;;;r..;t a. h~t rc.0ld ge~.: on b het ima.c,:.naire d,:,;el .. 

Mt:D mcrkc. op,d'"lt d~Zti l,1:l,tat~ Il;"\.!\m nic:Jt g1.:-lukki~ ~~cikoz.;;.n. is,'Pa:nt b 

is zc,l:f b<JStMnbnnr. 

O:nd~r de macht ( a+i b/\ .. ·a .. :~rin dt:: e:,q1or~cnt n -aen natuurlijk~g'6ltal 
vooratelt,v1:irst,t'.m v:e ht:it ·~ r0d1 wt v.·n n factvrtJn elk ~~lijk a.an a.+ib. 

01:,1g 14. B1:reku11 :in, l·1•·.11rin n cu1 will .;k,~urig gctal voorat~l t. 
0pt':$•2, B~rek~n ( 1+~)n w~1.:1riu n ~~?1 w·illekeurig geteJ. v◊orat ... lt. 



Ol!g,6. Theorema van De Moivre. 
c'i {cos a+ i sin a)(co;,, o + i sin b} = crts (a.+b) + i ain(a.+b). 
en n 

(cos a+ i sin a)·.= cos na + i sin u:i. 
voor elk 11a.tuurlijk getal n. 

§2 .Meetkundige voorstelli:i:16 v::ll'.1 de c0m.,;.1lu~:.c 1-,dt:1llen. 

-,~an groot bela.ng is, zoals reeds dour uaue.s .L:.:i t·1,,_,.amerkt;, dat elk cor.1i-;)lt:X 

~~eta.l a + ib corres:pondeert met ec-:n r,ml"t in lwt platte vla.k;~l.at. ;J:;3: 

coordinatcn a en b bez.i -t ·b::m opzir.L·r.e var~ e-a~.1 1;q ... evan rechtl:oekig al:¼.Je,I.t.,.. 

stelsel.. 
Zij gegeven een x-as e:1:1 een daa.r1):, 1 oodre oht staande y-as .De bG...:. 

i:'·,:,.u,.nbare .~atalien cor:responde:r-e:n n:et c:e runten va.11 de x-as;ct.e ini~t,i·-:-.. :;:::~ 

L·;::.re £,et all en met de punter:: va:n. de y-as .De ze assen bet en da.01:!."•m;I d.e >; -'..:.~,{: 
be fftaanbare en de imaginaire as .De {::,Btaller... w:::i.arva:i:1 het b.H,,taanoare '..\iJ! 

:· :\,:";i) 

de,:.1 posi tief is, corre sponde ren met t.i,.; p1.mtr..::n r1'~ cht;J ·,;ru: cle ima6 inaire ,. 
as 31m. 

Het .tn.mt met de coord.(a,b)noeme:n ,"lie ko::-tweg het oom:rle:xa getal 
a+ ib en omgekeerd noemen wij het complexe- <:S~tal a+ ib kortweg het 
punt :met de coord.(a,b).Het vlak e:,evormd door de pu:nten met coord. 
(a,b)heet t·lan het complexu vlak. 

Voli..:,ens dcr.c afrzpra3J::;: :.;ijn dus t'tt corn~il(::Ae getallen punten var.1. 

het cam:plexe vla:~ 1 en vrel punte-::1 voo:-.· welke 1:;en bepaalde optelline en 
eBn be:pa:1lda vermenigvuldi0 iri.g .;edtif inie:;rd L:;. 

Hoe construer~n we nu Jc som v a:t-:. twea ~1..1:;,,t,~n 

het v'-'•:f'l AXC vlal:? 

Noom€n we ::1 en z2 rs?s:pectieveli.jk a+ib en ~1+id,dan is 
z1+ z2 per definit:ie ht>t :,-:.mt met d,:::. coord.u. + c 1;;,r,. b + J,. 

~r· • vi d d .. .l.J n en us z1+ z2 als hof.:kpunt v:i.n aen parallelogram, waarvDJ:1 z1 
e:n !:. 2 t-.:ee ,::,ver?rl..... .ho.elqn.mt1::n zijn f:'n a ,:1 or•ra11ror,i;r .,"., • ...,.., hcekpunt is. 
Eij d.EH'-;e ocmrtruc.t,ie is 1.1s.,'\'I ., . .; .• t riodi:: hi;it ve>llt:!di.:.::,.::. paralleloi,ram 

te t~kenen.Het is voldonnd.:: v.:::wuit ~;; 1 de vec1:or t~ tekt.i.~n,die gel:i.jk 
-i)ll even~ijdig ia a.and~ v1..;1ctor,w~lku de oorsprong met .:.2 verbindt. 

D~ze laatste oprncrkir.i,S st~l t onD iii s t;J.o.t cm:i o:p .:;t,mak1.dlijke 

wij ze dt; aom: te conatrut1re11 van n punton z 1 , z2, , ••• , !6 6elegen in het 
n1 

z-vlak Men tekf..nt th::rt:t v 1umit ~.1 d\;; v t:.ct,;,,r ,dio Gelij k en -;;Venwijd.ig 

is aan de vcotor,die ,h:., oorspror.6 :i!•.:. t =., .. V1.;:-bi::.dt,aldus vindt m3n 
.: 

r.1 +z2 • Va.nui t di t punt t( k,.:.ut nwn u.E:" vector, •.d,..:. L~elijk 011 evtm'Pijdi& 

is a.an de ve.otor,die d,i <"•orHlil"<m~ ;m.1;t z3 vi:;;rh.indt;n.l.dus vindt men 
z1+z?+z, ,eDz. 
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Z4 
Hoe construeren we het v;;:;rschil z 1-z2 van tvi8e in het complexb 

vlak g<;_;;l~gtm :punt.cn?Verminaore.n m.at z 2 km'!r!·;; ;.:oals vr0 ::~ezi0n hBbb011, 

o:p hetzelfde neer als vermeer,iert:n m&t. het tcg011g6stold~ .D. '11. z. 

va:1uit z1de vector ,die gelijk en 1;;ve11wijdig 

z.2 met de oorsprong. verbind:t ,da.:::1 krijgen we 

Onder de modulus }z\ van een complex 

is as.r.t. de -v-~ctor welke 
~3 .. • -i:i :-. • 

l ,::. 

get al z verstaan we da af stand van dat 1--rt) z tot dQ 

t. ,, 
</ 
I 1,,..,./ 

J a+i O I= w~·-· b2 • oorsprmg, dus 

De modulus heet ook wel de volstrekte 
r/ , 

waarde. 

i 
I 

- ?.j 
..., 

Qpg.1. De mo.dulus var.1. e0n product van tWt.-s'.: factoren is gelijk 

aan het product der meduli d~r factoren. 
Opg.2. De . modulus va.11 een product v.e. willekeurig aantal f actoren 

ia gelijk aan het product d0r moduli der factor0n. 
~3..!.. De modulus van 0sn som van 2 termen is hoogsteno gelijk 

aan de som der moduli der i;,::;rmE:.n. 
Gevraagd wordt deze eig.me0tkundig t0 b0wijz~n. 

Te bewi j zen val t ...._ _; - ~--2-
,/(-~+c) 2 + ( b+d) 2 ~ -;;2;0 2- + './ c ~ +d 

Het recht0rlid van deze ongelijkheid is: O,zodat het voldoende is 
aan te tonen,dat het kwadraat van het linkerlid hoogstens gelijk is 
aan he~ kwadraat van het rechtE:-rlid.:Uus te bcwijzen: 

. ac + bd ~ "\1(~2 ;:,b~·(cz;~-2) • 
Het r,.rnhterlll!d van tt•17,e on;,;0lijkheid is weer ~ O,zodat het voldoe:nde 

is aan te tonen,da.t het kw~,,.e .. at. 'Van hGt linkerlid hooe::,stenn CBJ i.jk 

ia aan het b?adraat van he-t ree;h-t,.:,Tl."i.11 ,.-1.u.,-, -"'. • .:, bewijzen: 
2abcd-:::, a2d2 + b2c2 

hetgeen evident is. 
Opg.4. De modulus vau oen som van t~Gc tormGn is minstens gelijk 

aan het versohil van de moduli d0r termen. 
ppg. 5. De modulus van de sorn van csn ,;::indig aantal t~rm&n is 

hoogstens gelijk aan de som der moduli der t~rmen. 
0:eg.6. De modulus van het vsrschil van 2 complexe getallen is de 

afstand van de complexe getallen. 
Opg. 7 •. De modulus van een varschil va?:'l twee compl~xe ge-tallen is 

):loo stens gelijk aan de som en minstt:ns golijk a.an het 'Ve.rsah.il der 
· · moduli dier gatallan. 



Beschouw nu een willakourig complex get al ~; = 0, zodat z eeu punt 
j __ n het complexe vlak is,da.t niet met d0 oorsprong sam..;nvaJ.t .:De vu..:;r­

st1·aal,die de oorsprong met z Vt:rbindt-,he\0ft dan een lan5te gelijk 
·•·-.•· \'"'' n--z..,,_ .::k:\..d u i • c <.. lt~n6t0 noum ik r .De voerstraal m9.8-kt mE::t dB rosi tic;ve b,.;;-~ 

ec:n hock c.p , die op ecn ve~l voud vu.1-.i. 3 60° dus op ee.n v~-2:l-, 
vou.::. van 2 TT 
ll,..;t e.rsument 

radialen na, ond-..'.)b0lzi:nni,; bepaald is.Dez.:.: hock (J) h0:-st 
I 

vg,n z en wordt met arg z aa11gG.d,tid.lius elk punt z ,dat ni:::t 
m0t d.0 oorBpro:ng Sc~mc:nval t, b::;zi t 8en argumeL.t, d.at op ,:::en v-:-.::lv-s,uci va.11 
2•ff• na,ondubbBl,z;innig is vastg6L::;gd.Het punt z Z€lf kan Jun wordt;n 

s-::r::chr~;V•,:;n in d0 gedaanti:. r( cos Cf) + isin w ) • 
I I 

Stf;;lling: Het :product van tw1;;e factorc:::1 5 die b0ide ongelijk :nul zijn, 

ho~ft Gen argu..u~nt~dat,op een Vdcilvoud vru1 2iT na,gdlijk is aan de 
som van di:: argu.m.:.nrton der f actorcn. Want zijn 

r 1 (cossJli sinrp1) e:n r 2 (cosrp 2+ i sinf2) 
de twe0 f a?toren, dan is vol gens h<.::t th;;:;orema van de Moivre het product 

gelijk aan r 1r 2 cos( Cf 1+f2) + i sin( cp1+ r;,2) • 
Hieruit blijkt ni~t alleen,zoals we r&eds wisten,dat de modulus van het 

product gelijk is aan het prc-duct der moduli van de faotoren,doch te­
v::.ns dat het argument van het produot,op e0n veelvoud va..."l 2rrna,gelijk 
is aan de som (o 1+ (p ...,dcr argun1:::.:.ntsn. f I C. 

Bovenstaande 1.>eschouwiri.g.sn st(.;;11011 ons in staat om op eenvoudige 

~.v j :i z,e het :product van t·:V~e complex0 gl:tallon z 1 en z 2 te constru0ren. 

lb ,:1instens cen va..vi dezo t'!:vee complcxe getaJ.len nul,dan valt he:t pro­

duc'.". :r.1E.:t de oorspro:ug sam~n.Zijn beide factorE,n ;;;1 en z 2 ongelijk aan 

0, d.an zijn van b.E-t prDdDDt 7. 1 z 2 de modulus bekend en ook, op een veel­
voud Y8.ll27" na,he-t argument.De mv.i..•,1.us r van het prOQ.'\oV>i: is gelijk aan 
het :product r 1r 2 der moduli,dus 1 ;r1=r2:J. ~-r"rl.at r geconstrueeru. ·-·--~-,+. 

,r1,~24 
al s 4e evenredige • / .!. 

De construct ie komt• .. daarop neer, dat 

men ean driehoek construeert,dia ge­
lijkvv .. ,...; 9; is met de driehoek met de 
~h•~ltpunt en O, ·1 ... ..,.. z en die O en z 
tot hoekpunt heeft. 

0J2,9:.. 8. Verm1:;;nig\1:uldig,ing mr:3t' i 

betekent een uraaiing om de oorsprong 

over een rechte hoek. 

·~v I · 
.~,~1/7 :fy_y_/ , 

'l/.,~-:.;., ."· 
1!,........, ... ·--~---

1 

Beschouw voorecrst de transformatie w = z+p,waarin :P Be.n .ge.govcn 
bcstaa:ubaar of onbestaai-1.baa.r gctal voorstelt.DezE:: transfurmatie VQ.;;gt 

aan elk punt z eon punt w toE:: ,dat v1::rkregen wordt door vanu.i t z d.e 

v:.:;ctor te trekken,die gelijk 0n ev'Cjnv.rijdig i.1 aan de vector welke O m~t 
p ,_,._:;;1."'bindt.Kort~eg gGz06d:deze tra11sformatie komt neer op de tra:nsl..xti.:; 

dte:, de oorsprong ir. h-st punt p overvo..:Jrt .. Deze tra.nsf.ormatie vo~rt rech..;. 

t,.;; lijnen in rochte lijnc.n ov<:;r.scirk(::le in cirkels,euz. 
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B0schouw verder de ·transf'orme.t:13 ,v =qz 1 we.a.rin q sen gegeven bestaan...:. 
baar of onb-astaanbaa.r ge:ta.1 -/=- 0 voorstelt.In heii 8/JVal dst q bestaan­
baar is vindt men bij gBgeven ;:; h0t corrcspond.0r<=.n.de punt w door va:..'luit 

-ic1 oorsprong te vermi;3nigvuldigen met de factor q. 
Indien de modulus. ve.n q geli jk j is, kr~n".len ,:-:/e stellf:;n 

q = cosk: + s sinK , wc:.arin Khet argument v:'3.n c;;_ voorott':l t, i1:. d.at go­
·v·,:sl vindt men bij gegeven z het corr;;;spondf:::rench; rm.1,;,t ~v do0r £;:(.l.: 

tl .. ~·,3.aiing om de oors:prcng over ecn ho\;;k K. 
In het algGm~·ne g~val kum1en •1% stellen g_ = Q (cos~<+ i sin K), 

\":'aa:ci:n Q = 1 g_\ en I'<; = arg q; in dat gBval moet men eerst draaien om de 

oorsprong ovt:or 0811 hoek .}( en vervolgens vanui t die oorsprong vermenig­

vuldigBn met de iactorQ.Bij deze transforrna.:tic gaan rechte lijnen over 

in rechte lijnun en cirkals in cirkels. 

::Seschouw vc:rvolgens de transformatie w = ¾.Bij elk punt z /:. 0 
vind.t men een ondubb~lzinnig bepa.ald pur .. t v; .Hee constr1..1E.ert men di t punt 

-,,r?Is z::: r(cosr+ i sintp),dan is 

vr = ~,.(cos r- i sin<p). 
Hat punt zr = ~ ( cos cp+ i sin cp) hc;ef't hetzeli'du argum,.=mt als z,maar 

zijn modulus is het omgeke=rdt3 van de: modulus van z. 

Men verkrijgt dua w door h0t punts tc spic.gal;;u t.o.v.de e:::nheids­
oi:rkol.(de ecnhaidscirkel is de cirkal mGt dG oorsprong tot middel­
runt an dE; ee:nheid tot straal) .Het gi:;vraagd-s :runt vr vindt mt:::1 door w 

t8 spiegelen t.o.v.d~ 
1 " . 1 · 

~,7 = z a.oor sp1ege ing 
-pi:;n om. de 'b8stan.nbar0 

b0Htaanbar.J as.Men constru.ct:rt dus h,jt puut 
t. o. Y .. d0; eenheidscirkel, ,::;i;vcli:;d door e,.;;rt c,rnkl.:.11>­

as .Bij doze trG.:::.,_2f erma.t i.~ gnan cirk~li3 wc::•~n:· in 
e;irk(-;ls ov,2;r,als rechtr,; lijr...:::i:LbC;JOh·.)uwd W\;:t'(tF,;1 P.1.G:: ~_,r.; ::.,7 "' .w-.,,,_,_,,:i,n 

van cirkels. 
T~nslott0 z.u.11.sn we een willB·b-:;urige- lil).i;a.ire transformatie be­

sohouwen,dat wil zaggen oen trn.nsformati0 van de gedaante 

a.z + b 
W ~CZ+ d • 

Deze transfori1-1-; e-, wordt nif-3t sing.ulier varond-Jrstfdd,.d .w. z • wij nemen 
aa.n dat ad - be ~ O is. 

Bij elk punt z met hn.agst~J..1.,;:, e in ui-t!.W>l'.ldcri ..,,,.a_ oehoort dan aen 

ondubbelzin11ig bd:paalde W en OID.f!_8kf'o"'"a rnj eJ.ke W met ho-Ogsi,t.ens een 
uitzorid,:::ring behoort ean ona.ubbelzinnig bepaalde z.Elke niet sir...gu­
li0re lineaire transformatie kan worden opgebouwd uit elementaire 
transforraatibs van de i!'.Gdaan-t.., ,H = z + n. w = nz en w = 1 7 ·-·uer· 1 i"" <J J::' , ':I. Z • ..L.llll v 0 

c - O,dus d /: O,dar.i. is 
a 

w = a b z-+ ~ = 
CL 

a bc·•ftd a + X = - + W. C C( ,...~•+dl ,·, r,• 
..... •Ll • V •a 

· 1 d e"l ,,:; :;:: - ,__.v; ,;:;r ;:.:: ,, + • 

a 
= cf z. 

bc-'3.d war1rin w2 = 0 - ~r:3 
~lk van d~ze 1:i.nea:i..re 

J.~ "'3 W vJ. •• •·4 "'"' C 

tr~nsfori£.ati.c.;s voert cirkols in cirkels over, 
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zodat iedere lineairt; niet silli,ulii.1r~ transiv11nai.id cirkela in cirkels · 
overvoert. 

~3.Binomium van Newton. 
Joor de optelling en va1·menigvulcligin6 van l'..\Omple::xe getallen gelde.n 

dez.elfde re·kenregels a.ls voor de overeer.J:-.omstige bewerkingen bij be­

Sti:i.'lllbare -getall~n.Zo vinden we ,als a en b ipillekeuri&e. complex~ ge­
tallen voors:-tellen 

.. 
J 

r.1. + b 

(a, + b)2 

( a + b) 3 

( a. + b) 4 
( a + b) 5 

= 

= 

1 

a+ b 

Enz.De hierbij optredende t;eta.lleufactoren vor!llen een driuhoekig sche­
ma., genaamd de driehoek van Pascal ,n. l. 

1 
1 1 

1 2 1 

1 3 3 1 

1 4 6 4 1 

1 5 10 t 10 5 1 

1 6 15 20 15 6 1 

1 7 2J 21 35 21 7 1 

In iedere rij ie z.owel het eerste als het lar::t □te getal geli.jk acJ.'!1 1. 

E1k der ~verige 6etallen is,vol~en~ definitie ~elijk a~m de som van de 
tw.e~ onmiddellijk daarb~en staande getallen. 

a+b ia een bi:nomium,dat hetekent:twee-term).De getallen voorkomende 
in de driehQek van Pa&oa.l heten daarom binomiaal coefficienten en Wor­
den in de ragel met ( t) a.a.ngeduid, en wel zo ,dat de d-r-:t ~hoE:lc van ras­

val ook geschreven k.an W'>rd~n in d~ ~ed.ua.nte 

. (~) 

(~) (1) (!) 
De ·oinomiaalooef£i.<}ienten ( ~) zijn dus gedE>f'i.l'li P.,3r.d 

he:i s g.etallen n en h met n ~ h ;f) .. Daarbij is 

(g)= 1; ( n\ = 1 
ll / 

voor elk paar ge-

te::®ti jJ, (~,1.) .:v:~ .. o < h. <;n ~~ d.et'j.:ai. ie <?,~lijk i& u.an 
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-ll n-1)' 
h-1 + /n-ll 

' i 
I h ! 
\ ..... ✓ 

. » n : 
Wij bewijzen thans, dat he~ getal (h) gelijk is aan h!(n-h)! • Hierbij 

wordt onder n! verstaan het product der getallen 1,2, ••• ,n-1 en n. Dus 

11 = 1; 2 t = 2; 3! = 6; ••• 

Onder O! is men gewoon t e verst aan het ,~;3tp._l 1. Men heeft 

n1 = n(n-lH 
1) n! 

Om de formule ( h") = h! (n-h)! te bewij'0on passen we volledige 

indu · . toe ten aanzien van n. Voor n = O LJ de_ enige binomiaalcoe:f-

:ficient, die wij behoeven te beschomvon ( 6 )=:::- J = 0 ~ 0-irr , zodat de for-

mule voor n = 0 juist is. 

Voor n > 0 en h = 0 is d(~ formule oven3,::ns juist want men hee:ft 
n n! 

( <> )= 1 en O! (n-0)! = 1. 

Ook voor n> 0 en h = n is de :formulo juist (bewijs dit ! ) 

Wij onderstellen thans dn.t de formul;::: voor n-1 in plaats van n is 

bewezen en mogen daarbij aannomen dat het n,;1.tuurl~jkG getal h voldoet 

aan O< h( n. 
Derhalve kunnen we :formule (1) toopass0n en vinden 

,.,., ;"II 1f 
1?J · I : ( /, - " - ;l_; : , __ -- . _., __ :;---__ ..,.,-

/ I I 1 ' ; I : . -., .. } - ! ; ) , . -

........ J 

/; s' /.,1. !:) I 

waarmee dG gezochte formule b8wezen is. 
h ~., 

Opg. 1 .. Bewij s ( h )= (,.,_ h ). 

Wij hebben thans gevonden voor ieder na tuurlijk getal f, 

.c..-. 
;:: • ".I 

/ ·/, I 
i - I 
' h I 

. ' , ' 

}. - •;.l 

t ... ¥:I 

Wij kunnen deze :f"ormule ook schrijven in de gedaRnte ( ·,.:,/) = 
;,; 

) .,,., _l ;,i. V. 
L -,-- -"-< ' 

t._.:r.;· ,, li - r, ' 
= 

: .· ... ~ ,. ~~: 
01:&• 2. Bewijs dat voor will0keurige gehele a en b de uitdrukking 

(a+b) 1 - a1 - b1 deelbaar is door 7., 

Met behulp van de gevonden formnle is het ook mogelijk om een ont­

wiJrJc0 ling van (a+b+c)"neer to sohrijven. 
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Immers 

ti 

(a+b+c) 
. f 'ii 

=;a + (b+c)( 

= 

'() ,-.;__-~ 
, , __ 

i. q) 

n! 
h! (n-h): 

k ·r,.J, 
a (b+c) 

·n Y) - ~. 

" nJ "' - n-h f I,, ~-»-Ir '\ = a • b ·" h!{n-h)! L k! n-h-k ' C 

1-:u 
rr, 

= " n! 
/ 

/ hT ~--
i,"' <i 

..,., 

== ~ 
i,v ,~"- .. "' 

,.~-J.t.,..,,..,..: l"> 

~. ?i - 1' 

L a 
}(-;; ,} 

h!k!m! 

;;::.a 0 

1 
k! (n-h-k) ! 

}-, lA 
a b 

')'ti 

C 

• 

• .,,,.t~-1,( b \., 
0 

De bedoeling is hierbij, dat de niet negatieve gehele getallen 

h,k ~- ~ ~lle gehele waarden van O tot en met n doorlopen, zodanig dat 
hun som gelijk ....... -:,.n n. 
Voo:rbee ld. 

.) 
(a+b+c) = 

Hierhij z.iJn voor (h,k,m) slechts mogelijk (o,o,:,), (0,3,.o)f (3,0.,0) 

(0,1,2), (0,2,1), (1,0,2), (2,0,1), (1,2,0), (2,ltO) {l,1,1), 1Uk d.er 

10 geva.nden stellen levert een term in het rechterli.d. De e.oof-fioient 

van b.v. de term abc is daarbij 

3 = 6 ""'1....,.: """'i"!"'J -=-1.,..~ • 

Wij tnerken nog op, dat de termen met (h,k,m)= (a,o,;), (0,3,0) en 
- ' 

(3,0,0) analoog gebouwd zijn. Zij luiden cJ, bj en a). Zo zijn de 
volgeme termen ook ana.loge • Men schrijft vaak kortweg 

(a+b+cr' 
.._. 3 

= L a. + 3 2 a.. b + 6 abc , 

waarbij met La...: de som a. 2 + b~ + cj en met ~. a.2 b de som 
a··. b ~ ab:.. + a·· o+ ac .-. + b.1'c + b c·: bedoeld w•rdt .. 

Opmcrking. Op analoge wijze vindt men formules voor ma.chten van veel­

termen b esta.a.nde uit vier of meer termon. In het algemeen, een resul­
taat dat door volled.ige inductie te bewijzen is, komt men tot de for-

mule 
-~-----.. - '-··-----
h . ' ,· t , ' h, , · · ... r: 1• • . l • ' 

·;.1 i--. . h1- . ./: I,~ 
; .... , ', •••. • ..•• C,{r' 

h '·• }. ......... ·t h ... 7) 
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Opg. 2. Be:panl de coet:ficient van x 11 in de ontwikkeling van (l+x+x ... ) • 
~ ~ 
~ .,, ·11 ~- ")'l ,, 

o;eg. 2• Bewijs f:;., ( \ )= 2. Bereken ,f-.- ( t,. } (-) • 

J4. D,-: reststelling. 

De reststelling luidt als voJ.&t: 

Indien men een Ve\~ ltP-:rm f' (::d dealt door x - a, ontstaa't cen rest, 
die gelijk is aan f(a). 

Voor het bewijs beschouwen we een willekeurige veelterm 
~fl )'I .J 

f (x} = a,, x + a 1 x + • • • + a11 .• , x + ~ • 

Dus 

f(a)= a,, an + a 

derhalve 

.,, _ t 
a + • • • + a'n~I a + a"' , 

.p ( } f { ) ( "I:, )I\ ) ( fl • • -:- • i ) 

.1. x - a = a,. x - a + a I x - s. + ••• + a..,,1., (x-a) •. 

Elk der termen in het rechterlid is deelbaar door. x - a; immers 

men heof't. voor ieder natuurlijk getal p 

x 1' - ri' =· {x-a) (x r·' + a l.;. + ••• +aJ;--i ) • 

Het reohterlid is dus zelfs deelbaar door x - a; men vindt dan 

f(x)- f(a) = (x-a) V(x), 

waarin V(x) een in verband met het bovenstaande gemakkelijk te be}Blen 

veelterm in x voo~-t-elt. De laatste betrekking geschreven in de gedaa.Jl\e 

:f (x) = (x-a) Y(xt+ f (a) 

brengt juist tot uitdrukking, dat de 1:e~ bij deling van :f (x) door 

x-a gelijk is a.an :f(a). 
Q:Qmerking. Op de bovene.angegeven wijze is een Zodan~e vaoli~\/(z) 

geconstrueerd, dat f'(z) - (x-a) \((x) gelijk is aan e~n consta.nte. 
Gevol&,. Als voor een veelterm :f(x) geldt f(a) = o, is de reat, bij 

doling door x - a, gelijk aan f(a} = O, zodat de beschouwde veelterm 

da::i. deelbaar is a.oor x - a. 

Voorbeolden. De veelterm f(x)::: x; - 3 x - 2 n.(H.;mt voor x = 1 de waarde 
....,.;.....;;;;.....,;..,;___,.-

- ti aan 1 dus de rest bij doling door :x - 1 is gelijk aan -4. 

Qp~ •. 1.· Bepaal ook het quot.ient bij de laa.tptbeschouwde doling.~ do. 

bovenaangogeven wijze. 
Dezelfd0 veelterm is doelbaar door x - 2 1 want. :f( .. :)= O. 
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QR!• 2. Bepa.al de rest bij deling van 
.;ti .r; 

X - 4 X 
,.,. 6 x'1 

+ 5 X - + 2 

door Y1 -I 

QM._i. Voor welke -ll7BB.rde van bet natuurlijke getal n is 
(x+l)~ - x" - 1 deelbe.a.r door x + l? 

Zij thans gevraa.gd 1le rest bij de ling van :f (x) door (x-e. ){x-b), 

waarin we a , b omerste11en. 

Wij weten reeds dater ePn ve~lt~rm g(x} besteat, zodanig dat 

(1) f(x)= (x-a) g(x)+ c 

Dezelfde overweging leert ons, dat er een veelterm h(z) bestaa.t, zodanig 
dat g(x) = (x-b) h(x)+ d. 

Derhalw is 

f(x)= (x-a) (x-b) h(x)+ d(x-a)+ c. 

D8 gezochte rest is dus r = d(x-a)+ c. Deze bepa.len we nu verder uit de 
betrekkingen, die men door substitutie direct vindt 

f(a)= C 

( ) f(b)-f{a) 
f b = d~ - da + C' dus d = b-a • 

Hieruit volgt r(x)= f(b)-f(a) x + o - da 
b-a 

= f(b)-:thl x + bf(a)-af(b} • 
b-a b-a 

We hadden dit laatste resultaat iets vlugger gevonden door op te 
merken dat blijkens (1) de rest van f(x) na deling door (x-a)(x-b) van 
de gedaante m x + n is, dus 

Derhalve 

dus m = 

f(x) = (x-a)(x-b) g(x) + m x + n. 

f(a)= am+ n 

f(b)= bm + n , 

f{b)-f(a} • n _ bf(a)-af(b) 
b-a , - b-a. 

De gevome n rest bleek te zijn die functie in :x: van de eerste gra.ad, 

die voor x = a een gegeven waarde f (a) en voor :x = b een gegeven waarde 
:t'(b} aanneemt. Zij tha.ns gevraagd een veelterm van de graa.d n-1 te be-

pa.len, die voor x = e. 1 een waarde A1 , voor x = a:;. een waarde A .. ,.• .. 
en ten slotte voor x = a~ een waarde A~ aameemt. 

D.it vraagstuk is op t..wee verschi.llande wijzen opgalost, b.1. .. 
Newton en La.gra.rge. · 
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Eerst behandelen wij twee metbttden die voeren tot een ferrule, 
die do interpolatief()rnule vo.n ~t:f'O wo:rdt gcnoemd .• 

Zij de gezochte ve~lterm 
,,.j Jill 

f(x:) =i C.'C + C1 X + "" • .+ C,.,.1 

Dan hot1ft men 

A 
~rt, i 

+ ;,,~ - ~ ... + ... + ! - c,a c, AL, ... C,t·' " I 

A, 
111-I •-. ~ ~ 

:::: C I a z. + C, a + • ••• + C, . . 
I> 

+ •., • • + C ... , 
Met behulp van determinanten volgt uit n+l betrekkingen door eli-

rnir.atie van de geta.llen 1, c,, , C , • • • 1 C 
I ~-• 

, die niet allen nul zijn, 

. :f (x) 

:A 
' I t 

; A. 
i . 
j 

l 

9.' 

'\')•: 

a, 

l A.Ti 
i 

Ontwikkeling u9.ar 

.. • l 

• • • • 
a·•• I • • .1 

.f. 

x"' ! 1 • . • 
"I" i 

1 al • • . 
"(\ .. ~ 

1 a} . . . 
::;:; 0 .. • • 

"'(, • !. 

a.·:: . .. 1 

de eerste kolom levert 

•),';•, 

X ••• 1: 

f(x) = 

,i·t .. 1: a.i . 
I 

• • • • • 
+ 

1 

' 
a•.ri•1 • .. . 1 I •;•. I 

;i • I .11 X· . . 

+; 

A n 

l 

1:,· 1 

a I ••• 1 
l'I • I • 1' Al+ •• + X " . 

! 
'J/1 ., I 

8.\ •• • 11 ., 
' I • . • . . , 

•"' 
; 

e..,, .•. 1: 

derhalve wegens de stelling van van der Monde ter berekening der de­

terminanten in de laatste betrekkir>~ 

-4/ ..l, =- i:i:::: hL· · · .. 1 x: ~ t.,,) • /.f· 1, 1/x~ :1 )L. . . Ix- : .. ) ,.. 
I' . · -····-- --- fl .f .• ······'1.---·· -----··. · 'I"+ . ' ..... ' I 11·A1 l .. /,1,- ·'-.} \i I<'<._ -,:t..)/,7i- 1IJJ · • 1·1.-·~) .· . .._ 

:;)a gevonden formule is ook op andere wijze te vinden. Laten we dit 
demonstreren aan het geval., waarin gevra.agd wm·dt een veel term f (x) 
van de derde graad te bepa.len, vr.;i.arvoor geldt ftc.il ·= A 1 {ltJ= JJ. 

1'1--,-t· 
('•J - '~ 

Het blijkt dat men de veelterm van de volgende gedaante ke.n onder 

len: 
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j,,t..'.;;. • ,\.' J;~ ·(I/,.'. I' •• 

" 

Subeti tutie van x = a lt"~V1.irt 

,, , ' . ' j I / ,• j r ;;:,"' f , . , i = •. ( : , . -:- I "" • ~ n . < • ' 
I 

W!l-:-trui t VO lgt ,a:\ 
"\ ::::: .. , ·•--- __ : ... __ , ... _,,, __ , ... _.. 

,.r/.,~•.f/tAI ·J:ll'< .t,_I 

en •P analqge mniar vindt men , · , , en • 

. ~B.-li• .Bepaal: de quadratiact(JJ viE:el torm, di~ in det punt on a,.~ .. 1 cnn. 
! ~reap·;, de waarden· 6t 4 on ·o aa1::.ncornt .. 

Qpg.4.. Bepn.,,1).1, de veelterm van de derde graad, die voor x=l,2,3,4 resp .• 
j 3 , 2 i, 

gelijk is aan l, 2, 4, 8. Antwoord f x - yx +'3" x. 
De gezochte veelterm van de ddrdo graa.d, die voor x=a,b,c,d tesp.de 

waa.rden A,::B,C,D aanneemt, kan ook cp a.ndere wijze word.en geverden, een 

m.;thode, dio van Ne,,ton afkomstig is. ib proberen de gezochte veelterm 
in de geda.ante te vinden 
(2) :f(x) = A + , (x-a)+ ··~ {x-a.)(x-b)+ ;•· (x-a) (:x-b)(x-c) ; 

we bepalen ccrst de cnbekende c.-efficient ., door de substitutie x;;:a. 

M.·"1 vindt :'( ==:f(a) = A. Is ,}",: e enna.al be pa.a.ld, dan vindt n:e n J d•"r 

d,· sub:stitutie x=b, die ons li?.ert 

A + .J (b-a) = :f'(b) = B, 
B-A dus = b-a , enz. Deze methode hceft het voordeel, dat de gevonden 

cubische vcelterm gebruikt kan worden in alle gevallen, waarin aen veel-

term wordt gcvrae.gd, die voor x = a,b,c,d,e, ••• resp. de waarde 

AtB,c,D,E, ••. aanneemt. 
Het 11 beginstuk 11 van zo 1 n veclterm is juist hot !Zveven bepaalde 

gedeel ti~ (2). 

Q:tnn.~rking: De beidc methoden om de gezochto veeltcrm tc vinden zij n 

r~eds toegepast bij het zoeken naar do rest bij de ling van f {x) door 

(x-a)(a-b). ,. ,. 
Opg. 5. Bepcaa.l de veeltcrm van de derdt, gr:-.i.ad, dil:) in de punten x = 1,2,~ 
gelijk is a.an nul. 

01::,~. 6 .. H•e vindt men volgens de methodc van 1.:rewton de meest a.lgemene 

vC't.?lterm van de vierde graad, die voor x :;;; 1,2,3 gclijk is a.annul? 

Hoe de mecst algemene veeltorm van de vijf'de gre.-~d? 

is.. ~lul:2unten van vcel terJ.!!_~J:l• 
Eon gotal a hcet con nulpunt van ecn vcit::;J.t.erm f (z) als geldt 

f (-.)::; o. 
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Neemt man Mn, dat elke veelterm f(z) ten minste ~en nulpunt heeft, 

~), dan levert d'e reststelling ons een belangrijk resultaat. Noem dit 
nulpunt z 1 .. Dan is f(z) volgons de reststelling deelme.r door z - z1 , 

Jus er bestaat een veelterm g(z), zoda.Jlig dat 

f(z)= (z - z.,) g(z) • 
• 

l~c graad van g(z) is een lager dan die van f (z). Is de graad van :f(z) 

grcter dan 1, dan is van g(z) de graad > 1, zodat er,. alweer volgens 

bov,.::ngenoemde stalling, een getal z 2_ besta::.t m,3t g(z;)= O, dus \Vegens 

de roststclling bcstaat er eon veelterm h(z) met g(z)= (z-z.:e,) h(z), de.r­

halve 

f { z) = ( z-z,1 )( z-z2 } h ( z) • 

Zo voort-i:aande vindt men 

waarin n de gra.a.d van f(z) aangeeft en k eon consta.nte voorstelt. 

Is f (z) VAn de gedaante 

( ) i"i -.,.,. I 

f z = a c, z + a,_1 z + • • • + a,,, , 

dan vindt men 7door in de beide leden der be-trekking (1) de coefficient 
't1,.t vr;:i.n z e vergelijken1het resultaat k = al", zodat we uiteirrlelijk vinden 

f(z)= a .. (z-z1 Hz-z .J .... (z-z ,.) ... 
{.,r ""'" ~ I 

Ir.:lien men het rechterlid van de laatstgevonden batrekking uitwerkt , 
"' ". ,,,_ ,1 

lt! !;,rt vergelijkill,t~ der coof:ficiHnten van z · l:i.nks en reohts 

a = - a (z + -z + • • .. + z ) • 1 o 1 """2 '1"\., 

Zo voortgaande kunnen we elk der coefficienten a.1 , ~ , ••• , a.,,, uitdruk­

ken in a0 en de getal1e n z1 ,. •• , z"l-. Hiorop komen we li:ttor terug. 

Ogs:. 2. Bewijs: a = a (-) -n z z~ .... z,._ .. 
~ J t & -~ 

O~. 3. Beschouw de vergelijking x~ - 33 x~ + 20 x + 12 = 0. 

Toon aan dat iadere gchele wortel dezcr vere:alijking een de1e r is van het 

actal 12 en b~?paal daarna alle gehcle wortcls vr.:m d,3zc vergelijking. 

Zij gegeven een ve rgelijking 

) h ., .. ' 
f(z = a s + ~. z r, , 

¾')van daze stelling, de hu,fdstellin.g dor Rl,?:,.:thrn gcnoemd, bests.an ver­

sohillerno be wijzon .. Een zccr ocuvc-1dip: l1:vd ,'. r: r.<,1·dt 1n-ter gegeven in 

bet Oollege ltJnctietheo:ri.o I.. 
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Dan vindt men een vergelijking waar.tan alle wortels k groter ziJn dan de 

resp. wortels der gogev-en. 'V"e-rgelijkitlg door z in· de gegeven vergelijking 

te vervangen door z - k. 
Dan ontB taa-t .a o V.Grge1ijld.I\g 

'Y1 -ri-1 
:f(z-k)= ~ (z-k) + a1 (z-k) + ••• + a_; 0 • 

Bewijs: Zij z 1 een wortel van de •orspronkelijke vergelijking. Dan heeft. 

men dus de betrekking :f(z-1);::: O. Dus f(z..,+ k - k)= q en dit houdt in dat 

het getal z 1 +keen wortel is van de nieuwe vergelijking f(z-k)= o. 
Opg. 4. De wort els der vergelijking f ( <- )= 0 zijn a keer zo groat als 

0... 

die van de vergelijking f(z)= O. 
Org •. 2• Bepaal de vergelijking waarvan de wortels de reciproken zijn van 

die van de vergelijking f {z )= o • 
.9pg. 6. Bewijs dat voor de vergelijking 

;,Y" ,.,.,-; 

_a.0 z + a-1 z + • • • + a,.,.,_ 7 z + an.= 0, 

weR.rin o.i-z.- 'f O, geldt 

...!. + • • • + 
"Z., 

I 

0Eg• 7. Bepaal de verg.,waarvan de wortels gelijk zijn a.an de derde­

machtswortcls van die van de vergelijking 

z2.-7z-8=0. 

9JW• 8. Bepaal de vergelijking waarvan de wortels de derdemachten zijn 
van die van de v ergelijking z 2. - 7 z - 8 = 0 • 

Opg. ~. Zijn de wort els van de vergelijking z ~ + 3 z 2. + 5 · z + 7 = 0 

gelijk aan z1 , z2.,zJ,. bepaaJ. dan een vergelijking met wortels 

4 z 1 + 3, 4 z 2 + 3, 4 z .. cs+ 3 • 

Definitie. Een getal a is een tweevoudig of dubbel nulpunt van de veel­

term f(z), els er een veelterm g(z) bestaat, zodanig dat 

z f(z)= (z-a) g(z), 

maar geen veelterm h{z), zodanig dat 

f { z} = ( z-a) 3 h ( z ) • 

In het algemeen heet een getal a een k-voudig nu;:tpunt van de veelterm 

f{z), als er een veelterm g(z) be staat zodan-1.-'s op.t 
k 

f(z)~ (z-a) g(z) 

maar geen veelterm h(z), zodanig dat 

f(z)= (z-a)k+1 h(z) • 
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Opg~ 10. Bewijs dat een veelterm van de ne graad geen (n+l)-voudig 

nulpunt kan bezitten. Schrijf een vergelijking VR.n de ne graad op, die 

een n-voudig rru.lpunt bezit. 

Om uit te maken ef een vergelijking mecrvoudige wortels besit, 

hebbcn wij een :proces nodig dat men dif'feronticren noemt. Wij behande­

len dit proces omf'hankelijk van de analyse. 

pef'. Als :f( z )= 
,.,, 

z, dan noemt men de afgeleide :functie van f de vorm 
,,,~ - I 

f' (z)= n. z • 

Ii: orin stelt n een willekeurig na.tuurli~k getal vcor. Verd.er def'ini·oren 

v-:r": De afgclcide van het getal 1 is nul, zodat do bovenbesohouwde for­

nm1 G ook voor n = 1 geldt. 

J)o~. De a:fgeleide functie van af(z) is gelijk ann af'(z). Hierin stelt 

::1 ecn willekeurige consta.ntc voor. 

Opg. l+.. Do afgeleide van do functie f(z)= a is gelijk a.annul. 
~. De a:fgeleide van de functie f(z) + g(z) is golijk lli~n f' 1 (z)+ g'(z). 

Opmerkin~. De laatste definities kunnen beiae wordcn toegepast om de a£­

geleidc van p:f(z), waarin p een natuurlijk getal voorstclt, te b:e-p.a.1.en. 
Ong.12. Toon aan dat zij hetzelfde resultaat oploveren. 

Op grond van dcze dcfinities heeft men: 

() 
'?'> 1?-/ 

Is f z = a r, z + a1 z + • • • + a")...,·- 1 z + a,•n, 

dan is de afgeleide functie f'(z) gelijk aan 

'h-1 "'1- 2 
f ' ( z )::; n a O z + (n - , ) a 1 z + • • • + a r. . 1 • 

O'Pg. 13. Bepaal de af'geleide van de fu.ncti e 
z. 

f(z)= (z-1) • 

S-[&lli:ng. De af'geloide van een product f'(z) g(z) is gelijk aan 

f' (z) g(z) + f'(z) g' (z) • 

Hierin stellen f(z) en g(z) veeltermen voor. 

Om deze eigenschap te bcwijzen rerkcn we op, dat als g.(z)=h{z)+k(z); 

het voldoende is de :eormule V€30r de pro-ducten :f(z) h(z) en f(z) k(z) · 

te bewijzen, wan-t als dit gesohiedt is heoft m:,n 

(f(z) g(z))' == (:f{z) (h(z)+ k(s)))' 

= (f(z) h(z)+ f'(z) k(z~r = (f(z) h{z))' ~ (f(z) k(z»' 

= :t(z) h' (z) + f' (z) h(z) + .t"(-;::,) k' (?.:) -~ :f 1 (,;,:) k{z) 

= f ( z) (h' ( z) + k' ( z) ) + :f I ( z) (h \ ~; + j{( /,) ) 

= f(z) (h(z) + k(z))! + :f'(z) (½(7-i'. ~ -:c(:;:):, 

Ill id II - ff Pi ls. :i ' ( Z ) + :f 1 ( <z);i;1l~i~~fi~:,~~) ,',, 



Evenzo is het,bij :f(z) = p(z) + q(z) voldoende de f'ormule voor 

elk der producten p(z) g(z} en q(z) 8(z) te ·bcwi.jzen. 

Baschouw nu de veeltermen f'(z)= a 0 z . .,..,+ a 1 z""·+ ... + a.,,,. 
?TI ,;,-.- ~ 

en g(z)= b .:, z + b I z + •• " + b,.,._..._,. 

-Wij kunnen voor het bewijs van onze stelling voJs taan met hct bewijs 

ervan voor een product van de gedaante a z A,._ • b z s , waarin r en s niet 

ncga.t ieve gehele getallen zijn. 

Opg. 14. Teon aan dat het voldoende is de cigenschap voor hGt product 
►c ,,. 

z • z .:i tc bewijzen. 

Wij hebben nu nog slechts hct bovd.j s \Toll onze eigenschap voor het 
product z ~L z ~ te leveren. Men heeft ( ~/::· z s) 1 =--· ( z 'c ..... s ) ' = (r+s )zr+s--1~ 

waarmee de besch•uwde eigenschap bewczen is. 
·n ,,_, - I 

Stell]:.!1g_. De af'geleide van de functie (z-a) is gelijk aan n(z-a) • 

Bewijs door volledige inductie. Voor n = 1 (of nul; ga dit naJ) is 

de eigenschap reeds bekend. 
Zij de eigenschap voor n-1 in plaats van n reeds bewezen. Dan hee£t 

me~1 
?·J "rl - I ,-,., - I ) ( ?, - / ) 

((z-a) )' =((z-a) (z-a))'= ((z-a; )' (z-a + z-a) (z-a' 

')')-'2 "h-1 -n-• 
== (n-1) (z-a) (z-a.)+ (z-a) . 1.. = n{z-a) • 

Stelling. Is f'(z)= (z-a)k g(z), dan bestaat er een veelterm h(z) z-odan:ig 

do. t f ' ( z ) = ( z-a) h-- 1 h ( z ) •. 

Bewijs: Men heeft 
k 

f ' ( z ) = ( ( z-a ) g ( z ) ) ' 
k 

= ( ( Z··a) ) 1 

dus 

(2) 

( k-, 
= k z-a) g(z) 

k--1 
f ' ( z ) = ( z-a) 

I 
k.-

+ (z-a) g' (z) 1 

1 k g ( z ) + ( z-a) P: ' ( z ) '( ~ ( ,, J 

§~elling. Is a een k-voudig nulpunt van f(z)f dqn is a een (k-1)-voudig 

nulpunt van f' (z). 

Bowijs: Dat f' 1 {z) in dit 

ga8.nie stelling bewezen~ 
I,;: 

dc\-~1baar is door (z-a) • 

~-, 
geval dee:J_baar is a oor (z-a) 7 is in de -vu-o:r-

0~ rest dus nos~ r,.on -'c8 -tonen, dat f'' (z) niet 

), 
Nu heeft men f(z) = (z-8) .. 1;(z) j :na::'L--. ~·,,- b•Jsi:c'.lt geen veelterm 

h(z) met f(z) = (z-a)k+, g(z), dus e1· is gE":er --r001term h(z) met 

g(z) = (z-a) h(z), dus g(z) is niet deGllx-,r.1.r- .-:i_oor z; - a. In f'ormule ; 

(2) is dus de laatste factor in hat re~~~.(;:,_ l:L-1 .::.~_ct Jeelbaar door z-a, 

dus f' (z) is niet deelbaar door (z-a)11z" v1r•.F~r;:;0d.~ <.;e 7srlangde eigenschap 
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bcwezen is. 

Is a een k-voudig nulpunt van f(z), dan is a een (k-1)-voudig 

nulpunt van f' (z), dus, als we deze eigenschap nog eens. t oepassen on 

wel op f' (z) in plaats van f(z) : h-:t getal a is een (k-2)~voudig nul..a 

punt van f 11 (z). Zo voortry_~nde vindt men uiteindelijk dat a ken enkel­
voudig nulpurrt is van f ( ') (z), maar gcen nulpunt is van :f ( \z ). 

_Qpg. 15. Zij a een k-voudig nulpunt van :f(z). Kan a dan een nulpunt zijn 
van f {k-1--,) (z)? Gee:f een voorbccld VBn hct gevonden resultaat. 

_Opg. 1§_. Toon a.an• dat nls de vergelijking 

2. 
z + p z + q = 0 

e0n dubbele wortol bezit 1 de relatie -J;-p<- q = 0 geldt. 

0 -,.,r• 17 
I➔"·•• e Be:paal de ree.ervoud ige wortels van de vergelijking 

z 4 ":" z .3 - 5 z 2' + 12 = o. 

Wenst men bij een vergelijking :f(z)= 0 alle meervoudige wortels a 

te vinden, dM zoeke men dus wortels zowel vnn f (z) = 0 n.ls van 

f 1 (z)= O, zodat beide veeltermen :f(z) en f' (z) deelbaar zijn door z-n. 

Men kan bet getal a dan vinden door de G.G.D. g(z) te bepalen van de 

veeltermen :f(z) en f'(z), welke·veclterm g(2) dan eveneens door z-a 

deelbnRr is. Iedere wortel van g(z)= 0 is voorts een meervoudige wortel 
van :f(z). 

4 ,. 
0Rg. 18. De vergelijking z - 4 z + a c O heeft een reele meervoudige 

wortel. Bep~al deze en los de vergelijking d&~rna op. 

Opg. 19. Bcpr:tal de dubbele wortels van (z+l)1 - z7 - 1 = 0 en los de 

vergelijking dnarna op. 

Een getal heet algebraisch, als het een nulpunt is van een veel­

term met rntion~le (dus ook van een veelterm met reele) coefficienten. 
),--..-- .------::= nr--

Opg •.. 20. De getallen i, \! 2 + i, \j10 - 2 \/5, V11.- zijn algebraisch-. 

O~merki,rn. Met behulp vim niet-algebraische hulpmiddelen is in 1882 

door Lindemann bewezen dat de getallen e en TT niet algebraisch zijn .. 

§, 6 .. De binomiaalve:rgelijking. 
Een binomiaalverge1ijking is een vergelijking van de gedaante 

az ·1"' + bz ,,., = O., 

Hierin stellen a en b gegevem complexe getallen voor; n en m zijn 

natuurlijke getallen .. 

Wij mogen veronderstellen a IO, bf Oen verder kunnen we, zomer 

de algemee nhe id t e schaden, a!"innemen n> m. 
De vergelijking neemt dnn de gedaante aan 

-?rJ n- n--, .€ 
s.z (z +-)=O. a. 



- 22 -

Behalve m wortels z = 0 vinden 

Stel n - m = p; - -€ = A ( cos rx + 
CL, 

n->n ..g . 
we nog wortels, die voldoen aa:1 z + a;= o; 
i sin 0( ). Dan is 

p 
z -= -= A (ces ex + i sin ex ) , 

Vh1.~.rvan de wortels zijn 

\/A (cos o< +2 Pk 11 + i sin 0( +!k,r ) 

/ - (k = 0, 1, ••. , p-1). 

TQ.~.t:~P...:2:ing. Gevraa.gd wordt de wortels te vinden van 
10 

z = 1 + i • 

. Men hceft 1 + i = 'vr; {cos ! + i sin f ) , dus 

l'7. ·-,:., -
<.'O,_, 
V 2 (cos 5+4k Tr+ i sin 5+4k ii) (k = 0,1, ••• , :9:·). 

20 20 

2 
Q.m_,._l. Bereken de woriiels uit i, d.w. z. los op de vergelijking z = i. 

2P.rs• ,2. Als de vergelijking 7, 'n = a een dubbele wort el hecf't, he0ft zij 

zel:fs een n-voudige worte 1. 

Speciale aandacht verdient de vergelijking 
')1, 

z = 1 

m8t de n wortcls 
2k,1!_ 

cos n + J.• • 2krr 
sin­n 

(k = 0,1, ••• ,n-1) ~. 

ti;.;2.e getr.illen z k liggen allen op de eenheidscirkel en vormen de hOek ... 

:punt<-:m vr-i.n een regelma.tige n-hoek. 

De niet-reele wortels dezer vergelijking zijn pa~rsgewijze toege­

voegd complex. 

Men heeft dus z -R_= z n- -R_ ( k = 1 ; • • • , n-1) • 

.QJJr;;•--2.~ Bewij s di t. 

Het oplossen der vergelijking 23 - l 1.evQ~t ons dus de hoekpunten 

v::1.n een gelijk-:Bi idige driehoek. 
2., 

Men vind:t uit {z-'1) {-z: + 2. + 1)= O dir0c-t a.0 wortels 
.r---. 

z = l; z = - ½ + ½ i V 3 • 
1 2- '3 -

Hieruit vindt men dus de ookende f-ormul.es uit du goniometrie tcrug 

COS ~ = - ½; sin 2 iT = ½ • s: V ,3 V , 

Gewoonlijk getl:ft men het getal z'"' ;c; - i + ½ i ,J;" aan d~r do 
...:.:. 

letter f ·. 
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Qp_g._4. Bew1~s: z l 4:;r ~~ ~ :i.a - ~3 2'; 2:.a. .,. z~ = - I ; Zi z 3 = 0 • · 

De 3 derdemachtawortels ui t een getal a. :;ijn van de gedaante o(, 

~t' en°' f 1. , waa.rbiJ rx sen der wortels van z 3 = a voorstelt • 
.Q.Dlcl• Bewijs dit. 

Ook de formulas voor regelmatige vijf- en tienhoek zijn te vinden 
met.. boven behandelde r:methode.1 

'We ·1-0ssen daa.rtoe •P de vergel ijking z s-= l, dus atgezien van de 

wortel z = 1 hebben we de wortels te zoeken van de vergelijking 
z 4 + z-a + z a.+ z + 1 = O welk:e we door een kunstgreep kunnen bepalen. 

V •er nl. de hulpgrtot.he id u = z + ½ in, dan gaat onze vergelijking over 

in ~ u + u - L= o. 
Nadat hieruit u bepaald 

ana.~re wortels van z·S-... 
.2E&..._§_. v,er dit uit. 

is virdt men uit u 

. 1 = o • 

... 
= z + :t:- de gezoohte vier z 

Opmerking: Het is deor de wiskundige Gauss aangetoond, dat op deze wm.Jze 

de wort els van z I? - 1 = 0 gevonden kunnen worden en dat de zijde der 

rege lmatige 17-hoek kan warden geconstrueerd met passer en lineaal, 

Gauss toonde aan dat slechts oonstrueerba.a.r zijn de zijden der regel­
matige n-hoek, waarbij 

n = 3, 5; 17~ 257, ••• 

of een product van een willekeurige macht van het getal 2 en de eerste 

macht van' een willekettrig aantal der getallen 3, 5, 17, 257, •••• 
De laatste rij getallen is de rij der priemgetallen van de gedaa.n,..,;. 

te 2m + i. Een zodanig getal p kan slechts priem zijp. a.ls m zelf e~ · 
macht van i is, dus zo'ngetal p moet zeker van de gedaante p == 2-<-+1. 

zijn (k ~ 0,1,i, ••• ). Niet alle getallen van deze geda.c~nte zijn echter 
priem want veor k·= 5 vindt men het getal 2:f:I.+ 1..., dat, zoals Euler in 

(.4, • 
1753 hee:ft. opgemerkt, deelbaar is door 641 ... Het ge_tal - Z + I is 

dGelbaar d•or ?74177 (in 1880 deor Landry bewezen). Yoor k" =· 7 f ~,19, 
~" J-lt 1.2, l!l, 1s-;~.23t 36, 38 en·73 hee:ft .. meniook lhtilnen bewijzen dat ~.-.2 +1. 

niet priem is. Het getal t 6 + i = 65537 is well. priem; de regelmatige 
65537-hoek is dis volgens Gauss te construeren met passen en iineaal. 
De getallen 22 + 1. {k = 0, 1, 2, ••• ) heten de getallen van Fermat• 

~ 

Opg. l• Men -vermindert de wort els der verg-elijki:hg :z: ... 1-"-'= 0- allen met 
'n 

1.., dus beschouwt de wortels van de vergelijking (w+ 1) - 1 = O. 

Bewijs dat het product der k•~rden, die in een ~regelmatige n-hoe.k 
beschreven in de eenheid~oirke1, een hoek~unt verbi:rrlen met elk der 

and ere hoekpunten, ge lijk is aan n. 
0 8 Be . . 2-,r + 4-rr cos f,IT' 'f pg. • wiJ.s ocs 7 ces f + 7 = - z · 
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Ten s lotte geven we nog even in het kort a.an hoe Gauss de verge­
lijking z 17 -1 = 0 oploste. 

Men hee-ft ( .i1-1. )= (z- i)(z 16 + z 115' + ••. + z.+ .:t), 

zodat we slechts de vergelijking 

lb IS" 1 z +z + ••• +z+ =O 

behoeven te beschouwen. De wortels hiervan zijn 

2vk . . 2Tr k (k l 2 lfi) zk = cos IT+ 1 sin~ = , , ••• , 

Men hee~t z 1 + zz + ••••• 2 ,6 = - l. 

(k = 1, ••• , 16) ·1e stellen nu zk + z,7 _ k = wk • 
Dus w. = 2 ccs~~.1. Hieruit vo1 Mt 

k 1,1 ~ 
w, = w . en w w 

k ft• /.-; k .,.,.., 
Dus .1. 

Verder stellen we in 
~t···+-w:~=-1. 
navolging van Gauss 

\ u -1 = w 1 + w 1 + w9 + w 8 
) 

( u 2.. = w3 + ws- + w6 + w7-

Dan is u1 + u = -1 en u u = 4 (w 1 + ••• + w8 ) = -4. 
~ 1 1 i 

Hieruit zijn u 1 en u 2 te bepalen (alleen met behulp van vierkants: 
wortels ! ) • Men ov ertuige er zich van dat u,,,,--:::, 0 -::, u~. 

Stel nu v = w + w • v = w + w •, v = w + ws-·, v 11. = w6 + w...,. 
1 1 4 1 2. ~ ~ -3 J T r 

· Dan is 

en 

Hieruit zijn v1 ,v2 ,v 3 en v4 , wederom alleen met vierkantsw•rtels1 te 

bepa.len. 

Ui teindelijk hee:ft men w1 + w'f = v1_ 

w1w4 = ,.,. 
3 

W1 > wt+ 

waaruit, al'weer alleen met vierkantswortels, 
'-" 

Tenslotte is a = 2Rsin IT :::: 2Rcos(1r -- "It) 
3lt .Jr+- z ~ 

wt en. w4 te bepe.len z.ijn •. 

= 2Rc~s §11= w R~ 
ft' 4 

. ~7. De cubische en bikwadratische vergelijking. 

Beschouw een willekeurige cubische vergelijking 

z 4 + az~+ bz + c = O. 

Om hiervan de -wortels te bepalen gaan we de drie-.wortele·,:me•ti ef$n-zo­

danig getal vermeerderen, dat de drie zo ontstane getallen wortels zijn 
van een cubische v-ergelijking, waarvan de quadratische term ontbreekt •. 
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. De subst i tut ie z = w-;k leve rt 
3 2.. 

(w-k) + a(w-k) + b(w-k) + c = O, 

dus wJ + (a - 3k)w 4 + (3k 4 - 2ak + b)w - k~ + al· - bk+ c = O. 

Wij kiezen derhalve k = a. en vinden dat w voldoet aan een vergelijkine 
-3 

van de gedaante 

( 1) w 3 + pw + q =:: 0, 

welke vergelijking wij thans gaan oplossen volgens een door Cardano 
gegeven methode. 

Stel w = u + v, waardoor de vergelijking de gedaante 

u3 + v3 + (p+3uv)(u+v) + q = 0 

•Janneernt. Wij kunnen aan de getallen u en v, waarvan sle chts de som 

w vas-tligt, nog een voorwaarde opleggen en eisen 

3 uv + p = O. Dan geldt dus 
., 

v3= ( U::i + 

t ·,, 3 u V = -
De getallen u 

_3 9 
u == - - + 2. 

Hieruit volgt 

Evenzo 

- q 

J:.:_ 
"'-~1 

en v zijn 
I!:....;;, J'i­

V 2-7 + 7f; 

hieruit te 

v3 = 9.. - --
~ 

bepalen. T.ten vindt 
j r,3 J_ <--

\;- + -· 27 4-

b.v. 

u = 
3 r--------;:===-= c-\f 'l+ v/.t. :-,.,+ '1:-:., waarin c., ,i - ., -,;;.... ... 27 '-t 

, 
i = 1, f •:f p - is. 

E t3r q \ rf.,-~ 'J z I L 
V = z \/ ~ 2 · - v· Zr + 7j:' , wa.arin .f.: = , f' C:f r • 

Het is niet zo dat hieruit 9 mogelijkheden voor u en v volgen, want 

de getallen r., en fz. moeten zo gekozen zij n dat 3uv == -p, zodat bij een 

bepaalde keuze van het getal ~, slechts een waarde van ~2 behoor+,.. Bij 

dlk der drie keuzen van E. 1 vindt men een bijbehorende waarde van f;:;,' 

zodat men drie corre'S})Ond:erende stellen (u,v) vindt en dus ook drie 

waarden voor de w•rtel w = u + v der bt' s,ohouwde vergelijking. 

Opg.l. Bepaal de wortels van de ~ergelijking. 
~""'ir;-

z 3 + : z Vo + i = O. 

In het vervolg onderstellen we dat pen q reeel zijn en onde.rscheidan 

ve.rder drie gevalle n. 
~ 2.'2.. 

le geval. Onderstel {; + 4 "> O. 

Dan zijn de getallen 
~ c;-·· .. . 

m ='~/ =+ \/ ~J + j/: en V 2. V q 4 
1/3,/_ 2.~· _ \ l,.,3 ·=2 ~ n ::: / .l.- + -- reeel en wegens uv = 

<-{ 4 
}!_ 
-3 ' 

dus UV is reee 1, hee:ft l!Bn 
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duo 
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U =r-m, V =r"n .,.:f 
t 

U···=o­•·· \ ,,. , 

l. t.. 
w 1 = m + n; w, = (> m + p n; "' .... =s = p m + f n. 

hiGrin is w1 reijel>:ma.ar w2.. en w3 niet reeel, want hun som is weliswa.ar 

reeel (n.1. -m-n, waarom?) maar hun verschil is 

(p~f)(m~n) = {2f+l)(m-n) en dit getal is zuiver imaginair wegens 

2f• + 1 =_ f i~13 en m fn, izodat w z.. en w z. toegevoegde complex, zijn. 

2£~ Waarom is m j=n? 

Als 5\ _ r > 0 heeft de beschouwde cubische vergelijking (1) dus een 
reele en twee toegevoegde complexe wortels. 

~ --
2e geval. Onderstel t, + i '"= O. 

De getallen men n zijn dan reeel en gelijk. Men hee:f't 
2. 2. 

w.1=m+n=2m; wa=rm+pn=-m; w_;=pm+pn=-m, 
. 0.21. 

zodat de vergelijking twee samenva.llende wortels bezit. 

?~• 3~ Bewijs dit resultaat ook door naast vergelijking (1) de 
11 a:fgeleidett vergelijking te beschouwen. 

f;-:,.. 2. ~ 
3e geval. 2.t + 4 < O. J 1-3 2 ~ / j:/!> 9 i. 
In dit geval zijn de getallen -i + \ 1 21 +-;; en - ! -V_ q + 7[ 
toegevoegd complex, dus men nook. Daar het product mn dan reeel is en 

uv = -· I::, ook reeel is, kieze men 
...:, 

4 2.. 

w1 = m+n; w'2 =em +rn; w~ = f' m +fn- 2.. 

D0 wo:r:-te 1 w ., is dus re eel. Echter zij n 8/. en p toegevoegd complex; m en 
l \ \ •. 

,: oak, dus £J m en D n ook, dus w'? is eveneens reeel. Dan is ook w .... reeel.. 
\ \ - 3 ~ 

Het karakter der wortels van de vergelijking a+ p';!.+ q = 0 hangt dus 

a.:f van de vorm D = 1::.. + :l.:z.. die de discriminant van de.ze vergeli .:&king 

wordt genoemd. 
27 4' ..;J 

Men heeft dus 

D ) 0 een reele en twee toegevoegd complexe wortels. 

D = 0 reele wortels, waarva-n er twee gelijk zijn. 

D < 0 drie verschillende :re.e1e wortels. 

Opg. 4. Toon a~n dat in het derde gev~l de drie wortels inderdaad ver­
schillend zijn. 

Het derde geval beschouwen we nog iets nader. Men kan proberen •m 
,·3/ 2 / 15':i 02. • • V - -i + y L.;.... + ¼ te vinden in de geda.ante a + it da..or de betr€kki:ng 

3 27 IE::. .. (s + it) = - .2. + \i ;, + 1-... te bescho.uwen. 
'- - q it 
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Men heeft .dan 
3 2. .) q 

s - 3 st = - -• - - -Z 

3s't · -t3 = 1/ -~·-r , 
Quadrateren en optellen lever~ 

2: 2 3 
(s + t) C 

1:..3 
&, 2. 

ous, daar s + t reeel 

- 27 , 
is , s l. + t 2 = - f!., dus ti = - C - i , 

~ 3 
he-tgeen na. substitutie 

s -.3-+ 

in de eerst~ be-trekking voor s en t levert 
3 :I. 

ps + 3s = - "i:' 

:i.~:i.s 
(2s) 3 + p(2s) + q = O, 

zodat we om s te vinden weer bij de oors:pronkelijke vergelijking te-

rech-t zijn gekomen. Dit is de reden waarom het derde geval wel het on­

herleidbare geval wordt genoemd. 

Een methode, die wel tot het gestelde doel voert, is de volgende. 

Stel V--1+ 1 V-'f/ -r = a(co~ ,r 1 sin 'f >. 
Dan heeft men 

J CJ ..J, _ ha_ '7_1. 
a (cos3<f + i sin.3 1?) - - ~+ i \/ fy '+ .> 

dus a6 = - f 3o'£ (a is n. l. 
2:7 
.f:...~ ,7'-

N.B. We=ns. · ·· + - <o is 
ov i;i 4-

reeel) a = ,f_ t. 
· V ti 

~ 

E <o, 27 dus Ps reeie 1 •. 

Voorts heeft men cos 3 <p = - ~- sin 
' 

3Ca = \/-fr- -zf 
2et~ T a.,,3 

Hieruit be pale men 3 cp , wa.a.rna voor cp· drie 
allen 2~ verschillen. · 

,., 

hoeken mogelijk zijn, die 

Doter is het om in het onherleidbare geval direct de goniometrie te 

Lnlp te: roGpon. 
~ AS Q~ 

t\)schouw weer do vergelijking z~ + pz + q = 0 met f;i + V c. 0, dus P<O• 
Zt3l z = a cos <.p (in dit gcval is elke wortel z immers :reecl, zodat 
d,0zo substitutie geoorloofd is). 

1-fon hooft dan na substitutie wegens cos 3 lf' = 4 cotfq>, - 3 cos Cf 

r-/ cos .3cp + 3aJcos Cf + 4pacos Cf+ 4q = O. 

Kies nu a zo da:t 3a z. + 4p = 0 1 hetgeen rnogelijk is wegens p <0. Dan 
. . dt ,j ?. - 4 d 3 'f - 4-9. v1.n men a cos .:;ct:, - - q, us cos - - ---· 

1:,3 ()2. f 1 2.... Cl 3\4'1-' Wogens c_ + J::. <. O en p = - .:...a nee;ft men -: <1, zodat inderdaad een 
2 4 4- cc"- 41 

hock 3(f 1oopaald k'3.n worden zodanig dat cos 3 'f = - <::tJ • Is deze hoe:i,c 
gevonden9 afgezicn van veolvouden van 211 , dan is cpbepaald op een vee1-

~1r voud van n~~ zodat men drie verschillende waarden vindt voor z = -:s-
a cos<[. 
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Opg. 4. De hier gevonden hoeken <p zijn dezelfde als die bij de voor­
afgaande methode gevondene. 

Op&:• 5. Los crp do vergelijking z 3 - 3z - 1 = O. 

Tenslotte geven we in het kort oen methodc aan, om rechtstreeks 
de vierdegraadsvergc liif,king 

'f ~ 2.. 
z + az + bz + cz + d = 0 

op te lossen. 

Wij trachten bet linkerlid te brengen in de gedaante 

(z 2 + ~z+ p)'<- - (qz + r) 2 
,_ 

) 

1.vaarna de ontbinding 

(z z. + 1·z + qz + p + r) ( i? + f z - g z + p - r ) 

ons de vier gezochte wortels oplevert. 

We bohoeven dus nog slechts de getallen p, q en r te bepalen. 

Mon heeft door vergelijking der coefficienten 

·~ 

2p - q2 = b -
ct. 'l.. 
7j: 

(2) ap - 2qr = C 

( 'l. '?.. p - r == d 

Uit de tweede betrekking lost men q op en vult dit in in de eerstc;, 

wQ2rna er komt 

dus 

( 1:-e}' 2p - = b 
2 't. 

<. 
a. -, 
4 

2. '2- 2. 
4 r ( 2p+ ~ -b) = ( a p- c ) .> 

wrl.arnn do 12.atste der betrekkingen ())1 ons leert 

(p4 -d)(8p+a2 -4b) = (ap-c)~ 

Ui t dQZe cubischc betrekki.ng is p te be pal en, wa:1..rna 1't. betrek-. 

kingen (2) ons q en r oplevercn. 
, Op een nadere bespreking der mogelijke gevallen gaan wij hier niet ,n. 
Opg. 6. Los op de boven aangegeven wijze op de vergelijking 
z lf + 4z 3 + 4z 2.. - 4z + 1 == o. 



""23 ~ 

§_4•. Symmetrise.he fuucties • 

J3ij de vierkantsvergelijking z2- a1z + a 2 = 0 met 'de wort~ls · £ 1 en 
z2 zijn dej:3lementa.ir-symmetrisohe funotiea a1 :=; z1+z2 en a2= z1z2 • W:tj 

gaarJ. nu beschouwen gehele rationale symmetrisohe f12ncties van z1 en z2 , 
dwz• -geeltermen in z1 en z2 , die niet vera.nderen, ala z1 en ~2 worden 
verwisseld• Bij voorbeeld: 

z12+ z22 = (z14~2)2 - 2 z1z2 = a.a2- 2 a2• 

z13+ z23 = (z1+z2)3 - 3 z1z2<z1+z2) = a13_ 3 '½a2• 

4 4 4 2 2 4 2 z1 + z2 = (z1+z2) - z1z2(4z1 + 6z1z2+ 4z2 )=a1 -a2(4a1 -aa2-
-6a) • 

i In deze voorbee1den hebben we gen♦men homogene veeltermen i~ z1 en2 z2 
resp~ van de graad 2, 3 en 4• In het e_erste antwoord hebben we gevon­
d en een veel term in a1 en a2 , waarva.n elke term het gewicht 2 bezi t; 
daarbij wordt aan een constante het gewicht O, a.an 31 ~et gewicht 1 en 
aan a 2 het gewicht 2 toegekend en onder het gewicht van een product 
verstaa.n de som van de gewichten der f'actoren• Een vael term, wa.arvan 
elke term eenzelfde gewicht bezit, hBet isobaar ( isos~ = gelijk; 
bares : gewicht) • Het eerste antwoord is dus een iaobare veelterm met 
gewicht 2• Het tweede antwoord is een isoba.,:-e veelterm met gewioht 3 
en het derde ee11 isobare veel term met gewioht 4 • Ander voorbeeld : 

z14+3 z1lz2 + 3 z1z23+ Z24= {z14+z24> + 3 z1z2<z12+ z22) 

4 2 . - 2 ( 2 ) = a.1 - 4 a 1 a 2 + 2 a 2 + 3 a2 81 - 2 · a2 
zed.at dit antwoord wederom een isobare veelterm met gewicht 4 is• 

We gaan nu de volgenda stalling bewijzon• 
Ee.n homogene symmetrisbhe veelterm in z1 en z2 van de m8 gr~a.d is te 

sohr1jven ala een isobare veel-ta-m in a1 en a2 met gewioht m• 
De bewering is evident voor m=1, want een homogene symm.etrisohe·veel­

. term in z1 en z2 van de 1 e graad heeft de gedaante oz1 + cz2 = oa1 • Wij 
mogen dus m ~ 2 v-eronderstellen en aannemen, dat de bewaring reeds be• ... 
wezen is, wanneer m door een kleiner natuurlijk getal wordt vervangen• 

We kunnen de beschouwde homogene symmetr-isohe veelterm van de m~ 

gr-a.ad sehrijven in de gedaante c(z1m+ z 2m)+ z 1 z2 P(z1 ,z2), 

waa;rin P aen homogene ~vmmetrische ve.el.t-erm van de graad m-2 is• Ve1."der 
k'l:lb.ben we achl'i~•Jn . _ _ ..., .. ___ _ 

, •1~♦. z2m 7 (z1+z2):rn+ z1z2_Q(z1,z2), 
waa.r1n Q eve:neens een homogene ~ymme~riseb.e veelterm van de graad m~2 
is• Aldus hebben we de oorspronkelijlce symmetrisohe veel term geschreven 

in de gedaante c( z.. . -t-~. )..m + .$ z R( z z ) 1s .· · 2- •· 1, ? 1 J 2 J 

WaJlr_~ ll ~en hoinogene -S~~1'ische voe,:;--.,.. .... "Va.n .d.e ~d lll-2 voorstol t • 



(Ala m=2, is R \:len consta:nte) .. , Volgens onze inductie veronderstelling 

ii:1 :a.(z1 >z2) gelijk aan 1;.an isobare veelterm U(a1 ,a2) met getdcht m-2• 

Dus de oorspronkelijke homogene symmetrische veelterm in z1 en z2 van 

de m0 graad is 6elijk aan O am+ a u(a a) 
1 2 1' 2 

en dit·antwoord is inderdaad een isobare Voelterm met gewioht m• 
QRg·:1 • Bewijs dat z 110 + z 2 10 te schrijven is in.de gedaante 

10 8 6 2 . 4 3 2 4 i>, c1 f½ +c2a1 a2+c3a 1 a2 +c~a1 a 2 +c5a1 a2 +o6a2~ 

waa.rin c1 ; • • ·, 0 6 a.bsolutia constant en voorstelle;n• 
Opmdrking• DDZE; ccnstanten kunnen worden bepaald op de manier,z,aJ.s 
in het bewi js is aan.gegeven • De berekening kan echtar vlugg(;r a.lsvolgt 
e,oschi.:::den· 

5 5 4 4 2 2 2 2 

Dus 

. z1 +z2 =(z1+z2)(z1 +z2 -z1z2<z1 +z2 )+z1 z2) 
4 2 2 2 2 2 = a1(a1 - 4 a 1 a.2+ 2a2 ~ a1 a2+ 2a2 + a2 ) 

= a1Ca14_ 5a12a2+ 5a.z2)· 

.,. 10+ 10 
"1 z2 = (z1S+z25)2- 2 z15z25 

= a12(a14~5a12a2+ 5a22)2 enz• 

Aldus blijkt c1=1, c2= -10, c3 = 35, c 4 = -50, c 5= 25, o6=-2• 

,;-ro.rden slachts enkele co@fficienten 5Gvraa.,:sd dan kan men soms vlugger 

te WGrk ga.an• Wil men bv · allBen de colbfficient c 6 bepalen, · dan be­

schouwt men eer.:. visrka.ntsvergelijkingf waarbij a 1= O is, bv• de vier­
kant.sverge.lijking z2--1= O• Bij deze ver6elijking (die de wortels ± 1 

. b0zit) 1 is z110+z210= 2, tcrwijl het antwoord gelijk moat zijn a.an 

-c6 ; dus c6= -2· 
_()pg• 2 • Vat is de gemal-:kelijkste manier om c 1 te bepalen? 

In plaats van vierkantsvergelijkingen gaan we nu v-e.rgelijki11g_en van 
willekcurige~. grn!'l.d n beschouwen~ lk schrijf deze vergelijking in de 
e.'-'d-~ . .!'.'l.nte n n.:..1 zn-2 .. ( ) n 

z - a1 z + a 2 - • • ~ - an:::: O • · 
No0m de wortels van dcze vergelijking z 1 , ... · · ,. 9; • De elementaire eymme-r. 
trisch,a functies zijn.b:it:.r 

a1 = z1 +z2 + • • .. + Zn = 5-'" z1 

al =.z1~2+z1z3+· =··.+ ~n-1zn.= L.Z1Z2· . .. . . . . . .. . . . . . . . . . 
a - ~ z •··z + n-1- L.11 2 · · · n-1 

• • • + -z •·•z = ~· z z •••z 2 n G... 1 2 n-1 

a = z z ·•·z • n 1 2 n 

Dt) hier optredende sommen bevatten resp· ( i) ,(~), · • ·, (n~1 \ termen • 
Wij stellen ons de vraag of bij een vergelijking van willekeurige 
graad 6en Stelling geldt 1 analoog aan die, w~lke we bij vierkantsve~­
gelijkingen gevonderi heboeJ:1• D~toe is het nodirs in te voeren het be-
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gtip van iaobare v~elter~ in de ooij~ficienten a1 , a 2 , ••••~•De de­
:fini tie ligt voor de hand• Ik g-=,;ef aan een constante het gewicht O, ~--

· aan a1 het &ewicht 1, aa.n a2 het gewicht 2,•••, an het gewioht n en 
ik versta ondar het gewicht van een product wederom de som der gewich­

ten det iaoto:ten • Dus bv • a 1 7 + 5a15 a2+a1 a3 2 is .. een isobare ve~l term 
~et geV\~dht 7• DG stelling, die we nu gaan be~ijzen, luidt alvolgt: 

$en homogen~ symmetrisb.he voelterm in z1 ,••'~n vnn de m0 graad is 
te schrijvun als tien iaobare veelterm in a1,•·•,an met sewioht m• 

And~rs uitgecrukt: Een synnnetris!f3'e v~~lterm in de wortals van een 
algabra.ische vargelijking kan g~heel ratio:na.al worden uitgedrukt ind~ 
coijfficiel".!:ten Vai."l die vcrgeli ikitlg· In daze stelling wordt m ~1. veron­
dersteld • De bowering is evident voor n~1, want dan trcedt sleohts een 

1 wort~l z1 op, die gelijk is aan de coijfficient a1, di& in de lineaire 
ver6elijking voorkomt; de b0schouwde homogena veelterm in z1 hveft d~ 
gadaante ~ z1m= oa1m en dit antwoord is isobaar met gewicht m• Ik ma.g 
dus Q ~2 voronderstellen (dat hierboven het bewijs voor n=2 r~~da ge­
lev0rd is, wordt niot adns gebruikt) en ik mag veronderstellen, dat het 
b~ni\l"ijs reeds gelev0rd is, als n door n-1 wordt vervangen• 

De bowering is even~~ns evident als m gelijk is aan O· Immers, d.a.n 
is de b~scbouwde hemogene symtnetriscbe ve~lterm een constante en ~en 
conatante•is te beschownen ~seen isobare v~eJ.term in a 1,••·,an met 
gewicht O • Dij het bewij s mag ik dus m :.::_ 1 veronderstellen • Verder 
mag ik aannemen, da.t hct be~1ijs r-.:;~ds gel~verd is, a.ls n onveranderd 
blijft, maar m door een kleiner getal wordt vervangen• 

Wij hubb,~u hier te doen met een voorb~~ld van een bewijs met dubbele 
~ inductie• Bij 0e~ zodanig bcwijs(trouwens bij elk bewijs) is voorzich­

tigheid gaboden• 
V0ord3t i!< het algemen~ oowijs geef, rril ik e.erst de st.reklting door 

oen voorbeeld toeliohten• Stel wij willen bewijzen, dat bij de cubisohe 
v~rg~lijking 3 2 , . z -a1z +a2z -a3= 0 met de wortels z1 ,z2 en z3 de uit-

drukking z15+z25+z35 te schrijven is als een iaob.are veeltorm in a11 
a2 en a3 met gewicht 5• Daarbij hebpen wij aangenomen, dat de overeen­
komstige stalling rveda bewezen is voor vierkantsvergelijkiJCl8~. dwz• 
dat bij d~ vierkantsvergelijking 2 

Z -A1z+A2= 0 met de wortels z1 ,;n z.2 

da uitdrukking z15+ z25 te scbrijven is al& een isobare veelterm 

A15-5A13A2+ 5A1A22 • Nu komt de ku.nstg~eep: Wij gaan nJ.• beschouwen 

v= z15+z2S+z35_ (a15-5a13a2+5a1a22)• 

DB eigenaardigheid is, dat we in·het gevonden antwoord de col!ffioienten 
A1 en A2 eenvoudig door a1 en a.2 gaun vervangen en he't aldua:verkregen 
antvmord aftrekk:en van de funotie, die we willen o:nde:rzoeken: Wij wereb, 

_ dat a1 en a2 elementaire symmetrische :funct.ies zijn van z1 , z.2 en z3 , 
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d . i .A. A. l - 0 n'lordt ~r~rv0 ngen• H1"eru·1·t bliJ.kt 10 n 1 en 2 overgaan, as z3 door " •v o 

dat v -3en symmetrische functie is van z1 ,z2 en z3 ., wordt z3 door O 
vervangen dan gaat v over in 

5 5 5 ·3 · 2 z1 + z2 - (A1 - 5 .A.1 A2 + 5 A1A2 ) 

en we hebben ervoor gezorgd, dat dit juist nul is• De symmetris~e 
vac-lt<::r:;t v wordt dus C als z3 door O v:ordt vervangen, waaruit blijkt, 

dc..t elk zijnor t,.:;rm8n door z3 d•:::clbaar is• Vanweg~ de sy;Jro.etria is el­

k-0 t:rn dan doclbaar dvor z1 en z2 , dus ook ~oor z1z2z3 • We k:rijgen dus 
v= z1 z2z3 w, waarin w -11::en homo gene symmatrish.lp_e Vl.:lel term in z11 z2 en 
z3 voorstel t van de tweede graad • Die veel term zouden we kunnen n~er-· 
schrijven, ( uitvoaren1) ma.ar dat is voor ons bewijs niet nodig, omdat 
we verondersteld hebben, dat de stelling reeds bewezen is voor n=3 en 
voor a.lle homo gene symmetri_ache vi;:;el termen van de graad ~ 5 • . Ui t deze 
inductieveronderstelling volgt, dat w ta schrijven is als een isobare 
veelterm in a 1 , a2 , a3 met gevdcht 2• D~rhalva is 

5 5 5_ 5 3 2 z1 +z2 +z3 - a1 -5a1 a 2+sa1a2 +a3w 

gesohreven als eon isobare veelterm in a 1 , a 2 , a3 met gewicht 5• 

Na deze toelichting aan di t sp ecia.le geval met n=3 en m=5 gaan we 
over tot de volkt1men analoge behand eling van het algemene geval • 

Bij de vergelijking . . . 
n n-1 )n z.- a1z .. + • • • + (- ~ = O 

met <le wortuls · z1, • ·", zu · zij gegeven een homogen\:l symmetriac.u,e 
v\:;;cl term f( z 1 , • · • ,z 1 ,z ) • Da.arbij hebben we aangenomen, dat de tG n- n 

~ bewijz-en stl:;jlling r,.:.0ds bewezen is. voor ve:tg\:)J.ijkingen van de graad 
n-1 • Bi;i d..; ver6 t;lijking 

zn-1_ A zn-2+ ···+ (-)n-1A = 0 1 · n-1 

met de wort0ls z1 , ··• , zn-i i~ f(z1 ,··•,zn_1 ,o) ·ofwel identiek nul, 
. ofwsl ;:;en homogcn0 symmetrishca V,;;;~l t~rm in z 1 , • • • , zn_1 van de 

graa.d m• Volgsns onza inducti~veronderstelling is deze uitdrukking, 
a.ls z,;:; .niot ide11tiek nul is, te schriJ--V-un Q.}.s een isobare veel term 
g(A1 ~ • • • ,An_1) met gawicht m • lndien de ui t.dl:"llkki.ng · wel nul. ~ R. ver­
st :an we onder g(A1 ,·••,An,-1) ~envoudig het getal O· 

De kunstgr~eD bestaat n~.hierin, dat we beschouwen 

v = f ( z11 • • • , zn) - g( a1 , • • • , an_1) • 
ME.:n. lette or dus op, dat hier wederom do co~f'ficienten A door de·over­

cenkomstige oo~i'ficientel:l a zijn vervane;en· We weten; ·dat a1 , • • • • 

a 1 elemi;;;ntaire syrnmetriscl).e functies zij11 v-an z1 , • • • ,z , die over-n- . n 
gaan in A1 , • • ·, An_1 , als zn door O wordt vervangen· Hi.srui t blijkt, 
dat v l:3i:;:t:.1 a;11rn:netrische functi,:1 van z1 , • • ·, zn is• Hierbij is a1 &en 
veel term in z1 , • · ·, zn van de 1 e gread,, a2 .sen ve-31 term van de 2 8 
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graad, onz• · Omdat g(a1 ,·••,an""l'i) isobaar is·met gevticht m., gaat deze 
functie over in ~en homogene 1t0cl term in z1 ~ • • • ,zn van de gr.a.ad wr.• 
nus ook·v is een hornogane symmetrisohe ve~l term in z 1 , • • • ,.zn van de 
e,rartd m• 

Wordt z.n door O v.::rva.ng(:;n, da.n gaR-t v over in 

:f.(z1' • • • '£11-1' O) :-- g(A1 '• • • ,An-1) 

~n ·,'1,_, h-., bb10n ervi.~Or g~zorgd,. da.t ii t juist nul is• De Vi:;;E:-1 term v wordt 

dus O :i.ls zn door O wordt_ v-.1rvanf!en., _waarui t blijkt, dat. elk zijner 
termen door zn ·deelbaar is• Vanwege de syrr.u:netrie is ~lkc term dari · av:.:n­
$ens door z1, •··,door zn_1 .deelbaar, dus da❖lbaar door z1z2••·zn• 
'ifo krij gen dus 

► waarin ween homogene symmetrische veclterm in z1 ,•••,zn voorstelt 

van de graad m-n: is ll'l <n, dan is w identiek ·nul • Ia m<n, dan vinden 

we dus, d.r-.t v identiek nul is, dus f{z1 ,•••,zn) = g(a.1 ,••·,an_1); 
waarbij hct rechterlid isobanr is m~t g~wich~ m· In dat seval. ia de 
stelli11t, 1HJ1'\'~Z.;::n • Voor m -<:,n Jcemt dua ar. in hot o.ntwoord niat voor • 

Zij nu v1::-;rder m~.n .. Omda.t w .:;un llomogeno symmetriache Vt:3-:?;lterm in 
z1 , • • ~ ,~11 voorstelt van een grc\ttd m-n, dio kl~in~r ia dan:m, volgt uit 
cl.a in~luctievvroD.darstalling, da.t -r;_r te schrijven is als een isobare 
v..,,•..;l t.Jr:.1 in .:.l1 , • • ~ ,a.n mGt ~,3wicht m-rt· DGrhalve is 

f(z1 ,··•,zn) = g(a1 ,•··,an_1) + anw. 

:~;.;achrevc:i.l ;J.ls 1:::&n isobare v~el t~rm in a1 , a 2 , • • •, an met gowicht m • 

► Hierm:;;de is hct b\;}·wijs volledig geleverd• 

Y.2~;,:~..:., Deschou.vr in de o:pgaven3,t., 5 en 9 cJ_e vergelijking 

n · n-1 n-2 ( ) n 0 z -a1z +~z - • • • + - an= • 
Bewijs da.t cle som van de derde machten der vi1ertels gelijk is aan 
a13-• 3a1a.2+ 3a3 • Waal:'~U gaat dez.e betrekking over bij een vergelijking 
ve..,.1 de 2'.e gTaaii of bij een lineaire vergelijkiug? 

Or1c, ·,-..: Be;;•·ij s --.:;-- 2 · ~-z1 z2 = a1a2 - 3a3 • 

Uit hoeve~l termen bestaat het linkerlid~ Wat wordt deze betrekking bij 
vergelijk1n~Qn van 

Opg• 2: Bewij s 
het linkerlidY 

ON:•6• Bev.rijs -...:::;- z1 a1an-1 
L.. ½ = - an n• 

bestaat 

2 O~r.:•'l • Bew.:l}a dat bij de vierkantsvergelijking e -a.1z+¾= 0 
· z/U, waarin m ee:r.l natuurlijk g,etal is, ta schrlbjven is in de gedaante 

z/1 = pmz1+ Qm' waa.rin Pm en ~ i&obare veeltermen in a 1 en 82 '\Toor­
stellen• :Be:paal verder ?,e gewichten van Pm en ~ e~ ·geef de teruglopen­
de betrekki:ngen ~' waa.rmee Pm en Qm ~n. worden berekend• · 
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Wenst men in tie praetijk de symmetrische tuncties uit te drukken in de 

lementair-symmetrische,. dan gaat men veelal alsvolgt ta werk. 
e-

Uit f{z) = b 0 zn+b1zn-l+ ._. + bn= b~(z-z1)(z ... z2 ) .. ~. (z-~n) 
volgt 

.(1) f' {z) 

Man heeft 

( n-1 n-l) 
cl: i; s. = b o z + ••• +z l + • • • + b n-1 t 

~ :fhl _ n-1 ( · · n-2 n-3 
~ z-z ·b•s•z + b0 s 1+b1s.)z ~-+ - (b•a2+b1s 1+b2s 0 )z + ••• 

m=1 m 

►De hierbij optredende uitdrukkingen sk = z1k+ • • • z;-
· wo:rden somme n van Newt•n genoemd. Men hee:ft s = n • • Vergelijkt nen in {l) de termen met gelijke mohten van z, dan vindt 

dus 

bos1+b1 =. 
b•s2 + b1s 1+2b2= 

b.s,+ b1s2 + b2s 1+;b3= 
. . . . .. 

Hieruit kunnen de ~•mmen a 1 .,s2 ,. ~. ,sk-l word.en berekend. Verder volgsn 

uit f(z) = b•zn+b1zn-l* ••• +bn na vern:ranigvuldiging met 1 1 £,z2 , ..• 
en na substitutie van z door z1 , .... ,zn ~n •pt,Qllen de relatie3 

b~sn+b1sn_1+ ••• +nbn = 0 

b•sn+l+b1sn + ••• +bnsl = 0 

b•sn+2+b1sn+l+ ••• +bns2 = O, enz. 

2:odat ook voor k>n u.it (2) de grootheden sk gevonden kunnen worden, 

als men daarin br= 0 s-telt vo.or r> n. 
Opg. 7A. '!Bat zien hoe men ook de grOQtheden •k vo•r k <O uit (2) kan e.f'~ · 

leiden. 
"'" 2 ·' Om nu bv. de. som LZf , 2 -te berekeren, gebruilce-n we de r.:lntie 

~- 2 . c._ z1 z2 = -e3 + s 1 s2 • waarine46 de gezocht.e som in rAeds beke.nde groot-
heden iR ui tgedrukt. 

Wenst men de som~z12z 22z3 te berekenen, dan lro.n men bv. gebruik ma.­
ken van de gevonden uitdrukking voor Zz12 z2 • Verirenigvu.ldigi; men deze 

met s2 dan :>ntstaat e en re sul taat , waa.rin •• a. de ge zoohte term optreedt.. 

Opg. 7B. Voor die. be.rekening uit. 
Opg.?C. Bereken bij de vergelijking z10+a.z2+bz+c = 0 de som 

· > 7 2 ..::;- 7 . 3 
,L_.. z1 z2 ; eveneens de som L z 1 z2 z3• 
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,::;;:- a b c t · Wlij voere.n naast de enkelvoudige sommen .::::_ x1 x2 x3 ••• ~ nog som- .. , 

· men in, die wij complete sommen noemen en aanduiden met 
~* ab o t 
L X1 X2 X3 •••Xm • 

De ·oedoeling hlerbij is' dat als ondel' de exponenten a, b IC,... e~n of 
meer geltjke optreden, bv~ a= b, naast de term x1ax2ax1b•••'Xmt in de 
complete som ook de term x18 x28 x3b ••• ~t optreedt, hetgeen in.de enkel­
voudige som niet het geval is. In bet algemeen: treden onder de expo­
nenten a,b,c, ••• j 1 gelijke op, verder j 2 gelijke hiervan versohillende 
exponenten, j 2 gelijke exponenten verschillend van de j 1 genoemde en de 
j 2 genoemde, ••• , dan heeft men voor de enkel voudige som >: en de com­
plete ermee corresponderende som Z:* 

ZX:::;; j1tj2!.· · Z. 
Men heeft dan de volgende formule voor co"nplete sommen 

, h "'S"* a b c t ~ * h a b o · t ~* a+h b c t 
<:. x1 ,::::. x1 x2 X3 •· •• ~ = <::::.. x1 X2 X3 x 4 ••• ~ + c.. x1 Xz X3 ••• ¾J. 

,Jt- a b c t+h 
+ •·• + L. x1 x2 X3 ~--~ • 

Vb. Zij gevraagd de som ~ x13x2x3 te berekenen. 
Wij gaan uit van de relaties 

"-;""~ 3 - 3 ,x ,~ 4 
c... x1 x2x3 = 2. x1 ~ x1x2 - 2 L x1 x2 

L~x1 4x2 = L x1 ~ x1 - Z x15 = s1s4-s5 , dus 

~~ 3 
<::... x1 x2x3 = 2~2s3-2s1s 4+2S5= 2a2s 3+2a1s 4+2S5=-2a3s 2-2a4s 1-1oa5 ~ 

Anders: 

dus 

Dus 

~~ 3 ~ 2 "r""* ');'""~ 2 
3 ~ x1 ~2X3 = . c x1 c:::_ X1X2X3 - "- x1 X2X3X4 

4L*x12x2x3x4 = L x1 ~*x1x2x3x4- L*x1x2x3x4x5 

3 L>tx13x2x3 =· (a12-2a2}L\1x2x3 + 4 a17x1x2x3x4+ ~ ~~1x2x3x4x5 

=-6(a12-2¾)a3 + 6a1a4 - 30 a5• 
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~il.-.. 8 .• JJewijs, dat (~ + ~ •/¥·) 100 ie:t's. klein:~o 1s · dan een gebeeJ. ge'bal-
E.:n c;i; ·3. e at·wijking kleiner is dan. 0 ,.13 • 10 • 

Hoofdatu.k III . 
.:Jen2.d.E:ring van de vrortels van vergelijkingen. 

~1. Reken,,11jze van Horner. 
0:'>?,~ •i. :ue~:i;js de ontwikkeling van Taylor voor e~n veelterill f(x) hoog.:... 

st ens van de ne graad; . 

. f(x+h) = f(:x) + ~T f' (x) + Fi f" (x). ·+ ••• + ~ :f(n) .(x). 

~en merJte op, dat de_ze formule onmi.ddellijk volgt u.it de birlo111:ia.al­

forhLUle van Newton, a.ls f(:x:) gelijk is aa.11 een meoht 'Vf:'-n x, waarvan 

d~ e~.:ponent geheel, niet negatief en hoogstens n is. Venwege baa.r li­
' neair· kara.kter geldt de formule dan algemeen. 

O.ill. f(x) = a0 :x:n+a1x11 ... 1+ ••• + a.n_1x + an . voor x = p te berekenen, 
als de coefficier.ten en p g~geven zijn, past men de r'ekem1ijze van 
Ho:t'Li;;l' toe 

ao ·, a1 a2 • • • an-2 8 n-1 a.n 

pao pa1 ... pa~-3 pa~-2 pari-1 
c-7. ~~ l: z. t: 1' + 

· · /7 ----, i' ·--; T /' " ----• F =/" 
ao a1 a2 •. • a:i-2/ 8h-1 ! a~: ..... . 

De bu:1oeling is due-, dat a0 ef~rst met p ,1ordt v~rmeni5vuldJ.gd; bet 
ver~cregen results.at met a.1 vermecrderd, levort ecn getal, da.t we a1 
hobbE;n ~enoemd. lJit getel e.,r wordt weer met p VE:Jrmenigvuldigd. Bet 
aldus verkrcg&n resultant levert, met~ vermeerderd, een getal op, 
dat vie a.2 genoo:md hebben, e11z. Zo doorgaende vinden we oon getal, 
a~ ..... 11 a.at- w2.or met p wordt vermenigvuldigd, terwi·j l de ald11s verkre-

. ger, uit;k.m:nst; m0t an vern1ec:rderd, a0n som oplever-t, a.ie 'i'!fJ ail. genoemd 

J:'H,1Jbo.r1~ Jij "i.,r.n'leron, d-:-,,'t doze som juist gelijk is aan <le wac3.rde, die ·· 

d(; .i:uncti•~ f (x) in het punt X=:P aannct:.:mt. Dit is trouweDs duidelijk, 
w.: .. nt 

,, 
a2 = Ja1 + a2 = p~ao + pa1 + a2, 

en ten 
a3 = p3ao+p2a1+Pn2+a3, 

slottc 
a' - pna nn-1 .. ~ 

n - · o +;.; a1 + • • • +.~o..u-1 +a,1 • 

. be·~ hiE:rbovcn aangBgever.i schei.1a. van lI~r•~ is het ve.1.·1~~t delingssch£­
ma, da-t me.u V€rlu-ij~~ als f{ x) dQ.C\r x-p wordt geaeeld, nl.: 
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•••••• + an-1x+ 

-pa::i_2x 
a~_1x+ an 
a' x-:;ia • n-1 n-1 

a' n 
vok hisrui t blijlct Fdor onmi-:1dellijk, dat ail. de "i7 '2.rde is, die de 

ve0l-'i;erm f(x) voor :X:=:P e.a-i' ... necmt, vre.nt a 1; is de rest, die f (x) bij du­

ling door ~-P overlc.;. t. Bet voordeel van <Ia rekenvrijze ve.n Horner is, 
niet. 

do.t zo ons alleen de rest li&crt, diG f (x) bij de ling door x-p oplevert 
'I"\".> - r ~,01- '"e-'- '"'uoti· ·-nt n 1 ..,, xn-1 - ""'.n-2+ + .,,, , ULC..<;,, v _,. 1-.. - 11 ~ e , ~--- • c;.,o +,:,,1 J>. • • • ...... 1 • 

2 ~-
Om bv-. x 3-6::::: +?x-5 voor ::~=2 ta bo::,.:;;.lon$ schrijv-en W(:;, 

1 -6 7 -5 
2 .;..e -2 ----- -·----:--- + 

1 -4 -1 FJJ = f (2) 
= (:;:-2) g(x) - 7, w .. -z.rin 2 g(;x) = X ·-4X-1. 

ID.ic1t de '-'::;ige.ve f(x) -t8 or.tY:ikJ.rnle.o nu-=r :uachten va11 x-2, a.an passen 
we ;.1:d; :;_:,roces O? g (x) toe 5 snz., zodat vm botvolt;l'.::~de sc:10:i.112. vi.oden:. 

1 -6 7 -5 
~~ -·C= ~2 "' - .. ' --- ·- ----- "+ 1 --4 ~-1 r--7i 
2 .... 4. ~---' 

.. - ··-;..--·-1""-..;'E:"·~ + 
1 -~ ~- ... H 2 _,_ ... ! 

ftTT(,); _.,, . ·-
--.. le.us vino.or, v;e f(x) = -•7--5(x-2)+{x-2) 3 • 

Is ecn vct:lteni1 f (x) var:, de nfJ gre.e.d in n+1 versc~1tlls.i1de :punt en 

x0 , :x:1 , ... ~ :x:11 gegevens d-~.n is die veelt.erm ondu1)11olzir.u.1ig be}:,aa.ld, 

omC:.at t~rno v,)rschillcnde v0,.::lterrn.c~2 1:i1et deze eig0r1sohap e;;:;n verschil 
e t zc\t1.:'.l0n bezi•;~-ten, h0ogstons v2.n <le n gra2.d. met m0:-:,r d2,11 n nulpun 6D. 

,7 ~:.. 1 .... ,.., _____ · ...... ,s.:..~t,-veu nee:r,:, !tt.t.1.iJ..1eti ,tt:: u.t.o ... o .. i ...... """'' ~, ~--">?..len door 
"CE: s"teller; 

f.(x) =c.0 (x ... x1 ) ..• (x-xn) +a1 ( x-42) .•• (:::c-xn) + ••• +an-i (x-:J:n) +a.1:i: 
8telt Ii1e.n hiorin x=xn' dart vindt wen f{xn)=a.n' zode,t de oo{Hficient an 
111:.,~;:end is. Stolt mer. v0rvolgens :X:=:X:n_1 , dan krijgt men · 

f(xn_1 ) = an_1 (xn_1-x0 )+an, vrc..aruit an-i kan worden be:92.c?ld, enz. Zijn 
a.,,, a.,, 1 , •.• ,a1 bek8nd, dan krijgt men door x=x te st0ll&11 

J.. ...- 0 

f(x~)= o,o(x:o-x1) •• (xo-xn)+ ••. +an-1<xo-xn)+an' 
r1a2.ruit tenslo·tte a 0 ka11 •:order1 b(::?t:)a~,ld. D0 E.ldus V~)L'lr :f(x) ver.k.regen 
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formul0 .b::::~"t 6.o inter;iolatiefoh1.ule van !lemon .. 

Hiex•'..1ij mocton achterccnvolgens de- oooff ioienten a.n, a.n_1 , ••• ,a.1 ,a0 

v.rordtn~, bc.:?a.2.ld 1 hot:;ccn dikuij ls e~n heel work is. 
~:'Te :m.:.·mc.n ons nt1 r}e o;igave voorleggen 0111 bij 0en v0elterm f'(x} van 

c.:.. nu ::irc:.e.d. va.n bovensta:.nde Jede.ante (w;:;.z.,rbij dus :x1 , ••• .,xn oi1 a.0 1 ••• , 

n .... bEH{c.nd vero: de:rsteld 'r.rordon) de wa.:: .. rde v~n do ve&liierm f'(x) te bere-~-
!t~n(,ll i.::1 .::.;,~.: i.1illt;::~t:Lrig V('.lorgoschreve.n :punt p. Di.:-:-.rb ij lcrij;_;oD ire bet 

vo lgon~l 0 acl1<:r..r.a. 
:.::e,ott•r 
Cc::i!ff. 

x~•;:.1 x~x:2 ;c-;-x3 X·-Xn 
8'o. ! · a.1 : a.2 : 8 '3 • • • an-1 : · an 

: aO (p-,c1) : a.1 (~1-xt) ~a~p-X3) • .a,;_e<P-X.0..1! /-, &n-1 (p-xn) 

· ·;;f a, ,,f---;_~7;·---a·~,----_.2'-;;----·_:.,1·--~~~-~----• ~ --~. + 
o · 1 , 2 3 • • • n-1 n , a. 

De boo.oeling is, dat .,.~~rst met :;,-:x:1 wordt vermonign1ldigd. ik1·t verkre-
gen raeultr~-.-:.."t, Bet a1 VE.irmcf;rderd, levert oen get al 1 dat vrc a1 hobben ge­
no011il. Dit gctal a.1 ,;rordt mot P-¾ verrnenigvuldigd. Het 2.ldus verkre­
gcn rE:.£t1lt2.2,t luvort, mot a 2 vormDi,;rdcrd, cen gctal op, dat vre a 2 go­
noc.nd bcb~n,.n, 0.nz. Zo doorga.2.ndc vi1:dc1:: \7G c~n gctal a.:i_1 , dat ,met p-xn 
,·rord t vernonig•vti.11 igd ~ t srnij l do a.lduf:: vorkre.;on ui tkom.st, met an vcr­
m;:;e:rdord, con som oplevort, die vre ah hcbbcn genoomd. 7/o bo':":eron tbc;..ns, 
de.t dezo som a~ ju.is·t gclijk is F.~·.n de 'o/:;;.;rdc, d.ie do fu:c.ctie f(x) in 

bet :;,1.1.:::rt ::;r=p a.2 . .nnoemt. T.ht is trou7~,:ms evcnc,..:11s duidolij~~, want 

'.) t '-v1 = (p-:::1 )ao+a1 

(p-~::c1) (p-x2) ao + (p-x2) 8'1 +a2 a . .l = i::. 

E\,.3 :::: • • • 

8;'.l = (:;_,-):1) ·' • (p-xn) ao+ • • • + (p-xn) an-1 + an 

on die lB-E.tstc u:J.tdru:Ckine:;; is juist g(;lijk z.a.n f (:p). 

Indian b-r. f(x) ds VBolterm voorstclt van do 4e gr~eil, uic V•,or X= 

3,4,7,8,9 I("s;.'£),. d1.:: 'lr/~F.1.rdon 5·,11,5,75 011 41 a.£':.Jll1Ccmt~ de,1.l v-indt 1m:.n na 
bcrBk;;;:nilli5 

f (x) ;: 5+6(~:: ... 3)-2(x-_'.\) {x-4)+4(x-3) {x-4) (x-7)-3 (x~-3) (:i::-4) (x-7) (x-8). 
1Hj dG :.Jo:r02::.cnin3 va.n f'(1) 1;.:cJ.J a,en wo hotvolgondc cehcma~ 

Fac-toron · -7 ·~6 -3 -2 
,-t f' ,· 3 I • I "> I 6 I 5 vOt: .r: • ~· , 4 1 -.:.. • , 

+ . __ t_?-1-~.~4..?6_..i,:e.-.;1,.,?4 
-37:--25-,"l:'152/• 462.-i-919J = f(1) 

.Do b"ure~;.:0ni11.g van f ( 2) &/:.a.t als vo lgt ~ 

~actor en -6 -5 -2 -1 
Coeff. -3 I 4 l -2 I ·5 I 5 

I l I . I 

+ . ·-3- r21 ~:A'.~.11g __ ~_,g24: __ t23..9~ 
- i ~ ,-112 I 230 7:c225 == 

En ·~ens.lotto die van f( 2, 1): 
f(2). 
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):'aetoren ... 5, 9 -4, 9 -1 , 9 -0 ,9 
Oo~ff-;- ~-3 1 4 ! -2 ! 6 ! · 5 

I I t . 

. ., ----r=:JjJ_,_J_~ -~1Y.§..1_.3..3 ... 4-~ -~q;> ,827 .. 1tt-1 ~?, 6441 . + 
-3 /~ 21,7 · 1 -10s,33 --r 211,s27~ pes,644?] = :r{2,1) 

§2. Hot th&orm11a. van Buden-Fourier . 

.A.lrs X 00n :nulpunt is van t-cn ve0lterm. f(x), dan kunnen we het groat.:.. 
sto _ natuurlij kc get al m bcpalen met du eigonschap_, de.t :f(x) u.oor (x-X)m 

uvalba&r is. Dan beet m de multipliciteit van het nulpunt Xe~ X heet 
eon m-voudig nulpunt van d.c Vo(.lterm. ~ile hobbcn dan f(x) = (x-X)mg(:x), 

tfTB,Rrin g(x) eon vc,::1 torm voorstel t, dio niet door x-X de2lba.?.r is en die 

dus i11 hot pu..nt X niot.nul is. Door diff'ercntiatio vindon wo, aa·!; de 

1 functie f (x) met ha~.r 1 e, 2(; 1 ••• , (m-1) 0 afgelcidc in X gelijk is aa.n 

· nu.l., m.2:,z.,r dat de me afgclcido in da,t punt ongclijlr a.an nul is. Do rJ0ks­

ontli1i·~lr.c:ling van taylor gc ,ft da.n 
f(X+h) = ~; f(tr.)(X) + ••• + ~ f(n)(X). 

Doze uitdru.Jtking hu0ft voor lrlcinc waarden van h een vast t0~c.c...n, als do 
multi~;ilicitt.it m oven is, ma;:: .. r v1issclt van tok(,n, als m onovuu is .. Eicr­

medo is bcvrozonl 

.A.ls :E(x). in I con nt1lpu.nt m0t ov(:m mu.ltiplicitcit b-;zit, dan b.v_.ft f(x) 

in de omgov:Lt.:,:; va.n X, ,:.2n wcarszijdon va.11 X, hc.;tzclfdo t(..\:cn .. Bozit daar­
cnt;,;,::;,0.;J, i (x) in X. :A;n nulpunt mot onevcn multiplicitcit, da11 hc.;0ft f'(x) 

iu <'h- 0,;f;cvL.lg van X, a.&.l1 v10.:...rszijdcn VD.n X, togcngcstcld t0~tG11. lifoc-t­

k1.i.n.dig. u.itc,Gdruk.t; In uc.n nulpunt :m~i; oncv(;n multipliciteit ,;-mrdt do ::X:­

as :::,...,snuc1 en C:.o,Jr O.(; !cromm.u ~- :::f ( x) , In do or11govirt~ van uG.n nulpunt mot c­

v0n ruul-ti~)licit0it ligt do k.rorimlv e.a.n ccn bc.pe.£,ldo h:>.nt van d0 X-a.s .. 
Boscb9uw tv;cu 6ctallc.n a on b, wa:..rb ij a<. b en c.cn voc. ltorm f(x). We 

kunncn s·l;c..c.ds l,..:..n .natnurlijk g-:::to.l \ !cle,in~r da.n of gclijk ae.n do graad 

van do vc·:..ltcr:i:,1 f(x) bcpc.lc.n; zodani.g dat de >0 a.fgc.loido van f'(x) tus­

son a ~n b s·(:,.::.-ds positiof of etc ::ds n&ga:tief is. Irnmcrs we kunncn stc"ds 
k. golijk kiuzen e.an de gr2-.a0. ven de v,:..,..,;ltcrm f(x), r,lf:.'.::-.r irj vole geval­

len Z,;.l hc.t zo mogclijk a:::nbcve,.ling v.erdionen k l:loinor te k:i.czGp. Bu­
scbouw het systccm govormd door de t;otallen f(x), f' (x), .•• _ f'(K.) (x). 

Ik beschouv; bet a,a,ntal tekcn·~risselingcn, da't -r;nnn vorkrij gt 1 als men do 
ev0ntu.0ic t~Tmen O bui ten beactiouw.:tt.Ig J:aat. Bv. in l:vri syst~cm 
+ Q O - + 0 + - is r.10-t: ::te.ntal te.kcnvrisealingon 3. Hot a2.nilo..1.. tekonwisse­
lingen z2,l nio-!i verandcren a.ls aa.n het begin of aan hct cinde van 1 ..... t; 

syst(.;CiU nullon worden toogevoogd. Bet aldus gedofinicerdc as . .utal tcken­

•;-fisselir1gcn wordt met V(x) aw1gedu.id. Het blijkt, dat de verandering van 
bot Eta,ntal ·tekenwisselingen ons ieta l0crt over h(;t a.s.nta.l nulpuntBn var1 

do voc,-1-'G<;)!'m f(x), gelcgen ttlSsen a en b. j)it resul taa.t kan v7ortlcn samen­

gevat in hi&tvolgende theorema, dat genoomd vrordt naar Budan-Fourier: 
Zij a< b, waz.rin a en b g0en van boido nulpunten van de veel term f (x) 
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voorstcllcn. De afname V(a)-V(b) van bet aantal tekenwissclingen is een 

gehccl gotal p>o en hot aantal der tussen a en b gelogen nulpunten van 
f(x), ·r1c,e;.rbij elk nulpu.nt even vaak geteld wordt, ala zijn multi:;;,lici­

teit "bedra.2,::;t, is gelijk aan p, of con even aantal minder. 

Het ·theorem.a van Buda.n-Fourier hoeft het voordcel, dat daarin u:i.ts.iai. 
tend_ v;:..cltermen optredcn, die geme,kkelijk neer te schrijven zijn (nl. de 

afgcl0iden), m.a-s.r het nade;0l is, dat bet ae.ntal nulpunton niet altijd 
ondubbelzin,1.1ig word t bo:pa.ald. 

Om deze stelling te bcT,::ij zen, la ten we .x aa,ngroeien v1::1.n a. naar b. 

Bot a:.ntz.l te}rnnwieselingen kan allcon vers:1ringen in eE.:n punt, wa.ar de 

veclterm f(x) of minatens e.sn zijner afgel0id0n de waarde nul e.~nnecmt. 

Le.ten we ocrst ocn tusson a en b gelegen punt X boschou~.cron, 1r,aa.r do 
v0slto~m f(x) zolf nict golijk is aan nul, maar, waaxin minstcns een 

dcr afgeloiden wcl do waarde O a:=mnccmt. Laton we cGrst het geval be­

kijkon, waarin bct.aantal opoonvolgondo afgoloidon, die in X do waardo 
O s.e,,nncmon, oven is. (Om do gcdachtc to OC;pe,lcn noun ik voor dat e.antal 

4, wr·,e,r ik ka.n or elk :positief oven aanta.l voor nomcn). Hot godoolto van· 

hct systcom, w2, r hot bier o:p ae.n komit, he oft de volgondo godaanto: 
f(r-4) f(r-3) f(r-2) f(r-1) f(r) f(r+1) 

r-·­
of 
II 

± 0 0 0 0 + 

- 0 
+ 

0 0 0 

uo vi0r nullon in dit schema correspondoron mot do 4 opconvolgondc afgo­
le:idon f(r-3) (x), f(r- 2) (x), f(r-i) (x), f (r) (x), die voor X de wa.2.rdc O 

aa.nnomcn. Ilt ondorschcid nu 2 go~allon, alnaar geval I of II optrocdt. 
In gev2,l I is f(r+1)(x) in de omgeving van X: positie:f, zode.t f(r)(x) 

in dio o:,7Jgcving links van X nogaticf en rochts van X :positief is. Daar­
uit blijk:.t, dzJ:; de voorafgc:-,ando af6 oloide f(r-1 ) (x) in die omgovi.ng aa.n 

wo(,rsk.s.nton v2,n X positicf is, dus dat do daaraa.i."1 voorafga1:mde afgelei­
dc f(r-2 )(x) in die omgeving links van X nogatiof is on rechts va.i.~ X p~­

sitiof. Ton slottc blijkt dan, dat do afgcleido f(r-3 )(:.x:) in dio omgoving 

i/7Gdorom :positiof is. Rot systo,em ver-tc,.,~nt dus in de omgeving van X, links 
ve,n X de volgonde tokens: 

+ + - + - + - ' 
ma.ar rcchts van X ziet hct. er a.lsvolgt µit; 

+ + + + + +. -
Hot ::1,:nts,l tc1wnwisselingBn bodroeg dus e<:;rst 4 of 5 en lo.-t,-car O of 1 • 

Bij 11e::t passoron van X zijn dus 4 tekonwisselingen verlorcn £,egct2.n, niet 

a.an het begin van de rij, maar ergens in het midden. 

Gova.l I g2.2.t in geval II over, a.ls alle tokens word.on omgekecrd, zo­

dat ook hior"bij weer ergons in bet midden 4 telccnvriseclingen vorl.oren 

zij n g0gae,n. 
Laton we vervolgens het geval bes-chouwen, dat het aantal opoenvolgcndo 

afgeleid.en, die in· X do ·waa,rde O a2,n_nBmcn t -0nevon is. Om onze gedaohte 
_f:P. hnn:::,_len. neem ik. voor dat a,antal 3. Het gedeclte van bot systoem, 
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I1ot hier op aan komt, hoc.ft de gcdaante 

III 
,.,.::; "J·rv 

± 0 0 , 0 + 
- 0 · 0 0 -. 
+ 

8-0~.1.J,.t.~:clijk. ziet men in, dat in Geval III het systoom in de omgoving 

van X, links van X, do tokens 

+ - + - + 
01'1 rachts van X de tekcns 

+ + + + + ... 
vcr-toon-li. Hot 8.antal tokonwi~selingen 'l.,odnaagt da.n links 4 of 3 en rocbta 
v of 1. Bij hc.t :pa.G6crc11 van X. zijn dt1s orgcris in bet mi•:lan 4 of 2 ti.:;.­

kmr:tisst;lingc.n verloren gegaru1. Goval III ga2.t in geval IV over, als 
elle tclrnns uordcn 0~11.ge;!cocrd, zodat ool..: bier WE.H:.r erg ens in het midden 

4 of 2 telwn-uissE..lingcn vorlorc.n zijn gcga.an •. Aldus kom01-; we tot de 

vol,~.:mdc conclusic: 
Zij X oe;n tusson a en b geh:gon :vunt, 'li!.:-=,.rin niet do v0c.ltorrn f(x) 

zolf, ma.e..r minstens con zij ... 10r cf s..:lc idon do v7Ei.a.rdo O aar:nccmt. Bij hot 
pasccrol1 ve.n oen zodanig punt }~ uli:jft hot aantal tolwnwissolingon con­

stc ... ~"'G of n" cmt m~t ccn oven e.~.nte.l af. 
O;::ig_.,1 .• Licht toe; dat uit hut liovonstP.c;.ndo niot volgt, dat bij hot 

:passcr011 van 1,;0n zodanig punt 7 het aantn.l t-.:;k.0nwiss0lingon altijd af­

nu-.: .. mt. 

j~:·•1.. mootcn we. ·'nog or.:.dorzocJrnn, wat or 
gel ·J~ 011 nulpunt X va.n do v.:....,ltorm f(x) 
dig nulpunt van f(x), zodat f(m)(X) ~ 

9.?K•-?~!. :12.arom is m f k? 

~cbcurt, a.ls wo c,,cn tusson a en b 
z~lf passoron. Zij X ~~n m-vou-

0 is. 

\ 
He;t gc,de:cl tc van hut syst·~cn V(X), ";{ai.az\hct nu op ae.nkomt, h.::e,ft do 

• • • 0 0 0 + 

. YI O. 0 • • • • 0 
a.lnaaxgelang f'(m) (:r) poaiticf 

systoCJ:n j.n do or.i.goving van .X, 
{-1 )m {-1)m-1 •• 

on rechts van X de. tokc.ns 
• 

0 0 -, 
of ncgaticf is. In govnl V vcrtoont hot 
links van X, do tckcns 

.... + - + 

+ + ••• + + + +~ 
Hot 2.:::·.ntal t0l..:.cnwissclingcn bcdr2.2.gt dus >':.Grat m on later O, zodat er bj 

bGt :;,e.ssoron van X juist m tokcnvrissclingen verlorcn zijn gogaan. 

f _,, 

Govf.tl V g2£t in goval VI over, als allo tokens warden omgckcord, zod.at 
oot. dan bij hot :passort:m van X w0cr m tckcnwie:sclinge;;n vorlorcn zijn go­
ge,e,n. Bij h€:t passeron van con nulpunt X van <le vcoltorm f (x) ge.e..n dus 

a.::;·.r.: :1t'::t begin evenvocl tckonuisselingen verlo:ro.tl, ala de mul'tipliciteit 

vr-.11 .: bodre,z·.gt. Aldus kor:iC:n wij tot hotvolgondo beslui t: 
G1·ocit x golcidolijk a.an van a naar b, dan kunnen in hct systeom to­

kf..nVdt::selingon vorloren gs.an, voorcorst a:an het beginpu.nf on de..n is hot 
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vorlies ju'ist gelijk as.n de multiplicitei t van hot ge:pasao(.;rde nulpunt, 
en vordc:r erge,11s in het midden; me,s.r dan is het verlics steeds even. 

Hi.ermedo is de stclling v,e.n Budan-Fouricr bewczsn. 

Dit 'Gheorema gcldt trouwcns niet alloen voor VE!eltermen, maar voor 
all~ functics f(x) die eon ke afgeleide bezitten, welko tus~en a en b 

stebds positief of steeds negati~f is. 
9 . .2.i..~~ :c'a.s hct thcor&ma van Budan-Fourier toe op de veol term 

Ci) . x4 + 3x3 -6x + 1 

vmgrbij a = O en b positief heel groot vrordt gekozen. Het theorem&. levert 

dan , a.2.t de VEJal term O of 2 positievc nulpunten bczi t. Bowij s vcrdcr, 

dat doze vcolt0rm er ~erkclijk 2 bezit. Hot theorema van Budan-Fourier 
l8vert dus d2.t bij deze verg0lijking he:t s.a.ntal positievo wortcls gelijk 

' is ae.1:1 of con even e.Enta.l minder da11 he. t aantal tekcm7isselingcn, voor­

kom0nd in hot systeem (1, 3, O, -6, 1), gcvormd door de coefficiontcn. 
Op an&logc maniGr bcwijst men het algemene 
Theorema van DcscBrtcs. In een algcbraische vcrgclijking met bestaanbare 
coc3fficienton is b0t aante.l :positieve vrortE:.ls gelijk a.an of eon even aan­

te,l minder dan bet aantal teken7isselingen, optrcdcnd in hot coefficien:.;. 

tensystooin.. 

PE6• 4 Door x te vervangen door -Y vindt men dat de vergclijking (1)_0 

of 2 nogr.:..tiove wortels bezit. 

Q~g. 2 Do vo~gclijking 11 7 6 3 
x + ax - bx + ox - d = O, 

v1aarin a, b, o en d positief zijn, beoft 1 of 3 :positicve vror·tels en geen 
n0g::-.tievo • .Aanvaardt men de grondstelling van de· algebra., dat elke a.lge­

hrsischo vergelijking evenveel wort els be zit, als de graad bedrc:.e.gt, dan 
~rerkrij_:,t mE;n, dat de beschouv1de vergelijking 10 of 8 onbestaa,nbe.re •,nor­

tels be zit. Bet hiaat tussen x 11 en x 7 levort m.inst0ns 4 onbeste.anbare 
wortelst dat tussen x6 en x3 levert er minstens 2 en dat tusson x3 en 

x0 Gvoneens. 

QE&_,_£ De vergelijking x11 + ax7 + bx5 - ex+ d = O, 
waarin a, b, con d positiof zijn, bezit O of 2 positieve, vcrder 1 nega­
ticve:; wortcl, dus 10 of 8 ooho«S't=IILhA.r~. Het biaat tussen x11 en x.7 le­
'f(;rt o.r ~.in;.:;tens 4; het b.iaat tussE:.n xJ en :,.,'5 +urP.o (omdat dit een hia~:t, 

is - van 6en term tusseu eon -permibntie), bet hiaat tusl'!) ... "" x5 on x oolt 

minstens twee (omdat dit een bia.a.t is van 3 termen tussen eerl ......... ; a.ti.a) 

0Efi• 7 Bevlijs, 0.2.t de vergclijking 

x4 - 6x3 + 2x2 + 4x - 3 = 0 

0 of 2 wortcls tussen 0 en 1, 

1 wortel tussen 1 en 6 

1 'Mortel tussen -1 en 0 

en geen enkole wortel groter dan 6 of kleiner dan -1 bezit. 
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Om do te!tu1s te bGpalon ontrtikkclc. men met behulp van do rek.:..m1ij 3e ven 
Horr,er ne.e.r mechto.n v::::.n x-1 en :x:+1, vra.2.rbij tle berekening kan t,mrden 
etcr},~ezet, zodra blij kt, 1:1c..l!{c tc!t.:ns vcrdor zullen optrcden. 

§ 3 .. .tl£:_t; thcorome van Stu.rm. D€ stelling van Buden-Fourier ht.eft hot 
n.:.dr,1;.l d2.t zc nil;t steeds h0t t.a.ntal 1;1ortels in een gegovcrl il·:rterval 
ondu,)11slzinnig ve,stlegt. Dit noopt ons eon &ndcr theorema af to leiden, 
hct ·:_;hearemz. vr.n Sturm, wc.ardoor het eantB.l wortels in ocn gcgvvcm in­
tcrv- 1 '.:cl v~.stgclegd 1,10rdt. 

Oia te b:.)-?-.lon, hocvecl nulpunten ee?;n 3ogeven VLcltcrm f O(x), die 

loutcr onl{.:.l110udigc nulpunte:ri h,;-:;cft, in t:;C;n gog0vsn int,:.;rv .1 a ~ :x: ~ b 

bczit, bc.schom1e.n wij ocn rij vccltermen f 0 (x), f 1 (x), ..... ,f}t(x), ver­
bond.c.n door d.8 volgcndc t:.ruglopcndc b0trckkinl"cn: 

.;) 

f 0 (x) = q1 (x) f 1 (x) - p 2(x) f 2 (x) 

f.\(<X} =- t:1.z(x) r2(x) - p3 (x) r3 (x) 

• iii ••• -· ....... It .......... - ........... . 

".7~ ~rin q1 (x.), ••• qk_1 (x) ,p2(x), ••• ,P1_/:x). c.vcnvons vo~lt'-rmon voorstcll;;.;n. 
r,~ noem d2.:~.rbij r.c, .. n, da.t dl: V1vcl tc.rmc.n p 2 (x),, •• ·Pit (x) in th."~ o-e:ncemdo 
i.r.c~:-"v:-::.1 r. ~ x ~ b allc positicf zijn, de.t f(x) in gccn dcr puntc.:n ... 
en :) de ·:re:, rde 1ml c.e.nw .. emt en dt,.t f k (x) voor Jr ~ x ;'. b steeds positic'f 

of st~cds rwgc .. ticf is. V"'rdur nc;cm ik .nag aan, dat tusson f 1 (x), f 0 (x} 
on c::J 2.:fgc.lc.idc f~(x) de volgcnde, rcletie bcstt.at: 

( 1) 

(mc.;r::r. op, d2.t hicr de lr•atetc tc.rm vr>,n con plustckC;n is voorzion), vraar­
bij q 0 (:x), p0 (x) en p1(x) vcc.ltcrmon vooratcllen met de i.;igcnschap, da.t 
p0 (x) en p1 (x) in hct intcrv~.1 a ~ x ~ b bcidc positicf zijn. 

Ondtr V(x) vcrstaar.1 \7ij hc.t aantal tckc.nvariE",tics, 07:>tredcnde in bet 
systuc;m f 0 (x), f 1 (x), .... ,fk{x) en vra zullcn neg··.nn, -we.t er m-.;t dit ~....a.Jl­

tal 3cbc..urt, e,la x monotoon on golcidclijk ae..ngroeit vem a naar b. Le.­

t0n ·,.:-.:.. :..:.::rst hct gcvr..l b0schouwcn, dat x con nulpunt "[_ van minstene o~,'.. 
< .-

kr v.::..:ltcnncn fh(x) (1 = h <k) passc(,rt .. Was Sook e:e;n nulpunt van 
do voore,fbe.2.ndc vo--lte;rm fh_1 (x) $ de.ti 11aa S volgons de hicrbovon gcgo­

v0n tcruglopc,.ndc bctrekkirlg(.:n ook cn:m nulpnn+. ve.n t'tt-·~(x), f'b_3(x), ••• 
• • • ,:f0 (x) en volg,c,.ns (1) ook van :f~(x), zod,1;<,t ~ e.(Ul md::.rvoudig nubnnil 

v· .r..• f 0 (x) zou zijn, in strijd I.J.ot de ve:roodcrstclli..ng .. Dua fh-i (x) en 
f ,, .1 (:x:) hobbcn volgons de rocurrontc bt: trekking in de omgoving ... ~an ~ -~ - , 
te3,;...::~c,a't,,:..ld tc!~cn zodat heit cc..ntal tokt;nvarie.tics links ve..n > c\ran 
groot r:,le rechts vr..n S is .. Stel :x: paascc.rt nu cen nulpunt $ 'IP::.n f 0 (x). 
In c;.e on16uVing van dat punt is f 0 (x),. due blijkcns (1) ook f 1 {x) ongo-



-36-:­
\ 

lijk a.an nul en bezitten f~ ( x) en f 1 (x) hotzelfde teke.n. Is £1 (x} in· 

die omgcving van 3 :positief., de.n ncemt f 0 (x) aldaar toe on -n-ordt dus 

"Tts.1 n06atief :positisfi is daar;;)µtegen f 1 (x) in de omgeving van ~ nega­
.,liicf, d2.n 'Nordt f (x) van positief negatief. :Bij het pe.sseren van bet 

~ 0 . 
nul::?unt ':> van f 0 (x) is dus juist een tek0nvariatie verloren g~gaan. · 

Alo.us komen v,rij tot b(.;t volgonde bcsluit: Theorema va.n sturni~ 
Groci:!; x gcleidelijk on mo.notoon e.an ve.n e~ naar b, d.a.n is het vorlies 
V(s.; ··~ V(b) van hBt aantal tekenvariaties in bet systeem f 0 (x), ••• fk(x) 
gelijk a.an bet e.antal tu.ssen a en· b gelegen nulpunten van f 0 (x) 

I.n de practijk kiezen v,e vaak f 1 (x) = f~(x) en allc veeltermen 

P2 (;ci·- •• ,pk.(x) gelijk a,;?n 1. 

PEB•-1 Bcpe-.e.l h~t aant1:.l en de ligging der reole wortelsV\n de verge-

lijk.ing f 0 (x) = x3 ~ 5x2 + Bx - 8 = 0 

Kies f~(x) = 3x2 - 10x + 8 en f 2 (x) = x + 16. In elk intGrval, dat bet 
geta.l -16 niot beva.t, vera.ndert f 2 (x) niot van t eken 0n is dus het ver­
lies in bet aante..l tekenve.riatics juist iOlijk a.an het aan·tal nul:punton 
van f 0 (x) in da.t interval. Intorv2.llen, die bet punt -16 bevatten, bc­
hoeven wij niet te onderzoeken, daar f 0 (x) geen wortels <-16 bevat. 
Voraer blijkt, dat de vergelijking 2 niet-bestaanbaxe wor~els heeft 

en 1 reele, gelegen tusscn 3 en 4. 
Op~-~ Onderzoek de ligging van de ?iortels der vergelijking 

x6 + 3x5 - 3x4 - 2x3 - 5x2 - x - 1 = 0 

Bi0rbij is f 2 (x) · = 27x4 + 34x2 + 11 definiot, zodat vre bij f 2 (x) 
~nzc rij e.fbreken. 'ile vinden dan 1 positieve, 1 nege,tieve en 4 niet-
reeJ..S ,;,ortt:l.S..;. 

Opt;. ; De ver2!cl:}ki~ x3 + px + q = 0 (p ~ 0), 

heeft trree niet-reole wort els, als 27g_2 + 4p3 > O, 

en driG reele Yrortels, s.ls 27q2 + 4P3< o. 
Men msrke op, dat voor p>O de af'gele.ido van bet linkerlid ook positief 

is, zod2~t do vergelijking dan slechts 1 bestaanbare vtortel bezi t • Het 

onderzoak b&hoeft dus allce.n voor nega'tieve p te worden gede.an. 
e 1 2 PI'o• 4 De n e.:fgeleide van e- 2 x 

1 2 
is gelijk aan e- IX , vermenigvulcligd met eon veel term vs.n de n 8 g;re.ad. 
Die veel term heet de vsel term Hn (x) va,n Herm1 te, dus 

I 2 2 
dn8 - 2x , . 

= e- iX -~.H (x) 
dxn n 

Bewijs dit met behul:p van bet princi:pe van -rolledig inductie. 

Men heeft H0 (x) = 1;H1 (x) = -x en H2 (x) ~ :x.2- 1 .. Hierui-t blijkt .dat de 
betrekking 

(2) I\i+1 (x) + xH11(x) + nHn_1(x) = O 
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geldt voor n = 1. Ik ga nu deze formule voor elk natuu.rlijk getal n 
bewijzep. 2vcrmenigvuldigt men beide leden van de te bewijzen formule 
mErt o- ix , dan ga.at de formule over in een van de geclaante 

( 3) nn+1 + :x:Dn + nnn-1 = 0~ 

Hteri11 is :O een afkorting voor ic. en bedoeld 1;;or-:it, dat de2differen- · 
l-_ d r.o t . - .t. x B . . h t tic,.:;lopera'Oren steeds toegepae::t worden op e .iv.no 1.e e 2. • J.J e 

b&··i;}s van (3) mogen we n ? 2 veronderst€llen rn aannemen, dat de for­

mule voor n-1 i.p.v. n reeds bev,ezen is, dus 

Dn + :xnn-1 + (n-1 )Dn-2_~~ 0" 

Deze l)etrekk.ing gaat bij differentiatie naar x over in de te bewijzen 
betrekkj_ng .. De gevonden teruglopende betrekking levert: 

H3(x) = -x3 +·3xJ H4(x) = x4 - 6x2 + 3J H5(x) = -x5 + 1ox3 - 15XJ 

H6(x) = x6 - 15x4 + 45x2 - 15e 

Op_g. 5 Is n even, dan is H.1:/x) een even functie van x; is n oneven, 
dan is Hn(x) een oneven functie ven x .. 
Op_g. 6 '.1.1wee opeenvolgendevt~bermen V9.n ·Hermite, Hn+1 (x) en ~(x}, hebben 

geen nulpun·t gemeen (een gemeenschap:v~lijk m:i.l:punt zou volgcns (2) ook 

nulpunt zijn ve.n Hn_1 (x), Hn_2 (:x:),. •• ,H1 (x), H0 (x).). 
QI:£. 7 Differentiee.:ct men beide leden van de definitio van de veelterm 

' 
ven Hermite naar x 1 dan vindt men met behulp van (2) 

l\_' (x) = -nHn_1 (x). (n = 1, 2,. •• ) 

QEB:: .... ..§. ~ (x) heeft geen meervoudig nu~:pur..t, want een zoda.nig punt zou 

oo!<. nul:punt zijn van Hn-~ ( x) volgens di:) voor::3,fgae,nde opgave. 
QI>.g~ (-1)nHn(x) is voor grote waarden van x positief en heeft voor 
gro-te. waa.rde van -x hetzelfde teken F.,.1s (-1 )n. 
2P.ft:. 10 Het theorema van Sturm, toegepa0t op ~e veeltermen (•1)~(x), 
(-1)~-1Hn_1(x), ••• ,-H1(x), H0 (x), leert, dat Hn(x) n versohillende 
beataanbare nulpunten heeft. 
Opg. 11 De n-1 verschillende nulpunte.n. ve.n Hn_1 ( x) verdelen de bestaan­
bare as in n intervallen, in elk was-.rvan Hn (x) volgens opg. 7 monotoon 

(stijgend of dalend) is, zodat Hn(x) in elk dier interva.llen hoogster:i.n . 
1 nulpunt bezit. Bewijs, dat Hn(x) in elk dier intervallen werkelijk 
1 nulpunt bezit, De. nt;t.l:punten van E\i-1 (x) en die van Hn(x) wissele.n 
elkaar dus af .. 

\-1 ~ ~,· 
H, 1-l~ 

\ . \.f q 
~ 

l-)44 l-13 Hs ~ 1,, Hq k2 Hi; H:!, 
I- -- I I 1-

-215' -2,S. -fi -ns-s- - i -t''f'; 0 ~'I 'I 1.,ss ~ ~3S 
~ 

., ., , . 

I.n dit schema ZJ.Jn de nulpunten van H1 , ••• ,H5 aangegeven > tv. httft \45 

de ~:mlpunter;i o; ± 2,855 ••• ; ± 1, 35:5 ••• 

J-1~ 
-t 

~,ss . 
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·rn het geval het MtiQ~ .mllpu.nten t -selegen in een gegeven inte~val, 

· gevraagd ""rordt bit, ~en veelterm-~ een of meer meervoudige nulpu.nten, 
bepe.2.lt men-de GGD D,(x) van f(x) en ~~4 Dan is l.C.M 1• - Dlxr een vee .~erm 
g(x) va,n lagere graad da.n f(x), die dezelfde wo~~~ls als f(x) bezit, 
maa.r alle met multipliciteit 1 J immers is s een nu.l~t 'Van :f(x) met 
multiplioiteit m, dan is 1 een nulpunt van ft {x) (d,ls ook van D(x)) met 
multi:plioiteit m-1 > zodat ~ een enkelvoudig nulpunt v2J'l £.~:.l is. Men 
k::n due het the_orema van Sturm op g(x) 1.p .. v. f(x) toepassen e:t. vindt 
det~ in elk interval bet juiste aa.ntal der nulpunten van g(x), a.us o<1:t 
van f(x), waarbij eohter alle nulpunten slechts enkelvoudig geteld 
woro.en. 

§4 .. Benadering van beataanbare wortela. 
Indian een veelterm f(x) met besta.anbare oo!fficienten 1n twee~ 

sobillende punten a en b tegengesteld teken aanneemt, dan volgt uit 
oontinuiteitaoverwegingen, dat die veelterm tussen a en b minstens 
eemnaal de waarde nul a.nneemt. Uit deze stelling volgt: 

De veelterm heeft tussen twee·opeenvolgende nulpunten een vas~ t,­
ken. Tussen twee punten a en b, waar de veelte:rm f(x) tegengeateld t•­
ken aanneemt, ligt een oneven aantal nulpunten van die veelterm, w~­
bij elk nulpu.nt even vaak wordt geteld ala de multiplioiteit bedr~. 

Tussen 2 :pu.nten a en b, waa.r de veelterm f(x) eenzelfde teken bei-, 

zit, ligt een even aantal nulpunten van d~ veelterm. waarbij elk nul­
yunt even vaak geteld wordt ale de multipliciteit bed~aagt. 

Men ~erke op, dat in dit laatste geval bet aantal nu.lpunten glijk 
a.annul kan zijn. 

Stel in bet bewijs a <b .. Stel ~, /. •; J-m zijn de naar o:pkl~e 
grootte gerangac}likte tussen a en b gelegen nulpunten van de veeJ.te:rm 
f (:;:) ,met rnultiplic.iteiten k1 , .•• , ~• Indien f(a) >O, d&ll blijft de 
veelte:rm poaitief tussen a en <{ • Omdat 1', een nulpunt :Ls met mult~­
pliciteit k1 , heeft f(x) tuesen 1 ! en '§", hetzelfde teken als (-1) 1. 
Die veelterm heeft ,tussen t-i. en 1/hetzelfde taken als (-1 )k1+1t2 • Zo 
doorgaa.tlde vinden we, dat f(x) tussen 1.,,,- en b en ook in bet :punt b 
zelf, hetzelfde teken heeft ala (-1):k.t+k2+ ••• +km. Is de som k1+ ••• +~ 
der l11Ultiplic.ite.iten even, dan bezitten f(a} en f(b) hetzelfde teken. 
Is da.arentegen de aom. d-e:r- mu1ti-p'li..c1:te1'o9t0. oneven, dan bezitten f(a) 

en f(b) tegengesteld teken. 
0:p deza.Jtae m.a.nier word.t het bewija geleverd, a.ls f(a.)<_o is. want 

d.a.n behoeft men sle~bt~ X(x.) door -f(x) te vervangen. 

~!!~~5-Y~-~!!~!. Indien een functie f(x) in een interve.1 a~x~b 
we.e.rbij a<b verondersteld wordt, continU is, in de uiteinden van bet 
interval de waarde nul aanneemt en in het inWendige van bet interval 
differentieerbaar is, dan is f'(x) in minstens een punt tussen a en b 
gelijk aan nul. Dit is evident als f(x) identiek nul is en anders neen:t; 
de continue functie f(x) ergens·tuseen a e.n been maxim.ale of minima.le 
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waarde aan. In bet punt, waar die extreme waarde wo;rdt aangenomen; is 
hat buitenge:3loten, dat f{x) I= o, dus f' (x) = o. 

Zij 5 een besta.anbare wortel van de vergelijking :f'(x) = 0 van de n° 
graad.. j)e co!.fficienten van die vergelijking warden bestae.rl.'baar ver­
ondei,tteld. Zij a. verder een willekeurig bestaanba.ar getal,. Wordt ..,..., . 

.$ = a+h gesteld, dan. krijgt men , ·. n 
0= f(g'") = f(a+h) = f{a)+ ¥r f'(a)+ ••• + ~ r<n)(a). 

Indie.n a dicht bij ~ ligt., 1 i.gt b dicht bi_j nttl, zodat dan de ter:rt.i:.;.t. 
met de faotoren h 2 ,~ •• ,hn soms ten opzichte van·h lmnnen warden ver­
wa.arloosd, zonder dat daarbij grote fouten optreden. Als eerste bena­
dering vinden we dan f(a)+h :f'(a) = O, dus h = - f"{a)/f'(a), aangeno­
men, dat de noemer nie-t ni.11 is. Hiermede vinden we voor de gevr.aagde 

wortel 5 een eerste bene.de:r-ing a1 =a--rf f :1 . {Form.ule van Newton). 

Uit het voorafgaande volgt volstrekt niet, dat deze waarde a1 wer­
kelijk dioht bij een wortel van de vergelijking ligt, zelfs niet als 
a dicbt bij zo'n wortel ligt. Trouwens het begrip"diobt bij"is een on­
nauwkeurig begrip. Bij de vergelijking x2=10-6 ligt a=10-6 dicht bij 

-3 ' 1 1 bet nnlpunt 10 , maar a1= ~ ~-~O ligt haemaal niet in de buurt~ 
Bij de toepassing van de formule van Nevrton moet dus voorziohtigheid 
word.en betraoht, Die formule is zinloos, als t•(a)::O is, maa~ ze is in 
den rege1 (1.!lb:tJU:ikbaa.r• als f'(a) dicht bij nul ligt. 

In de v;riskunde passen we vaak het proces van i teratie toe. Uite1=t2..nde 
van bet getal' a en f'(a)/:, 0 veronderstellend hebben we een getal 

a1.=a.- ~~clr geoonstrueerd. Wij herhalen (itere:ren) dit l)roces met 8.1 
J in plaats van a; waarbij we dan natu.urlijk verplioht zijn f' ('a1 ),-.6: O tc~ 

veronderstellen. Aldus vinden we a =a. tl~..11 . 
2 1- ~)• . 

Zo voortgaande krijgt men oncle:r; bepaalde verondlrstellingen(nl~ dat al-• 
le o~tredende noemers ~ O zijn) een rij van getallen a1 , a 2 , ••• , die in 
vele gevallen snel tot de gezoohte wortel 5 naderen. Breken we de rij 
pp een gesohikte plaats af, dan kunnen w~ in dat geval 5 me·t; iedere van 
te voren voorge·sohreven na.uwkeurigheid berekenen. 

Om dit proces meetkundig toe te lichten beschouw ik een rechthoekig 
assenstelsel en teken ik de grafiek Y=f(x) van de :functie f(x). De ,::iul­
punten van de veelterm f(x) worden aangegeven door de a.bsoissen 1.·:-r sn:;j-J 
punten va.n deze grafiek met de X-as. 

9pg,.1. Trek in eon op de grafiek gelegen punt P met absois a. de raaJ,;: .. 
lijn aan de kromme. Deze raaklijn snijdt, indien ze niet evenwijdig mE~t 

de X-as loopt, de :X-as in een punt met abscis a -a f(a). 
1- - t1w · 

Stel de veelterm f(x) bezit in twee versohillende punten a en b te-
gengesteld teken en tussen a en b is t• (x) steeds -:,. 0 of steeds <O. Dat1 

bezi t :f (x) tussen a. en b een en slechts een nulpunt s, . 
Da.t er minstens een nulp\Ult is, is evident. Was er meer dan een nt1.l•· 
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punt , dan -waren er tus sen a. en b mi.nst ens 3, omda t t' ( a.) en :f' {b) tegen­
gest eld teken bezitten. J.ndien die l nulpunten 2 aa.n 2 verscbillend zijn 
vinden we volgens de stelling van Rolle twee verscbil•lende .:punteh, wa.ar 
f'(x)=O is; omdat f"(x) een vast teken he~ft, is f'(x) monotoon, zoda.t 
:f'' (x) tussen die 2 punten identiek nul zou zijn. In dat geval is :f'' (:x) 

overal gelijk e.an nul, zodat :f(x) een conaante zou zijn in strijd met de 
veronderstelling, dat ze in a en b tegengesteld teken aanneemt. Nu blijft 
nog over te onderzoeken bet geval, da.t :f(x) tu.ssen a en b twee verschil­
lende nu.lpunten bezit, wa.arvan er minstens lien een mc::ervoudig nulpunt is. 

In dit leatste nulpu.nt is f'(x) wederom nul, zodat we wederom tussen a en 

b twee verschillende punten zoup.den vinden, waarin f'(x) de wae..rde nul 
zou aannemen. Dit is; zoals we hierboven g~zien hebben, uitgesloten. 

We vrnten dus nu, dat de veelterm f(x) tussen a en b precies r:en nul­
punt bezit. De vraag is : , of dit nul:puLt met willekeurig voorgeschre­
ven nauwkeurigheid kan worden berelcend met behulp van de benaderingsme­
thode van Newton. 

La.ten we eorst het geval beschouwen, dat f(a) en f'(a) hetzelfde teken 

bezitten. Het punt a1= a- f}ti) ligt dan, zoals we bewijzen zullen, 

tussen a en bet gesochte nulpunt ~ en v7e .zulle1.. la.ten zien, dat in dat 
. ;:> 

punt a1 de veelterµien f en f" v-rederom hetzelfde teken hebben. Dit prooes 

met a1 in plaats van a herhalende, vinden we bet tuss.en a.1 en 5 gelegen 

punt a.2 , waarin fen f" vrederom eenzelfde teken bezitten. Zo doorgaande 
vinden vre sen monotone rij getallen a,a.1 , a 2 , ••• We gaan bev1ijzen, dat 
deze monotoon tot netgevraagde nulpunt 3 nadert. 

Bezaten f(a), :f'(a) en fff(a) alle drie hetzelt'de teken, dan zouden 
f' (x) en ook :f(x) in het gebele interval a Sx ~b dat teken bezi-tten, in 
strijd met de veronders~elling, dat f(a) en f(b) tegengesteld teken beo­
ben. Dus f(a) en f'(a) be~itten tegengeateld teken, waaruit volgt, dat 
a.1 >a is. Stelt men 5 ;:: a+h, dan is 

0= f(a+h)==:f(a)+hft (a)+ ½ h2t"(a+0h), waarin O -f. 8~1, - -
~s . 

0 < - r:7-t~f = h- ½ h2 f" ~~(~h} < h. 

Hieruit blijkt h;>O, dus a<a1<.3 .. De veelterm f(x) heef't links van~, 
' _,,J 

dus zeker in a.1 , hetzel:fde teken als in a, zodc:at :f' en f" in a1 hetzelfdc 
teken bezitten. De redenering met a1 , a 2 , , •• in plaats van a herhalond, 
vinden we een monotoon toenemende rij a, a1 , a2 , •• ~ gevor:.nd door getal­
len, die alle ltleiner dan 3 Zijn. Die rij is converge.ht. De limi.e~ .-'i) -, ... an 

die rij is ~~. U-it (ah+1-ah) fl (ab)= - f(ah) 

volgt bij limietovergang f ( '"7) =O, zodat .. 7 met het gevra,?.gde nulpunt 3 
samenvalt. 

Voor de berekening is hot niet alleen ve.n belang te weten., dat een li­
miet-prooes tot bet gevraagde an:bvroord voert, maar het ia ook van gewicht 
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te weten of dit a.ntwoord snel wordt ber.i.aderd. Imm.era~ in de pra.otijk 
breken vte. na een eindig aantal stappen a.f en het is dan v~ belang te 
vEten of het aldus gevonden antwoord een voldoend ache:i:-pe benadering le­
vert. Tiit onderzoek is hier zeer gema.kkelijk. Immers wegens f( 3 )::::0 voJgt 
uit de te:ruglopende botrekking 

3·-- ah+~= - Tt~'a:) \ :f(~) - :f(a.b) - f'(ah) (5-ah)l=-~C<'-ab)2 ?~~~?.· 
h l J .5 ' \--, ... 

W.a.a.rbij ). tusser.t ah en 5 ligt. Het blijkt dus • dat 5 -ab+i hoogstens _ .. 

van dezelfde orde van grootte is a.ls CJ-ah) 2 , tenminste als men bewijzen 
kan, dat de noemer f'(ab) niet dicht bij nul ligt. Dat die nocmer inder­
dai,d niet dioht ldj nul ligt, kan alsvolgt worden ingezien: Ik ga eerst 
bevrijzen, dat in bet gehele interval e.~x ~ f de afgeleide fl (x)l= O is. 
Beva·tte dat interval een punt ,5 met ft ( ~)=O, dan zou f(::::) in dat pn:ut 
een minimale waarde ofv1el een maximale waarde aa.nnemen, al naar gelan.g 

f(a) positief of negatie:f zou zijn. In beide gevallen zou f( '"5) hetzel:f-­

dc ·cek~n bezitten ala f(b), dus een teken tegengesteld ae.n dat van f(a), 
hetgeen buitengesloten is, omdat a en ~ aan dezelfde kant van 5 liggen. 

De afgeleide veeJ.term f' (:x:), die in bet interval a<x ~~nltet·nul is, 

bezit een positieve ondergrens. De breuk 1 i"fA} -
- 2 ' a.;;y is derhalve be-

grensd, v-ra.armede berrez~n is, dats -a.b+1 hoogstens van dezelfde orde is 
als ($-ah) 2 • Dus als j -ah ongeveer van de orde 10-3 is, is !'-ah+1 on­
geveer van de orde · 10- , terwij l dan t -ah+2 ongeveer van dezelfde orde 
is als 10-12 enz. Hieruit blijkt, dat ~ -ah zeer snel tot nul. nadert, 
zodat we in de practijk mogen verwachten, dat we reeds een bruikbae.r a.nt­
uoord vinden, indien we na een paar passen afbreken. 

In het geva.l,f(a) <0 en dus f(b)> O is, kan bet tovenstaande prooea 
met b in plr,ats van a word en toegepast. We krijgen dan een rij monotoon 

-r afnem~nde getallen, die snel tot bet gev-raagde nulpunt::, naderen. 
De benaderingsmethode van Newton komt daarop neer, dat een gedeelte 

van de grafiek van de :funotie f(x) bij eerste ben~dering door een raak­
lijn is vervanien. De regel, die we nu gaan afleiden, de zgn. regula 
falsi, berust op bet feit, dat in vele gevallen een boog van de genoemdo 
grafiek bij benadering door de corresponderende koorde kan worden ver­
vangen. Indien nl. de veelterm f(x) in 2 verschillende punten a en b te­
gengesteld teken bezit, dan ku.nnen we de boog tussen de 2 punten(a;f(a)) 
en (b,f(b)) vervangen door de koorde, die deze t~ee punten vebindt en di~ 

tot vergelijking heeft Y-f(a} x-a 
. f(t)-f(a) = o~a • affbj-bf(a) In 

Deze koorde snijdt de X-as in een punt met de absois ~ f b -f{aY • 
vele gevallen is deze waarde van x een approximatieve waa.rde van bet ge-
zo~hte nulpunt van de veelterm f(x). 

Om onze gedachte te bepalen zulle.n we eerst het geval b .. , handelen, dat 

in bet gehele interval a~ :x:~ b de tweede a:fgeleide f" {x) steeds > O is• 



- 42 -
In·dat gev~l ligt de beechouwde boog van de kromme be~eden de oorres­
pondarende koorde voorzover deze daar niet mee samomalt. Immers de 
vertioaal met abscis x snijdt de kromm.e en de koo:t'd.e in tweo punten, 

wier coOrdinatenvers<hr rlijk is aan ,l 
f(x)-f(a}- f b :! al.(x-a) = - b~a{ (b-x) (:r(a)-f (x)) +(x-a)€c-o,)-:r(x% 

1 { 1 2 t' == - '6-a (b-x) (a-x)f' (x)+~(b-at) (a-x) f« () )+(x-a) (b-x)f' (x)+ .. _ · 
1 2 ~# . 

+2(x-a) (b-x) f'' () ) 
= - _(b-'f~rx-a) (x-a)f"(5')+{b-x)f"(3') ~O, 

~ ~h . b vrn.arbij s en S geschikt gekozen pu.nten voorstellen tusscn a Oll • 

La.ton WB nu eerst het geval behandelen, dat f{a)<O, dus f(b)>O. Dan 
ligt bet snijpunt x1 van de koorde met de X-as tussen a en f, zodat de 
veelterm f(x) ook in bet punt x1 weer negatief is. De reden6ring met 
x1 ~n b herhalende in plaats van a en b, vinden we een punt x2 , gelegen 
tussen x1 en~.,. • Zo doorgaande krijgen we een monotoon toenemende rij 
getallen a, X-i• x2 , ••• , alle <5. Doze rij is convag~nt. Haar limiet 
. v> is ~ ~. Om te bevrijzen, dat c,..., met 3 samenvalt, beschouwen we, even­
als hierboven de teruglopende betrekking, die bier de gedaante 

xhf (b )-bf (xh)= f f(b)-f (xh) \ xh+1 

bezit. Dit levert bij grensovergang vJf(b)-bf(W)=/f(b)-:f(w)f iJJ, 
waa:ruit ·volgt f(LiJ)=O, dus w = -:~- • \ ; 

..> 
A.ls f1l (x) in het interval a ~x ~b voortdurend ?: 0 is (en ook als die 

tweede afgaleide in het interval voortdurend ~ 0 is}, levert de regula 
falsi bet tussen a en b gelegen nuipunt van f{x) met ietere willokeurig 
voorgesobraven nauv1keurigbeid, tenminste als f(a) en f(b) tegengesteld 
telrnn bezi·tten. Dit hebben we hierbovon bewezen als f (a) en f" (x) te­
gengesteld teken bezitten ( is nl • f (a)> O en f" (x)~O • dan behoeven W•i 

in bet bovenstaande slechts f(x) door -f(x) te vervangen). Hcbbcn f(a) 
en f"(x) hetzelfde token, dan moeten we in het bovenstaande a en b ver­
wisselen, zodat we dan een afnemende rij getallen b,x1 , x2 ; ••• krijgen, 
die tot bet gevraagde nulpunt~ naderen., 

Yfe zullen niet de oonvergentiesnolheid van dit proces onderzoelten. 
Bij nader onderzoek zou blijken, dat die snelheid veel geringer is dan 
bij de benaderingsmethode van Newton. Het blijk:t nl •. dat bij de regula 
falsi f -xh+1 niet van dezelfde orde is als (3 -xh) 2 , maar van dezelfde 
orde als 3-:x:h, zodat de approx1ma.tie veel langza.mer geaohiedt. 

In de practijk· worden niet zozeer de benaderingsmethode van Nevrton 
en de regula falsi gebruikt, als wel de rekenwijze van Horner, die bier 
aan ee!J speciaal geval za.l word en toegelic_ht. 

Beschomv de ve:rgelijking f(x) =:x:4-4x3+3x2 +77x-1v077=0. Het linker­
lid is negatief voor :X:=10 en positief voor x::::1~. Uit bet '-' orvolg blijkt 
da.t de vergelijking tussen 10 en 11 slechts een enkel nul:pu11t bezit. In­
a i en ge;Yri;r,.gd ,~i;J .d~:t: ~l.:Punii ·;ui· 6 deej:malen aob~,r de k~ te be-
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rekenen, ontwikkelen we !(x) met de rekenvrijze van Horner naar opklim-
mendo machten va~ y:=:X-10. Men krijgt het schema 

1 -4 · 3 ?7 
.c-- _19~-~.§p ___ _ill}_ 
1 6 63 707 

10 1®~H__g_2,.30 
1 16 223 2937 
__ 1,.0_?.§Q 

1 26 483 
10 -.~--

1 36., . 

-10077 
7070._ 

- 3007 

dus f(x)= y4+36y3+483y2+2937y-3007. Gevraagd wordt van deze vergelijking 

de tussen Oen 1 gelegen wortel yin zes decimalon nauwkeurig te bereke­
nen. Zouden we y=O, 9 proberen, dan zou blijken:, dat doze wac:~rde te 

groot is, z_odat v,e gaan ontwikkel.en naa.r opklimmende maoht-en van ze:-.y-0 ,, 3, 

Dus 

1 36 483 2937 -3007 
.:.~- 0 .J! 29.,,, 44 __ 409, 95~ 2677 2 5§16 

1 36,8 512;44 3346,952 - 329,4384 
_ , ., o,s 30,oe 434,_Qj..§. 
1 37,6 542,52 3780,968 

.. 0, 8 30, 72. 
1 38,4 573,24 
___ __Q_,..§ 

1 39,2 .. 
f(x)= z4+39,2 z3+ 573,24 z2+ 3780,968 z- 329,4384. Gevraagd het tua-

sen 0 en 0,1 gelegen nulpunt V'an de_ze voelterm te bepalcn. Voor een zo­
d~...nige wa~rde van z zijn de eerste 3 in bet rechterlid optredende ter­
men klein t.o.v. de beide andere termen., zodat men z bij benadering 
vindt door de som van deze laatste twee termen gelijk aan O te stelleh. 
We vinden dan dat z ap:p.roximatief gelijk is aan 0,08, zodat we gaan ont­
wikkelen naa.r opklimmende machten van U=Z-0,08. Orn niat te ve8l dec.i.ma..­
len te.krijgen., ronden we af. 

1 39,2 573,24 3780,968 -329,4384 
··-· ___ .9..1.:L_---3..LL.4_ __ ...... 4 ..... 6_, _11 ..... O ___ 34,;o;...6_,_, ..... 16,.;..6;_,~ 
1 39,3 576,38 3827,078 - 23,2722 
_· -~.LJ. .. 3, 15 _ 46, )6 
1 39,4 579,53 . 3873,44 

0, 1 ·3, 16 
1 39,5 583 
· 0 1 ---.:t..2-!. 
1 39,6 

De veclt1;:rm f·{x) gaat dus bij grote benadering over in 
u.4+39,6u3+583 u2+ 3873,44 u - 23,2722. 

Het tussen O en O ,01 gelegen nulpu.nt van doze vecl term is a};rpl?o.ximatief 
0,006, zodat we ontwikkelen naar opklimmcnde macbton van V=u-0,006. We 
krijgen dan bet schema 



1 

1 

1 

1 

1 

39,6 
••• 

39,6 
• • • 

39,6 
••• 

39,6 
••• 

39,6. 

583 
. . . 
583 . .. 
583 
~ 

583 

- 44 ... 

3873,44 -23,2722 
3r50 2,3, 26..1§. 

3f!76,94 - 0,0106 
_ j,50 

3880,,44 
... 

De ve0lterm f(x} is dus bij grote benadering gelijk aan de veelterm 

v4+ 39,6 v-3+ 583 v2 + .3880,44 v - 0,0106. 
Het tussen Oen 0,001 gelegen nulpunt vindt men weer approximatief door 
tie som van de laatste twee term~_n 0 elijk aan nul te stellen, waa.ruit 
volgt v=-0,000027, wa~rbij voor de laa.tste decimaal niet kan worden in­
gests.an. 

We vinden dus als benaderde waarde van het tussen 10 en 11 gelegen 
nulpunt van f(x) de waa.rde 10,886027. 
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§ 5. Ontbinding i.n fas;t™. 

1:n deze paragraaf wensen wij te onderze,eken of een gegeven veelte~ 

f ,., ,,, .. , . . .... 
lx.J == a... 0 x.. ..,.. a , ~ +- · _ · • ·1-· ..,. tt 

met rationale coefficienten on-tbonde1.1 ·ka.n worden in tw.ee veeltermen 

J'.. f' iJ J? .. 1 Ill 
Jfr.J :::::- o_:X +~, X +··•+.-Gr 

eveneens met rationale coefficienten. 
Het is duidelijk dat wij bij P.ns o.~ereqek d.e eoe:ffioienten van lite 

veel ternt f( x) allen geheel mogen otJ,d~rstelle.n, -.nt ·•m di t te bereiken 

behoeven wij f(x) slechts met het KGV der noemers, optr$dende in de 
n+l coefficienten, te vermenigvuldigen en deze vermenigvuldiging heef't 
geen invloed op het al ~f niet ontbindba.ar zijn van f{x) in de gewenste 
gedaante g(x).h(x). Wij onderstellen dus voortaan dat a.,a,, ••• ,a~ 
alleco . geheel zijn. 

Gauss heeft verder aangetoond. dat wij slechts behoeven te zoeken 
naar veeltermen g(x} en h(x) met gehele eoefficienten, m.a.w. als er 
geen g(x) en h(x) met gehele coetficienten besta~n, die voldoen aan 
f(x) = g(x) h(x),is er ook geen stel veeltermen g(x) en h(x} met ratio• 
nale coefficienten te vinden die ~an deze relatie voldoen. 

Wij voeren het begrip primitieve veelterm in; hieronder verstaan wij 

. een veelterm·met gehele coefficiente, waarvan de GGD gelijk is aan 1. 
Allereerst bewijzen wij na de ··:volgende stelling van Gauss: 

Het product van twee primi~ieve veel termen is weer een primitieve 
► veelterm. 

Immers onderstel g{x) en h(x) primitief. Dan vindt men voor de coe:f­
ficienten van hun produot 

t(o::: l,bC 
0 

4. , :: lo£!., + " Co 

a..t- -:::I.e .. ..,..✓, e1 +,,/1-t" 

.... ... . - .., - -

a.\.-1= £,.es 
Onderstel nu dat :f(x) = g(x) h(x) niet primitief' was. Dan bestond er 

een priemgetal p dat deelbaar was op alle coefficienten a 0 ,a i' ••• ,a,,. 
Onderstel dat I~ de eerste in g(x) •ptredende coef':ficie'nt is, waarop 
p niet dee;ba.ar is en even~o dat C3 de eerste in h(x) optredende coef'­
ficient is wa.arop p niet deelbaar is. Wij be$chouwen dan de coef'ficient 
a,0 ,, wa.arin de term JR c3 optreedt die •ndeelbaar is door p terwijl 
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alle andere in ~ C,:t optredende termen producten zijn van een .}j+met 
lagere index dan Ren een c met lagere index dan S,· zodat die allen wel 

door p deelbaa.r zijn. Bij gevolg was de grootheid ~+S'niet deelbaar 
door pin tegenstelling met de onderstelling. 

Wij formuleren nu onze ontbindingsstelling nog iets anders nl.: 
Is f(x) (met gehele coeffcienten) gelijk aan een product g(x) h(x) 

van twee veeltermen met rationale coef:flcienten, dan bestaat er een 
rationaal getal t, zodanig dat tg(x) en ~(-,,) gehele coefficienten be-

. t 
zitten (zrlldat f(x). dus te schrijven blijkt a.ls een product van twee 
veel termen met gehele co·e:fficienten). 

Bewijss Onderstel f(x) primitief en zij f(x) = g(x) h(x), waarin de 
coef:ficienten van g(x) en h(x) rationaal zijn. Er bestaat dan een kleinste 
geheel getal a zodanig dat ag(x) slechts gehele coeffioienten bezit; 
als nu b de GGD dier coefficienten is, is "',Pix) primitief ( en de GGD 
(atb) van a en bis 1). Evenzo bestaan er twee gehele getallen c end 
{met GGD (c,d)= 1), zodanig dat c:flx) primitief is. Men heeft dan dat 

,e:t C. ( ~ ( X ) c--1? ( "X) 
td.. f x)== 11- · • o{_ als product van twee primi ti eve veel termen 

primitief is. Geen factor van gd is deelbaar op de coe:fficienten van 
f want f is primi tief. Dus bd is deelbaar op a.c. Het quotient is echter 
l want anders was e\l' f(x) niet primitief. Bij gevolg is bd = ac. Dus ' (j 
f(x)= fg(x). ~ h(x), waarmee de stelling bewezen is. 

Is f(x) niet primitief, dan volgt uit f(x) = g(x) h(x) dat 

f!:t) = fl.!:::.._) h(x) (waarin e de GGD der coe·fficie.nten van f(x) voor-
e.. ~ 

stelt) ;c:'i< primitief is; er bestaat dan een rationaal getal t met 

ff_;) ~,,. if}_{"> ~> , waarin /;;_ ~-,,) en-RI:;' gehele coefficienten 

hebben, dus f(x) = tg(x). --/!,(-x..) is ook een product van twee veeltermen 
met gehele coefficienten. t 

Q:pg. 1. Als de primitieve veelterm f(x) geschreven is als een product 

g1 (x} g1 (x)~ •• gk-(x), dan bestaan e:!'. rationale getallen r1 ,rz,···,r~, 
met 4!, "'-i ... "Z'.k= 1, zodanig dat r 1 gf x), r~gJx), ••• , r1,.~x) allen 
primitief zijn. 

Def. Men noemt een primitieve veelterm irreducibel als zij niet te 
schrijven is als product van primitieve veeltermen van lagere graad, 

Uit de gevonden resultaten blijkt dat men bij het £oeken naar ont­
bindingen van primitieve veeltermen zich slechts tot primitie-ve fac­
toren behoeft te b€perken. Wenst men b.v. na te gaan of de· veelterm 

r r 'X: ) :.;; ?( 4 + 2 ~ ~ ... )c ~ - s- ?{ + 2. 

irreducibel is of niet~ dan zijn slechts mogelijk de gevallen 
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en 

ff ?r ) = (xi + -e x +-d )( X 7.. f-· f ..,c +- h ) .> 

waarbij alle optredende coefficienten a,b,c,d,e,g,h en k geheel zijn. 

In het eerste geval is ad= 2, dus a= 1, -1, 2 of -2 en men controleert 
met behulp van de reststelling direct dat f(x) geen factor x+l, x-1, 

x+2 of x-2 bevat. 

In het tweede geval heeft men 

e+fi=2. 
(j+"-h+-k= 1-
t/1:: +-e.h =- - s-

;; k =2. 

Ui~ gk~2 volgt dat juist een der grootheden gen k even is, dus uit de 
2e relatie volgt dat eh even is; daar e+h even is, zijn dus e ·en h beide 

even, wat strijdt met de 3e relatie. De veelterm f(x) is derhalve 
irreducibel. 

Wij leiden nog de stelling van Eisenstein af, die ons in bepaalde 

gevallen helpt om veeltermen op hun reducibiliteit te onderzoeken~ Toze 

stelling zegt: Als van de veelterm f(x) = a x'"'+ ::i_ x?'I•'+ ••• + a de 
,,,.. _,,,_, - 0 

coefficient a~ niet en de overige coefficienten an_ 1 , ••• , a;e½oor een 

priemgetal p deelbaar zijn, terwijl a 0 niet door p 2 deelbaar is, dan 
is f(x} irreducibel. 

Bewijst Stel er bestond een ontbinding 

f ( ')( ) -;r (€'l. ')(' "t' + - · - + i o )( C5 x; s + · - · + C ~ )_., 

wa.arin alle eoe.fficienten geheel zijn, dan is a = b c deelbaar door 
0 e> C · 

p maar niet door p 2 , dus hetzij b0 hetzij 0 0 is deelbaar door p. Zonder 
d1algemeenheid te schaden mogen we aannemen dat b0 wel ·en c0 niet 

deelbaar is door p. Daar niet alle coefficienten b ,b , ••• ,b deelbaar 
. O 1 'L-

zijn door p { anders was a~ het ook) is er een eerste coefficient, 

welke wij bR zullen noemen, die niet door p deelbaar is. Echter is dan 

¾ een som van termen die allen, op de ene term bR c0 na, door p deel­

baar zijn, dus a'l\ is niet deelbaar door p in strijd met de onderstelling. 

Opg. 2. Als p priem is, is de veelterm 

t/x) --..:. ')(,_/'-J +- )(f-i+ - - . t- )('~ +- >C + 1. 

irreducibel. Men bewijze dit door x = y+l te stellen en te beschouwen 
( ) ,( f., - I l Ut + I )f'_ I 

-:f x = -- = w · , op welke veel term in y de stelling van 
?C - I ..;f 

Eisenstein is toe te passen~ 



Opg .. 2· A.ls van de veelterm-a0 x 
~ 

a1 , ••• ,a~ deelbaar zijn door een 
1s door pi en als verder a 0 niet 

irreducibel. 

44d. 
,,.,_, + t• ·-al le coefficienten + a1 x + • • . a,,, 

priemgetal p, maar a,.,., niet 
deelbaar is door p, dan is 

deelbaa.r 
die veelterm 

Opg. 4. Ont bind de v,eel term x IS' -1 in irreducibele factoren. 

Hoo:fdstuk IV. 

§ l. fild.!!!ina tie ~ 

Wij wensen in deze :paragraaf na ta gaan onder welk-e voorwaJ.rden twee 
l veel termen 

f (x) = "~ :>r -n + --·~·er,.., 

een nulpunt gemeen hebben. Wij zoeken daar:toe een functie die alleen 

afha.ngt van de coefficienten a ,a , .•. ,a; b ,b1 , ••• ,b ...... en die dan en q 1 ~,._ ,::, ,r, 

slechts dan nul wordt als een der n nul-punten x, , ••• ,x1, vA.n :f(x) samen~ 
valt met een der m nulpunten ~ , ••• ,y,,_,, van g(x). Het is duidelijk nat 

I 

de functie 

juist in die gevallen nul wordt. Wij merken verder op dat 

► g(x)== bu{x-y1 ) ••• (x-y.,,,) volgt g(x 1 )= b 0 {x1 -y1 ) ••• (x,-Y.,,.,), 

C p-'71., d (":{v.> 
-= 1/ -(-n 

V-=- I ,.,., (> 

uit 

dus 

C /) ,n= De functie G. 
() 

...,__// g ( ..... y ) ~ .. is ecn gehele rationale symmetrische func-
V-::-1 

tie in de grootheden x1 ,. ··,¾ en dus volgens de theorie der symmetrischc -

:functies geheel en rationaB,l ui t te drukken in de grootheden ~ , ••• , a..,.,• 
. Q Q' 

Deze f'unctie is van de graad min elk der grootheden x. , ••• ,x; zodat 0 

7n I -'>'I 

a0 maal deze functie, dus do functie 
·n 'l7> I) ,,,c 
,...J.,,lf j = a. 0 -& Q 

geheel_ en rationaal uit te drukken is in de grootheden 
bo,q, , ... ,q.m• ~ 

a ,a , •.. ,a ; 
~ 1 '>; 

Ui t 7),..q = a O ~ 'fT g( Xy) zie-t men dat D_r homogeen en van de graad n is in de 
..!Af(f )/;;:;.J Tr 

grootheden b• , ••• , b.,.,,; evenzo is nf 1 homogeen en van de graad m in d.e 
grootheden a0 , ••• , a?'I. · 

Toepassing. Bepaalde uitdrukking 1r;voor de veeltermen 
{ ('x )-= tl.P 'X +-· '< t ; d (-x ) -. 4 :>c.~ -¼· -', ,c + -€ 2 . 
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Men vindt 

of door uit te gaan van g(x) 

Opg. l_. Bepaal de uitdrukking Df'q voor de veeltermen a0 x + a.,en bi;x + b1.• 

9:Rg. 2. Bewijs dat uitdrukking 11/: voor twee veeltermen fen g resp. 
van de graad n en m gelijk is aai de uitdrukking DJf voor de veeltermen 

gen f afgezien van een factor (-)"""'~.[Wij zien dat de functie ~{~ of 
de functie DJ( == (-t 1 -n D-fJ dan en slechts dan nul wordt als de veeJ.­

termen f(x) en g{x) een nulpunt gemeen hebben. De functie D-:r~ is dus 
1., 

de resultante van de VJeltermen f(x) en g(x) en deze resultante is 

zoals wij hierboven zagen, homogeen en van de graad n in de coefficien­
ten b 0 ,b11 ••• ,bm van g(x) en homogeen en van de g:(_aad min de coef­

ficienten a ,a , •• ,,a~ van f(x). De resultante is dus homogeen en van 
c, I ,-, 

de graad m+n in de coefficienten van de veeltermen f(x) en g(x) tesamen. 
Wij tonen ook nog aan dat de resultante isobaar is in de coefficienten 

van deze beide veeltermen tesamen. Beschouw daartoe de vergelijking 

Cf (! )= 0, waarvan alle nulpunten } 1 , ••• , l:, t maal zo groot zijn als die 

van f(x), dus als 

• 'j 2 I. 'n dan is 0(1= ia,; ~::;:Ia~ ; .... ; °".'.,..,= . Qn • Verder beschouwe Itcn de 

veelterm rx < 5 ) waarvan de nulpunten t x zo groot zijn ar s die van 

g( x) • Voor de COBfficienten e<) , /31 , • .. , (3/'Jr) van ';{ (J) ziet men dan 

direct in dat geldt 

/?>,::: I t, > fo2 ::::: f 2 -f2 :> - -·, /3?n ..- t ">n.£,,.,,,.,. 

Verder is 

Daar D<fn ontstaat uit DfJ door bij DfJ in elke term c:t 1 te vervangen 

door CV, J at door o(z , • • •, Ondo or Dr'n, e I door /3-1, i2 door /5:;i.., • • • J ..f"n?.. 
door /3,,., en bij die vervanging hierbij evenveel factoren t · gewonnen wor­

den als de index aangeeft, is het gewicht van iedere term van D-f 

gelijk aan 1rvn , dus Dfa lis isoba.ar van het gewicht lnn in de coeflicien-
ten van de veeltermen fe :~n~~a~~~1~~~""' 
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Indien men op .een of a.ndere wijze een veel term V in de grootheden 

a , .... , a , b , ••• , b a.fleidt, die nul wordt als f en g een wort el gemeen 
Q·· m o ~ 

hebben, is die veelterm V deelba~tr door n13 • Immers de veeltern V is · · 

• symmetrisch in de grootheden -~ , ••• , ~, y, , •••. , Y,,,,.. en wordt nul als er · 

een i en j bestaan zod~nig dat x,= Y_;·, zodat V de factor X( - ~· 

,bevat, maar wegens de symmetrie is V dan deelbaar door elk der m n 

uitdrukkinge.n Xv - Y_,,,u..) dus door hun product. C. Da:1r echter O gebroken 
rationaal is in de grootheden a., ... , a,)>, 'ho ., ••• , b~, ( en wel met noemer 
~ ~ ~,~ 

a.0 b0 ) , is V deelbaar door a~ o C, dus door D,.-;, •. · 
Toepassing. Men elimineert x uit de vergelijkingen 

{/'x)­
d r~)~ 

~ 
Ci0 .l:: +· 1:11 x+a~ = o 

i 0 X?. r (," t- ~- -o 

op twee wijzen, nl. door ze met b0 res~. a 0 te vermenigvuldigen en af 

te trekken en door ze met ba resn. a., te vernenigvuldigen en af te 
trekken. Men vindt dan bij x JO 

r 

(dl., 'X + (~\o ""." 0 

( J)0,2." + ( a..t),~ == 0 

(hierin stelt (a.b)J. · de determinant a•b- a.b,voor) en dus na eliminatie 
~ ~J J' 

van x 

7? s ( d) lo ( a.£ >12 -. ( J) oz 2 .e () · . 

t Daze relatie geldt ook in het nog niet beha.ndelde uitzonderingsgeval 
X = 
een 

o, want dan is a 2 = ba = 
andere gedaante brengen. 

O. Men kan het ·gevonden resulta.at nog in 
Men heeft nl. 

'D /CJ>o~ 1, = ra..1,) 
\." 0 I 

Q, .i2 -Q~.e, 
t:lo g2·- a) to 

waaruit 
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Dit laatste resultaat is een bijzonder geval van een resultaat dat 

ons door de eliminatie methode van Sylvester wordt gegeven. Indien de 

vergelijkingen :f(x)= 0 en g(x)== 0 een wortel gemeen hebben, is dit ge­

tal x wcrtel van. alk -der-vergei.ijkingen . 

?c1n-1/(-x)-:::-o) :( -m- 2f(>c) ::::D ) -·-, w{'/':x)=DJ f(x)-=- D> X ??-j("'<-)=-D.,, 

')( -n- 2 d ( X )= °.,;_ • .. _, XJ ('>< /-= ';; d ( ?( ) = Q · 

Schrijft men deze vergelijkingen uit dan ziet men dat het systeem homo­
gene vergelijkingen 

(J {') ':( m+.,.. - , -t QI Z m~ -., _ 2 f· ' - . + I) n Z _,,,, _ I 

Cl0 ~9h+"h- 1 • + --::fr,~,-,.._ 2. 

=o 
-- 0 

+- a,,·~"' =O 

{ Z1o1._,._ 1 + ~ < ,,.,,,_, 1?.-~ +- · ~ .-;-.e 'n7 '.t. ,,,,_ 1 

(l> ~1n+11~ l2 +- • , , ~ e,,.,.., 7-,,_a 

·- -
+ ,( ,-,,. 7 a :::; CJ 

t tegelijk meet bestaan (en wel de oplossing 

die niet de nuloplossing is 1 moet bezitten), zod8.t de co<::;fficienten­

determin?...nt 

(JO (Jl .,, a,-, O 0 
0 0 0 ti, .•. a,, o -. • o 

.. ~ -
0 • r • Q ,()()a-,••• a...., 
"() i, . . . e,,., o - . <) 

O ~ B,, · - · t'M O - - - D 

0 · · · 0 I?<> ,, ,. · ~ -e-,,, 

nul is. Dat omgekeerd uit het nul zijn van R volgt, dat het stelsel een 

oplossing bezit, is evident maar het staa.t niet a priori vast dat die 
oplossing ( z0 , z1 , ••• , z ?n + 11 _ 1 } de eigenschap bezi t, da.t z O = l; z 1 = z ; 
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1 1-,, f. ,,,,_, . 1 t z., = z, ; ••. ; z = z en pas daaru1 t ve g dat f en g een nulpunt 
"- ">n+-1>-I I · 

z, gemeen hebben. Dat di t bij R :::: 0 toch .wel het geval is 1 blijkt ui t de 
hierboven gemaakte opmerking, dat als fen g een nulpunt gemeen hebben, 

R = 0 is, zodat R deelbaar is door elk der verschillen Xy - ~' a.us door 
D,...Aangezien echter R niet identiek nul is (men kijke b.v. naar de term 
a~ b ~,, die in R eenmaal optreedt en wel met coefficient 1) en V8,n de 

0 

graad m in de coe'fficienten ay en van de gri:.tad n in de coef:ficienten ~ .... (., 

is, kunnen R en Df slechts in een Constante factor verschillen, zodP:.t uit 
R ~ 0 inderdaa~ vtlgt dat ~= 0 is, dus dat :fen g een nulpunt gemeen 
hebben. · d 

Opg. 3. Toon aan dat een gemeenschappelijk nulpunt van :f(x) en g(x) ook 
een gemeenschappeli jk nulpunt is V)'.'.:>_n a e veel termen f( x) en :f ( x) +Ag( x) 

( A wil lekeurig -/ 0) • 

Euler heeft nog een e.ndere methode gegeven om de resul tante der 
veeltermen f(x) en g(x) te vinden. Hij merkte op, dat, als f(x) en g(x) 

een nulpunt c gemeen hebben, geldt f(x) = (x-c) p(x); g(x)= (x-c) q(x) 1 

dus 

waarbij p(x) en q(x) ten hoogste van de graad n-1 resp. m-1 z1Jn. Om­
gekeerd als twee dergelijke ve€ltermen p(x) en g(x) besta~n, moeten de 
n lineaire factoren van f(x) deelbaar zijn op het rechterlid p(x) q(x), 
maar omdat p(x) ten hoogste van de graad n-1 is, moet ten minste een 
dier factoren deelbaar zijn op g(x), waaruit volgt dat g(x) en f(x) een 
factor, dus een nulpunt gemeen hebben. Zodra dus een tweetal veeltermen 

. 
..) 

bepaald kan worde~ wasrvoor geldt o(x) f(x) = p(x) g(x), hebben f(x) 
en g(x) een nulpunt gemeen. noor dG P.roducten q(x) f(x) en p(x) g(x) 

uit te werken en de coefficienten van overeenkomstige machten gelijk te 
stellen, ziet men dat er getallen p0 , ••• ,p.,,_

1
; 

nul) bepaald kunnen word en zodanig dat 
fofo 
fo gl +j>,-lo 
fo 42 ~ f'1 -1, -1 /'2 I, 

-'loac 
..,.:_ 9o q, .... q I r:t,:, 

- 9oC/2 - 9,'11 - 'f74r:, 

q 0 , • •• , q .....,_., (niet allen 

=c, 

:-:tlc-O 

=o 
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Van di t homogene stelsel moet de coefficie.ntendeterminant dus nul z1 Jn 

en men ziet gemakkelijk in dat daze., na wentelen om de hoofddiagonaal~, 

op eenvoudige wijze over te voeren is in de determinant R van Sylvester,­

Opg. 4. T♦on a.an dat het bestaan van een veelterm p(x) van de graad 

n-2 en een veelterm q(x) ve.n de graa.d m-2, die voldoen aan 

tot gevolg heeft dat f(x) en g(x) twee wortels gemeen h8bben, 

Opg. 2• Ee~aal de relaties die tussen de coefficiBnten der V:,eeltermen 

f !)()-= ttc ,c~+ a, ?c'?.,.. n~ -:c +Q3 -el-') Jfx ). lo?c<+- e, x +-- -t2 

moeten gelden, opdat deze een (resp. twee) nul~unten gemeen hebben. 
De eliminetie methode van Bezout gaat geheel anders te werk dan die 

van Sylvester. Wij lichten deze toe aan een speoiaa.1 geval 

Hebben f(x) en g(x) een wortel gemeen. d,m geldt voor die wortel 

dus na herleiding twee betrekkingen van de gedaRnte (waarvan de coef­

ficienten c end op eenvoudige wijze in de coeff'icienten a en b uit te 

drukken zijn) 

.. 
Aan deze betrekkingen voegen we nog toe de betrekkingen 

-ed. '< l t- i, 'X i. +· ti 'X :::: 0 

,go ,r -a+- '1 ')( + ../ 2. -== o . 

De 4 gevonden betrekkingen, alleen geldig als er een gemeenschappelijk 
~ 

nulpunt der twee veeltermen f(x) en g(x) bestaat, leveren na eliminatie 
een resul tfmte 

Co r, C ,_ Ci 

B-== elo d, di d3 
fo .gl _.f 2. 

•0 
0 

0 ,to ~I ~2 
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op. Men weet dat deze deelbaar moet zijn door D. Lettende op d~ graad 

van B en op het fei t dat B niet identiek nul is, ziet men gemakkel:i.jk 
in, dat B en Df slechts in een constante factor verschillen. 
Opg. 6. Laat z!en dat bij veeltermen :f(x) en g(x)~ beide V9.n de graad 
;, de determinant B van Bezout de gedae.nte 

(A_ .. I,) C, ~ (~),2, (~)23 

:B -= (cJ,) (afJ),2. + ~)0:5 (J),3 
0,2_ 

{aA)o, (a..a )02 { cd)o.3 

bezit. 

j2• Toepassingen van de eliminP.tietheorie. 

Wij geven v·1n het gevondene twee toe-passingen. 
De eerste toepassing bestaat uit het opsporen van de snijpunten van 

twee willekeurige vlakke krommen f(x,y)= 0 en g(x,y) = O, resp, van de 

graad n en m. We schrijven 

waarbij elke coefficient !\ = avf<i)een veelterm is van een graad. v in y 

en elke coefficient b,M- = ~/J_faen veel term is van een graad /-<A..in y. Een 

snijpunt S(x. ,y0 ) van de krommen heeft de eigenschap, dat de veelterinen 

f(x,~) en g(x,y0 ) een gemeenschappelijk nulpunt hebben, d.w.z. dat hun 

resultante nul is. Deze resultante is in onsgeval een veelterm in y 0 

en wel van een graad, die gelijk is aan het gewicht m n dier resultante, 

juist omdat in de coefficienten a.,.. res-p . b .,,.... de grootheid y in de v e. 

rest,.)A-~ graad optreedt. Er zijn wegens de hoofdstelling der algebra 

juist m n waarden y O te vinden wa?,rvoor deze resul tante ( als veel term 

van een gra.ad m n in Y.,) nul wordt. Is eenma.i::1~1 zo' n waarae y O gevon­
den, dan kan bet bijbehorende punt,S' gevonden word.en door, zoals boven 
is opgemerkt, een stelsel van m+n-1 homogene lineaire vergelijkingen 
• 2.. , ?>->+ n-1 t 
in de onbekenden z0 = 1, z, == x0 , z 2 = x0 , ••• , z '»'>i• ,.,_,:::: x 0 op e 
lossen, waaruit in het algemeen juist 1 waarde van xb volgt. In het 
algemeen vindt men zo dat twee vlakke krommen van de graden men n 

precies m n snijpunten gemeen hebben (stelling van Bezout). In de 

analytische of in de algebra.ische meetkunde worden deze resul ta ten ge­

preciseerd en de uitzonderingsgevallen, die zich hierbij kunnen voor­
doen en waarop wij nu niet ingaan, bestudeerd. 

ORg• 1. Eepaal op de aangegeven wijze de snijpunten van de kromme:n. 

x,_l'+'.J3 :: Lf; JC , x"+ .yl-:: S-. 
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Opg .. 2. Is het mogelijk dat twee krommen van de graad m resp. n meer 

dan m n snijpunten hebben? 

Een geheel andere toepassing van de eliminatietheorie levert ons ie 

voorwaarde waaronder een vee l term f( x)::: Otc ::ic -n + a,?' ?1-' + · · · -+ Ci,., 
een dubbel nulpunt bezit. Wij weten dat het daP.rtoe nodig en voldoc::r1r.',G 

is, dat f( x) en f' ( x) = n al.) x?? _, +( n-1) a 1 x "n-:2 + • • • + a,,,,_, een nul-punt. 
gemeen hebben. Wij vinden de genoemae voorwP..arde direct aoo./-e.resul tantc, 

R van :f en f' op te schrijven, die van de graad n+(n-1) in de coeffici.-,··ri•­

ten a is en van het gewicht n(n-1). Men ziet echter onmiddellijk in a.at 

deze resul tante deelbn.o..r is door a 0 , zoda t wij n:?. verwij dering van d eze 

f'actor een resul tante ·n == .B.... vind.en die in de coi/fficic;nten van de graStd a.() .J • 

► 2n-2 en van het gewicht n(n-1) is. 

Men overtuigt zich er gemakkelijk van dat D niet j_dentiek nul is. De 

gevonden uitdrukking D wordt ne discriminant ve.n f genoomd. 

Opg. 2• De discrimini=mt v.an f is op te vatten 8.ls resul tante van 

f -::. { I '2 n £ = ,,,, r - }: r r_ 
. I 

Opg. 4. Schrijft men f( x)= f(x,l), waarbij 

r ( ) ~ 'i'l - J ?7 - 2 < + . . - -t c, ?C j ·n - '+ q . t,, "Yi,. "X,1:J ;111:1; C?o:X. -+- t:>, X cJ +a2 % d · · ,-, .. , C ,,.\J ~ 

d ft~_ 11 .> dan is de in opgave 3 gevonden vorm f 2 gelijk aan . , waarin 
r>)I 

y = 1 gesteld is. (Dit is een bijzonder geve.l van de stelling van Suler, 

die zegt dat een homogene vorm f van de graad n in de variA.belen x,y, '7. •; • , . 

~voldoet ae.n 

= ~r. ) 
Opg. 5. Bepaal de discriminant van elk der vergelijkingen 

)(_2+ rx+-9.. ;.. 0 ; x3 +I"-~ +· 1 'I::" D ; ?( 4 +-r ;I"-+ 9 -= 6. 

Opg. 6. Bepaal· de discriminqnt van de vergelijking 

· ae,'l.3 + a,x?..+a,x..+ «..3 =t:> 

Men kan ook op geheel andere wijze komen tot de uitdrukking ~- Beschouw 

daartoe de uitdrukking 

V -=: {°Jr,-x-.."fx,-x!) ·· -(x,,....-x,.,'";(x2 ->r'!>)(x-2--x9.)---(x~-'X,;-,) • · • (:>r_.,_,-'C;,1 

bestaande uit 11 /'1-') factoren. Het is <luidelijk d$.t V nul wordt zodra 
2. 

twee der nulpunten van f(x) gelijk zijn. Vis echter geen symmetrische 

vorm in de grootheden x1 , ••• , x-n want verwisseling van twee dezer groot­

heden doet Vin zijn tegengestelde overgaan. (Een zodanige vorro noerot 
men alternerend}. Juist dit resultaat leert ons welke functie der nul-



441. 

puntverschillen we moeten nemen om wel een symm.etrische uitdrukking in 

de wortels te krijgen. We beschouwen nl. de functie 7T ( ~- -'rv), 
µ '¢\J 

waarin naast b.v. de factor x, - x~ ook de factor~ - x, optreedt. 
">->(>,-,) 

Deze :functie, die juist gelijk is aarr {-) a. · V: wordt slechts nul 

als twee der nulpunten van f(x) samenvallen en deze functie is symme­
trisch in die nulpunten, dus geheel en rationaal uit te drukken in 

~, a.t. , ••• , ~ • Daar V2 in 0lk der nulpunten ve.n de graad n-2 is, 
a() ao ~ 

, u,-2 va. 
1s a0 een gehele rationale functie van a, ,a~, ••• ,a ... ~, die dan en 

slechts dan nul wordt, als twee der nulpunten· van f(x) samenv~llen. ne 
bovengevonden ui tdrukking D worc'!.t nul als twee dier nulpunten samen.:.. 
vallen en is dus deelbaa.r door a:.,.,, - 2 v~. Aangezien echter D van het 

'vi 2. 
gewicht n(n-1) is in de grootheden % ,a,, ••• ,a--n en ar•-? al_s symme.-. 
trisch_e functie van de graad n(n-1) eveneens dit gewicht bezit moet het 
quotient een gewicht nul bezitten, zodat d.it quotient af'-

gezien van getallen factoren van de gedaante a 0P is. Daar D van de graad 
2n-2 is in de coe:f'ficienten a 0 ,a,, ••• ,a~en V2 van de graad 2n-2 in x,, dus 
a /"»- 2 V 2 van de graad 2n-2 in de grootheden a0 , a, , ••. , a_.., , is, moet p = C 
zijn zodat a:i.. -~ V2 en D afgezien van geta.l.len factoren OV"?:reenstemmen. 

Zo heeft men bij de itierkantsvergelijking 0 0 ,cl+ tt, -,r + q<-::: o 

c;t>2v 2 -==- 2 ( )2 ~ )r--:t" -
'·t.-o - I Z. -

.,,... < 
-r1 -

Opg. 7. Bij. de cubische vergelijking x 3 + p x + q = O drukke men de 

symmetrische uitdrukking 

ui t in de ooe:f'ficienten p en g, gebrll:ik makende van de relatie x +x +x .. .-::0'" 
I Z ,3 


